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“Um bom ensino da Matemdtica forma melhores hdbitos de pensamento e habilita o individuo a

usar melhor a sua inteligéncia."

(Irene de Albuquerque)



RESUMO

O gosto pela Matematica tem uma forte relacio com a forma que se ensina. Para alcancar
resultados satisfatorios, faz-se necessdria a utilizagdo de mecanismos e habilidades que propiciem
uma forma dindmica e contextualizada de se ensinar. Uma ferramenta que possibilita ao aluno
construir o seu conhecimento e colocar em pratica os conceitos apresentados pelo professor sdo
0s materiais concretos. Essa ferramenta de ensino vem ao encontro do desejo dos educandos
e educadores de tornarem as aulas mais dinAmicas e com uma maior participacdo dos alunos.
O presente trabalho tem por finalidade apresentar o uso de materiais concretos no ensino de
Geometria aplicaveis ao Ensino Médio, a fim de que o educador e o educando os tenham como

ferramentas no processo de ensino-aprendizagem tornando o ensino aplicavel e dinamico.

Palavras-chave: Materiais Concretos. Ensino-Aprendizagem. Matemdtica



ABSTRACT

The taste for mathematics has a strong relationship with the way it is taught. To achieve sat-
isfactory results, it is necessary to use mechanisms and skills that provide a dynamic and
contextualized way of teaching. A tool that enables the student to build their knowledge and put
into practice the concepts presented by the teacher are the concrete materials. This teaching tool
meets the desire of the students to make classes more dynamic with greater student participation.
This paper aims to present the use of concrete materials in the teaching of geometry applicable
to high school, so that the educator and the student have them as tools in the teaching-learning

process making teaching applicable and dynamic.

Keywords: Concrete Materials. Teaching Learning. Mathematics.
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1 INTRODUCAO

Uma das grandes dificuldades encontradas por professores de Matemdtica da
Educacdo Basica € a aversdo que grande parte dos alunos tem por essa disciplina, uma vez
que muitos a consideram muito dificil e abstrata, causando assim uma falta de interesse em
aprender o que é abordado durante as aulas. No Ensino Médio, essa percep¢do € mais facil
de ser constatada, pois a tendéncia natural é que, a medida que os estudos em Matemadtica se
aprofundam, os contetidos abordados tenham um grau de abstracdo mais alto, exigindo dos

alunos mais raciocinio para que possam entender os assuntos das aulas.

Uma pergunta recorrente, por parte dos alunos, quando iniciamos um determinado
assunto em sala de aula na disciplina de Matematica é: ‘“Para que isso vai servir na minha
vida?” Em outras palavras, eles querem saber qual € a aplicabilidade, em seu dia a dia, que tem
aquele assunto. Esse questionamento, muitas vezes, € dificil de ser respondido, uma vez que,
como sabemos, a Matemadtica em sua esséncia ndo estd preocupada se o desenvolvimento do
conhecimento terd sua devida aplicacdo no cotidiano. No Ensino Fundamental, essa aplicagado é
mais facil de ser desenvolvida, pois os assuntos abordados t€m aplicagdes mais faceis de serem
percebidas pelo aluno. Quando os alunos ingressam no Ensino Médio, a aplicabilidade imediata

dos assuntos abordados em sala se torna mais dificil (Druck, 2017).

A maioria dos professores desenvolve suas praticas de ensino com base no que viven-
ciaram como alunos da Educagio Bésica e no que foi aprendido durante a graduagdo, pois a
maneira como se ensina estd diretamente ligada a forma como se aprendeu (Abreu, 1997, p. 48).
Assim, em sua grande maioria, os professores de Matematica centralizam suas aulas no tripé:

lousa, giz/pincel e exercicios.

Durante minha graduacdo, o objeto de estudo ndo estava em desenvolvimentos praticos
no que era abordado durante as aulas e sim no desenvolvimento tedrico e matemaético. Na
Universidade ndo havia laboratério de Matematica, ndo faziamos aulas préticas e nem confec¢ao

de materiais concretos a serem utilizados nas aulas que leciondvamos nas disciplinas de estigios.

Atualmente o Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia (PIBID) vem
dando um suporte aos académicos para que os mesmos tenham contato com a pratica docente
durante seu periodo de formagdo na licenciatura. O PIBID oferece bolsas de iniciacdo a docéncia
aos alunos de cursos presenciais a fim de que realizem estagios em escolas publicas e quando
estiverem graduados possam se comprometerem com o ensino publico. Dessa forma o graduando

antecipa a vivéncia em sala de aula.

Segundo as informacdes obtidas de Brasil (2019):

A intenc¢do do programa € unir as secretarias estaduais e municipais de educagao
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e as universidades publicas, a favor da melhoria do ensino nas escolas publicas
em que o Indice de Desenvolvimento da Educacio Bésica (IDEB) esteja abaixo
da média nacional, de 4,4. Entre as propostas do PIBID esta o incentivo a
carreira do magistério nas dreas da educacdo bdsica com maior caréncia de
professores com formagao especifica: Ciéncia e Matemadtica de quinta a oitava
séries do Ensino Fundamental e Fisica, Quimica, Biologia e Matemadtica para o
Ensino Médio.

O presente trabalho tem como objetivo trabalhar uma ferramenta pedagoégica voltada
diretamente a aprendizagem significativa dos alunos, possibilitando uma melhor interacado e
construcdo do conhecimento matematico mediante a utilizagdo de materiais concretos aplicaveis
ao que estd sendo lecionado. A utilizac@o destes materiais € uma estratégia pedagdgica que visa
trabalhar o conhecimento matemético de forma dinamica e construtiva a fim de que seja uma

ferramenta facilitadora para o Ensino de Matematica.

Dividimos o trabalho em cinco capitulos como segue. No Capitulo 1 estd a Introdugdo.
No Capitulo 2 faz-se uma abordagem do ensino de Matematica e sua contextualiza¢do por meio
da utilizagdo dos materiais concretos no ensino desta disciplina, de forma que os alunos possam
aprender Matematica sobre uma perspectiva concreta. No Capitulo 3 € dada énfase aos conceitos
geométricos que podem ser trabalhados com os materiais concretos escolhidos. No Capitulo 4
sdo apresentadas algumas sequéncias didaticas com materiais concretos, apresentando sugestoes
que podem ser desenvolvidas através do geoplano, teodolito e constru¢do de poliedros. No

Capitulo 5 estdo as consideragdes finais relacionadas a proposta do trabalho.
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2 O ENSINO DE MATEMATICA

Um dos maiores desafios do modelo educacional brasileiro encontra-se pautado na
aprendizagem Matemdtica, em fazer com que o aluno perceba a importancia dessa disciplina e a
veja como indispensavel ao seu aprendizado. Segundo Toledo e Toledo (1997, p.37), “os alunos
mesmo os de cursos do nivel médio, acham que Matematica é uma disciplina em que se devem
decorar algumas regras e aplicd-las em situagdes de sala de aula, e que nada tem a ver com a
vida prética”.

Um grande incentivador desse pensamento € o fato de que, muitas vezes, os conteidos
matematicos se apresentam nos livros diddticos como uma sequéncia de etapas com conceitos
e exemplos que podem ser aplicados para se compreender os conceitos. Essa segmentacado e
descontextualizacdo da disciplina pode ser uma das razdes que justifica a desmotivacao do aluno

em aprender Matematica.

Numa tentativa de melhorar a aprendizagem, o suico Jean Piaget (1896-1980) desen-
volveu uma teoria cognitiva que deixa claro que o desenvolvimento da aprendizagem se torna
mais satisfatorio quando € iniciado do concreto para s6 depois se partir para o abstrato. Segundo

Lorenzato,

torna-se dificil para o aluno conceituar qualquer figura geométrica sem antes
té-la visualizado, é necessdrio que esse tenha um apoio inicial como tamanho,
forma, cor, peso, pois os conceitos evoluem com o processo de abstracdo; a
abstracdo ocorre pela separagdo (Lorenzato, 2010, p.22).

O ensino de Matematica se torna mais coerente para os alunos quando se utiliza como
ponto de partida para a aprendizagem os saberes apropriados por esses em suas vivéncias,

associando-os a manipulacao de materiais que favorecam a construcdo do conhecimento.

Antunes (2000) diz que é através da manipulac@o que se aprende, € vivenciando situacdes,
saindo da esfera da imaginacdo, relacionando o que vé e estabelecendo diferentes significados

para a aprendizagem que acontece o crescimento cognitivo.

Quando o estudante consegue atribuir sentido ao que ele estd aprendendo, o processo
se torna mais prazeroso € menos cansativo, pois ele se enxerga na constru¢ao do conhecimento.
Por isso, o uso de materiais concretos € indispensavel, uma vez que possibilitam ao aluno
aprender Matemdtica de forma ativa, fazendo com que o mesmo possa aplicd-la em seu cotidiano.
Além disso, o uso desses materiais em sala de aula permite uma recapitulacao dos conteidos

trabalhados, facilitando a compreensdo dos assuntos, filtrando o que € importante para o processo.

A utilizacdo de materiais concretos no ensino de Matematica deve viabilizar e garantir a

melhoria no processo de ensino, sendo muito util para a elaboracdo das aulas de laboratério de
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Matematica, onde sdao desenvolvidas atividades lidicas que oportunizam ao aluno exercitar, des-
cobrir e aprender através das fungdes sensoriais. Essas aulas devem favorecer o desenvolvimento
cognitivo do aluno através da experimentacdo, bem como aprimorar habilidades, estimular a
curiosidade, a autoconfianca e a autonomia, além de desenvolver a capacidade de concentracao

do aluno, melhorando assim sua aprendizagem.

Ao manusear materiais concretos em uma aula, o aluno compreende melhor os conceitos,
desenvolve mais a sua competéncia cognitiva e se esforca mais para agir como um ser racional.

A aprendizagem aqui resulta da acao.

2.1 O uso de materiais concretos

A Matemidtica é uma das disciplinas que causam um certo desconforto nos alunos.
Entretanto, os saberes adquiridos por meio dessa ciéncia exata sdo de suma importincia para
que os discentes desenvolvam uma compreensdo sobre o mundo real, aumentando assim sua

mentalidade e raciocinio para que possam interagir com a sociedade em que vivem.

O educador, dentro de uma perspectiva de buscar proporcionar uma melhor aprendizagem
para seus alunos, tem um papel importante nesse contexto, pois € seu dever desenvolver formas
de expor os contetidos de maneira clara, buscando mostrar os conceitos basicos desde os alicerces

até uma andlise mais profunda do que se pretende explorar na drea do conhecimento matemaético.

Geralmente o ensino de Matemadtica € trabalhado de forma metddica e os assuntos sdo
transmitidos pelos professores de maneira tradicional através da utilizagdo do quadro e dos
livros didaticos. Uma das propostas nas formagoes continuadas ofertadas pelas secretarias de
educacgio € que os licenciados se sintam motivados a abordar novos métodos para o ensino
de Matematica, assim estes estardo aptos a encarar os desafios que os cercam ao longo de
sua formagdo, abordando o método tradicional junto com as novas metodologias inseridas na

vivéncia do aluno.

Dentro dessa 6tica, o professor deve lancar mao de diversos meios para mostrar aos
discentes que a Matemdtica pode ser usada como uma ferramenta para resolver situagdes-
problema que surgem no cotidiano e que podemos trabalhar com ela de varias maneiras diferentes
em resolugdes de problemas basicos em sala de aula. Deve-se, entdo, utilizar diversas formas

para apresentar a Matemadtica para o aluno. Uma delas € através do uso de materiais concretos.

Segundo Lorenzato (2010), o concreto pode ter duas denominag¢des: uma se refere ao
palpavel, manipuldvel, e a outra, mais ampla, inclui também as imagens graficas. O mesmo
também destaca que essa trajetoria € semelhante a que se deve fazer para conseguir o rigor
matemadtico: para consegui-lo, com seus vocabulos, expressdes, simbolos e raciocinios, € preciso

comecar pelo conhecimento dos alunos.

E muito abstrato para os alunos conseguirem entender os conceitos de qualquer objeto
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apresentado a eles sem ter vivenciado em seu cotidiano. Por isso a experiéncia com os materiais

concretos necessita ser apresentada de forma que conduza o conhecimento prévio do aluno.

Segundo a italiana Montessori (2013, p.28), apds experiéncias vividas com criangas com
a aplicacdo de materiais manipulativos, destinados a aprendizagem da Matematica, ndo existe a
aprendizagem sem acdo, ou seja, nada deve ser dado a crianca, no campo da Matemaética, sem
primeiro ser apresentada a ela uma situacdo concreta que a leve a agir, a pensar, a experimentar,

a descobrir, e dai, a mergulhar na abstragao.

Precisamos entender o verdadeiro motivo e o significado da utilizagdo de materiais
concretos em sala de aula. E preciso deixar que o aluno construa seu conhecimento, além do
contetdo abordado, que ele tenha tempo e liberdade para explorar o material e fazer descobertas.
Lorenzato (2010) afirma que o professor tem um papel muito importante no sucesso ou fracasso
escolar do aluno. Para ele ndo basta o professor dispor de um bom material didatico para que se
tenha a garantia de uma aprendizagem significativa. Mais importante do que isso € saber utilizar

corretamente estes materiais em sala de aula.

Um fato interessante, segundo Lorenzato (2006), € que quando as criancas aprendem
a contar, elas ndo percebem o padrdao de contagem de imediato, mas com o tempo passam
a percebé-lo pouco a pouco. Relacionando a Matemadtica com materiais, ela visualiza mais
rapidamente as formas de contagem, seja somando ou subtraindo. O conhecimento é mutuo, mas
relativo. Podemos perceber que depois que a crianga aprende este padrdo ela consegue fazer
contas maiores. Portanto, por qualquer ideia ou pratica que seja, a Matemadtica sempre estara

relacionada a algo.

De acordo com Carvalho (2006), ¢ importante para os professores possuir a competéncia
na resolugdo de questdes e nas estratégias de assimilar os contetidos com exemplos do cotidiano,

fazendo o ser humano pensar das mais diversas formas possiveis.

Uma andlise que podemos fazer é que quando o aluno relaciona a Matemética com
um determinado objeto, visualiza rapidamente o problema, mas quando fica de frente com o

problema numa folha branca, fica como se nunca tivesse visto aquele assunto.

Outro problema que € visto, segundo Lorenzato (2010), nos modelos de ensino atual
€ que os alunos de séries iniciais ndo t€ém uma préatica vivenciada do ensino de Matematica.
Os contetdos sdo apenas “jogados” para o aluno, pois eles sabem que aprendendo ou ndo o
conteudo, estardo em outra série no proximo ano. Os fatores externos influenciam na educacao
do individuo, e além disso, existe ainda a questdo da formacgao dos futuros professores: eles
realmente estdo preparados para lidar com o ensinar Matematica? Existem professores realmente

capacitados para adotar novas metodologias?

O processo de ensino e aprendizagem da Matemadtica deve ser bem trabalhado logo nas
séries iniciais para que futuramente os alunos ndo apresentem dificuldades. A utilizacdo de

materiais concretos vem facilitar a transmissdo do conhecimento matematico. Eles propiciam
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a evolucao do pensamento do aluno, onde ele desenvolve suas ideias, traca estratégias para

solucionar problemas e desenvolver seu raciocinio 16gico buscando respostas para os problemas.

O papel do professor € bastante importante para dar sentido ao material aplicado, pois
para ser colocado em pratica € necessdrio que haja um saber e uma finalidade para a utilizagao
do mesmo. Com isso € necessdrio que o docente se atente aos materiais aplicados e perceba suas

funcionalidades para que ndo seja abordado sé para um fim recreativo. Lorenzato disserta:

Talvez a melhor das potencialidades do material didatico seja revelada no
momento de construcdo do material didatico pelos préprios alunos, pois é
durante esta que surgem imprevistos e desafios, os quais conduzem os alunos a
fazerem conjecturas e a descobrir caminhos e solugdes (Lorenzato, 2006, p.28).

Um fato importante é o conhecimento que devemos ter sobre os tipos de materiais
concretos para que possamos trabalhar os processos de ensino e aprendizagem. As atividades

devem conter boas perguntas e boas situacdes problemas.

Existem diversos materiais que podem ser utilizados como ferramenta no processo de
ensino e aprendizagem, tais como o Geoplano, o teodolito, os sélidos geométricos, as fragdes
circulares, o Algeplan, o material dourado, o dbaco etc. Vamos conhecer brevemente alguns

deles.

As fracdes circulares possibilitam aos alunos entenderem os conceitos de adicao, subtra-
¢ao, multiplicacdo e divisdo de fracdes. Esse material propicia ao aluno estabelecer uma relagao

direta com as operacdes basicas de Matematica.

Figura 1: Fracdes circulares.

Fonte: https://tinyurl.com/rmlucsa

O algeplan consiste em um material que relaciona figuras geométricas (quadrados e

retangulos) com a Algebra, estabelecendo uma relagao com o assunto de polindmios.
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C i

Figura 2: Algeplan.

Fonte: https://tinyurl.com/vy9025e

O material dourado € um material que possibilita o trabalho com conceitos aritméticos,
tais como adi¢do, subtragdo, multiplicacao, divisdo, raiz quadrada, classificacdo dos nimeros

quanto as suas classes (unidade, dezena, centena) etc.

Figura 3: Material dourado.

Fonte: https://tinyurl.com/wcuptou

Os materiais concretos Geoplano, teodolito e os s6lidos geométricos serdao descritos
no Capitulo 4 com suas respectivas sequéncias didaticas como sugestdo da utilizagao desses

materiais nas aulas de Matematica.

Todas as etapas de aplica¢do dos materiais concretos contribuem na construciao do conhe-
cimento matematico do aluno, desde sua apresentacio até sua execugdo. Além da importancia da
utilizacdo dos materiais concretos é fundamental que o professor disponha de préticas que fagam
o aluno refletir sobre o que estd sendo manuseado e quais as finalidades em seu conhecimento,

atingindo assim os objetivos educacionais pretendidos.
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3 CONCEITOS MATEMATICOS

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos referentes aos assuntos trabalhados com os

materiais concretos no Capitulo 4.

Os contetdos aqui expostos foram baseados nas referéncias Paiva(2003) e Caminha(2013).
3.1 Poligonos

Nesta secao faremos um breve estudo sobre poligonos. Abordaremos a defini¢do, classi-

ficagdo quanto ao nimero de lados e angulos, diagonais, dreas, entre outros conceitos, a fim de

que o aluno possa aprimorar seus conhecimentos.

3.1.1 Conceitos da Geometria Plana

No que segue, assumiremos os seguintes conceitos primitivos da Geometria Plana: ponto,

Plano a
P
Ponto P
Retar a

Figura 4: Ponto, reta e plano.

reta e plano.

Se A e B sdo dois pontos distintos de uma reta r, entdo podemos nos referir a reta r
<
também como a reta AB.

<~
Definicao 1 Um segmento de reta AB é o conjunto dos pontos P da reta AB tais que P estd

entre A e B.

O comprimento do segmento AB, denotado por AB, é a distancia entre os pontos A e B.

Dois segmentos de reta com o mesmo comprimento sdo chamados de segmentos congruentes.

. . =1 . SR ~ .
Definicao 2 Uma semirreta OA é o conjunto dos pontos de P da reta OA tais que O ndo estd

. . —
entre P e A. O ponto O é chamado a origem da semirreta OA

_)
Definicao 3 Dadas, no plano, duas semirretas OA e O? um dngulo (ou regido angular) de
%
vértice O e lados OA e O? € uma das duas regides do plano limitadas pelas semirretas Ei e O?
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— —
Indicaremos por AOB um angulo de vértice O e lados OA e O?
Dois angulos com a mesma medida sdo chamados de angulos congruentes.

A bissetriz de um angulo é a semirreta com origem no vértice desse angulo e que o

divide em dois outros angulos congruentes.

3.1.2 Nomenclatura e elementos de um poligono

Definicao 4 Sejam n > 3 um natural e A1,A3,As, ..., A, pontos distintos do plano. Dizemos que
<~

A1,A,A3,..., A, é poligono(convexo) se, para 1 < i< n, a reta AjA;+1 ndo contém nenhum

outro ponto A, mas deixa todos eles em um mesmo semiplano, dentre os que ela determina (aqui

e no que segue, Ag = Ay, Apt1 = A1 e Ay = Ag).

Representaremos tal poligono por AjA2A3...A,.

A,

Figura 5: Poligono.

Tomando como referéncia o poligono da Figura 5, podemos destacar os seguintes ele-
mentos:
(i) Os pontos Aj,A3,A3,...,A, sdo denominados vértices do poligono;
(i) Os segmentos A1A2, A2A3, ..., Ap—1An, AyA1 sdo chamados de lados do poligono;
(iii) Dois lados quaisquer que t€m um vértice em comum siao denominados lados consecutivos;

(iv) A soma dos comprimentos dos lados do poligono é denominada perimetro poligono.

Dessa maneira, para o poligono A1AA3...A,, seu perimetro sera:

A1Ar +A2A3 +A3A4 + A, 1An +AGAL

(v) Os angulos Amz, A@g, - A,,_/IEAl sdo denominados angulos internos do poli-

gono.

Observe que um poligono com n vértices possui exatamente n lados e n angulos internos.
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Para classificarmos os poligonos, podemos utilizar dois critérios: o nimero de lados e o

numero de angulos.

A tabela a seguir exibe os nomes de alguns poligonos de acordo com o niimero de lados

e angulos.

Tabela 1: Classificacdo de poligonos

Numero de lados | Nome do poligono | Nome do poligono
e angulos em relagcdo ao em relagcdo ao
numero de angulos | numero de lados

3 triangulo trildtero
4 quadrangulo quadrilatero
5 pentagono pentalétero
6 hexagono hexalatero
7 heptdgono heptalatro
8 octégono octolatero
9 enedgono enealatero
10 decégono decalétero
11 undecdgono undecalétero
12 dodecdgono dodecalétero
15 pentadecdgono pentadecaldtero
20 1cosdgono icosalatero

Fonte: Paiva (2003)

Definicao S Um poligono P = A1A2A3 ... A, serd denominado convexo quando qualquer seg-
mento de reta que possui suas extremidades no interior do poligono estd inteiramente contido

no interior do poligono.

Caso o poligono nao seja convexo, entao diremos que ele é nao convexo (ver Figura 6).

(a) Poligonos convexos (b) Poligonos nao convexos

20 Yo

Figura 6: Poligonos convexos € ndo convexos.
Definicao 6 Uma diagonal de um poligono é qualquer segmento de reta cujas extremidades sdo
dois vértices ndo consecutivos do poligono.

A Figura 7 mostra alguns poligonos, destacando o nimero de lados (1) e o nimero de

diagonais (d).
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4
2

7
1

6 n
9 d=14

5 n
5 d

n
d

[N ]

Figura 7: Numero de diagonais de alguns poligonos.

A férmula que nos permite obter o nimero de diagonais (d) de um poligono em fungdo
do nimero de lados (n) é

_ n(n—3)
d—T.

Com efeito, note que de cada um dos n vértices saem n — 3 diagonais (ndo se pode ter
uma diagonal de um vértice a ele mesmo, nem aos dois vértices adjacentes). Mas cada diagonal

€ comum a dois vértices ndo consecutivos. Assim, o nimero de diagonais serd dado pela férmula
acima.
A Tabela 2 mostra o nimero de lados e o nimero de diagonais correspondente para

alguns poligonos.

Tabela 2: Classificacdo de poligonos

Poligono Numero de lados | Numero de diagonais
triangulo 3 0
quadrangulo 4 2
pentagono 5 5
hexdgono 6 9
heptagono 7 14
octdgono 8 20
eneigono 9 27
decdgono 10 35
undecdgono 11 44
dodecagono 12 54
pentadecagono 15 90
icosagono 20 170

Fonte: Paiva (2003)

3.1.3 Poligono regular

Definicao 7 Um poligono convexo que possui todos os lados congruentes entre si e todos os

dangulos internos congruentes entre si é chamado de poligono regular.
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Exemplo 3.1.1 (a) Quadrildtero regular (quadrado)

- | ' L]

o . ]

Figura 8: Quadrado.

(b) Tridngulo regular (tridngulo equildtero)

Figura 9: Triangulo equilatero.

(¢) Hexdgono regular

A B

Figura 10: Hexdgono regular.
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3.1.4 Triangulos

Um triangulo pode ser classificado segundo os seguintes critérios: quanto aos lados ou

quanto aos angulos.

Quanto aos lados, um tridngulo pode ser:

e equilatero — quando todos os lados t€ém o mesmo comprimento.
e isdsceles — quando dois de seus lados tém 0 mesmo comprimento.

e escaleno — quando quaisquer dois lados tém comprimentos distintos.

Equilatero Is6sceles Escaleno

Figura 11: Classificacdo dos triangulos quanto aos lados.

Quanto aos angulos, um triangulo pode ser:

e acutangulo — quando todos os angulos sdo agudos, isto é, t¢ém medidas maiores que 0° e
menores que 90°.

e retangulo — quando possui um angulo reto, isto é, um angulo cuja medida € igual a 90°.

e obtusangulo — quando possui um angulo obtuso, isto é, um angulo cuja medida é maior

que 90°.

<90° <op

. >90°
<90°  <90° 90 <00’

Acutangulo Retangulo Obtusangulo

Figura 12: Classificag¢do dos tridngulos quanto aos angulos.

Temos os seguintes elementos de um tridngulo.
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(a) A altura de um tridngulo, relativa a um de seus lados, é o segmento de reta que liga
perpendicularmente o vértice oposto a esse lado.

Figura 13: Altura do tridngulo.

(b) A bissetriz interna de um tridngulo € o segmento de reta contido na bissetriz de um

angulo interno, ligando um vértice ao lado oposto.

B

A 4

Figura 14: Bissetriz interna.

A bissetriz de um angulo interno é uma semirreta interna ao angulo, com origem no vértice

do angulo e que o divide em dois angulos congruentes.

(¢) A mediana de um tridngulo é o segmento de reta que liga um vértice ao ponto médio do
lado oposto.

Figura 15: Mediana de um triangulo.

(d) A mediatriz de um tridngulo € a reta perpendicular a um dos lados pelo ponto médio.
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Figura 16: Mediatriz de um triangulo.

3.1.5 Quadrildteros

Alguns quadrilateros recebem nomes especiais para distingui-los dos demais. A seguir
daremos definicoes de alguns desses quadrilateros.

Definicao 8 Um paralelogramo é um quadrildtero cujos lados opostos sdo paralelos.

Fixado um dos lados do paralelogramo, o qual chamamos de base, sua altura serda um

segmento perpendicular a base que liga a mesma ao lado oposto ou ao prolongamento desse lado
oposto.

base

Figura 17: Paralelogramo.

Definicao 9 Um retdngulo é um quadrildtero cujos dngulos internos sdo todos dngulos retos.

Outra caracteristica de um retangulo € que seus lados opostos sdo paralelos e congruentes.
Portanto, todo retangulo é um paralelogramo. Além disso, se tomarmos um dos lados do retdngulo

como base, qualquer um dos outros dois lados adjacentes serd a altura do retangulo.

[«] L]

altura(h)

base(b)

Figura 18: Retangulo.

Definicao 10 Um quadrado é um retangulo em que todos os lados tém o mesmo comprimento.
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-] a

o ]
L

Figura 19: Quadrado.

Definicao 11 Um trapézio é um quadrildtero que possui dois lados opostos paralelos. Os lados
opostos paralelos sd@o chamados de bases do trapézio e a distdncia entre as retas que contém as

bases é chamada altura do trapézio.
base

altura

al

base

Figura 20: Trapézio.

Definicao 12 Um losango é um quadrildtero (qualquer) em que todos os lados tém o mesmo

comprimento.
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Figura 21: Losango.

Perceba que as diagonais do losango o dividem em quatro tridngulos congruentes e dessa
congruéncia segue que as diagonais sao perpendiculares entre si e o ponto em que elas concorrem

€ ponto médio de cada uma.

3.1.6 Area de um poligono

A darea de um poligono € determinada por um nimero positivo que de alguma forma
indica seu tamanho comparado com o tamanho de alguma regiao do plano adotada como unidade.

Na defini¢ao de drea precisamos do conceito de congruéncia.

Dizemos que dois poligonos sdo congruentes se eles possuem a mesma forma e o
mesmo tamanho. Mais formalmente, dois poligonos sdo congruentes se, € somente se, um pode
ser transformado no outro por isometria, ou seja, uma combinacao de translagdes, rotacoes e

reflexdes.

Definicao 13 A drea de um poligono é um niimero real positivo que deverd satisfazer as seguin-

tes propriedades:

(i) Poligonos congruentes tém a mesma drea,

(ii) Se um poligono P for decomposto como a unido de um certo niimero de outros poligonos
de tal modo que dois quaisquer dentre eles tenham em comum, no mdximo, pontos que

estdo sobre seus lados, entdo a drea de P é a soma das dreas desses outros poligonos;
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(iii) Se um poligono Py estd contido em outro poligono P», entdo a drea de Py é menor ou

igual a de ‘P> e so é igual quando Py = P»;

(iv) A drea do quadrado unitdrio, isto é, o quadrado cujo lado tem medida 1 unidade de

comprimento, é igual a 1 unidade de drea.

A partir dessas suposi¢oes, podemos deduzir a drea de outros poligonos. Comegaremos
calculando a drea do retangulo. Para isso, faremos uso do Teorema Fundamental da Proporci-
onalidade; mais especificamente, sua versdo para nimeros positivos. Denotaremos por R, o

conjunto dos ndmeros reais positivos:
R* = {x € R;x > 0}.

Teorema 3.1.1 Seja f: R™ — R uma funcdo crescente. As seguintes afirmagdes sdo equiva-

lentes.

(17) f(nx) =n- f(x) para todo niimero inteiro positivo n e todo x € R™.
(27) Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo x € RT.

(3%7) f(x+y) = f(x)+ f(y) para quaisquer x,y € RT.
Para uma demonstragdo deste teorema, veja Lima p. 86.

Proposicao 3.1.1 A drea de um retdngulo é igual ao produto da base pela altura.

Demonstracido Seja f(x) a drea de um retingulo de base x e altura a. Pelo item (iii) da
Definicdo 13, f € uma func¢do crescente de x. Para qualquer inteiro positivo n e qualquer nimero
positivo x, o retangulo de altura a e base nx pode ser decomposto em #n retangulos de altura a e
base x. Logo, pelo item (ii) da Defini¢do 13, f(nx) = nf(x). Assim, pelo Teorema 3.1.1, temos
f(x)=A-x,onde A = f(1) é a drea de um retdngulo de altura a e base 1. Agora seja g(y) a drea
de um retangulo de base 1 e altura y. Aplicando o argumento anterior a fun¢do g, concluimos
que g(y) =U -y, onde U = g(1) é a drea do retdngulo de base 1 e altura também 1, ou seja, do
quadrado unitédrio o qual, pelo item (iv) da Defini¢do 13, é igual a 1. Assim, g(y) = y. Note
que a drea do retingulo de altura a e base 1 é dada por f(1) e também por g(a). Assim, temos

A = f(1) = g(a) = a. Portanto, a drea do retdngulo de altura a e base x é igual a ax. "

Exemplo 3.1.2 Vamos calcular as dimensoes de um retdngulo cuja altura é metade de sua base

e drea valendo 450 m?.

Sejam b e h as medidas da base e da altura desse tridngulo, respectivamente. Como a altura é

b
igual a metade da base, temos i = 7 Assim,

b
b-h=450 = b-§:450 = b* =900 = b=730.
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Portanto, a altura mede 15 m e a base mede 30 m. o

Como todo quadrado é um retangulo em que os lados t€ém a mesma medida, segue da

Proposicdo 3.1.1 que a drea de um quadrado de lado a é igual a a°.
Usaremos a Proposi¢ao 3.1.1 para determinar a drea de outros poligonos. Precisaremos

também do seguinte conceito.

Definicao 14 Dizemos que dois poligonos sdo equivalentes se eles podem ser decompostos em

uma mesma quantidade de poligonos menores dois a dois congruentes.

Segue-se dos itens (1) e (i1) da Definicdo 13 que poligonos equivalentes t€m a mesma
area.

Area do paralelogramo: A drea de um paralelogramo de base b e altura h € igual a bh.
Com efeito, seja ABCD um paralelogramo, tal que AB > BC, como na Figura 22.

A B

D C

Figura 22: Paralelogramo ABCD.

<~
Considere o ponto E, pé da perpendicular a reta CD baixada do ponto B, e o ponto F, pé
4 R R
da perpendicular a reta CD baixada do ponto A. Como AB > BC, pelo menos um dos pontos E

ou F' pertence ao segmento CD.

D F

Figura 23: Area do paralelogramo.

Os segmentos CE e DF sio congruentes, de modo que DC = EF = b. Também sio
congruentes os segmentos AF e BE, de modo que AF = BE = h. Assim, os triAngulos ADF e

BCE sao congruentes.

Como o paralelogramo ABCD € a unido do tridangulo ADF com o quadrilatero ABCF,
e o retangulo ABEF € a unido do triangulo BCE com o quadrildtero ABCF, concluimos que o

paralelogramo ABCD ¢ equivalente ao retangulo ABEF. Assim, a drea do paralelogramo ABCD
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é igual a area do retangulo ABEF cuja base mede b e cuja altura mede h. Portanto, a area do

paralelogramo ABCD ¢ dada por
Area(ABCD) = bh.

Exemplo 3.1.3 Vamos calcular a drea do paralelogramo ABCD da Figura 24 que tem perimetro

igual a 22 cm; M é o ponto médio de CD e AD tem 2 cm a mais que DM.

D M C

aj

A B

Figura 24: Paralelogramo ABCD.

Seja DC =2y e AD = y+2. Temos
AD+DC+BC+AB=22=

y+2em+2y+y+2+2y=22=
6y =18 =
y=3.
Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo CMB, temos:
MC’ + MB’ = BC' =
34t =5"=
h=16"=
h=4.

Portanto, a area vale 6¢m - 4cm = 24cm?. o

Proposicao 3.1.2 Um tridngulo de base b e altura h é equivalente a um paralelogramo de base

b e altura —.
e altura >

Prova. Seja ABC um triangulo e seja D o ponto médio do lado AC. Trace, a partir de D, um
segmento paralelo ao lado BC até o ponto E, passando por F em AB, de modo que DE seja

congruente a BC, conforme a Figura 25.
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A D C

Figura 25: Triangulo ABC.

Os triangulos ADF e BEF sao congruentes. Como o tridngulo ABC € a uniao de BCDF com
ADF, e o paralelogramo € a unido de BCDF com BEF, concluimos que o tridngulo ABC é
equivalente ao paralelogramo BCDE e a altura do triangulo ABC relativa ao lado BC € igual ao

dobro da altura do paralelogramo BCDE relativa ao lado BC. ]
. bh
Area do triangulo: A drea de um tridngulo de base b e altura i é igual a 5

: P A h o

Com efeito, como ABC € equivalente a um retangulo de base b e altura 3 cuja drea €

h
iguala b- 5 concluimos que a area do triangulo ABC € igual a

bh

Area(ABC) = 5

Exemplo 3.1.4 Vamos calcular a drea do triangulo da Figura 26.

A 6 dm B 4 dm D

Figura 26: Area do tridngulo ABC.

Para determinarmos a medida de CD, aplicamos o Teorema de Pitdgoras no tridngulo
BCD.
72 A2 52
BD"+CD” =BC™ =
240D =5 =
CD" =9 =
CD =3.

6dm -3d
Portanto, a area do tridngulo ABC sera dada por # = 9dm?. o

(B+b)h

Area do trapézio: A area de um trapézio de bases B e b e altura h € igual a >
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Com efeito, seja ABCD um trapézio e suponha que AB = B > b = CD, conforme a
Figura 27.

Figura 27: Trapézio ABCD.

A diagonal AC divide o trapézio em dois tridngulos ABC e ACD de altura h em relagdo as bases

AB e CD. Portanto, a drea do trapézio € a soma das areas dos tridngulos:

Area(ABCD) = Area(ABC)+ Area(ACD)
B-h b-h

2 2

(B+b)-h

—

Exemplo 3.1.5 Luis é dono de um terreno em forma de trapézio que possui bases de 10 e 18
metros e altura de 8 metros, como indicado na Figura 28.

10m

8m 8m !

5m

18m

Figura 28: Trapézio.

Dentro desse terreno, Luiz planeja construir uma piscina retangular de 8 metros de
comprimento por 5 metros de largura. Além disso, planeja colocar grama no restante do terreno.

Vamos calcular quantos metros quadrados de grama Luiz deverd comprar.

A érea do terreno serd dada por

(18410)-8

=112.
2
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Como a piscina € no formato retangular, entdo sua drea vale 5 - 8 = 40. Portanto, a drea da grama
serd igual a

112 —40 = 72m?.

Area do losango: A area de um losango € igual a metade do produto de suas diagonais.

Com efeito, seja ABCD um losango cujas diagonais medem AC = D e BD =d, e seja E
o ponto de intersec¢do das diagonais, conforme a Figura 29.

A

C

Figura 29: Losango ABCD.

Como as diagonais sdo perpendiculares entre si € 0 ponto em que elas concorrem € ponto
médio de cada uma, a drea do losango € igual a quatro vezes a drea do tridngulo AEB cuja base

D
mede 03 e cuja altura mede 5 Portanto, a area do losango é dada por

Area(ABCD) = 4-Area(AEB)
D
2

Exemplo 3.1.6 A prefeitura de uma cidade gasta R$ 33,00 por metro quadrado de grama
plantada. Sabendo que uma praca, que possui formato de losango, foi totalmente revestida com
essa mesma grama e que as diagonais da praca medem 18m e 22m. Determinemos quanto a
prefeitura gastou nessa obra.

18m-22
A area da praca sera dada por y = 198m?. Portanto, o valor gasto na obra serd 198 -

R$ 33,00 = R$ 6 534, 00. o
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3.2 Trigonometria

A Trigonometria (do grego trigonon - tridngulo; metron - medida) ¢ uma ramo da
Matemadtica que estabelece métodos para o estudo de tridngulos e fungdes trigonométricas. Nesta

secdo estudaremos a Trigonometria no triangulo retangulo.

3.2.1 Trigonometria no tridngulo retdngulo

Na Figura 30, o tridngulo ABC é retangulo em A, pois o angulo BAC mede 90°.

B

A C

Figura 30: Triangulo retangulo.

Em um tridngulo retangulo, o maior lado é denominado hipotenusa e os outros dois

lados sdo denominados catetos.

Na Figura 30 os catetos sdo os lados AB e AC e a hipotenusa € o lado BC. A hipotenusa
¢ o lado que fica oposto ao angulo reto (angulo de 90°). Além do angulo reto, ha dois angulos

agudos.

A b C

Figura 31: Angulos agudos o e P.

No triangulo retangulo da Figura 31, o lado AB € o cateto oposto ao angulo o e o lado
AC, o cateto adjacente a o.. Em relacdo a esta mesma figura, temos ainda que o lado AC € o cateto

oposto ao angulo e o lado AB, o cateto adjacente a f3.

Sejam ABC e DEF dois triangulos retangulos, com BAC = EDF = 90°.
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Se um dos angulos agudos do tridngulo ABC for congruente a um dos angulos agudos do
triangulo DEF, digamos BAC = EDF = o, entdo os tridngulos ABC e DEF sdo semelhantes e,

assim,
AC DF AB DE . AC DF

_:_:r17 —:—:}"2 ———:r3.
BC EF BC EF AB DE

Note que as constantes r, r; € r3 dependem exclusivamente da medida do angulo o, e
nao dependem das medidas dos lados dos tridngulos.

As medidas (trigonométricas) r1, 1> € r3 sdo chamadas respectivamente de seno, cosseno

e tangente do angulo «, e sdo denotadas por sen ., cos O e tg L.
Em resumo, se o € um angulo agudo do tridngulo retangulo, temos

medida do cateto oposto a o

seno = - -
medida da hipotenusa

medida do cateto adjacente a o
cosOl =

medida da hipotenusa

_ medida do cateto oposto a o
~ medida do cateto adjacente a o

No caso da Figura 31, temos: para o angulo o:

c b c
sent=—, CosOL=— e tgo=—;

a a b
para o angulo [3:

b b
senf} = —, cosB:E e tgf=-.
a a c

Teorema 3.2.1 Se um dngulo agudo tem medida o, entdo

sen o

cosQl’

Demonstracao Considere um triangulo retangulo ABC com ACB = a, BAC = 90°, BC = a,
AC = b e AB = ¢, conforme a Figura 31. Entao

sen o

—C—tOC
_b_g .

SYISIISELSY

cos

Agora vamos calcular o seno, o cosseno e a tangente dos angulos de medidas 30°, 45° e

60°, que sdo chamados de angulos notaveis.

Consideremos um quadrado de lado a. Pelo Teorema de Pitdgoras', cada diagonal desse
quadrado tem medida igual a av/2, e cada Angulo interno do quadrado é dividido por uma das

diagonais em dois angulos de 45°.

' O quadrado da hipotenusa, de um triAngulo retangulo, ¢ igual 2 soma dos quadrados dos catetos desse triAngulo.
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a
45°
Q.

.
.
.
.
‘ o
,'\45
.

a

Figura 32: Diagonal de um quadrado.

Assim, temos

oo 4L _V2
send5° = — = — = —,
a2 V2 2
a 1 \/§
cosds® =2 — - V%
a2 V2 o2
tgd5° =2 =1,
a

Consideremos agora, um tridngulo equildtero de lado a. Os trés angulos internos sao

congruentes e t€ém medidas iguais a 60°.

O segmento de reta ligando um dos vértices do tridngulo ao ponto médio do lado oposto

divide o tridngulo em dois tridngulos congruentes com angulos internos medindo 30°, 60° e 90°,

. a aV3 .
e os lados opostos a esses angulos medem > o e a, respectivamente.

Figura 33: Altura de um tridngulo equilétero.

Assim, temos
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Q

aE
=[S

cos30° = =

1%

NSRS

tg30° = =

£
5l

£
& (9]

sen60° = = —,

Q
)|

cos60° =

Q NI
I
| =

S}
NS
w

tg60° = —2— = /3.

[NSTESY

Dispomos os valores do seno, do cosseno e da tangente para os angulos notdveis na
Tabela 3.

Tabela 3: Tabela dos angulos notaveis

30° | 45° | 60°
en| L | V2| V3
2 2 2
cos | 2 V2 L
2 2 2
tg ? 1 V3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.2.1 Vamos determinar o perimetro do triangulo abaixo:

60° y

30°

83

Figura 34: Triangulo retangulo.

Para determinarmos o perimetro do tridngulo, precisaremos obter a medida (x) do cateto oposto

ao angulo de 30° e a medida (y) da hipotenusa. Temos,

8v3 8v3

i:tg600 = —‘[:\/§ = x/3=8/3 =ux=8.
X X

Por outro lado, temos

§:sen30O = 8_

1
- = y=16.
y y 2
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Portanto, o perimetro (P) serd dado por

P=8+16+8V3 =24+83.

3.2.2 Angulos complementares

Definicao 15 Dizemos que dois angulos agudos o e B sdo complementares quando o.+ 3 = 90°.

Neste caso, dizemos que um dos dngulos é complementar do outro.

Exemplo 3.2.2

(a) 15° e 75° sdo dangulos complementares.
(b) 67° é o complementar de 23°.

(c) Se o é um dngulo agudo, entdo 90° — o é o complementar de .

De acordo com o exposto anteriormente, sen30° = cos60° e sen60° = cos30° (veja a
Tabela 3). Este fato € vélido para angulos complementares quaisquer, como indica o teorema a

seguir.
Teorema 3.2.2 Se o é um dngulo agudo, entdo

sena = cos(90° —a) e cosa=sen(90° —a).

Demonstracao Considere um tridngulo retangulo ABC com ABC = a, ACB = B, BAC = 90°,
BC = a, AC = b e AB = c, conforme a Figura 35. Entdo B = 90° — .. Assim, temos

B

Figura 35: Tridngulo retangulo e seus angulos internos.

b b
senot=— e ¢cos(90° —a) =cosP = —,
a a

ou seja, sen o = cos(90° — a). Também, temos

c c
cosaa=— e sen(90°—a)=senP = —,
a a
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ou seja, cos o = sen (90° — av).

3.2.3 Angulos em radianos

Além do grau, existe outra unidade de medida que podemos utilizar para medir angulo:

o radiano.

Considere um arco AB de uma circunferéncia de raio r, tal que o comprimento do arco

AB seja igual a r. Dizemos que a medida do arco AB € 1 radiano, o que € denotado por 1 rad.

Sendo assim, 1 radiano € a medida de um arco cujo comprimento € igual ao raio da

circunferéncia que o contém.

1 rad

Figura 36: Medida de 1 radiano.

Definicao 16 Dizemos que um dngulo AOB mede 1 radiano (1 rad) quando determina numa

circunferéncia de centro O um arco de 1 rad.

Sabemos que o comprimento de uma circunferéncia de raio r, em uma certa unidade de
comprimento u, é 27r. Assim, se x ¢ a medida da circunferéncia em radianos, entao, usando a

regra de trés, temos

rad u
1 — r
x — 2mr
Donde obtemos
271r
rxX=2nmr = x=— = Xx=2T.

-
Concluimos, portanto, que a medida de uma circunferéncia é 2w rad.

Dizemos que uma medida em radianos € equivalente a uma medida em graus se elas sao

medidas de um mesmo arco.

Exemplo 3.2.3
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(a) 2mrad € equivalente a 360°, pois ambas sdo medidas de um arco de uma volta completa

na circunferéncia.

(b) wrad é equivalente a 180°, pois ambas sdo medidas de um arco de meia volta na circunfe-

réncia.

Podemos usar qualquer uma das equivaléncias do Exemplo 3.2.3 para transformar
unidades, ou seja, dada a medida de um arco em graus, podemos obter a medida desse arco em

radianos e vice-versa.

Exemplo 3.2.4 Vamos determinar, em radianos, a medida equivalente a 75°.

Seja x a medida do arco, em radianos, equivalente a 75°. Portanto, temos

_75°-7r,rad_ Sn J
YT T 800 T 12

3.3 Circunferéncia trigonométrica

Vamos estender agora os conceitos de seno, cosseno e tangente para angulos ndo agudos.

Consideremos uma circunferéncia unitdria cujo centro coincide com a origem do sistema

cartesiano ortogonal.

Faremos as seguintes convengoes:

(i) Todos os arcos da circunferéncia serdo medidos a partir do ponto A(1,0).

(i) Se um arco for medido no sentido horario, entdo a essa medida sera atribuido o sinal

negativo (—).
(iii) Se um arco for medido no sentido anti-horario, entdo a essa medida ser4 atribuido o sinal
positivo (+).
Com essas convengdes a circunferéncia € chamada de circunferéncia trigonométrica.

A cada ponto P da circunferéncia trigonométrica associamos medidas em graus ou

radianos do arco AP.
Para indicarmos a medida de um arco trigonométrico em radianos, ndo € necessario

explicitar a unidade rad.

Definicao 17 Dizemos que dois arcos trigonométricos AP e AQ sdo congruos quando as extre-

midades P e Q coincidem.
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Quando o e B sdo medidas de arcos congruos, escrevemos o = 3 (1é-se “a € congruo a

B”).
Exemplo 3.3.1 Vamos verificar se os arcos de medida 6232° e 8392° sdo congruos.

Para verificarmos se dois arcos sdo congruos basta observarmos se a diferenga entre os angulos é

um ndmero divisivel ou multiplo de 360°. Assim, temos
8392° —6232° =2160°.

Portanto, como 2160° é divisivel por 360°, concluimos que os angulos 6232° e 8392° sao

cOngruos. o

3.3.1 Trigonometria na circunferéncia trigonométrica

Estamos interessados em ampliar os conceitos de seno e cosseno de um arco (ou angulo)

para qualquer arco trigonométrico.

Consideremos na circunferéncia trigonométrica um arco de medida o, com 0° < o < 90°,
e seja P(x,,y,) a extremidade do arco o.. Seja M o pé da perpendicular baixada do ponto P sobre

0 €1XO0 X.

P(Xe ¥e)

Figura 37: Circunferéncia trigonométrica.

Como o tridangulo OMP ¢ retangulo, temos

oM OM
COSQZ:Z—ZOM:XP,
OP 1
oM _MP_up
Senl = — = — = = .
oP 1 Ve

Ou seja, para um arco entre 0° e 90°, o cosseno e o0 seno sdo, respectivamente, a abscissa e a

ordenada da extremidade do arco.
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Usamos este resultado para estender as definicdes de seno e cosseno para um arco

qualquer.

Definicao 18 Dado um arco trigonométrico AP de medida ., definimos o cosseno e o seno de o.

como sendo a abscissa e a ordenada do ponto P, respectivamente.

Figura 38: Seno e cosseno de um arco trigonométrico.

Teorema 3.3.1 (Relacao Trigonométrica Fundamental) Para qualquer arco trigonométrico

de medida o, temos

senzoc-l-coszoc: 1.

Demonstragdo Seja AP= o, conforme a Figura 38. Como P(cosa,sena) e O = (0,0) segue

da férmula da geometria analitica para disténcia entre dois pontos e do fato que OP = 1 que

\/(cosa—0)2+(senoc—0)2 =1 =sen’o+cos’a=1.

3 =
Exemplo 3.3.2 Vamos calcular o valor do cos & sabendo que seno. = 5 e 5 <a<T.

Usando o Teorema 3.3.1, temos

3\ 2
(5) —i—coszaz 1.

9 16 4
2

:1——:— ::l:—.
Cos™ 25 25:>COS(X 5

Portanto,

L C 4
Como 5 < o < T, isto €, o € um arco do segundo quadrante, logo cos ot = ~3 o
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3.4 Poliedros

Definicao 19 Um poliedro é qualquer regido do espaco delimitada por um conjunto finito de

poligonos, que satisfazem as seguintes condi¢coes:
1. Quaisquer dois poligonos intersectam-se em um lado ou em um vértice, ou ndo se inter-
sectam;
2. Cada lado de um poligono pertence exatamente a dois poligonos do poliedro;

3. Dois poligonos com um lado em comum ndo sdo coplanares;

Podemos destacar os seguintes elementos de um poliedro:

(i) Os poligonos que compdem o poliedro sdo denominados faces do poliedro;

(i1) Os lados dos poligonos que compdem o poliedro sdo denominados lados do poliedro;
(iii) Os vértices dos poligonos que compdem o poliedro sdo denominados vértices do poliedro.
(iv) Diagonal de uma face é qualquer diagonal do poligono dessa face.

(v) Diagonal do poliedro é qualquer segmento de reta cujos extremos sdo dois vértices que

ndo pertencem a uma mesma face.

(vi) A por¢do do espaco cuja superficie € a reunido dos angulos das faces que t€ém um mesmo

vértice ¢ chamada de angulo poliédrico.

Vértice

Aresta Face

VoV

Aresta

Figura 39: Principais elementos dos Poliedros.

A nomenclatura dos poliedros se da de acordo com seu nimero de faces. A Tabela 4

apresenta o nome de alguns poliedros.

Definicao 20 Um poliedro serd denominado convexo quando qualquer segmento de reta que
possui suas extremidades no interior do poliedro estd inteiramente contido no poliedro. Caso se
tenha algum segmento de reta que ndo satisfaca esta condicdo, entdo o poliedro serd denominado

ndo convexo.
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Tabela 4: Classificacdo de poliedros

Numero de Faces | Nome do Poliedro
4 tetraedro
5 pentaedro
6 hexaedro
7 heptaedro
8 octaedro
9 eneaedro
10 decaedro
12 dodecaedro
13 tridecaedro
20 icosaedro

Fonte: Paiva (2003)

Exemplo 3.4.1 O poliedro da Figura 40 € convexo e o poliedro da Figura 41 é ndo convexo.

- Nel

Figura 40: Poliedro convexo. Figura 41: Poliedro ndo convexo.

Uma importante expressdo Matematica que relaciona os nimeros de vértices, arestas e

faces de um poliedro convexo, € a relacio de Euler.

Relacao de Euler: Sejam V o nimero de vértices, A o nimero de arestas € ' o nimero

de faces de um poliedro convexo, entdo vale a relacdo
V-A+F =2

Exemplo 3.4.2 Vamos verificar a relacdo de Euler para o cubo. Contando o niimero de vértices,

arestas e faces, temosV =8, A =12 e F = 6. Agora verificamos a relacdo de Euler:
V-A+F=8-1246=14—-12=2.

Logo, para o cubo a relacdo é vdlida.

Os demais poliedros seguem o mesmo raciocinio.
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3.4.1 Poliedros de Platdo

Definicao 21 Dizemos que um poliedro convexo é regular quando satisfaz as seguintes condi-

coes:

(i) todas as suas faces sdo poligonos regulares e congruentes entre si;

(ii) todos os dngulos poliédricos sdo congruentes entre si.

Platdo provou que existem exatamente cinco poliedros regulares, os quais sao chamados

de Poliedros de Platao ou Sélidos Platonicos. Sao eles:
Tetraedro: é formado por 4 vértices, 4 faces triangulares e 6 arestas.
Hexaedro(cubo): € formado por 8 vértices, 6 faces quadrangulares e 12 arestas.
Octaedro: ¢ formado por 6 vértices, 8 faces triangulares e 12 arestas.
Dodecaedro: é formado por 20 vértices, 12 faces pentagonais e 30 arestas.

Icosaedro: ¢ formado por 12 vértices, 20 faces triangulares e 30 arestas.

& T

Tetraedro Hexaedro Octaedro

X

¢

Dodecaedro Icosaedro

A\

&
;

Figura 42: Poliedros de Platéo.



47

4 PROPOSTAS DE SEQUENCIAS DI-
DATICAS COM MATERIAIS CON-
CRETOS

Neste capitulo, apresentaremos algumas sequéncias didaticas com o intuito de oferecer
aos professores uma maneira de se trabalhar conceitos e praticas, a fim de se obter resultados
positivos com a utilizagdo dos materiais propostos. Contudo, deve-se levar em consideragao
que essas metodologias também permitem, no decorrer de sua aplicacdo, uma flexibilizacao de
acordo com a necessidade de cada grupo de alunos, entendendo que o ensino e a aprendizagem

nao sdo metodologias engessadas.

As atividades sdo reguladas através de um acompanhamento e monitoramento do profes-
sor, visando os objetivos tragados pela técnica a ser aplicada. Apds a aplicacdo das atividades
serd feita a avaliacao verificando se houve, ou ndo, a aprendizagem idealizada. Essas técnicas
possibilitardo a cria¢do e a potencializacao dos espacos de participacio do aluno no processo de

aprendizagem.

Para que a técnica obtenha bons resultados, € necessario focar no sujeito principal dessa
acdo: os alunos. O que vem fortalecer a nog¢do de que eles sdo agentes ativos no processo de
aprendizagem, reconhecendo o seu papel de agente transformador na educacao. O professor deve
assumir um papel intuitivo no sentido de ndo influenciar o aluno no que ele almeja, mas deixa-lo

a vontade para percorrer o caminho do conhecimento.

A seguir, apresentaremos algumas sequéncias didaticas relacionadas a assuntos referentes
ao Ensino Médio. As aplicagdes serdo baseadas nos seguintes materiais concretos: Geoplano,
Teodolito e Poliedros. O objetivo € relacionar teoria e préatica, possibilitando ao aluno formas

diferenciadas de compreensao dos contetidos programaticos da disciplina de Matematica.

4.1 Geoplano

Para muitos alunos, a Geometria € considerada uma parte dificil da Matematica, pois
exige dos mesmos um conhecimento que possibilite o entendimento dos conceitos envolvidos,
para isso se necessita de tempo e materiais adequados que venham auxiliar o entendimento dos

conceitos e da constru¢cdo do conhecimento geométrico.

Segundo Oliveira (1998), as dificuldades dos alunos em reconhecer e desenhar as figuras
geométricas mais simples refletem as consequéncias de um esquecimento da disciplina, pois a

mesma € pouco trabalhada em sala e exige tempo e dedicacdo para o entendimento da mesma.
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Sdo claras as dificuldades dos alunos em entender conceitos e definigdes e em usar
férmulas para o calculo de perimetro e drea, por exemplo. Eles t€m pouca experiéncia com as

demonstracdes e com habilidades de percepcao e manuseio de figuras geométricas.

Pensando nas dificuldades encontradas por parte dos alunos, e no pouco conhecimento
sobre os conceitos basicos de Geometria, objetiva-se trabalhar com materiais que possam auxiliar

o ensino dessa disciplina.

Se partirmos de conteidos do Ensino Basico, o Geoplano permite trabalhar os conceitos

de construcao de figuras planas, perimetros e dreas de figuras planas, vértices e diagonais.

O Geoplano € um material desenvolvido pelo matemaético inglés Calleb Gattegno. O
mesmo é construido de tipos de materiais diferentes. O mais utilizado nas escolas, por ser de
baixo custo, € constituido por uma placa de madeira, marcada com uma malha quadriculada ou

pontilhada, pregos e ligas para auxiliar na constru¢do dos objetos geométricos.

Figura 43: Geoplano.

E um recurso no qual se pode desenvolver atividades relacionadas a figuras geométricas,

principalmente as planas. E uma ferramenta importante para o ensino da Geometria.

Algumas das atividades que podem ser realizadas com o Geoplano sdo as que envolvem
exploragdo de figuras poligonais, os conceitos de vértices e lados, e o cdlculo de drea, perimetro

e diagonais de um poligono.
Etapa 1: Constru¢do do Geoplano.

Objetivo: Fazer com que os alunos construam um Geoplano resistente, durdvel e de
baixo custo, que ird auxilid-los no célculo de areas, perimetros, nimero de vértices, lados e

diagonais de poligonos.

Procedimento: Entregar uma madeira retangular e pedir para que os alunos facam uma

malha quadriculada com quadradinhos medindo 1cm de lado. Em cada interse¢do dos quadrinhos
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fixar um prego. Podem-se construir Geoplanos de vérios tamanhos, de acordo com a quantidade

de pregos de seu lado, por exemplo, 8x8, ou seja, cada lado do Geoplano tem 8 pregos.

Figura 44: Geoplano de madeira.

Etapa 2: Construcao de figuras planas por meio do Geoplano.

Objetivo: Possibilitar aos alunos as descobertas de como construir poligonos. Identificar

quantos vértices, lados e diagonais cada poligono possui.

Procedimento: Entregar a cada grupo de alunos ligas ou eldsticos para construir figuras

planas por meio de orientacdes dadas pelo professor.

e 9 . . . ° . . . [ ° . .

Figura 45: Figuras no Geoplano.

Etapa 3: Construcao de hexdgono no formato da Figura 46.

Objetivo: Fazer com que o aluno perceba que o eldstico ficard apoiado em 6 pinos que
configuram os vértices e que existem lados com medidas diferentes. Identificar a medida de cada
lado.

Procedimento: Apoiar o eldstico em um pino, pular outro e apoiar no seguinte, formando

assim uma linha com trés pinos.
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Figura 46: Elastico no Geoplano.

Etapa 4: Desenhar diferentes triangulos.

Objetivo: Fazer com que os alunos percebam que os tridngulos possuem medidas de

lados diferentes e possibilitar ao aluno calcular a medida de cada lado.

Procedimento: O professor dard um modelo a cada grupo para que possam reproduzir

no Geoplano.

() (] ° () L] °
L] [ ] L] L[] L] L]
L] 2 L] L] o L]
(2 < 9 (2 < o

Figura 47: Triangulos no Geoplano.

Etapa 5: Calculando o perimetro de uma figura plana.
Objetivo: Fazer com que os alunos calculem perimetros de poligonos.

Procedimento: Solicitar aos alunos que construam o poligono da figura abaixo no
Geoplano e determinem a medida de cada segmento a fim de se obter o perimetro. Apds
calculadas as medidas de todos os segmentos, pedir que eles efetuem a soma de todas elas,

obtendo assim o perimetro do poligono.
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Figura 48: Poligono no Geoplano.

Etapa 6: Determinando 4reas de poligonos.

Objetivo: Fazer com que os alunos calculem areas de poligonos.

[} [ ) [ ] o
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Figura 49: Unidade de medida padrao.

Procedimento: Entregar a cada grupo de alunos uma folha contendo os poligonos a
serem construidos. Fazer com que eles percebam que a area de cada quadradinho € igual a 1 u.a.
e que cada triangulo obtido pela metade do quadrinho tem &rea igual a 0,5 u.a. Pedir para que
eles encontrem a drea de cada poligono, a qual serd a soma das dreas dos quadradinhos e dos

triangulos contidos nele.
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Figura 50: Desenhos de poligonos.

Etapa 07: Verificando o nimero de diagonais de um poligono convexo.

Objetivo: Fazer com que os alunos percebam que nio se tem diagonal do vértice
escolhido para ele mesmo e nem para os dois vértices adjacentes. Fazer com que os alunos

percebam a veracidade da férmula que permite obter o nimero de diagonais, para um hexdgono.

Procedimento: Solicitar aos alunos que construam um hexigono: € interessante que
seja 0 mesmo para todos os grupos a fim de que facilite a explicacdo. Solicitar aos alunos que
escolham um vértice qualquer e com as ligas tracem todas as diagonais que partem do vértice
escolhido, enfatizando que ndo se tem diagonal do vértice escolhido para ele mesmo e nem
para os dois vértices adjacentes. (Neste caso, eles devem perceber que desse vértice partem
trés diagonais.) Fazer com que eles percebam que temos 6 vértices e que de cada um desses
vértices partem trés diagonais, totalizando 18 diagonais. Fazer com que os alunos percebam que
dessa forma cada diagonal estard sendo contada duas vezes, por isso teremos que dividir o total
obtido por 2. chagando assim a 9 diagonais. Pedir para que eles construam no Geoplano todas as

diagonais do hexdgono, comprovando que sdao 9 diagonais no total.

Figura 51: Diagonais no Geoplano.

Apresentamos acima algumas atividades pedagdgicas que poderdo ser utilizadas em sala
de aula a fim de fixar o assunto trabalhado previamente, mas poderemos trabalhar diversos outros
contetidos na Educac¢do Bdsica como simetria, semelhanca de figuras planas, plano cartesiano,
localizacdo de pontos no plano cartesiano dentre outros. Caberd ao professor adequar o contetdo

trabalhado em sala de aula ao Geoplano, caso haja necessidade.



Capitulo 4. PROPOSTAS DE SEQUENCIAS DIDATICAS COM MATERIAIS CONCRETOS 53

4.2 Geoplano Circular

O Geoplano Circular € um recurso didatico concreto € manipuldvel que possibilita o
professor trabalhar conceitos matematicos relacionados a circunferéncia e circulo. Este material
concreto consiste em uma base quadrada de madeira com pinos distribuidos sobre o circulo, um
no centro e os demais (12, 24 ou 36) sobre a circunferéncia igualmente espacados entre si. Nas
sequéncias didéticas serd utilizado um Geoplano Circular com 24 pinos igualmente espagados,
formando 24 arcos consecutivos de 15° , e um pino no centro, que dista 15 cm de qualquer outro
pino, representando assim o raio do circulo. Para exprimir os elementos do circulo e das figuras

planas serdo utilizados eldsticos que auxiliardo na visualizacdo.
Etapa 01: Constru¢do do Geoplano Circular.

Objetivo: Possibilitar ao aluno a constru¢do do seu proprio Geoplano Circular mediante
materiais de baixo custo e com uma boa durabilidade que possa ser utilizado nas aulas que

abordam os assuntos relacionados a circunferéncia e circulo.

Procedimentos: Dispor de uma madeira quadrangular e marcar o centro do quadrado
através da propriedade das diagonais, dessa forma o encontro das diagonais serd o centro do
circulo. Com o auxilio de um compasso tracgar o circulo com raio de medida conveniente e fixar

pregos sobre a circunferéncia.

Figura 52: Constru¢do do Geoplano Circular.

Etapa 02: Esbocar a distancia do centro a um ponto qualquer da circunferéncia.

Objetivo: Reconhecer que a distancia do centro a qualquer ponto da circunferéncia é

sempre a mesma, a qual é denominada raio da circunferéncia.

Procedimentos: Solicitar aos alunos que fixem uma liga saindo do centro a um ponto
qualquer da circunferéncia e calculem a medida do segmento com o auxilio de uma régua, apds
a medicdo sugerir aos alunos que repitam o procedimento com outro ponto da circunferéncia
para que percebam que terd a mesma medida, dessa forma os alunos irdo perceber que todas as

medidas sdo iguais e que a mesma representa o raio do circulo.



Capitulo 4. PROPOSTAS DE SEQUENCIAS DIDATICAS COM MATERIAIS CONCRETOS 54

Figura 53: Raio no Geoplano Circular.

Etapa 03: Conectar dois pontos quaisquer da circunferéncia através de ligas.
Objetivo: Definir cordas de um circulo.

Procedimentos: Solicitar que os alunos tracem segmentos de retas que ligam dois pontos

quaisquer da circunferéncia.

Figura 54: Corda no Geoplano Circular.

Etapa 04: Tracar cordas que passam pelo centro da circunferéncia.

Objetivo: Fazer com que os alunos percebam que a maior corda é sempre a que passa

pelo centro do circulo e que sua medida € o dobro do raio, definida como didmetro.

Procedimentos: Solicitar que os alunos tracem segmentos de retas que ligam dois pontos

quaisquer da circunferéncia que passam pelo centro.

Figura 55: Cordas que passam pelo centro do Geoplano Circular.
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Etapa 05: Dividir o Geoplano Circular em 04 regides iguais.

Objetivo: Definir cada regido como quadrante e adotando o sentido anti-hordario localizar
oL, I, IlI e IV quadrantes.

Procedimentos: Solicitar aos alunos que tracem dois didmetros perpendiculares entre
si. Dessa maneira obterdo quatro regides iguais definidas como quadrantes. Apds a obtengao
dos quadrantes, o professor poderd pedir para que os alunos determinem a medida de cada arco

referente aos quadrantes, cujo valor € de 90°.

Figura 56: Quadrantes no Geoplano Circular.

Etapa 06: Esbocar angulos notaveis de medidas iguais a 30°, 45°, 60°.
Objetivo: Localizar no circulo os angulos notdveis. Construir um hexdgono regular.

Procedimentos: Perguntar aos alunos qual a medida de cada arco formado por dois
pinos adjacentes na circunferéncia. Ao concluirem que o dngulo formado é de 15° os alunos
poderdo localizar os angulos notdveis. Para se construir um arco com o angulo correspondente
a 30° graus terdo que fixar a liga no pino do centro do circulo e em dois pinos pertencentes a
circunferéncia, de modo que fique um pino entre eles. De maneira andloga, os alunos poderao
representar os angulos de 45° e 60°, sendo que terdo de deixar respectivamente dois pinos e trés

pinos entre os pontos que foram fixados os arcos.

Figura 57: Angulos notéveis.

Etapa 07: Angulos correspondentes de 30°, 45° e 60° no II, III, IV quadrantes.

Objetivo: Trabalhar simetria no circulo trigonométrico.
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Procedimentos: Solicitar aos alunos que localizem o angulo de 30° no circulo. Em
seguida esticar o elastico na horizontal e vertical de modo a fixar em todos os quadrantes de
forma a se obter um retangulo. Apds esse procedimento os alunos poderdo dizer qual o angulo
correspondente em cada quadrante. Os procedimentos dos angulos referente a 45° e 60° se fazem

de modo andlogo.

Figura 58: Angulos correspondentes.

Etapa 08: Construir um quadrado inscrito no circulo e tracar suas diagonais.

Objetivo: Fazer com que o aluno construa um quadrado e em seguida tracar as diagonais

a fim de que possam verificar que as diagonais se encontram no centro do circulo.

Procedimentos: Solicitar aos alunos que construam um quadrado. Para isso terdo que
fixar a liga em 4 pinos que serdo os vértices do quadrado, restando assim 20, que deverao
ser distribuidos igualmente entre os quatros arcos formados com os vértices consecutivos do
quadrado. Dessa forma ficardo 5 pinos na circunferéncia entre dois vértices consecutivos do

quadrado.

Figura 59: Quadrado no Geoplano Circular.

Etapa 09: Construir um triangulo equilatero.
Objetivo: Possibilitar ao aluno a construcio do tridngulo equilatero.

Procedimentos: Perguntar aos alunos em quantos pinos o elésticos ficard apoiado, como

se trata de um tridngulo teremos 3 pinos que ficardo como vértices do triangulo, restando assim
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21 pinos que terdo que serem distribuidos de maneira igual a cada dois vértices do triangulo, 7
pinos (21 : 3).

Figura 60: Tridngulo equilatero.

Etapa 10: Construir um hexdgono regular.

Objetivo: Propiciar ao aluno condicdes suficientes para obtencdao de um hexdgono

regular inscrito no circulo.

Procedimentos: Perguntar aos alunos em quantos pinos o eldstico ficard apoiado, como
se trata de um hexdagono, teremos 6 pinos que ficardo como vértices, restando assim 18 pinos
que terdo que serem distribuidos de maneira igual a cada dois vértices consecutivos do hexdgono.

Como temos 6 vértices, teremos 3 pinos (18 : 6) entre os vértices consecutivos.

Figura 61: Hexdgono regular.

Etapall: Construir um tridngulo retangulo inscrito no circulo.

Objetivo: Fazer com que o aluno utilize o teorema do angulo inscrito (em uma circunfe-
réncia, a medida do angulo central tem medida igual ao dobro do angulo inscrito, que subtende o

mesmo arco) para a construcao do tridngulo retangulo inscrito no circulo.

Procedimentos: O aluno deverd construir um tridngulo em que um de seus lados seja o

diametro do circulo. Dessa maneira o angulo central terd medida igual a 90°.
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Figura 62: Triangulo retangulo.

4.3 Teodolito

Outro assunto que os alunos possuem bastante dificuldade € em Trigonometria. Esse ramo
da Matemética mescla a Geometria e a Algebra, fazendo ainda uso de graficos para exemplificar
comportamentos e propriedades dos conceitos envolvidos. Dessa forma, torna-se necessario um
nivel razodvel de abstragdo para compreender, conectar e trabalhar com as diversas abordagens

que esse assunto contempla.

Existe aplicacdes de Trigonometria em diversas dreas das ciéncias exatas. Conhecer essa
parte da Matematica é de fundamental importancia para os alunos do Ensino Médio, sendo dever
do professor expor o assunto da melhor maneira possivel, estabelecendo um vinculo necessario
em relacao as futuras escolhas profissionais. A Trigonometria ndo se limita apenas a estudar
os tridngulos. “Sua aplicacdo se estende a outros campos da Matematica, como Andlise, e a
outros campos da atividade humana como a Eletricidade, a Mecanica, a Acustica, a Musica, a

Topografia, a Engenharia Civil etc”’(Paiva, 2003,p. 113).

Uma das maiores dificuldades encontradas por alunos do Ensino Médio, ao que diz
respeito a Trigonometria, é quanto ao fato da memorizacao de férmulas. Entretanto, a nao
memorizagdo levaria a perda de tempo para deduzi-las durante as provas, o que tornaria a

situacdo impraticéavel.

Nesse sentindo pode-se utilizar o Teodolito para auxiliar a aula de trigonometria de forma

dindmica, onde os alunos possam manused-lo e interpretar os dados obtidos.

O Teodolito € um aparato 6ptico, muito utilizado por engenheiros, topdgrafos entre
outros. Foi criado por Ignécio Porro por volta de 1835, para medir angulos verticais e horizontais,
também € um instrumento que determina as dimensdes e forma da terra, facilitando os célculos de
distancia e alturas, consentindo a elabora¢do de mapas e escalas. Existem uma grande variedade

de teodolitos para usos variados de exatiddo e obtencao de medidas de angulos.
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Figura 63: Teodolito.

Fonte: https://bit.ly/2NW2Pj4

Seu uso tem como objetivo demonstrar aplicagdes praticas da Trigonometria a fim de
enfatizar os conceitos da Geometria, bem como desenvolver o entendimento e suas utilizagdes,
levando o estudante a relacionar o conteido com a realidade, estimulando-o a construir seu

préprio conhecimento, evitando a memorizag¢ao de formulas.

E muito dificil as escolas possuirem um teodolito profissional. Para contornar isso, o

professor podera desenvolver, junto com os alunos, a constru¢ao de um teodolito caseiro.
Etapa 01: Construindo um Teodolito.

Objetivo: Possibilitar aos alunos possuirem um teodolito que poderd ser usado nas

praticas de ensino, na qual o aluno assimilard a teoria vista em sala com a utilizacdo do mesmo.

Procedimentos: Uma maneira de construir um teodolito caseiro poderd ser da seguinte

forma:
(i) Obter um circulo trigonométrico de 180°. (De preferéncia que seja de madeira, por ser
mais resistente.)

(i) Confeccionar uma base de madeira, com altura em que o professor achar conveniente,

como Im por exemplo, a fim de que o circulo trigonométrico fique apoiado sobre ela.
(iii) Fixar um nivel na base a fim de que se diminua a margem de erro.

(iv) Fixar um material em forma de tubo, fino e de boa resisténcia, como uma antena, por
exemplo. (Com o auxilio de um parafuso fixar o ponto central do tubo a base central do

transferidor como mostra a Figura: 64.)
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Figura 64: Teodolito caseiro.

Etapa 02: Usando o Teodolito para medir a altura da porta da sala.

Objetivo: Fazer com que os alunos saibam manusear o teodolito caseiro e, através das
medidas observadas, possam utilizar os conceitos de seno, cosseno ou tangente para realizar

medicoes.

Procedimento: Verificar se o teodolito estd nivelado. Calcular a distancia da porta até
o teodolito com o auxilio de uma trena. Olhar através da antena a parte mais alta da porta e
verificar qual o angulo formado no circulo trigonométrico. Dessa maneira, o aluno terd projetado

0 esquema geométrico da Figura 65.

Topo da porta

Altura (h) do teodolito
ao topo da porta

=

Distancia (d) da porta
até o teodolito

1,05m

Figura 65: Esquema ilustrativo.

Nesse momento o aluno terd as seguintes informagdes: O angulo observado e a distancia
d. Assim, ele terd condic¢des suficientes para encontrar a medida da altura 4 através do seno,

cosseno ou tangente mediante as medidas que possui.

No caso da situagdo acima, & é o cateto oposto a 3; possivelmente ndo serd um angulo
notdvel e para isso o aluno deverd recorrer a tabela trigonométrica ou a uma calculadora cientifica,

e terd a distincia d, cateto adjacente a 3. Nesse momento espera-se que o aluno perceba que a
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relacdo que utilizard serd a tangente. Dessa forma ficara:
h
th:E = h=d-tgf.

Para se concluir o célculo o aluno deverd somar 1,0 m a medida 4, pois o teodolito foi

construido a 1,0 m do solo.

Apés o resultado os alunos poderdo verificar a altura da porta com uma trena e comparar
com o resultado que obtiveram. O professor poderd intervir para que assim possam verificar a

margem de erro.

O professor poderd sugerir diversas situagdes a fim de que os alunos obtenham medidas

através do uso do teodolito, utilizando as outras relagdes de seno e cosseno.

Espera-se que com essa pratica o aluno adquira uma visdo mais abrangente sobre os con-
ceitos de Trigonometria, desenvolvendo sua concentracio e a habilidade de resolver problemas

que envolvam esses conceitos.

4.4 Poliedros

As dificuldades encontradas pelos professores em ensinar os conceitos matematicos sao
notdrias. Por isso, cada vez mais se faz necessaria a busca por maneiras diferentes de planejar

uma aula a fim de que a mesma seja mais dindmica e interativa.

Segundo Santos (1998), os problemas analisados no ensino de Geometria, t€m sua
origem na formacgdo dos educadores, sendo excessiva a valorizacdo do livro didético, que
aborda a Geometria em apenas um capitulo ao final do livro, sendo fragmentado e totalmente

desvinculado da Aritmética e da Algebra.

Nesse sentido, faz-se necessdrio promover aulas que abordem os conceitos da Geometria

e possam amenizar as dificuldades em entender seus conceitos basicos e suas aplicagoes.

Uma das dificuldades enfrentadas pelos alunos quando chegam em assuntos da Geometria
Espacial € a de ter uma visao tridimensional dos objetos estudados. Por exemplo, ao estudar os

poliedros, eles tém dificuldade de identificar a quantidade de vértices, arestas e faces.

Nesse sentido, seguiremos uma proposta com uso de materiais concretos a fim de que o

aluno consiga sanar essa dificuldade.

Para a apresentacdo da metodologia utilizada nos poliedros utilizaremos palitos de dente
e jujubas por ser um material acessivel e de baixo custo. Dessa forma facilitard o trabalho e o

manuseio com o material.
Etapa 1: Construindo um tetraedro com palitos de dente e jujuba.

Objetivo: Fazer com que os alunos consigam ter uma visao tridimensional do tetraedro

verificando facilmente seus elementos.
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Procedimento: As jujubas representam os vértices e os palitos de dente as arestas.
Instigar os alunos a fim de que eles digam quantos palitos e quantas jujubas serdo necessarios.
Ap6s isso o professor entrega a cada grupo 4 jujubas e 6 palitos e solicita que os mesmos sigam
0s seguintes passos:

(1) Formar um tridngulo que servira de base do tetraedro. Para isso eles precisardo encaixar
duas jujubas nas extremidades de um palito, em seguida encaixar um palito em cada uma
das jujubas. Esses dois palitos serdo fixados em outra jujuba. Dessa forma est4 feito o

triangulo base.

(ii) Em cada uma das jujubas espetar um palito de modo que os trés palitos se encontrem e

fiquem fixos em outra jujuba.

Dessa forma o tetraedro estara construido.

Figura 66: Tetraedro com jujubas.

Ap6s a construgdo solicitar aos alunos que preencham a tabela abaixo:

Nome do Poliedro | N° de vértices | N° arestas | N° de faces | V—-A+F =2
Tetraedro 4 6 4 4-6+4=2

Dessa maneira os alunos conseguirao fixar a quantidade de vértices, arestas e faces
justificando o nome do poliedro pela quantidade de faces e verificar a relacao de Euler para esse

tipo de poliedro convexo.
Etapa 2: Construcao do Hexaedro.

Objetivo: Fazer com que o aluno consiga construir um hexaedro e ver seus elementos
principais como vértices, arestas e faces, verificando a relagdo de Euler.

Procedimento: Com a construcdo do tetraedro, os alunos possivelmente comegardo a ter
uma maior facilidade na constru¢do dos outros poliedros. Perguntar aos alunos porque o nome é
hexaedro e como foi visto na construcdo do tetraedro isso se d4 pelo nimero de faces que no
caso sdo 6. Logo depois, perguntar aos alunos qual a forma poligonal de cada face, que no caso

¢ um retangulo ou um quadrado caso o poliedro seja regular. Ao identificar isso, o professor
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ird perguntar quantas jujubas e quantos palitos serdo necessarios para essa construcao. Caso os
alunos ndo saibam, o professor podera justificar a quantidade de 8 jujubas e 12 palitos, jd que no
hexaedro se tem 8 vértices e 12 arestas. O procedimento para a constru¢do obedecerd a seguinte
sequéncia: formar um quadrado utilizando 4 jujubas e 4 palitos, em cada jujuba fixar um palito
no mesmo sentido vertical, fixar uma jujuba na extremidade de cada palito e, por fim, interligar

estas jujubas com palitos.

Figura 67: Hexaedro com jujubas.

ApOs a construcao os alunos poderdo preencher a tabela abaixo:

Nome do Poliedro | N° de vértices | N° arestas | N°de faces | V—-A+F =2
Hexaedro 8 12 6 8-12+6=2

O professor poderd utilizar essa metodologia para a constru¢ao de outros poliedros, porém
terd que estabelecer a sequéncia com que serd construido cada um a fim de tirar possiveis davidas
que venham a existir na constru¢do dos mesmos por parte dos alunos. Durante a constru¢do dos
poliedros, € importante que os alunos visualizem a forma e a quantidade de vértices, arestas e

faces, como também, que eles determinem o nome do poliedro e verifiquem a relacdo de Euler.

Figura 68: Poliedros com jujubas.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O gosto pela Matemdtica esta relacionado com a forma que se ensina. Se faz necessaria
a utilizacdo de mecanismos e habilidades que propiciem uma forma lidica e contextualizada
de se ensinar. Os materiais concretos nio sdo a unica forma de se fazer isso, mas constituem
uma ferramenta que possibilita ao aluno, no processo de ensino e aprendizagem, construir o seu
conhecimento, e colocar em prética os conceitos apresentados pelo professor, que quando bem

planejadas e executadas propiciam um conhecimento mais satisfatorio.

No6s educadores devemos ter em mente que, independentemente do recurso metodolégico
que utilizemos em sala, ele ndo é garantia de uma aprendizagem significativa, pois a aprendi-
zagem acontece mediante o cumprimento de uma série de critérios que quando ndo sao bem
planejados torna a aula igual a tantas outras. E necessério que o professor seja o mediador nesse
processo destacando inicialmente a fundamentacao tedrica a fim de que o aluno possa estabelecer
uma conexao da teoria matemadtica e o material utilizado estabelecendo uma abordagem dindmica
e construtiva do conhecimento possibilitando ao aluno descobertas e verificacdes do assunto

trabalhado previamente de forma tedrica.

Como educadores podemos perceber facilmente as dificuldades enfrentadas pelos alunos
em aprender os assuntos abordados, e isso nos faz pensar em diversas estratégias metodoldgicas
a fim de que o educando adquira o conhecimento necessario. A utilizacdo de materiais concretos
¢ uma metodologia que permite sairmos um pouco do ensino tradicional e buscar uma melhor
participacao do aluno, aumentando o seu interesse e consequentemente a aprendizagem, ja que

se conseguem perceber exemplos mais concretos.

Acreditamos que a utilizagao dos materiais concretos pelos professores de Matemaética
durante as aulas tende a contribuir de forma significativa para uma melhor compreensao dos
conceitos matematicos, pois possibilita uma aproximacao da teoria Matematica verificada com a
utilizacdo de ferramentas concretas para a constatagao das teorias matematicas estudadas em

sala.

A realizacdo desse trabalho teve como motivo principal a utiliza¢do de materiais concretos
que pudessem contribuir para o ensino de Geometria, possibilitando ao aluno uma melhor
compreensao, ja que o uso dos mesmos propiciam uma interacao entre os alunos e estimulam o

raciocinio légico.

No decorrer do trabalho, foi possivel observar que os materiais concretos utilizados sdo
ferramentas tteis no processo de ensino, pois possibilita ao aluno fazer uma relagado direta do que
estd sendo ensinado na teoria com a pratica apresentada nas sequéncias didéticas. As sequéncias
didaticas propostas no capitulo 4 tém por finalidade apresentar estratégias relacionadas ao

ensino de Geometria possibilitando estabelecer uma conexao direta das teorias matematicas
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apresentadas em sala com os materiais concretos. Dessa forma, os alunos poderao vivenciar
maneiras diferentes de se obter dreas, volumes, perimetros, diagonais, nimero de vértices, arestas,

faces, seno, cosseno, tangente, raio, didmetro, dentre outros.

A utilizagdo dessa metodologia possibilita ao aluno obter conhecimentos e criar estra-
tégias suficientes a fim de que ele possa desvendar a Matemaética de uma forma dinamizada e
criativa, melhorando o envolvimento e a criticidade do aluno durante as aulas, tornando assim a

sala de aula um ambiente de criacdo e descobertas.

Desejamos que este trabalho venha a contribuir na metodologia do ensino de Geometria,
tornando o ensino aplicdvel e dindmico possibilitando ao aluno se tornar parte neste processo de

ensino e aprendizagem.

Embora existam vdrias discussoes a respeito do uso de materiais concretos no Ensino
de Matematica, vale destacar que esse é mais um recurso didético que os professores podem
utilizar e jamais substituird as formalidades que temos na Matemadtica como defini¢des, axiomas,

teoremas, demonstragdes, coroldrios etc.
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