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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um material tedrico sobre niimeros binomiais es-
tendidos, tratar de algumas de suas propriedades e propor a abordagem deste contetido
no ensino médio. Na educacao bésica a definicdo de nimeros binomiais, bem como o
estudo de suas propriedades, sao restritos aos nimeros inteiros nao-negativos. Por meio
de uma abordagem simples, iniciaremos com o estudo de contagem, definicao dos niimeros
binomiais para valores inteiros nao-negativos e suas propriedades. [lustraremos as identi-
dades no triangulo de Pascal classico e, depois, definiremos os coeficientes binomiais para
valores reais. Demonstraremos algumas identidades binomiais estendidas e utilizaremos
a extensao superior do triangulo de Pascal para ilustrar tais propriedades. Ao final deste
trabalho, proporemos algumas atividades com resolugoes para serem aplicadas aos alunos

do ensino médio.

Palavras-chaves: Contagem. Coeficientes binomiais estendidos. Triangulo de Pascal.

Propriedades. Ensino de matematica.
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Abstract

The aim of this work is to present a theoretical material about extended binomial numbers,
to treat some of their properties and propose the approach of this content in high school.
In basic education the definition of binomial numbers, as well the study of their properties,
are restricted to nonnegative integers. Using a simple approach, we will start with the
study of counting, defining binomial numbers for nonnegative integer values and their
properties. We will illustrate the identities in the classic Pascal triangle and then define
the binomial coefficients for actual values. At the end of this work, we will propose some

activities with resolutions to be applied to high school students.

Keywords: Counting. Extended binomial coefficients. Pascal’s triangle. Properties.

Mathematics teaching.
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Introducao

Os coeficientes binomiais sao abordados na educacao bésica através do desenvolvimento
do binomio de Newton. As disposi¢oes dos coeficientes de cada polindomio sao organizados
numa tabela numérica triangular denominada triangulo de Pascal. Podemos visualizar
varias propriedades interessantes relacionadas aos nimeros binomiais neste triangulo.

O primeiro contato dos alunos da educacao basica com os niimeros binomiais ocorre
no Ensino Fundamental II com o estudo dos produtos notaveis e o binomio de Newton.
No ensino médio, ao ser abordado o conteido de analise combinatéria, os alunos estu-
dam a definigao dos niimeros binomiais para inteiros nao-negativos e podem verificar, no
triangulo de Pascal, algumas propriedades classicas decorrentes desta definicao.

Este trabalho tem como finalidade apresentar um material de apoio tedrico e incen-
tivo para que os professores do ensino médio abordem a definicao estendida dos ntimeros
binomiais bem como as identidades binomiais decorrentes de tal defini¢ao.

A estrutura do nosso trabalho foi dividida em quatro capitulos. No primeiro
capitulo, abordaremos, de forma resumida, uma parte da area da matematica discreta,
a chamada analise combinatéria. Esta parte da matematica é ampla e preferiremos de-
nomina-la de Contagem. Propomos chamar de Contagem porque esse termo transmite
uma ideia mais simples e acessivel ao aluno do ensino médio. Muitos livros didaticos
ainda usam a terminologia: andlise combinatoria. Esta denominagao nos parece gerar
certa aversao do aluno ao conteido, na medida em que da a impressao de ser um assunto
complexo.

Veremos, no capitulo mencionado, os principios de contagem, bem como algumas
formulas de permutacoes e combinagoes. Também abordaremos a definicao de coeficientes
binomiais, a mesma apresentada nos livros do ensino médio. Demostraremos, pela técnica
combinatoéria, algumas propriedades binomiais classicas. Ilustraremos tais propriedades

no triangulo de Pascal. Por tultimo, apresentaremos a relagao deste triangulo com o



desenvolvimento do binomio de Newton.

No segundo capitulo, definiremos os coeficientes binomiais de maneira estendida,
em que os indices superiores assumem valores reais e os indices inferiores podem ser inteiros
quaisquer. Sabemos que os livros didaticos da educagao bésica restringem a definicao dos
coeficientes binomiais apenas para nimeros inteiros nao-negativos.

Mostraremos as propriedades oriundas da definicao estendida dos niimeros bino-
miais e apresentaremos o triangulo de Pascal estendido superiormente para verificar tais
propriedades. Faremos as demonstracoes destas identidades através do método combina-
torial, método algébrico, e usaremos a técnica do argumento polinomial para estender a
validez das identidades polinomiais para os niimeros reais.

No terceiro capitulo, proporemos algumas atividades com resolugoes para serem
aplicadas pelos professores aos alunos do ensino médio e estao relacionadas com a abor-

dagem apresentada neste trabalho.



Capitulo 1

Contagem

Neste capitulo, destacaremos os principios de contagem e as férmulas combinatérias. Jun-
tos, esses dois temas serao utilizados nas demonstragoes das identidades cléssicas. Identi-
dades essas que sao oriundas da definicao de coeficientes binomiais para nimeros inteiros
nao-negativos. Verificaremos as propriedades no triangulo de Pascal classico e apresenta-
remos a relagao deste triangulo com o binomio de Newton.

Os métodos de contagem fazem parte da matematica discreta, mais especificamente
da analise combinatoria. Nos fornecem estratégias de contar direta ou indiretamente os
elementos de um conjunto de acordo com determinada circunstancia. A contagem estd
intimamente relacionada com as operacoes aritméticas.

Sabemos que contar é a tarefa mais elementar da matematica. A crianca tem o
seu primeiro contato com os nimeros quando comeca a enumera-los através da sequéncia
de palavras (um, dois, trés, quatro, cinco, ...). Ou seja, quando ela estd comegando a
falar essa contagem nao tem significado para ela. SO passa a fazer sentido, e a contagem
é realizada de fato, quando ela comeca a perceber a relacao de ordem. Desta maneira, o
primeiro método basico e fundamental de contagem utilizado é a enumeracao direta.

A analise combinatoéria é considerada no ensino médio, por alunos e professores,
como um assunto complexo. Isso acontece porque os métodos se afastam da pratica de
abordar a matematica através de situacoes tipicas. Ao invés disso, sao feitas aplicacoes
diretas de modelos matematicos.

Para resolver um problema de contagem, é necessario compreender o seu enunci-
ado e selecionar as técnicas apropriadas a serem utilizadas. De nada adianta termos as

férmulas sem antes compreendermos o problema.



O estudo de contagem constitui um excelente tépico para resgatar discentes que te-
nham habilidades em matematica, porém apresentam dificuldades em topicos cumulativos.
A solucao de problemas de contagem nao exige conhecimentos prévios de trigonometria,
nimeros complexos, polindmios, por exemplo.

Enfim, explanar situagoes de contagem privilegiando férmulas nao é a melhor ma-
neira de enfatizar tal conteido. A metodologia de aplicagoes diretas de modelos ma-
tematicos nao nos parece ser suficiente para a resolu¢ao de muitos problemas, sendo fun-
damental desenvolver o raciocinio combinatério o qual permite a utilizacao das técnicas
apresentadas neste capitulo.

Assim, sugerimos que os professores, ao trabalharem com esse assunto no en-
sino médio, adiem as apresentacoes de féormulas e inicialmente explorem as operagoes

aritméticas na resolucao de problemas de contagem.

1.1 Principios de Contagem

Nesta secao, apresentaremos os principios de contagem. Estes principios serao utilizados
nas demonstracoes combinatérias de muitas propriedades binomiais. Foram utilizadas as

referéncias [8], [9] e [12] para fundamentar a parte tedrica.

1.1.1 Principio multiplicativo

A técnica de contagem relacionada a multiplicacao é também conhecida como principio
fundamental da contagem ou regra do produto. Ela se aplica quando o procedimento é
realizado a partir de tarefas separadas.

O principio multiplicativo pode ser enunciado da seguinte maneira:

Suponhamos que um procedimento possa ser dividido em uma sequéncia
de duas tarefas. Se houver n; formas de fazer a primeira tarefa e para cada
uma dessas formas ha n, maneiras de realizar a segunda tarefa, qualquer que
seja a escolha feita na primeira tarefa, entao ha n; - n, formas de concluir o

procedimento.

Exemplo 1.1.1. Numa reuniao existem 4 homens e 5 mulheres. De quantas maneiras

distintas é possivel escolher um casal homem-mulher?



Vamos denominar como primeira tarefa a escolha do homem para formar o casal e

como segunda tarefa a escolha da mulher. Dessa maneira:

i) A primeira tarefa pode ser tomada de 4 maneiras. Logo, n; = 4;

ii) Podemos escolher a segunda tarefa de 5 modos distintos. Assim, ny = 5.

A tarefa de escolher um casal homem-mulher pode ser feita de 4 - 5 = 20 maneiras

diferentes.

O principio multiplicativo se baseia no significado da multiplicacao como adigao
interada. Podemos representar essas escolhas como ramos em um diagrama de arvore. O
diagrama se inicia com a escolha da primeira tarefa, que pode ser feita de 4 modos. Por
hipotese, qualquer que seja a decisao tomada na primeira tarefa teremos 5 possibilidades
de escolhas para a segunda tarefa. Para isto, denominaremos os homens de hy, hs, h3, hy

e as mulheres de my, ms, mg, my, ms. Illustraremos na figura 1.1 o exemplo 1.1.1.

Figura 1.1: Diagrama de Arvore

Fonte: Elaboracao prépria.



Logo, o nimero total de maneiras possiveis para escolher um casal homem-mulher é
545+5+5=4-5=20.

A situacao esquematica apresentada é usada para problemas de contagem em que
devemos tomar duas decisoes consecutivas. O fato essencial é que estamos tratando de
tarefas compostas, o que acarreta o uso da operacao da multiplicagao.

Podemos expandir a regra do produto ou principio multiplicativo para a realizacao
de m tarefas (m > 2):

Suponhamos que um procedimento possa ser dividido em uma sequéncia
de tarefas P, P», ..., P,. Se cada tarefa P;, com 1 < j < m, puder ser feita de n;
formas, quaisquer que sejam as escolhas feitas nas P, tarefas anteriores, com
1<i<j<m,entao ha n;-ns-...-n, formas de concluir o procedimento.

A demonstracao formal segue por inducao matematica a partir do principio mul-
tiplicativo para duas tarefas.

O principio fundamental da contagem pode ser também enunciado para uma quan-
tidade finita de conjuntos:

Sejam Ai, A,, ..., A,, conjuntos finitos nao-vazios com kq, ko, ..., k,, elemen-
tos, respectivamente. Assim, a tarefa de escolher um elemento no produto
cartesiano A; x Ay x ... X A,, é feita escolhendo um elemento em cada conjunto

Aj, com j =1,...,m. Temos, assim
Ay X Ay X oo X Ag| = [As| - |Ag| - - [An] = 1441,
j=1

onde |4;| representa a cardinalidade do conjunto A;.

Exemplo 1.1.2. No ano de 2019 o presidente do Brasil modificou a sequéncia dos niimeros
e letras das placas de identificacao dos veiculos, de acordo com as normas do Mercosul.
Se cada placa contém uma sequéncia de sete simbolos, sendo os trés primeiros simbolos
e o quinto simbolo dessa sequéncia letras do nosso alfabeto, o quarto e os dois ultimos
simbolos sao algarismos indo-arabicos, quantas placas de identificacao estao disponiveis?

H&4 26 modos de escolhermos cada letra e 10 possibilidades para cada algarismo.
Pelo principio multiplicativo, ou regra do produto, ha um total de:

26-26-26-10-26-10-10 = 456.976.000 placas de identificacao disponiveis.

Exemplo 1.1.3. Quantos niimeros naturais de trés algarismos podemos obter no sistema

decimal?



Temos 10 algarismos disponiveis no sistema decimal.

i) Escolheremos o algarismo das centenas. O algarismo 0 nao poderd ocupar essa

posicao. Assim, temos 9 modos de escolher este algarismo;

ii) Para o algarismo que ocupard a casa das dezenas, temos 10 possibilidades, pois

podemos utilizar algarismos repetidos;

iii) Para a escolha do algarismo que ocupara a casa das unidades, temos 10 possibilida-

des.

Logo, pelo principio multiplicativo, temos 9-10-10 = 900 modos de obter niimeros

naturais de trés algarismos no sistema decimal.

Exemplo 1.1.4. Quantos nimeros naturais de trés algarismos distintos podemos formar

no sistema decimal?

i) Para a escolha do algarismo que ocupara a casa das centenas, temos 9 possibilidades

(exceto o algarismo zero);

ii) Escolheremos o algarismo das dezenas. O algarismo 0 poderd ocupar essa posigao,
mas o algarismo escolhido no item anterior nao podera ocupar essa posi¢ao, pois
devemos escolher algarismos distintos. Assim, temos 9 modos de escolher este alga-

rismo;

iii) Escolheremos o algarismo das unidades. Os dois algarismos escolhidos anteriormente

nao poderao ocupar essa posicao. Logo, temos 8 maneiras de escolher este algarismo.

Pelo principio multiplicativo, existem 9 -9 - 8 = 648 nimeros de trés algarismos

distintos no sistema decimal.

Vamos tentar resolver este exemplo de outra maneira:

i) Escolheremos o algarismo das unidades. O algarismo 0 poderd ocupar essa posigao.

Assim, temos 10 modos de escolher este algarismo;

ii) Escolheremos o algarismo das dezenas. O algarismo escolhido no item anterior nao

podera ocupar essa posicao. Logo, temos 9 maneiras de escolher este algarismo;



iii) Para a escolha do algarismo das centenas, percebemos que os dois algarismos esco-
lhidos anteriormente nao poderao ocupar essa posi¢cao. Portanto, temos 8 modos de
escolher este algarismo (se o zero tiver sido usado nas duas escolhas anteriores) ou

7 maneiras (se o zero nao tiver sido usado nos dois itens anteriores).

Observamos que a escolha do algarismo das centenas depende da condicao do
algarismo 0 ter sido utilizado ou nao. Sendo assim, nao podemos aplicar o principio
multiplicativo. Esta situagao nao foi encontrada na primeira solucao deste exemplo. Dessa
forma, é recomendavel o uso de trés estratégias para solucionar uma situacao de contagem

(para um melhor detalhamento consultar referéncias [8] e [9]):

1) Postura. Precisamos nos colocar no papel de quem vai formar os grupamentos ao

invés de buscar uma féormula para ser aplicada;

2) Divisao. Devemos planejar a tarefa dividindo em etapas. Podemos dividir as de-
cisoes a serem tomadas em decisoes menos complexas. Notamos que para formar
numeros de tres digitos distintos dividimos em trés etapas, de acordo com o valor

posicional de cada algarismo;

3) Nao adiar dificuldades. Temos que avaliar quais sao as dificuldades e temos que
solucioné-las em ordem decrescente de complexidade. Ou seja, se alguma decisao

é mais restrita que as demais, ela deve ser decidida em primeiro lugar.

Notamos no exemplo 1.1.4 que escolher o algarismo das centenas apresenta mais
restricao dos que os outros, visto que este algarismo nao pode ser igual a zero. Logo, nao

devemos adiar essa decisao para nao causar dificuldades posteriores.

1.1.2 Principio aditivo

Também conhecido como regra da soma, esse principio é muito utilizado quando o pro-
blema a ser solucionado ¢ dividido em casos distintos. Pode ser enunciado da seguinte
forma:

Se uma tarefa puder ser feita em uma das n; maneiras ou em uma das
n, maneiras, em que nenhum dos elementos do conjunto das n; maneiras é o
mesmo que algum elemento do conjunto das n, maneiras, entao existem n; +ns

maneiras de realizar a tarefa.



Exemplo 1.1.5. Em uma prova ha 7 questoes de matemaética e 3 questoes de fisica. De
quantas maneiras um aluno podera escolher uma tnica questao para responder?

Para responder a uma tnica questao, o aluno podera escolher uma das 7 questoes
de matematica ou uma das 3 questoes de fisica. Assim, o aluno tem 7 4+ 3 = 10 maneiras

de escolher uma tunica questao para responder.

O principio aditivo pode ser enunciado para m tarefas (m > 2):

Suponhamos que uma tarefa possa ser realizada de n; maneiras, de n,
maneiras,..., ou de n,, maneiras, em que nenhuma das formas do i-ésimo grupo
de realizar a tarefa é a mesma do j-ésimo grupo, para todos os pares i € j com
1 <i < j < m. Entao, o nimero total de maneiras de realizar a tarefa é
ny+ng +ng+ ... + Ny

Essa regra é bastante intuitiva e sua demonstragao pode ser feita por inducao

matematica a partir do principio aditivo para duas tarefas.

Exemplo 1.1.6. Numa reuniao existem 4 homens e 5 mulheres. De quantas maneiras
distintas é possivel escolher um casal homem-mulher?

Vamos denominar os homens de hq, ho, h3, hy e as mulheres de mq, mg, ms, my, ms.
i) Podemos escolher 5 casais em que o homem h; é integrante ou
ii) Podemos escolher 5 casais em que o homem hy é integrante ou
iii) Podemos escolher 5 casais em que o homem ¢ hz ou
iv) Podemos escolher 5 casais em que o homem ¢é hy.

Logo, pelo principio aditivo, a quantidade de casais é 5+ 5+ 5+ 5 = 20.

Em termos de conjuntos, a soma é realizada quando os conjuntos sao disjuntos.
A adicao estd intrinsecamente relacionada a uniao de conjuntos disjuntos dois a dois.
Assim, o principio aditivo pode ser enunciado em termo de um nimero finito de conjuntos:

Sejam Aj, Ay, ..., A,, conjuntos finitos disjuntos dois a dois, ou seja,
A;NA; = @ para i # j, com ky, ko, ks, ..., k,,, elementos, respectivamente. Entao,
o nimero de maneiras de escolher um elemento de um dos conjuntos é exata-
mente o nimero de elementos da uniao

AL U Ay U U A = A+ A + o+ AR =) 14,

J=1



onde |A,| representa a cardinalidade do conjunto A4;.

Exemplo 1.1.7. Quantos niimeros naturais pares com trés algarismos distintos podemos

obter no sistema decimal?

i) Escolheremos o digito das unidades, que é o mais restrito. Existem 5 maneiras

(0,2,4,6 ou 8), ja que temos que formar nimeros pares;

ii) Temos 9 modos de escolher o digito das centenas (se o zero tiver sido usado na
escolha anterior) ou 8 maneiras (se o zero nao tiver sido utilizado no item anterior,

ja que este digito ndo pode ocupar a posigao das centenas).

Estamos, assim, diante de um impasse: a segunda decisao depende do que foi feito
na decisao anterior. Dessa maneira, ja que temos duas restri¢oes conflitantes (escolha dos

digitos das unidades e das centenas) vamos fazer a divisdo em dois casos distintos:

i) Numeros terminados em zero:
Temos 1 maneira de escolher o digito das unidades (a dificuldade mais restrita). A
segunda dificuldade é escolher o digito das centenas, pois o algarismo zero nao pode
ocupar esta posicao. Logo, para a escolha deste, hda 9 modos, e para o digito das
dezenas existem 8 possibilidades. Pelo principio multiplicativo temos 1-9 -8 = 72

nimeros terminados em zero;

ii) Numeros terminados em um algarismo diferente de zero:
Temos 4 maneiras de escolher o digito das unidades que é par (a dificuldade mais
restrita). A segunda dificuldade é escolher o digito das centenas, ja que ndo podemos
escolher o algarismo 0 e nem o algarismo escolhido anteriormente. Logo, para a
escolha do digito das centenas ha 8 maneiras, e para o digito das dezenas temos 8
modos (nao pode ser os dois utilizados anteriormente). Pelo principio multiplicativo,

temos 4 - 8 - 8 = 256 nimeros terminados em um algarismo diferente de zero.

Logo, pelo principio aditivo, temos 72 4 256 = 328 ntimeros naturais pares de trés

algarismos distintos no sistema decimal.
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1.2 Permutacoes e Combinacoes

Nesta se¢ao, abordaremos as principais féormulas combinatoérias para resolver situacoes de
contagem, em especial utilizando as referéncias [8], [9] e [12].

Vaérios problemas de contagem sao resolvidos considerando relevante ou nao a
ordem dos elementos. Por exemplo: dado um conjunto A = {ay, as, ..., a, } de n elementos,
quantos subconjuntos podemos formar com k elementos? Observemos que a ordem dos
elementos nao é relevante, pois os conjuntos {ay, as, as} e {aq, as, a; } sdo idénticos.

Existem situacoes em que a ordem dos elementos deve ser levada em consideracao.
Por exemplo: de quantas maneiras podemos escolher k£ alunos a fim de formar uma fila
para receber livros em uma turma de n alunos? Veremos os métodos para resolver tais

situacoes.

1.2.1 Permutacoes simples

As permutagoes simples ocorrem quando a ordem dos elementos distintos é relevante e
quando nao ha repeticoes dos mesmos. Consideremos, por exemplo, quatro algarismos di-
ferentes: 1,2, 3,4. Queremos permuta-los. Entao, as permutacoes simples ou permutagoes

sem repeticao dos algarismos sao

(1234), (1243), (1324), (1342),
(1432), (1423), (3412), (3421),
(2134), (2143), (2314), (2341),
(2431), (2413), (3124), (3142),
(3214), (3241), (4123), (4132),
(4231), (4213), (4321), (4312),

totalizando 24 maneiras de ordenar 4 elementos distintos.
Vamos solucionar esta situagao sem ter que listar todas os modos de ordenar os

quatro algarismos. Para isto, vamos dividir em etapas:

i) Escolheremos o algarismo que ocupard a primeira posigao. Isto pode ser feito de 4

modos;

ii) Para a escolha do algarismo que ocupara a segunda posi¢ao, podemos fazer isto de

3 maneiras diferentes, ja que um elemento foi utilizado no item anterior;

11



iii) Ha 2 possibilidades para a escolha do algarismo que ocupard a terceira posigao da

fila;
iv) H4 1 maneira para a escolha do algarismo que ocupard a quarta posigao da fila.

Pelo principio multiplicativo, temos 4 - 3 -2 -1 = 24 modos de permutar quatro

algarismos distintos.

Exemplo 1.2.1. De quantas maneiras podemos ordenar em fila n objetos distintos?
Vamos analisar a quantidade de maneiras de acordo com a ordem dos objetos na

fila.

i) Escolheremos o objeto que ocupard a primeira posigao da fila. Isto pode ser feito

de n maneiras;

ii) Escolheremos o objeto que ocupara a segunda posicao da fila. Podemos fazer isto
de n — 1 maneiras, pois nao podemos colocar o objeto escolhido anteriormente e
o numero de possibilidades se reduz, ja que temos permutacoes simples ou sem

repeticao de elementos;
iii) HA n — 2 modos para a escolha do objeto que ocupara a terceira posigao da fila.

E assim sucessivamente, até a escolha do n-ésimo objeto que ocupard a iltima
posicao da fila que pode ser feito de 1 modo. Pelo principio multiplicativo, temos

n-(mn—1)-(n—2)-(n—3)-...- 1 maneiras de ordenar em fila n objetos distintos.

Vamos definir por indugao, ou recorréncia, o fatorial de n, para cada nimero n

inteiro nao-negativo.

nl =

Temos

12



Indicaremos por P, o nuimero total de maneiras de ordenar n elementos distintos

sem repeticao. Pelo exemplo 1.2.1, temos
P, =nl.

Geralmente, nos livros do ensino bésico, a definicao de fatorial antecede o estudo
de contagem e vem acompanhado sempre de diversos exercicios algébricos envolvendo
a nocao de fatorial. Esta metodologia de ensino nao nos parece apropriada, pois esses
exercicios nao despertam o interesse dos discentes, ja que é uma mera aplicagao de férmula.
Sugerimos que a definicao de fatorial de um nimero seja motivada apds a apresentagao

de problemas de contagem que envolvam esta nocao.

Teorema 1.2.2. Se n for um numero inteiro positivo e k um niumero inteiro, tais que

1 <k <n, entao existem
Pn,k)=n-(n—1)-(n—2)-(n—3)-...-(n—k+1),
k—permutagoes sem repeticao de um conjunto com n elementos diferentes.

Demonstracao. Vamos apresentar a seguinte situacao:
De quantas maneiras podemos ordenar em fila k alunos, de um grupo de n alunos?

Vamos analisar a quantidade de maneiras de acordo com a ordem dos alunos na

fila.

i) Escolheremos o aluno que ocupard a primeira posi¢ao da fila. Isso pode ser feito de

n maneiras;

ii) Existem n — 1 maneiras para a escolha do aluno que ocupara a segunda posi¢ao da

fila;

iii) H4 n — 2 possibilidades para a escolha do aluno que ocupard a terceira posigao da

fila.

E assim sucessivamente, até a escolha do k—ésimo aluno. Isso pode ser feito de

m—(k —1] = n —k + 1 modos. Pelo principio multiplicativo, temos
n-n—1)-mn—-2)-(n—3)-.. - (n—Fk+ 1) maneiras de ordenar em fila k alunos,
de um grupo de n alunos. O]
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Notemos que P(n,0) = 1, pois hd exatamente uma maneira de ordenar zero ele-
mentos. Existe somente uma lista sem elementos, ou seja, a lista vazia.

Uma permutacao de um conjunto de objetos distintos é um arranjo ordenado
desses objetos. Um arranjo ordenado de k elementos de um conjunto é chamando de

k—permutacao sem repeticao.

Corolario 1.2.3. Se n for um numero inteiro positivo e k wm niumero inteiro com

1 <k <n, entao
n!

P(n, k) = TSI

Demonstracao. Sejam n um numero inteiro positivo, k inteiro, com 1 < k < n. Temos
Pn,k) = n-(n—1)-n—-2)-n—=3)-...-(n—k+1)

n-m—1)-n—-2)-(n—3)-...-(n—k+1) - (n-k)!
(n-k)!

n-m—1-n-=2)-n—=3)-...-(n—k+1)-(n—k)-(n—k—=1)-...-1
(n—k)!

Logo,

Notemos que P(n,0) = ﬁl = 1, sendo também valida para k = 0.
n!

Exemplo 1.2.4. Em uma gincana escolar, ha 20 alunos participando de uma tarefa. A
premiacao ird somente para o primeiro, segundo e terceiro classificados. Quantas maneiras

distintas podemos obter para as trés primeiras classificacoes, sabendo que nao hé empate?

Como a ordem é relevante, entao temos

200 20-19-18-17!
(20 — 3)! 17!

P(20,3) = = 6.840 maneiras possiveis.

Podemos resolver este exemplo de outra maneira:
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i) Escolheremos o aluno que ocupard a primeira classificagdo. Isso pode ser feito de

20 maneiras;

ii) Escolheremos o aluno que ocupard a segunda posicao. Isso pode ser feito de 19

maneiras;
iii) H& 18 modos para a escolha do aluno que ocupara a terceira posigao.

Pelo principio multiplicativo, temos 20 - 19 - 18 = 6.840 modos possiveis.

Nesta solucao, nao precisamos usar a férmula de k—permutagoes sem repeticao de
um conjunto de n elementos. Basta aplicarmos o principio multiplicativo. Este principio
pode ser aplicado toda vez que conseguimos planejar o grupamento em etapas, e estas
sejam tais que os numeros de possibilidades em cada etapa nao dependa das decisoes

que foram tomadas anteriormente.

1.2.2 Permutacao com repeticao

As permutacoes com repeticao aparecem em problemas de contagem em que dispomos de

elementos distintos e podemos usar esses elementos repetidamente.

Exemplo 1.2.5. De quantas maneiras podemos formar uma senha de quatro digitos (no

sistema decimal) em que é possivel a repetigao de digitos?

i) Escolheremos o primeiro digito. Como temos disponiveis, no sistema decimal, 10

algarismos, podemos escolher de 10 maneiras;

ii) Faremos a escolha do segundo digito. Como podemos repetir os digitos, isso pode

ser feito de 10 maneiras;
iii) Escolheremos o terceiro digito da senha. Isso pode ser feito de 10 maneiras;
iv) Para a escolha do quarto digito da senha, hd 10 maneiras possiveis.

Portanto, pelo principio multiplicativo, temos 10 - 10 - 10 - 10 = 10* = 10.000

maneiras de formar uma senha de quatro digitos no sistema decimal.
Este raciocinio justifica o seguinte teorema:

Teorema 1.2.6. O numero de k-permutacoes de um conjunto de n elementos, com re-

peticio, € n”.
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1.2.3 Combinacoes simples

Vamos abordar situacoes de contagem em que a ordem dos objetos distintos nao é rele-
vante, e que estes nao podem ser repetidos. Utilizaremos as referéncias [8], [9] e [12].
Uma k—combinacao, sem repeticao de elementos, de um conjunto A de n elementos
distintos, é uma selecao de k elementos distintos, em que a ordem destes nao ¢ relevante
(trocar a ordem dos elementos nao gera outra combinagao). Logo, uma k—combinagao é

um subconjunto de A.

Teorema 1.2.7. O numero de k-combinacoes de um conjunto com n elementos, em que

n € um numero inteiro nao-negativo e k um nimero inteiro com 0 < k < n, € igual a

n!
C(n, k) = Ik

Demonstracao. Podemos formar as k-permutagoes sem repeticao de um conjunto com n

elementos diferentes da seguinte maneira:
i) Obtemos as k-combinagdes de n elementos distintos: C'(n, k);

ii) Fazemos o ordenamento em cada k—combinacao. Como vimos, isso pode ser feito

de P, = k! maneiras.

Pelo principio multiplicativo, temos P(n, k) = C(n, k) - Py.

Logo,

]

Exemplo 1.2.8. Para a selecao brasileira foram convocados dois goleiros, seis zagueiros,
sete meio-campistas e quatro atacantes. De quantas maneiras é possivel escalar a sele¢cao
com um goleiro, quatro zagueiros, quatro meio-campistas e dois atacantes?

Vamos analisar separadamente os modos de escolher cada grupo de jogador.

i) Para a escolha do goleiro. Como temos 2 goleiros e queremos escalar 1, entao ha

C'(2,1) = 2 maneiras distintas de escolher 1 goleiro;

ii) Para a escolha dos zagueiros. Como temos 6 zagueiros, queremos escolher 4 e a
ordem destes nao é relevante, entdao ha C'(6,4) = 15 modos distintos de escolher 4

zagueiros;
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iii)

iv)

Para fazermos a escolha dos meio-campistas, temos C(7,4) = 35 possibilidades

possiveis;
Hé4 C(4,2) = 6 modos distintos de escolhermos os 2 atacantes.

Dessa maneira, pelo principio multiplicativo, temos 2 - 15 - 35 - 6 = 6.300 maneiras

possiveis de escalar a selecao com 1 goleiro, 4 zagueiros, 4 meio-campistas e 2 atacantes.

Escolher comissoes envolve formar grupamentos nao-ordenados. Os alunos aplica-

riam com mais facilidade a férmula classica de combinagoes simples, mas poderiam ter

dificuldades em aplicar os principios bésicos de contagem.

Exemplo 1.2.9. (ENQ-PROFMAT- 2016.2) De quantas maneiras distintas podemos es-

colher trés nimeros do conjunto Iy = {z € N;1 < 2 < 40}, de modo que sua soma

seja:

2)

b)

um numero impar?

um multiplo de 37

Vamos analisar a situacao apresentada.

a) Para que a soma de trés numeros distintos seja um nimero impar ha duas situagoes

distintas:

i)

ii)

Os trés numeros escolhidos devem ser todos impares. O conjunto Iy, possui exa-
tamente 20 nimeros impares. Precisamos selecionar 3 nimeros. Entao trata-se de

grupamentos nao ordenados, se enquadrando na féormula de combinacoes simples.

20!
Logo, ha C(20,3) = 37— 1.140 modos distintos;

Apenas um deles impar e os outros dois pares. Temos 20 niimeros impares e pre-
20!

cisamos selecionar 1 nimero fmpar. Entao ha C'(20,1) = 1101 = 20 modos distin-

tos. Temos 20 ntimeros pares e precisamos selecionar 2 nimeros pares. Entao ha
20!

C(20,2) = S8 = 190 modos distintos.

Temos escolhas em duas etapas neste item. A primeira etapa pode ser feita de 20
modos e a segunda etapa pode ser feita de 190 modos, qualquer que seja a escolha
feita na primeira etapa. Assim, pelo principio multiplicativo, temos 20 - 190 = 3.800

maneiras de escolher um nimero impar e os outros dois niimeros pares.
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Pelo principio aditivo, existem 1.140 + 3.800 = 4.940 possibilidades de escolher 3

nimeros do conjunto Iy cuja soma é um numero impar.

b) Dado um elemento do conjunto I, ele pode ser divisivel por 3, pode ter resto 1 ou resto

2 na divisao por 3. Assim, o conjunto I, é a uniao dos seguintes conjuntos disjuntos:

i)

ii)

iii)

A={a=3kkeN;0<k<13}.

Temos A = {3,6,9,...,39}. O conjunto A é uma sequéncia numérica finita chamada
Progressao Aritmética (PA) de razao r = 3, com primeiro elemento a; = 3 e ltimo
elemento a,, = 39. Logo, podemos calcular a quantidade de elementos do conjunto A
pelo termo geral a,, de uma PA a,, = a; + (n—1)r, onde n é a quantidade de termos.
Portanto, n = 13 elementos (para maior detalhamento de Progressoes Aritméticas

consultar referéncias [8] e [9]);

B={b=3k+1,keN;0<k<13});
Logo, B = {1,4,...,40}. O conjunto B é uma PA de razdo r = 3, a; = 1 e a,, = 40.

Logo, n = 14 elementos;

C={c=3k+2,keN0<k<12).
Portanto, C' = {2,5,...,38}. O conjunto C' é uma PA de razaor = 3, a; = 2, a,, = 38

com n = 13 elementos.

Dessa maneira, temos I;o = AU B UC.

Para escolhermos trés numeros distintos do conjunto 9, de modo que a soma seja

um multiplo de 3, teremos que escolher:

i)

ii)

iii)

iv)

Trés numeros divisiveis por 3, ou seja, 3 nimeros do conjunto A. Podemos fazer

isto de C(13,3) = 286 maneiras possiveis;
Trés nimeros do conjunto C'. Podemos fazer isto de C'(13, 3) = 286 modos possiveis;

Um numero do conjunto A, um nimero do conjunto B e um nimero do conjunto C'.
Pelo principio multiplicativo, temos C'(13,1)-C'(14,1)-C(13,1) = 13-14-13 = 2.366
possibilidades;

Trés nimeros do conjunto B. Temos C(14, 3) = 364 maneiras possiveis.

Pelo principio aditivo, existem 286 + 286 + 2.366 + 364 = 3.302 maneiras possiveis

de escolher trés niimeros do conjunto I,y cuja soma seja um miultiplo de 3.
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Percebemos que o principio aditivo esta intrinsecamente relacionado a uniao de dois
conjuntos disjuntos. Além disso, o principio multiplicativo é utilizado toda vez que pla-
nejamos o grupamento em sequéncias de etapas. Etapas estas, nas quais as possibilidades

de cada uma nao dependa das escolhas feitas anteriormente.

1.2.4 Permutacoes com objetos idénticos

Diversos problemas de contagem consideram elementos idénticos. Nas permutagoes sim-
ples, ou permutacoes sem repeticao, temos elementos distintos. Nas permutacoes com
repeticao, temos elementos diferentes, mas podemos usa-los repetidamente.

Veremos as permutagoes com objetos idénticos em que temos elementos iguais e/ou

distintos.

Exemplo 1.2.10. Quantas sequéncias distintas podemos formar com 6 letras S e com 3
letras D?

Temos 6 letras S idénticas e 3 letras D idénticas, totalizando 9 posicoes disponiveis.
Vamos calcular o total de maneiras para colocar as 6 letras S e as 3 letras D nas posi¢oes

disponiveis.

i) Temos um total de 9 posicoes e queremos colocar as 6 letras S. Podemos fazer isto

de C(9,6) maneiras distintas;

ii) Restam 3 posi¢oes e queremos colocar as 3 letras D. Isso pode ser feito de C'(3,3)

maneira.

9 3l 9!
Pela principio multiplicativo, ha C'(9,6)-C(3,3) = G131 08— 613l 84 maneiras

distintas de obtermos as sequéncias desejadas.

Teorema 1.2.11. O numero de permutacoes distintas de n objetos em que temos ng
objetos idénticos do tipo 1, ny objetos idénticos do tipo 2, ng objetos idénticos do tipo 3,

. e ng objetos idénticos do tipo k, é

n!

Pn17n27---7nk — .
" nylns!.. !
1-Naot. . N!

Demonstracdo. Para determinar o niimero de permutacoes, calcularemos o total de ma-

neiras de colocar os n; objetos do tipo j, com 1 < j < k nas posigoes disponiveis.
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i) Temos um total de n posigdes e queremos colocar os n; objetos do tipo 1. Como tro-
car a ordem de objetos idénticos nao gera outro grupamento, a situacao se enquadra

em combinagoes simples. Isto pode ser feito de C'(n,n;) maneiras distintas;

ii) Restam n — ny posigdes e iremos colocar os ny objetos do tipo 2. Podemos fazer de

C(n — n1,ne) modos diferentes;

iii) Restam n — ny — ny posigoes disponiveis e queremos colocar os nz objetos do tipo

3. Isto pode ser feito de C'(n — ny — ng, ng) maneiras distintas.

E, assim por diante, até colocarmos os n, objetos do tipo k nas

n — ny — nyg — .. — Ng_p posicoes disponiveis. Isto pode ser feito de
C(n —ny —ng — ... — ng_1,ny) modos diferentes. Pelo principio multiplicativo, temos
n! (n—ny—ng— ... —ng_q)!
C(ny,ng) .- C(n—ng —ng — ... —Mp_1,nk) = — 7 T
nl.(TL—TL1). nk.O.
n!
T ngnel.ng!

maneiras de colocar os n; objetos do tipo j, com 1 < j <k, nas posicoes disponiveis.
Logo, temos

n!

Pn1,n2:--~7nk — .
" nylns!.. !
1-Not. . N!

1.2.5 Combinacgoes completas ou com repeticao

As combinagbes completas ou com repeticao acontecem em problemas de contagem em
que devemos escolher k objetos dentre m objetos distintos, valendo escolher o mesmo

objeto mais de uma vez.

Exemplo 1.2.12. De quantas maneiras podemos comprar 3 sorvetes em uma sorveteria,
sabendo que ha 6 sabores diferentes disponiveis?

Poderfamos pensar que a solugao seria C'(6,3) = 20. Esta resposta é o nimero de
maneiras de escolher 3 sorvetes diferentes com 6 sabores distintos, nao valendo escolher

0 mesmo sabor mais de uma vez.
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Na realidade, poderiamos escolher o mesmo sabor mais de uma vez. Dessa forma,
queremos saber o numero de modos de escolher 3 sorvetes distintos ou nao dentre 6
sabores diferentes.

A ordem em que cada sabor escolhido nao é relevante, mas o sabor é relevante,
e cada sorvete deve ter apenas um sabor. Se listarmos todas as maneiras possiveis de
escolher os sorvetes, encontraremos 56 modos possiveis de obter 3 sorvetes com 6 sabores
distintos.

A solucao é o nimero de 3-combinacoes com repeticao, de um conjunto de 6 ele-
mentos distintos, valendo escolher o mesmo sabor mais de uma vez. Usaremos a seguinte
notagao: C'R(6,3) = 56.

Suponhamos que uma caixa tenha 6 compartimentos, separados por 5 divisorias,
representadas por barras. A escolha de 3 sorvetes corresponde a colocar 3 asteriscos nos
compartimentos para sabores diferentes.

Para a escolha de dois sorvetes de sabores tipo 1 e um sorvete sabor tipo 3, podemos
representar esta solugdo utilizando asteriscos e barras da seguinte maneira: = s ||*|||.

Para escolhermos um sorvete de sabor tipo 2, um sorvete de sabor tipo 4 e um
sabor do tipo 6, podemos representar esta solu¢ao da seguinte maneira: |#||x||*. Recipro-
camente, cada representacao de barras e asteriscos desta forma, corresponde a escolha de
um sorvete de sabor tipo 2, um sorvete de sabor tipo 4 e um sabor do tipo 6.

Assim, o numero de modos de escolher 3 sorvetes com 6 sabores distintos, corres-
ponde ao nimero de maneiras de organizar as cinco barras e trés asteriscos. Consequen-
temente, o nimeros de formas de escolher 3 sorvetes é exatamente o niimero de modos
de escolher as posicoes dos 3 asteriscos, a partir de 8 posigoes possiveis. Isto representa o
numero de escolhas nao-ordenadas de 3 objetos de um conjunto de 8 objetos, o que pode
ser feito de C'(8,3) = 56 maneiras.

Poderiamos também escolher, de maneira nao-ordenada, as posicoes das 5 barras,
a partir das 8 posigoes disponiveis. Isto pode ser feito de C'(8,5) = 56 modos.

Logo, CR(6,3) = C(8,3) = C(8,5) = 56.

Exemplo 1.2.13. Quantas sao as solucoes inteiras e nao-negativas da equacao
ZE1+JIQ—|—...+I'6 :3?
Representaremos cada solucao da equacao dada por uma fila de asteriscos e barras.

Dessa maneira, a solugao (2,0,1,0,0,0) corresponderia a seguinte fila: * * ||x|||. Nesta
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representacao, as barras sao utilizadas para separar as incognitas e a quantidade de as-
teriscos indica o valor numérico de cada incégnita. Reciprocamente, cada fila da forma
* % |[*|||, corresponde a solugao (2,0,1,0,0,0).

A representacao da solugao (0,1,0,1,0,1) através de asteriscos e barras é da se-
guinte forma: |*||*||*. Reciprocamente, cada fila de asteriscos e barras organizada desta
maneira, corresponde a solugao (0,1,0,1,0,1). H4, entdao, uma correspondéncia biunivoca
entre cada disposicao dos asteriscos e barras, e uma solucao da equacgao dada.

Portanto, cada solucao corresponde a uma fila com 5 barras, para separar as 6
incognitas e 3 asteriscos. Para obtermos uma fila com 5 barras e 3 asteriscos, é necessario
escolhermos dos 8 lugares onde serao colocados os 3 asteriscos. Isto pode ser feito de

C'(8,3) = 56 modos.

Observamos que a quantidade de maneiras de comprar 3 sorvetes numa sorveteria
que oferece 6 sabores distintos é a mesma quantidade das solugoes inteiras e nao-negativas
da equagao r1 + 23 + ... + ¢ = 3.

O exemplo a seguir generaliza os raciocinios desenvolvidos nos exemplos 1.2.12 e

1.2.13.

Exemplo 1.2.14. Quantas sao as solucoes inteiras e nao-negativas da equagao
1+ a9+ ...+ x, =k, onde n e k sao inteiros positivos dados?

Cada solucao da equacao corresponde a uma forma de escolher k elementos dentre n
elementos, mas permitindo repeti¢oes. O nimero de solugdes é representado por C R(n, k).

Vamos utilizar dois simbolos para representar cada solucao. Cada uma destas
solugoes serd apresentada por uma fila de k asteriscos (representam os valores das incégnitas)
e n — 1 barras. Estas barras sdo utilizadas para separar os asteriscos (as incégnitas). Re-
ciprocamente, cada fila desta forma corresponde a uma solugao.

Assim, como fazer a correspondéncia biunivoca entre as disposi¢oes dos asteriscos
e das barras com as solugoes da equagao x1 + xo + ... + x, = k7

O primeiro grupo de asteriscos corresponde ao valor de z1, o segundo grupo cor-
responde ao valor de x5 e, assim sucessivamente, até o n-ésimo grupo que corresponde ao
valor de x,,. Devemos ter n — 1 barras para separar os n grupos, devemos ter um total de
k asteriscos.

Dessa forma, temos um total de [k + (n — 1)] = n + k — 1 posigoes para colocar k

asteriscos, ou seja, basta escolher k dentre os n + k — 1 lugares para colocar os asteriscos.
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Logo, a quantidade de filas formadas, seguindo essas regras é

(n+k—1)!

Cn+k—1k) = Hn =1

Assim, hd C(n+k—1,k) solugdes inteiras e nao-negativas da equagao

I1+£U2+...+.Tn:k.

Podemos usar a seguinte notagao para combinagoes completas ou com repeticao:
CR(n, k).

Logo,
(n+k—1)!
Kl(n—1)!"

O teorema seguinte, disponivel na referéncia [12], resume as k-combinagoes com

CR(n,k)=C(n+k—1k) =

repeticao de um conjunto de n elementos.

Teorema 1.2.15. Ha C(n+ k — 1,k) k—combinagoes de um conjunto com n elementos,

quando a repeticao dos elementos é permitida.

Exemplo 1.2.16. Determine o niimero de solugoes inteiras e nao-negativas da inequacao
r+y+2z<6.
Vamos aplicar o teorema de combinagoes completas ou com repeticao 1.2.15 para

aequacao r +y+ 2z =k, com 0 < k <6 e k inteiro:
i) 2 +y+2=0. A solugdo é CR(3,0) = C(2,0) = 1;
i) +y+2z=1. Asolugdo é CR(3,1) = C(3,1) = 3;
iii) x+y+ 2 =2. A solugao é CR(3,2) = C(4,2) = 6;
iv) x +y+ z = 3. Logo, a solugao é CR(3,3) = C(5,3) = 10;
v) =+ y+ z=4. Temos a solugao desta equagao: CR(3,4) = C(6,4) = 15;
vi) x +y+ 2z =>5. Assim, CR(3,5) = C(7,5) = 21 é a solucao desta equacao;
vii) 4+ y+ 2z = 6. Temos a seguinte solugao: C'R(3,6) = C(8,6) = 28.

Portanto, pelo principio aditivo, temos 1+ 3+ 6+ 10+ 154 21 + 28 = 84 solucoes inteiras
e nao-negativas da desigualdade x + y + z < 6.

Podemos solucionar este exemplo de outra maneira.
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Consideremos a variavel f na equacao z+y+z+f = 6. Se f = 6, entao x+y+2 =0
que ¢é o item (i) da solugao anterior. Se f =5, entdo z +y + z = 1 que é o item (ii) da
solugao anterior e, assim por diante. Logo, a variavel f é chamada wvaridvel de folga e a
solugao da equacao x +y + z + f = 6 é a mesma solucao da desigualdade x + y + 2z < 6.
Portanto, a solu¢ao é CR(4,6) = C(9,6) = 84.

1.3 Numeros Binomiais

Nessa secao, veremos a definicdo dos nimeros binomiais para ntmeros inteiros nao-
negativos, a mesma encontrada nos livros da educagao bésica. Seguiremos as abordagens
apresentadas nas referéncias [3], [8], [9] e [12].

Consideremos a seguinte situacao: Seja A o conjunto formado por n elementos.
Podemos representd-lo pela seguinte notagao: A = {ay, as, ..., a,}. De quantas maneiras
selecionamos k elementos dentre n elementos distintos? Ou seja, quantos subconjuntos
podemos obter com k elementos do conjunto A?

Vamos supor que o conjunto A tenha quatro elementos e queremos obter subcon-
juntos com dois elementos. Logo, considerando A = {ay, as, as, a4}, podemos formar os

seguintes subconjuntos com dois elementos:

{al, CLQ}, {al, CL3}, {(11, (I4}, {(12, CLg}, {CLQ, CL4}, {ag, CL4}.

Portanto, podemos formar seis subconjuntos com dois elementos do conjunto A.

A escolha do primeiro elemento da combinacao pode ser feita de quatro maneiras,
ja a escolha do segundo elemento sé pode ser feita de trés modos diferentes. Sendo
assim, poderiamos concluir que a resposta seria 4 - 3 = 12 subconjuntos. Entretanto, os
subconjuntos {ay, as}, {as, a;} sdo idénticos e foram contados como se fossem distintos.

De fato, se ha quatro modos de escolhas para o primeiro elemento é porque esta-
mos considerando as escolhas a; e as como distintas, e estamos contando {aj, as} como
diferente do subconjunto {as, a;}. Como cada combinagao foi contada 2! vezes, podemos
obter o = 6 subconjuntos.

Dessa maneira, para o conjunto A com n elementos, existem n escolhas possiveis
para o primeiro elemento, para o segundo elemento ha n — 1 escolhas e, assim sucessiva-

mente, até [n — (k — 1)] = n — k + 1 escolhas para o k-ésimo elemento. Pelo principio
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multiplicativo, temos n-(n—1)-(n—2)-...- (n—k+ 1) possibilidades. Assim, escolhemos
em ordem, k elementos.

Faremos a correcao dessa contagem, pois a mesma foi feita indevidamente ao con-
tar os elementos em ordem. Cada subconjunto com k elementos foi contado multiplas
vezes. KEstamos contando os subconjuntos com k elementos tantas vezes quanto sao as
suas possiveis ordens k!. Ou seja, cada subconjunto com k elementos possui k! ordenagoes
distintas. Dessa forma, a correcao é feita dividindo o produto obtido por k!. O nimero
de maneira de selecionarmos k elementos dentre n elementos distintos disponiveis é re-

presentado pela expressao

n-n—1)-n—-2)-..-(n—k+1)
k-(k—1)-...-(1) '

A notacao matemaética <Z) representa um numero binomial. Esse nome, niimero
binomial, se deve ao bindbmio de Newton o qual é uma propriedade importante que veremos
ainda neste capitulo. Podemos chama-lo também de coeficiente binomial ou ntimero
combinatério. A leitura deste simbolo é “combinacao de n k£ a k”em decorréncia da
interpretacao combinatoria, pois é a quantidade de maneiras diferentes de escolher k
elementos dentre n elementos distintos disponiveis. Podemos usar as seguintes leituras:
“n escolhe k”ou escolher “k de n”.

Temos, assim

(n) n-(n—l).- (n_—f)....-(n—kﬂ)_ 15

k)~ k- (k—1)-..- (1)
Pela interpretacao combinatoria n e k devem ser inteiros nao-negativos com k < n. Dessa

maneira, podemos multiplicar o numerador e o denominador da expressao do lado direito

da equacao (1.3.1) por (n — k).

Definicao 1.3.1. Sejam n, k& numeros inteiros nao-negativos, com k < n, o nimero

binomial de n sobre k é definido por

ny n!

k) k- (n—k)
onde n representa a ordem e k representa a classe.

Podemos também chamar n de indice superior e k de indice inferior. De acordo

com a definicao apresentada, temos os seguintes niimeros binomiais:
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~
3 3
N~
I
=
s
=t
|
\.H

AL n!
iii) = T =1 =n, paran > 1.

A definicao de ntimero binomial é a mesma apresentada para o calculo de com-
binagoes simples. Dessa maneira, podemos representar C'(n, k) utilizando a notacao (Z) .

Esta notacao é universal e é encontrada nos livros de ensino superior, ao passo que
a notagao C(n, k) é muito utilizada nos livros do ensino bédsico e raramente nos livros de
ensino superior. Portanto, utilizaremos a notacao universal daqui em diante.

Daremos algumas interpretagoes combinatoérias de alguns niimeros binomiais. Dado
um conjunto A de n elementos, a quantidade de subconjuntos com k elementos que po-

demos obter, considerando:

i) k = 0. Obtemos um subconjunto sem elementos, ou seja, o conjunto vazio. Repre-

sentando essa situacao em nimero binomial, temos

(6) -

ii) k = 1. Podemos formar n subconjuntos com 1 elemento, ou seja, os conjuntos

unitarios. Representando essa situagao em nimero binomial, temos

(1)

iii) & = n. Obtemos um subconjunto com n elementos, ou seja, o préprio conjunto A.

n n!
= =1.
(n) n! - 0!

1.4 Triangulo de Pascal

Dessa maneira, temos

Nesta secao, apresentaremos a disposicao dos coeficientes binomiais no triangulo de Pascal
classico e ilustraremos as propriedades decorrentes da definicao de niimeros binomiais 1.3.1
neste triangulo. Utilizaremos a técnica combinatorial para demonstrar tais propriedades.

Uma demonstracao combinatéria de uma identidade é aquela que usa argumentos de
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contagem para provar que ambos os lados de uma identidade fazem a contagem dos
mesmos objetos, mas de maneiras diferentes. Seguiremos as referéncias (3], [8], [9], [12] e
[15].

Chamamos de tridangulo aritmético de Tartaglia!- Pascal? ou Triangulo de Pascal
o quadro numérico triangular infinito ou arranjo geométrico triangular formado pelos
numeros binomiais <Z), onde n e k sao nimeros inteiros nao-negativos, com 0 < k < n

que apresentam a seguinte organizacao:

i) O coeficiente binomial da linha n e coluna k é <Z)7

ii) Os coeficientes binomiais da linha n, em ordem, sao

(0) () () (20 C)

iii) Os coeficientes binomiais da coluna k, de maneira ordenada sao

() () ()

O triangulo de Pascal é um dispositivo onde sao organizados os coeficientes bino-

miais através de um quadro em que se inicia com a linha ntimero 0 e coluna nimero 0.
. . , . . n 0

Temos assim, o primeiro niimero binomial )=o)

1 1
i) Os ndmeros binomiais situados na linha 1, ordenadamente, sao (O)’ (1);

2 2 2
ii) Os nimeros binomiais dispostos na linha 2, em ordem, sao (0), <1>, (2);
iii) Os numeros binomiais localizados na linha 3, de maneira ordenada, sao
3 3 3 3
0/'\1)°\2)"\3/)"

E assim sucessivamente. Dessa forma, apresentaremos o triangulo de Pascal ou triangulo

combinatorio com os coeficientes binomiais, conforme tabela 1.1.

ITartaglia, Nicolo Fontana (1500 — 1557).
2Pascal, Blaise (1623 — 1662), matemdtico, filésofo e fisico francés. Investigou as propriedades do

quadro numérico triangular ou triangulo aritmético.
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Tabela 1.1: Triangulo de coeficientes binomiais.

L/C 0 1 2 3 4 5 6 ... k-1 k k+1

(=]

(=]

[\
[\

o
N}

w
w

[\
w

o
w

ot
ot

(=)
N}
w

(=)
[«
(=)

w
AAA@AAA
N~ Y N

=

/—\/—\Q/—\/—\
N—— N N~

\]

/‘\/‘a/‘\/‘\
N — " ~— ~—

w

/N 7N N
B O R O
N——— —— ~—

Y () - (o) () G
() G ()
o () (7Y - - () () G

Fonte: Elaboracao prépria.

Vamos apresentar também o triangulo de Pascal em forma de triangulo de valores,
ou seja, calculando o valor numérico de cada coeficiente binomial, a partir da definigao

de ntimeros binomiais 1.3.1. Temos, entao:

i) n=0ek=0.

n_O_O!_l.
k) \o) o-0

i) n=1ek=0.

n_l_l!_l.
k) \o) o-11 7

i) n=1lek=1

nilillil'
k) \1) 1.0 7

iv) n=2ek=0.
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n\ 27 21 _1
k) \o) o-.20 7

v)n=2ek=1.

(1) = () ==

E, assim por diante. Dessa maneira, apresentaremos o triangulo de valores con-

forme a tabela 1.2.

Tabela 1.2: Triangulo de valores.

L)C 01 2 3 4 5 6

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

Fonte: Elaboracao prépria.

S ops s , . .. n ~ . .
E facil notar que todos os niimeros binomiais da forma (0> sao iguais a 1. Ana-

n) valem 1.

n
Os coeficientes binomiais, no triangulo de Pascal, satisfazem vérias propriedades e

logamente, todos os nimeros da forma (
nos permitem fazer interpretacoes graficas de identidades relativas aos niimeros binomiais.

1.4.1 Numeros Binomiais Complementares

Esta propriedade nos informa que coeficientes binomiais de uma mesma linha, no triangulo
de Pascal, e equidistantes dos extremos tem o mesmo valor numérico.

Na linha 5 do triangulo de Pascal, os termos das colunas 2 e 3 sao iguais. Estes
termos sao equidistantes dos extremos. Podemos também perceber que os elementos das
colunas 1 e 4 da linha 6 deste triangulo tem o mesmo valor numérico. Observemos nas

tabelas 1.3 e 1.4.
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Tabela 1.3: Numeros binomiais complementares.

L/C 0 1 2 3 4 5 6

=}

S
]
N— " ~— N~

W

=)
w

R
=
~

w

=

w
/\/\/\@/—\/—\/—\
NN P S N N 4
AA@AA
N N N

~~ N~/
[S2 B@)) = Ot
N S~
~ N~/ N
(o) B e)) ot Ot
N~

Fonte: Elaboragao prépria.

Tabela 1.4: Numeros binomiais complementares.

L)C 0 1 2 3 4 5 6
0 1
1 1 1
2 1 2
3 1 3 3 1
4 1 4

Fonte: Elaboracao prépria.
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Teorema 1.4.1. Sejam n e k numeros inteiros nao-negativos, com 0 < k < n, vale a

Demonstracao. Do ponto de vista combinatério, escolher k dentre n elementos é o mesmo

1dentidade

que escolher n — k que nao se quer destes n elementos.

H4, portanto, uma correspondéncia biunivoca de subconjuntos de k elementos e
subconjuntos de n — k elementos. Ao escolhermos subconjuntos de k elementos estamos,
simultaneamente, escolhendo n — k que nao queremos. Assim, a quantidade de subcon-

juntos é a mesma. O

No triangulo de Pascal, essa propriedade nos mostra a simetria dos niimeros bino-
miais de qualquer linha, sendo a disposicao deles da direita para a esquerda a mesma da

esquerda para a direita.

1.4.2 Relagao de Stifel

Somando dois numeros consecutivos de uma mesma linha, obtemos o elemento abaixo
da ultima parcela, situado na mesma coluna desta. Esta propriedade é conhecida como
relacdo de Stifel (algebrista alemao, 1487-1567) no triangulo de Pascal.

Esta propriedade estabelece uma relacao dos elementos da n-ésima linha aos dois
elementos consecutivos da linha anterior do triangulo de Pascal. Por exemplo, ao somar-
mos os dois elementos das colunas 2 e 3 da linha 5 deste triangulo obtemos o elemento

situado na linha 6 e na coluna 3. Podemos visualizar este exemplo nas tabelas 1.5 e 1.6.
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L/C 0

0

- W N

Tabela 1.5: Relacao de Stifel.

Tabela 1.6: Relacao de Stifel.

1
1
1

Fonte: Elaboracao prépria.

1 2 3 4 5
1

2 1

3 3 1

4 6 4 1

6 15 =20 15 6

Fonte: Elaboracao prépria.
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Teorema 1.4.2. Dados n e k nimeros inteiros positivos, com k < n, temos a identidade
n n—1 n—1
()-()+ Go0)

Demonstracao. Sejam n e k niimeros inteiros positivos com k < n.

O numero de modos distintos de escolher os subconjuntos de £k elementos em um
conjunto com n elementos é (Z)

Podemos fazer essa mesma contagem de outra maneira de modo a obter

n—1 n—1
()G
Se tivermos um conjunto com n macas que possui uma maca estragada, podemos

obter todos os seus subconjuntos de k elementos dividindo em dois casos distintos:

i) Subconjuntos que ndo possuem a maga estragada. Retirando essa maga, teremos
n—1
n — 1 magas, destas escolheremos subconjuntos com k£ macas. Logo, ha ( i )

maneiras distintas;

ii) Subconjuntos que possuem a maga estragada. Incluindo esta maga em todos os

subconjuntos, restam um total de kK — 1 macas para serem escolhidas, no total de

maneiras distintas.
)

n — 1 macas. Isso poderd ser feito de <

Pelo principio aditivo, obtemos
n—1 n n—1
k k—1)
n\ (n-—1 n n—1
k) k k—1)

Temos uma relagao de recorréncia para os nimeros, no triangulo de Pascal, pois

Logo,

]

a relagao de Stifel nos permite recursivamente obter as linhas do triangulo uma apéds a
outra. Assim, esta identidade é a base para o arranjo geométrico de coeficientes binomiais
em forma de triangulo.

A relagao de Stifel também nos permite encontrar todos os elementos de uma

. n
coluna, exceto o primeiro elemento. Para obtermos o elemento (1) da coluna 1, por

C . n—1 n—1
exemplo, basta somar os dois primeiros elementos consecutivos 0 + 1 da
linha anterior das colunas 0 e 1. Isso vale para toda a coluna 1. Vamos aplicar o operador

diferenca para dois elementos consecutivos desta coluna:
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E, assim por diante. Dessa forma, as diferencas de dois elementos consecutivos
situados na coluna 1 é sempre igual a 1, configurando os elementos da coluna 0. Logo,
a coluna 1 é uma sequéncia numérica formada por uma Progressao Aritmética (PA) de
primeira ordem.

Analogamente, para obtermos o elemento Z da coluna 2, somamos dois elemen-

n—1
1
para toda a coluna 2. Aplicando o operador diferenca para dois elementos consecutivos

—1
tos consecutivos da linha anterior {( ) + (n 9 )] das colunas 1 e 2. Isso é vialido

desta coluna, temos:
a) A=3—-1=2;
b) A=6-3=3;
c) A=10—-6=4.

E assim sucessivamente. Dessa forma, as diferencas de dois elementos consecutivos
situados na coluna 2 formam uma PA que se configura nos elementos da coluna 1. Logo,
a coluna 2 é uma PA de segunda ordem ou de ordem 2 (para um maior aprofundamento
do estudo de PA de ordem superior consultar a referéncia [8]).

Aplicando o operador diferenca para dois elementos consecutivos da coluna 3, te-

mos:
a) A=4—-1=3;
b) A=10—4=6;
¢) A=20-10 = 10.

E, assim por diante. Portanto, as diferengas de dois elementos consecutivos situ-
ados na coluna 3 caracterizam os nimeros da coluna 2. Assim, a coluna 3 é uma PA de
terceira ordem.

Dessa maneira, as diferengas de dois nimeros consecutivos situados na coluna k
formam uma PA que se configura nos elementos da coluna k£ — 1. A sequéncia numérica

infinita da coluna k é uma PA de ordem k.
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1.4.3 Teorema das linhas

Esta propriedade nos permite calcular, de maneira pratica, a soma de todos os elementos

da linha n do triangulo de Pascal.

Exemplo 1.4.3. Consideremos n = 4. Calcularemos a soma de todos os elementos da

linha 4 do triangulo de Pascal:

() () ()-reeeninsor-

Exemplo 1.4.4. Calcularemos a soma de todos os elementos da linha 5 do triangulo de

Pascal:
) 5t 5 ) ) )
(0) n <1> " <2> ¥ (3) " (4) ¥ (5) F5 410110454
[lustraremos esses exemplos nas tabelas 1.7 e 1.8.

Tabela 1.7: Teorema das linhas.

L/C 0 1 2 3 4 5 6

w O

[am—
AAQA
N N N

=}

Fonte: Elaboracao prépria.
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Tabela 1.8: Teorema das linhas.

L/C 0 1 2 3 4 5 6
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1+ 4+ 6+ 4+ 1=16

) 1+ 5+ 10+ 10+ 5+ 1=32

6 1 6 15 20 15 6 1

Fonte: Elaboracao prépria.

Teorema 1.4.5. Sejam n,k € Z , comn >0 e0 < k <n, vale a identidade

(-0 050+

Demonstracao. Vamos fazer a contagem de modo a obter 2™.

Para obtermos a quantidade de subconjuntos de A com n elementos é necessario
decidir se cada um dos seus n elementos pertencera ou nao a esse subconjunto (2 possibi-
lidades). Pelo principio multiplicativo, isso poderd ser feito de 2-2-2-...-2 = 2" maneiras
distintas.

Vamos fazer essa mesma contagem dos subconjuntos de outra maneira, de modo a

> (i)

k=0

obter

n
Dado um conjunto A com n elementos, sabemos que < k> ¢ o numero de subcon-
juntos com k elementos do conjunto A.

Contando separadamente os subconjuntos de acordo com a cardinalidade, temos:

i) Para k = 0, existem (O) maneiras de escolher os subconjuntos com zero elemento;

n
ii) Para k =1, ha <1) maneiras de escolher os subconjuntos com um elemento;
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iii) Para k = 2, temos (2) maneiras de escolher os subconjuntos com dois elementos.

E, assim por diante, até termos k = n, com ( > maneiras de escolher os subcon-

n
juntos com n elementos.

Sendo assim, pelo principio aditivo, hd um total de

(6)+ (1) ()= () -2 6)

subconjuntos do conjunto A.

Portanto,

1.4.4 Teorema das linhas alternadas

Esta propriedade nos informa que a soma, com sinais alternados, de todos os elementos

de qualquer linha (exceto a linha 0) do triangulo de Pascal é nula.

Exemplo 1.4.6. Consideremos a linha n = 5 do triangulo de Pascal. Calculando a soma

de seus elementos, com sinais alternados, temos

()-0)+0)-0)+()-() - 1wt

Podemos verificar este exemplo nas tabelas 1.9 e 1.10.
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Tabela 1.9: Teorema das linhas alternadas.

(1)

0 G
RN

W) @ G O

Fonte: Elaboragao prépria.

Tabela 1.10: Teorema das linhas alternadas.

0 1 2 3 4 )
1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1- 5+ 10- 104+ 5- 1 =0

Fonte: Elaboragao prépria.
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Teorema 1.4.7. Sejam k en numeros inteiros, com 0 < k <n en > 1, vale a identidade

2 (1) = (0) (1) + ()= () ()0

k=0
Demonstra¢ao. Consideremos o conjunto A com n elementos e x € A. Seja p o total
de subconjuntos de A com nimero par de elementos e ¢ o total de subconjuntos de A

com numero impar de elementos. Como visto na demonstragao da identidade binomial

teorema das linhas 1.4.5, temos

= (" + " + " +
P=\o 2 4) T
— (") (M) +(0) +
7= 1 3 )
Para obtermos p, dividiremos em dois casos distintos:

i) Subconjuntos que possuem o elemento z. Assim, temos que escolher um nimero

impar de elementos dentre os n — 1 elementos restantes do conjunto A;

ii) Subconjuntos que nao possuem o elemento x. Dessa maneira, temos que escolher

um numero par de elementos dentre os n — 1 demais elementos do conjunto A.

Pelo principio aditivo, temos
B n—1 n n—1 T n—1 n n—1 n
B n—1 n n—1 n n—1 n n—1 .
N 0 1 2 3

Analogamente, para obtermos ¢, dividiremos em dois casos distintos:

i) Subconjuntos que possuem o elemento z. Assim, temos que escolher um nimero

par de elementos dentre os n — 1 elementos restantes do conjunto A;

ii) Subconjuntos que nao possuem o elemento x. Dessa maneira, temos que escolher

um numero impar de elementos dentre os n — 1 demais elementos do conjunto A.

Pelo principio aditivo, temos
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Sendo assim, p = q.

Donde

1.4.5 Teorema das colunas

Esta identidade nos da a férmula fechada para calcularmos a soma do primeiro elemento
até um elemento qualquer de uma determinada coluna no triangulo de Pascal. O resultado
desta soma ¢é igual ao elemento situado na coluna a direita da ultima parcela e na linha

imediatamente abaixo desta.

Exemplo 1.4.8. Calcularemos a soma dos quatros primeiros termos da coluna 2 do

() + )+ () ()

= 1+3+6+10=20.

triangulo de Pascal.

()35

O resultado desta soma pode ser escrito da seguinte maneira:

2+3+1 6
= = 20.
(520 = ()=

Podemos verificar este exemplo nas tabelas 1.11 e 1.12.
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Tabela 1.11: Teorema das colunas.

(5
() )
) () 6

Fonte: Elaboracao prépria.

Tabela 1.12: Teorema das colunas.

L/C
0

0

1

D

2 3 4 5 6

Fonte: Elaboracao prépria.
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Teorema 1.4.9. Sejam p, k e n niumeros inteiros nao-negativos. Vale a identidade

SOy )= 00

Demonstracao. Vamos demonstrar através da técnica combinatorial, recorrendo ao se-
guinte problema.

Em um concurso ptblico foram disponibilizadas n 4+ p + 1 vagas. Cada candidato
classificado tomou posse com o nimero de matricula igual a sua classificagao do resultado
final do concurso. Assim, o primeiro colocado teve seu registro de matricula o nimero 1,
o segundo colocado teve seu registro de matricula o niimero 2, e assim sucessivamente até
o (n+p+1)-ésimo candidato, que teve como seu registro de matricula o nimero n+p+1.

De quantas maneiras podemos formar grupos com n + 1 candidatos?

Ora, como temos um conjunto de n + p+ 1 candidatos e queremos formar subcon-
n+p+1

maneiras.
n+1

juntos de n 4 1 candidatos, entao podemos selecionar de (

n+k
Faremos essa mesma contagem de modo a obter Z ( )
0<k<p
Isso pode ser feito isolando o ultimo colocado em cada grupo de n 4 1 candidatos.
Consideremos o pior colocado no grupo de n + 1 candidatos. Assim, a classificacao deste
candidato varia de n+ 1 a n + p+ 1. Dividiremos essa situacao em casos distintos para

formar todos os grupos com os n + 1 candidatos:

i) Escolheremos as n pessoas restantes para formar o grupo, de tal forma que o candi-
dato de pior classificagao seja o candidato de nimero n+1 no concurso. Observemos
que nao podemos escolher candidatos com classificacao maior do que n + 1, visto

que cada um destes tem classificacao pior do que o candidato de classificacao n + 1.

. , (T .
Assim, ha ( ) maneiras;
n

ii) Escolheremos as n pessoas restantes para formar o grupo com o candidato que obteve
: . . , : n+1
a pior classificacao de niimero n + 2 no concurso. Dessa forma, existem
n
possibilidades;
iii) Podemos escolher dos n 4+ 1 candidatos, as n pessoas para formar o grupo com o
: : : . , ,(n+2
candidato que obteve a pior classificacao de niimero n+ 3 no concurso. Ha ( )

n
modos.
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E, assim por diante, até escolhermos as n pessoas para formar o grupo com o
candidato que obteve a pior classificacao de ntimero n + p + 1 no concurso. Assim, ha

n —+ . ., .y
( p) maneiras. Pelo principio aditivo, temos

G )= ()
5 () () () () - ()

]

A identidade binomial teorema das colunas nos dd a soma dos p + 1 primeiros

elementos da coluna n do triangulo de Pascal.

1.4.6 Teorema das diagonais

Esta propriedade nos fornece a formula fechada para calcularmos a soma dos elementos
dispostos na mesma diagonal do triangulo de Pascal, desde um elemento qualquer da
primeira coluna até um elemento desejado. O resultado desta soma é igual ao elemento

imediatamente abaixo da ultima parcela, situado na mesma coluna desta.

Exemplo 1.4.10. Vamos calcular a soma dos trés primeiros elementos da diagonal cuja

primeira parcela é o niimero situado na primeira coluna da linha 3 do triangulo de Pascal.
3+3+1+3+2_3+4+5
0 1 2 —\o 1 2
= 14+4410=15.

Podemos também obter este resultado da seguinte maneira:

(1))

[lustraremos esse exemplo nos seguintes triangulos de Pascal, conforme tabelas

1.13 e 1.14.
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Tabela 1.13: Teorema das diagonais.

)

) ()

) () G

) () G G

)G G G0
JON O HORYRY
) 0 )G GG

Fonte: Elaboragao prépria.

Tabela 1.14: Teorema das diagonais.

L/c o 1 2 3 4 5 6

6 1 6 15 20 15 6 1

Fonte: Elaboragao prépria.
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Teorema 1.4.11. Sejam p,n e k numeros inteiros nao-negativos, com 0 < k < p, vale a

1dentidade

Z -0 () (5= 07

Demonstracao. Vamos fazer a demonstracao pela técnica combinatorial, recorrendo ao
seguinte problema:

(ENQ-PROFMAT -2013-Adaptada) De quantas maneiras diferentes podemos dis-
tribuir p anéis exatamente iguais para n + 2 dedos? Suponha que é possivel colocar todos

os anéis em qualquer um dos dedos.
n+p+ 1)

p
Como se trata de anéis idénticos e como vimos no estudo de combinacoes completas

Faremos a contagem de modo a obter (

ou combinacoes com repeticao, o nimero de modos distintos de distribuir p anéis idénticos
para os n+2 dedos representa o niimero de escolhas nao-ordenadas de escolher as posicoes
dos p asteriscos, a partir das {p + [(n + 2) — 1]} = n + p + 1 posigdes possiveis.

Ou seja, a resposta desse problema é a mesma de saber quantas sao as solugoes
inteiras e nao-negativas da equacao xy + T2 + ... + T, + Tpi1 + Tpao = P.

Utilizando o teorema 1.2.15, a resposta é o nimero de combinagoes completas ou
combinagoes com repeticao de n + 2 tomados p a p, ou seja, haverd
(n 2P 1) = <n tp 1) maneiras de distribuir os p anéis idénticos para os n + 2
dedos. g g

n+k
Vamos fazer essa mesma contagem de modo a obter E ( i )
0<k<p
Dividiremos em casos distintos.

Como temos que distribuir anéis idénticos, utilizaremos o teorema 1.2.15 para

combinagoes completas ou com repeticao. Suponhamos os dedos numerados de 1 a n + 2.

i) Distribuiremos os p anéis para o (n + 2)-ésimo dedo e distribuiremos 0 anel para os

1+0—-1 0
n+1 primeiros dedos. Podemos fazer isso de (n + z)L ) = (n—(i)— > maneiras;

ii) Distribuiremos os p — 1 anéis para o (n+ 2)-ésimo dedo e distribuiremos 1 anel para

n+1+1—1) (n+1)
= modos;

os n+ 1 primeiros dedos. Isso pode ser feito de ( 1 1

iii) Podemos distribuir os p — 2 anéis para o (n+ 2)-ésimo dedo e distribuiremos 2 anéis

. . - +1+2-1 +2
restantes para os n 4 1 primeiros dedos. H4&, entao (n N ) = (n 5 )

possibilidades;

45



iv) Faremos a distribuigao dos p — 3 anéis para o (n + 2)-ésimo dedo e distribuiremos 3
. N . n+1+3-—1 n+3
anéis para os n+ 1 primeiros dedos. Existem, portanto ( * 5 ) = ( 3 )

modos.

E, assim por diante, até o (p + 1)—ésimo caso ao distribuirmos os (p — p) = 0

anel para o (n + 2)—ésimo dedo e distribuiremos p anéis para os n + 1 primeiros dedos.

. +1+p-—1 n +
Podemos fazer isso de <n p > — ( p
p p
Logo, pelo principio aditivo, temos

G) ()2 ()

maneiras de distribuir p anéis idénticos para n + 2 dedos.
Portanto, temos
n—+k n n+1 n+2 n+p n+p+1
0<k<p p p

A identidade teorema das diagonais nos fornece a férmula resultante do somatorio

) maneiras.

]

dos p+ 1 primeiros elementos de uma diagonal cuja primeira parcela é o niimero binomial
n
o)
Vamos retomar o exemplo 1.2.16 visto em combinagoes completas ou com repeticao:
Determine o niimero de solugoes inteiras e nao-negativas da inequacao x+y+z < 6.
Vamos utilizar o teorema 1.2.15 de combinagoes completas ou com repeticao para

a equacao x +y + z = k, com k inteiro e 0 < k£ < 6. Assim, temos:

i) +y+2=0. A solugao é <3+8_1) — <(2)>7
ii) x +y+ 2z =1. A solugao é <3+1_1) = <?>7
iii) z +y+ 2z =2. A solugao é <3+§_1) — (;L),
iv) r+y+ 2z =3. A solugao é <3+§_1) = §>,

v) z+y+ z=4. Assim, a solucdo é <

. . -, (3+5-1 7
vi) 4+ y + z = 5, cuja solugao é i ={5)s
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. . (3+6-—1 8
vii) & +y + z = 6, com solugao 6 =g/

Utilizando o principio aditivo, temos
n+n+1+n+2++n+p_2+3+4++8
0 1 2 p —\0 1 2) 7 \6

= 14+34+6+10+15+21+28

= &4

Temos a expressao do lado esquerdo da identidade binomial teorema das diagonais.
Podemos solucionar o exemplo 1.2.16 de outra maneira.

Vamos considerar a variavel f na equagao z +y + 2+ f = 6. Se f = 6, entao
r+y—+2z=0que éoitem (i) da solugao anterior. Se f =5, entdo x +y+ 2z =1 que é o
item (i7) da solugao anterior. Se f =4, entdo x +y + z = 2 que é o item (¢i7) da solugao
anterior e, assim sucessivamente. Logo, a solucao da equacao x +y+ 2+ f = 6 é idéntica

a solugao da desigualdade x 4+ y + z < 6.

Portanto, a solugao é

(57 ()=

Temos a expressao do lado direito da propriedade teorema das diagonais.

1.5 Binomio de Newton

Nesta se¢ao, veremos a relagao entre o triangulo de Pascal e o binomio de Newton. Se-
guiremos as abordagens apresentadas nas referéncias [3], [8], [9] e [12].

O binémio de Newton expressa as poténcias do binémio (z+y) como um polinémio.
Os coeficientes binomiais surgem ao desenvolvermos uma poténcia inteira nao-negativa n
do binémio (z + y), onde a sequéncia dos coeficientes numéricos do polinémio obtido é a

mesma sequéncia dos nimeros binomiais dispostos na linha n do triangulo de Pascal.

Exemplo 1.5.1. Vejamos, ao expandirmos as poténcias do binémio (x+y), considerando

os expoentes das poténcias inteiras nao-negativas:
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) (x+y)" = 127"
i) (z+y)! = 12'y° + 12%";
i) (z +y)? = 122y’ + 221y + 12%7;
iv) (z+y)% = 123" + 322y’ + 3zly? + 12%3;
v) (z+y)t = 12%° + 423y + 622y? + 4x'y® + 120
E, assim por diante.

Podemos também expressar os coeficientes de cada polinomio usando os nimeros

binomiais. Vejamos:

4 4 4
3yl + <2> 2292 + <3> 2lyB + (4) 2091

Usando a interpretacao combinatéria podemos encontrar os coeficientes da ex-

E, assim sucessivamente.

pansiao (x + y)* em vez de multiplicar os quatro termos. Quando expandimos
(x+y)* = (x+y)(x+y)(x+y)(x +y), todos os produtos de um termo na primeira
soma, um termo na segunda soma, um termo na terceira soma e um termo na quarta
soma sao adicionados.

Vamos considerar a disposicao desses termos que aparecem nessa expansao segundo
as poténcias decrescentes de z: x%y°, 3y, 2%y?, 2'y® e 2%*. Notamos que as poténcias
de y sao crescentes. Analisaremos o padrao dos coeficientes de cada um desses termos, de

acordo com a organizacao mencionada.
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i)

ii)

iii)

iv)

Para obtermos um termo na forma z*y°, um termo y deve ser escolhido em nenhuma
das somas e um z deve ser escolhido em cada uma das somas. Isso pode ser feito de

4
apenas um modo. Logo, o termo x%y° do produto tem coeficiente igual a <0> =1

4 . . . ..
ou (4 = 1. Observamos aqui a propriedade nimeros binomiais complementares

1.4.1;

Para obtermos um termo na forma z3y!, um y deve ser escolhido nessas quatro somas
e um x deve ser escolhido em trés dessas quatro somas. Como

(x+y)'=(z+y)(z+y)(r+y)(zr+y), temos

ror-x-y=2y
ror-y =2
Ty -x-x=2%

y-r-x-x=12%

4 4
Isso pode ser feito de <1> modos ou de (3) = 4 maneiras;

Para obtermos um termo na forma z?y?, um y deve ser escolhido em duas dessas
quatro somas e um x deve ser escolhido em duas dessas quatro somas. Isso pode ser

4
feito de <2> = 6 maneiras;

Para obtermos um termo na forma z3y*, um y deve ser escolhido em uma das quatro

somas e um x deve ser escolhido em trés dessas quatro somas. Isso pode ser feito

de (4) ou de <4> = 4 modos;
1 3

Para obtermos um termo na forma y*z°, um y deve ser escolhido em cada uma das
somas e um x deve ser escolhido em nenhuma das somas. Isso pode ser feito de

4 4
apenas um modo. Logo, o termo 3%z tem coeficiente igual a (4) ou (O) =1.

Pelo principio aditivo, temos

4 4 4 4 4
<0>x4y0+ <1>x3y1+ <2>x2y2+ (3)x1y3+ <4>I0y4.

Portanto,
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(z+y)! = (@+y) - -(x+y) (@+y)-(r+y)

4 4,0 4 3,1 4 2,2 4 1,3 4 0,4
<O>a:y+<1>xy+ 2xy+3xy+4;1:y
_ 4 4 4 3 4 2,2 4 3 4 4
= (O>x +<1>xy+<2>zy + 3 TyY° + 4 Y

= Z (Z) " Ryk.

4
k=0
Podemos enunciar o binomio de Newton:

Teorema 1.5.2. Consideremos x ey como varidaveis, n e k nimeros inteiros nao-neqgativos,

com 0 < k <mn, entao

n o _ Y noo Y n-1.1 Y o0 n
(x+y)" = <0>:L'y —|—<1):L' y+...+<n)xy

k=0

Demonstracao. Vamos fazer a demonstragao pelo argumento combinatério, recorrendo ao
seguinte problema.

No ENEM ha x questoes de Matemaética e y questoes de Fisica. De quantos modos
n estudantes podem escolher uma questao para responder?

Podemos fazer a contagem de modo a obter (x + y)".

i) O primeiro aluno poderad escolher uma questdo para resolver de = + y maneiras

diferentes;

ii) O segundo aluno também poderd escolher uma questao para resolver de = + y ma-

neiras distintas;

iii) O terceiro aluno poderd escolher uma questao para resolver de x + y maneiras

diferentes.

E, assim por diante, até o n-ésimo aluno, que podera escolher uma questao para

responder de z + y maneiras distintas. Logo, pelo principio multiplicativo, temos:

(x4+y) .- (z+y)=(z+y)"
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maneiras distintas de escolher uma questao.
£ — (n n—k, k
Podemos também fazer essa a mesma contagem de modo a obter Z EA
k=0
Seja k a quantidade de alunos que prefiram escolher questoes de fisica para resolver,
com 0 < k < n. Sendo assim, restam n — k alunos que escolherao questoes de matematica

para responder. Teremos os seguintes casos distintos a considerar:

i) Se k = 0, entdo nenhum aluno escolherd questoes de fisica. Assim, os n alunos
~ ~ " . . n
escolherao questoes de matematica para resolver e isso pode ser feito de z"y°
0
modos distintos, pois o primeiro aluno tem x maneiras de escolha, o segundo aluno
tem x maneiras de escolher questoes de matematica e, assim sucessivamente até o

n-ésimo aluno, que tem x maneiras de escolher tais questoes;

ii) Se k = 1, entao 1 aluno escolhera questoes de fisica para resolver. A escolha deste
unico aluno pode ser feita de (T) maneiras e este aluno tera y modos de escolha,
ao passo que os n — 1 alunos restantes escolherao questoes de matematica, sendo
que cada um dos mesmos terda x maneiras de escolher tais questoes. Isso pode ser

n
feito de (1>:v"_1y1 maneiras distintas;

iii) Se k = 2, ent@o os n — 2 alunos escolherao questdes de matematica para resolver e 2
alunos escolherao questoes de fisica. A escolha destes dois alunos pode ser feita de
(Z) modos, cada um deles tera y modos de escolher questoes de fisica e os n — 2
alunos restantes escolherao questoes de matematica, sendo que cada um dos mesmos
terd x modos de escolher tais questoes. Isto pode ser feito de (Z) " %y* modos

diferentes.

E, assim sucessivamente, até o (n + 1)—ésimo caso em que todos os m alunos
escolherao responder questoes de fisica e nenhum aluno escolhera questoes de matematica.

n
Isto pode ser feito de 2%y" maneiras distintas. Usando o principio aditivo, temos
n

Y\ no Y no11 non_n N\ nk k
<O)a: Y +<1)x (7 ~|—...+<n)a:y —kzzo(k>x Y.
Logo,
(x4+y)" = <g) x”yo + (711) :L'”’lyl 4+ .+ <Z)x0y" = Z (Z) ;z:"’kyk.
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A disposicao dos coeficientes numéricos do polindmio obtido pela expansao de uma
poténcia inteira nao-negativa n do bindémio (x + y) é idéntica a disposi¢do dos nimeros
binomiais da linha n do triangulo de Pascal. Sendo assim, uma das utilidades deste
triangulo é fornecer, de maneira pratica, os coeficientes numéricos do polinémio obtido

pela expansao das poténcias inteiras nao-negativas do binémio (x + y).

Exemplo 1.5.3. Consideremos n um nimero inteiro nao-negativo. Mostraremos a iden-

()

k=0

tidade:

Demonstracao. Vamos utilizar o binomio de Newton, considerando x =1 e y = 1, temos

= (141)"

]

Vimos, no entanto, outra demonstragao da propriedade teorema das linhas 1.4.5 a

qual é a soma de todos os elementos da linha n do triangulo de Pascal.

Exemplo 1.5.4. Consideremos n um nimero inteiro positivo. Mostraremos a seguinte
identidade:
n
n
0

Demonstra¢ao. Vamos utilizar o binomio de Newton, considerando x = —1 e y = 1:

0=0" = ((-1)+1)"



Temos, assim, outra demonstracao da propriedade teorema das linhas alternadas
1.4.7, a qual nos fornece o resultado da soma, com sinais alternados, de todos os elementos

da linha n do triangulo de Pascal. Isto nos permite ter a seguinte identidade:

(g) . (Z) N (Z) = (T) T (g) " (75‘) . (15.1)

Concluimos que o nimero de subconjuntos de um conjunto nao-vazio que tem um nimero
impar de elementos é igual ao nimero de subconjuntos que tem um nimero par de ele-
mentos, como vimos na demonstragao combinatorial da identidade teorema das linhas

alternadas 1.4.7.
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Capitulo 2

Coeficientes Binomiais Estendidos

Neste capitulo, serao apresentadas a definicao estendida dos coeficientes binomiais e algu-
mas propriedades decorrentes desta definicao. Demonstraremos as identidades binomiais
utilizando o método algébrico, a interpretacao combinatéria e outras propriedades bino-
miais. Para estender a validez das identidades para os numeros reais, recorreremos a
técnica do argumento polinomial (consultar apéndice para um maior detalhamento desta
técnica).

Utilizaremos o triangulo de Pascal na versao classica, a mesma apresentada nos
livros da educacao bésica. Utilizaremos também a extensao superior do triangulo de
Pascal para ilustrar algumas propriedades binomiais.

Vimos que o coeficiente binomial

(n) :n-(n—l)-(n—2)-...-(n—k+1)
k k-(k—1)-...-(1)

representa o numero de maneiras distintas de selecionar k elementos dentre n elementos
distintos.

Como nao ha conjuntos com quantidade de elementos negativos ou fracionarios,
entao os indices n e k s6 podem ser nimeros inteiros nao-negativos, pela interpretacao
combinatoria.

Percebemos que a definicao dos nimeros binomiais da forma (Z) ,com (0 < k< n,
na educacao basica, é restrita apenas aos nimeros inteiros nao-negativos. No intuito de
estender a definicao dos coeficientes binomiais iremos retirar algumas restrigcoes. Dessa

forma, permitiremos que n seja um nimero real e k seja um numero inteiro arbitrario.
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Definigao 2.0.1. Sejam k € Z e r € R, definimos:

r.(r_1).(r_2)~...-(r—k+1):’”_E E>0

<T) _ (k-1 (1) k
0,k <0,

onde v é o indice superior, k é o indice inferior e vk é a poténcia fatorial decrescente.

Para um ndmero inteiro n, temos

(n) 1,n>0
n 0,n < 0.
r
Pela definicao 2.0.1 podemos perceber que o niimero binomial ( k:) ¢ um polinomio
de grau k na variavel r. Isto servird para estender a validez das propriedades binomiais

para r € R através da técnica do argumento polinomial quando estas forem identidades

entre polinomios.

1
Exemplo 2.0.2. Consideremos r = 5 e k= 3.

() - @-G-y-Gosy

Exemplo 2.0.3. Parar =3 e k = 5.

(? 3)-(3-1)-(3-2)-(3-3)-(3-5+1)
5 5!

Exemplo 2.0.4. Parar = -3 e k = 5.

-3 (=3)-(=3—1)-(=3-2)-(=3-3) - (=3—-5+1)
(5) ;

(=3)-(=4) - (=5) - (=6)-(=7) _ ,,
5! |
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Exemplo 2.0.5. Parar =3 e k = —5.

() - o

Exemplo 2.0.6. Para r = V2ek=3.

() = WOn s
3 3!

(V2)-(vV2-1)-(v/2-2)
3.2-1

2-v2)-(v2-2) _2v2-3

6 -3

Observamos que os coeficientes binomiais fazem sentindo quando o indice superior

assume um numero real e o indice inferior assume qualquer niimero inteiro.

2.1 Propriedades

Vimos, no segundo capitulo, algumas identidades binomiais validas para os nimeros in-
teiros nao-negativos. Poderiamos levantar o seguinte questionamento: estas identidades
continuam sendo validas para os niimeros binomiais estendidos?

Nesta se¢ao, apresentaremos algumas propriedades dos coeficientes binomiais es-
tendidos, conforme definicao 2.0.1. Demonstraremos tais propriedades utilizando outras
identidades binomiais ou através dos argumentos combinatdrios e/ou algébricos.

Sabemos que a demonstracao, pela técnica combinatoria, de uma propriedade
abrange somente os numeros inteiros nao-negativos. Toda vez que conseguirmos de-
monstrar para estes valores uma identidade entre polinomios na variavel r, com r € R,
poderemos utilizar o argumento polinomial para estender a sua validez para os nimeros
reais.

Recorreremos a extensao superior do triangulo de Pascal para ilustrar as propri-
edades binomiais estendidas. Adotaremos as abordagens feitas pelas referéncias [1], [2],
(3], [4], [5], [7], [9] e [12], sendo [3] a principal referéncia bibliografica.

Vamos utilizar a definicao de coeficientes binomiais 1.3.1 para calcular o valor

numérico do seguinte niimero binomial:
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Exemplo 2.1.1. Paran =1 e k = 3, temos

n_ o1y
<3> B 3!(1 —3)! B 31(—2)! ="

Neste exemplo, nao podemos usar a definicao de nimeros binomiais 1.3.1, pois

n < k. Usaremos a definicao de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1:

1\ 1-1-1)-(1-3+1) 1-(0)-(-1)
- s

3! 3!

Z) = (0. Isto mostra

que os lugares em branco no triangulo de Pascal sao iguais a zero, conforme tabelas 2.1 e

Quando n e k sao inteiros nao-negativos com n < k, temos (

2.2.

Tabela 2.1: Triangulo de coeficientes binomiais.

o ) 0) 0 6 Q)66
IONONONONONONO
> ) () @ 6666
o ) 0) ) 6060
ONORONONWNONS
() () @) G660
G 0 G666 6

Fonte: Elaboracao prépria.
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Tabela 2.2: Triangulo de valores.

L)C 01 2 3 4 56
0 1.0 0 0 0 00
1 110 0 0 00
2 12 1 0 0 00
3 13 3 1 0 00
4 1 4 6 4 1 00
5 15 10 10 5 1 0
6 1 6 15 20 15 6 1

Fonte: Elaboracao prépria.

Essa informacao nao é abordada nos livros do ensino basico, pois a definicao de
nimeros binomiais para valores inteiros nao-negativos nao é suficiente para justificar os

numeros binomiais nulos no triangulo de Pascal.

2.1.1 Simetria

Vimos pela propriedade nimeros binomiais complementares a simetria no triangulo de
Pascal. Cada linha pode ser lida da esquerda para a direita ou da direita para a esquerda.
O resultado é o mesmo. A identidade que reflete esta propriedade, também chamada de
simetria, é obtida trocando o indice inferior k£ por n—k. Como visto pela identidade 1.4.1:

Dados n e k niimeros inteiros nao-negativos, com 0 < k < n, temos
ny n
k) \n—k

Esta propriedade continua sendo valida para indices superiores reais e indices in-
feriores inteiros negativos?

Sendo assim, vamos analisar esta identidade binomial para n < 0.

Supondo n = —1 e usando a definicao de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1,

consideraremos os seguintes casos:
i) k>0
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Logo,

—1, se k é impar

() ==y

1, se k é par.

Como k > 0, entao (—1 — k) < 0. Assim, temos

(its) =

ii) k£ <0, entao

Observando o lado direito da identidade, temos (—1 — k) > 0, pois k < 0. Logo,

( 1 ) (=1) - (=2) o (=14 1+ k+1)
11—k (=1 —k)!

(1) (=2) - (K +1)
(—1— k)

Assim,

29



—1, se (—1 — k) é impar

S

1, se (=1 — k) é par.

Portanto, a propriedade de simetria nao é valida para coeficientes binomiais com

indices superiores inteiros negativos. Podemos enuncia-la:

Teorema 2.1.2. Sejam n numero inteiro nao-negativo e k inteiro. Vale a identidade

Demonstracao. Utilizamos o argumento combinatorial para demonstrar esta propriedade
no capitulo 2, através da identidade ntimeros binomiais complementares 1.4.1, para n e k
inteiros nao-negativos, com 0 < k£ < n.

Nos casos em que k£ < 0, ambos os lados da identidade sao iguais a zero, pela
definicao de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1. Para n < k, ambos os lados também

sao nulos. 0

Notemos que a propriedade de simetria nao é uma identidade polinomial, pois o
lado direito nao é um polinomio. Dessa maneira, nao podemos usar a técnica do argumento
polinomial para estender a validez para os indices superiores reais.

Podemos também fazer a demonstracao pelo método algébrico:

Demonstracao. Ha dois casos a considerar:

n
(k) B O'
Pelo lado esquerdo, temos

(nﬁk) =0, poisn < (n — k);

i) k < 0. Pelo lado direito, temos

i) k>0, temos:
a) k> n.

Pelo lado esquerdo da identidade:
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Pelo lado direito:

Se n < k, entdao (n — k) < 0. Logo,

(-

b) Se 0 < k < n, entdo podemos usar a definigdo de coeficientes binomiais 1.3.1:

(1) = mw

n!

(n-(n — k))!(n — k)!

]

Vamos expandir a parte superior do triangulo de Pascal, de tal forma que os indices
superiores de seus numeros binomiais assumam valores inteiros negativos e os indices
inferiores sejam numeros inteiros nao-negativos. Apresentaremos a extensao superior do

triangulo de Pascal e a sua versao classica, conforme tabelas 2.3 e 2.4.
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bin

Tabela 2.3: Coeficientes

| D | D | D | D (=R} — < S 0 O O O

| ®© [ ®© | | S o0 — 00 a1 00 o 00 <f o0 1O 00 O 00
N | N N N N

| D~ | D~ [ D~ [ D~ O I~ — D~ N D~ ™ I~ A 10O D~ O I~
~_ ~_ ~_ ~_ N ~ N N~ ~_ ~_ ~_

_6 _6 _6 _6 o O — O A O ™ O <t O 0 O O O

_5 _5 _5 _5 (e T — 0 AN 10 ™M 0 <f 0 10O 10 O 0
(((((((((((

<t o @\l — N N N N N 7 N N

~<ff ™ (& — N N -~ N -~ N -~ N -/ N -~/
_3 _3 _3 _3 S N — ™ o M HFn oM oM
(((((((((((

_ — _ — _ — _ - O = Y = & =~ ™ - < == 10— O -
D P N N N S

< o) o T = O Y S =



Tabela 2.4: Valores numeéricos.

L/c o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-4 1 —4 10 =20 35 —-56 84 —120 165 —220
-3 1 -3 6 —-10 15 =21 28 =36 45 =55

-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
0 1 0 O 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0
3 1 3 3 1 0 0 0 0 0 0
4 1 4 6 4 1 0 0 0 0 0
5 1 5 10 10 5 1 0 0 0 0
6 1 6 15 20 15 6 1 0 0 0

Fonte: Elaboracao prépria.

Observando a disposicao dos niimeros nas tabelas 2.3 e 2.4 e relacionando com as

propriedades binomiais apresentadas, podemos verificar:

i) A simetria ndo é vélida quando o indice superior é um numero inteiro negativo;

ii) As linhas da extensao superior do triangulo de Pascal ndo tem elemento nulo, visto
- . n .~
que paran < 0 e n < k, com k inteiro nao-negativo, temos < k) # 0, pela defini¢ao

de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1;

iii) Quando o indice superior é igual a —1 e o indice inferior é um nimero inteiro néo-
negativo, os nimeros binomiais admitem apenas dois valores: 1 ou —1, conforme

analisado na propriedade de simetria 2.1.2;

iv) Todos os nimeros binomiais da primeira coluna sao iguais a 1, ji que temos

n
(O) =1, para qualquer n € R, em particular, para n € Z;
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v) Os lugares em branco do triangulo de Pascal cldssico sdo ocupados por nimeros

n
)zO,paran>0,comn<k;

binomiais nulos, pois < f

n
vi) Para n e k inteiros nao-negativos, com n = k, temos ( k) =1

Observamos que, ao estender superiormente o triangulo de Pascal, podemos veri-
ficar a validez de algumas identidades binomiais decorrentes da definicao estendida dos
coeficientes binomiais 2.0.1.

O conceito de coeficientes binomiais estendidos permite esclarecer determinadas
informagoes no triangulo de Pascal em que a definicao 1.3.1 de niimeros binomiais para

inteiros nao-negativos nao é satisfatoria.

2.1.2 Absorgao/extracao

Trata-se de uma propriedade que permite mover fatores para dentro e para fora de coefi-

cientes binomiais.

Teorema 2.1.3. Dadosr € Rk € Z, k # 0, temos a identidade

ry r(r—1
k)  k\k—1)
Demonstragao. Pela definicao de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1, temos os seguin-

tes casos a considerar:

i) Para k < 0. Pelo lado direito da identidade, temos

r
= 0.
(1)
Se k < 0, entao (k — 1) < 0. Logo,

r{r—1
E(k—l)_o’
ii) Para k > 0, temos

[C=4) o =D =2 (r=1—k+141)
k\k—1) (k—1)!

r(r—1)(r—2)...(r—k+1)
k(k—1)!




1
Exemplo 2.1.4. Consideremos r = —5 e k=3.

Pelo lado esquerdo da identidade, temos

()-(7) - SRS RHRS SAs!

Pelo lado direito, temos

r(r=1y _ =3 (737!
k\k—1 3 3—1

Observemos que esta propriedade permite calcular os valores de determinados
nimeros binomiais, ou seja, tem uma caracteristica operacional.

Multiplicando a identidade de absorgao/extragao por k, obtemos uma proprie-
dade de absorcao valida também para k = 0. Embora o coroldrio seguinte seja uma
consequéncia direta do teorema 2.1.3, faremos uma demonstragao combinatéria para dar

énfase a esta técnica.

Corolario 2.1.5. Sejam k € Z er € R, temos

()=

Demonstracao. Consideremos r e k inteiros positivos, com 0 < k < r e a seguinte situacao:

Numa gincana escolar com r alunos, propoe-se formar grupos de k alunos para
participarem da gincana, sendo um destes o coordenador geral do grupo. Se qualquer
um dos r alunos pode participar do grupo, de quantas maneiras podem-se formar equipes
para a gincana?

Contaremos de modo a obter k:(;;)

65



Como temos r alunos e queremos formar equipes de k alunos, entao podemos fazer
isso de (;) maneiras diferentes. Temos ainda que escolher dos k alunos o coordenador
geral da equipe. Isto poderd ser feito de £ maneiras. Logo, pelo principio multiplicativo,
temos k (;) modos de formar grupos para a gincana.

r—1
k—1)
Primeiramente, vamos escolher dos r alunos o coordenador geral. Isso pode ser

Podemos fazer essa mesma contagem de modo a obter r(

feito de (:) = r maneiras. Temos agora um total de » — 1 alunos e grupos de k£ — 1

—1
> modos. Pelo principio

alunos para serem formados. Isso pode ser feito de <k )

r—1
k—1

Segue do raciocinio anterior que

(o) =r(0)

para r e k inteiros positivos, com 0 < k < r.

multiplicativo, temos r( ) maneiras de formar equipes para a gincana.

A identidade 2.1.5 é uma igualdade entre polinémios de grau k na variavel r,
satisfeita para todos os inteiros positivos, com 0 < k < r. Como os dois polinomios da
identidade sao iguais em uma infinidade de pontos, entao eles sao idénticos e coincidem
em todos os indices superiores reais.

Além disso, os casos em que k = 0 sao facilmente verificados. Para os casos em
que k < 0 seguem diretamente da definicao de niimeros binomiais estendidos, pois ambos

os lados da equacao sao iguais a zero.

T r—1
= 7, R.
k(k) T(k—l)’ke er e

Enunciaremos outro coroldrio da propriedade absorgao/extracao:

Logo,

Corolario 2.1.6. Consideremos k € Z er € R, vale a identidade

) (7)

Uma demonstracao combinatéria pode ser feita nos moldes da demonstracao da
propriedade 2.1.5, considerando grupos de k£ + 1 alunos. Provaremos, pela interpretacao
combinatéria, que a identidade 2.1.6 é valida para todos os indices superiores e inferiores

inteiros positivos. Assim, permitiremos que r seja substituido por n.
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-1
(n—k)<Z>:n<nk >,n€Z;n>OeO<k§n. (2.1.1)

Demonstracao. Numa gincana escolar com n alunos, propoe-se formar grupos de k£ alunos
para participarem da gincana e um coordenador geral para a equipe. Se qualquer um dos
n alunos pode participar do grupo, de quantas maneiras podem-se formar equipes para a
gincana?

Contaremos de modo a obter (n — k) (Z)

Como temos n alunos e queremos formar equipes de k alunos, entao podemos fazer

n
isso de < k:) maneiras diferentes. Temos ainda que escolher dos n — k alunos restantes o
: n—k :
coordenador geral. Podemos fazer isso de < ] ) = n — k maneiras.

Logo, pelo principio multiplicativo, temos (n — k) (Z) modos de formar grupos
para a gincana com k alunos e 1 coordenador geral, ou seja, com k + 1 integrantes.

Podemos fazer essa mesma contagem de outra maneira de modo a obter n (n ; 1) :

Primeiramente, vamos escolher dos n alunos o coordenador geral. Isso pode ser

feito de (711) = n maneiras. Temos agora um total de n — 1 alunos e grupos de k alunos
. n—1
para serem formados. Isso pode ser feito de ( i ) modos.

n—1
Pelo principio multiplicativo, temos n( i ) maneiras de formar equipes para a
gincana com k alunos e um coordenador geral, isto é, com k + 1 integrantes.

Dessa forma, temos

-1
(n—k)(Z)zn(nk >,n€Z;n>OeO<k§n.

Portanto, a identidade 2.1.6 é valida para todos os indices inteiros positivos. Como
se trata de uma identidade entre polinomios, ja que ambos os lados da equagao sao
polinomios em r de grau k + 1, segue que estes polinomios sao idénticos e, portanto, a
igualdade é vélida para todo indice superior real.

Para k = 0, verificamos de maneira direta. Para os casos em que k < 0, pela

definicao de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1, ambos os lados da equacgao 2.1.6 sao
r—k)(") = "N kezerer
r =l ) er .
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Podemos também fazer outra demonstracao desta propriedade recorrendo ao método
algébrico, utilizando as propriedades de simetria 2.1.2, a equacao 2.1.5 e o argumento po-

linomial para estender a validez para os ntmeros reais.

2.1.3 Adicao

Vimos que a Relagao de Stifel 1.4.2 é uma importante propriedade do triangulo de Pascal.
E natural perguntarmos se esta relacao permanece valida para os coeficientes binomiais
estendidos. Podemos verificar esta propriedade na extensao superior do triangulo de

Pascal, conforme tabelas 2.5 e 2.6.

Tabela 2.5: Adigao - extensao superior do triangulo de coeficientes binomiais.

+ )G G G) GGG GGG
= () ()G G) ) E) GG E G
= () () ) G () 6)E) G E)G)
(GGG OO

Fonte: Elaboragao prépria.
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Tabela 2.6: Adigao - extensao superior do triangulo de valores.

L/cC 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-4 1 —4 10 -20 35 —-56 84 —120 165 —220

3 1 -3 6 —-10 15 -21 28 —-36 45 —55

Fonte: Elaboracao prépria.

Enunciaremos a propriedade de adigao:

Teorema 2.1.7. Dados k € Z e r € R |, temos

() =)o)

Demonstracao. Considerando r e k inteiros positivos, com k < r, temos a propriedade
classica relacao de Stifel 1.4.2 que foi demonstrada pela técnica combinatorial.

Dessa maneira, a propriedade de adicao é valida para indices superiores e inferiores
inteiros positivos, com k£ < r. Como se trata de uma identidade polinomial, pois ambos
os lados sao polinomios de grau k na variavel r, pela técnica do argumento polinomial, a
propriedade é vélida para qualquer r € R.

Nos casos em que k£ = 0, ambos os lados da equacao valem 1. Nos casos em que
k < 0, ambos os lados da equacgao sao iguais a zero, pela definicao de coeficientes binomiais

estendidos 2.0.1. ]

Vamos fazer outra demonstragao usando a definicao de coeficientes binomiais es-

tendidos 2.0.1. Demonstraremos pelo método algébrico.
Demonstra¢ao. Consideremos os casos:

i) k>0,reR
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<r;1>+<2:1> (r_1)-...-(l;—1—k+1)+(7~_1)-....((£:11)!—k+1+1>

r—=1)-..-(r—=%k (r—=1)-..-(r—k+1) k

i + 1) K

r=1)-c.-(r—=k+1)-(r—k)+(r—-1)..-(r—k+ 1k
k!

(r — 1A=L (r — k) + k(r — 1)E=1

J— 71 .
= ()
ii) k <0, temos ambos os lados da equagao iguais a zero;

iii) & = 0. Pelo lado esquerdo da equagao, temos

(-
DM E

Também podemos provar a féormula de adicao somando as duas propriedades de

Pelo lado direito, temos

O

absorc¢ao ja demonstradas.

Demonstrag¢ao. Sabemos que

r r—1
k(k) _T(k—l)’ ke€Z,ereR (por2.1.5)

(r—k)(;) :r(T;), k€ Zier €R (por 2.1.6).

Somando essas duas identidades binomiais, para r # 0, temos
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0)-7)+(7)

Os célculos apresentados nao sao validos para r = 0. Teremos os seguinte casos a
considerar:

a) Para k < 0 e r = 0. Pelo lado esquerdo, temos

r 0
= = 0.
()~ ()
Pelo lado direito, temos

() 6) = () () =

b) Para k =0 e r = 0. Pelo lado esquerdo, temos

r 0
= =1
()= 6)
Pelo lado direito, temos

() G2 = () (B) =
k k—1 0 -1
c) Parak >0er=0.
Pelo lado esquerdo, temos
r 0
(1) =)=
Se k for par, entao (k — 1) é impar (e vice-versa). Sabemos que

—1, se k é impar,

() =g o

1, se k ¢é par.
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Ainda temos

—1, se (k — 1) é impar,

(k:_—11> = (-1)'=1¢ ou

1, se (k—1) é par.

Logo, pelo lado direito da equacgao, temos
r—1 n r—1\ (-1 n -1\ 0
k k—1)  \k k—1) 7

Enfatizamos que essa identidade binomial nao é vista de maneira estendida no

]

ensino médio, restringindo-a apenas para os numeros inteiros nao-negativos, conforme
relagao de Stifel 1.4.2.
Podemos também usar a propriedade de adigao para obter outras identidades bi-

nomiais como veremos a seguir.

2.1.4 Somatério no indice superior

Vimos que a propriedade de adigao 2.1.7 é uma relagao de recorréncia para os coeficientes
binomiais no triangulo de Pascal classico. Assim, vamos expressar um numero binomial
como a soma de outros coeficientes binomiais utilizando a férmula de adi¢ao no nimero

de maior indice inferior.

6) = () ()
“ )G
- () ()G 6)
)G )G ()
- () 006+ G
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0 0 1
Como ( ) = ( ) = <2) = 0, paramos aqui. Deixaremos os coeficientes binomi-

(o) 7 () () )+ ()= ()

Estamos somando os cinco primeiros termos da coluna 2 do triangulo de Pascal
classico, com primeiro elemento situado na linha 0. O resultado é exatamente o nimero
binomial situado na coluna a direita da ultima parcela e na linha imediatamente abaixo
desta.

Temos a propriedade do somatério no indice superior:

Teorema 2.1.8. Sejam m,n € Z com m,n > 0 e k inteiro nao-negativo. Temos a

> () -Gh)

Demonstracao. Vamos comparar a identidade do somatério no indice superior com a

identidade

equacao teorema das colunas 1.4.9. Para isto, iremos desmembrar o somatério do lado

esquerdo daquela identidade em duas parcelas, considerando m < n:

S () x Gz () 212)

0<k<n 0<ks<m—1 0<ks<n—m

Percebemos que o resultado da primeira parcela do lado direito é sempre nulo e
a segunda parcela é a identidade teorema das colunas 1.4.9 que foi demonstrada pela

interpretacao combinatéria no segundo capitulo. Logo, temos

> )= 2 6z )

0<k<n 0<k<m—1 0<k<n—m
m+n—m-+1
= 0+
m—+1
- n—+1
N m+1)

Para os casos m > n, ambos os lados da identidade sao nulos, pela defini¢ao

estendida de coeficientes binomiais 2.0.1. O
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Analisando a propriedade do somatoério no indice superior no triangulo de Pascal,

temos os seguintes casos a considerar:
i) Para m > n. Todas as parcelas do somatério sdo nulas;

n+1
ii) Para m = n. O resultado da soma ¢é igual ao nimero binomial ( * 1). Portanto,

n
a soma vale 1;
iii) Considerando m < n, temos a soma dos n + 1 primeiros elementos da coluna m
do triangulo de Pascal. Os primeiros m termos desta soma sao nulos. A primeira
- 0 - L n
parcela desta soma ¢ igual a e ultima parcela é o nimero . O resultado
m

m
desta soma é o elemento situado na coluna a direita da ultima parcela e na linha

: : . , . : ) n+1
imediatamente abaixo desta. Este resultado é o coeficiente binomial ( n 1).
m
Vimos, na propriedade relacao de Stifel 1.4.2, que os elementos da coluna m é uma
sequéncia numérica infinita formada por uma Progressao Aritmética (PA) de ordem m.
Pela equagao (2.1.2), essa sequéncia se inicia a partir dos nimeros binomiais de

indices inferiores m e indices superiores k, com m < k < n. Dessa maneira, cf. ([8]) a

soma destes termos define uma PA de ordem m + 1. Temos, assim a seguinte equagao:

3 (i) - (:j:l) (2.1.3)

m<k<n
O teorema a seguir estabelece a relagao entre o grau de progressao aritmética de
ordem superior e o grau de polinomios.

Teorema 2.1.9. Toda sequéncia na qual o termo de ordem n € um polinomio em n, de
grau p, € uma PA de ordem p, e reciprocamente, se (a,) € uma PA de ordem p, entdo

(a,) € um polinémio de grau p em n.
Demonstragao. cf. [8] p. 39. ]

Exemplo 2.1.10. Vamos comparar a identidade do somatério no indice superior 2.1.8
com a equacao (2.1.2). Consideraremos os seguintes casos, para os valores crescentes de

m:

i) Para m = 0, temos

S0 (- () -1 -
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ii) Para m =1, temos
Z kY (1 Lo (M = n+1\  n(n+1)
m)  \1) T \1) \2 /) 2

m<k<n

Estamos, portanto, somando os elementos da coluna 1 do triangulo de Pascal, ex-
cluindo o primeiro termo o qual é nulo. A sequéncia daqueles elementos define uma
PA de primeira ordem. A soma destes termos é uma PA de ordem 2. Portanto, pelo
teorema 2.1.9, o termo geral da soma é modelado por um polinomio de grau 2 na

variavel n, conforme polinomio obtido;

iii) Para m = 2, temos

> (:) _ (n—g}—l):(n—l)z(n—i—l).

m<k<n

Assim, somamos os elementos da coluna 2 do triangulo de Pascal, excluindo os
dois primeiros termos os quais sao nulos. A sequéncia numérica daqueles elementos
define uma PA de ordem 2. A soma destes termos é uma PA de ordem 3. Logo, o
termo geral da soma é modelado por um polinomio de grau 3 na variavel n, conforme

polinomio obtido.

E, assim por diante.

Vamos considerar (m) o primeiro termo da coluna m. Analisando a propriedade
do somatorio no indice superior no triangulo de Pascal, a soma dos n + 1 primeiros
elementos desta coluna, excluindo os m primeiros termos que sao nulos define uma PA
de ordem m + 1. Portanto, pelo teorema 2.1.9, o termo geral desta soma é modelado por
um polinomio de grau m + 1 na variavel n que pode ser obtido pela férmula fechada da

referida propriedade.

2.1.5 Somatério paralelo

Podemos obter essa propriedade ao expandir, repetidamente, o ntimero binomial com o

menor indice inferior utilizando a propriedade de adicao 2.1.7. Vamos expandir o nimero
5
(5)
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) - G+ 6)
“ )G 0)
= ()G 0) )

- ()0 () 0)- ()

Pela definigao de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1, temos <

1
1) = 0. Assim,

este termo e os préximos sao nulos.

)+ () )+ () -C)

Estamos somando os quatro primeiros elementos situados na mesma diagonal do

Logo,

triangulo de Pascal classico, com primeiro elemento localizado na linha 1 e na coluna
0. O resultado desta soma é igual ao nimero binomial imediatamente abaixo da ultima
parcela, situado na mesma coluna desta. Estamos nos referindo a propriedade teorema
das diagonais 1.4.11, valida para nimeros inteiros nao-negativos.

Sera que esta propriedade permanece valida para os nimeros binomiais estendidos?

Exemplo 2.1.11. Vamos calcular a soma dos 3 primeiros termos da diagonal da extensao

superior do triangulo de Pascal, com primeira parcela igual a (_O )

()G - o

Podemos obter este resultado de outra maneira:

)G

[lustraremos este exemplo na extensao superior do triangulo de Pascal, conforme

tabelas 2.7 e 2.8.

76



Tabela 2.7: Somatorio paralelo - extensao superior do triangulo de coeficientes binomiais.

L/C 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9

Fonte: Elaboracao prépria.

Tabela 2.8: Somatorio paralelo - extensao superior do triangulo de valores.

L/C 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9

-4 1 -4 10 =20 35 —-56 &4 —120 165 —220

-3 1 =3 6 —-10 15 =21 28 —36 45 =55

Fonte: Elaboracao prépria.

77



Vamos enunciar a propriedade do somatorio paralelo:

Teorema 2.1.12. Dadosr € R,k € Z en € Z, vale a identidade

Kzn(;gk) _ (T+Z+1>'

Demonstrac¢ao. Sejam k,n e r nimeros inteiros nao-negativos. Vimos a demonstracao
combinatorial dessa identidade pelo teorema da diagonal 1.4.11. Assim, a propriedade do
somatorio paralelo é valida para os nimeros inteiros nao-negativos.

Esta propriedade é uma identidade polinomial, ja4 que ambos os lados sao po-
linomios de grau n em r, o caso geral segue pela técnica do argumento polinomial.

Para os casos em que n é um nimero inteiro negativo, temos k < 0 (pois k < n) e

ambos os lados da equacao sao nulos. O]

No triangulo de Pascal, a identidade do somatoério paralelo nos fornece a soma das
n + 1 primeiras parcelas da diagonal cujo primeiro elemento esta situado na linha r e na
coluna 0. O resultado é o coeficiente binomial imediatamente abaixo da tltima parcela
escolhida da diagonal, na mesma coluna desta. Isso também é valido para a extensao

superior do triangulo.

2.1.6 Subtracao no indice superior

Analisando a disposicao dos elementos da extensao superior do triangulo de Pascal, per-
cebemos que as sequéncias numéricas das linhas e das colunas aparecem como sequéncias
das colunas do triangulo de Pascal cldssico (sem os sinais de menos). Sendo assim, qual
a relacao entre estes valores?

Observemos que:
() -()

4
(—1)2 <2) Dessa forma, temos

H
=
SN—
/‘?

woo
~_
I
—~
|
—
S~—
Do
VS
[\)
|
—~
|
[\Doo
SN—
|
—_
~~
Il

[lustrando esses exemplos conforme tabelas 2.9 e 2.10.
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bin

uperior - tabela de coeficientes

ndice s

Tabela 2.9: Subtragao no 1

~~ N -~ N -~ N -/ N
AN AN ™ AN <t N 10 AN O A
N— N~ S~ ~—

(,_(\((((((

Fonte: Elaboracao prépria
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Tabela 2.10: Subtracao no indice superior - tabela de valores.

L/C 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-4 1 -4 10 =20 35 —-56 84 —120 165 —220

3 1 -3 6 —-10 15 -21 28 —36 45 —55

-2 1 . 3 -4 5 -6 7 -8 9 —10

-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 —1 1 -1
0 1
1 1 1

Fonte: Elaboragao prépria.

Vamos enunciar a propriedade da subtragao no indice superior:

Teorema 2.1.13. Consideremos r um numero real e k um inteiro qualquer. Temos a

(b= (57)

Demonstragao. Pela definicao de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1, temos

sequinte identidade

i) k>0
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i) k<0.

Pelo lado direito da identidade, temos
E—r—1
el G B CR R

]

Vimos, pela relacao de Stifel 1.4.2, que a sequéncia infinita de niimeros da coluna
k do triangulo de Pascal formam uma progressao aritmética de ordem k.

A identidade subtracao no indice superior mostra também que a sequéncia numérica
infinita (lida de baixo para cima) dos elementos das colunas k da extensao superior do

triangulo de Pascal formam também uma PA de ordem k.

2.1.7 Soma de numeros binomiais com sinais alternados

A propriedade teorema das linhas alternadas 1.4.7 nos fornece a férmula fechada para
calcularmos a soma, com sinais alternados, de todos os elementos da linha n do triangulo
de Pascal classico.

Sera que podemos encontrar uma férmula fechada para calcularmos a soma parcial,
com sinais alternados, da linha n deste triangulo? Ou ainda de maneira mais geral:
existe uma féormula fechada para calcularmos a soma, com sinais alternados, de nimeros
binomiais estendidos? E o que veremos pela propriedade soma de niimeros binomiais com

sinais alternados:
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Teorema 2.1.14. Sejam r um niumero real, k e m inteiros. Vale a identidade

> (1) = (e (e () o
— (_1)m<r;1>.

Demonstracao. Pelo lado esquerdo da identidade, temos

k—r—1
Z (T) (-1)F = Z(—l)k(—l)k< ;; ) (por subtragao no indice superior 2.1.13)

k<m

= S (- (k _;_ 1)

k<m

_ Z(’“—;‘l).

k<m
Sabemos que

> (k—]:—l) _ ;n((_r—;)M)

k<m

m

()

—r—1 1
= ( " TmE )(por somatério paralelo 2.1.12)

Portanto, temos

Vamos aplicar novamente a propriedade subtracao no indice superior 2.1.13:
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Dessa maneira, temos

Podemos também fazer a demonstracao combinatorial.

Demonstracao. Sejam r inteiro positivo, m e k niimeros inteiros nao-negativos, com 0 <
k < mem = r. Substituindo esses nimeros nesta identidade temos a propriedade classica
teorema das linhas alternadas 1.4.7 que foi demonstrada pela técnica combinatéria. Assim,
o lado esquerdo da identidade soma de nimeros binomiais com sinais alternados é nulo.
Percebemos que o lado direito também ¢é nulo, neste caso.

Dessa maneira, esta propriedade é valida para r inteiro positivo, m e k inteiros
nao-negativos, com 0 < k< mem =r.

Como se trata de uma identidade entre polinémios, pois ambos os lados sao po-
linomios de grau m na variavel r, o argumento polinomial mostra que a identidade ¢é
valida para todo r real.

Para os casos em que m < 0, temos entao k£ < 0 e ambos os lados da equacao sao

nulos. O

Analisaremos a identidade soma dos nimeros binomiais com sinais alternados para
os casos em que os indices superiores assumam valores inteiros e os indices inferiores sejam

inteiros nao-negativos:

Exemplo 2.1.15. Consideremos r = —3 e m = 2.

Pelo lado esquerdo da equagao, temos
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Pelo lado direito, temos

r—1 —4
—-1)m. = = 10.
(0= (6)
Exemplo 2.1.16. Parar =2e m = 3.

Pelo lado esquerdo da equagao, temos

()-()()-) -1

Pelo lado direito, temos

Exemplo 2.1.17. Parar =4 e m = 4.

Pelo lado esquerdo da equacao, temos

4 ! + 4 ! + N 1-44+6—-4+1=0
0 1 2 3 4) e
Pelo lado direito, temos

(7))

Exemplo 2.1.18. Parar =6 e m = 5.

Pelo lado esquerdo da equacao, temos

B RGN N ———

Pelo lado direito, temos

(—1)5(6;1) =(-1)- (2) =-1.

[lustrando estes exemplos nas tabelas 2.11 e 2.12.
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Tabela 2.11: Tabela de coeficientes binomiais.

L/C 0

| [ o | o | o (==} — Q=) Qe Nz 0 O =l
(((((((((((

hl/oo %l/.l. ~ N -~ N <~ N -~ N N /N -~/
| © [ | © | (=] — 00 N 00 ™ 0 <t 00 O 00 © 0
~__ T L N N N N &

|~ [~ |~ |~ = — I~ o~ I~ o I~ < I~ 0 I~ © I~
(((((((((((

| © [ © | © | © (==] — © N O ™M © = © 0 O © ©
(((((((((((

h'/ \3 N %'/ \1 N \I/ \I/ \I/ \I/ \I/ 5 10 o 10
| [0 | o | 0 (=3 — 0 N0 ™ 0 <t 0 ~ 2 X 2

coonoBEcBas

| | | | o

/I\/I\/I\((_ _(_(
o~ — Ea — — &3
I o Y ~— <2 L —
~ S~ T

+ +

— S~ — &=
|

Jo (((\/I\((_(\

Fonte: Elaboragao prépria.
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Tabela 2.12: Tabela de valores.

L/C 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9

-4 1 —4 l —20 35 =56 84 —120 165 —220
10

el

15 =21 28 —-36 45 =55

-2 1 -2 3 —4 ) -6 7 -8 9 —10
-1 1 —1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 -0 0 0 0 0 0 0
2 1 -2 +1 -0 0 0 0 0 0 0
3 1 3 3 1 + 0 0 0 0 0
4 I —I —i—I —I —i—I 0 0 0 0 0
D 1 D 10 10 ) -1 0 0 0 0
6 1 -6 +15 —-20 +15 -6 1 0 0 0

Fonte: Elaboragao prépria.

Vamos analisar a propriedade soma de niimeros binomiais com sinais alternados da
linha r do triangulo de Pascal classico e na extensao superior deste triangulo, de acordo

com os valores de m e k.

i) Sejam r inteiro positivo e m inteiro nao-negativo, tal que r < m. A identidade
binomial nos fornece a soma de todos os elementos da linha r, com sinais alternados,
no triangulo de Pascal classico. O resultado é nulo, (conforme exemplos 2.1.16
e 2.1.17. J& provamos isso quando expandimos (1 — 1)" conforme a propriedade
binomio de Newton 1.5.2 e também pela identidade teorema das linhas alternadas

1.4.7, no caso em que r = m em ambas as identidades;

ii) Consideremos r inteiro positivo e m inteiro nao-negativo, com que m < r. Temos,

dessa maneira, a soma dos m + 1 primeiros elementos da linha r do triangulo de
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Pascal cléssico com sinais alternados, conforme exemplo 2.1.18;
iii) Consideremos m =0 e r = 0. O resultado é igual a 1;

iv) Consideremos r um numero inteiro negativo e m inteiro nao-negativo. Temos a
soma, com sinais alternados, dos m + 1 primeiros elementos da linha r da extensao

superior do triangulo de Pascal, conforme exemplo 2.1.15.

Dessa maneira, a propriedade 2.1.14 nos fornece a soma dos m+1 primeiros termos,
com sinais alternados, da linha r do triangulo de Pascal na versao classica e na sua
extensao superior. O resultado é o nimero binomial situado imediatamente acima da
ultima parcela, na mesma coluna desta. O sinal deste resultado dependera do valor de m.

Analisando o lado direito desta propriedade, temos:

i) Para r inteiro ndo-nulo e m inteiro positivo. Se m for par, entao o resultado da

soma ¢ positivo. Se m for impar, o resultado é negativo;
ii) Parar =0e m =0, temos a soma igual a 1.

Ainda, vale destacar que a propriedade soma de nitimeros binomiais com sinais
alternados nos permite obter os elementos das linhas da extensao superior do triangulo
de Pascal de maneira pratica.

Sabemos que a linha —1 tem alternadamente os elementos 1 ou —1. Utilizando a
identidade mencionada podemos obter as linhas superiores (de baixo para cima) a partir

desta linha, prosseguindo da seguinte maneira:

i) Para obtermos o segundo elemento da linha —2, fazemos a soma, com sinais alter-

nados, dos dois primeiros elementos da linha —1;

ii) Para obtermos o terceiro elemento da linha —2, fazemos a soma, com sinais alter-

nados, dos trés primeiros elementos da linha —1;

iii) Para obtermos o quarto elemento da linha —2, fazemos a soma, com sinais alterna-

dos, dos quatro primeiros elementos da linha —1.

E, assim por diante. Vale ressaltar que o resultado dessa soma é positivo nas colunas
pares e negativos nas colunas impares. Podemos proceder de maneira andloga para as

demais linhas da extensao superior deste triangulo.
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Nao existe uma férmula resultante para a soma parcial dos elementos de uma linha

do triangulo de Pascal classico preservando os sinais. Logo, nao temos a férmula fechada

2 ()= 0) ()

r, k e m inteiros nao-negativos, com m < r.

para o seguinte somatorio:

Vale ressaltar que podemos fazer a soma de todos os elementos, preservando os
sinais, da linha r do triangulo de Pascal classico, considerando » < m, conforme visto

pela propriedade teorema das linhas 1.4.5.

2.1.8 Convolucao de Vandermonde

Essa identidade foi descoberta pelo matematico Alexandre-Théophile Vandermonde, no
século XVIII, (¢f. [12]). Era conhecida, no entanto, por Chu Shih-Chieh na China pelo
menos desde 1303. Esta propriedade nos informa que a soma (sobre todos os inteiros k)
do produto de dois coeficientes binomiais, com indices superiores constantes e com indices
inferiores com soma constante, é o coeficiente binomial obtido somando os dois indices

superiores e os dois indices inferiores:

Teorema 2.1.19. Consideremos r, s numeros reais e n, k inteiros, com 0 < k <n. Temos

() ()= ()

Demonstracao. Vamos demonstrar usando a técnica combinatorial, recorrendo a seguinte

a identidade

situacao:

Suponhamos que existam r brasileiros e s africanos. De quantos modos podemos
obter um grupo de n pessoas dessas nacionalidades?

Consideremos k,n,r, s inteiros nao-negativos, com (r + s) > n. Vamos fazer a
contagem de modo a obter (T j; S).

Temos um total de r + s pessoas e queremos obter grupos de n pessoas. Logo,

. r—s . ;.
podemos fazer isso de maneiras possivels.

n
Vamos fazer essa mesma contagem de outra maneira, de modo a obter
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Escolhendo k brasileiros no total de r brasileiros, entao nos restam escolher n — k

5 ) modos.

africanos dentre s. Pela regra do produto isso pode ser feito de (;) ' < k
n —

" (r S
Como temos 0 < k < n, pelo principio aditivo existem E ( k) . ( k:) maneiras
n _
k=0

de obter um grupo de n pessoas de r brasileiros e s africanos. Logo,

() ()= ()

Como essa propriedade é uma identidade entre polindmios, o argumento polinomial
estende a validez para indices superiores reais.

Para os casos em que n < 0, ambos os lados da identidade sao iguais a zero. [

Corolario 2.1.20. Se n é um niumero inteiro nao-negativo, entao

n) k)~
k=0
Essa identidade é conhecida como Identidade de Lagrange.

Demonstracao. Consideremos r = s = n na identidade Convolugao de Vandermonde,

temos, pelo lado direito desta identidade, temos

(%)= ()

Pelo dado esquerdo, obtemos

> () (o) = 206

Logo,
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2.1.9 Outras identidades binomiais

Os numeros no triangulo de Pascal satisfazem a intimeras propriedades de coeficientes
binomiais. Neste trabalho, demos énfase as propriedades binomiais estendidas que podem
ser ilustradas neste triangulo. Evidenciamos a abordagem combinatoria para demonstrar
as identidades binomiais estendidas.

Existem diversas propriedades envolvendo somatorio de produtos de dois coefici-
entes binomiais. Cada uma delas é uma soma em k, onde k aparece uma vez em cada
coeficiente binomial. Um exemplo dessas propriedades é a Convolucao de Vandermonde
2.1.19.

A maioria das identidades envolvendo soma de produto de coeficientes binomiais
podem ser obtidas da Convolucao de Vandermonde, através de manipulacoes algébricas
de propriedades como a subtragao no indice superior, a simetria, a adi¢ao, dentre outras.

O fato interessante é que podemos encontrar as féormulas fechadas que simplificam
muitos esses somatorios a partir de manipulagoes algébricas dos coeficientes binomiais.

Podemos encontrar algumas dessas identidades na referéncia [3].

2.2 Teorema Binomial

Nesta secao, apresentaremos brevemente o teorema binomial para expoentes reais. Para
um aprofundamento da parte tedrica consultar as referéncias: [6], [10], [11], [13] e [14].

Vimos no binomio de Newton que coeficientes binomiais surgem ao expandirmos o
produto de uma poténcia inteira ndo-negativa n do binémio (x +y), onde a sequéncia dos
coeficientes numéricos do polinomio obtido é a mesma sequéncia dos nimeros binomiais
dispostos na linha n do triangulo de Pascal classico.

Sera que esta propriedade continua sendo valida para uma poténcia real qualquer?

Quando expandimos o produto de uma poténcia r, tal que r € R do bindémio
(x + y), o uso mais frequente é quando consideramos y = 1. Temos, assim, o teorema

binomial:

Teorema 2.2.1. Se r € R, entado

+oo k

. - 1 . e . - 1 .
(1+IE)T—1+ E " (r ) k('/r k ) 'Z"
k=1 ’

para todos os valores de x, tais que |x|< 1.
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Temos a soma infinita e precisamos da condicdo |z|< 1 para garantir a convergéncia
da série (para um maior detalhamento do estudo de séries e convergéncias de séries con-

sultar as referéncias [6], [11] e [13]).
Demonstragao. cf. [14]. O

Observemos a série de poténcia:

Rro(r=1)-(r—k+1) 2"

1+ = 1+Y. o

Logo,

+oo

-

(1+2z) = Z (k) 2¥, com 7 € R e k inteiro ndo-negativo.
k=0

E denominada série de Maclaurin para (1+ x)", chamada série binomial. Percebe-
mos a presenca dos coeficientes binomiais estendidos nesta série.

Analisaremos os valores de 7:

i) Consideremos r inteiro nao-negativo, com 0 < k < r. O teorema binomial foi
demonstrado pela interpretacao combinatéria na propriedade binomio de Newton
1.5.2. Como o teorema binomial é uma série no caso geral e, portanto, nao é
uma identidade entre polinomios, nao podemos utilizar a técnica do argumento

polinomial para estender a validez para as poténcias reais.

Observando o lado direito do teorema binomial, temos o iltimo termo nulo, ja que no
seu numerador hé um fator (r — ). Como este fator é presente em todos os termos
subsequentes na série infinita, e como tais termos sao também nulos, concluimos
que a série binomial tem um ntmero finito de termos. Neste caso, os tinicos termos
nao-nulos sao aqueles com 0 < k£ < r. Podemos verificar este fato nas linhas do

triangulo de Pascal cléssico;
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ii) Consideremos r um ntimero real diferente de um nimero inteiro ndo-negativo.

Temos a soma infinita da série, pois nao ha termos nulos. Podemos verificar nas
linhas da extensao superior do triangulo de Pascal que nao existem elementos nulos,

pois todos os coeficientes binomiais possuem indices superiores inteiros negativos.

Dessa maneira, a definicao estendida dos coeficientes binomiais 2.0.1 justifica os
casos mencionados. Além do mais, o triangulo de Pascal na forma classica e estendido
superiormente fornecem, de maneira pratica, os coeficientes da expansao do produto de
qualquer poténcia inteira r do binémio (14 z). A sequéncia destes coeficientes é a mesma
sequéncia numérica da linha r do triangulo de Pascal classico e na sua extensao superior.
Para r < 0, devemos ter a condicao |z|< 1.

Podemos também usar a série binomial para obter as féormulas de aproximacao
polinomial para (1+ z)". Dessa forma, podemos utilizar os primeiros termos da expansao

obtida para aproximar as rafzes r-ésimas de um ntmero (cf. [10], p. 679).

92



Capitulo 3

Aplicacoes das propriedades dos
coeficientes binomiais estendidos

para o ensino médio

Neste capitulo, veremos algumas aplicagoes das propriedades dos ntimeros binomiais es-
tendidos, utilizando a teoria apresentada neste trabalho, buscando uma linguagem mais
acessivel ao nivel do ensino médio. Apds o enunciado de cada questao, daremos sugestoes
que podem ser utilizadas no processo de resolucao.

As atividades apresentadas permitem explorar conteidos do ensino basico, tais
como: sistema de numeracao decimal, potenciacao, adicao de niimeros na base decimal,
binoémio de Newton e sua relagdo com o triangulo de Pascal. Abordaremos a definicao
dos coeficientes binomiais estendidos e demostraremos as propriedades binomiais. Uti-
lizaremos o triangulo de Pascal e a extensao superior deste triangulo para ilustrar as

identidades.

3.0.1 Atividade 1

Nesta atividade, provaremos uma identidade binomial através da interpretacao com-
binatoria. Para isso, devemos considerar indices superiores e inferiores inteiros nao-
negativos.

Considere n e k£ nuimeros inteiros nao-negativos, com k < n. Mostre através da
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interpretacao combinatorial a seguinte identidade:

e (1) = (27))

(Dica: Conte de duas formas diferentes o nimero de modos de escolher um grupo
com n membros de um grupo de n homens e de n mulheres, tal que o lider seja uma

mulher).

Demonstracao. Vamos apresentar a seguinte situacao:
De quantas maneiras distintas podemos escolher um grupo com n membros de um

grupo de n homens e de n mulheres, tal que o lider seja uma mulher?

2n—1
Vamos contar de modo a obter n - ( " ] )
n —_—

Escolheremos primeiro o lider. Isso pode ser feito de n maneiras. Temos, entao,

um total de (n +n — 1) = 2n — 1 pessoas e queremos selecionar um grupo com n — 1

2n — 1) )
| ) maneiras.

membros, ja que o lider foi escolhido. Isso pode ser feito de (

2n —1

Pelo principio multiplicativo, temos n - ( ] ) modos de selecionar um grupo

n —
com n pessoas de um grupo de n homens e de n mulheres, tal que o lider seja uma mulher.
n 2
. n
Vamos fazer essa mesma contagem de outra maneira, de modo a obter g k- ( k) :
k=1

O nimero de modos de escolher um grupo de k mulheres de um total de n mulheres

k
de n homens é (

é (n> O numero de possibilidades de escolher um grupo de n — k homens de um total

n p—
de escolher o lider. Pelo principio multiplicativo, temos

possibilidades. Por simetria 2.1.2, obtemos

(1) () -+ ()

Como 1 < k < n, aplicando o principio aditivo, temos
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Logo,

3.0.2 Atividade 11

Esta atividade é interessante para ser aplicada no ensino médio, pois enfatiza a relagao
entre os nimeros binomiais e a disposicao dos mesmos no desenvolvimento do binémio
de Newton, bem como no triangulo de Pascal. E uma atividade que permite resgatar os
conhecimentos de potenciacao, sistema de numeragao decimal e adicao de niimeros nesta
base. Partindo de um caso particular, a questao solicita a generalizacao do resultado da
poténcia para o expoente inteiro nao-negativo n de base igual a 11.

Qual o valor de 11*? Por que este nimero é ficil de calcular para alguém que
conheca coeficientes binomiais? Genelarize para 11", com n inteiro nao-negativo.

(Dica: Expresse 11 como a soma das parcelas (10 + 1)) e utilize o binémio de
Newtom. Compare o resultado da poténcia inteira nao-negativa n com a disposicao dos
nimeros binomiais na linha n do triangulo de Pascal. Para isso, use o conhecimento de
sistema de numeragao decimal).

Calculando as poténcias inteiras e nao-negativas n de base 11, para 0 < n < 5,

temos:
i) 119=1
ii) 111 =11

i) 112 = 121
iv) 11° = 1331
v) 114 = 14641

vi) 11° = 161051.

Vimos a relagao do desenvolvimento do binémio de Newton 1.5.2 com a disposicao
dos nimeros no triangulo de Pascal classico. Consideremos x e y como variaveis, n e k

numeros inteiros nao-negativos, com 0 < k < n, entao
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n __ n n, 0 n n—1, 1 n 0. n __ n n—k_ k
(x +y) —<0):cy+(1):v y+...+<n)xy —;(k)x Y~

Utilizando esta férmula, podemos expressar 11" no binémio (10 + 1)". Considera-

remos 0 <n <5:

E, assim sucessivamente. Logo, para a poténcia inteira e nao-negativa n, temos

10+1)" = ()1om0+ (T)rom it 4 () 1001m
0 1 n
= (") + (" )10t () 100
0 1 n

o n n—k
= Z (k>10 :
0<k<n

Calculando cada coeficiente binomial, temos
i) (10+1)°=1-10°1°=1;
i) (10+1)!=1-10"14+1-10°1" = 11;
i) (104 1)2=1-1021°+2-10'1! + 1 -10°12 = 121;
iv) (10+1)>=1-10%1+3-10%1' +3-10'1% + 1 - 10°1% = 1331;

96



v) (10+1)*=1-10*1°+4-10°1' + 6 - 10?12 + 4 - 1013 + 1 - 10°1* = 14641;
vi) (10+1)° =1-1051°+5-10*1'+10-1012+10-10*1>+5-10'"1*+1-10°1°5 = 161051.

Comparando a sequéncia dos niimeros dispostos na linha n do triangulo de Pascal
cldssico com a expansao da poténcia inteira e nao-negativa n do bindémio (10 + 1), perce-
bemos que os resultados dessa expansao aparecem de maneira explicita até a linha 4 e de
forma implicita a partir da linha 5.

Utilizando o binomio de Newton 1.5.2 e aplicando os conhecimentos de sistema de

numeracao decimal, podemos obter os seguintes resultados:

Exemplo 3.0.1. Para n = 5.

5 5 5 5 5 5
10°1° 10%1! 10312 10213 10114 10°1°
(0> 0 +<1) 01t + 5 0°1% 4+ 5 0%1° + A 0'1* + . 0

= 1-10°4+5-10*+10-10*+10-10>+5-10" +1-10°

(104 1)°

= 1-10°+5-10*+1-10*+1-10>+5- 10" +1-10°

= 1-10°+6-10*+1-10>+0-10>+5-10" +1-10°.
Assim, 10° = 161.051.
Exemplo 3.0.2. Para n = 6.

6\ . . 6 6 . 6\ .. 6 6 6 ,
10619 10°1! 1012 10313 10%14 10'1° 10°1¢
(0) +<1> +(2> T3 V! 5 6

1-10°4+6-10°+15-10*4+20-10> +15-102+6- 10> + 1 - 10°

(10 +1)°

= 1-1046-10°+ (10+5) - 10* + (2 10) - 10 + (10 + 5) - 10> + 6 - 10" + 1 - 10°

1-10°4+6-104+1-10°4+5-10*+2-10*+1-10°*+5-102+6-10* + 1 - 10°

1-1004+7-10°4+7-10*+1-103+5-102+6- 10" +1 - 10°.

Logo, 105 = 1.771.561.

A partir da linha 5 do triangulo de Pascal classico, as sequéncias numéricas de cada
uma dessas linhas apresentam alguns niimeros maiores ou iguais a 10. Desta forma, temos

que fazer a manipulacao algébrica para reduzir cada um destes coeficientes numéricos e
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apresenta-los de maneira analoga a representacao de um dado ntimero no sistema de
numeracao decimal (cf.[4]):
Qualquer nimero inteiro a, no sistema de numeragao decimal, pode ser represen-
tado por
a=r1r9-10°+7r; - 10" +ry- 10> + ... + 1, - 10",

comn>0e0<ryry,..,r, <10, comr, # 0. Podemos utilizar a seguinte representacao

do numero a no sistema de base 10:

a = [Tn---TO]IO'

Observamos que é a mesma representacao quando expressamos a expansao da
poténcia inteira nao-negativa n do bindémio (10 + 1) através do binomio de Newton 1.5.2.

Quando 7, > 10, podemos representé-lo como a soma de duas parcelas (sendo
sempre uma delas igual a 10) e depois agregar as poténcias de base decimal com o mesmo
expoente.

Podemos ainda fazer de maneira mais pratica. Vamos exemplificar.

A sequéncia de nimeros da linha 5 no triangulo classico de Pascal é a seguinte:
1—5—10—-10 -5 — 1. Lendo essa sequéncia no sistema decimal ou sistema posicional,
cada um dos termos tem uma ordem contada da direita para a esquerda. Cada terna de
ordens, também contada da direita para a esquerda, forma uma classe.

Para o nimero 10, lido da direita para a esquerda que ocupara a terceira ordem
ou a posicao das centenas, temos 10 centenas que equivale a 1 unidade de milhar e O
centena. Como temos 10 unidades de milhar e mais uma das 10 centenas, temos um total
de 11 unidades de milhar que equivale a 1 unidade de milhar e 1 dezena de milhar. Esta,
somada as 5 dezenas de milhar, formam 6 dezenas de milhar. Deixamos o restante da
sequéncia inalterada. Assim, temos a sequéncia numérica 161051 que é o resultado da
poténcia 11°.

Para cada sequéncia numérica da linha n do triangulo de Pascal, com n > 5, lidos
da direita para a esquerda, devemos, a cada etapa, proceder como numa soma usual no
sistema de numeracgao na base 10.

Dessa maneira, obtemos rapidamente o resultado da poténcia 11™ ao olharmos a
sequéncia dos coeficientes binomiais da linha n do triangulo de Pascal. Portanto, o resul-

tado da poténcia 11" é facil de calcular para alguém que conhega coeficientes binomiais.
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Podemos notar que todo esse raciocinio é decorrente do conhecimento da repre-
sentagao de nimeros no sistema de numeracao decimal, soma de niimeros na base decimal,
binomio de Newton e sua relacao com os coeficientes binomiais no triangulo de Pascal

classico.

3.0.3 Atividade III

Esta atividade é um exercicio adaptado da referéncia [3]. E interessante para ser abordada
no ensino médio, ja que se trata de uma propriedade binomial que pode também ser
ilustrada na extensao superior do triangulo de Pascal.

A atividade permite explorar as definicoes dos coeficientes binomiais de maneira
restrita ou de forma estendida e propicia o uso da técnica do argumento polinomial para
estender a validez da propriedade para os ntimeros reais.

Existe uma “propriedade hexagonal” curiosa ilustrada pelos seis nimeros 1, 4, 10, 15,6, 1
que cercam o numero 5, no triangulo de Pascal classico. Multiplicando nimeros alterna-
dos neste hexdgono, obtemos sempre o mesmo produto: (1)-(10)-(6) = (4)-(15)-(1) = 60.
A mesma propriedade é valida se extrairmos um outro hexagono de qualquer parte do
triangulo de Pascal.

[lustraremos este exemplo nos seguintes triangulos de Pascal, conforme tabelas 3.1

e 3.2.
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Tabela 3.1: Triangulo de coeficientes binomiais.

Fonte: Elaboragao prépria.

Tabela 3.2: Triangulo de valores.

L)C 0 1 2 3 4 5 6

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1
41.641
5II101051
616.201561

Fonte: Elaboracao prépria.
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Vamos enunciar a propriedade hexagonal.

Dados n,k € Z; n > 0e 1 < k < n, temos

n—1 n n+1\ (n—1\/n+1 n
k—1)\k+1 E )\ k k+1)\k—-1)
Essa identidade relaciona os termos do triangulo de Pascal que formam um hexagono.

a) Verifique a propriedade para algum valor inteiro positivo de n e algum valor inteiro

positivo de k.
b) Demonstre a propriedade hexagonal.
c¢) Verifique a propriedade para algum valor de n € R e algum valor de k € Z.

d) A propriedade hexagonal é vélida para qualquer n € Re k € Z 7

(Dica: Utilize a definigdo de coeficientes binomiais 1.3.1 para demonstrar através
do método algébrico a propriedade hexagonal para inteiros positivos. Use o argumento
polinomial para estender a identidade para indices superiores reais).

(Outra dica: Demonstre algebricamente a propriedade para os reais fazendo uso
da definicao de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1.

a) Consideremos n =5 e k = 1.

Pelo lado esquerdo, temos
Eoi kil nk = o) ey
(” 1)( )( +1> (5 1)( 5 )(5+1>
- () ()0
= (1)-(10) - (6) = 60.

Pelo lado direito, temos

(OGRS - COER)GE)

= (4)-(15)- (1) = 60.
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Podemos visualizar este exemplo nas tabelas 3.1 e 3.2. Percebemos que o ntimero

binomial “cercado”pelos seis coeficientes binomiais da propriedade hexagonal é o niimero

()= (1) =

b) Vamos demonstrar, pelo método algébrico, esta propriedade.

Demonstracao. Sejam n € Z;n > 0 e k inteiro, tal que 1 < k < n, pela definicao de

coeficientes binomiais 1.3.1, temos
n—1 n n+1\ (n—1)! ' n! . (n+1)!
F—1)\k+ 1)\ k) T G-l k) k-1 k)l K (nt1— k)

k(n—1)! (n+1)n!(n-k) (n+1)-n!
k-(k—1)!-(n—k)-(n—k—1)! (n+1)-(n-k)-(n—k—1)!(k+1)! k-(k—1)!-(n—k+1)!

(n—1)! (n+1)! n!

K-n—k—1 (k+Dn—k)! (k=1 (n—k+1)!
- (O)GE)G)

c¢) Consideremos n = —3 ¢ k = 2.

N - G
- (-G

= (—4)(~10)-(3) = 120.

Pelo lado direito, temos
; ZH kﬁl - _2_ _2+1 2_—1
(GG - 5 )GN)ED)
- ()G
= (10)- (—4) - (=3) = 120.

Verificando este exemplo na extensao superior do triangulo de Pascal de acordo

com as tabelas 3.3 e 3.4.
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Tabela 3.3: Extensao superior do triangulo de coeficientes binomiais.

L/C

+ () ()G G) GGG GGG
= (3) [ ) () ) &) 6
2 (3) ( ) ( ) ()
() ( )

3 (G

6

) (3)
) (
) (

2 I (
)|

) (%) (5
) (

6

5

2 (
)

) I8

1

3

D) 6) |

4

2) G

1)

ao proépria.

b1

Fonte: Elaborac

Tabela 3.4: Extensao superior do triangulo de valores.

2

1

L/C 0

—220

165

-20 35 56 &4 —120

10

—95

15 =21 28 =36 45

—10

—10

ao proépria.

b1

Fonte: Elaborac
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Notamos que o nimero binomial “cercado” pelos seis coeficientes deste exemplo é

n -3
= = 0.
A propriedade hexagonal é vélida para os coeficientes binomiais estendidos?

Iremos trocar o n por r de tal maneira que r seja um nimero real e k € Z. Vamos

provar a identidade

r—1 r r+1\ (r—=1\/r+1 r
E—1)\k+1 k) Uk k+1)\k—1)
d) Vamos utilizar o método algébrico para demonstrar tal propriedade.

Demonstracao. Pela definicao de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1, temos dois casos

a considerar:

i) Para k <0, ambos os lados da identidade sao nulos.

ii) Para k > 0, temos

r—1 r r+1 (r=1-..-(r—=k+1) (r)-c-(r—%k) (r+1)-..-(r—k+2)
(k—1)<k+1)< k ) - (k—1)! k) il

k) -(r—1)-..-(xk) (c+1)-..-(r—Fk) (r+1)-(r)-..-(r—k+2)
(k) - (k=1 (r-k) (r41) - (k+ 1)! (k) - (k= 1)!

r=1)-..-(r—=k) (r+1)-..-(r—k+1) r-..-(r—k+2)

- Jl (k+1)! (k—1)!

- CEG)

]

Podemos também usar o argumento polinomial para estender a validez para os

indices superiores reais.

Demonstracao. Provamos a propriedade hexagonal para r e k inteiros positivos, com
1 < k < r usando a definicao de nimeros binomiais 1.3.1 nesta atividade. Trata-se de
uma identidade polinomial, pois ambos os lados da equagao sao polinomios de grau 3k na
variavel r, satisfeita para todos r e k inteiros positivos, com 1 < k < r. Segue que esses
polinomios sao idénticos e, portanto, a identidade é valida para qualquer r € R.

Para os casos em que k£ < 0, ambos os lados da identidade sao nulos. O
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3.0.4 Atividade IV

Esta atividade é baseada na referéncia [3] e permite a conexao de conhecimentos ma-
tematicos de potenciagao, fatorial, definicao de coeficientes binomiais estendidos e uso de
propriedades decorrentes de tal definicao.

Muitas das identidades binomiais sao validas para indices superiores reais . Quando
1
2

k
produto de uma poténcia e um coeficiente binomial o que facilita muito os calculos. Temos

1 . .
r assume o valor —5 o numero binomial , com k > 0 pode ser apresentado como

as seguintes identidades:

(r>_(T%>M,TER,kEZ§k>O- (3.0.1)

22k

CE) = (—%1)" (2:>;n € Z. (3.0.2)

a) Verifique a primeira identidade (3.0.1) para algum valor de r e algum valor de k.
b) Verifique a segunda identidade (3.0.2) para algum valor de n.

c) Prove a igualdade (3.0.1) e deduza a identidade (3.0.2).

(Dica: Utilize o método algébrico de demonstragao. Para isto, use a defini¢ao
de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1 e a identidade binomial subtragao do indice
superior 2.1.13 para deduzir a segunda identidade).

a) Verificaremos a primeira identidade (3.0.1) para r = —% e k=4

Pelo lado esquerdo, temos

()-() - (G)-C0)
k k 4 4

- () ()
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Pelo lado direito da identidade, temos

2r 2k —1 8
@) () ()0 s
o2k - 28 128
b) Testaremos a segunda identidade (3.0.2) para n = 4.

Pelo lado esquerdo, temos

(—%) (=3)-(=3)-(=3) - (=5) _ 35

A —

Pelo lado direito, temos

1, (2n\ , 1, (8\ 35
=7 (n) =) (4) T128°
c¢) Demonstraremos pelo método algébrico a identidade (3.0.1).

Demonstrag¢ao. Aplicando a definigdo de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1 no lado

esquerdo, temos

(7‘).(7"—%) P (r—kt1) (=) (k)

k k k! ' k!

o (r=k+1) 1 1 (2r=1)-(2r=3)-...-(2r -2k +1)
! 2 ) !

2r- . 2r—k+1) 2r—1)-2r—3)-...-2r—2k+1)

2k ]! 2k k]

2r)-2r—=1)-2r—2)-...-(2r—2k+1) (2k!

2% I k! (2K1)

2r) s (2r—2k+1) 1 (26)-(2k—1) - 2k —k+1) (k) - (k—1)-..-1

(2K1) 22% el il

922k

Logo,

(7“)'(7”_%) :M,reR,keZ;kZO.

92k

O

Esta propriedade nos leva as identidades binomiais que podem ser manipuladas

com menos complexidade. Vejamos um exemplo:

- 1., (2n
2) = (=" )inez
()= ()e
d) Vamos provar esta identidade.
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Demonstra¢ao. Tomando k = r = n, com n € Z e substituindo na identidade (3.0.1),
temos
2n 2n
n n— % _\2n n
n n n 22n '

Para n < 0, ambos os lados da equagao sao iguais a zero. Para n > 0, temos

() - () -1
( —%)_ (2:)_

n o 22n

Pela propriedade de subtracao do indice superior 2.1.13, temos

("))

Logo,

Assim,

Dessa maneira, temos

Vejamos um fato curioso:

Para n = 4, temos

- b (2).

Dessa forma, transformamos um produto de nimeros impares em um fatorial.
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3.0.5 Atividade V

Esta atividade é baseada na parte tedrica da referéncia [3]. Por se tratar de uma ativi-
dade que permite trabalhar conhecimentos mateméticos como potenciacao e definicao de
nimeros binomiais estendidos. Permite a utilizacao da propriedade da atividade IV para
“enxugarmos” os calculos.

Podemos expressar o produto de dois coeficientes binomiais cujos indices superiores
sao iguais a r = —% da seguinte maneira:

Dados k inteiro e n inteiro nao-negativo, temos

()6 =500
kE)\n—k 4n k n—k )

a) Verifique a identidade binomial para algum valor de n e de k.

b) Prove a identidade.

(Dica: Utilize o método algébrico de demonstracdo e a propriedade da atividade
IV).
a) Testaremos a identidade paran =3 e k = 2.
Pelo lado esquerdo, temos
A - (-
k n—k 2 1 16
Podemos utilizar a defini¢ao estendida de coeficientes binomiais 2.0.1 ou utilizar a
propriedade da atividade IV para efetuar os calculos do lado esquerdo desta identidade.
Pelo lado direito da propriedade, temos
(=)™ (2k) (Qn — 2k> (=1 <4> (2) _ 3
4n k n—k 43 \2/\1 16

b) Utilizaremos a demonstracao algébrica.

Demonstracio. Pela atividade TV, temos
()= ()
(DA - e (o)
_ (-4?” . (2:) . <22 - ik)
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3.0.6 Atividade VI

Esta atividade permite a conexao dos conhecimentos de coeficientes binomiais estendidos
e potenciacao. Podemos obter a formula fechada para calcularmos o somatério em k, com
0 < k < n do produto de dois coeficientes binomiais cujos indices superiores iguais a —%
e cujos indices inferiores tem soma constante.

no/1 1

kZ:O ( k2) (n —2/@) =(-1)",neZn>0.

a) Verifique a identidade para algum valor de n.

b) Prove a identidade.

(Dica: Demonstre a identidade pelo método algébrico. Utilize a Convolugao de
Vandermonde 2.1.19, a definicao de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1 e conhecimen-
tos de potenciacao.

a) Verificaremos para n = 3.

Pelo lado esquerdo da identidade, temos

T
M-
o
VR
o~ |
D=
~~
N
= \
I i
>
N~
Il
VR
O ‘
[
N~
7N
OJ ‘
N =
~~
+
7 N
— |
=
N~~~
VR
w ‘
N |
N~~~
+
7 N
o |
=
~~
R
—_
[ I
~~
+
7N
OJ ‘
N =
~~
7 N
o ‘
[
~

Podemos efetuar esses calculos utilizando a definicao estendida de nimeros bino-
miais 2.0.1 ou também através das propriedades das atividades IV e V. Ainda podemos
utilizar a convolugao de Vandermonde 2.1.19.

Pelo lado direito, temos

() =(5)-r=m

Percebemos que a férmula fechada para encontrar o somatério do produto dos
numeros binomiais cujos indices superiores sao iguais a —5 é bem simples e permite que
os calculos sejam simplificados de maneira surpreendente.

b) Provaremos pelo método algébrico.

Demonstrag¢ao. Consideremos n é um nimero inteiro nao-negativo. O lado esquerdo desta

propriedade ¢ igual ao lado esquerdo da identidade Convolugao de Vandermonde 2.1.19,
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1
considerando o indice superior igual a —5 Assim, temos

SO (22 -()

Pela definicao de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1, para n > 0, temos

(_1) (1) (=2)- - (—n)

n

Dessa maneira, temos

—1, se n é impar,

(W)=

1, sen é par.

Logo,

3.0.7 Atividade VII

Esta atividade permite a conexao das atividades V e VI para obtermos a férmula fechada
do somatério em k£, com 0 < £ < n do produto de dois niimeros binomiais com indices

superiores e inferiores com somas constantes. Temos assim

"L [2k on — 2k
. — 4" n > 0.
() () —arneznzo

k=0

a) Verifique a identidade para algum valor de n.

b) Demonstre a identidade binomial.

(Dica: Utilize as propriedades das atividades V e VI deste capitulo.
a) Consideremos n = 3.

Pelo lado esquerdo da equagao, temos
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S = 0000+ 000

Podemos utilizar a defini¢ao de coeficientes binomiais estendidos 2.0.1 para calcular
os valores de cada fator ou utilizar a definigao de niimeros binomiais 1.3.1, ja que os indices
superiores e inferiores sao niimeros inteiros nao-negativos.

Pelo lado direito da identidade binomial, temos 4" = 4% = 64.

Percebemos que a férmula resultante proporciona cdlculos muito mais simplifica-
dos.

b) Provaremos pelo método algébrico.

Demonstracao. Sabemos, pela atividade VI que

no/-1 1 -1
Identidade A : 2 2 ) = =(—-1)" Zi;n > 0.
entidade kz:%(k‘)(n—k) (n) (-1)",neZ;n>0

Pela propriedade da atividade V, temos

-1 -1 (=)™ 2K\ [2n — 2k
1 i B: 2 2 ) =
dentidade (k)(n—k) T (k)(n—k)’

com k inteiro e n inteiro nao-negativo.

Substituindo a identidade B na identidade A, obtemos
"L (=)™ (2K [2n — 2k
— =(—-1"
Z 4n k n—=k (=1)
k=0

Dessa forma, temos

(—4}1)" :0 (zkk) <2Z - ik) Y

"L [2k on — 2k
: = 4" Z:n > 0.
(k) (_k> meZin>0

Logo,

]

E interessante observar que identidades binomiais sao também utilizadas para de-

monstrar outras propriedades.
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Capitulo 4

Comnsideracoes Finais

Nosso trabalho teve como foco principal o estudo de algumas propriedades dos coeficientes
binomiais estendidos e tem o intuito de propor aos professores do ensino médio um material
de apoio tedrico para a abordagem de tal tematica.

Sabemos que os livros didaticos do ensino médio definem os coeficientes binomiais
apenas para os numeros inteiros nao-negativos. Mas, ao explanarmos este conteido, os
discentes podem levantar o seguinte questionamento: os coeficientes binomiais também
sao validos para os nimeros reais?

De fato, foi possivel constatar que muitas propriedades binomiais classicas do
triangulo de Pascal sao casos particulares das identidades dos coeficientes binomiais es-
tendidos.

Sugerimos a abordagem da tematica deste trabalho relacionada ao contetido de
contagem, pois pudemos demonstrar muitas propriedades binomiais estendidas através
do argumento combinatorial.

Ademais, a contagem constitui um tema propicio para resgatar o interesse do aluno,
pois podemos solucionar varias situacoes de contagem utilizando as operagoes aritméticas
bésicas e o raciocinio légico.

Do ponto de vista tedrico-metodolégico, foi possivel fazer um estudo cuidadoso
da definicao estendida dos coeficientes binomiais e de suas propriedades. Apresentamos
a extensao superior do triangulo de Pascal para ilustrar algumas identidades binomiais
estendidas.

Para demonstrar as propriedades binomiais estendidas utilizamos varias técnicas,

tais como o argumento combinatoério, o método algébrico e a técnica do argumento poli-
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nomial. Vale ressaltar que usamos algumas identidades para provar outras propriedades.

Foi enriquecedor, neste trabalho, buscar atividades para serem aplicadas ao ensino
médio. Vimos que as atividades propostas tem conexao com contetidos do ensino médio,
tais como: contagem, triangulo de Pascal, binomio de Newton, polinomios, progressoes
aritméticas, conjuntos numéricos, sistema de numeracao decimal, potenciagao de niimeros
reais, dentre outros.

Desse modo, esperamos que este trabalho possa contribuir com perspectivas ino-
vadoras de atuacao e, consequentemente, que possa constituir um tema instigante aos
alunos, propiciando a capacidade de fazer a conexao da tematica abordada com outros

conteudos matematicos.
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Apeéendice

Progressoes Aritméticas

Podemos usar a definicao por indugao ou recorréncia para definir uma Progressao Aritmética
ou PA a qual é uma sequéncia numérica em que a diferenga entre um termo e seu ante-

cessor é constante. Representaremos este valor por r denominada razdo da PA.

Definicao 4.0.1. Uma sequéncia numérica é uma fungao a : N — R. Representando a
PA com a notagao (a,), temos

Qp4+1 = Qn +r,

para qualquer n € N e r € R.

Logo, uma PA com primeiro termo a; e razao r é uma sequéncia numérica cujo
primeiro termo € a; e tal que, cada elemento, a partir do segundo, é igual ao antecessor

somado com a razao.

Exemplo 4.0.2. Uma progressao aritmética (PA) é uma sequéncia de nimeros reais (ay,)

tal que ay é dado e, para todo n € N, tem-se que
Api1 = a1 + 1,
onde r é um numero real fixo chamado razao.
a) Mostre que a,, = a; + (n — 1)r.

b) Se S, = aj + ... + a,, mostre que

a) Vamos provar por indugao matemaética sobre n.
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Demonstrag¢ao. Consideremos a seguinte proposicao:

i)

ii)

P(n):a,=a;+ (n—1)r.

CASO BASE: Vamos verificar a validez de P(n) para n = 1:
O lado direito e o lado esquerdo da proposigao sao iguais a a;. Logo, P(1) é verda-

deira;

PASSO DE INDUCAO: Consideremos n um ndmero natural arbitrdrio e vamos

supor que P(n) é verdadeira. Mostraremos a validez da implicacao:
a, =ay+ (n—1)r = apy1 = ay + nr.
De fato, temos a,+1 = a, + r, por definicdo. Por hipétese de inducao, temos
an = a1+ (n —1)r.

Logo,

U1 = a1+ (n—1)r+r=a;+nr

Portanto, pelo principio de indugao matemadtica, a proposicao P(n) é verdadeira

para todo n € N.

b) Como S,, = a; + ... + a,, usando o item anterior, temos

Sp=a1+ [ay + 7]+ [a; +2r] + ... + [a1 + (n — 1)7]

que também pode ser escrita da seguinte maneira

Sp=lar+n—=1r]+]ar+n—=2)r]+[a;+ (n—=3)r]+ ...+ [a; + 2r] + [a1 + 7] + a1.

Vamos somar ambas as equagoes:

25, = [2a1+(n—1)r]+[2a1+(n—1)r]+[2a;+(n—1)r|+...4[2a;+(n—1)r] = n[2a;+(n—1)7]

Logo, temos

Provaremos por indugao sobre n.
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Demonstragao. Seja a seguinte proposicao:

i)

ii)

. (al—l—an)‘
2

PASSO BASE: Vamos verificar a validez de P(n) para n = 1:
Ambos os lados da equagao sao iguais a;. Logo, P(1) é verdadeira,
PASSO DE INDUCAO: Seja n um ntmero natural arbitrario. Vamos supor que

P(n) é verdadeira. Vamos mostrar que a igualdade é vélida para P(n+1). Ou seja,

mostraremos a proposicao condicional:

PSR e ) S S S O ol LIRS D)
2 2

De fato, temos

Sn—i—l =a+..+a,+ Apt1-
Por hipdtese de indugao, temos

Sn:al—i—...—i—an:n-w.
Logo,
ay + ay,
Spt1 =10 - % + Q1.

Pelo item anterior, sabemos que a,, = a; + (n — 1)r e a,41 = a1 + nr, entdo

—1
Sn+1 = n- [al i t _;(n )r] —+ aq + nr

2ai(n+ 1)+ nr(n+ 1)
2

(n+1)(a; + aq + nr)
2

= (n+1)- (a1t @ni1) +2an+1).

Portanto, pelo principio de indugao matemadtica, a proposi¢ao P(n) é verdadeira

para todo n € N.
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Progressoes Aritméticas de ordem superior
As Progressoes Aritméticas de ordem superior dificilmente sao abordadas no en-
sino bésico. Vamos definir o operador diferenca entre dois termos consecutivos de uma

sequéncia numérica, cf. [8] e [9].

Definicao 4.0.3. Define-se para as sequéncias o operador A, chamado operador diferenca,
por

Aay, = Qpy1 — Ay

Portanto, da definigdo segue imediatamente que uma sequéncia (a,) é uma pro-

gressao aritmética (PA) se, e somente se, (Aa,) = a,y1 — a, é constante.

Exemplo 4.0.4. Dada a sequéncia (a,) = (1,5,7,9,...). Se aplicarmos o operador dife-
renga, teremos: (Aa,) = a,41 — a, = 2, para qualquer n € N. Logo, a sequéncia (a,) é

uma progressao aritmética.

Dizemos que uma sequéncia (a,) é uma PA de segunda ordem ou ordem dois
quando o operador diferenga (Aa,) = a,41 — a, é uma PA nao constante. Uma sequéncia
(a,) é uma PA de terceira ordem ou ordem trés quando o operador diferenca

(Aay,) = api1 — a, ¢ uma PA de segunda ordem.

Definigao 4.0.5. De modo geral, uma PA de ordem k, com k > 2 é uma sequéncia na

qual a diferenga entre cada termo e o termo anterior formam uma PA de ordem (k — 1).

Segundo [8] a sequéncia cujo termo de ordem n é a soma S,, = a; + ... + a,, dos n
primeiros termos de uma progressao aritmética de ordem p é uma progressao aritmética
de ordem (p + 1).

Basta observarmos que o operador diferenga, aplicado a (S,), fornece

AS, = Spi1 — S, = a,y1 e define, portanto, uma progressao aritmética de ordem p.

Teorema 4.0.6. Toda sequéncia na qual o termo de ordem n é um polinomio em n,
de grau p, é uma progressao aritmética de ordem p e, reciprocamente, se (a,) € uma

progressao aritmética de ordem p, entdao (a,) € um polinémio de grau p em n.

Demonstragao. cf. [8] (p. 43) O
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Exemplo 4.0.7. (PROFMAT-UEFS: Matemaética Discreta-2017) Em um trabalho esco-
lar, Joao foi convidado a calcular as areas de varios quadrados diferentes, dispostos em
sequencia, de tal maneira que o primeiro quadrado da sequéncia tem lado medindo 1
cm, o segundo quadrado tem lado medindo 2 c¢m, o terceiro quadrado da sequéncia tem
lado medindo 3 cm e assim por diante. A area do quadrado que ocupa a posicao n, na

sequéncia, é representada por A,,.

a) Qual é o valor da diferenca A, — A,,_1, em centimetros quadrados, para n > 27

n
b) Encontre uma expressao para a soma S,, = E Ag.
k=1

a) Como a area do quadrado que ocupa a posi¢do n, na sequéncia é representada por
A, = n?, temos

Ay — A =n*—(n—-172=2n-1.

Observemos que a sequéncia (b,) = (1,2,3,4,5,...) cujos termos sao os lados dos
quadrados é uma PA, pois a razao r = b, — b,,_; = 1, para qualquer n € N. A sequéncia
(an) = (1,4,9,16.25, ...) cujos termos representam as areas dos quadrados de lados iguais

aos termos de (b,) é uma PA de segunda ordem. Aplicando o operador diferenca, temos:
i) g =Aa; =ay—a; =4—1=3;
i) co=Aay=a3—ay; =9—4=75;
i) cg=Aaz=ay—a3=16—-9 =T,
iv) gy =Aag=a5—a, =25—-16=09;
v) ¢s = Aas = ag — az = 36 — 25 = 11.

E, assim sucessivamente. Logo, temos a sequéncia (c,) = (3,5,7,9,11,...) a qual é
um PA nao-estaciondria. A sequéncia representada por (a,), onde a, é a drea do quadrado

de lado n é uma PA de ordem 2.

b) S, = ZAk =1+44+9+ 16+ 25,... é a soma dos termos de uma PA de segunda
k=1
ordem. Portanto, a soma .5, de seus n primeiros termos define uma PA de ordem treés.

Usando a volta do teorema (4.0.6), a soma S,, de seus n primeiros termos define

uma PA de ordem 3 e o termo geral de S,, é dado por um polinomio de grau trés em n.
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Dessa maneira, podemos escrever S, = an® + bn? + cn + d. Atribuindo a n os valores
1,2,3 e 4 e resolvendo o sistema de quatro equagoes, obteremos o seguinte polinomio do

terceiro grau em n
g n-(n+1)-(2n+1)

Técnica do Argumento Polinomial

Varias propriedades da definigao estendida dos coeficientes binomiais 2.0.1 sao demonstra-
das pelo método combinatorial, o qual abrange os nimeros inteiros nao-negativos. Para
estender a validez para os nimeros reais de uma identidade entre polindmios na variavel
r, com r € R, podemos utilizar a técnica do argumento polinomial toda vez que conse-
guirmos provar uma propriedade para os nimeros inteiros nao-negativos. Seguiremos as

abordagens feitas por [1], [2] e [5].

Definig¢ao 4.0.8. Seja A[x] um anel de integridade. Uma fungao f : A — A denomina-se

fungao polinomial sobre A[x] se existem ag, ay, ..., a, em A[z] tal que, para todo = € Alz] :

n

fla) =Y a,

5=0
com n € NU{0},a; € A[z], para todo 0 < j < n.

Os conjuntos dos numeros inteiros, racionais, reais e complexos sao os anéis de
integridade infinitos mais relevantes.

O polinomio f(x) = ag é chamado de polinomio constante.

Quando f(z) = 0, denominamos de polinémio identicamente nulo o qual pode ser
escrito na forma: f(z) = 0+ 0z + 0z% + ... + 02", qualquer n € NU {0}.

Seja f(z) # 0 um polinomio nao identicamente nulo. Temos, assim, algum a; # 0
e ha um indice maximo.

Vamos definir o grau de f(z), denotado por gr(f(x)) como o maior indice. Para o
polinomio identicamente nulo, nao definimos o seu grau, ja o polinomio constante possui

grau igual a zero.
Definicao 4.0.9. Sejam f(z) = Z a;z) e g(x) = Z b;z’ em A[z]. Definimos a operagio
=0 =0

de adicao desses polinomios como segue

n

flz) +glx) = e,

J=0
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onde ¢; = a; + b;, para 0 < j < n.

Temos
gr(f(z) + g(z)) < maz{gr(f(z), gr(g(z))} para f(z) # 0,g(z) # 0 e(z) + g(x) # 0.

Definigao 4.0.10. Dados os polinomios: f(z) = Zajzzj e g(x) = ijxj em Alz],
=0 =0

definimos a multiplicagao desses polindomios como segue

n+m

J@) - gla) = ea,

=0
onde ¢y = ag - by
c1=ag by +ap-by

szao'bg+a1-b1+a2'bo

cj:ao-bj+a1~bj_1+...+aj-b0: Z CL)@bH
J=Atp

Cntm = Qn - by

O resultado da multiplicacao de dois polindmios é chamado de produto.

Temos ainda
gr(f(x) - g(z)) = gr(f(x)) + gr(g(x)).

As operacoes de adicao e multiplicacdo de polinomios tem propriedades as quais

sdo demonstradas cf. [5].

Definicao 4.0.11. Seja f um polinémio sobre Alz]. Um elemento u € A[z] é chamado
de raiz de f se f(u) = 0 (zero do anel).

Dessa maneira, iremos analisar as raizes dos seguintes polinomios:

i) f(z) = ag. O polinémio constante ndo possui raizes, pois para qualquer p €

A[l’], f(/“b) =a, # 0.

ii) f(z) = 0+0x+02%+...+02", qualquer n € NU{0}. O polinémio identicamente nulo
possui infinitas raizes, pois para qualquer

p € Alzx], temos f(u) = 0.
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Proposicao 4.0.12. Seja f € Alz| um polinomio definido

n

fla) = a,

J=0

com aj # 0, entao f tem no mdzimo n raizes em Alz].
Demonstragao. cf. [5] O

Podemos ter quantidades de raizes ou zeros de um polinomio maiores que o grau
deste. Como o polindmio identicamente nulo admite infinitas raizes, entao ele admite

quantidades de raizes maiores que o seu grau.

Proposicao 4.0.13. Sejam f e g polinémios de Alz], que admitem forma padrdo
fle) =Y aa! 0 <G <nigla) =D b 0<j<n.
j=0 =0

qualquer x € Alx]. Entdo, f = g se, e somente se, a; = by, ay = b, ...,
Demonstragao. cf. [1] O

Logo, a diferenca entre os polinomios f(x) e g(x) da proposi¢ao (4.0.13) é um

polinomio identicamente nulo. Portanto,

f(x) = g(z) =0.

Sendo assim, vamos apresentar a técnica do argumento polinomial.
. . . ry\ , s A
Sabemos que o coeficiente binomial ( k;) ¢ um polinomio de grau k£ em r, conforme

a definicado de nimeros binomiais estendidos 2.0.1. Observemos a seguinte propriedade:

(r—k)(;;):r(rgl),keZereR (4.0.1)

Tanto o lado esquerdo quanto o lado direito dessa identidade sao ambos polinémios
de grau k + 1 em r. Um polinomio de grau menor ou igual k& + 1 pode ter, no méximo,
k + 1 raizes distintas, conforme vimos na proposicao 4.0.12 . Portanto, a diferenca entre
dois polinémios de grau menor ou igual a k + 1 que tem também grau menor ou igual
a k + 1 nao pode se anular em mais de k + 1 pontos, salvo se for identicamente nulo,
conforme a proposicao 4.0.13.

Assim, se dois polinomios de grau menor ou igual a k+1 coincidem em mais de k+1

pontos, entao eles tem que coincidir em todos os pontos. No segundo capitulo, provamos a

123



identidade referida para r inteiro positivo através da demonstracao combinatorial. Assim,
estes dois polinomios sao iguais em um nimero infinito de pontos. Logo, eles sao idénticos.

Vimos que a identidade binomial 4.0.1 é uma identidade entre polinomios de grau
k 4+ 1 em r e é valida para um numero infinito de pontos. Portanto, os polinomios sao
idénticos e a identidade ¢ valida para qualquer r real.

Sendo assim, conseguindo provar uma identidade binomial para os nimeros inteiros
nao-negativos e sabendo que se trata de uma identidade entre polinomios (na variavel r),
ou seja, se os dois polinomios da identidade binomial sao iguais em um nimero infinito
de pontos, entao eles sao idénticos e a propriedade é valida para todo r € R. Essa
técnica é chamada de argumento polinomial e é muito utilizada para estender a validez
de identidades polinomiais para os niimeros reais.

Observemos a propriedade de simetria:

n n
= > 0. .U.
<k) <n_k>,comn,k€Zen_0 (4.0.2)

O lado esquerdo é um polinomio de grau k£ em n. No entanto, o lado direito da
identidade nao é um polinémio. Logo, a propriedade de simetria nao é uma identidade
entre polinomios. Dessa forma, a técnica do argumento polinomial nao pode ser usada e,
portanto, nao podemos estender a validez dessa identidade para qualquer indice superior

real.
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