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Resumo

O presente trabalho surgiu a partir de questionamentos pessoais sobre a dificuldade no
ensino e aprendizagem de Matematica, em especial, sobre fragdes e como o uso do material
manipulativo, Tangram, poderia contribuir para a superacao de tais obstaculos. Neste
sentido o objetivo principal deste é apresentar uma sequéncia didatica voltada para o ensino
e a aprendizagem de fracoes tendo como foco o Tangram como material manipulativo.
Nesta sequéncia procurou estabelecer relagoes entre as pecas do quebra-cabega e o conceito
de fragao, equivaléncia, comparacao e as operagoes. Procurou-se conhecer um pouco
da histéria das fragoes no antigo Egito e as necessidades da sociedade da época que
levaram a construcao desse conceito. Realizou-se também um estudo tedrico sobre a
construcao do Conjunto dos ntimeros racionais sobre duas perspectivas, a geométrica e
a algébrica, no intuito de fornecer ao professor um embasamento tedrico para consolidar
o conhecimento sobre fragoes e suas operagoes. Pesquisou-se ainda sobre as dificuldades
de ensino aprendizagem em Matematica e em fracao e sobre a importancia do uso do
material manipulativo para uma aprendizagem significativa, visto que o uso do material
manipulavel torna as aulas mais dindmica e motivadora, pois o aluno vivencia as situagoes
Matematicas de maneira ativa e palpavel. Sendo assim, espera-se que este trabalho possa
contribuir de forma positiva tanto para professores quanto para discentes, que tenham
como foco principal diminuir as lacunas que dificultam a aprendizagem sobre fragoes e

suas operacoes.

Palavras-chave: Sequéncia Didatica. Tangram. Fracoes. Material Manipulativo. Ensino-

aprendizagem.



Abstract

The present work came up from personal questions about the difficulty in teaching and
learning mathematics, especially about fractions and how the use of manipulative material,
Tangram, could contribute to the overcoming of such obstacles. In this sense of duy the
main objective of this is to show a didactic sequence focused on the teaching and learning
of fractions focusing on Tangram as manipulative material. In this sequence, wanted to
establish relationships between the puzzle pieces and the concept of fraction, equivalence,
comparison, and operations. We wanted to know a little about the history of fractions
in ancient Egypt and the needs of the society of the time that led to the construction of
this concept. A theoretical study was also carried out on the construction of the set of
rational numbers from two perspectives, the geometric and the algebra, in order to provide
the teacher with a theoretical foundation to consolidate the knowledge about fractions
and their operations. It was also researched about the difficulties of teaching learning in
mathematics and in fraction and about the importance of using manipulative material
for meaningful learning, since the use of manipulative material makes the lessons more
dynamic and motivating, because the student experiences the situations. Mathematics
actively and tangibly. So, it is expected that this work can contribute positively to both
teachers and students, whose main focus is to reduce the gaps that make learning about

fractions and their operations difficult.

Keywords: Didatic sequence. Tangram. Fractions. Manipulative Material. Teaching-

learning.
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1 Introducao

A escolha do tema, “O uso do Tangram como proposta no ensino de fragoes”, possui
como inteng¢ao despertar o interesse do aluno pelas atividades que terao como ponto de

partida as figuras planas formadas com este quebra-cabeca.

Este trabalho visa apresentar a utilizacao do material manipulavel, Tangram, como
uma op¢ao no processo ensino-aprendizagem de fragdes. Portanto, a questao principal
que norteia o trabalho é: Quais as contribui¢bes do material manipulavel, em especial o

Tangram, para o ensino de fragoes?

De acordo com as descri¢oes dos seis niveis de proficiéncia da escala de Matematica
do Programa Internacional de Avaliacio de Estudantes (PISA)! 2015, alunos que estao
no nivel 3 de proficiéncia em Matematica, demonstram ter “capacidade de lidar com
porcentagens, fragoes e ntimeros decimais e de trabalhar com relagées de proporcao.”
(OCDE, 2016, p. 151). No entanto, segundo os resultados do PISA 2015, divulgado pela
Organizagao para a Cooperagao e Desenvolvimento Econoémico (OCDE), 87,43% dos
alunos do Brasil se encontram abaixo do nivel 3 de proficiéncia. Os resultados divulgados
apontam também que, no “Brasil 70,3% dos estudantes estao abaixo do nivel 2 em
Matematica, patamar que a OCDE estabelece como necessario para que os jovens possam

exercer plenamente sua cidadania.” (OCDE, 2016, p. 171)

Desta forma, considerando as dificuldades apresentadas pelos alunos na apren-
dizagem de conceitos matematicos, em especial no conteido sobre fragdao, buscou-se
utilizar adaptar e/ou criar uma sequéncia didatica com atividades que pudessem facilitar

a compreensao de seus conceitos através da manipulacao do Tangram.

O intuito principal é realizar um estudo tedrico acerca dos conceitos de fragoes,

bem como verificar as potencialidades do uso do Tangram para o ensino deste conceito.

Diante o exposto, foram tracados os seguintes objetivos especificos:

e Realizar um estudo tedrico sobre fragoes, em especial a construcao do Conjunto dos

nimeros racionais;

1 A Organizagiao para a Cooperagdo e Desenvolvimento Econémico (OCDE) langou o Programa Interna-

cional de Avaliagdo de Estudantes (PISA) em 1997. O PISA avalia o que alunos de 15 anos, no final da
educacdo obrigatéria, adquiriram em relagdo a conhecimentos e habilidades essenciais para a completa
participacdo na sociedade moderna. A avaliacdo, trienal, foca trés dreas cognitivas — ciéncias, leitura
e Matematica —, além da contextualizacao dos resultados por meio de questionérios aplicados aos
estudantes, diretores de escolas, professores e pais. [...] O PISA faz parte de um conjunto de avaliagdes
e exames nacionais e internacionais coordenados pela Diretoria de Avaliagdo da Educagdo Bésica
(DAEB), do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP). (OCDE,
2016, p. 18)
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e Analisar como o uso do Tangram pode contribuir para a aprendizagem do conceito

de fracao;

e Elaborar uma sequéncia didatica com atividades usando o Tangram para ensinar

fragoes.

Esperamos que este trabalho possa contribuir para a pesquisa e construcao de
solugdo do problema ensino-aprendizagem de fracoes e, ao mesmo tempo ser tutil para
os professores, enquanto consulta para o trabalho em sala de aula. E que as atividades
propostas possam fornecer subsidios ao professor em seu trabalho pedagdgico diante de
seus alunos, para: conhecer algumas das historias sobre a origem do Tangram e as regras do
quebra-cabeca; identificar cada peca do Tangram e saber nomeé-las; construir, a partir do
quadrado, o Tangram por meio de dobraduras; entender o conceito de fracao relacionando
ao significado parte de um todo; compreender a nocao de equivaléncia entre fracoes;
comparar fragoes; resolver situacoes problemas que envolvam as operagoes com nimeros

fracionérios.

O trabalho foi dividido em duas etapas: a pesquisa bibliogréafica e a elaboragao
de uma sequéncia didatica. Por ser uma pesquisa qualitativa, de carater bibliografico
buscamos evidenciar através do levantamento de dados em livros, dissertacoes, teses e
artigos cientificos que possuem como foco o material manipulativo no ensino de fragoes e
quais as contribuigoes deste, em especial o Tangram, como recurso didatico no processo de
ensino e aprendizagem de fracoes, ou seja, primeiramente foi feita uma revisao bibliografica
acerca de fracoes. Em seguida foi proposta uma sequéncia didatica cujas atividades tém
como ponto de partida o Tangram. Portanto, com base nas pesquisas bibliograficas as

atividades foram elaboradas e recriadas pela pesquisadora.

Esse trabalho esta organizado da seguinte maneira: no capitulo 2 apresentaremos
um breve relato da histéria sobre os nimeros e as fragoes no antigo Egito e a necessidade

que levou os egipcios para a construcao desse conceito.

No terceiro capitulo trataremos da construcao geométrica e algébrica do conjunto
dos ntimeros racionais, que objetiva dar aos professores um maior embasamento tedrico da

construgao do niimeros racionais.

No capitulo 4 apresentaremos a fundamentacao tedrica das principais dificuldades
encontradas no ensino-aprendizagem em Matematica e em fragoes, assim como, alguns
dos significados das fragoes. Afinal a aprendizagem do conceito de niimero fracionario s6

acontecera, de forma efetiva, mediante o desenvolvimento dos mesmos.

No capitulo 5 trataremos da importancia dos materiais manipulativos na apren-
dizagem, em especial serd apontado alguns aspectos do Tangram, como possiveis lendas

sobre a sua criacao e a importancia deste quebra-cabeca como material didatico. Por fim,
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apresentaremos a proposta da sequéncia didatica, isto é, as atividades sugeridas

No capitulo 6 teceremos as consideracoes finais.
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2 Fracoes: um breve relato da histéria sobre

os niimeros e as fracoes no antigo Egito

As primeiras evidéncias de registro da escrita e da Matematica sao do periodo
sumério, por volta do quarto milénio antes da Era Comum (a.E.C.)! na regido da Baixa
Mesopotamia, onde atualmente se localiza o Iraque. Segundo Roque e Pitombeira (2012, p.
2) as primeiras formas de escrita estdo associadas a necessidade de se registrar quantidades
e nao foi somente o controle de rebanhos a maior motivagao para a criacao dos niimeros,
e sim o registro de quantidades de insumos relacionados a sobrevivéncia, sobretudo a

organizacao da sociedade.

Para Druck, S. (2004, p. 63): "Independentemente da finalidade com que a Ma-
tematica surgiu, Her6doto, Platao e Aristételes localizam sua origem no Egito, embora
todos concordem com a afirmacao de que a pratica Matematica se deu antes da civilizagao

egipcia."

Os primeiros relatos da Matematica egipcia sao dos tempos dos Farads e das

pirdmides, eram textos matematicos escritos em papiros. De acordo com D’Ambrosio, U.:

A Matemaética, assim como todo o conhecimento egipcio, chegou a nds por
meio dos escritos em papirus, mediante hieréglifos. Desses documentos
com interesse matemadtico os mais conhecidos sdo de ca (abreviagao de
circa, usada quando ndo temos datas precisas) 2.000 a.C., o Papiro Rhind,
no Museu Britanico, e o Papiro de Moscou. Também sao importantes
os relatos de viajantes, dentre os quais se destaca o grego Herédoto (ca
480-425 a.C), considerado o "pai da histéria". (D’AMBROSIO, U., 2005,
p. 34-35).

O mais extenso dos papiros de natureza Matematica é o Papiro de Rhind. Esse
rolo de papiro possui cerca de 30 cm de altura por 5 m de comprimento e esta distribuido
em 14 folhas.

O Papiro de Rhind, figura 1, nome dado em homenagem ao escocés Alexander
Henry Rhind que o adquiriu, por volta de 1.858 a.E.C, na cidade egipcia de Luxor, situada

as margens do rio Nilo, foi encontrado nas ruinas de uma antiga edificagdo em Tebas.

L' De acordo com Roque (2012, p. 24), “atualmente, tem-se usado “antes da Era Comum” no lugar de

“antes de Cristo” com o fim de neutralizar conotagdes religiosas.”
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Figura 1 — Papiro de Rhind
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Fonte: Tépicos de Histéria da Matematica (ROQUE; PITOMBEIRA, 2012, p. 6)

O Papiro de Rhind foi escrito por volta de 1.650 a.E.C., por solicitagao do rei
Hyksos que reinou no Egito em algum periodo entre 1.788 e 1.580 a.E.C.. O Papiro
de Rhind foi escrito pelo escriba egipcio Ahmes, ou Ah-mose (sendo por isso também
conhecido como Papiro de Ahmes) que relata que o copiou de outro manuscrito ainda
mais antigo do Reino do Meio produzido em alguma época entre 2.000 a 1.800 a.E.C..
Portanto, o documento mais antigo da Matematica tem cerca de 4.000 anos, sendo Ahmes

a primeira figura da Matematica registrada na Historia.

De acordo com Druck, S. (2004, p. 63), o Papiro de Rhind contém uma cole¢ao
de problemas, onde Ahmes detalha as solugoes, sem formalismo ou demonstragoes, de

problemas praticos de natureza aritmética, algébrica e geométrica.

A histéria mostra ainda, através de descobertas arqueoldgicas, que desde a anti-
guidade que a ideia de fracao e sua utilizacao faz parte do cotidiano do homem. Segundo
Boyer (1996, p. 9) na Idade da Pedra os homens "ndo usavam fragoes, mas com o advento
de culturas mais avancadas durante a Idade do Bronze parece ter surgido a necessidade do

conceito de fracao e de notagao para fragoes."

A civilizacao egipcia nasceu cerca de 5.000 anos atras, cuja base de sustentacao
era a agricultura nas margens do rio Nilo, que se fertilizavam periodicamente. Devido
as enchentes peridédicas do rio que levavam as marcagoes das terras a sua margem, os
proprietarios das terras tinham que remarca-las, uma vez que o tributo pago para o Estado
era proporcional a area cultivada. Os egipcios utilizavam uma espécie de "corda fracionaria'.
Desta forma, usavam-se as cordas e registravam-se quantas vezes essa unidade de medida
estava contida nos lados do terreno, mas na maioria das vezes quando tentavam pegar
uma unidade padrao para medir, detectavam que por diversas vezes que o resultado obtido
nao cabia um nimero inteiro de vezes no lado do terreno, assim sentiram a necessidade de
fracionar a unidade de medida. O que fez surgir um novo conceito de niimero, em especial,

o0 numero fracionario.
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Segundo Domingues (1991, p. 179): "Sempre que a divisdo de um inteiro por outro
nao era exata, os egipcios antigos, ja por volta do ano de 2.000 a.C., usavam fracoes para
exprimir o resultado. E usavam também fra¢oes para operar com seu sistema de pesos e

medidas."

Portanto, os niimeros fracionarios surgiram da necessidade de representar uma
medida que nao tem uma quantidade inteira de unidades, isto é, da necessidade de repartir
a unidade de medida de forma mais precisa. Ou seja, a pratica da Matematica no Egito
estava associada sobre tudo a necessidades administrativas, em decorréncia de problemas

do dia a dia que envolviam medidas, em particular area e volume.

2.1 Representacao dos niimeros e fracoes no antigo Egito

Por volta do ano 3.000 a.E.C., o sistema decimal egipcio ja estava desenvolvido.

De acordo com Roque e Pitombeira:

O ndmero 1 era representado por uma barra vertical e os nimeros conse-
cutivos de 2 a 9 eram obtidos pela soma de um nimero correspondente
de barras. Em seguida, os niimeros sao multiplos de dez e, por essa razao,
dizemos que o sistema é decimal. O nimero dez é uma alca; cem, uma
espiral; mil, a flor de 16tus; dez mil, um dedo; cem mil, um sapo e um
milhdo, um deus com as maos levantadas. (ROQUE; PITOMBEIRA,
2012, p. 25).

Neste sentido, os autores apresentam a figura 2.

Figura 2 — Numeros Egipcios

I I i e e i e AINARY LARLARANY!

1 2 | A 5 & Fa = L]
[_I—T;-_S
—
il |
10 100 1.000 10.000 100.000 1.000.000

Fonte: Tépicos de Histéria da Matematica (ROQUE; PITOMBEIRA, 2012, p. 25)

O sistema de numeracao dos egipcios era aditivo, ou seja, os nimeros eram obtidos
pela soma de todos os nimeros representados pelos simbolos. Assim, por exemplo, para

escrever 4132 teriamos a situagao como mostra a figura 3:
Figura 3 — Representacdo egipcia do nimero 4132
LLILRANNTI
Fonte: Exemplo adaptado do livro Tépicos de Histéria da Mateméatica (ROQUE;
PITOMBEIRA, 2012, p. 26)
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Ou seja: 1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 100 4+ 10 + 10 + 10 + 1 + 1 = 4132

Quanto a representacao dos niimeros fracionarios os egipcios utilizavam um conceito

equivalente as fragoes unitarias da forma %, sendo % e % as Unicas fragoes a serem

consideradas nos calculos, cujos numeradores eram diferentes de 1.

Para Domingues:

Por razdes dificeis de explicar, com excecao das fragoes % e %, as vezes, 08

egipcios usavam apenas fracoes unitdrias, ou seja, fracées cujo numerador
é 1. Por exemplo, no problema 24 do papiro Rhind (cerca de 1.700 a.C)
no qual o escriba pede que se efetue a divisao de 19 por 8, a resposta é
dada, usando a nossa notagio, por: 2+ ; + £. (DOMINGUES, 1991, p.
179).

Além disso, os simbolos utilizados para representar fragoes eram diferentes dos
usados para os numeros inteiros. Segundo Ifrah:
Certas fragoes, como %, % e %7 eram representadas por sinais especiais.
Para % empregava-se simplesmente o hierdglifo seguinte (que era lido GeS
e que exprimia a ideia de "metade"): = ou = Para % escrevia—se:ﬁﬁ}

S
ou T ou ¥ (literalmente: "as duas partes') e para 2: (isto é, "as
trés partes"). (IFRAH, 1997, p. 349).

Ainda de acordo com Ifrah (1997, p. 348), os egipcios para representar as fragoes
usavam, de modo geral, o hierdglifo da boca (sinal que era lido éR que tinha o sentido de

"parte"), colocando-o em cima do nimero que servia de denominador.

Portanto, as demais fragoes eram representadas escrevendo-se os ntimeros inteiros

com uma elipse em cima, como mostra a figura 4 a seguir:

Figura 4 — Numeros Fraciondrios 1

escrita egipcia nossa escrita

. L

R
L2

0

2

iid
Zi

=()

Fonte: Blog do Prof. Ines Reynaud, cuja a matéria é intitulada "Os egipcios e as fracoes".?

Quando o denominador era extenso, nao sendo possivel escrevé-los sobre o sinal da

"boca", colocavam o excedente na sequéncia. Por exemplo, como a figura 5 a seguir:

2 Enderego eletronico do Blog do Prof. Ines Reynaud: http://profinesreynaud.blogspot.com/2010/08/os-

egipcios-e-as-fracoes.html. Acesso em 12 de fev. 2019
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Figura 5 — Numeros Fraciondrios 2

Fonte: Histéria Universal dos Algarismos (IFRAH, 1997, p. 349)

De acordo com Roque e Pitombeira:

O simbolo oval colocado acima do niimero ndo possui, 0 mesmo sentido
daquilo que chamamos hoje de "numerador"'. Nosso numerador indica
quantas partes estamos tomando de uma subdivisdo em um dado ntimero
de partes. Na designacao egipcia, o simbolo oval, que exprime a palavra
"partes'ndo possui um sentido cardinal, mas ordinal. Ou seja, ele indica
que, em uma distribuicdo em n partes iguais, tomamos a n-ésima parte,
aquela que conclui a subdivisdo em n partes. E como se estivéssemos
distribuindo algo por n pessoas e % é quanto a ultima pessoa ird ganhar.
Logo, é um certo abuso de linguagem dizer que, na representacao egipcia,
as fragoes possuem numerador 1. (ROQUE; PITOMBEIRA, 2012, p.
26-27).

Atualmente as fragoes que possuem o numerador 1 sao chamadas de fragoes
egipcias ou fragoes unitarias. O uso das fragoes unitarias se estenderam por muitos
séculos e nao ficou restrito apenas ao antigo Egito. De acordo com Domingues (1991,
p. 179), Fibonacci, em sua obra mais famosa Liber abaci (Livro do édbaco), escrito no
século XIII d.C. (cap. II, item 11), ele ndo s6 as usava como também fornecia tabelas para

converter fragoes comuns em fragoes unitarias.

Segundo Druck, S. (2004, p. 63-64), o Papiro de Rhind, entre outros problemas,
contém o registro de uma tabela com as decomposigoes de fracoes do tipo % (p, impar)

em frag()es unitarias para todos os numeros impares de 5 a 101, ou seja, para as fragoes

9 2 2 1,1
3150 ’101 Por exemplo: 55 = +58+174+@65 37T 15

No Papiro de Rhind aparece ainda uma tabela que fornece a decomposicao das

com n de 1 a 9. Por exemplo: = fe— 7+*

fragoes do tipo 10 =

10’

As fragoes da forma ™, com m > 1 e m < n, podem ser decompostas em soma

de fragoes unitérias distintas, ou seja ™ = n% + n% + n—lk, com nq,MNs, ..., N naturais
7
i1
uma soma de fragdes unitdrias, basta seguir os seguintes passos: Adaptado de (ROQUE;

PITOMBEIRA, 2012, p. 28-29).

distintos. Para expressar, por exemplo, -= em uma soma de fra¢oes egipcias, ou seja, em

11

entao =.

1. Inverta 11 ,

2. Tome o maior inteiro mais préximo da fragio obtida como (1 < & < 2,
o maior inteiro é 2). Logo, % < % é a maior fragdo com numerador 1
menor que 1—71
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o

3. Subtraia essa fragdo unitédria da fragao dada, ou seja, {7 % 55

7 _ 1 3
LOgO,ﬁ—§+@

Repita o algoritmo para 2—32

) 3 <22
1" Inverta 55, entao 5.

2. Tome o maior inteiro mais préximo da fragao obtida como (7 < % <8,
o maior inteiro ¢ 8). Logo, 3 < & é a maior fragdo com numerador 1
menor que %

3. Suthraia elssa fllragéo unitaria da fracao dada, ou seja, 2—52 —é =176 = ss-
Logo, 55 = 3 + 35
Portanto, 1—71 = % + % + %.

Roque (2012, p. 59), aponta que uma vantagem do sistema egipcio em relagao ao
nosso € a facilidade para se comparar fragoes. Uma vez que cada uma das fragoes é dada
por uma soma de fragoes com numerador 1, na representagao egipcia, uma inspecao direta
permite dizer qual a maior das duas fragoes. Enquanto, se quisermos saber, em nossa

representacao, qual a maior de duas fragdes teremos de igualar os denominadores.

A autora destaca ainda, que em trabalhos renomados, como os de O. Neugebauer,
nos anos 1930 e 1940, e de B.L. Van der Waerden, nas décadas de 1950 a 1980 que de acordo
com esses historiadores que, "a aritmética baseada em fragoes unitarias (com numerador
1) teria tido uma influéncia negativa no desenvolvimento da Matemética dos egipcios,
impedindo-os de evoluir em diregao a resultados mais avangados [...]". (ROQUE, 2012, p.
24).

Lopes (2008, p. 13-15), no entanto, destaca que o trabalho com fragoes egipcias sao
inspiradoras, singulares e ricas de significados, além de contribuirem para que os alunos

desenvolvam habilidades de calculo mental, explorem conceitos e ideias chaves como:

fragoes equivalentes, comparagao, adigdo e subtragdo simples. Contri-
bui para que sejam introduzidas ideias importantes como aproximagao,
arredondamento, limites e ainda que se possam explorar distintas repre-
sentacdes, é uma boa oportunidade para se explorar a calculadora como
ferramenta de investigacdo. (LOPES, 2008, p. 15).

O fato é que apesar do uso pratico dessas fracoes tenha ficado no passado, as fragdes
egipcias continuam sendo objeto de estudo em Teoria dos Numeros e em Matematica
recreativa®. Existindo ainda, problemas em aberto sobre fracoes egipcias. Como o famoso

problema dos matematicos P. Erdos e E. Straus que conjecturaram, em 1948, que toda

3O professor norte americano Singmaster (1992 apud RIBEIRO, 2018, 10-15) definiu Matematica
Recreativa como sendo a , “[...] Matemética que é divertida, popular e com uso pedagégico”. Portanto,
pode-se entender como o conjunto de jogos, problemas, métodos, desafios, competicoes e ideias
matematicas cotidianas. A Matemadtica Recreativa é muito ampla no campo da Matemaética, servindo
de ponte para a descoberta de conceitos muito importantes como, por exemplo, nos problemas
populares que deram origem & Teoria das Probabilidades e & Teoria dos Grafos. Os principais Autores
e Divulgadores da Matematica Recreativa sdo: Martin Gardner, Lewis Carrol, Edouard Lucas, Sam
Lloyd, Henry E. Dudeney. No Brasil os trabalhos de Ian Stewart e Malba Tahan sdo os mais divulgados.
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fracao do tipo %, com n > 5, pode ser escrita como a soma de trés fragoes egipcias. Ou

seja, eles conjecturaram que a equacao 2.1

=44 (2.1)
n Ty =z

sempre tem solugdes naturais positivas x,y, z, para todo natural n > 5. Com o auxilio de
computadores, foi demonstrado que a conjectura de Erdos-Straus é verdadeira para todo
natural n tal que 5 < n < 10, Porém, até hoje ninguém foi capaz de demonstrar o caso
geral ou refutar a conjectura, apresentando um valor natural n > 5 para o qual a equacao
4

_ 1,11 % ~ : I
~ =<+ M + 2 nao tenha soluc¢oes naturais positivas x, y, z.

Outro problema relacionado a fragoes unitarias formulado em 1956 e ainda nao
resolvido é: Seja ™ com m < n, um racional tal que n ¢ impar. Escreva entao ™ como

soma de fragoes unitarias distintas cujos denominadores sejam todos impares.

Desta forma, percebemos que a partir de problemas, a Matematica se desenvolveu,
e continua a se desenvolver. E apesar do calculo com fracoes ter dado a Matematica egipcia
um carater inconveniente e pesado, a maneira de operar com as fracoes unitarias em seu
aspecto mais basico e principalmente usual, por meio de tabelas apropriadas e métodos

engenhosos, foi praticada durante muitos anos, sobrevivendo até a Idade Média.

Portanto, perpassou séculos desde as fragoes unitarias dos egipcios até o nosso
sistema de numeracao decimal posicional atual e, através da contribui¢ao de varios povos
para sua evolugao, o conceito de fracao e a evolucao de sua representacdo numeérica, levou-se
o que seria a expansao do Conjunto dos Numeros Naturais ao Conjunto dos Numeros

Racionais.

Sendo assim, é fundamental ressaltarmos a importancia que os egipcios tiveram
para o desenvolvimento da humanidade em diversas dreas, tais como medicina, agricultura,
arquitetura e em especial para a Matematica. Portanto, a Matematica é uma ciéncia
antiga que surgiu das necessidades basicas diarias de resolver problemas, em particular
problemas relacionados a quantificagao de objetos e medidas e os egipcios contribuiram
muito para as diversas reas da Matematica, tais como: na Algebra (sistema de numeragao;
fragbes unitérias; equagdo linear simples; progressoes aritméticas e geométricas), na
Geometria (drea de um circulo; area de tridngulos e retdngulos; volume do cilindro
reto e do tronco de piramide de bases quadradas e drea de um tridngulo qualquer) e
na Matemédtica Aplicada (calendario solar). Além disso, no Papiro de Rhind, um dos
documentos matematicos da antiguidade mais conhecidos, sdo encontrados problemas
criativos e liudicos, envolvendo calculo de areas e volume, que sao utilizados por alguns

pesquisadores da area da Mateméatica Recreativa.
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3 O Conjunto dos nimeros racionais

Com o objetivo de darmos um maior embasamento tedrico para os professores, bem
como consolidar o conhecimento sobre fragoes e suas propriedades, neste capitulo sera

formalizado a construgao do Conjunto dos niimeros racionais (representados por Q).

A construcao dos niimeros racionais sera feita sobre duas perspectivas: geométrica
a partir do conceito de medida de segmentos comensuraveis com a unidade e sobre a
perspectiva algébrica usando como pré-requisito o conhecimento do Conjunto dos niimeros

inteiros (representado por Z) suas definigoes e propriedades algébricas.

Para as definigoes, resultados e demonstragoes, sera utilizado como referéncia:
Caraga (1951), Domingues (1991), Santos (2013), Sales (2016) e Custédio (2017).

3.1 Construcao geométrica dos nliimeros racionais

Podemos perceber que no decorrer do tempo, houve a necessidade de novos niimeros,
devido ao aparecimento de problemas associados a medi¢des nao exatas. Logo, a medida é

um procedimento que permite reduzir grandezas a ntimeros, isto é:

Para medir o primeiro passo é escolher uma unidade de medida. Duas
medidas da mesma natureza devem possuir uma unidade de medida
comum. Cada grandeza ¢é identificada, assim, ao ntimero inteiro de uni-
dades de medida que a compoem. A medida torna possivel, portanto, a
correspondéncia entre qualquer grandeza e um ntmero natural, ou uma
relagdo entre nimeros naturais. (ROQUE; PITOMBEIRA, 2012, p. 59).

Portanto, o processo de medida consiste em comparar duas grandezas da mesma
espécie, por exemplo, dois comprimentos, dois volumes, entre outros. E para medir é
preciso, na maioria das vezes, subdividir uma das grandezas em um nimero finito de partes
(unidade de medida), de modo que essa unidade de medida caiba um nimero inteiro de
vezes em ambas as grandezas a serem comparadas. Assim, o problema geral da comparacao
entre segmentos seria, por exemplo, o seguinte: Sejam dados dois segmentos AB ¢ CD,
tais que AB é maior do que CD. E possivel medir AB, utilizando C'D como unidade de
medida?

Suponha que o comprimento do segmento C'D é a unidade u (chamado segmento
unitario, cuja medida por defini¢do ¢ igual a 1) e que se quer medir o segmento AB
adotando u como unidade. "A medida do segmento unitario v pode diferir de pessoa
para pessoa, dependendo de qual segmento escolheu como medida unitaria, mas uma vez
escolhido o segmento unitario, sua medida deve ser mantida."(SANTOS, A. C. G., 2013, p.
7).
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As vezes, 6 possivel que CD caiba um nimero inteiro de vezes no AB. Neste caso,
a medida AB = nCD, sendo n um nimero inteiro e positivo. Logo, o processo de medida
conduziria a ntimeros inteiros. Por exemplo: Dado um segmento qualquer AB. Utilizando
o segmento unitario u, o qual serd chamado de C'D, pode-se verificar que o segmento
unitdrio u = C'D cabe 5 vezes no segmento AB. Exemplo adaptado da dissertacao: Uma

contribui¢ao ao ensino de nimeros irracionais e de incomensurabilidade para o ensino

médio. (SANTOS, A. C. G., 2013, p. 8).

Figura 6 — Medida dos segmentos AB e CD
A E F G H B

C D

Fonte: Uma contribuicao ao ensino de niimeros irracionais e de incomensurabilidade para

o ensino médio. (SANTOS, A. C. G., 2013, p. 8).

Observe na figura 6, a representacio geométrica dos segmentos AB e CD = u.
Note que os 4 pontos interiores E, F,G e H dividiram o segmento AB em 5 segmentos
sobrepostos e congruentes. Logo pode-se concluir que os segmentos AB e C'D possuem
um segmento de medida comum aos dois segmentos, que é o segmento de medida unitaria
u. Portanto, como AB = 5u e u = CD, entdo, AB = 5CD.

Mas, frequentemente, o segmento C'D nao cabe um nimero inteiro de vezes no
segmento AB. Desta forma, deve-se procurar uma unidade de medida menor, ou seja,
é preciso subdividir o segmento C'D num ntimero finito de partes iguais e menores. O
processo de subdivisao termina ao encontrar um segmento menor cuja medida é v e que
cabe um ntmero inteiro de vezes nos segmentos AB e em CD. Por exemplo: Seja os
segmentos AB e C'D. Como C'D nido cabe um niimero inteiro de vezes em AB. Escolhendo
v como unidade de medida, temos as seguintes igualdades: AB = Tv e CD = u = 5v. Logo,
a comparacao de AB com C'D nos fornece a razdo 7+ 5, isto ¢, AB = ICD, conforme a

figura 7.

Figura 7 — Segmentos AB e CD

C D
| |
| |

Fonte: Exemplo adaptado do livro Tépicos de Histéria da Matematica (ROQUE;
PITOMBEIRA, 2012, p. 60)
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Roque e Pitombeira (2012, p. 60), entende que "é desse tipo de comparacao que
surgem as medidas expressas por relagoes entre niimeros inteiros, que chamamos hoje de

"racionais'(justamente por serem associados a uma razao)."

Definicao 3.1.0.1. Sejam, os segmentos AB e OD, figura 8, em cada um dos quais se
contém wm numero inteiro de vezes o segmento u - AB contém m vezes e CD contém n

vezes o segmento u.

Figura 8 — Segmentos AB e CD

m

A B
n

e Z D

Fonte: Exemplo adaptado do livro Conceitos fundamentais da Mateméatica. (CARACA,
1951, p. 35)

Diz-se, por definicdo, que a medida do segmento AB, tomando CD como unidade,

¢ 0 numero 7, e escreve-se

AB=7.CD

3

quaisquer que sejam os numeros inteiros m e n (n nao nulo); se m for divisivel por n,
o nimero ™ coincide com o nimero inteiro que € o quociente da divisio; se m nao for
divisivel por n, o nimero ™ diz-se fracionario. (CARACA, 1951, p.35-56).

O nimero ™ diz-se, em qualquer hipdtese, racional — ao nidmero m chama-se

numerador e ao numero n denominador.

Assim, um segmento AB é dito comensurdvel com a unidade dada pelo segmento
CD, quando existe uma subunidade de medida que cabe um ntimero inteiro de vezes em
AB e em CD. Caso contrario, se a razao entre as grandezas nao puder ser expressa por

um numero racional, dizemos que tais grandezas sao incomensurdveis.

3.2 Representacao geométrica das operacoes com ndmeros racio-

nais

3.2.1 Adicao e Subtracio

A adigao esta associada a dois tipos béasicos de ideia: juntar (ou reunir) ou entao
acrescentar, enquanto a subtragao corresponde a ideia de: retirar, comparar ou completar.

E muito importante que os alunos vivenciem experiéncias envolvendo todas estas ideias.

Segundo Druck:
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Essas operagoes, por terem uso em situagoes similares, seja envolvendo
numeros naturais ou fracionarios, ndo costumam apresentar uma grande
dificuldade no tocante a atribuicdo de significados aos seus conceitos
pelos alunos. Mesmo sobre pedagos (de tecidos, pizzas ou o que for) é ficil
conceber que eles sejam juntados ou acrescentados uns ao outros. Também
é plausivel retirar-se um pedago de outro ou querer saber "que pedaco
faltaria para completar outro”, ou ainda, perguntar sobre o tamanho do
pedacinho que corresponde a diferenca entre dois outros (e, portanto
comparar). Ou seja, todas as agdes correspondentes as ideias da adigao
ou subtracdo fazem sentido também no universo das fragdes. (DRUCK,
I. F., 2006, p. 8).

A autora destaca ainda que um “aluno que tenha incorporado o significado do
denominador, nao terd duvidas sobre o resultado da adi¢do ou subtracao de fragoes com
um mesmo denominador.” (DRUCK, I. F.; 2006, p. 8). Por exemplo: Se a quatro sétimos
junto mais dois sétimos, dados que os pedacos sao todos do mesmo tamanho, entao temos
seis sétimos. O caso da subtragao de fragoes com o mesmo denominador é analogo. Esta

situacao pode ser assim graficamente representada pela figura 9.

Figura 9 — Adicao de fracoes com o mesmo denominador

4 +2
-l

Fonte: Portal da Mateméatica - OBMEP!

Observe que cada retangulo, da figura 9, estd dividida em sete partes iguais, logo
cada uma dessas partes representa um sétimo do total, isto é, % No primeiro retangulo,
em amarelo, estao sendo consideradas quatro das sete partes (representado assim, pelo

numero fracionario %); no segundo retangulo, em vermelho, estdo sendo consideradas duas

das sete partes (representado desta forma, pelo niimero fracionario %) Temos assim, que a
adicao de 4 partes e 2 partes da nos um total de 6 partes, cada uma representando % do

total. Portanto, 3 + 2 = 42 =

De maneira geral, temos que a adi¢ao de fracdes de mesmo denominador é dada
. a b __ a+bd
por: = + - = =—

Cc Cc C

A subtragao de fragoes de mesmo denominador segue 0 mesmo principio: %—% = “T_b

L Endereco eletrénico do site Portal da Mateméatica-OBMEP:
https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/index?a=1. Acesso em 19 fev. 2019
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A dificuldade com as operagoes de adicao e subtracao de fragoes nao é conceitual,
mas sim técnica. Assim, para o caso em que os denominadores das fracoes sao diferentes é
um tanto mais complexa, isto é, os pedagos que as fra¢oes representam nao sao de mesma
medida. Portanto, para que o aluno seja capaz de desenvolver estratégias adequadas
para resolver problemas que envolvam tais operagoes é importante que tenha dominio de

equivaléncia entre fragoes. Exemplo adaptado de Druck, I. F. (2006, p. 9).

O bolo de Joao e Mario. Mamae fez um bolo. Jodo comeu % e Mario comeu % do

mesmo bolo. Quem comeu mais bolo?
A partir desses dados pode-se formular as seguintes perguntas, entre outras:
a) Quanto do bolo Mario e Jodo comeram juntos?
b) Quanto Méario comeu a mais do que Joao?
Como fazer para saber que fracao de bolo os dois comeram juntos?

Examinando, graficamente, em retangulos, as possiveis fatias que cada um comeu,
tem-se:

Figura 10 — Adigdo de fracoes com denominadores diferentes

Fonte: Portal da Matemética - OBMEP?

3
7
2
B -2
?
?

Observando a figura 10 acima, é possivel notar que o primeiro retangulo, esta
dividido em sete partes iguais. Destas sete partes, tem-se que a parte pintada em amarelo
representa % do total. O segundo retangulo (que é idéntico ao primeiro) estd dividido
em cinco partes iguais, sendo que a parte pintada em vermelho representa % do total.
Perceba que, nesse caso, nao é possivel “encaixar'perfeitamente uma parte de tamanho
igual a % do retangulo em uma parte de tamanho igual a % Diferente do exemplo dado
inicialmente (adigdo de fragdes com o mesmo denominador), no qual todas as partes
menores do retdngulo (no caso, %), representavam uma mesma fracao dos retangulos la
considerados. Como proceder, entao, no caso de adi¢ao (ou subtragdo) com denominadores

diferentes? Diante disso, deve-se recorrer a equivaléncia entre fragoes.

2 Endereco eletrénico do site Portal da Matemética-OBMEP:
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Uma vez que a soma de fragoes com denominadores iguais ja é conhecida, basta

entao usar essa ideia para calcular %—I— % Para isso, é necessario representar as fragoes % e %

usando um denominador comum. Geometricamente, pode-se ter a seguinte interpretacao:

1. Redivida as fatias de Méario em sete pedacos, isto é, considere um quadrado
dividido em sete partes iguais, por exemplo, por seis retas verticais, a parte em amarelo

representa a fragao % Com o auxilio de quatro retas horizontais, por exemplo, se subdivide

o quadrado em 35 partes iguais, ou seja, % = %

quadrado ficou dividido, 15 serao amarelas, conforme mostra a figura 11.

= % Assim, das 35 partes em que o

Figura 11 — Fatias comidas por Mdrio

3 15

7 35
Fonte: Portal da Matemética - OBMEP?

2. Do mesmo modo, dividindo as fatias de Jodao em cinco pedacos iguais, isto é,
dividindo um quadrado idéntico ao anterior em cinco partes iguais, por exemplo, com o
auxilio de quatro retas horizontais, a parte vermelha representa a fragao % Utilizando,
por exemplo, seis retas verticais se subdivide o quadrado em 35 partes iguais, isto é,
% = % = %. Desta forma, das 35 partes em que o quadrado ficou dividido, 14 serao

vermelhas. Como pode ser observado na figura 12.

Figura 12 — Fatias comidas por Jodo

2 14

5 35

Fonte: Portal da Mateméatica - OBMEP *

3 Endereco eletronico do site Portal da Matemética-OBMEP:
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3. As areas pintadas dos dois quadrados agora sao multiplas de uma mesma area

comum (a area de um dos 35 retangulos nos quais os quadrados ficaram divididos), e

desta forma, é possivel determinar que Mario comeu % = % e Joao comeu % = % de bolo.

Portanto, como mostra a figura 13, podemos concluir que:

Figura 13 — Adicao de fracoes com mesmo denominador

5, 14 _29
35 35 35

Fonte: Portal da Mateméatica - OBMEP?

a) Juntos os meninos comeram % do bolo. Isto é:

3,215 14 _ 15414 _ 29
7 5 35 35 35 35

E consequentemente a resposta para

b) O que o Mério comeu a mais é a diferenga entre as duas fatias, ou seja:

~|w

2 _ 15 _ 14 _ 1
i de bolo.

De maneira geral, se usa o seguinte algoritmo para a adicao de fragdes com

i i e b _ad  bc _ adtbc
denominadores diferentes: ¢ + 5 = &5 + 7= =«

A subtragao de fragoes com denominadores diferentes segue o mesmo principio:
a-d bc _ ad-bc

c-d dec —  cd

ol

_b_
5=

Portanto, a ideia por tras da adicao e da subtracao de fra¢oes se resume no fato de
somar ou subtrair fragdes com o mesmo denominador. Quando nao forem iguais, deve-se
tratar de substitui-los por outros equivalentes a cada um deles, cujos denominadores sejam
iguais entre si, para entdo somé-los ou subtrai-los. Desta forma, reforga-se as ideias que
estao sendo utilizadas para resolver as operacoes: a equivaléncia de fracoes e o significado

da soma ou da subtracao.

3.2.2 Multiplicacao

Segundo Druck, I. F. (2006, p. 10), a multiplicacao de fragdo “é procurar uma
fragdo de fragdo (uma parte de um pedago), como nos problemas tipicos de heranca.”

E isto deve ficar claro para o aluno através de discussoes e situagoes problemas o mais

5 Endereco eletrénico do site Portal da Matemética-OBMEP:
https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/index?a=1. Acesso em 19 fev. 2019
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préximo possivel do seu dia a dia, como no exemplo: Se um casal tem cinco filhos, ao
falecer um dos conjuges, a metade dos bens sera do viivo e a cada filho do casal cabera
como heranca a quinta parte da metade restante, isto é, cada filho tera direito a % de %
dos bens. Adaptado de (DRUCK, I. F., 2006, p. 10).

Graficamente, pode-se representar a parte que cabe a cada filho conforme a figura
14:

Figura 14 — Fracao de fragdio

BENS DO CASA

METADE DO VIUVO
PARTE DE 1 FILHO

Fonte: Exemplo adaptado do artigo: Fracoes: uma anélise de dificuldades conceituais
(DRUCK, I. F., 2006, p. 10)

Portanto, a parte que correspondera a cada filho serd equivalente a % do total de

bens. Convencionou-se chamar este nimero de produto de % por %, isto é: 1—10 = é X %

A preposicao “de” e a palavra “vezes” sao comumente usada em situagoes problemas
que envolvem adicao de parcelas iguais, embora a presenca da preposicao “de” nao seja

tao enfatizada quanto a palavra “vezes”. Por exemplo:

1. Comprei cinco pacotes de % kg de macarrdo no supermercado. Quanto de
macarrao comprei? Exemplo adaptado de (DRUCK, I. F., 2006, p. 11).

Pode-se assim resolver, 5 vezes % kg, isto, ¢ a ideia aqui é a adicao de parcelas

iguais, assim, % + % + % + % + % = g Também poderia ser colocado da seguinte maneira:
uei com acotes) de = ue ao todo nos déa claramente 2 = 5 x =. Para Druck, I.

fi 5 tes) de 5 kg, tod da cl te 2 =5 x 3. Para Druck, I
F. (2006, p. 11), pequenas observagoes como essas cria “uma familiaridade maior com o
tipo de interpretacdo pratica que é possivel no campo das fragoes, evitando a criacao de

obstaculos a aprendizagem futura dos alunos.” A autora destaca ainda que:

O algoritmo usual do "multiplica em cima e em baixo"me parece excessi-
vamente ‘magico’ e de mecanizagdo automatica, sem sentido e demasiada-
mente répida. E fato amplamente reconhecido que esse tiltimo algoritmo
ndo é compreendido pela grande maioria dos alunos. (DRUCK, I. F.,
2006, p. 12).

Usando a representacao geométrica é possivel atribuir significado a multiplicacao

de fracdo, sem o conhecimento prévio da magica regra acima. Por exemplo:
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Quanto vale 2 de %? Exemplo adaptado de (DRUCK, I. F., 2006, p. 13).

3
7
Sabe-se que % de algo equivale a 3 partes consideradas dentre as 7 partes corres-
pondentes em que o todo foi dividido. Desta forma, para resolver a questao proposta, é
necessario saber quanto vale uma dessas tais partes e a seguir toma-la 3 vezes. Logo, o

objeto de estudo ¢ descobrir os % de um todo hipotético. Portanto, ao conhecer quanto

vale % de % deve-se posteriormente triplicar este valor.

1) Tome um quadrado dividido em cinco partes iguais e destas considere 2, ou seja,

% do todo. Como, por exemplo, mostra a figura 15.

Figura 15 — Representagao de % de um todo

2
5

Fonte: Portal da Mateméatica - OBMEP ©

2) Dado o quadrado anterior dividindo-o por seis retas verticais e, tomando um
sétimo tem-se que % de % cobrem 2 retangulos quando a unidade original é repartida em 35

A ‘ 1 2 42
retangulos de mesma area. Logo, se pode responder que = de £ ¢ 5z. Conforme a figura 16.

Figura 16 — Representacao de % de %

(SN

——
1

7

Fonte: Portal da Mateméatica - OBMEP 7

3) Tomando trés vezes %, obtém-se, 3 X % = % Assim, tem-se que % de % cobrem 6
retangulos quando a unidade original é dividida em 35 retangulos de area igual. Como

pode ser observado na figura 17.

6 Endereco eletrénico do site Portal da Matematica-OBMEP:
https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/index?a=1. Acesso em 19 fev. 2019
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Figura 17 — Multiplicacao de fragoes

Cem—
35
Fonte: Portal da Mateméatica - OBMEP 8

N =
N =
=1l w

1
7

(] )
w
ot

Portanto, pode-se concluir que: % X

Baseado na representacao geométrica acima, o desenvolvimento do raciocinio citado
anteriormente corresponde ao seguinte algoritmo: 2 x 2 = (3 x I) x 2 =3x (3 x 2) =
3x ==2

Para o produto % X %, pode-se ainda tomar, como exemplo, os mesmos dois
quadrados utilizados anteriormente representando as fatias de bolo que Mario e Joao
comeram. Observando ambas as representacoes, d4 para perceber que a resposta, na
verdade, é a intersecdo entre as areas que representam cada uma das fragdes apds uma

sobreposicao, ou seja, sobrepondo os dois quadrados, serd encontrado uma area verde que

6

representard o valor .

Desta forma temos, de acordo com a figura 18, que:

Figura 18 — Multiplicacao de fragoes

Mario comeu § Jodo comeu % Sobreposicdo das partes
7

Fonte: Portal da Mateméatica - OBMEP ?

7

Portanto, % de % é 3%, isto é, £ x

~Jlwo
[S1\]
\

35°

a., c a-c
b d = bd  bd’

— ac _ ac

De maneira geral, temos que a multiplicacao de fragoes é dada por:

8 Endereco eletrénico do site Portal da Matemética-OBMEP:
https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/index?a=1. Acesso em 19 fev. 2019
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Portanto, é essencial que o aluno passe por varias experiéncias concretas envolvendo

o conceito desta operacao para que esta seja interiorizada e transferida para a aprendizagem

do algoritmo, que vem a ser um mecanismo de célculo. Assim, quando o aluno, por exemplo,
3

escrever % X g = 55, esta acao deva refletir uma experiéncia e ndo uma simples transmissao

de informacao.

3.2.3 Divisao

De acordo com Druck, I. F. (2006, p. 14), se “a repartigdo equitativa perde tipica-
mente o sentido entre fragoes préprias, a ideia de medida da operacao de divisdo continua
valida no campo das fragoes.” Para isso, é necessario propor situagoes problemas adequadas.
A autora destaca ainda que:

Ficaria estranho perguntar: "quantas vezes % de uma banana cabe numa

metade dela?". Mas o problema pode ser melhor colocado da seguinte
maneira: "Quero comer uma metade de banana, mas elas estao na bandeja
cortadas em tergos. Quantos ou que fracdes dos pedagos de banana na
bandeja devo comer para satisfazer a minha vontade? (DRUCK, I. F.,
2006, p. 14)

Situagdes problemas como esta, quando bem orientada pelo professor, podem
estimular os alunos a desenvolverem técnicas que os levara a solucdo de uma forma
significativa. Evitando a memorizagao de regras, com o auxilio de materiais concretos
(papel quadriculado, desenhos, l4pis de cor, tesouras, ... ) o exemplo abaixo pode ser
facilmente resolvido.

I. Quanto vale % = %, ou seja, quantas vezes % cabem em % (de algo)? Adaptado de

Druck, 1. F. (2006, p. 14-15).

4

1) Imagine um retangulo dividido em sete partes iguais e delas tome 4, isto ¢, .

Conforme a figura 19 abaixo:

Figura 19 — Representagdio de % de um todo

Fonte: Portal da Mateméatica - OBMEP 1°

2) Utilizando agora 2 (do mesmo todo), isto ¢, das sete partes em que o todo foi

dividido tome 3, conforme a figura 20.

10 Endereco eletrénico do site Portal da Mateméatica-OBMEP:
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Capitulo 3. O Conjunto dos nimeros racionais 36

Figura 20 — Representacao de % do mesmo todo

Fonte: Portal da Matemética - OBMEP !

3) Desta forma, serd utilizado %, como unidade de medida, para medir % (de um
todo inicial). No entanto, essa nova unidade de medida %, ja se encontra dividida em partes
iguais (os sétimos) e destas somente 3 partes serao cobertas pela fragao % Portanto, serao
3 pedacos (que medem % do todo inicial) entre os 4 iguais, que representara a parte % que

cabe em % Conforme mostra a figura 21:

Figura 21 — Divisao de fragoes

3

T
,-f""/\-\\-‘

E‘&“’f

7

Fonte: Portal da Mateméatica - OBMEP 12

3

Sendo assim, temos que a resposta sera: % de % cabe em z.

Simbolicamente obtém-se: % - % = %

Druck, I. F. (2006, p. 15-16), salienta que o uso dessa técnica de divisao pode
facilitar a compreensao ou apropriagao significativa dos procedimentos, uma vez que ela
parte dos significados das nocoes de fracao e da operacao de divisdo nesse campo numeérico.
Destaca ainda que se duas fra¢oes possuem o mesmo denominador, entdo, isto significa que
o todo inicial foi dividido em partes de mesma medida. Assim, as partes sao equivalentes e
consequentemente: o divisor representara a nova unidade de medida do problema, isto é, o
numero de partes em que ele esta dividido serda o denominador da fracao e o dividendo
representara o total a ser recoberto pela nova unidade, ou seja, o nimero de partes que
devo tomar da mesma unidade e, portanto, o numerador da resposta. Podendo ser resumido

n

em simbolos matemdticos, como: * + £ = %, com (n,m,p € N;m,p # 0)

1 Endereco eletrénico do site Portal da Mateméatica-OBMEP:
https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/index?a=1. Acesso em 19 fev. 2019
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https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/index?a=1. Acesso em 19 fev. 2019
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Portanto, dadas duas fragoes de mesmo denominador o quociente entre elas é
dado pela generalizagao acima. Logo, o caso da divisao entre duas fragoes se resume em
reduzi-las a fragoes equivalentes com o mesmo denominador, recaindo no caso de adigao e
subtracao de fracoes, nao sendo necessaria a regrinha de “conservar a primeira fracao e

multiplicar pelo inverso da segunda”.

O uso do algoritmo “conservar a primeira fragdo e multiplicar pelo inverso da
segunda” pode ser feito num segundo momento, onde o aluno tenha um dominio maior
de abstracdo e um conhecimento algébricos mais profundos, compreendendo elementos

inversos e o elemento neutro da multiplicacao.

Druck, I. F. (2006, p. 9), destaca que nos “casos da Multiplica¢io e Divisio
dificuldades conceituais importantes se apresentam de inicio, pois os significados que os
alunos ja trazem, associados a tais operagoes, nao mais fazem sentido no contexto das

fragoes.”

A ideia da multiplicacao de formar quantidades correspondentes a adigao de parcelas
iguais ou ao nimero de combinagoes entre objetos de conjuntos finitos distintos, nao faz
muito sentido quando se trata de fragoes. Para Druck, I. F. (2006, p. 9), seria “absurdo
perguntar, por exemplo, qual é o valor da soma de g consigo préprio % de vezes. Nao
existe colegdo com quantidade fraciondria (fracdo prépria) de elementos entre os quais seja
viavel estabelecer combinagdes.” Do mesmo modo, a ideia da divisao de repartir de forma
equitativa ou medir o dividendo usando o divisor como padrao de medida perde o sentido

~ s ~ . . -1 ~ 1 .
em relagao as fragoes. Por exemplo, que sentido teria repartir 5 maca para 3 de criangas?

E necessario atribuirmos sentido para as operagoes de multiplicacao e divisao com
fragoes, propor situacoes problemas que tenha significado para o aluno cujas solugoes
exijam deste estratégias pessoais, que possam ser entendidas e que de fato contribua para

uma melhor compreensao dessas operagoes.

Sendo assim, os conceitos envolvendo as operac¢oes com fragoes, sao fundamentais
para o desenvolvimento de muitos outros conceitos aritméticos e em futuras aprendizagens.
Caso nao domine o conceito dessas operacgoes, o aluno conseguira, no maximo, memorizar
os fatos basicos e realizar posteriormente de forma mecéanica o algoritmo. A dificuldade
nesta memorizagao sera muito grande e a inseguranca ficara clara diante de um problema:

quando ele nao for capaz de se decidir sobre qual operacao realizar ou como realiza-la.

Por fim, é importante lembrarmos que as propriedades das operacoes de adi¢ao
e a multiplicacdo que serao apresentadas, no capitulo seguinte, sao pouco exploradas
durante as aulas de Matemaética. Estas propriedades quando bem conceituadas podem vir
a contribuir de maneira significativa para que o aluno desenvolva a habilidade com célculo

mental e torne mais rapida e, até mesmo mais facil a resolugao de diversas atividades.

A seguir apresentaremos a construcao do Conjunto dos ntimeros racionais na
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perspectiva algébrica, usando como pré-requisito o conhecimento do conjunto dos niimeros
inteiros (representado por Z) suas definigdes e propriedades algébricas, onde as fragoes

foram definidas como quocientes de inteiros, que nao sao necessariamente inteiros.

3.3 Construcao algébrica dos ndimeros racionais

Definicao 3.3.0.1. Seja Z* = {m € Z|m # 0} e consideremos sobre ZxZ* = {(m,n)|m €
Z,n € Z*} a relagio definida para quaisquer (m,n), (p,q) € Z X Z*. Dizemos que (m,n)
estd relacionada a (p,q) se, e somente se mq = np. Denotaremos por ~ tal relagdo.

(DOMINGUES, 1991, p. 181).
Exemplo:

a) (3,5) ~ (6,10), pois 3-10 =56

b) (7,—4) ~ (21, —12), pois 7+ (—12) = —4 - 21

Assim, dizer que mq = np é equivalente a @ = 2. Logo, dois pares ordenados sao
n g

equivalentes se a razao entre suas coordenadas, na mesma ordem, coincidem.

A relacao ~ definida acima é uma relagao de equivaléncia sobre Z x Z*, pois sao

validas as seguintes propriedades:
1. Reflexiva: (m,n) ~ (m,n).

Demostracao:

Seja (m,n) € Z x Z*. Assim temos que: (m,n) ~ (m,n) se, e somente se mn = nm.
Como a propriedade comutativa da multiplicagao vale em Z, temos que (m,n) ~ (m,n) é

reflexiva.

Portanto, (m,n) ~ (m,n).
2. Simétrica: (m,n) ~ (p,q) = (p,q) ~ (m,n).

Demonstracao:
Sejam (m,n), (p,q) € Z x Z*. Se (m,n) ~ (p,q) entao, por hipétese, mqg = np.

Usando a propriedade simétrica dos niimeros inteiros, podemos escrever np = mgq e

pela propriedade comutativa, temos que pn = gm.

Portanto, (p,q) ~ (m,n).
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3. Transitiva: (m,n) ~ (p,q) e (p,q) ~ (r,s) = (m,n) ~ (r,s).

Demonstracao:

Sejam (m,n), (p,q) e (r,s) € ZxZ*, tais que (m,n) ~ (p,q) e (p,q) ~ (r, s). Temos
assim, por hipotese, que:

mq = np,e (3.1)

ps = qr (3.2)
Multiplicando 3.1 por s e 3.2 por n, obtemos:

mgs = nps, e (3.3)

nps = nqr (3.4)

Logo, comparando 3.3 e 3.4 temos que: mqs = nqr.

Como q € Z*, pela lei do cancelamento da multiplicagao valida em Z, temos que
ms = nr. Assim, (m,n) ~ (r,s).
Portanto, (m, n) ~ (p,q) e (p,q) ~ (r,5) = (m,n) ~ (r,s).

Definicao 3.3.0.2. Para cada par (m,n) € Z x Z*, denotaremos por ™ a classe de

equivaléncia a qual esse elemento pertence. (DOMINGUES, 1991, p. 181). Assim:
2 ={(x,y) €Z XL | (x,y) ~(m,n)} ={(z,y) € ZxZ*| nx =my}.

Por exemplo:

% = {(l’,y) €ELXL” ‘ br = y} = {(175); <_17 _5); (27 10); (_27 _10); }

Teorema 3.3.0.1. (Propriedade fundamental das fragoes). Se (m,n) e (p,q) sao elementos
de Z X Z*, entdo T+ =2 < mq = np. (SALES, 2016, p. 43).
Demonstracao.

Usando a definicao da relacdo ~ podemos escrever:

N ="t (m,n)~ (p,q) < mq=np.

Definicao 3.3.0.3. O conjunto dos nimeros racionais é denotado por Q e representa o
conjunto quociente de Z X Z* pela relagio de equivaléncia ~, da sequinte maneira: (SALES,
2016, p. 43)

Q={%2|(m,n) € ZxZ*}
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Portanto, cada nimero racional a pertencente a Q possui infinitas formas de
representacao ™ (m € Z;n € Z*). Onde, em cada uma delas m ¢ o numerador e indica o
numero de partes consideradas na fracdo enquanto e n o denominador e indica o niimero
de partes que a unidade (o todo) foi dividida. Temos ainda que dois elementos quaisquer

a,b € Q sempre admitem representagoes cujo os denominadores sejam iguais.

—_m _ P 5 m __ mgq p _ np 1 —
Defato,sea—;eb—g,entao;——ef—n—q,pmsm(nq)—n(mq)e

p(ns) = qlnp). o

3.4 Operacoes e propriedades algébricas dos niimeros racionais

3.4.1 Adicao de numeros racionais

Definigao 3.4.1.1. Sejam x = § e y = § numeros racionais, isto € v,y € Q. Tem-se que
a soma de x com y e indica-se por x +7y o elemento de Q, assim definido: (DOMINGUES,
1991, p. 182):

__ ad be __ ad+bc
THY=1ata = pd

A soma x + y nao depende dos pares ordenados escolhidos para definir x e y.

/

_a __d _c __c ~ __a c _a c .
Teorema 3.4.1.1. Sea:—g—y ey=g =g entaor+y=3+5=95v+5. Ou seja,

x+y = odtbe = ddAVC (GALES, 2016, p. 44).
Demonstracao:
Pela propriedade fundamental das fracoes, temos que: 7 = Z—:, entdoa-b' =b-d e

=9, entaoc-d =d- .

Temos por hipétese que:
ab’ = ba' (3.5)

cd = dd (3.6)

Multiplicando 3.5 por dd’ e a 3.6 por bb’ e em seguida, somando as relagdes obtidas

membro a membro, temos:
adb/d’ + cbd't! = bda'd' + bdc't/
Colocando b'd’ em evidéncia no primeiro membro e bd no segundo obtemos:

(ad 4 cb)b'd" = bd(a'd + V)
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Segue que:

ad+cb _ a/d' 4+

bd v'd

Logo, a correspondéncia (z,y) — = + y, é uma aplicagdo conforme a defini¢ao
da adigdo de ntimeros racionais e, portanto, trata-se de uma operacao sobre Q, a qual

chamamos adicdo em Q.

Propriedades da adicao em Q:
1. Associativa: x + (y + 2) = (x +y) + 2, Va,y, 2 € Q.

Demonstracao:
Sejam os numeros racionais r = ¢,y = S ez = ?, Vr,y,z € Q.

T+ (y+ 2) =Z+(;+;)
a cf +ed
:5+( af )
_adf +cfb+edb
- bdf
(ad + be) f + e(db)
bdf
(ad+be)f  edb
bif b
_ (ad + be) L&
bd f
02+
bd ~ bd
s
f
= (@ +y)+=2

€
f

Portanto, x + (y + 2) = (x + y) + 2, Va,y, 2 € Q.
2. Comutativa: x +y =y + =z, Vz,y € Q.

Demonstracao:
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Seja x = § e y = 5, temos que:

a C

ad + cb

bd
cb + ad

db
cb ad

db  db

C

e, a
d b

Portanto, v +y =y + x, Vz,y € Q.

3. Elemento Neutro: ¢ a classe de equivaléncia % = g = ..., que indicamos por 0.

Seja x = § € Q, entao % ¢ o elemento neutro da adigao, ou seja, que: r = § + % =

e _¢a
+b_b'

—lo

Demonstracao:

De fato:

Portanto, % ¢é o elemento neutro da adicao, que sera indicado por 0 apenas.

4. Simétrico Aditivo: Qualquer que seja o niimero racional z = 3 € Q existe apenas um

_ 0
7' tal que z + 2’ = 7.

Demonstracao:
i o — —a 5 r—a (=a ab+(ab)_2_9
Seja o' = 3% ,entdo z + 2’ = § + () = =0 =1
Vamos supor que exista um z”7 = < # =%, tal que v + 2”7 = %, entao, r + x” =
a c __ ad+chb _ 0
b ta= " — 1

Utilizando a propriedade fundamental das fragoes temos que: (ad + ¢b) - 1 = bd - 0,
ou seja ad +cb =0
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Assim, pela propriedade do elemento oposto dos niimeros inteiros, para ocorrer

ad—+cb = 0, temos que ad e cb sao niimeros opostos. Vamos supor, sem perda de generalidade

que: cb = —ad, logo, § = 7°.

Mas, temos como suposicdo inicial, que § # =* , o que ¢ um absurdo.

—a

Portanto, o elemento oposto de § ¢ tnico e igual a 5

€ escrevemos —%. O elemento

oposto de x sera denotado por —z.

3.4.2 Subtracdo de nimeros racionais

Definigao 3.4.2.1. Sejamx =5 ey = 5

qual indicamos por x —y € dada por x + (—y). (DOMINGUES, 1991, p. 184).

numeros racionais. A diferenca entre x ey, a

Portanto, temos que a subtragao entre x e y é definida como a soma entre = e o

simétrico de y. Ou seja:

a c ad+(—cd ad—c
x—y:$+(_y):g+(_3): +b(d ) _ dbdd

Como (—y) € Q, Yy € Q, entao:

(r,y) >z —y

é uma operacao sobre QQ, a qual chamaremos subtracao em Q.

Proposigao 3.4.2.1. Para x,y e z € Q sdo vdlidas as sequintes propriedades:

1. —(—x) ==z.
Demonstracao.
Seja v = § e 2’ o elemento oposto de z, ou seja, ' = —x = 3.
Assim, —(—z) é o elemento oposto de x/, —(—x) = —2’ = 7(;“) =¢=2.

Portanto, —(—z) = x.

2. —x+y=y+(—x).

Demonstracao.
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—Tr+y

Sejax = § ey = 5. Assim:

Portanto, —z +y =y + (—z).

3.x—(—y)=z+y.

Demonstracao.

Pela defini¢ao da subtragao de dois nimeros inteiros x e a, que: © —a = x + (—a).

Ou seja, que a subtracao entre x e a, equivale a soma de  com o elemento oposto de a.

Seja a = —y , entdo —a = y e podemos escrever:

r—(~y)=z-a

4. —x

— 2+ (~a)

Portanto, z — (—y) = = + v.

—y=—(z+y).

Demonstracao.
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bd
ad + cb
ad ¢b
—(@JF@)
a c

=G
=—(z+y)

Portanto,—x —y = —(z + ¥).
b.x—(y+z2)=c—y—=z.

Demonstracao.

adf — cfb — edb
bdf
(ad —cb)f  edb
bdf — bdf
ad ¢cb e

Portanto, z — (y + 2) =2 —y — 2.

3.4.3 Multiplicacao de niimeros racionais

Definicao 3.4.3.1. Dados v = § ey = §, sendo x,y € Q, definimos o produto como
sendo o numero racional x -y, (DOMINGUES, 1991, p. 184), ou seja:
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— ac _ ac

r-y= bd — bd

e
alo

A multiplicacao de fracoes estd bem definida, ou seja, nao depende das particulares

representacoes tomadas para x e y.

Teorema 3.4.3.1. Sejam v = § = ‘;—,/ ey=5= < entdox -y = §-f= Z—,/ . %. (SALES,
2016, p. 48).
Demonstracao:

Tomando como base as seguintes implicacoes:

. ’
)i=%=ab=d be

.. /
11)§:%éc-d’:c’-d.

Da primeira equacao temos que: a - b = a’ - b e da segunda temos ¢ - d' = ¢ - d:

Multiplicando ambas as equacoes, obtemos:
(abt') - (cd') = (a'b) - (¢d)

que segue imediatamente da hipdtese.

Portanto, a multiplicacao em Q ¢é a operacao definida por:
(z,y) — xy

para quaisquer z,y € Q.

Propriedades da multiplicacao em Q:
1. Propriedade associativa: z - (y - 2) = (x - y) - z,Vx,y, 2 € Q.

Demonstracao:
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Sejam os nimeros ¥ = §,y = e z = ?
a ,c e
x'(y'z):g'(g'?)
a ce
=3
_ ace
bdf
_ac-e
Cbd-f
ac. e
a c,. €
=(r-y) -2

Portanto, z - (y - 2) = (x - y) - 2,Vz,y,2 € Q.
2. Comutativa: z -y =y -z, Vz,y € Q.

Demonstracao:

e y = 5. Temos que:

Portanto, x -y =y - x.

3. Elemento Neutro: é a classe % = % = %, ou seja, o elemento neutro da multiplicacao
a 1 1

s 1 s . . . o o a __ a
¢ 1, que serd indicado simplesmente por 1. Logo, z =3 -1 =717 = 7.

Demonstracao:
; —a 1 50 2.1 _—al _a
Sejar =7 €Qeq,entao §-7=737 =7
: : a 1 _ 1 a 40: a
Pela propriedade comutativa, temos que § - 1 = 7 - 7 que ¢ igual a {.

Portanto, % ¢é o elemento neutro da multiplicacao.
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4. Distributiva: A multiplicacao é distributiva em relacdo a adi¢cado no conjunto dos

ndimeros racionais, ou seja, - (y+ z2) =z -y+x -z, Vr,y,z € Q.

Demonstracao:

Sejam os nimeros racionais r = ¢,y = § e z = % Logo:

pyra) =g G+

d - f
cf +ed
( i )
(cf + ed)
b-df
acf + aed
bdf
b- (acf + aed)
b - (bdf)
bacf + baed
bbdf
ac(bf) + ae(bd)
(bd)(bf)
ac(bf) ae(bd)

" d)(bf)  (bd)(bf)

_|_

Q oL o

—~

s sle gl

+

“\h‘(‘h

4
b

c
d
y+x-z

+

Portanto, - (y +2) =z -y+ - 2.

5. Cancelamento multiplicativo: Sejam x,y,k € Q com k # % Se x -k =1y-k, entao

x=1y.

Demonstracao:

_c cm

, Ca Cm L . b < am _
Sejam ¥ = §,y = ¢ e k = ", nlimeros racionais, assim se r-k = y-k entao 9" = 9"
e portanto, a-m-d-n=c-m-b-n.
Pela lei do cancelamento multiplicativo dos nimeros inteiros a equacao a-m-d-n =

c-m-b-n éequivalente a a-d = ¢ - b que pela propriedade fundamental das fragoes

corresponde a { = £. Portanto, x = y.

6. Elemento inverso multiplicativo: Seja x = § € Q, existe o seu inverso A g eQ

tal que z - 2z~ ! = 1.
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Demonstracao:

Sejax = ¢ # % € Q, tomemos ainda z7 ! = g, logo:

Q|

‘@ S
S .

ba
ab

ab

= o= =

Note que ab # 0 e x7! € Q, pois a # 0.

Teorema 3.4.3.2. "Todo elemento nao nulo de Q possui um unico inverso multiplicativo”.
(SALES, 2016, p. 50).

Demonstracao:

Vamos supor que exista um outro elemento simétrico multiplicativo z’, tal que

g -1 ig € £ 0D i L =a.¢ =1 a. c_1 ac _ 1 —
¥'=¢%#x7, ouseja §# 2 assim, -’ =§-5=1logo, §-E=17=>15=7=>ac=
b
a

bd = ¢ =

’ o~ . c b
O que ¢ uma contradigao, pois supomos § # .

Portanto, 2’ = 2~' = %, ou seja 2~

_E’

L& {nico.

Convém destacar para a multiplicagdo de niimeros racionais as seguintes proposicoes:

Se x,y,z € Q, entao:
1.Se z,y € Q, entao (—x) - y=x-(—y) = —x-y.

Demonstracao.
a c

Sejam os nimeros racionais ¥ = § e y = 3.

Desenvolvendo o primeiro e o segundo membro da igualdade chegaremos a um

mesmo resultado, o terceiro membro, isto é:

2. Se z,y € Q, entdo (—x) - (—y) =z -y.
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Demonstracao.

Sejam os nimeros racionais r = ¢ e y = §, assim: (—z) - (—y) = (F*) - (F) =55 =
3. Propriedade distributiva da multiplicacao em relagao a subtracgao: Se x,y, z € Q, entao
r(y—2)=z-y—x-z

Demonstracao.

Sejam os nimeros racionais x = 7, y =

ulo
|

e (y—2)=

Q o e e

3.4.4 Divisao de niimeros racionais

a

Definicao 3.4.4.1. Sejamx € Q ey € Q" com v = ¢ ey = 5, dizemos que x dividido
pory € dado pelo produto entre x e o inverso de y, ou seja, v +y = x-y . (SALES, 2016,
p. 57).

Proposigao 3.4.4.1. Sex=3,y=5€Q ey # %, entao v +y = ¢+ 5 = “b—g.

Demonstracao:
Usando a definicdo de divisao, temos que: ¢ + ¢ = ¢ .4 — ad
’ b d b ¢ be
Notagao:
a
ivisdo @ = ¢ 4 i a.c
A divisdo § + ¢ também pode ser representada por £ ou g g
Exemplo:
3.2 _3 .7 _21
a) {+7 =1 5=7%
-1 .4 _ -1 9_=9_ =3
b) 3 +5=5 1% 1
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Como a divisao entre x e y é, na verdade, a multiplicacdo entre x e o inverso de y
constatamos que a divisao provera de todas as propriedades da multiplicagdo entre x e o

inverso de y.
Além disso, para a divisao em Q vale a seguinte propriedade:
Sex,y,2€ Qe z#0,entdo: (r+y)+z=c+z+y-= 2z
Demonstracao:

De fato, se z = ? (e, f € Z*), entao:

(:E+y)+z:(z+2)+;
_a e f
R
af  fc
be ' ed
_e.e . c.¢€
b f df
=r+z+y-+=z

Portanto, (z+y) +z=2c+2+y -+ 2.

3.5 Relacdo de ordem em Q

Para que possamos comparar elementos dentro do Conjunto dos Ntiimeros Racionais,
serda definido uma relacdo de ordem dentro do conjunto Q. Também sera abordada suas

propriedades e os principais resultados.

Definicao 3.5.0.1. Sejam ¢ e & nimeros racionais. Escrevemos ¢ < £, quando a-d < b-c
b ¢4 b= 4

e le-se § € menor que ou igual a 5. (CUSTODIO, 2017, p. 39).

Teorema 3.5.0.1. A relagcio <, dada pela defini¢io 3.3.0.1, estd bem definida em Q, ou

/

. / - / /
seja, se § = 5,5 =% e < G entdo 3y < 5. (SALES, 2016, p. 51).
Demonstracao.
. ’ ’ . ’ /
Sejam ¢, &, 5 e & elementos de Q e b,0',d,d" > 0. Considere § = 77,5 = G e § < 9,
temos que:
' -
o ;= entaoa-b =a-b
/ ~
e S=Gentaoc-d =c -de,
e f<fentaioa-d<b-c
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Partindo de § < § temos que ad < be. Como b’ > 0 multiplicando ambos os termos
desta desigualdade por b’ ficamos com ab'd < beb/. Usando que ab’ = a’b e substituindo no
primeiro termo desta desigualdade constatamos que a’bd < bcb' e pela lei do cancelamento

multiplicativo temos que a’'d < ¢b'.

De modo analogo, como d’ > 0 vamos multiplicar a desigualdade a'd < ¢b’ por
d" o que gera a'd'd < cd'b/. Sabendo que cd’ = ¢'d e substituindo no segundo membro
da desigualdade a/d’'d < cd'b’ encontramos a’'d'd < ¢'db’ que pela lei do cancelamento

multiplicativo corresponde a a’d’ < ¢'t/, logo 37 < 5.

Propriedades da relagcao de ordem

1. Reflexiva: ¢ < £.

Demonstracao:

Seja 3§ € Q. Se 3 < ¢, entao a-b < a-b. Em particular ¢ igual.
2. Antissimétrica: Seja 3,5 € Q. Se § < fe § <7 ,entdo § = 5.

Demonstracao.
Se ¢ < <, temos pela definiciaoo que a-d < c-b.

Por outro lado, se § < ¢ entao c-b < a-d.

Como c¢- b e a-d sdo nimeros inteiros, podemos considerar a sua relacao de ordem
e concluir que a-d = c¢ - b.

a __ C
Logo, § = ¢.

3. Transitiva: Seja%,g,?e@. Se%g§:>a-d§c-be§§§:>c-f§e-d,entéo

P<s
Demonstracao.
Seja,
a-d<c-b (3.7)
c-f<e-d (3.8)

Multiplicando a desigualdade 3.7 por f > 0 e a desigualdade 3.8 por b > 0 obtemos:
a-d-f <c-b-feb-c-f <e-d-f, pela transitividade dos inteiros temos que a-d- f < e-d- f.
E, uma vez que f > 0, podemos concluir pela lei do cancelamento multiplicativo, que

a- f <e-b. Portanto, § < ?
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Ocorre em QQ a compatibilidade da relagdo de Ordem com as operacoes de adi¢ao
e multiplicacdo, logo a relacdo < é uma relagao de ordem, o que torna o conjunto Q

ordenado.

O principio aditivo e o multiplicativo se conservam na relacao de Ordem em Q.
Além disso, vamos estabelecer que dois elementos racionais quaisquer ao serem comparados
ou sao equivalentes, ou um é maior do que o outro, ou seja a lei da tricotomia rege os

numeros racionais.

Proposicao 3.5.0.1. A relagio de ordem < em Q € compativel com as operagoes de

adi¢io e multiplicacdo, isto €, para quaisquer x,y,k € Q vale:
l.Sex<ysr+k<y+k.

Demonstracao.

Sejamr =7 €Q,y=5€Qek="€Q,

a m C m
c+k<y+ke o+ — <-4+ —

b n_—d n
an +bm < cn +dm
nb - dn

< (an+bm)-d-n<(ecn+dm)-b-n
< (an+bm)-d < (cn+dm)-b
& and + bmd < enb + bmd
& and < cnb
Sad < b
a _c

T <z
Ty d

STy
2.5ex<yek>0<z-k<y-k.

Demonstracao.

Sejamr =7 €Q,y=5€Qek="€Q.
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Sabendo que k > 0, e como k=" logo ™ > 0, ousejam € Z, en € Z}.

n’

= <
b-n —d-n

em_cm
b n —d n

=sz-k<y-k

3.5exz<yek<0&sz-k>y-k

Demonstracao.
Sejamr =7 €Quy=2€Qek="€Q.

Sendo k <0 e, k=", logo ™ < 0. Tomemos, sem perda de generalidade, m € Z_

en € 77 . Assim:

a _c
T<Z <
b_d:>ad_bc

= ad-(n) <bc-(n)

= adn < ben

Sabendo que m < 0, temos:

adn < ben = adn - (m) > ben - (m)

= >
b-n —d-n
b n —d n

sz-k>y-k

Teorema 3.5.0.2. (Lei da tricotomia dos racionais) Para quaisquer x,y € Q, apenas

uma das situagoes, a sequir, ocorre: T =y oux >y ou x <y. (SALES, 2016, p. 55).

Demonstracao.

Sejam x = ¢ e y = g, com x,y > 0. Tomemos a - d e ¢ b que sao nimeros inteiros,

pela tricotomia em Z, temos trés possibilidades exclusivas:
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® a-d=c-beentdo teremos 3 = 7 , logo z = y.

e

e a-d<c-beentao teremos S, logo = < y.

Salls]

® a-d>c-beentao teremos ¢ > < logo z > y.

c
a’

Salis]

Portanto, ao compararmos um nimero racional r qualquer com 0, s6 uma dessas

situacoes pode ocorrer, r =0 our >0 ou r < 0.

A partir da lei de tricotomia de racionais podemos concluir que o produto de
nimeros racionais resulta em um numero racional e, que este produto ou é positivo ou é
negativo ou é nulo. Logo, a de "regra de sinais'sistematizada na multiplicagdo de niimeros

inteiros vale para a multiplicacdo de niimeros racionais.

Proposicao 3.5.0.2. Para os nimeros racionais genéricos x = ¢ ey = 5 , sao vdlidas

as propriedades:
1.Sexz-y =0, entdo, z =0 ou y = 0.

Demonstracao.

Seja a,b,c,d € Z e x = § # 0, ou seja, a # 0, entdo, se v -y = 0, temos: § - 5 =10,

R a : B
o que implica em S = 0, ou seja, ac = 0.
Como a # 0 concluimos que ¢ = 0.

_c_0_0_
Portanto, y = § =5 =7 =0.
2.5ex>0ey>0,entao, x -y > 0.
Demonstracao.

ac

5, ouseja, vy = .

Seja a,b,c,d € Z e x = § > 0, entdo, a > 0. Analogamente se y = § > 0, entao,
b

c> 0, logo ac > 0. Assim, z -y =

Como ac > 0, temos que 75 > 0, portanto z -y > 0.
3.5ex>0ey<0,entdo z-y < 0.
Demonstracao.

C

Seja a,b,c,d € Z e x = § > 0, entao, a > 0. Analogamente se y = £ < 0, entao,
b

¢ <0, logo ac < 0. Assim, = -y = ou seja, T -y = 75

Como ac < 0, temos que 5 < 0, portanto, x -y < 0.

4.8ex<0ey<0,entaoxz-y>0.
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Demonstracao.

Seja a,b, ¢, d € Z e sabendo que x = § < 0 entao a < 0 e tomando y = § < 0 entao

¢ < 0, logo temos que ac > 0. Observemos que x -y = ¢ - § entao 35 .
Como ac > 0 temos que 35 > 0, o que significa que x -y > 0.

Notagdo: A seguir, estabeleceremos as notac¢des usuais para alguns subconjuntos

importantes de Q.
1. Chamaremos Q* = {%|(a,b) € Z* x Z*} de conjunto dos niimeros racionais nao nulos.
2. Chamaremos Q* = {%|(a,b) € Z* x Z7 } de conjunto dos niimeros racionais negativos.

3. Chamaremos Q_ = {¢|(a,b) € Z_ x Z% } de conjunto dos nlimeros racionais nao

positivos.
4. Chamaremos Q% = {}[(a,b) € Z* x Z} } de conjunto dos racionais positivos.

5. Chamaremos Q; = {%|(a,b) € Z; x Z}} de conjunto dos nimeros racionais nao

negativos.
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4 As dificuldades no ensino-aprendizagem em

Matematica e em Fracoes

4.1 As dificuldades no ensino-aprendizagem em Matematica

Enquanto educadora, estou sempre me perguntando sobre os reais motivos que
levam o aluno a apresentar dificuldades na aprendizagem dos conceitos matematicos e o

que fazer para reverter essa situacao.

Em consulta aos dados sobre o desempenho dos alunos no Sistema de Avaliacao
da Educagiao Basica (SAEB)(BRASIL-INEP, 2017), verificamos que a Matemadtica se
apresenta como a disciplina de maior dificuldade de aprendizagem na Educagao Basica.
Nessa consulta, é possivel observarmos que, somente 4,52% dos estudantes do Ensino
Médio avaliados pelo SAEB 2017, sendo que somente cerca de 60 mil, superaram o nivel 7

da Escala de Proficiéncia da maior avaliacao ja realizada na educagao bésica brasileira.

Encontrarmos meios para que os alunos possam entender, gostar e, na medida do
possivel, utilizar a Mateméatica no seu dia-a-dia nem sempre tem sido uma tarefa facil. As
dificuldades s@o muitas, indo desde as condig¢oes precarias da escola, fatores socioeconémicos,
politicas educacionais que priorizam indices de aprovacao, nao considerando muita das
vezes a qualidade do ensino-aprendizagem, a falta de interesse dos alunos pela disciplina

de Matematica.

No processo de ensino-aprendizagem tem-se constatado dificuldades de
aprendizado em contetidos onde nao é possivel presenciar o processo da
forma que o mesmo acontece. Nesses casos cabe ao professor usar recursos
que permitam ao aluno conhecer algo abstrato aperceber sua ligagdo com
o real. Os métodos de ensino tradicionais baseado em quadro negro e
aulas dialogadas podem tornar esse processo cansativo e desmotivar os
alunos causando falhas no processo de ensino-aprendizagem. (SANTANA;
ALVES, 2009, p. 4).

Outro fator que tem contribuido para tais dificuldades é a forma tradicional como
a maioria dos conceitos sao abordados em sala de aula. Para D’Ambrosio, B.S. e Lopes a

tradicao escolar

tem gerado ideias equivocadas sobre o fazer matematico, o qual tem estado
atrelado as regras determinadas pelo professor e centrado na reproducgao
de algoritmos e feitura de exercicios repetidos e descontextualizados. Tal
perspectiva conduz a um saber matematico limitado a memorizacao e a
aplicacao de contetidos matematicos que, na maioria das vezes, ndo tem
qualquer significado para o aluno. (D’AMBROSIO, B. S.; LOPES, 2015,
p. 270)
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Portanto, o ensino de Matematica proporcionado pela escola esta sendo na maioria
das vezes baseado na simples explanagao de contetido, longas listas de exercicios, sem
que haja relacao da teoria com a pratica. Uma aprendizagem mecanica, que pouco tem
possibilitado aos alunos se tornarem capazes de avaliar e redimensionar o seu préprio

conhecimento para uma aprendizagem significativa.

D’Ambrosio, U. (2005, p. 59), ainda destaca que o conteido que tentamos passar
adiante através dos sistemas escolares sao "obsoletas e intteis, além de desinteressante
para muitos"'. Ou seja, o ensino dos contetdos e a forma metodologica mecanica como eles
sao transmitidos em sala de aula precisam ser repensados, ¢ urgente a necessidade de se
fazer uma reflexao sobre o papel do professor e o da escola enquanto "transmissora'de

conhecimentos e como esta sendo desempenhando esse papel.

Para D’Ambrosio, B. S. e Lopes (2015, p. 270), é necessiario uma nova visao
sobre conhecimento, Matematica, o fazer matematico e, consequentemente, o sucesso em

Matematica. De acordo com as autoras é preciso

romper definitivamente com o ensino por meio de regras e buscar pro-
postas que permitam o confronto com problemas oriundos de contextos
diversos e a ousadia na busca de novos procedimentos matematicos.
Essa dimensao de trabalho pedagégico viabilizard um fazer matematico
que contribui para o desenvolvimento do pensamento critico e reflexivo.
(D’AMBROSIO, B. S.; LOPES, 2015, p. 270).

Particularmente, corroboramos com (D’AMBROSIO, B. S.; LOPES, 2015, p. 270),
que o fazer matematico pautado na énfase de regras ensinadas de forma mecanica, memori-
zacao de conceitos e defini¢oes, longas listas de exercicios e a forma tradicional expositiva
dos contetidos no quadro negro, nao tem contribuido para um ensino-aprendizado signifi-

cativo em Matematica.

Desta forma, entendemos que o papel do professor é fundamental para a criacao
de um ambiente de aprendizagem que de fato, venha a favorecer a agao e reflexao sobre
os conceitos matematicos desenvolvidos em sala de aula. Neste sentido, cabe ao professor
tornar suas aulas mais dinamicas e atrativas aos olhos do aluno, formular perguntas que o
intrigue, valorizar o didlogo, provoca-lo ao questionamento e a colocar-se a disposicao para
tentar esclarecer e responder suas duvidas, agucgar a sua curiosidade e o seu encantamento
com cada nova descoberta, para que desta forma haja o envolvimento e o interesse destes

para a construgao do conhecimento matematico e um pensamento critico.

4.2 As dificuldades no ensino-aprendizagem de fracoes

Para Bertoni (2009, p. 12), as fragdes "tem sido um assunto temido, mal compreen-

dido, mal aprendido. [...] h4 muita coisa poluindo e escondendo o cristal puro que fragao é:
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um ntmero. Uma ideia Matematica associada a quantificagdo."

E essencial mostrar para o aluno situagoes significativas do cotidiano que necessitam
da inclusao do novo niimero. Ntiimero esse que deve ir além do usual exemplo de figuras
divididas, mas sim um nimero que funciona e faz sentido em diversas situacoes da vida.
O conhecimento sobre fragoes e o conceito de nimero fracionario, nao pode ficar limitado
apenas como a divisao de figuras geométricas em partes iguais e a nomeacao de partes
consideradas, bem como na memorizacao de regras operatérias. Smole e Diniz (2016, p.
24), afirma que "o ensino tem sido responsabilizado por esse fracasso, especialmente por se
ater a representacoes de fragoes na forma de retdngulos e circulos em textos didaticos que
associam aos desenhos a escrita da fragao, sem qualquer contexto de significados para a

crianca."

Smole e Diniz (2016, p. 24), também ressalta como razoes dificultadoras para a
compreensao das fragoes por parte dos alunos a forma tradicional como o assunto ainda é
abordado em sala aula pelos professores como, por exemplo, a rapida “énfase excessiva na
nomenclatura - introduzindo-se termos como numerador, denominador, fragoes equivalentes,
fragbes proprias e improprias — antes da compreensao do significado e dos usos do niimero
fracionario” e a “inadequacao do tempo de ensino e aprendizagem dedicado aos racionais

na escola”.

De acordo com Santos, M. J. C. (2010, p. 164), pesquisas realizadas no ambito
escolar, apontam que o ensino de fragoes tem apresentado dificuldades, que a grande
maioria dos professores parte diretamente para a aplicagdo de regras e/ou operagoes com
fragoes, sem levar em consideragao a construgao do conhecimento logico-matematico do
aluno. E que a maioria dos livros didaticos abordam as fragdes com bastante rigidez, ou
seja, apresentam inicialmente o conceito de fracdo e a sua representacao simbélica e logo

em seguida as operagoes sao mecanicamente trabalhadas.

Portanto, é necessario encontrarmos meios, sem regras ou excesso de formalismo,
que levem o aluno a identificar essas quantidades fracionédrias em seu dia a dia e que sejam
capazes de estabelecer relacoes, de fazer hipoteses e testa-las, apropriar-se da ideia do

numero fracionario correspondente, e que possam usa-los de modo significativo.

Bertoni, destaca ainda que as fragoes

tém sido um dos temas mais dificeis no ensino fundamental. Avaliagoes
e pesquisas atestam o baixo rendimento dos alunos no assunto. Nos
ultimos anos, as pesquisas sobre o ensino e a aprendizagem desse tema tém
detectado inimeros problemas e levantado hipoteses, que, entretanto, ndao
abrangem a totalidade da problemdtica, nem sdo conclusivas. (BERTONI,
2009, p. 16).

Tao grande é a complexidade do conceito de niimeros racionais para os alunos que

as primeiras nogoes sobre fragoes ganham espaco no curriculo de Matematica a partir do
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4° ano e é desenvolvido gradativamente até os anos finais do Ensino Fundamental. Tal fato
¢ apontado nos PCN que destaca: "a aprendizagem dos niimeros racionais supoe rupturas
com ideias construidas pelos alunos acerca dos niimeros naturais, e, portanto, demanda
tempo e uma abordagem adequada."(BRASIL - MEC, 1997, p. 67).

No que se refere a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), (BRASIL - MEC,
2018, p. 280), esta prevé introduzir conceitos elementares de fragdo ja a partir do 2°
ano do Ensino Fundamental, sendo aprofundada gradativamente até o 8° ano do Ensino
Fundamental. Ou seja, a BNCC propds uma organizacao na qual o ensino de fragoes devera
ser aprofundado gradualmente a cada ano. Neste documento consta que "as nog¢oes mate-

méticas sao retomadas ano a ano, com ampliacao e aprofundamento crescentes.'(BRASIL
- MEC, 2018, p. 297).

Neste sentido, como é possivel os alunos estarem terminando o Ensino Médio sem
compreender o conceito de fragoes e suas operagoes? O porqué de eles nao conseguirem
interpretar problemas que exigem raciocinio e criatividade? Quais dificuldades na aprendi-
zagem conceitual? Quais os sentidos das fra¢des para os alunos? E ainda, como o uso de
materiais manipulativos poderiam estimular o interesse e a curiosidade dos alunos? Como
tornar as aulas mais dindmicas, a fim de fazer com que os alunos compreendam conceitos

e objetos matematicos, em especial, fragoes?

De acordo com Bertoni a

abordagem para o ensino/aprendizagem das frag¢oes ndo se coaduna com
uma educagao que visa a formacao do cidadao auténomo e critico, e a sua
insercao ativa na sociedade. Autonomia e criticismo néo serao atingidos
por esquemas de dependéncia ao professor, desvinculados de um pensar
consciente. (BERTONTI, 2009, p. 29).

Portanto, para uma acao ativa do aluno no mercado de trabalho é necessario que
este tenha capacidade de avaliar e resolver situagoes problemas, propor solugoes e ter
versatilidade para novas fungoes, o que nao é possivel de ser alcancada apenas com fazer

mecanico de exercicios, sem um pensamento préprio e sem questionamentos.

Um outro fator que contribui para a problematica é a formacgao do professor. A
educacao enfrenta grandes problemas e um deles, é a maneira deficiente como se forma o

professor, em especial o de Matematica. Para D’Ambrosio, U.:

Ha intimeros pontos criticos na atuacao do professor, que se prendem a de-
ficiéncias na sua formacao. Esses pontos sdo essencialmente concentrados
em dois setores: falta de capacitacdo para conhecer o aluno e obsoles-
céncia dos contetdos adquiridos nas licenciaturas. (D’AMBROSIO, U.,
2005, p. 83).

Santos ainda destaca que, segundo Moreira e David (2005),
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a formagao do futuro professor de Matematica para o trabalho pedagbgico
dos niimeros racionais, é questiondvel o enfoque que se da na licenciatura,
o conjunto dos racionais é abordado como um objeto muito simples.
Por outro lado as pesquisas como Santos, Lima e Borges Neto (2005)
corrobam com a afirmativa acima e ainda mostram que os futuros profes-
sores também nao detém dominio conceitual de fragdes e que, portanto,
faz-se necessario investir na formagao inicial desses futuros professores.
(MOREIRA; DAVID, 2005 apud SANTOS, M. J. C., 2010, p. 164)

Lorenzato (2010, p. 5) reitera: “[...] ninguém ensina o que nao conhece”, por essa
razdo ¢é necessario investir na formagao inicial dos futuros professores, pois a possivel
falha na formacao destes interfere diretamente na aprendizagem do alunado, estabelecendo

assim um circulo vicioso, o que pode refletir num ensino deficitario.

Portanto, é necessario que os novos docentes, durante sua capacitacao seja na
Graduacao ou na formagcao continuada, compreendam os conceitos matematicos que irao
ensinar e adquira habilidades relativas a como os contetidos devem ser ensinados aos seus
futuros alunos da Educagao Bésica. Se eles nao tiverem essa formacao, dificilmente terao
a oportunidade de favorecer seus alunos com praticas de ensino que promovam a sua

aprendizagem.

De acordo com os autores e da experiéncia que tenho como professora de ensino
fundamental percebemos que o ensino de fragoes se d4 por meio da memorizacao de
procedimentos sem significado para o aluno e, em alguns casos, até mesmo para o professor
em geral, sempre que o professor quer, de maneira contextualizada, relacionar a Matematica
com o cotidiano do aluno, sem o conhecimento adequado do contetido que ensina. Desta
forma, a fragilidade na formacao Matematica dos professores implica em lacunas graves
na formacao dos estudantes que, possivelmente, poderd comprometer seu desempenho na

disciplina, nao apenas nos anos iniciais, mas também nos anos de escolaridade posteriores.

Em consonancia com as ideias de Lorenzato (2010, p. 12) salientamos sobre a
importancia de o professor investir em sua formacao, pois os obstaculos nao exime-o
da “responsabilidade de ser competente e, considerando que o processo de formagao é
individual e intransferivel, cabe a cada um preencher as lacunas herdadas de sua formacao
inicial (no curso superior), bem como providenciar a continuada”. Assim, é necessério que
o professor se mantenha atualizado, devendo estar em continua formacao através de cursos,

leituras de livros ou internet.

Alinhada a essas convicgoes, podemos caucionar que o professor é determinante
para o sucesso ou o fracasso da aprendizagem dos alunos, ou seja, desempenha um
papel fundamental no ensino dos contetidos, em especial o de fracao e, desta forma as
questoes relacionadas a formacgao dos professores estdo intimamente ligadas as experiéncias
de aprendizagem destes e, portanto devem estar em constante processo de aquisicao e

construcao, seja na formacao inicial ou continuada. Afinal professores bem preparados
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tém condigoes privilegiadas para promover estratégias de ensino e propor atividades que
promovam uma aprendizagem significativa, e que promova mudancas de atitudes, além,

de criar novos valores nas maneiras de pensar e refletir sobre sua pratica.

Smole e Diniz destaca, ainda, que para que haja a construgao conceitual de fracao

pelo aluno é preciso que estes

vivenciem muitas situagoes que envolvam modelos diferentes que repre-
sentem o inteiro e que desde cedo analisem os significados que a fracao
pode ter, bem como seus usos. Receitas, artigos de jornais e revistas,
situagoes cotidianas de divisao de materiais e de medicdes sdo contextos
naturais nos quais os alunos podem pensar sobre a natureza do todo; no
processo de resolucdo dos problemas, eles tém mais chance de compreen-
der fragdes como novos nimeros que respondem a questoes que nao tém
solucdo apenas usando-se os nimeros naturais. (SMOLE; DINIZ, 2016,
p. 29).

Sendo assim, é importante que o professor produza diferentes significados com
relagao as fragoes para que os alunos possam perceber todos os possiveis significados
que a fragao pode assumir, pois as dificuldades de aprendizagem desta decorrer nao s6
da maneira como as fragoes estao sendo ensinadas mas, também devido a complexidade
desse nimero. Para Ponte, J. P. (2014, p. 85), essa complexidade associada ao conceito de
fracao decorre principalmente dos seus diferentes significados (relacao parte-todo, medida,
quociente, operador, razao) e que tais significados necessitam ser compreendidos de uma
forma individual. Portanto, a nao compreensao dos diferentes significados nos quais as
fracoes estao inseridas também pode estar contribuindo para a origem da dificuldade que

os alunos apresentam na aprendizagem sobre o conceito de niimero fracionério.

4.2.1 Fracoes e seus significados

E notério que os nimeros naturais juntamente com os niimeros decimais resolvem a
maioria das situagoes problemas do cotidiano, no entanto, as fra¢oes sao fundamentais para
uma compreensao mais significativa de niimero racional, proporcionalidade, probabilidade
e calculo algébrico. Além disso, ajudam a entender melhor escalas, porcentagens, razoes,

possibilidades - e ainda sdo frequentemente usadas nas receitas culinarias.

Segundo Bertoni (2009, p. 22-23), a necessidade de novos nimeros (quantificadores)
para novas situacoes, aparecem em meio as situacoes, misturados aos nimeros naturais.
Por exemplo, quando é proposta a divisao de 3 macas para duas criancas. A resposta é
imediata, ou seja, que da uma maca e meia para cada uma. Portanto, uma divisao entre
nimeros naturais criou o aparecimento de um quantificador para o resultado, em uma
forma que mistura um ntmero natural - 1 - a um quantificador que nao é um niimero
natural - meio. Sendo o resultado de uma divisao, e expressando uma quantidade, a noc¢ao

de nimero fica subentendido, embora ainda nao explicado.
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Mas o que é uma fracao? Para Dienes, existem,

essencialmente, duas maneiras de considerar uma fragdo, assim como
existem duas maneiras de considerar qualquer nimero. Uma fracdo pode
ser considerada como a descrigdo de um estado de coisas ou, entdao, como
uma ordem, isto €, o resultado de uma ordem para executar uma operagao.
"Dois tergos"pode significar que descrevemos os dois tercos de qualquer
coisa. Isto é o estado de coisas. Ou poderiamos dizer: "Tome dois tercos
do objeto em questao, seja o que for". Isto é uma ordem. Mas, o que
significa "tomar dois tergos'? Admite-se, normalmente, que dividimos
aquilo que temos (seja o que for) em trés conjuntos equivalentes e que
tomamos dois desses conjuntos. A propriedade ntimero, isto é, o cardinal
do conjunto-reunido dos dois conjuntos, serd dois ter¢os. (DIENES, 1975,

p. 2).
Segundo Druck, em Matematica

a notagdo p/q indica diferentes nogoes, dependendo do contexto no qual
é empregada: uma fracdo, a indicacdo de uma divisdo de p por ¢, uma
razdo ou um numero racional. Além disso, em linguagem corrente, a
palavra "fracao'significa "pedago", "por¢ao"(de alguma coisa), o verbo
"fracionar'refere-se a "partir", "quebrar'ou "dividir"(algo). (DRUCK, I.
F., 2006, p. 1).

Para Lima et al. (2006, p. 59-60), dado um segmento de reta AB. Para medi-lo, é
necessario fixar um segmento-padrao u (segmento unitdrio), cuja, a medida desse segmento
u, por definicdo é igual a 1. Consideremos ainda que segmentos congruentes tenham a
mesma medida e que n — 1 pontos interiores decomponha AB em n segmentos justapostos,
logo a medida de AB sera igual a soma desses n segmentos. Caso estes segmentos parciais
forem todos congruentes a u, diremos que u cabe n vezes em AB e a medida de AB
(representada por AB) serd igual a n. "Pode ocorrer que o segmento unitdrio niao caiba
um numero exato de vezes em AB. Entao a medida de AB nao serd um nuimero natural.
Essa situagao conduz a ideia de fraggo."(LIMA et al., 2006, p. 60).

Souza, J. e Parato (2015, p. 129), define fragdo como "um nimero que pode

representar parte de um inteiro ou parte de uma quantidade'.

Para Bertoni (2009, p. 23), fracdo "representa tanto certas partes da unidade quanto
o registro numérico associado a essas partes.'Bertoni (2009, p. 20), destaca ainda que
o termo fracao tem sido frequentemente usado tanto para denominar certas partes de
um todo, ou de uma unidade, quanto para denominar uma representagao numérica dessa

parte.

Desta forma, no processo ensino-aprendizagem dessas partes, nao fica claro a
intencao de, além de denominar e representar essas partes, a construgao de nimero
fracionario, niimero esse com os quais se pode operar e se pode comparar com oS NUMmeros

naturais e entre si, e que podem ser colocados na reta numérica. Portanto, nao ficando claras
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essas intencoes, as operacdes com os nimeros fracionarios surgem de repente em forma
de regras. Consequentemente, os alunos nao constroem o conceito de niimero fracionario,
pois ndao compreendem os significados iniciais desses niimeros e as relacoes entre eles, da

mesma forma que ocorre quando comegam a perceber o sentido dos niimeros naturais.

O conceito claramente formado do que os nimeros fracionarios quantificam, bem
como suas relagoes com os nimeros naturais, conduz a varias percepcoes, as quais Bertoni

destaca:

e 0 de que ha uma ampliacdo do que era suscetivel de ser quantificado. Isto é, sem os fracionérios,
s6 se podia quantificar cole¢bes constituidas apenas de objetos inteiros. Com os fracionarios,
é possivel quantificar colegoes formadas por unidades e partes delas, oriundas de divisdes em
partes iguais.

e de que é possivel comparar, em termos das quantidades que representam, esses nimeros entre
si e com 0s nimeros naturais;

e do reconhecimento de que os novos nimeros entremeiam-se entre os niimeros naturais;
e do posicionamento dos mesmos na reta numérica;

e do significado das operagoes entre eles. (BERTONI, 2009, p. 21).

Ainda que o conceito de fragdo seja unico, ele assume diferentes significados
dependendo da situagdo em que é utilizado. A BNCC (BRASIL - MEC, 2018, p. 304),
destaca dentre os significados das fragoes como sendo: "parte de inteiros, resultado da

divisao, razao e operador."

Para Smole e Diniz (2016, p. 25), os principais significados que a fragao representa

estao destacados na figura 22 abaixo:

Figura 22 — Significados que a fracao representa

Fragio como parte = Fragio como resultado
de um todo [AREED

|

Frago comoa raziio

de uma diviséo

Fonte: Esquema adaptado do livro: Materiais manipulativos para o ensino de fragoes e
nimeros decimais (SMOLE; DINIZ, 2016, p. 25)

Smole e Diniz (2016, p. 27-29), destacam ainda que para alguns pesquisadores,
outra ideia do conceito de fracdo distinta do conceito de fragdo como parte de um todo é o
caso da fragdo como um operador. E que as medidas devem ser estudadas juntamente com
as fragoes para servir de contexto para as questoes que podem dar um maior sentido as

fragbes, visto que historicamente, foram as medidas que deram origem as mesmas.
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Portanto, levando em conta os conceitos de fragoes e a complexidade dos mesmos
(Dienes, 1975; Druck, 2006; Lima et al., 2006; Lopes, 2008; Bertoni, 2009; Ponte, 2014;
Souza e Parato, 2015; Smole e Diniz, 2016), a construcao conceitual de niimero fracionario
deve englobar os seus diferentes significados ou interpretacgoes, os quais dependem do

contexto no qual estao inseridos.

Desta forma, considerando os diferentes significados estabelecidos nas obras pesqui-
sadas, apresentaremos neste trabalho cinco significados: “parte de um todo”, “medida”,
“operador”, “quociente” e “razao”. Uma vez que a aprendizagem do conceito de fracao
sO podera acontecer, de forma integrada, mediante o desenvolvimento de todos estes

significados ao longo da vida escolar do aluno.

4.2.1.1 Fracao como parte de um todo

A definicao que boa parte dos livros didaticos de Matematica apresenta para
introduzir o conceito de uma fragao p/q, é a seguinte: "A notacao p/q representa a fragao
ou pedaco correspondente a p partes de uma unidade ou todo que foi dividido em ¢ partes
iguais."(DRUCK, I. F., 2006, p. 1). A autora destaca ainda que:

E necessério esclarecer que aquilo que se chama de todo ou unidade é
uma nogao bastante flexivel, que varia conforme o contexto ou problema.
E preciso ficar claro que, uma vez fixado, o todo funciona como padrio
tnico de referéncia para o problema - neste sentido, unidade . (DRUCK,
I. F., 2006, p. 4).

Desta forma, as fragdes como parte de um todo destaca partes de uma determinada
quantidade, a qual sera considerada como um todo ou inteiro que servira como referéncia
para a situagao problema. O ntimero g descrevera uma divisao, cujo o inteiro ou todo sera
dividido em ¢ partes da quais se considerara p destas partes. Consequentemente, deste

ponto de vista, o nimero p nao podera exceder o niimero total de partes de q.

A natureza do inteiro, como ele pode ser dividido e o que sera considerado uma
parte sao pontos que merecem atencao, pois, destes pontos dependerd as diferencas de

tratamento necessarias para a resolucao de cada uma dessas situacoes.

Quando o todo sao grandezas discretas (por exemplo: colecao de objetos, pessoas,
animais, bonecas, bolas, etc.), o conceito de fragdo pode ser associado a subconjuntos de
um conjunto, ou seja, é dividir os elementos do conjunto em grupos com igual quantidade
de elementos, formando desta forma subconjuntos. Neste caso, nao faz sentido que haja
quebra dos elementos do conjunto assim, as partes iguais nao sao necessariamente iguais
em forma ou tamanho, mais sim iguais em nimero de elementos, portanto, a reparticao se
dé& por contagem de unidades. Para Silva, M. J. F. (2017, p. 245), "a situagao parte/todo
¢é tratada por nimeros naturais que representam as quantidades de objetos que podem ser

contados, agrupado ou distribuidos."
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Por exemplo, um conjunto com dezoito cachorros (figura 23), independente da
raga, peso, idade, etc. trés cachorros quaisquer representam um sexto do conjunto, ou
é do conjunto. Ou ainda, se quisermos tomar % desse conjunto, basta dividir os dezoito
cachorros em dois grupos, e tomar um desse grupo, ou seja, 18 -2 =9, logo cada um dos
subconjuntos possuira 9 cachorros.

Desta forma, as possibilidades de fracoes em grandezas discretas sdo sempre finitas,

pois, um conjunto com 18 cachorros, nao é possivel considerar, por exemplo, fragoes como %

e %, pois nao podemos dividir os 18 cachorros em 5 ou 7 grupos sem que sobrem cachorros.

Figura 23 — Fracao como parte de um todo: grandeza discreta

Fonte: Site da Info Escola, cuja matéria é intitulada "Cao". !

Para o caso do todo ser grandezas continuas (por exemplos: chocolate, bolo, pizza,
leite, corda, etc.) o conceito de fragao é trabalhada como sendo a particdo de um todo,
que foi subdividida em ”"n” partes iguais, ou seja, com a mesma medida, desta forma cada
parte representa % do todo. No caso de grandezas continuas, o fracionamento se da pela
medigao de area, comprimento, massa, volume etc., dependendo do inteiro que se quer

fracionar.

Por exemplo, se desejassemos tomar % de um copo de leite ou chocolate, o leite e o

chocolate deverao ser divididos em partes iguais de capacidade e massa respectivamente.

Figura 24 — Fragdo como parte de um todo: grandeza continua

%

.
Fonte: Site da Pixabay e o site: Beba mais leite, cuja matéria é intulada "1/2 copo de leite
por dia é tudo o que um intolerante & lactose precisa'. 2

L Endereco eletrénico do site Info Escola:

https://www.infoescola.com/mamiferos/cao/. Acesso em 20 abr. 2019

Endereco eletronico dos site: https://pixabay.com/pt/photos/barra-de-chocolate-chocolate-leite-524263/
e http://www.bebamaisleite.com.br /noticia/12-copo-de-leite-por-dia-e-tudo-o-que-um-intolerante-a-
lactose-precisa. Acesso em 20 abr. 2019
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Para Smole e Diniz (2016, p. 28), em ambos os casos, a ideia de fragdo estéd
intimamente relacionada ao ato de dividir o todo em partes exatamente iguais, de maneira

que nao haja sobra, e assim, considerar uma ou mais partes como fra¢oes desse todo.

Portanto, a fracao como parte de um todo surge da acao de dividir uma grandeza
continua em partes proporcionais ou uma grandeza discreta em partes com quantidades

iguais de objetos.

4.2.1.2 Fracao como quociente de uma divisao

Aqui a fragdo é vista como o resultado da divisao de dois niimeros inteiros (p : ¢ = %;
com g # 0), ou seja, o numerador serd dividido pelo denominador. Normalmente, é usada
quando se deseja obter o nimero decimal correspondente. Portanto, a fracdo é o quociente

(resultado) da divisao.

Por exemplo: Quero dividir igualmente trés pizzas para quatro pessoas. Qual a
fracao que cada um recebera? Uma forma de resolver o problema é dividir cada uma das
pizzas, em 4 pedagos (como mostra a figura 25 abaixo), assim, cada pedaco representa i

de uma pizza.

Figura 25 — Fracao como quociente de uma divisao
Fonte: Storyboardthat 3

O que nos leva a um total de 12 pedacos para dividir entre 4 pessoas. Logo, cada

uma vai ganhar trés pedagos, ou seja, % de uma pizza.

Para Bertoni (2009, p. 60), esse é "um aspecto pouco explorado na escola. Poucos
alunos conseguem perceber que as fragoes (como partes de uma unidade) podem ser vistas

como resultados de divisdes de um certo niimero de unidades em partes iguais."

Portanto, o significado de fragdo como quociente de uma divisao esta associado
a ideia de reparticao, subdivisao ou distribuicao de grandezas, na qual o numerador da
fracao ¢é dividido pelo niimero de partes determinado pelo denominador, isto é, a fracao
representa a quantidade de vezes que p pode ser dividida igualmente em ¢ partes. Podendo

desta forma levar a entender a fracdo como um nimero decimal.

3 Endereco eletronico do site Storyboardthat: https://www.storyboardthat.com/pt/storyboards/pt-
examples/denominador-maior—peca-menor. Acesso em 20 abr. 2019
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4.2.1.3 Fragcdo como razao

A fracdo como razao entre duas grandezas é usada como uma espécie de indice
comparativo entre duas quantidades de uma grandeza, tal comparacao ¢ uma comparacao
relativa. Neste caso a fracdo é o resultado da comparacao entre o numerador e o denominador

e, portanto a fracdo nao transmite necessariamente a ideia de niimero.

Por exemplo: Na figura 26, a fracao % poderia ser o resultado da comparagao de

duas grandezas que estao na razao de 2 para 3, ou seja, de cada 5 criangas 2 sao meninas e
3 sd@o meninos. Logo, a representacgao fracionaria %, estd associada ao significado de razao,

nao caberia neste caso a leitura "dois tercos'e, sim, "dois para 3".

Figura 26 — Fracao como razao

Fonte: Blog Garotada Missionaria, cuja a matéria é intitulada "Como vivem as criangas
no mundo?"*

Aqui nao se estd comparando uma parte com o todo, mas sim considerando cada
grupo de crianga (menina e menino) como uma grandeza diferente e determinando a razao

entre as duas.

Segundo Silva, a fragdo com sentido de razao podera

comparar grandezas de mesma natureza ou ndo, em contextos continuos
e ou discretos, podendo ainda estar associadas a situagdes do tipo: todo-
todo — quando compara as quantidades de dois inteiros; parte-parte —
quando compara as quantidades de duas partes de um inteiro ou partes
de dois inteiros, ou ainda, parte-todo. (SILVA, M. J. F.; 2017, p. 113).

Além disso, a ideia de razao esta presente em varias situagoes do cotidiano como:
na porcentagem estabelecendo uma comparacao entre um nimero dado e um conjunto de
100 partes; na probabilidade quando se compara a quantidade de casos favoraveis com a
quantidade de casos possiveis; na densidade demografica, comparando a quantidade de
habitantes por K'm? de uma regiao; nas receitas culinirias e misturas de liquidos; nas

escalas nos mapas planos e miniaturas, e muitos outros.

Portanto, a fracao com significado de razao esta associada a ideia de comparacao

entre duas grandezas (do mesmo objeto ou de objetos diferentes), ou seja, as razoes sao
4

vivem-as-criancas-no-mundo.html. Acesso em 20 abr. 2019

Enderego eletronico do Blog Garotada Missiondria: http://garotadamissionaria.blogspot.com/2016,/04/como-
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usadas como indice comparativo entre essas duas grandezas. Possui como caracteristica
a ideia de par ordenado de nimeros naturais, cuja a representacao ¢ dada por § ou por
p : q. Atividades com razoes podera propiciar ao aluno: um melhor entendimento sobre
equivaléncia de fragoes; ampliar o conhecimento para a proporcionalidade, uma vez que
qualquer alteracao feita em p acarretara mudancas previsivel em ¢ e o desenvolvimento de

uma excelente ferramenta para a resolugao de problemas.

4.2.1.4 Fracdo como operador

A fracao como operador "age sobre o niimero para gerar um valor resultado dessa
acao."(SMOLE; DINIZ, 2016, p. 27). Diz-se que ela desempenha um papel de transformagao,
algo que atua sobre uma situagao e a modifica. A fracdo funciona em quantidades continuas
para reduzir ou ampliar a quantidade no processo, ou seja, o operador % reduz as medidas

de uma figura (comprimento ou area) quando p < ¢ ou amplia essa medida, quando p > q.

Por exemplo: Construa um novo quadrado cujo lado tenha % da medida do lado do
quadrado de lado 9. Adaptado de (SILVA, M. J. F., 2017, p. 122).

Figura 27 — Fracao como operador

[ ]
9 2 para 3 > ° 6
°

Fonte: Investigando saberes de professores do ensino fundamental com enfoque em
nimeros fracionarios para a quinta série. (SILVA, M. J. F.,; 2017, p. 122).

Assim, o quadrado de lado medindo 9 deve ser transformado, pelo operador %, em
um novo quadrado de lado medindo % de 9. Portanto, deve-se dividir o lado do quadrado
em trés partes de mesma medida e considerar duas dessas partes obtendo deste modo a

medida 6 do lado do novo quadrado, conforme a figura 27.

Para o caso discreto Silva, M. J. F. (2017, p. 258-259), “a fragao % produz sobre a
quantidade de elementos de um conjunto um efeito que resulta em § vezes a quantidade
de elementos do conjunto inicial, % de 16 bolinhas é um conjunto com % x 16 bolinhas,

que resulta em 12 bolinhas.”

Portanto, para o caso da fracdo com significado de operador tem-se que g sa0
manipulados de fato como nimeros simplificando a compreensao da multiplicacao entre
fracoes. Neste caso, a fracao é considerada como um nimero e nado como um par de
numeros, apresentando um contexto natural para a ideia fun¢do. Pode surgir também a
ideia de inverso, a partir do operador que reconstréi o estado inicial, e também a ideia de

identidade, a partir do operador que nao modifica o estado inicial.
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4.2.1.5 Fracao como medida

Segundo Silva, M. J. F. (2017, p. 106), as “tarefas envolvendo medigoes de com-
primentos sao apropriadas para a percep¢ao da limitagao dos nimeros naturais, como
resultados de medigoes, e da necessidade de “novos niimeros” para a quantificacdo adequada

de comprimentos.”

Relacionar a ideia de fragao com medida ajuda o aluno a perceber, assim como
acontece com os nimeros naturais, as fragdes como nimero e nao apenas como simbolo
que associa dois nimeros. Para isso, ¢ interessante a utilizacao das fragdes unitarias, pois

elas funcionam, neste caso, como um sistema de unidade de medida.

A fracao como medida, geralmente, estd associada a figura de uma reta numérica
ou segmento que possa expressa-la, onde para permitir a medicao a unidade escolhida sera
dividida em ¢ partes, assim % ¢ a unidade de medida e o niimero fracionario g indica que

% foi utilizado p vezes na medigao realizada. Por exemplo: Qual a distancia entre o zero e

o X? Adaptado de (SILVA, M. J. F., 2017, p. 108).

Figura 28 — Frag¢ao como medida

Fonte: Adaptado do livro: Investigando saberes de professores do ensino fundamental com
enfoque em numeros fracionarios para a quinta série. (SILVA, M. J. F.; 2017, p. 108)

Observando a figura 28, pode-se perceber que cada unidade foi dividida em cinco
partes de mesma medida e que do ponto de origem até o ponto 1, temos uma unidade
inteira, a qual foi dividida em cinco partes iguais, isto €, g Do ponto 1 até o X temos
trés partes das cinco que o inteiro foi divido, ou seja, % Concluindo, assim, que a medida
solicitada é 1 + % da unidade, que é equivalente a g + % = %. Portanto, da origem até o X

temosl+%=§+%:§:1%.

De acordo com Silva, M. J. F. (2017, p. 107-110), para a concepgao de fracdo como

medida pode-se considerar alguns tipos de tarefas, como:

e Determinar medidas de comprimento de um objeto;
e Determinar medidas em segmentos divididos em partes iguais;

e Determinar medidas em segmentos ndo divididos em partes de mesma medida e

Reconstituicdo da unidade.

Segundo a autora tarefas como estas que associam o significado de fracao com

medida sdo fundamentais para trabalhar com fra¢oes maiores que a unidade, assim como
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introduzir a notacao de nimero misto, adicdo com denominador comum, introducao de
equivaléncia entre niimeros fracionérios, fundamentada no reconhecimento de que a mesma
parte pode receber nomes diferentes, em funcao de novas divisdes da unidade e a ordenacao
dos fracionarios que auxiliara, mais tarde, na conceituacdo do conjunto dos ntmeros

racionais.

Portanto, a ideia de fracdo como medida é fundamental para que o aluno perceba a
necessidade dos nimeros fracionérios, dando-lhes significado. Segundo a BNCC (BRASIL -
MEC, 2018):

Na perspectiva de que os alunos aprofundem a noc¢ao de nimero, é impor-
tante colocéd-los diante de tarefas, como as que envolvem medic¢Ges, nas
quais os nimeros naturais nao sao suficientes para resolvé-las, indicando
a necessidade dos ntmeros racionais tanto na representacao decimal
quanto na fracionaria.(BRASIL - MEC, 2018, p. 267).

Para isso, a BNCC (BRASIL - MEC, 2018, p. 271), sugere que "esse processo
seja iniciado utilizando, preferencialmente, unidades nao convencionais para fazer as
comparagoes e medigoes, o que dd sentido a agdo de medir [...]". Desta forma, o uso de
material manipulativo (por exemplo, tira de papel para facilitar a divisao da unidade)
escolhido como uma unidade de medida, nao padronizada, para fazer a medi¢ao de um
determinado comprimento, podera fazer o aluno constatar a necessidade de se subdividi-la
para que seja assim possivel associar um nimero & grandeza que estd sendo medida. E
importante ainda que se utilizem unidades de medidas diferentes para que o aluno perceba
que a quantificagdo do comprimento depende da unidade escolhida, ou seja, o nimero que

representa a medida varia, de acordo com a unidade escolhida.

Observamos desta forma, que o emprego de variadas metodologias pode vir a
favorecer a construcao dos diferentes significados de fracao, de forma dinamica e flexivel
e os materiais didaticos manipulativos sao recurso para a aprendizagem e sendo assim,
eles servem de apoio para a atividade que tem como objetivo principal levar o aluno a

construir uma ideia ou um procedimento pela reflexao.

Neste sentido, para que haja uma efetiva construcao do conhecimento, faz-se
necessario uma constante atualizacao por parte do professor para reformulacao de suas
praticas pedagbgicas em relacao aos conteuidos que ird ensinar e de materiais que o auxilie
em seu trabalho docente, para que de fato o professor possa realizar um trabalho de

qualidade com seus futuros alunos.
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5 A importancia dos materiais manipulaveis

na aprendizagem

Nos tltimos séculos na tentativa de desenvolver uma melhor e maior aprendizagem
diversas foram as propostas de utilizacao de recursos como modelos e materiais didaticos

nas aulas de Matematica.

Segundo Lorenzato (2012, p. 3-4), foram muitos os educadores famosos que destaca-
ram a importancia do apoio visual ou do visual-tatil como facilitador para a aprendizagem.

Assim, por exemplo,

por volta de 1650, Comenius escreveu que o ensino deveria dar-se do
concreto ao abstrato, justificando que o conhecimento comega pelos
sentidos e que sé se aprende fazendo. [...] Cerca de cem anos depois,
Rousseau recomendou a experiéncia direta sobre os objetos, visando a
aprendizagem. Pestalozzi e Froebel, por volta de 1800, também reco-
nheceram que o ensino deveria comegar pelo concreto; [...] Enfim, cada
educador, a seu modo, reconheceu que a agdo do individuo sobre o objeto
é basica para a aprendizagem. Em termos de sala de aula, durante a acao
pedagdbgica, esse reconhecimento evidencia o papel fundamental que o
material diddtico pode desempenhar na aprendizagem. (LORENZATO,
2012, p. 3-4).

Mas foi na metade do século XX, a partir do movimento da Escola Nova e dos
estudos e escritos de John Dewey (1859-1952) que ganhou forga toda a discussdo em torno
de um método ativo de como se aprende, contendo a ideia de canais de comunicacao e
interferéncia entre os conhecimentos formalizados da escola e as experiéncias praticas e

cotidianas de vida.

Segundo Smole e Diniz, educadores como

Maria Montessori (1870-1952) e Decroly (1871-1932), inspirados nos tra-
balhos de Dewey, Pestalozzi e Froébel, criaram inimeros jogos e materiais
que tinham como objetivo melhorar o ensino de matemdtica.[...]. Ganham
forca nesse movimento a experiéncia, a vivéncia e, consequentemente,
os materiais manipulativos em matematica, por permitirem que os alu-
nos aprendessem em processo de simulagio das relagées que precisavam
compreender nessa disciplina. (SMOLE; DINIZ, 2016, p. 10).

Os materiais manipulativos estao entre as formas mais comuns de representacao
materializadas de ideias, propriedades e conceitos matematicos que se deseja ensinar aos
alunos e muitas tém sido as justificativas para sua utilizacao em sala de aula. Uma delas

atualmente usada ¢ de que este é um recurso que torna o processo de aprendizagem para
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o aluno significativo. De acordo com Smole e Diniz, os pressupostos da aprendizagem

significativa sdo:

e 0 aluno é o verdadeiro agente e responsavel tltimo por seu proprio processo de aprendizagem:;
e a aprendizagem dé-se por descobrimento ou reinvencao;

e a atividade exploratéria é um poderoso instrumento para a aquisicdo de novos conhecimentos
porque a motivagdo para explorar, descobrir e aprender estd presente em todas as pessoas de
modo natural. (SMOLE; DINIZ, 2016, p. 11).

Deste modo, para que a aprendizagem efetivamente aconteca, faz-se necessario
a atividade mental, por parte do aluno, e o material manipulativo pode estimula-lo
nesse processo de construcao do seu saber matematico. Afinal, o gosto pelo manusear e
manipular é inerente ao ser humano e pode trazer/apresentar resultados interessantes,
pois pode possibilitar ao aluno estabelecer relagoes necessarias na construgao dos conceitos
matematicos, além de estimulé-los a participarem e interagirem, com o professor e entre si
mesmos. Nessa perspectiva, é necessario que o professor entenda que para a aprendizagem
acontecer é preciso despertar o interesse do aluno; este pode se dar através de situagoes
que estimulem o conhecimento e possibilite o desenvolvimento de agoes que construam um

saber consistente e significativo.

Sendo assim, as atividades com materiais manipulativos propicia de maneira
refletida que o aluno explore, represente ideias Mateméatica de multiplas maneiras e
faca conexoes entre as diferentes representacoes dessa ideia, formule hipdteses, observe
regularidades, participe e atue no processo de investigagao que o auxiliara significativamente

na construcao de nogoes Matematicas.

Outro fato importante a destacar é o desenvolvimento da linguagem Matemaética.
Segundo Lorenzato (2010, p. 44), a linguagem Matemética atualmente se caracteriza por
ser resumida e precisa, possuindo expressoes, regras, vocabulos e simbolos préprios. Mas foi
exatamente o simbolismo que possibilitou que a Mateméatica pudesse ser compreendida sem
nenhum equivoco pelos matematicos de qualquer pais se tornando assim, uma ferramenta

indispensavel para outras ciéncias.

Ainda de acordo com Lorenzato, a Mateméatica

também possui uma linguagem prépria que se apresenta com seus termos,
simbolos, tabelas, graficos, entre outros. E um dos objetivos do ensino
da matemética, segundo os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCNs),
é a aprendizagem dessa linguagem para se comunicar matematicamente.
(LORENZATO, 2010, p. 43).

Desta forma, devido as suas caracteristicas atuais, a linguagem Matematica, é
muito util. No entanto, Lorenzato (2010, p. 48), salienta que ela requer do professor uma

especial atencdo, pois a linguagem Matemédtica pode tornar-se um forte complicador para
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a aprendizagem da Matematica. Assim, o autor sugere "a organizacdo de um glossario de
termos e simbolos, conforme estes forem aparecendo nos estudos', para auxiliar alunos e

professores.

Ainda segundo Lorenzato, durante as atividades desenvolvidas em sala de aula,

tanto a apresentacdo como o uso da linguagem matemaética devem ser
gradativos e respeitar o estdgio de evolucdo dos alunos. Isso significa
aceitar que os alunos inicialmente se expressem através de sua linguagem
para depois, apresentar os termos ja consagrados pela linguagem mate-
mética e, finalmente, os sfmbolos matematicos. (LORENZATO, 2010, p.
47).

Deste modo, quando sao utilizados os materiais manipulativos os alunos inicialmente
se expressam através de sua linguagem, ou seja, os alunos enquanto trabalham com o
material, naturalmente verbalizam e discutem suas ideias, nao fazendo na maioria das vezes
o uso adequado da linguagem Matematica. Cabe ao professor trabalhar essa linguagem
de forma gradual, pois conhecer os simbolos mateméaticos, saber onde e para que ele
¢é utilizado, e consequentemente se ele pode, e quando pode ser trocado por uma frase
escrita constitui uma tarefa igualmente importante nesse processo. Para Lorenzato (2010,
p. 47), por exemplo, quando o assunto é a soma dos angulos internos de tridngulo, o aluno

““as trés pontas dao

poderia apresentar a seguinte graduagao nas diferentes linguagens:
meia volta”, [...], “a soma dos trés dngulos d& 180°”, “a soma das medidas dos dngulos
internos de qualquer tridngulo é 180°”, “VA o+ 3 + v = 180°”". Assim, ao refletir sobre
as situacoes formalizadas e discutir com seus colegas, o aluno estabelece uma negociagao

entre diferentes significados de uma mesma nog¢ao. Para Smole e Diniz:

O processo de negociacao solicita a linguagem e os termos matematicos
apresentados pelo material. E pela linguagem que o aluno faz a transposi-
¢ao entre as representacoes implicitas no material e as ideias matematicas,
permitindo que ele possa elaborar raciocinios mais complexos do que
aqueles presentes na agdo com os objetos do material manipulativo. Pela
comunicacao falada e escrita se estabelece a mediacdo entre as represen-
tacoes dos objetos concretos e as das ideias. (SMOLE; DINIZ, 2016, p.
13).

Sendo assim, a maneira como as atividades envolvendo materiais manipulativos sao
trabalhadas em sala de aula é decisiva para que eles sejam eficazes e de fato auxiliem os
alunos na aprendizagem de conceitos matematicos. Smole e Diniz (2016, p. 15-16) destaca
duas perspectivas metodologicas importantes que formam a base do projeto dos materiais
manipulativos para se aprender Matematica: “a utilizagdo dos recursos de comunicagao

[43

e a proposicao de situagoes-problema”. E ainda dois recursos complementares: “a

producao de texto pelo aluno e o painel de solugoes”.

A aprendizagem exige sistematizacdo, momentos de autoavaliacao por parte do

aluno assim, a oralidade e a escrita servirao de aliados no sentido de consolidar para si o
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que esta sendo aprendido, ou seja, para que de fato os alunos concretizem a reflexdo nas
atividades propostas é importante estimular o aluno a representar, falar, escutar, escrever e
ler, habilidades estas da comunicacao que devem fazer parte da aprendizagem Matemaética.
"Isso se justifica porque, ao tentar se comunicar, o aluno precisa organizar o pensamento,
perceber o que nao entendeu, confrontar-se com opinioes diferentes da sua, posicionar-se,
ou seja, refletir para aprender.” (SMOLE; DINIZ, 2016, p. 15).

Portanto, a comunicac¢ao e a interacao entre os alunos durante as atividades com
materiais manipulativos tem um papel fundamental na aprendizagem Matematica, pois
propicia a construcao do elo entre os conhecimentos informais e a linguagem simbdélica
natural da Matematica. Mediante a comunicacao o aluno sera capaz de perceber as relagoes
entre representacoes graficas, simbolicas, verbais e as ideias matematicas. Compreendera
que as representacoes servem para descrever distintas situagoes e que algumas formas de
representacoes sao mais Uteis do que outras, consequentemente comegara a entender a

importancia da Matematica, sua flexibilidade e utilidade.

Associar o uso dos materiais manipulativos a perspectiva metodolégica da resolugao

de problemas ¢ outro aliado importante, pois segundo Smole e Diniz:

é pela problematizacdo ou por meio de boas perguntas que o aluno
compreende relagoes, estabelece sentidos e conhecimentos a partir da
acao com algum material que representa de forma concreta uma nog¢ao, um
conceito, uma propriedade ou um procedimento matemético. (SMOLE;
DINIZ, 2016, p. 15).

A resolucao de problemas propoe a aprendizagem do conhecimento com significado,
salienta a perspectiva do aluno apropriar-se de conhecimentos matematicos constituidos
por informacdes, técnicas, conceitos, habilidades e atitudes, concomitantemente a des-
cobrir diferentes estratégias de solucao, a desenvolver meios para verificar os resultados
confrontando-os com os métodos utilizados, exercitando a criatividade e o processo de

tomada de decisao.

Resolver um problema significa despertar no aluno uma atitude de investigagao
diante do que esta sendo explorado. Assim, com o objetivo de mobilizar o interesse e
orientar as ac¢oes dos alunos, dando-lhes ideia de onde devem chegar é indispensavel que o
professor proponha atividades que apresentam desafios, obstaculos a serem ultrapassados
e, para ultrapassa-lo é preciso experimentar, comparar, opor, construir hipéteses, prever

consequéncias, comprovar.

Portanto, durante a atividade com materiais manipulativos, além de aprender a dar
uma resposta que tenha sentido e que garanta a apropriacao do conhecimento envolvido
no problema, é preciso testar seus efeitos e comparar diferencas de solugao. Desta forma
¢ importante que o professor proponha perguntas que leve o aluno a expor seu ponto

de vista, a descrever e explicar o processo utilizado. A final, o surgimento de diferentes
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estratégias de solugdo, o confronto entre elas é que sao os aspectos relevantes, porque
¢é através deles que o aluno vai desenvolvendo uma postura que gera o senso critico e a

criatividade - condi¢oes fundamentais para a aprendizagem.

A producao de texto como recurso para complementar as atividades com materiais
manipulativos é uma alternativa para verificar a aprendizagem, desenvolver a linguagem
Matematica, estimular o raciocinio matematico e despertar a visao critica em relacao aos

conteudos abordados.

A producao de textos pelos alunos deve ser motivadora, pois, a partir do momento
em que o aluno escreve, ele possivelmente comece a desmistificar a Matematica e nesse
momento, ele é levado a ir além dos calculos, a pensar o assunto em questao. Esta producao
pode ser individual, coletiva ou em grupo, o que sera determinado pelo grau de dificuldade
da atividade proposta, do que os alunos conhecem ou precisam conhecer e dos objetivos
da producao. “Para o aluno, a producao de texto tem sempre a funcao de: organizar a
aprendizagem; fazer refletir sobre o que aprendeu; construir a meméria da aprendizagem;
propiciar uma autoavaliagao; desenvolver habilidades de escrita e de leitura.” (SMOLE;
DINIZ, 2016, p. 17).

A produgao de texto tendo como auxilio o material manipulativo se fundamenta,
pois este “pode ser utilizado tanto porque a partir dele pode-se desenvolver novos topicos
ou ideias matematicas, quanto para dar oportunidade ao aluno de aplicar conhecimentos
que ele ja possui num outro contexto, mais complexo ou desafiador. [...].” (SMOLE et al.,
1996 apud SMOLE; DINIZ, 2016, p. 14).

Sendo assim, para o professor a producao de texto podera ser utilizada no inicio de
um novo tema quando o objetivo for o de investigar o conhecimento prévio do aluno sobre o
assunto, isto é, funcionard como uma sondagem ou um diagnéstico dos alunos. Por exemplo,
o professor, a fim de verificar determinado conhecimento prévio sobre fragoes, pode propor
uma atividade tendo como base um determinado material manipulativo para pedir aos
alunos que escrevam o que sabem a respeito desse assunto e desta forma, o professor podera
criar as agdes necessarias para resgatar incompreensoes ou ideias distorcidas referentes a

um determinado assunto e, ao mesmo tempo, avaliar os avancos que podem ser feitos.

A producao de texto pode ainda ser usada para o fechamento de um dado contetido
em que o aluno deva explicar o que aprendeu. Por exemplo, o professor com o auxilio
do material manipulativo podera propor que os alunos expliquem o que entenderam
sobre fragoes, opinar sobre a parte da matéria que merece mais dedicacdo por ser mais
dificil, que parte é mais interessante, explicar alguns exemplos, ou seja, o professor sabera
quais aspectos da atividade os alunos apresentaram mais incompreensoes, em que pontos

avangaram, se o que era essencial foi compreendido e que intervencgoes sera preciso fazer.

Smole e Diniz ressalta inda a importancia dessas produgoes serem conservadas de
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forma que os alunos possam utiliza-las sempre que preciso.

Isso garante autoria, faz com que os alunos ganhem memoria sobre
sua aprendizagem, valorizem as producdes pessoais e percebam que o
conhecimento em matematica é um processo vivo, dindmico, do qual eles
também participam. (SMOLE; DINIZ, 2016, p. 18).

Portanto, a producao de texto nas aulas de Matematica através do uso de materiais
manipulativos tem como objetivo provocar a busca de alternativas para o ensino e a
aprendizagem de Matematica, pois ao produzir estes textos o aluno sera estimulando
a pensar logicamente, relacionar ideias, argumentar sobre os conceitos que esta sendo
estudado, assim como podera compreender melhor suas dificuldades e a de seus colegas,
e o professor podera ver a forma com que seu aluno compreendeu aquilo que lhe é
ensinado. Logo, a producao de texto pode ser explorada como recurso metodologico capaz
de enriquecer o processo ensino aprendizagem, pois, prioriza a autonomia e criticidade,
estimulando o aluno a acreditar que ele pode ser o grande responsavel pela sua aprendizagem

e desenvolvendo suas habilidades na construcao do seu préprio conhecimento.

E por fim o painel de solugoes é uma maneira de expor as produgoes dos alunos

em varal, mural ou nas parede da sala. Smole e Diniz pontua que:

Na producao individual ou em duplas de desenhos, textos e, muito
especialmente, no registro das atividades e na resolucao de problemas, os
alunos podem aprender com maior significado e avancar em sua forma
de escrever ou desenhar se suas produgbes sdo expostas e analisadas no
coletivo do grupo classe. (SMOLE; DINIZ, 2016, p. 18).

Desse modo, a organizacao de painéis e as exposicoes com producgoes dos alunos
permitem ao professor obter informacoes importantes sobre os conhecimentos prévios de
cada aluno. Esse diagnéstico orienta o trabalho e permite que o professor planeje atividades

apropriadas para superar as dificuldades encontradas e atender as necessidades individuais.

Portanto, o uso de materiais manipulativos como recursos colaborativos no ensino
de Matematica no qual os alunos podem aprender pela construcao de significados, deve ter
como base atividades que permitam a reflexdo por meio de boas perguntas e pelo registro

oral ou escrito das aprendizagens. No entanto, Smole e Diniz destaca que:

Embora sejam possibilidades mais concretas e estruturadas de repre-
sentagdo de conceitos ou procedimentos, os materiais nao devem ser
confundidos com os conceitos e as técnicas; estes sao aquisi¢oes do aluno,
pertencem ao seu dominio de conhecimento, a sua cogni¢ao. Dai a impor-
tancia de que as ideias ganhem sentido para o aluno além do manuseio
com o material; a problematizagao e a sistematizacao pela oralidade ou
pela escrita sdo essenciais para que isso acontega. (SMOLE; DINIZ, 2016,
p. 20-21).
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Behr et al. (1983, p. 91-126), afirma ainda que os materiais manipulativos quando
adequadamente concebidos, sequenciados e utilizados podem levar a reconstrucao con-
tinua das condi¢oes do problema durante a sua solucao. Além disso, para ele, as ideias
matematicas incorporadas aos materiais manipulativos, podem ser abstraidas em estrutu-
ras logico-matematicas que resumidamente provoca a diminuicdo na dependéncia destes
materiais, tornando-os independentes dos estimulos visual-perceptual. A compreensao
das ideias matematicas torna-se significativas quando o aluno consegue transitar entre as
representagdes do material manipulativo e o simbélico. (BEHR et al., 1983 apud SILVA,
F. A. F.; BALDOW, 2012, p.5)

Para Lorenzato (2012, p. 61), o material manipulativo exerce um papel importante
na aprendizagem, pois "facilita a observagao e a analise, desenvolve o raciocinio logico,
critico e cientifico, é fundamental para o ensino experimental e é excelente para auxiliar

ao aluno na construcao de seus conhecimentos."

Sarmento também aponta algumas vantagens na aprendizagem dos estudantes

quando estes participam de alguma atividade utilizando materiais manipulaveis:

1. Propicia um ambiente favoravel & aprendizagem, pois desperta a
curiosidade das criancas e aproveita seu potencial lidico;

2. Possibilita o desenvolvimento da percepcao dos alunos por meio das
interacoes realizadas com os colegas e com o professor;

3. Contribui com a descoberta (redescoberta) das relagdoes matematicas
subjacente em cada material;

4. E motivador, pois dar um sentido para o ensino da matematica. O
conteudo passa a ter um significado especial;

5. Facilita a internalizagao das relagoes percebidas. (SARMENTO, 2010,
p. 4).

E importante perceber o entrelacamento entre a teoria e a préatica educativa, que
lecionar nao é so transmitir conceitos e informagoes, mas, é acima de tudo, a oportunidade
de propiciar ao aluno um lugar adequado para a interagao entre sujeitos que, em todo

momento, aprendem, ensinam, vivem e avaliam o saber, o contexto e a si mesmos.

D’Ambrosio, B.S. e Lopes tomando como pressuposto que a Matematica faz parte
do cotidiano de todas as pessoas, desde as experiéncias mais simples até as mais complexas.

Defendem que

os conteidos matematicos precisam ser explorados na escola de forma
mais ampla possivel, para que possam gerar nos alunos a construgao e
a apropriacao de conhecimentos que servirdo para que compreendam a
realidade e possam transformé-la. Além disso, o ambiente de sala de aula
deveria favorecer a criacao de estratégias, a argumentacao, a criatividade,
o trabalho coletivo, a iniciativa pessoal e a autonomia e, também, a
confianga na propria capacidade de conhecer e enfrentar desafios. Sabemos
que nao existe um caminho que possa ser identificado como tinico e melhor
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para o ensino; no entanto, conhecer diversas possibilidades de trabalho
em sala de aula é fundamental para o professor que ensina Matemaética
construa sua pratica. (D’AMBROSIO, B. S.; LOPES, 2015, p. 173-174).

Ademais, a Matematica faz parte do cotidiano de qualquer aluno, é utilizada nas
mais variadas situagoes do dia a dia, ou seja, perspectiva-se que ela pode ser fascinante
para o aluno. Porém, este fascinio, gosto, pela Matematica ¢é inicialmente pessoal, mas

pode variar também pela forma como o professor a trabalha em sala de aula.

Desta forma, o uso do material manipulativo pode ser um caminho para propiciar
ao aluno um ensino voltado para a promocao do desenvolvimento da autonomia intelectual,
criatividade e capacidade de acao, reflexao e critica. Além disso, o seu uso tornam as aulas
mais atraentes e dinamicas, despertando o interesse do aluno e, quando ha um objetivo
bem definido a ser desenvolvido, embasando e dando suporte, o material manipulativo
possibilita ao aluno a realizacao de observacoes, constatacao de hipdteses e a elaboracao e

sondagem de estratégias.

Lorenzato (2012, p. 21), ressalta que é sempre bom termos em mente que a
realizacdo em si de atividades com material manipulativo ou visuais nao garante por si s6
a aprendizagem. E que a utilizagdo de todo e qualquer material manipulativo exige alguns

cuidados especiais por parte do professor. Entre os quais Lorenzato destaca:

i) dar tempo para que os alunos conhecam o material (inicialmente é
importante que os alunos o explorem livremente);

ii) incentivar a comunicagao e troca de ideias, além de discutir com a
turma os diferentes processos, resultados e estratégias envolvidos;

iii) mediar, sempre que necessario, o desenvolvimento das atividades por
meio de perguntas ou da indicagdo de materiais de apoio, solicitando o
registro individual ou coletivo das ac¢bes realizadas, conclusoes e duvidas;

iv) realizar uma escolha responsével e criteriosa do material;

v) planejar com antecedéncia as atividades, procurando conhecer bem os
recursos a serem utilizados, para que possam ser explorados de forma
eficiente, usando o bom senso para adequé-los as necessidades da turma,
estando aberto a sugestoes e modificagdes ao longo do processo, e

vi) sempre que possivel, estimular a participagdo do aluno e de outros
professores na confecgdo do material. (LORENZATO, 2012, p. 54).

Portanto, a atuagao do professor é determinante para o sucesso ou fracasso escolar.
Lorenzato salienta ainda que, ao planejar a aula, é preciso que o professor de Matematica,

pergunte-se:

sera conveniente, ou até mesmo necessario, facilitar a aprendizagem com
algum material didatico? Com qual? Em outras palavras, o professor esta
respondendo as questdes: "Por que material didatico?"e "Quando utiliza-
lo?". Em seguida, é preciso perguntar-se: "Como esse material devera ser
utilizado?". Essa ultima questao é fundamental, embora néao suficiente,
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para que possa ocorrer uma aprendizagem significativa. (LORENZATO,
2012, p. 24).

O uso destes materiais deve ser pensado, refletido e devem estar vinculados a
objetivos bem definidos, de tal forma que possa provocar a reflexdo por parte do aluno de
modo que elas possam criar significados para ac¢oes que realizam com eles, caso contrario
o seu uso ficara restrito somente a manipulagao ou ao simples manuseio que o aluno quiser

fazer dele.

Portanto, para que haja uma aprendizagem significativa por parte do aluno é
necessario o emprego correto do material, isto é, é preciso conhecer o porqué, o como e
quando colocé-lo em pratica. Também é importante que o professor coloque situagoes
problemas a serem explorados oralmente com os alunos, ou para que eles em grupo fagcam
uma “andlise” sobre eles. Ainda é interessante que, refletindo sobre a atividade, os alunos

troquem impressoes e fagam registros individuais e coletivos sobre os conceitos aprendidos.

Com o pensamento de que os materiais manipulaveis podem contribuir na aprendi-
zagem de conceitos matematicos, este trabalho visa propor uma sequéncia didatica com
intencao de diminuir as dificuldades dos alunos, mais especificamente o aprendizado de
fragoes, pois segundo Smole e Diniz (2016, p. 23) sdo muitas as pesquisas que mostram
a dificuldade dos alunos em aprender sobre os niimeros racionais, especialmente em sua
forma fracionaria. As avaliagoes nacionais, como as do SAEB - Sistema de Avaliacao
da Educacao Baésica, desenvolvido pelo INEP/MEC (2001, 2003), também apontam tais
dificuldades.

Para Dienes (1975, p. 1), é necessario que "a escola apresente experiéncias em que
a ideia de fracdo e de relagoes entre fracoes se elabore na prépria mente da crianca. Para

tais exercicios, torna-se necessario material didatico concreto, [...]"

Entende-se aqui como material manipulativo ou concreto, objetos ou coisas que o
aluno é capaz de sentir, tocar, manipular e movimentar. Estes objetos podem ser reais

e terem aplicacdao no cotidiano ou podem ser objetos usados para representar uma ideia.

(NACARATO, 2005, p. 3).

Assim, estes objetos ou coisas podem auxiliar na apropriacao de conceitos matema-
ticos, pois por meio deles os alunos podem manusear e perceber as relagoes matematicas

presentes e, talvez, despertar o gosto pela mesma.

Nessa concepcao de aprendizagem, o material concreto tem fundamental
importancia pois, a partir de sua utilizacdo adequada, os alunos ampliam
sua concepcao sobre o que é, como e para que aprender matematica,
vencendo os mitos e preconceitos negativos, favorecendo a aprendizagem
pela formacao de ideias e modelos. (LORENZATO, 2012, p. 43).

Neste sentido, temos como hipotese de que o ensino e aprendizagem de fragoes pode
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ser melhorado, aprofundado e compreendido quando se utilizam materiais manipulativos
em sala de aula, tais como o tangram, os mosaico, os origami, os blocos logicos, as escalas de
Cuisenare, os jogos, dentre outros. Entendemos que estes materiais, quando bem utilizados
pelo professor podem contribuir muito para a apropriagao e formalizagao dos conceitos

fracionéarios.

Manter o aluno atento e interessado é sem duvida, hoje, um dos maiores desafios
do professor. Assim, o uso de materiais manipulaveis pode, por exemplo, vir ao encontro
dessas necessidades, contribuindo de forma significativa nao s6 para o aprendizado do

aluno, mas também para a formagao docente.

Assim, esperamos que tarefas realizadas com o auxilio de materiais manipulativos,
especificamente o Tangram, possam instigar a curiosidade e contribuir para com o desen-
volvimento do pensamento fracionario, a abstracao, a criatividade, a percepcao espacial e

a concentracao do aluno.

A seguir daremos a conhecer um pouco sobre o Tangram.

5.1 O Tangram

O Tangram é um quebra-cabeca chinés, constituido por sete pegas, o qual nao se
sabe exatamente quando surgiu. No entanto, é notorio que se trata de um jogo de origem

milenar. Para Souza et al., com as pegas do Tangram ¢

possivel criar e montar cerca de 1700 figuras diferentes entre animais,
plantas, pessoas, objetos, letras, nimeros, figuras geométricas entre ou-
tros. As regras desse jogo consistem em usar as sete pegas em qualquer
montagem colocando-as lado a lado sem sobreposi¢do. Este jogo foi tra-
zido da China para o Ocidente por volta da metade do século XIX e em
1818 ja era conhecido na América, Alemanha, Franca, Italia e Austria.
(SOUZA, E. R. et al., 2008, p. 1-2).

Sobre a criagdo do Tangram existem vérias histérias distintas, sendo que (MARTINS;
MARQUES; RAMOS, 2015) destaca varias histérias, como a do "mensageiro e o Imperador":

H4 cerca de 4000 atras, um mensageiro partiu o espelho quadrado do
imperador Tan, quando o deixou cair ao chao. O espelho partiu-se em
sete pedacos. Preocupado, o mensageiro foi juntando as sete pegas, a
fim de remontar o quadrado. Enquanto tentava resolver o problema, o
mensageiro criou centenas de formas de pessoas, animais, plantas, até
conseguir refazer o quadrado. (MARTINS; MARQUES; RAMOS, 2015,

p. 11).
Ou a historia do "discipulo e o mestre", a qual dizia:

Um jovem chinés despedia-se do seu mestre para fazer uma grande viagem
pelo mundo. Nessa ocasiao, o mestre entregou-lhe um espelho de forma
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quadrada e disse: Com esse espelho, registaras tudo o que vires durante a
viagem para me mostrares na volta. O discipulo, surpreso, indagou: Mas
mestre, como poderei mostrar-lhe, com um simples espelho, tudo o que
encontrar durante a viagem? No momento em que fazia essa pergunta, o
espelho caiu-lhe das méaos e quebrou-se em sete pegas. Entao o mestre
disse: Agora poderas, com essas sete pecas, construir figuras para ilustrar
o que viste durante a viagem. (MARTINS; MARQUES; RAMOS, 2015,
p. 11-12).

Independente de qual seja a lenda sobre a criacao do Tangram, este quebra-
cabeca tem sido utilizado como material diddtico nas aulas de Artes e cada vez mais nas
aulas de Matematica, pois apresenta um forte apelo lidico e proporciona aos alunos o
desenvolvimento de habilidades de pensamento. (SOUZA, E. R. et al., 2008, p. 2-3).

Para Santos, C. H. e Imenes (1987, p. 43), o Tangram é um quebra-cabeca composto
por sete pecas que possuem formas geométricas bem conhecidas. Sao cinco triangulos,
um quadrado e um paralelogramo, originados da decomposicao de um quadrado. A idade
e o inventor do Tangram sao desconhecidos. Os chineses o conhecem por "Tch’i Tch’iao
pan", que significa "As sete tdbuas da argicia (habilidade, destreza)", tal como pode ser

observado na figura 29 abaixo:

Figura 29 — Imagem do Tangram

Fonte: Site Geniol !

As pecas do quebra-cabega sdo chamadas tans. Para monté-lo o aluno deve utilizar
todas as pecas sem sobrepd-las, mas unindo-as pelos lados, isto permite que seja formada
varios desenhos/formas. De acordo com Santos e Imenes para formar uma determinada

figura,

1" Endereco eletronico: https://www.geniol.com.br/raciocinio/tangram/. Acesso em 05 out. 2018
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¢ necessdrio concentracio, habilidade e sensibilidade. E preciso conhecer
bem as sete formas geométricas que compde o jogo e perceber certas
relagoes entre estas formas e a figura que se deseja formar. Muitas vezes
a solugao para uma determinada figura aparece quando se estd tentando
montar uma outra. (SANTOS, C. H.; IMENES, 1987, p. 43-44).

Gangi considera que o Tangram é util,

desde que o docente utilize em suas aulas |[...] como um material lidico
pedagdgico, enriquecendo o conhecimento do discente, encorajando a
curiosidade, a reflexdo, a paciéncia e a criatividade, ou seja, a eficacia
do Tangram em sala de aula estd nas maos dos professores. Escolher o
conteido a ser trabalhado, como: formas geométricas, simetria, fracoes,
divisao, area, perimetro, medidas, congruéncia, semelhanca, angulos da
figura, conforme a série em estudo, porém, é um jogo que pode ser
elaborado, preparado, organizado, formado, comprado e construido pelo
préprio discente. (GANGI, 2009, p. 3).

Portanto, o Tangram pode ser utilizado nas aulas de Matematica para se atingir
diferentes objetivos, como por exemplo: introduzir conceitos de operacoes com fragoes,
porcentagens ou estudar polinémios, identificar formas geométricas, compor e decompor
poligonos, relacionar elementos de um poligono, explorar o conceito de area, resolver
problemas envolvendo o teorema de Pitagoras, relacionar area e perimetro, relacionar
area e fracdo, construir e representar poligonos, verificar se os tridngulos do Tangram
sao semelhantes. Além disso, o Tangram é um interessante material de apoio para o

desenvolvimento do raciocinio geométrico.

Piccinin e Martins (2014, p. 17), no entanto, destaca que o uso do Tangram nao
precisa ficar restrito apenas ao uso costumeiro, inerente a Geometria Plana, pois este
material manipulativo “pode estimular o interesse dos alunos pelo estudo da Matematica,
auxiliando no desenvolvimento do raciocinio l6gico, exercitando a paciéncia e a concentragao,
melhorando a socializacao e o trabalho em grupo, assim como o espirito investigativo e
critico.” Ademais, o Tangram como auxilio didatico em sala de aula, propicia um aumento de
interesse, motivacao e aprendizado por parte dos alunos, tornando as aulas mais dinamica
e produtiva, contando com maior participacao dos educandos na explicagao e discussao
do contetdo, facilitando a compreensao da ideia de fracao e de sua simbologia, além de

favorecer a interagao entre eles, tornando-os sujeitos ativos no processo de aprendizagem.

Smole e Diniz (2016, p. 106), ressalta que a "partir do 4° ano, o Tangram pode ser
utilizado para trabalhar a conceituacao de fragdes e operagoes entre fragoes, e auxiliar no

desenvolvimento do conceito de area."

Rodrigues (2016, p. 28-29), enfatiza que o Tangram, enquanto recurso de ensino
colabora sim, qualitativamente e quantitativamente, de forma significativa, prazerosa e

interessante para a compreensio, construcao e fixacao do conceito de fracido, aumentando
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também, o nivel de concentracao, esforco, participacao e motivagao dos alunos. A autora

destaca ainda que o Tangram é

de facil acesso, uma vez que pode ser construido pelo préprio aluno, e
também por contribuir para assimilacdo do conhecimento tedrico mais
significativo,[...] desenvolve no estudante o raciocinio, a criatividade e
varias outras habilidades. (RODRIGUES, 2016, p. 3).

Fornari salienta ainda que o Tangram,

vem de encontro as necessidades dos alunos em desenvolver a transicao
do conhecimento construido de forma concreta até chegar a abstracao,
desenvolvendo ao mesmo tempo requisitos para a construcao de conhe-
cimentos posteriores que oferece inimeras possibilidades em despertar
condigbes de elaborar, compreender e construir os conceitos fracionarios
e geométricos ja vistos em anos anteriores, mediante a sua utilizacao e
exploracao. (FORNARI, 2014, p. 2).

A autora ainda destaca o Tangram como um excelente recurso para auxiliar no
ensino aprendizagem de fracoes e que é possivel, desenvolver de maneira contextualizada o
conhecimento e ainda abordéa-lo de forma critica e reflexiva, a partir da compreensao e
manipulacao das figuras planas presentes no jogo, realizando atividades que podem ser
a base do conhecimento efetivo no que se refere ao conteudo de fragoes, como conceito,
comparagao e equivaléncia, alcancando assim, um bom ensino aprendizagem neste contetdo.

E que o Tangram pode ser utilizado como

um jogo de construcao e fixagado de conceitos matematicos, principalmente
no contetuido de fracoes, através de situagoes que estimulam a curiosidade,
tornando o aluno mais consciente da utilidade da matematica para
resolver e analisar problemas na vida real. Entendendo que a matematica
pode ser fascinante para o aluno e que isso depende, principalmente, do
modo como é trabalhada. (FORNARI, 2014, p. 3).

Portanto, para o uso do Tangram como ferramenta no ensino aprendizagem de
fragdo é importante que o professor tenha em mente os objetivos da atividade, para que
fique clara a orientacao e a escolha das mesmas e de sua exploracao. Para Fornari (2014,
p. 5), o professor deve: possibilitar de maneira contextualizada o conhecimento; atuar
como facilitador ao conduzir as atividades, questionando, complementando e assegurando
o processo da descoberta; estar atentos ao que cada aluno assimila no que se referem
ao desenvolvimento da aprendizagem; analisar as suas reagoes diante de cada atividades
proposta em sala de aula, pois somente assim seré possivel alcangar uma aprendizagem de

fato significativa.

Nesse sentido, as tarefas com o Tangram devem possibilitar que o aluno construa

sua compreensao sobre os conceitos, ou seja, as tarefas precisam auxiliar o aluno a transpor
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o conhecimento construido de forma concreta para sistematizacao, formalizacao e abstracao.
Elas devem desafiar, surpreender e propiciar a observacao, analise e discussao acerca das
estratégias e possiveis resultados. Isto é, cabe ao professor a tarefa de utilizar metodologias
diferentes as quais contribua para com a aquisicao dos conhecimentos matematicos e ele
sO tera sucesso nessa tarefa se estiver atento as demandas pessoais e sociais, bem como

permanecer em constante pesquisa no seu trabalho.

Segundo D’Ambrosio, U. (2005, p. 120), é importante a "ado¢ao de uma nova
postura educacional, a busca de um novo paradigma de educagao que substitua o ja

desgastado ensino aprendizagem baseado numa relacao obsoleta de causa-efeito."

E imprescindivel que na luta por uma escola de qualidade, busquem-se alternativas
de pesquisas e meios para que a Matematica seja ensinada como uma linguagem para
a interpretacdo do mundo em seus diversos contextos. Além disso é importante que o
professor entenda que a Matematica ensinada em sala de aula deve, de alguma forma, ser
util aos alunos, e que as atividades desenvolvidas possam levar o aluno a compreender,
explicar ou organizar sua realidade. E que ao final de cada aula o professor possa ter

ensinado de forma clara e propiciado ao aluno um aprendizado efetivo e prazeroso.

Sendo assim, esperamos contribuir para o desenvolvimento do raciocinio légico e
intuitivo dos alunos, propiciando uma aprendizagem prazerosa e significativa sobre fragao.
E, que este trabalho possa ser 1til para os professores, enquanto consulta para o trabalho
em sala de aula e que as atividades que serdao propostas possam fornecer subsidios em seu
trabalho pedagdgico diante de seus alunos, para: conhecer algumas das histérias sobre
a origem do Tangram e as regras do quebra-cabeca; identificar cada peca do Tangram
e saber nomed-las; construir, a partir do quadrado, o Tangram por meio de dobraduras;
entender o conceito de fracao relacionando ao significado parte de um todo; compreender
a nocao de equivaléncia entre fragoes; comparar fragoes; resolver situagoes problemas que

envolvam as operac¢des com numeros fracionarios.

A sequéncia didatica explorara tarefas que enfatizam a investigacao e a descoberta,

tal como as apresentadas a seguir:
Atividade 1
Tempo estimado para esta atividade: 2 a 3 aulas.

Apresentar o Tangram e sua historia, sendo o objetivo principal analisar os co-
nhecimentos da turma sobre o Tangram. Dessa maneira, deve-se questionar os alunos se
conhecem o jogo e sua origem. Em seguida, fazer uma breve explanagao, por meio de

slides, das possiveis origens do Tangram. Como por exemplo, as relatadas por (MARTINS;
MARQUES; RAMOS, 2015, p. 11-12)

Ou ainda a histéria segundo Moreira (2016, p. 42):
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Era uma vez um ser humano que era muito quadrado.

De tao inconformado com sua "quadradice", entrou em crise e comecou
a olhar-se sob outros angulos. Na tentativa de compreender-se melhor,
fez um movimento de voltar-se para si mesmo. E descobriu que poderia
transformar-se em dois tridngulos. Ficou muito feliz com essa transfor-
magao.

Percebeu que, ao dividir-se em dois tridngulos, separou seu corpo de sua
cabeca. Entao, resolveu que, para compreender o mundo e a si mesmo,
ele deveria dividir sua cabega entre a razao e a emoc¢ao e criou mais dois
tridangulos.

Ao dobrar seu o corpo pela cintura, descobriu que poderia criar um
novo tridangulo, mas o que chamou sua atencao foi o que restou dessa
transformacgao: agora ele tinha um barquinho, que poderia leva-lo para
longe, muito longe, aonde ele nunca havia ido antes, em toda a sua vida
de "quadradice".

E navegou, navegou, até que bateu em um rochedo e partiu-se ao meio,
mas nao desanimou: ao ver-se quebrado, percebeu que havia encontrado
um par de sapatos. E decidiu: um dos pés do sapato iria pensar pela
emogao, e o outro, pela razao. Aquele que era seguido pela emogio acabou
sendo um pouco precipitado e quebrou a ponta do sapato: e ele descobriu
que seu pé se dividiu em um tridngulo e um quadrado.

O outro pé, que era regido pela razao, ficou muito preocupado e retraido.
E, por ficar sem reagao por tanta precaugdo, acabou quebrando seu
calcanhar.

Depois de toda essa viagem em busca pelo conhecimento de si mesmo, o
homem quadrado descobriu que nunca havia deixado de ser quadrado,
mas que poderia transformar-se a partir do conhecimento que ele havia
construido durante sua vida: sua esséncia era a mesma, mas agora os
novos conhecimentos enriqueceram sua compreensao do mundo e dos
outros seres humanos ao seu redor.

E, ao voltar a ser quadrado, teve dificuldade para encontrar sua forma
original, porque nunca mais voltaria a ser a simples soma das partes: sua
capacidade de dividir-se em varios formatos o havia tornado em um ser
multiplo e cheio de novos sentidos.

Apos a apresentacgao e discussao do possivel surgimento do Tangram e do conheci-
mento dos alunos sobre o quebra-cabeca, entregar lhes as historias com as lendas impressa
para que estes colem no caderno ou montem um portfélio e um Tangram para recorte. E
interessante também se possivel, propor aos alunos que pesquisem em livros, internet etc.

outras histérias sobre o surgimento do Tangram.

Ademais, é importante propiciar ao aluno um momento de jogo, desta forma deixar
um tempo livre para que eles possam explorar as pecgas, descobrir as figuras que podem
ser formadas. Como por exemplo: nimeros (figura 30), letras do alfabeto (figura 31) ou

outras construgoes conforme a figura 32.
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Figura 30 — Construgao dos algarismos a partir das pecas do Tangram

12345
67390

Fonte: Criado pela autora com base no livro: A Matematica das sete pecas do Tangram
(SOUZA, E. R. et al., 2008)

Figura 31 — Construcgao das letras do alfabeto a partir das pecas do Tangram

atCderShidn

L OF R ST
WwX VYo

Fonte: Criado pela autora com base no livro: A Matemaética das sete pecas do Tangram
(SOUZA, E. R. et al., 2008)

Figura 32 — Outras construgdes formadas a partir das pecas do Tangram

EEAE S
w o't 59

Fonte: Criado pela autora com base no livro: A Matematica das sete pecas do Tangram
(SOUZA, E. R. et al., 2008)

Para Souza et al, o

Tangram é antes de mais nada um jogo, um quebra-cabeca e, por isso,
as atividades iniciais devem objetivar prioritariamente o aspecto ludico.
Assim, antes do professor apresentar modelos, construcoes ou representa-
¢Oes ja prontos os alunos devem descobrir diferentes possibilidades de
combinar e agrupar as pecas. (SOUZA, E. R. et al., 2008, p. 11).
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Em seguida, os alunos poderao ser desafiados a montarem, usando as sete pecas
do Tangram e sem que haja sobreposicao das pecas: triangulo, quadrilateros, pentagonos,
hexagonos. A construirem o quadrado e o tridngulo utilizando: duas pecas, trés pecas,

quatro pegas, cinco pecas e sete pegas.
Atividade 2
Tempo estimado para esta atividade: 1 a 2 aulas.

Construir o Tangram através de dobraduras 2. De acordo com Souza, E. R. et al.
(2008, p. 55-56), a construgao do Tangram pelo aluno, por meio de dobradura, se funda-
menta pelas inimeras vantagens associadas ao desenvolvimento de diversas habilidades. A
dobradura utilizada como estratégia para o estudo e exploragao de no¢oes matematicas
permite o aluno a "desenvolver alguns conceitos, elementos e propriedades geométricas
de forma experimental. [...] permite o desenvolvimento da comunicagao oral e escrita em
matematica."(SOUZA, E. R. et al., 2008, p. 56). A autora salienta ainda que

Ao se defrontar com ordens orais ou escritas através de simbologias e
esquemas, o aluno estd diante de uma atividade de leitura e decodifi-
cacdo desses simbolos. De outra forma, ao descrever as etapas de uma
dobradura, o aluno desenvolve e interioriza nogoes do espago, utiliza e
cria convengdes para as representacoes graficas e, principalmente, faz
relagbes com conceitos ja estudados anteriormente. (SOUZA, E. R. et
al., 2008, p. 56).

Para a construcao do Tangram por dobradura sera necessario que os alunos tenham
em maos um quadrado. Isso pode ser facilmente conseguido, por exemplo, com a folha de

papel A4. Para tal, basta seguir as etapas da figura 33 abaixo:

Figura 33 — Quadrado a partir de uma folha A4

A

#
9
!

#
IR0

B
Folha Ad inteira Dobre do ponto A até Recorte o retdngulo
o ponto B formando que sobrou
assim um tridngulo

Fonte: Blog do Marcos Ventura, cuja matéria ¢ intitulada 'Diagramas de Origami". *

Construcao do Tangram

1° Passo: Formar com o quadrado uma malha quadriculada seguindo os passos da

figura 34 abaixo. Em seguida nomeie os vértices do quadrado.

2 Sugira-se que o professor construa a dobradura com os alunos utilizando folha em tamanho maior, isto
é, use a folha A4.

3 Endereco eletronico do site: https://marcosventura.wordpress.com/2012/03/23 /transformando-papel-
ad-para-fazer-o-seu-origami/. Acesso em 27 mio. 2019
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Figura 34 — Construcao da malha quadriculada

Fonte: Adaptado: Tangram um recurso proposto para o ensino dos conceitos de area e
fracdo no 7° ano do ensino fundamental

2° Passo: Dobre o quadrado pela diagonal BD. Abra e trace a diagonal BD do
quadrado com uma caneta ou lapis, conforme a figura 35. Neste passo é possivel relembrar,
dependendo da turma, conceitos como: diagonal, angulo, bissetriz de um angulo e eixo de

simetria do quadrado.

Figura 35 — Construcao do Tangram 2° passo

A B
T —
I : |
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AN

- ——-'-———f———
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. 1 I

D C

Fonte: Criado pela autora

3° Passo: Nomear os seguintes pontos do quadrado: E, F, G, H, I e O, conforme
mostra a figura 36. Através destes pontos pode-se verificar que os segmentos BE e EC
sao congruentes assim, como CF e FD. Logo, E e F sao pontos médios de BC e CD
respectivamente. Assim, como BH e HO sdo congruentes, bem como OI e ID, portanto H

e I sdo pontos médios de OB e OD, respectivamente.

Figura 36 — Construgao do Tangram 3° passo

A B
T 1 I
I I |
4o _H/Z |
A
A /s St i =
no !
! | |
D F C

Fonte: Criado pela autora
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4° Passo: Dobre o quadrado pela diagonal AC. Fazer um vinco apenas do vértice A
até a diagonal BD. Abra e trace com a caneta ou lapis o segmento AO, como mostra a
figura 37. Nesta etapa é possivel verificar que: se tragar a diagonal AC, que as diagonais
do quadrado sao congruentes; as diagonais sao perpendiculares entre si logo, os angulos
formados pela interseccao das diagonais sdo congruentes e retos; os tridngulos AOB, BOC,

COD e DOA sao congruentes, isésceles e retangulos.

Figura 37 — Construcao do Tangram 4° passo

A B
T | |
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ZCRE
|| I .

b '——-r———rG——
N

D F C

Fonte: Criado pela autora

5° Passo: Dobre de maneira que o vértice C toque o ponto O. Vinque, abra e trace
o segmento EF, conforme mostra a figura 38 a seguir. Pode se verificar com os alunos que
triangulo ECF é retangulo em C, os catetos CE e CF sao congruentes logo, o triangulo
ECF é também isosceles. A figura restante é um quadrilatero (trapézio BDFE), como BE

e DF sao congruentes o trapézio ¢ isoésceles.

Figura 38 — Construcao do Tangram 5° passo

Fonte: Criado pela autora

6° Passo: Dobre de maneira que o ponto E toque o ponto O. Vinque a dobra do
ponto G até o ponto H. Abra e trace o segmento GH. Dobre novamente a diagonal AC,
tal que o vinco va do ponto A até o segmento EF. Abra e trace o segmento OG. Conforme
a figura 39. Nesta etapa da dobradura pode-se, por exemplo, relembrar as propriedades

dos lados, angulos e diagonais do paralelogramo.
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Figura 39 — Construgao do Tangram 6° passo

A B
T | [
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D F C

Fonte: Criado pela autora

7° Passo: Dobre de maneira que o vértice D toque o ponto O. Vinque essa dobra
do ponto F até o ponto I, de acordo com a figura 40. Pode-se explorar nesta etapa a
classificacao do triangulo obtido e verificar que o quadrilatero obtido é um quadrado,

comparando as medidas de seus lados e angulos.

Figura 40 — Construgao do Tangram 7° passo
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Fonte: Criado pela autora

8° Passo: Pintar e recortar cada pecga obtida do Tangram, isto ¢, 2 triangulos
grandes (Tg), 2 tridngulos pequenos (Tp), 1 tridngulo médio (Tm), 1 quadrado (Q) e 1

paralelogramo (P).

Para desenvolver a comunicacao oral e escrita em Matematica é importante propor

aos alunos que facam um relatorio em grupo sobre a construcao do quebra-cabeca.

Para Lorenzato, aqui,

é importante que seja realizada entre os alunos a verbalizagao dos pensa-
mentos, isto é, a comunicacao das ideias, raciocinios, agoes e conclusoes
deles. Sera nesse momento que o professor poderd avaliar como e o que
os alunos aprenderam; além disso, a socializagdo das estratégias, proces-
sos, erros e conclusoes, entre os alunos, ndo é menos importante para a

formacao deles.(LORENZATO, 2012, p. 26-27).

Fiorentini e Miorim (1990, p. 06), destaca ainda que muitas "vezes, durante a

construgao de um material, o aluno tem a oportunidade de aprender matematica de uma
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forma mais efetiva’”.
Atividade 3
Tempo estimado para esta atividade: 2 a 4 aulas.

O objetivo dessa atividade é compreender o conceito de fragoes, considerando o

significado de fragdo como parte de um todo, isto é, o Tangram é o inteiro ou todo.

Orientar e estimular os alunos através de perguntas e observagoes, ao realizar as
comparacoes com as figuras que compoéem o Tangram. Propor-lhes que facam o registro
das conclusoes para que sejam discutidas apds o término da atividade com os demais

colegas. Distribuir os alunos em duplas.

1. Tomando a menor peca do Tangram como unidade, isto ¢é, o tridngulo pequeno,
compare-a com as demais pecas e determine quantas unidades cabem em cada uma delas.

Quantas unidades cabem no Tangram?

O professor deve neste momento estimular os alunos a observarem as pecas do
Tangram e em seguida comegar a questionar (é importante que faga uma pergunta por vez

e que seja dado ao aluno o tempo necessario para fazerem as observagoes e anotagoes):

a) Quantos tridngulos pequenos sdo necessarios para "cobrir'o tridngulo médio?

Figura 41 — Comparando as pegas do Tangram

Fonte: Criado pela autora

Resposta: Dois tridngulos pequenos, conforme podemos observar na figura 41.

b) Quantos tridngulos pequenos sdo necessarios para "cobrir'o quadrado?
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Figura 42 — Comparando as pegas do Tangram

Fonte: Criado pela autora

Resposta: Conforme a figura 42, sdo necessarios 2 tridngulos pequenos para "cobrir'o

quadrado.

¢) Quantos tridngulos pequenos sdo necessarios para "cobrir'o paralelogramo?

Figura 43 — Comparando as pecas do Tangram

Fonte: Criado pela autora

Resposta: Dois triangulos pequenos, conforme podemos observar na figura 43.

d) Quantos tridngulos pequenos sao necessarios para "cobrir'o tridngulo grande?

Figura 44 — Comparando as pecgas do Tangram

Fonte: Criado pela autora

Resposta: Conforme mostra a figura 44, sao necessarios quatro tridngulos pequenos

para "cobrir'o triangulo grande.

e) Quantos tridngulos pequenos sdo necessarios para "cobrir'o Tangram?
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Figura 45 — Comparando as pegas do Tangram

Fonte: Criado pela autora

Resposta: Sao necessarios 16 triangulos pequenos para "cobrir'o Tangram, conforme

podemos observar na figura 45.

2. Usando o nimero de unidades que cabem em cada umas das pecas do Tangram,
responda que fracao cada uma das pecgas do quebra-cabeca representa em relagdo ao todo,

isto é, do Tangram?

Neste momento é importante que o professor estimule os alunos a observar e
manusear as pegas do Tangram quantas vezes for preciso para que possam fazer as relagoes
essenciais para resolver o problema. Tomando como base a atividade anterior, pode ser

questionado, por exemplo:

a) Quantos tridngulos pequenos foram necessarios para "cobrir'o Tangram? Portanto,
ao tomar um triangulo pequeno do quebra-cabeca, que fragdo ele representa em relagdo ao

Tangram?

Figura 46 — Comparando as pecgas do Tangram

Fonte: Criado pela autora

. A x 1
Resposta: Um tridngulo pequemo representa a fragao 1z do Tangram, como pode

ser observado na figura 46.

b) Vimos que sao necessérios 2 tridngulos pequenos para "cobrir'o tridngulo médio
(é andlogo para o quadrado e o paralelogramo, uma vez que estes também sao compostos
por dois tridngulos pequenos). Sabemos também que para "cobrir'o quebra-cabega é preciso

16 triangulos pequenos, logo para cobrir o quebra-cabeca usando apenas triangulos médios
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seriam necessarios 8 pegas. Portanto, se tomarmos o triangulo médio como unidade de

medida, ele representa que fracao do Tangram?

Figura 47 — Comparando as pecas do Tangram

Fonte: Criado pela autora

Resposta: O triangulo médio representa % do Tangram, como mostra a figura 47

¢) Sendo necessérios 4 tridngulos pequenos para "cobrir'o tridngulo grande e, para
"cobrir'o quebra-cabeca ¢é preciso de 16 tridangulos pequenos, temos que seria necessario 4
triangulos grandes para "cobrir'todo o quebra-cabeca. Portanto, usando o tridngulo grande

como unidade de medida que fracao ele representa do Tangram?

Figura 48 — Comparando as pecgas do Tangram

Fonte: Criado pela autora

Resposta: Como pode ser observado na figura 48, o tridngulo grande corresponde a

1 ;
7 do Tangram.

3. Dada a figura 49 abaixo:
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Figura 49 — Usando uma das pegas do Tangram como unidade de medida

Fonte: Criado pela autora

Quantos triangulos médios sao necessarios para recobri-la? E se utilizarmos o

triangulo grande como unidade de medida, quantos tridangulos grandes serao necessarios?
Resposta:

Usando o triangulo médio como unidade de medida, temos:

e 1 quadrado = 1 paralelogramo = 1 triangulo médio, ou seja temos 3 triangulos

médios.
e 1 triangulo grande é composto por 2 triangulos médios, isto é, 1 tridngulo grande =
2 triangulo médios.

e 1 triangulo médio é composto por 2 tridangulos pequenos, assim, 1 tridngulo pequeno

= % do triangulo médio.

Portanto, para cobrir a figura usando como unidade de medida o triangulo médio

1

. 1
5, OU seja, 5 3.

serao necessarios: 3 + 2 + % = 5 triangulos médio e

Para o triangulo grande temos:

e 1 triangulo grande

e O quadrado corresponde a metade do tridngulo grande, logo o paralelogramo e o
tridngulo médio, também. Assim, temos que 1 quadrado + 1 paralelogramo + 1
triangulo médio = % + % + % =1+ % triangulo grande, ou seja serd possivel cobrir

um triangulo grande e a metade de outro.

e 1 tridngulos pequeno sé cobre i do triangulo grande.

Portanto, temos que: 1 + (1 + ) + 1 =2+ 3 + 1.
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Mas, pela observacoes ja realizadas sabemos que sao necessarios 4 triangulos
pequenos para recobrir um triangulo grande, desta forma temos % triangulo grande é
; N . e 1 1 __ 3 oz . A R .
composto 2 tridngulos pequenos assim, 5 + 7 = 3. Logo, serd preciso 2 tridngulos grandes

e 2, isto ¢, 2 2 de tridngulos grandes para recobrir a figura.
Atividade 4
Tempo estimado para esta atividade: 1 a 2 aulas

O objetivo é compreender o conceito de equivaléncia de fragoes. Uma vez apropriado
do conceito de fragao das atividades anteriores, é necessario que o aluno possa perceber
que uma mesma quantidade pode ser representada por diferentes fragoes ou vice versa
e, que essas diferentes representacoes da mesma quantidade sdo conhecidas como fragoes

equivalentes.

Pedir para os alunos, em dupla, que fagam uma analise das pegas do Tangram e
discutam as relagoes existentes entre elas como, por exemplo: sao necessarios 2 triangulos
pequenos para 'cobrir'o quadrado, assim como o triangulo médio e o paralelogramo. O
triangulo médio cobre a metade do triangulo grande, logo tridngulo médio, o paralelogramo
e o quadrado correspondem a metade do tridngulo grande. Para cobrir o triangulo grande
sao necessarios 4 triangulos pequenos, entao o triangulo pequeno corresponde a quarta
parte do triangulo grande.

1. Maria, Lucas, Daniel e Marcela receberam um Tangram cada, para pintar e

8 .
16+ Questionados

pela professora se ja estavam perto de terminar o Daniel respondeu que ele estd mais

recortar. Maria ja pintou % do Tangram, Lucas %, Daniel % e Marcela

préxima de acabar. Marcela, no entanto, nao concordou, pois segundo ela havia pintado
mais partes do Tangram e portanto, ela estava mais préoxima de terminar. Para acabar
com a duvida a professora propds que eles observassem as pecas do quebra-cabega e, que

através delas verificassem qual deles haviam pintado mais partes do Tangram.

Concluidas as observagoes sobre as pecas do Tangram, os alunos nao terao dificul-

dade em responder que:

A fracdo L representa a metade do quebra-cabeca, que poderia ser por exemplo,
9 ) )
representada por 2 triangulos grandes. Como foi observado anteriormente para 'cobrir'um
triangulo grande sao necessarios 4 triangulos pequenos, logo para "cobrir'dois triangulos

grandes, isto é, metade do quebra-cabeca é preciso 8 triangulos pequenos dos 16 utilizados
1

" E | 8 o~ 2 . . .
para "cobrir'todo o Tangram. Portanto, ; = {5. A fragao 7 significa que o Tangram foi
divido em quatro partes iguais e desta foram tomadas duas, isto é, a metade. Logo, % = %,

=2 = %. Os demais casos sao analogos.

analogamente temos que: 2

Portanto: % =2 =1 _38 5u seja, os alunos pintaram a mesma area do Tangram.

4 16
Como pode ser observado na figura 50 abaixo:

ool NI
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Figura 50 — Equivaléncia de fragao

- 1 . o . 8
Maria pintou — Lucas pintou 2 Daniel pintou hd Marcela pintou —
2 4 8 16

Fonte: Criado pela autora

2. Maria e Marcela encontraram em suas mesas pecas do Tangram. Maria encontrou
um triangulo grande e um quadrado e Marcela dois triangulos pequenos, o paralelogramo
e o tridngulo médio. Escreva a fracdo que cada uma encontrou. Apds comparar as fragoes

o que se pode concluir.

Resposta:

Maria: um triangulo grande + um quadrado = ; +

+ £ = 2. Conforme pode

=
col—
o] ]

ser observado na figura 51.

Figura 51 — Equivaléncia de fragao

6

+ Maria: 2= &
8 16

@i

1,1 1,1
Maria: a + 5 Maria: ~ + = =
4 8

EXS
@lw

Fonte: Criado pela autora

Marcela dois triangulos pequenos + 1 paralelogramo + 1 tridngulo médio =

2 ,1,1_ 2,2 ,2_6_3 : - 1
ststTs=161tis1Tis= 15 = 5 Conforme pode ser observado na figura 52.

Figura 52 — Equivaléncia de fragao

6
Marcela: L+ L4+ 141 Marcela: L+ L+1+1=1414+2+2=56 Marcela: — = 2
16 16 8 8 16 16 8 8 16 16 16 16 16 16 8

Fonte: Criado pela autora
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Portanto, Maria e Marcela encontraram a mesma fracdo do Tangram, ou seja,

3_ 6 o5 5 -
5 = 16 Sao fragoes equivalentes

3. Peca para os alunos, em duplas, encontrarem outras fracoes equivalentes usando

como base o Tangram.
Atividade 5
Tempo estimado para esta atividade: 2 aula

O objetivo é comparar niameros fracionarios. Nesta atividade, para comparar
fragdes os alunos serao levados a utilizar seus conhecimentos sobre o conceito de fracao e

de equivaléncia.

1. Pedir aos alunos que observem o triangulo grande, o tridngulo médio e o triangulo
pequeno. E através das observacoes respondam: Qual é a maior peca? Que fragao do
Tangram ela representa? Qual é a menor peca? Que fracdo do Tangram ela representa?

Que conclusoes se pode tirar?

Figura 53 — Comparacao de fragoes com o mesmo numerador

Fonte: Criado pela autora

Resposta: A maior pega é o tridngulo grande ele representa i. A menor peca é o

triangulo pequeno ele representa Tlo Como pode ser observado na figura 53 acima.

Pode se concluir que: Dada duas fragoes com numeradores iguais, quanto maior o

denominador da fra¢ao, menor é a fracao.

2. Destaque % e % do Tangram.

Figura 54 — Comparacao de fragoes com o mesmo denominador

Fonte: Criado pela autora
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Qual é a maior fragao? O que se pode concluir?

Resposta: A maior fragao é %, omo mostra a figura 54. Logo, dada duas fragoes

com o mesmo denominador, quanto maior o numerador, maior é a fracao.
3. Maria pintou % do Tangram e Marcela %. Quem pintou a maior parte do Tangram?

Resposta: Nesta etapa é interessante que o aluno seja levado a perceber que nenhum
dos casos acima se aplicou, logo é necessario usar algum artificio no intuito de se aplicar
um deles. Neste caso, dado o que ja foi estudado até aqui, é esperado que o aluno possa
concluir que é preciso escrever cada fracdo com o mesmo denominador, ou seja, usar
equivaléncia de fragoes. Portanto, % = %, os denominadores estao iguais, logo se aplica a

1

definigao da situacao anterior, isto é, temos que 5 = % > %.

4. Peca para os alunos que, em duplas, comparem outras pecas do Tangram,

registrem suas observacoes e em seguida exponha-as para os colegas.
Atividade 6
Tempo estimado para esta atividade: 1 a 2 aulas

Efetuar a adigdo e a subtracao de fragdes com mesmo denominador. Através de um
ambiente de reflexao e discussao, sera dado uma tarefa que tem como objetivo estabelecer
relagoes entre as pecas do Tangram e promover a construcao do conceito de adigao e

subtracao de fragdes com mesmo denominador.

Para tanto, sera entregue aos alunos a figura do Tangram, a qual deverao subdividir
o quadrado, o paralelogramo e o triangulo médio em figuras semelhantes ao tridngulo

pequeno.
Em seguida, pode-se fazer os seguintes questionamentos, por exemplo:

a) Que fracao do inteiro representa as partes das figuras dos dois tridngulos pequenos,

o paralelogramo, o quadrado e tridngulo médio do Tangram depois que foram subdivididas?

< ~ . . 14 o o 1 - - 8 C ‘A .
Resposta: Cada triangulo pequeno representa ;5 do Tangram, logo os dois triangulos

pequenos representam % % = 1%3 na subdivisao do quadrado, do paralelogramo e do
triangulo médio em figuras semelhantes ao tridngulo pequeno, sera possivel reforcar que o

2 . 2 N ST
15; 0 quadrado % e tridngulo médio 5.

paralelogramo representa
b) Que fragdo do Tangram representam as figuras dos dois tridngulos pequenos, do

paralelogramo e do quadrado. Escreva uma adi¢ao para representar essa situacao.

Resposta: Sabemos que dois triangulos pequenos + 1 paralelogramo + 1 quadrado
_ 2,2 .2 _6_3
616 " 16 16 8

L
16°

ou seja, =.

c¢) Se da unidade formada pelas sete pecas retirarmos duas pegas de ' 76

Que fragao restara?
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Resposta: Aqui é importante que o aluno perceba que o todo, isto é, o Tangram é

A ) ~ ;16 .16 2
composto por 16 tridngulos pequenos, logo a fragao do Tangram ¢é 1. Portanto: 5 — ¢ =
4 _ 7
16~ 8

d) Determine a fragao que representa o quadrado e um dos tridngulos menores.

Escreva uma adi¢ao para representar essa situacao.

) ‘A _ 2 1 _ 3
Resposta: Temos que um quadrado e um triangulos pequeno = % + 15 = 75

e) Que fragdo iremos obter ao retirar o paralelogramo e o tridngulo pequeno do
Tangram? Escreva uma subtragdo para representar essa situacao. O que aconteceu com o0s
numeradores? E com os denominadores?

16
167

1 . N . . 2
16+ Logo, o paralelogramo e o tridngulo pequeno representam 5

. 2 oA
o paralelogramo 5 e o tridangulo pequeno

L
16
tirar do Tangram o paralelogramo e o triangulo pequeno temos, }—g — 1%, = % Pode-se

concluir que na subtracao de fracdes com o mesmo denominador, deve-se conservar o

Resposta: Como o Tangram representa

= %. Portanto, ao

denominador e subtrair os numeradores. O mesmo ocorre com a adicao.
Atividade 7
Tempo estimado para esta atividade: 1 a 2 aulas
Efetuar a adicao e a subtracao de fragoes com denominador diferentes.

O intuito desta atividade é estimular os alunos por meio do uso do Tangram a
compreensao de equivaléncia de fragbes bem como sua utilizacao na resolucao das operagoes
da adigao e subtracao de fragoes com denominadores diferentes associando as partes com
o inteiro.

1.

1. Como ja foi visto na Atividade 3 (exercicio 2) o tridngulo pequeno representa ;

o paralelogramo, o quadrado e o tridngulo médio representam cada um % e o triangulo

grande i do Tangram. Assim, determine que fracdo do Tangram correspondente a:

Uma vez apropriados do conceito de equivaléncia de fracao, espera-se que os alunos
possam resolver a atividade sem dificuldades, caso tenham alguma ¢é importante retomar

as atividade.

a) soma de um tridngulo grande e um tridngulo pequeno.

Figura 55 — Adicao de fragoes

Fonte: Criado pela autora
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. ; L1, 1 4 4,01 05
Resposta: De acordo com a figura 55 acima, temos: 7 + 5c = 1¢ + 76 = 15

b) soma de um tridngulo grande, um paralelogramo e um quadrado.

Figura 56 — Adicao de fracoes

Fonte: Criado pela autora

Resposta: Observando a figura 56, podemo concluir que: i—i—%n% = %—i—%—l—% = % = %

¢) soma de um triangulo médio, um tridngulo pequeno, um tridngulo grande e um
quadrado.

Figura 57 — Adicao de fragoes

>ebe

Fonte: Criado pela autora

Resposta: Tomando a figura 57 como referéncia, temos que: é + 1—16 + % + % =
2,1 4, 4,2 _ 9
6Tt~ 16

2. Se do tridngulo grande retirarmos um triangulo pequeno. Que fragao restara.

Figura 58 — Subtracao de fragoes

Fonte: Criado pela autora

Resposta: De acordo com a figura 58, temos: + — L = 4 L—3

4716 16 16 16
Atividade 8

Tempo estimado para esta atividade: 1 a 2 aulas

O objetivo desta atividade é que os alunos possam entender o processo da multiplica-

¢ao de forma significativa através do uso do Tangram e que possam chegar a generalizacao
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do algoritmo da multiplicacao de fracoes, isto é, multiplica-se os numeradores entre si e

em seguida multiplica-se os denominadores entre si.

Para esta atividade é interessante que os alunos tenham tempo para observar as
pecas e usar sobreposicoes das mesmas em um Tangram para conseguirem fazer uma

generalizacao.

1. Se tomarmos o tridangulo pequeno trés vezes, isto é, 3 X %6. E considerarmos o

dobro da area de trés triangulos médios, ou seja, 2 x %. Que fracoes do Tangram teremos?
Resposta:

Para 3 x %6, temos:

Divida o Tangram em 16 partes iguais, isto ¢, em 16 tridngulos pequenos. Tome trés

. ] ] ‘l o 3 o~ A . .
destas partes, ou seja, 15+ 15+ 15 = 75- Note que se tem uma adigao de trés parcelas iguais,
. ; . S T g Lo 11 1 _ 3
assim podemos representa-la por meio da multiplicagao, ou seja: 1c + 76+ 76 = 3 X 15 = 15,

como mostra a figura 59 abaixo:

Figura 59 — Multiplicacdo de um ntimero natural por uma fragao

Tangram Tangram dividido em 16 partes S Tangram 3% 1 4o Tangram
16 16

Fonte: Criado pela autora

Para o caso 2 x % temos:

Divida o tangram em 8 partes iguais, ou seja, em 8 triangulos médios e tome trés

3
' 8
2 x 2 =2 como mostra a figura 60 abaixo:

destas partes, ou seja, = e, em seguida dobrando a quantidade considerada tem-se que:

Figura 60 — Multiplicacdo de um ntimero natural por uma fragao

Tangram Tangram dividido em 8 partes 3 do Tangram 2 X i
8 8

Fonte: Criado pela autora

2. Que fracao do Tangram representa % de %? E % de g.
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Resposta:

3 1
Para | de 5-

Considere a metade de um Tangram, isto é, e, em seguida tome %, ou seja, divida

' 2
cada uma das parte do Tangram em 4 partes iguais. Obtemos, desta forma, 8 partes e

tome 3, pois, queremos calcular i de %, conforme mostra a figura 61 seguinte:

Figura 61 — Multiplicacao de fragoes

g Tangram 2 de
2 a

Fonte: Criado pela autora

; 31 3
Assim, temos que § X 5 = 2
1 5
Para 5 de 3.
. 5 . ’ . .
Considere ¢ de um Tangram, isto ¢, divida o Tangram em 8 partes e tome 5 delas.

Em seguida considere %, ou seja, divida cada uma das 8 partes do Tangram em duas partes

oot

e tome 1 delas, pois, queremos % de 2. De acordo com a figura 62 abaixo.

Figura 62 — Multiplicacao de fragoes

= do Tangram
8

Fonte: Criado pela autora

Portanto, 3 x 2 = =

Atividade 9

Tempo estimado para esta atividade: 1 aula

A atividade visa a construcao de uma generalizacao para se resolver divisao com

fragoes.

1. Mariana pintou }L do Tangram, por exemplo, conforme mostra a figura 63 abaixo:
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Figura 63 — Divisao de fragoes

1 do Tangram
4

Fonte: Criado pela autora

Ela pretende dar a metade da parte colorida do Tangram para Danilo. Que fragao

do Tangram ela pretende dar e que peca poderia ser?
Resposta:

Lembrando que metade de uma dada quantidade ¢é dividi-la por 2 e toma-se uma

1 1

das partes. Entao, para obter a metade de , isto é ; + 2. Basta dividir a uma parte

considerada em duas e tomar uma delas, ou seja, % de i. Como mostra a figura 64.

Figura 64 — Divisao de fracoes por um ntimero natural

Fonte: Criado pela autora

Portanto, a fracao da parte do Tangram é %, isto é, % 2= %. E a peca que Mariana
podera dar para Danilo é, por exemplo, um tridngulo médio (lembrando que poderia ser
também, o quadrado ou o paralelogramo, pois eles possuem a mesma area do triangulo
médio).

1

isto é, quantas vezes é cabe em 3.

1 .1
IS

2. Quanto vale

N

Resposta: Considere % do Tangram, por exemplo, de acordo com a figura 65 abaixo:
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Figura 65 — Divisao de fragoes

L doTa ngram
=2

Fonte: Criado pela autora

Para responder "Quanto vale % = %", basta verificar quantas pegas de % cabem em

N

Figura 66 — Tangram dividido em dezesseis tridngulos pequenos

Em 1 cabem 4 tridngulos médio

2

Fonte: Criado pela autora

Conforme mostra a figura 66 acima cabem 4 triangulos médios, por exemplo, em %
do Tangram.

Portanto, % -+ % =4.
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6 Consideracoes finais

O proposito principal deste trabalho foi apresentar, como sugestao aos professores,
uma sequéncia didatica voltada para o ensino e a aprendizagem de fragoes tendo como foco
o Tangram como material manipulativo. Nesta sequéncia procurou estabelecer relagoes
entre as pecas do quebra-cabeca e o conceito de fracao, equivaléncia, comparagao e as

operacoes.

O Tangram é um material manipulativo cada vez mais adotado, pelos professores, e
se encontra em grande expansao na Mateméatica. Muitos problemas podem ser modelados
e escritos na forma Matematica, facilitando o entendimento e a analise de seus dados.
Portanto, o Tangram pode ser inserido no processo de ensino e aprendizagem, pois apresenta
aplicabilidade para se trabalhar um grande nimero de conceitos matematicos como, por

exemplo: formas geométricas, area, fracao, perimetro, semelhanca, simetria, entre outros.

Nos levantamentos realizados sobre o Tangram confirmamos sua utilizagao, princi-
palmente em construgoes geométricas. No entanto, quando héd um crescimento satisfatorio
no uso de um material manipulativo para melhorar a aprendizagem, é natural buscar uma
forma de aplica-lo em outros campos onde se encontra dificuldades enfrentadas por alunos
e professores, seja para o ensino de geometria ou para o estudo de fragdes. Neste sentido,
no anexo A se encontra alguns dos trabalhos, selecionados através da revisao bibliografica,
ja realizados com o Tangram no ensino e aprendizagem de fragées, com o objetivo de

minimizar as dificuldades apresentadas pelos alunos neste contetudo.

O Tangram foi o procedimento escolhido, para juntamente com as fra¢oes, apontar
solucoes para o problema proposto. A aplicacao deste quebra-cabeca no ensino de fragoes
permitiu-nos levantar possibilidades para ensinar e aprender fragoes e verificar que existem
varias possibilidades de inser¢ao deste material no ensino-aprendizagem dos educandos.

Na pratica, a execucao de varios testes demandaria muito tempo para serem analisados.

A unido de problemas de aprendizagens de fragoes com o Tangram constitui-se
em uma maneira de avaliar parametros e predizer resultados, e isso pode ser abordado
por professores nas escolas, inclusive como forma de chamar a atencdo dos alunos para as

questoes operacionais com fracoes e despertar atitudes.

Vale ressaltar que, para se obter resultados que possam efetivamente auxiliar os
professores, com maior garantia no uso do Tangram para o ensino de fracoes, deve-se

pesquisar o tema com maior rigor e realizar outras atividades e aplicad-las em sala de aula.

Quero ainda destacar que a presente dissertacao contribuiu significativamente para

a construcdo do meu saber, para a minha formacao académica e na aquisicao de novos
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conhecimentos especificos sobre fragoes. Apds essa pesquisa passei a ter uma visao diferente
dessa pratica, compreendo a necessidade das riquezas de detalhe sobre qualquer assunto
trabalhado em sala de aula, assim como, o quanto a pesquisa é necessaria na formagao

profissional.

Em trabalhos futuros, pretende-se analisar o problema fazendo a aplicagao das

atividades elaboradas, para confirmar os resultados previstos neste estudo.
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