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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo discutir a matemdtica utilizada nos quadricopteros como
ferramenta de ensino e pesquisa no Ensino Médio e como os saberes produzidos na pesquisa
académica nessa area podem ser um elemento motivador para estudantes e professores. Com isso,
o trabalho pretende despertar o interesse em conhecer aplicacdes da matematica na tecnologia.
Busca-se fundamentar nas propostas de ensino de STEM, sigla em inglés para ciéncia, tecnologia,
engenharia e matemadtica, fazendo uso de ferramentas como a Transposi¢do Didatica dos Saberes
e a Pesquisa Translacional. Apds esses pressupostos metodoldgicos, foi feito um estudo das
ferramentas matematicas e fisicas empregadas na constru¢do de um modelo para o quadricéptero
utilizando basicamente matrizes, equacdes diferenciais e leis de Newton. Em seguida, fez-se a
modelagem do veiculo chegando-se a um sistema de equacdes diferenciais e por fim, discute-se
o controle do quadricéptero. Verifica-se que, com base nas regras da Transposicdo Didatica de
Saberes, no ensino de STEM e em praticas ja desenvolvidas € plenamente possivel transpor esse

conhecimento para o Ensino Médio.

Palavras-chave: Modelagem. Transposi¢do didatica. Ensino de STEM. Quadricéptero.



ABSTRACT

This paper aims to discuss the mathematics used in the quadcopter as a teaching and research
tool in high school and how the knowledge produced in academic research in this area can be
a motivating element for students and teachers. With this, the work aims to arouse interest in
knowing applications of mathematics in technology. It seeks to base on the teaching proposals
of STEM, for science, technology, engineering and mathematics, making use of tools such as
Didactic Transposition of Knowledge and Translational Research. Following these method-
ological assumptions, a study was made of the mathematical and physical tools employed in
constructing a quadricopter model using basically matrices, differential equations and Newton’s
laws. Then, the vehicle was modeled, arriving at a system of differential equations and finally,
the quadricopter control is discussed. Based on the rules of Didactic Transposition of Knowledge,
STEM teaching and already developed practices, it is fully possible to transpose this knowledge
to High School.

Keywords: Modeling. Didactic Transposition. STEM teaching. Quadcopter.
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1 INTRODUCAO

Os VANTS, veiculos autdnomos nao tripulados, vém representando uma grande inovag¢ao
em diversas areas. Através deles, pode-se realizar uma série de atividades que anteriormente
eram financeiramente invidveis ou apresentavam um alto risco quando se empregava mao de
obra humana. Por exemplo, ¢ ja € possivel ver a utlizacdo de drones no trabalho de pulverizacdo
de colheitas; servico esse que era realizado utilizando avides pulverizadores. Na contramao desse
desenvolvimento, ainda percebe-se o0 ensino de matemadtica, ciéncias e engenharia fazendo de
metodologias pouco atrativas onde o que € ensinado dialoga pouco com as novas tecnologias. De
acordo com Moreira (2018) No geral, o que vemos € um ensino muito compartimentalizado e
centrado na pessoa do professor. Essa forma de se ensinar e aprender ndo favorece a autonomia,
a visdo sistémica e a capacidade de resolver problemas mais complexos por parte do aluno[3].
O problema das dificuldades de aprendizagem em ciéncias exatas e o desestimulo em seguir
carreira nessas dreas podem ser vistos tanto no dia a dia do professor da educagdo bésica quanto
nas avaliagdes oficiais.

A pesquisa e desenvolvimento dos quais os drones se utlizam sao fruto de um trabalho inter-
disciplinar de diversas dreas como a matemadtica, fisica, engenharia e computacdo. Daf entdo a
necessidade de apresentar os resultados das pesquisas nessas diversas dreas do conhecimento
para que se realizem atividades préticas de ensino e pesquisa desde o ensino médio.

Neste trabalho, Serd apresentado o ensino de STEM, sigla em inglé€s para ciéncia, tecnlogia, enge-
nharia e matemadtica. Além disso serd mostrada a modelagem matematica de veiculos autdnomos
e esta serd usada como metodologia de ensino e pesquisa para estudantes do Ensino Médio.
Se discutird de que forma a modelagem e a montagem de um quadricéptero podem ser usadas
como ferramenta de ensino e aprendizagem privilegiando os conteddos mateméticos do Ensino
Médio. Varios trabalhos académicos [4] recohecem a importancia da modelagem e simulacao
no processo de ensino e aprendizagem de ciéncia, tecnologia, engenharia e matematica. Se
discute inicialmente toda fundamentagdo tedrica e metodoldgica necessdria para a obtengdo de
um modelo matematico que utiliza sistema de equagdes diferenciais util para modelar a dindmica
do quadricéptero e como isso pode ser aplicado a um publico-alvo de estudantes e professores
do ensino médio.

No primeiro capitulo se discute como € possivel trabalhar esse saber na educacgdo basica. A ferra-
menta que que foi utilizada neste trabalho foi a Transposicdo Didatica dos Saberes. E mostrado
ainda como as metodologias ativas se mostram mais eficientes quando comparadas com a forma
tradicional de se ensinar e aprender matematica e, por fim, sdo apresentados exemplos do ensino
de STEM na educacdo baésica.

No segundo capitulo sdo abordados conceitos de disciplinas bésicas e complementares como
a algebra linear e mecanca clédssica. Os conceitos relacionados as matrizes de transformacao

linear, cinemaética e dindmica de corpos rigidos e equagdes diferenciais constituem uma base
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importante para a modelagem de qualquer sistema fisico.

No terceiro capitulo é abordada a modelagem matematica do quadricoptero. O objetivo é
obter um sistema de equacoes diferenciais que descreva a dinamica do veiculo bem como outro
conjunto de equacgdes que permitam explicar o funcionamento dos seus quatro motores. Para
1sso sdo utilizadas as leis de Newton. O sistema que descreve o movimento do quadricoptero
possui seis graus de liberdade; entende-se por nimero de graus de liberdade a quantidade de
parametros necessdria para descrever um determinado movimento. Por exemplo, um movimento
unidimensional possui apenas um grau de liberdade. No caso do quadricéptero, como o seu
movimento apresenta translacao em trés dimensoes e rotagdes em torno dos trés eixos, tem-se
seis graus de liberdade. Os parametros utilizados serdo x,y e z, para a translacdo e 6, ¢ e ¢ para
as rotagoes.

O quarto capitulo trata dos fundamentos da teoria de controle de forma que estudantes e profes-
sores do ensino médio possam fazer uso dos conceitos mais bdsicos em aplicacdes tecnoldgicas
em suas salas de aula. Além disso, € mostrado um resultado de simulacido do quadriéptero em

malha aberta.



13

2 FUNDAMENTACAO PEDAGOGICA

Neste capitulo falaremos sobre as teorias e praticas pedagdgicas que embasam nosso
trabalho. Nossos objetivos sdo motivar os agentes da educacdo, professores, estudantes e gestores
a conhecerem os beneficios das préticas inovadoras de ensino, discutir os desafios dessa prética
e mostrar o que ja vem sendo feito no sentido de superar tais desafios e mostrar que um saber
desenvolvido no universo académico, que é o caso dos projetos envolvendo quadricépteros
pode ser utilizado como ferramenta de ensino e aprendizagem. Para isso, refletiremos sobre
as metodologias ativas como alternativas ao ensino tradicional voltado para a testagem, serd
discutido ainda o ensino de STEM (Science, Technology, Engineering and Mathematics) como
ferramenta motivadora desse processo e falaremos sobre a Transposicao didética dos Saberes,
teoria responsavel por adaptar o saber produzido na pesquisa para o seu uso entre professores e

estudantes da educagdo bdsica.

2.1 TRANSPOSICAO DIDATICA DOS SABERES

Para atender aos objetivos do trabalho, buscamos conhecer a teoria da Transposi¢ao Dida-
tica dos Saberes, para compreender se a nossa proposta seria vidvel de ser aplicada a estudantes

e professores do Ensino Médio.

A Transposi¢do didatica teve origem em 1975, na Franca com o sociélogo Michel Verret
e, em 1982, Yves Chevallard e Marie-Alberte Joshua utilizaram este conceito para analisar como
a noc¢ao matemadtica de distancia sofria modifica¢des desde sua introducdo por Frechet, em 1906

até a sua insercdo nos curriculos escolares de geometria na sétima série, em 1971 [5].

Assim sendo, a Transposi¢do didédtica vem sendo usada como uma ferramenta util para
analisar e entender as transformacdes sofridas pelo saber, desde a formulacdo da teoria no meio
académico, até a sala de aula. A Transposi¢ao Didética pressupde a existéncia de um processo
no qual o saber de referéncia (Saber Sabio) passa por transformacgdes até se tornar o conteido

estudado em sala de aula (Saber Ensinado).

Ao contrario do que pode se pensar, ndo se trata de uma mera simplificagdo do saber, mas,
de fato na adequacao do saber "em sua sequéncia, em sua linguagem, em exercicios, problemas

e atividades objetivando sempre a otimizacao do aprendizado"[5].

Essa ferramenta pressupde a existéncia de trés niveis de saber, o Saber Sabio, onde a teo-
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ria € produzida, o Saber a Ensinar, que se materializa na producdo de livros diddticos, manuais
de ensino e programas escolares cujo publico alvo sdo estudants universitarios e professores das
redes bésicas de ensino e o Saber Ensinado, que consiste em fazer uma transposi¢do do saber
afim de se obter o sequenciamento das aulas. Cada um desses niveis possuem sua comunidade
atuando de forma autdnoma nesse processo. "Ligando esses niveis tem-se a Noosfera, que

constitui uma esfera de a¢do, onde os protagonistas atuam na transformacao do saber"[5].

2.1.1 COMO O SABER SOBREVIVE

Chevellard aponta alguns indicios de caracteristicas relevantes para que uma teoria no

nivel do Saber Sabio sobreviva até se tornar Saber a Ensinar. As caracteristicas sdo:

* O saber tem que ser consensual. Ou seja, aceito como verdade dentro da comunidade

cientifica. Mesmo que esse status de "verdade'"seja momentaneo.

* O saber deve buscar uma atualizagdo. Essa atualizacdo se d4 de duas maneiras: a Atualidade
moral, que mostra que o saber tem importancia reconhecida pela sociedade, ou seja, pelos
pais e pela comunidade cientifica. O saber ndo pode ter status de obsoleto, ou seja, que
pode ser facilmente ensinado pelos pais. O saber a ser transposto deve ser equidistante do
saber dos cientistas e dos pais. E temos ainda a Atualidade bioldgica, isso €, o saber a ser

transposto deve estar de acordo com a ciéncia vigente.

* O saber tem que ser operacional. Ou seja, o saber deve ser capaz de gerar ativida-

des,avaliagdes ou exercicios.

* O saber deve permitir que haja uma criatividade didatica. Isso €, permitir que se produzam

objetos exclusivos da escola, sem nenhum paralelo no Saber Sabio.

* O saber deve ser terapéutico. Isso é, ele precisa ser testado "in loco"e aprovado, adquirindo

assim um "selo de qualidade".

Astolfi (Apud [5]) fornece ainda um conjunto de regras que, alinhadas as caracteristicas
relevantes de Chevellard conduzem uma teoria do Saber Sébio ao Saber Ensinado.

1. Regra 1 - Modernizar o saber escolar - A modernizacao do saber escolar consiste em
uma necessidade pois vemos que o saber sdbio se desenvolve de forma cada vez mais
rdpida. Ainda de acordo com Brockngton (Apud [5]), a modernizacdo legitima o programa

da disciplina, garantindo seu lugar no curriculo.

2. Regra 2 - Atualizar o saber escolar - O saber escolar precisa ser atualizado em relacio a
sociedade. Um saber considerado obsoleto é aquele que pode ser transmitido pelos pais. E
necessario que o saber transmitido na escola esteja equidistante do saber diluido na cultura,

aquele ensinado pelos pais e o saber sdbio, produzido na academia.
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3. Regra 3 - Articular o saber novo com o antigo - O saber novo deve estar articulado com
o conjunto de saberes antigos. Ndo nio de forma abrupta, com o objetivo de refutar o saber

anterior, mas de modo a fundamentar o novo saber.

4. Regra 4 - Transformar um saber em exercicios e problemas - Exercicios e problemas
fazem parte do processo avaliativo escolar. Por isso, saberes que podem facilmente dar
origem a exercicios e avaliagdes t€m um maior potencial de serem incorporados como

saber a ser ensinado.

5. Regra 5 - Tornar um conceito mais compreensivel - Isso se traduz em uma mudanga da
sua linguagem original. O saber passa a ser redigido em uma linguagem mais préxima do

seu publico-alvo, fazendo com que a sua compreenssao e aprenduzagem seja facilitada.

Diante do desafio de adaptar os saberes envolvidos em projetos de quadricopteros para
estudantes e professores do ensino médio, percebemos que a Transposi¢do Didatica nesse caso
se mostra possivel de acordo com as suas regras. Pesquisas dessa natureza envolvem Tecnologias
da Informacdo que modernizam e atualizam os saberes escolares bem como os métodos de
ensino dos saberes antigos. O ensino de contetdos como matrizes, plano cartesiano € mecéanica
utilizando ferramentas computacionais e construcdo de veiculos mostra-se mais proximo do
nicleo de pesquisa do que a forma tradicional de repassar contetidos. Além disso, os conteidos
estudados na ciéncia estdo fortemente articulados com as praticas que podem ser desenvolvidas
na nossa proposta. O que mostra que ndo existe uma ruptura entre o saber ensinado € 0 novo
saber. O novo saber pode ainda ser transformado em exercicios e problemas, os quais podem
ser desenvolvidos a partir de ferramentas computacionais. A quinta regra ainda se mostra um
desafio para a pesquisa.H4 uma necessidade de adaptar uma grande quantidade de conceitos e
nomes da teoria de controle e das equagdes diferenciais para o piblico-alvo; o que sugere varias

possibilidades de continuidade desse trabalho.

2.2 A STEM COMO FERRAMENTA DE ENSINO-APRENDIZAGEM

A STEM foi a metodologia que mais chamou a atencdo no sentido de resolver o problema
de motivar o estudante enquanto aproxima a tecnologia e a engenharia ao contetudo estudado.
STEM € uma sigla para Science, Technology, Engineering and Mathematics (ciéncia, tecnologia,
engenharia e matematica). De acordo com Marco Antonio Moreira, [3], a base do ensino de
STEM envolve a integragao desses conteudos quebrando os "silos"do ensino de disciplinas
totalmente independentes que o estudante tem que enfrentar, e fazendo conexdes com o contexto

do mundo real.

Em seu artigo, Moreira apresenta varios desafios para o ensino de ciéncia e tecnologia

e mais especificamente para o esnsino de STEM na educagdo contemporanea. O trabalho, por
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sua vez, estd baseado em um dossi€ publicado na revista Science, em 2013, sobre os desafios
do ensino de ciéncias no século XXI. A revista Science cita ainda a fala do fisico Carl Wieman,
nobel da fisica, onde ele defende os beneficios das metodologias ativas em relacao ao modo

tradicional de se ensinar e aprender:

"O que funciona melhor do que aulas expositivas e temas (problemas) de casa, € ter os
alunos trabalhando em pequenos grupos com a mediagdo de professores que podem ajuda-los a

aplicar os conceitos bésicos a situacdes da vida real"(apud [3]).

Dentre os diversos desafios para que tenhamos de fato uma educacdo cientifica e tecnolo-

gica que atenda as demandas do século XXI, Moreira elenca as seguintes:

* Aprendizagem ativa e ensino centrado no aluno.

Pratica deliberada.

Desenvolvimento de competéncias cientificas.

O uso de laboratdrios presenciais e virtuais.

* A compreensdo de desordens cognitivas individuais e como elas contribuem para o ensino

formal.

* Professores empreendedores que possam divulgar suas préticas inovadoras a colegas,

gestores, politicos, etc.

2.3 EXEMPLOS DA PRATICA DE STEM

Ao se fazer uma busca na literatura é possivel ver vérios casos de prética de ensino de
disciplinas STEM. Estes casos relatados podem servir como exemplo ou motivacao para que o

professor passe a aplicar tais praticas no seu dia a dia dentro da escola.

2.3.1 A ROBOTICA EDUCACIONAL

A literatura mostra uma grande variedade de exemplos do uso da robdtica como ferra-
menta de ensino e aprendizagem. Através dela, € possivel trabalhar conceitos da matemaética e
da fisica de maneira lidica a partir da resolucdo de problemas concretos. De acordo com Lima e
Casillo, [6], "a robdtica educacional também pode ser usada como uma forma de incentivo ao

estudo da computagdo".

O trabalho de Lima e Casillo [6] propde o uso do arduino na constru¢ao de um robd

didatico utilizado em problemas das Olimpiada Brasileira de Robética (OBR). O resultado
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alcancado pelos autores € um robd com um custo de aquisicao inferior a0 modelo mais usado na

competicdo, no caso, o LEGO mindStorms®.

2.3.2 O ENSINO DE ENGENHARIA PARA ESTUDANTES DO ENSINO
MEDIO

Algumas praticas de ensino de engenharia durante o Ensino Médio podem ser um ele-
mento motivador para que mais estudantes se sintam atraidos ou vocacionados para essas areas.
Por exemplo, na Escola Politécnica de Engenharia da Universidade de Sdo Paulo (POLI-USP)
acontece o programa de pré-iniciacao cientifica (Pré-IC), onde os estudantes de escolas do Ensino
Médio t€m a oportunidade de participar de atividades nos laboratérios de engenharia da facul-
dade . "Os alunos participantes foram divididos em quatro grupos e apresentaram os resultados
de sua vivéncia nos laboratérios de Tecnologia de Materiais e Componentes de Construgao,
Geoprocessamento, Automagao e Modelagem Matemaética neste ciclo, que teve a duracao de

seis semanas."[7]

Segundo relatos dos professores e estudantes participantes do Pré-IC, o programa apre-
senta resultados positivos como o engajamento dos estudantes para alcancar os objetivos em
um curto espago de tempo e uma visao mais ampla da ciéncia, da engenharia e do papel da

universidade.

"Os alunos comentaram que o programa ofereceu uma visao real do que € engenharia,
permitiu o contato com a ciéncia, ajudou a mudar os conceitos que tinham da
universidade e a ver a vida de modo mais avangado. Outra avaliagc@o positiva que
fazem do programa € o envolvimento dos demais alunos das escolas onde estudam

que chegam até a competir para ver quem ira participar dos préximos grupos."[7]

Em sua tese de doutorado, Rodrigo Barbosa Silva estuda as diferentes vertentes do
movimento maker como as propostas baseadas em FabLabs, na Maker Media em contraste com a
proposta da FabLearn e vé essa dltima vertente como uma contribui¢io ao pensamento filoséfico

de Alvaro Vieira Pinto e ao trabalho do educador Paulo Freire.

"conclui-se que proposta FabLearn é condicente com ideias freirianas para
Educacdo e que parte da falta de embasamento teérico do movimento maker em
geral pode ser preenchida pelo pensamento filoséfico de Alvaro Vieira Pinto e
educacional de Paulo Freire, em uma perspectiva emancipatéria e inclusiva da

sociedade."[8]
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3 FUNDAMENTOS DE FiSICA E MATEMATICA

Neste capitulo se fard uma breve revisao das ideias matematicas necessdrias a compre-
ensdo do processo de modelagem e controle de quadricopteros. Nosso ponto de partida sdo as

matrizes, sua aplicacio nas transformacoes lineares e as equacdes diferenciais.

ApOs a exposicao das ideias matemadticas, serdo discutidos os principais conceitos da

mecanica cldssica envolvidos nos estudos dos quadricépteros.

3.1 MATRIZES

Uma matriz € uma ferramenta matematica que consiste em uma tabela de elementos
dispostos em linha e coluna. [9]. E no ensino médio que os estudantes tém o primeiro contato com
matrizes e o objetivo desse estudo € motiva-los a ver contetidos matematicos como ferramentas
de pesquisa tteis ao desenvolvimento cientifico e tecnolégico. Usamos a notagdo A;; para denotar
uma matriz em que ¢ € j sdo nimeros naturais € a;; indica o elemento da matriz na linha i e

coluna j. Por exemplo, se A € uma matriz quadrada do tipo 3 x 3, temos.

a1; a2 Qi3
A= ay; daiz @13 | - (3.1)

11 Q12 Aa13

3.2 MUDANCA DE BASE E ROTACAO DE SISTEMAS DE EIXOS

Uma aplicacdo importante das matrizes diz respeito ao seu uso no célculo de rotagdes de
objetos ou na transformac¢do de um sistema de eixos coordenados >.; em um sistema de eixos
9, obtido exclusivamente através de uma rotacao em torno de um dos eixos coordenados. Os
sistemas sdo ortogonais e, portanto, suas respectivas bases E e F sdo ortonormais. A mudancga de
base serd mostrada inicialmente no plano e, em seguida, a ideia serd extendida para as coordena-

das no espaco.

Boldrini [10] e Coelho [11] mostram como obter uma matriz de mudanca da base
p = {e1,e2} para a base ' = {fi, fo} obtida a partir da base candnica [ pela rotagdo de um
angulo 6. Consideremos incialmente a mudanga de base no R?. O resultado em seguida pode ser
extendido para sistemas tridimensionais.

Dado um vetor ¢ € R? de coordenadas

[v]g = v
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Figura 1 — Mudancga de base.

fi

€1

4

Fonte: Autoria prépria

Escrevendo ¢ nas bases 3 e 3/, vem

vV =1T1€1 + X269

= y1fi1 + a2 fe.
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Figura 2 — Vetores e; e ey escritos como uma combinacdo linear de f; e f.

J2

Fonte: Autoria prépria.

Temos que escrever e; e e; em funcgdo de f; e fs. Para isso, se considerarmos a figura 2 e

aplicarmos as relagdes métricas no tridngulo retangulo, € possivel concluir que

e1 = ficosf — fysend

ey = f1senf + fycosf

Escrevendo na forma matricial, a equacao 3.2 torna-se

[v]s = [T [v]}

| cosf —send Y1
To | senf cosd Yo '

A titulo de motivagdo para novas aplicacdes, as matrizes de rotacdo podem ser abordadas no

Ou seja,

ensino médio com a utilizacao do software Geogebra. Pereira [12] apresenta sequéncias de

atividades voltadas para o ensno médio utilizando matrizes de rotagdo com o geogebra.

Exemplo 3.1. E possivel mostrar através do Geogebra como aplicar uma rotacdo de 90° a um

triangulo de vértices (1,1), (3,2) e (2,1) no plano.

R ( ) c0s90° —sen90° T
o .CL" =
% Y s5en90°  cos90° Y
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Rotacdo de um tridngulo a partir do produto de uma matriz de rotacio aplicada a seus vértices.

.A/}b@@.&‘xmcfjé. Q =
Lista v, 6 %

_ {045 —089
b ( 0.89 70.45)

Namero

IS

m=90

A=(L1)

)
/H
" L]
N
m @
I\

B=(21)

C=(3.2

E = (-1.34, 0.45) : EI

|
[

@ 0 © ©

)

Fonte: Autoria prépria

Figura 3 — Representacdo do sistema movel de eixos utilizando dngulos de Euler.

3.3 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

As equagdes diferenciais desempenham um importante papel quando se trata de fornecer
um modelo matemdtico de um sistema fisico. Embora este ndo seja um assunto desenvolvido
no ensino médio, a formacao dos professores de matemadtica e fisica contempla este curso em
seus curriculos. Isso faz com que o professor do ensino médio tenha uma compreesao do uso de
equagoes diferenciais em fendmenos do dia a dia.

Quando estuda a mecénica, por exemplo, o estudante tem contato com uma série de ideias
advindas do estudo das equagdes diferenciais. Por exemplo, quando estuda a defini¢do de

velocidade, que € a razdo entre o espago percorrido e o intervalo de tempo necessario para
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percorré-lo e é dado pela equagdo
As

At’
estd lidando com difrenciais, apesar de ndo ter contato com esse termo durante o ensino médio.

(3.2)

v =

No ensino médio, estuda-se ainda a diferenca entre velocidade média e velocidade instantanea. E
a velocidade instantanea se dd quando lim At—)O%- E esse limite pode ainda ser expresso através

da notacdo de derivada como
ds

em que ds e dt representam valores infinitesimais de As e At, respectivamente.

(3.3)

v

Exemplo 3.2. Outros fendmenos podem ser descritos matematicamente utilizado equagdes
diferencias, como por exemplo,a dindmica de um oscilador harmonico simples formado por um
sistema massa-mola composto por um corpo de massa m que se move sem atrito cinético sobre
uma superficie representada pelo eixo x pode ser representada pela equacao diferencial ordinéria
34.

Figura 4 — Oscilador harmonico simples formado por um sistema massa-mola.

k m

2080808080808
goouuuuoouuog

0 Z)

Fonte: autoria prépria

mcj;f + kxr = 0. (3.4)
seja r = e a solugdo da equagdo 3.4. Logo,
= ae™ (3.5)
e
a" = ale™ (3.6)

Substituindo 3.5 e 3.6 na equacdo 3.4, temos
ma’e® + ke* = 0.
Colocando e** em evidéncia, vem

e (ma® + k) = 0.
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Como e £ 0, segue que ma? + k = 0. Como m > 0 e k > 0, a equagio caracteristica

ma®+k=0 (3.7)
possui duas raizes complexas do tipo 2’ = z\/g ex’ = —i\/% . Assim, a solugado da equacdo
3.4 serd da forma

z(t) = Cre™t? 4 Che™ e, (3.8)

em que w = \/% , ¢ ¢ uma constante real denominada fase do Movimento Harmonico Simples e

os coeficientes C e Cy sdo numeros reais. Consinderando ainda a férmula de Moivre,

e = cos B + i send, (3.9

concluimos que
z(t) = Cycos(wt + @), (3.10)

Em que '} é uma constante real. A EDO 3.4 estabelece uma familia de curvas que sdo solugdes
e cada solucd@o depende da constante (.

Figura 5 — Familia de soluc¢des da equacgdo 3.4

Fonte: Autoria prépria

A figura 5 foi obtida a partir do software Scilab. Pode-se sugerir como parte das atividades
investigativas sobre a matematica presente no quadricoptero a pratica de constru¢do de gréaficos
de func¢des utilizando Scilab. O software permite ainda a resolu¢do numérica de equagdes

diferenciais, o que € de grande importancia nesse estudo.

Definicao 3.3. Uma equacdo que contem as derivadas de uma ou mais varidveis dependentes

com rela¢do a uma ou mais varidveis independentes é uma equagdo diferencial. [13]
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Se uma equacao diferencial possui apenas derivadas ordindrias, ela é chamada de equacgdo
diferencial ordindria - EDO.
As equacdes diferenciais podem ainda ser classificadas quanto a ordem de suas derivadas. A
ordem de uma EDO ¢ a derivada de maior ordem em uma equagao. Por exemplo, se a derivada
de maior ordem for de segunda ordem, teremos uma EDO de segunda ordem.
Pode-se ainda classificar ainda uma EDO quanto a sua linearidade ou ndo linearidade. Dizemos
que uma equacio diferencial da forma y™ = f(z,y,/,...,y™ ) é linear quando f é uma

n—1)

funcio linear de y, v, ..., y™~ 1, isso significa que a EDO pode ser escrita como:[13]

Definicao 3.4. um problema de valor inicial (PVI) de uma equacdo diferencial de ordem n é

y™ = flz,y, Y, y"Y) (3.11)
?/(xo) = Yo,
Yy (zo) = 11,

Y (z0) = Y2 (3.12)

Yy (20) = Yot
em que To, Yo, Y1, Y2, ** * » Yn—1) Sdo valores dados. A solugdo geral de 3.11 é uma familia de n
parametros. As condigoes iniciais 3.12 sdo usadas para determinar os valores das constantes da

solucdo geral e assim, acharmos uma solucdo particular. [14]

n m—1

Y Y
an(z)% + an_l(x)dxnil

Nessa equacgdo, vemos duas propriedades referentes as equacdes diferenciais lineares.

d
+-- 4 m(az)% = g(x) (3.13)

* A varidvel dependente e todas as suas derivadas sdo de primeiro grau, isso é, a poténcia de

todos os termos em que aparece oy € 1.
* Os coeficientes a; sdo dependentes apenas de x, que € a varidvel independente.
Por exemplo, a equagdo
(y — z)dx — dxdy =0

¢ uma equacdo diferencial linear, ja no caso abaixo tem-se uma equacao nao linear, que apresenta

um dos coeficientes depende de y e uma fun¢do ndo linear de x.
(1 —y)dy + 2y = €”.

Definicao 3.5. Quando uma funcdo ¢, definida em algum intervalo I, é substituida em uma
equacdo diferencial e transforma uma equacdo diferencial em uma identidade, dizemos que é

uma solucdo da equacdo diferencial no intervalo.
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3.4 FUNDAMENTOS DE MECANICA CLASSICA

A modelagem dindmica do quadricéptero depende de conceitos bédsicos da mecanica
cldssica tais como sistema de referéncia, movimento plano, velocidade, aceleragdo, forga e
momento. Aguiar 2010 [15] e Nussenzveig [16] definem matematicamente tais conceitos e

mostra teoremas que serdo utilizados na modelagem do quadicéptero.

Como o movimento € relativo, a fisica faz uso de coordenandas cartesianas para medir
e registrar a posicao de um movel relativa a uma origem ao sistema de coordenadas utilizado
da se o nome de referencial ou sistema de referéncia. De acordo com Meirovitch, 2010, [17],
a imagem mental de um SR € de trés réguas gigantes colocadas a 90 graus umas das outras
formando os trés eixos cartesianos X, y € z e de um tnico relégio visivel de todos os lugares
para medir a passagem do tempo. Com isso, podemos anotar a cada instante ¢, como visto no
rel6gio,a posi¢do 7 = (z, vy, z) de uma particula.
Ainda de acordo com Meirovitch [17], "as leis de Newton sdo usadas preferencialmente em
sitemas referencias inerciais mas em muitos casos, € mais conveniente o uso de referenciais nao
inerciais. Um referencial é chamado de inercial quando a primeira lei de Newton € vélida para
ele. No nosso caso, trabalharemos com um sistema de eixos rotacionado em rela¢do a um outro

sistema que € fixo."

3.4.1 CINEMATICA

A cinematica € a drea da mecanica que estuda os movimentos sem levar em conta as
causas dos mesmos. Existem trés tipos de movimentos planos. S@o eles: a rotacdo em torno de
um eixo fixo, a translacdo e o movimento plano geral. (Hibbeler 2011 apud [9]).

Sejam A e B pontos quaisquer do corpo, os vetores do corpo. Os vetores r 4 e g sao definidos
utilizando o referencial fixo X, y, z. Dado um outro sistema referencial z’,3/,2z’ cuja origem é o

ponto A, podemos escrever um vetor rg,4 que rotaciona os pontos A e B.
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Figura 6 — Vetor posi¢ao no movimento de translagio

.l.|'

Fonte: Beer, Johnston Junior e Cornwell (2012) apud [9] adaptado

Assim, de acordo com a figura 6, o vetor posi¢ao do ponto B em relagao a origem do
sistema X, y, z é dado por

rB=TA+7TB/A (3.14)

A velocidade € definida como a taxa de variacao da posi¢ao da particula em relagdo ao tempo
[16]
dr

V== (dz/dt,dy/dt, dz/dt) = (vs, vy, V). (3.15)

Derivando a equagdo 3.14 em rela¢@o ao tempo e considerando o vetor r /4 constante, obteremos

VA = U (316)

Ou seja, no caso da translagdo, a velocidade de um corpo rigido é a mesma em todos os seus
pontos [9]. A aceleracdo da particula € definida como a taxa de variagc@o da velocidade em relacao

ao tempo. Ou seja, a derivada segunda da posicdo em relacido ao tempo.

a= Cj;t) = (dv,/dt,dv,/dt,dv,/dt) = (az, ay, az). (3.17)
ou
d*r

Forca é uma acdo impressa a um objeto que visa mudar seu estado de movimento. Além disso,

se considerarmos apenas a translagao, a aceleracdo no ponto A € igual a aceleracdo no ponto B.

aj = ag (3.19)
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Vamos considerar agora o caso em que o0 corpo sobre uma rotagdo em torno de um eixo fixo

conforme a figura 7

Figura 7 — Rotagdo de um corpo rigido em torno de um eixo fixo

Fonte: Fonte: Beer, Johnston Junior e Cornwell (2012) apud [9] adaptado

Nesse caso, o ponto P possui trajetdria circular e a sua velocidade pode ser descrita por
meio da derivada do vetor  em relagdo ao tempo. Geometricamente, a velocidade de P € um

vetor tangente a sua trajetoria.

d
U:d—::wxr, (3.20)
em que w corresponde a velocidade angular da particula. Derivando a equagdo 3.4.1, vem
d d
a:d—::a/xaxr%—%(u}xr), (3.21)

em que a4 representa a aceleracao no ponto A Aplicando a regra do produto a equagdo 3.21,
a=as+axXr+wXx(wxwv), (3.22)

de forma que tenhamos a aceleracdo angular do corpo decomposta em duas componentes, uma

aceleracdo tangencial e uma acelera¢do normal.
a=ap+a + ay, (3.23)

que pode ser escrita como [9]
a=as+axr—uwr (3.24)
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3.4.2 DINAMICA DE CORPOS RIGIDOS

O momento linear de uma particula é definido como o produto da sua massa por sua
velocidade.
P = mu. (3.25)

Derivando ambos os membros da equacio 3.25 em relagdo ao tempo,

dp dv
o2 ] 2
i m i ma (3.26)
Assim, tem-se p
P
—=F 3.27
o (3.27)

E isso corresponde ao enunciado da segunda lei de Newton: "A variagdo do momento € proporci-
onal a for¢ca impressa e tem a direcdo da forca". Na dinamica de rotagdo de uma particula P em

torno de um ponto O, o torque € definido como o produto vetorial entre o vetor posicdo OP e a

forca F.
dp
=rx F=rx—. 3.28
T=r r L ( )
Aplicando, consequentemente a regra do produto ao produto vetorial, conclui-se que
dp d dr d
TX$—£(7’Xp)—$Xp—%(7’Xp) (3.29)
Definindo
[ =1rXxp, (3.30)

em que 1 € o momento angular da particula em relagdo ao ponto O, podemos escrever

dl

=~ (3.31)

T

isso é, o torque € a derivada do momento angular em relacdo ao tempo. A direcdo de [ é
perpendicular ao plano definido pelas direcdes de r e p e o sentido obedece a regra da mao
direita. E interessante ainda expressar o momento angular em funcio da velocidade angular w da

particula. Como V' = wr, segue que
I = mor = mriw = lw, (3.32)

em que
I =mr? (3.33)

Considere um sistema de particulas formado por N partiulas e m; a massa de cada
particula (: = 1,2, 3, ..., N) de vetor posi¢do 7;(t) e velocidade v;(t) em relagdo a uma dada

origem O. O momento angular total do sistema em relacao ao O é dado por

N N
L= ZTi X p; = Zmﬂ”i X U; (334)
=1 =1
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Vamos obter o momento total do sistema de particulas em relacdo ao seu centro de massa CM.

Considere ainda o vetor R dado por

em que

Se 7} e v} sdo o vetor de posi¢do e a velocidade da particula i em relagdo ao CM, temos

N
ri=r;+R=>Y mu;=0 (3.35)
=1
N N
vi=v+V=> mu => p;=0 (3.36)
=1 =1
N
P=VY m;=MYV, (3.37)

i=1
em que V € a velocidade do centro de massas (CM).

Um corpo rigido pode ser entendido como um sistema de n particulas em que as distancias
entre essas particulas sdo fixas. Ou seja, um corpo rigido ideal ndo sofre deformacdes. Na prética,
corpos rigidos ideais sdo abstragdes matematicas, uma vez que todo corpo sofre deformagdes.
Por outro lado, para simplificar nosso modelo, podemos desprezar as deformagdes. A ideia
de corpo rigido é extremamente ttil para descrever sistemas mecanicos que sofrem rotacao e
translacdo,ja que permite descrever os movimentos de um corpo usando seis coordenadas. Trés

coordenadas para a translacao e trés para a rotagao.

|

Figura 8 — Descri¢do vetorial de um corpo rigido. Fonte: <http://efisica.if.usp.br/mecanica/
universitario/corpo_rigido/intro/>


http://efisica.if.usp.br/mecanica/universitario/corpo_rigido/intro/
http://efisica.if.usp.br/mecanica/universitario/corpo_rigido/intro/
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De maneira geral, a velocidade e a aceleracao de um corpo rigido podem ser expressas

respectivamente por:
V=19 +wXr (3.38)

a=ay+wXr+wx(wxr) (3.39)

3.4.3 MOMENTO LINEAR E MOMENTO ANGULAR DE UM CORPO
RIGIDO

@

X A

<= 5

Figura 9 — Momento angular e linear de um corpo rigido. Fonte: autoria prépria

1 & 1
re = n@m - ;min = /Q rdm (3.40)

O momento linear de um corpo rigido pode ser calculado a partir da seguinte expressao

p:nh_r)noo;mwi:%ir_q;mi(vo—l—wxn) = —vo/dm—l—wx/rdm:m(vo—l—wxrc),
(3.41)

em que a integracdo é realizada sobre toda a extens@o do corpo rigido e vg+w X r;) é reconhecido

como a velocidade do centro de massa C, de forma que a equacdo 3.41 pode ser escrita como

p=mVe (3.42)
Ly = /r X (w X r)dm (3.43)
rX(wxr)=w(r-r)—rw-r), (3.44)

de forma que a equacgdo 3.41 se reduz a

Lo = /(w(r 1) —r(w-r))dm, (3.45)
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Ly = Lyw, — Lyyw, — Ly, (3.46)
Ly = Luws + Lyw, — L, (3.47)
L,=—1I,w, — [yywz + I, .w, (3.43)
em que
I, = /(r2 —2%)dm, I,, = /(7‘2 —yHdm, I, = /(r2 — 2%)dm (3.49)

sdo chamadas momentos de inércia e

L, =1, = / zydm, I, = L, = / vzdm, I, = Iy = / yzdm (3.50)

2

sdo chamaddos produtos de inércia. Note que r? = 2% + y2 + 22. Escrevendo o conjunto de

equagdes 3.46 na forma matricial, vem

L, I, Iy —1y. Wy
Lyl=| -IL. I, -I,.|[w, (3.51)
L, L. —Ly I. ap
em que
Low  —lyy —1I
U= —-I. I, -I,. (3.52)
—Lp —Ly L.

define o tensor de inércia, também conhecido como matriz de inércia [9].

n

1] = n@w;([r?] —{ri} {ri}ymi = / ([73) = {ra} {r:}")dm (3.53)

{L} = [} {w} (3.54)
I= /((r )1 —rr)dm (3.55)
L=1 w= /((r )l —rr-w)dm = /((T ‘r)w —r(r-w))dm, (3.56)

344 ANGULOS DE EULER

Os angulos de Euler se mostram importantes quando queremos representar posi¢des
angulares de um sistema mével de coordenadas z'y'z’ em relacdo a um sistema fisico XYZ.
Segundo Landau [18], Qualquer vetor pode ser descrito em um ou mais sistemas de coordenadas.
Nosso objetivo aqui € fazer uma descricdo do vetor posicdo, vetor velocidade e vetor aceleracdo
em um sistema de coordenadas rotacionado.

O plano mével de x’ e y’corta o plano fixo que contem X e Y. Esse plano € perpendicular ao

eixo Z. O angulo ¢ € o angulo formado entre os eixos x e x’. ¥ € o angulo formado entre y e y’
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e 6 € o angulo ente z e z’. Para deduzir tais equagdes, vamos escrever o vetor 7 em termos dos
componentes dos dois sistemas de eixos x; e &;. Os vetores unitdrios ao longo desses eixos sao

denotados, respectivamente por Z, j’, kei , f’, i tal que
P = 1+ waf + w5k = G + & + &k (3.57)

Se existem duas formas diferentes de representar o mesmo vetor, entdo existe uma relacao entre
as componentes x; e &;. A relacdo entre &; e os componentes z; pode ser obtida a partir do

produto escalar de 7 e i'.

& = (i/ . Z)xl + (i/ . j)aig + (i/ k)xs (3.58)
= x1c08(&1, 1) + x2008(&1, 2) + x308(&1, T'3) (3.59)
= lllxl + lml’g + l131’3 (360)

Usando o mesmo raciocinio, podemos expressar §, € xi3 em termos de componentes de x; de

forma que podemos generalizar a equagdo anterior para
3
& = lnxwy + lipxrg + lizrs = Z lijw; 1=1,2,3 (3.61)
j=1

Podemos entdo escrever a equacdo acima na forma matricial.

{& = [l {=}, (3.62)

em que a matriz [[] pode ser compreendida como um operador que transforma o vetor {x} no
vetor {¢}. Esta equacdo representa uma transformagao linear em que [!] € uma matriz quadrada
de coeficientes [;;. Podemos obter o vetor {z} multiplicando a esquerda ambos os lados da

equagdo pela matriz inversa [[] " de forma que

{z} = [1]"" {y} (3.63)

Ainda de acordo com [17], € possivel provar que a matriz inversa [/]~! € igual a transposta de [{],
ou seja, [/]7. Quando uma transformagio obedece a essa relagio, é chamada de transformagio

ortogonal.

3.5 MATRIZES ORTOGONAIS E ROTACOES DO SISTEMA DE EIXOS

No processo de modelagem do quadricéptero, € conveniente escrever as relagdes entre
um sistema de referéncia fixo - as vezes chamado de frame de mundo - e um sistema de eixos

rotaciondos - o frame movel fixo no quadricéptero.

Y1 =1 (3.64)
Yo = x9c0801 + x35€nb; (3.65)
y3 = —xosenb| + xzcosby, (3.66)
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que pode ser escrita na forma matricial como

Y1 1 0 0 T
Yo ¢ = | 0 cost senb To ¢, (3.67)
Y3 0 —senb; cost, T3

que pode ainda ser escrita de maneira mais compacta como
{y} = [Ra(61)] {=} (3.68)

Devido a existéncia de dois sistemas de coordenadas diferentes, precisamos fazer uso
de matrizes de transformacao. A rotacdo de um vetor em torno do eixo x pode ser descrito pela

matriz
1 0 0

R,=10 cost; senbt (3.69)

0 —sen¢ cosbt

A matriz de rotagdo em torno do eixo y € dada por

cosfy 0 —senb,
R, = 0 1 0 (3.70)

senfly 0 cosB,

E a matriz de rotagdo em torno de z é dada por

cosh; senb; 0
R, = | —senbl; costl; 0 (3.71)
0 0 1

Combinando as equagdes 3.69, 3.70 e 3.71, pode-se escrever

em que

092093 0018(93 + 881892093 801803 — 661892393
R(@) = Rx . Ry . Rz —092863 001063 - 891892893 891663 + 061562503 (372)
892 —891C02 091692

em que c e s representam, respectivamente, abreviagdes para cosseno e seno.
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4 MODELAGEM DO QUADRICOPTERO

O quadricoptero é um veiculo aéreo que possui quatro rotores localizados no mesmo
plano em uma configuragdo cruzada. Os dois pares opostos de hélices (1,3) e (2,4) giram em
direcdes opostas variando a velocidade do rotor. Quando as velocidades das quatro hélices
sd0 aumentaas a0 mesmo tempo, teremos movimento vertical. No caso de um aumento das
velocidades, os rotores produzem uma forga vertical para cima contraria a forca peso e com isso
o quadrotor ganha altitude. Quando os quatro motores giram com a mesma velocidade, temos

que o momento resultante € zero e o quadricéptero estd mantendo sua posi¢do (também chamada

de atitude).
1 2
an

1
2 / I ) : f\ |
NI almN Y

Figura 10 — Visdo superior do quadricéptero com os quatro motores numerados e com o sentido
de rotacdo. Fonte: autoria prépria

Em trabalhos como [1], a orientacdo dos eixos do corpo estd ao longo dos bragos do
veiculo e € mostrado na figura 13. Além disso, assume-se que o centro dos eixos do corpo t€m a

mesma posicao que o centro de gravidade.

Dois métodos diferentes tém sido usados para conseguir essa tarefa. Podemos usar as
equacgoOes de Lagrange ou as leis de Newton como em outros artigos. Vamos aplicar o segundo
método que parece ser mais compreensivel.

O quadricéptero € controlado pela variacdo independente das velocidades de quatro hélices.

Portanto, com a notacdo da figura 13 , temos as seguintes entradas:
* O impulso total: u; =7 + 7o + 73 + 74

* O momento de rolagem: uy = (17 — 74)

* O momento de arfagem: uz = (1, — 72)
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* O momento de guinada: uy, = v; + vy — V3 — Uy

O quadricéptero € um sistema com seis graus de liberdade. Entdo ele é descrito usando doze
estados. Os seus seis primeiros estados representam a atitude e suas variagdes. Para fazer a
descri¢do da atitude, que € a posicao angular que o quadricOptero se encontra em relacao a um
referencial fixo, sdo utilizadas as varidvels ¢, 6 e 1), que descrevem, respectivamente os angulos

de roll (rolagem), pitch(arfagem) e yaw(guinada) conforme a figura 11.

Angulo de pitch

v N

Angulo de roll

Angulo de yaw

Figura 11

Fonte: [9]

Quando mudamos as velocidades das hélices 2 e 4, produzimo a rotagao roll - de rolagem,
acoplada ao movimento lateral. A rotacdo de pitch e o movimeto lateral correspondente pode ser
obtida a partir da mudancga de velocidade das hélices 1 e 3. A rotacio de guinada - yaw resulta

da diferenca de torque cntrdrio entre cada par de hélices.

Os outros seis estados dizem respeito a posi¢ao em relacdo ao referencial fixo na Terra.
X, y € z sdo descritos no sistema de coordenadas NED e a velocidade € descrita pelas varidveis u,
vew.
Qualquer movimento do quadrotor € alcancado através de mudancas na variagdo angular dos

seus motores.

Para isso, partiremos do conceito de sistema de referencial mével para trés dimensoes.
Consideremos as seguintes bases de R3:
Er ={eir, ear, esr} é a base do referencial fixo na Terra.

Ep = {eic, eac, e3¢} é a base do referencial fixo no corpo.

x
x = | y | indica a posi¢do absoluta do corpo.

z
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Rotaciona Estacionario
- * Esquerda

3

Figura 12 — Esquema de funcionamento do movimento de um quadricéptero. Fonte: autoria
prépria

z

Figura 13 — Visdo geral da dindmica do quadricéptero. Fonte: autoria propria

¢
© = | 6 | indica a atitude pelos angulos de Euler.
w -—
u
v = | v | €éo vetor velocidade linear na base F/5 (no corpo).
w
p
2= | g | é o vetor velocidade angular na base Ep.
r

Assim, usando a matriz de rotagao descrita no capitulo anterior, podemos modelar a
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cinemdtica do quadricéptero.

T U
gy | =RO)| v
z w

A transformacao angular que ocorre entre o sistema fixado no corpo do quadrotor e o sistema

fixado na Terra € dado pela equagdo matricial

p ¢
g | =M@©O)| 6
¥
O que implica em
¢ p
0 | =M (O)
W r

Multiplicando as matrizes de rotagdo R, - R, - R, obtemos a matriz R(©) dada por

spstsi) + clcyp  sph — sy sbco
R(©) = cos copcr —s¢ (4.1)
cOssp — cipsl  cOsopc) + sbsy  cleo

cp  cosy 0
M@©)=1| —s¢p copcp 0 |, 4.2)
0 —s¢ 1

O segundo conjunto de equagdes que descreve a mudanca de atitude de acordo com as rotacdes

no sistema fixo no corpo € dado por

cp  —s¢sy 0
M'e)=| = “0 |, (4.3)
sPte  chte 1

4.1 ACELERACAO LINEAR

A aceleragdo do quadricéptero pode ser obtida a partir das leis de Newton através da

equagdo i
A 0
.. b
X=g|0|-RO=D w|0], (4.4)
m;5
1 1
isto é, i
x 0 0
X=14g|=9g|0|—-RO| O 4.5)
Z 1 “
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0 spsls + clcyp  spsOc) — clsp  sbco 0
=10|— cOsi) cocy —S¢ 0
g clsisp — cpsd  —sp + ss  coct “
—stcpt
— s
g — copch it
e portanto,
T = —scptt
y=soir (4.6)
2= —cochit + g.
¢ cp —sv 0| |p
) _ sy cyp
1= @ w 0|4
(G sty cptep 1
ol e —soo]lp] | e —sv0][5]
2 _ s cp sy cp .
(0 sty cptop 1 r | sto cpto 1 T
cd  —s 0 co6 cosp 0| [ & ] ap —sp 0|[p
A W —sp cpep O[O ||+] £ =L 0|]|q| 48
= dt b b S coQc . ch co q :
sty ctp 1 0 —s¢ 1 (0 | sty cityp 1 |
ol o —soo]lp] | e —sv0]]5]
0= B9 0|t 5 % 04 (4.9)
(0 sty cptop 1 r I sty cptop 1 7
) cp —sy 0 cop cosy 0 ) cp  —syv 0
0| = o w 0 0 O |+ = <« 9
i B 7 —sY oy _ @ o
10) sty cptop 1 0 —s¢ 1 WY sty cto 1 T
(4.10)
Derivando e multiplicando as matrizes, é possivel provar que
é 0 —gep 0| ¢ cb st 0| |p
0 |=| 2 06 0|6 |+ £ <= 0]y (4.11)

c cé co

o gto S 0| Y spte cpte 1| | 7

O vetor velocidade angular € dado por:

O=|q (4.12)



are _

Entao
Ug p
I'Vlfug | =TT g | +(QxIQ)
Uy T
D
=g |+I"(QxIw)
_ZU,Q
=T lus | —IT1 (QxIQ)
ZU4
ZUQ_
=1 lug | +T1 (Twx Q),onde
lU,4
Lz O — 0 0
-1 1
o Iy, 0 |=I"=|0 7 0
0 0 L. 0 4=
Assumindo que I, = [, temos
I, 0 0 o 0 0
INo I, 0 |=I"'=|0 ¢ 0
0O 0 I, 0 0 %
P - 0 0 Ly . 0 0
ql= o 0 lus | +{ 0 - 0 |-(I2x9Q)
T 0 & luy 0 0 4+
A K
— l[Z; + pr (Izzl;ylyy)
- 0
[yy 0 0 p p
([QXQ): 0 I, O qg| x| q
0 1., r T
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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plyy P 1 J k
=\ qly | |Xq|=|ply aly rl. (4.24)
rl,, T P q T
= qr[yyi + pq[yyk +pril..j — pq[yyk —qrl..j — pr]yyj (4.25)
=qr(ly, — L..)i+pr(1,, — I,,)j + Ok (4.26)
= (qr(lyy — L..),pr(1,, — I,,),0) (4.27)

Substituindo 4.22 em 4.10, temos

(ﬁ O —pch 0 gb cp  —sy 0 lIuTj qri(lyyi;“)
i ¥ j j s cp lu Uzz—1yy)
) o & 0] | W sty cpte 1 g 0
(4.28)
—zl}écqb cp  —syp 0 lluﬁ cp  —syp 0 qri(lygy[“)
— e 10 sy c lu sYP cp Uzz—1yy)
S| w oo G w O T e W O
bote + % spte cpty 1| | u sty cte 1 0
(4.29)
—heg O comtts 4 supragi
5+ d)eupé + e + | e [yzyyl“ pr ”y];y“l (4.30)
1ppte + ;% l“ifw + l”z}sz% SYtoqr—= — ctpri—==
(}5 = —1pfcg + %UQ - %Ug + Iyy Lz (greg + prso)
W + Ilsi’¢u2 + Ilmﬁqug + 71”1,]“ (qr— - pfr*@) (4.31)
)= dxbtqﬁ 9 LUty y 1ty g Ly 4 Dl (grsyte — preyte)
Precisamos escrever p q e r em funcgdo de ¢, ¢ e 1. Para isso, lembremos que
¢ p ¢ p
O | =M1O)| ¢ | =M |06 |=|q]; (4.32)
v r v r
cp  cosy 0
M@)=| —s¢ copcp 0 |, (4.33)



e portanto,
p cp  copsp 0 ¢ oty + Gegsy
= | —s¢¥ cocyy 0O 6 | = —gz%sdzécqbcgb
0 —s¢ 1|4 —Osp+ 1)

p = ¢t + Ochsy)
g = —¢st) + Ocpey)
r=—0s¢ 41

Agora, vamos escrever pr e qr em termos de ¢, 6 e 1.

pr = gzﬁwm/z + Gwcqﬁsdz — ¢90¢3¢) — 920¢s¢s¢.

gr = dhsp — O2chdepsd — Opeper.

isso nos permite escrever a expressio (grey + prsiy) como

(qrev + prsw) = Oeg(v) — Os¢)

(qrste — prevtd) = gto(Osé — ).

Assim, temos o conjunto de equacdes:

g}é = —)lco + %u - @u + 71”’_[” (1) — 95¢)90q§
< 4+ B o)

w/ww+“+w%wwm%%— Uy — P () — O3) dtd

De 4.6 e 4.41, podemos escrever o seguinte sistema:

T = —stcp’t

j = 5ot

Z=—copchdt +g

95 = —ipfco + @ - ls—"ﬁu + M(zﬁ - OSQS)HCQS
1/;(15 i Ilsib 4 Ilmﬁqﬁu n Iyy L. (1/1 fs¢) & s

) = wup + 20 4 Lebtoy, 4 W% + g — () — 050)dto.

41

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)
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4.2 COMPORTAMENTO EM MALHA ABERTA

A aceleracdo linear no referencial fixo na Terra € descrito através da segunda lei de

Newton
F=mV (4.43)

Onde m é a massa do quadrotor. A massa € constante e V' é o vetor velocidade no referencial
fixo no corpo.

As velocidades u, v e w s@o medidas n sistema de coordenadas fixo no corpo e a velocidade do
sistema no corpo pode rotacionar e mudar sua magnitude ao mesmo tempo. Isso nos conduz ao

conceito de derivagao total do vetor V.

F=mV+4+wxmV (4.44)
Entao temos
F, U U
Fyl=m|v|+m|q]|X]|w (4.45)
F, w r w

F, U qu — TV
F,l=m| o |+m]| ru—pw (4.46)
F, w pU — qu
E portanto,
F, U+ quw —rv
F, | =m| t+ru—pw 4.47)
F, w + pv — qu

Desconsiderando a aerodinamica, temos que as for¢as que atuam no quadrotor sao a for¢a peso

W e as forcas verticais das hélices.

W, U+ quw —1rv
W, =m| v+ ru—pw (4.48)
W, -T W+ pv — qu

A forca peso W estd sempre agindo na dire¢do do eixo z no sistema fixo na Terra. A conversio
para o sistema fixo no corpo € feita usando a matriz (18). Realizando a multiplica¢do de matrizes,

ficamos com
—mgsent 0 U+ quw —rov

mgcosfseng | — | 0 | =m | v+ ru— pw (4.49)
mgcostcosp T W+ pv — qu
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Isolando %, v e W, temos

U =rv—qw — gsen (4.50)
U = pq — ru + gcostseng (4.51)
T
w = qu — pv + gcospcost) — — (4.52)
m
Onde
T =b(Q] + Q5+ Q5 +QF) (4.53)

b é o coeficiente de empuxo e cada €2; corresponde a velocidade de cada um dos motores.

Isso nos leva ao seguinte conjunto de equagdes de estado:

U =1rv—qw — gsend (4.54)
U = pq — ru + gcostseng (4.55)
W = qu — pv + gcospcost) — b(Q] + Q3 + Q3 + Q))m (4.56)

[19] descreve as equagdes do momento angular a partir da modelagem da aceleragdo

angular do quadricéptero.

4.3  ACELERACAO ANGULAR

M=H (4.57)

M=H+wxH (4.58)
H=1Iw (4.59)
I, 0 0

I=|0 1, 0 (4.60)
0 0 I,

M=Iw+wxIlw (4.61)

Ap06s expandir em componentes, ficamos com
Mx = p[x + QT([Z - [y) (462)

M, = pl, +pr(l, — L) (4.63)
M, = pl, + pq(1, — L) (4.64)
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E, por conta da simetria de xz e yz,

Assim, as equacgdes podem ser simplificadas para

M, = pl, + qr(I, — 1) (4.65)
M, =pl, +pr(l, — 1) (4.66)
M, = pl, (4.67)

Ignorando a inércia das hélces e os torques aerodindmicos, as equagdes dos torques externos

podem ser escritas como

M, = 1b(Q5 — OF) (4.68)
M, = Ib(92 — Q32) (4.69)
M, =d(Q5 + QF — Q3 +Q3) (4.70)

, onde d é o fator de arrasto dos rotores e [ € a distdncia das hélices ao Centro de Gravidade.

Assim, o conjunto de equagdes de movimento € dado por

. 1b I; -1
p= (-0 —gr==—* (4.71)

. 1b I;—1
§= (2 - 0F) —pr—=— 4.72)

Yy T
d

e URA VR U (4.73)
(4.74)

4.3.1 EXPANDINDO AS EQUACOES DE MOVIMENTO

43.1.1 MOMENTOS GIROSCOPICOS DAS HELICES

As equagdes que vimos anteriormente sdo uma simplifica¢@o. Elas ndo levam em conta a

aerodinamica, as forcas e momentos giroscopicos nem a dindmica dos motores.

Acrescentando os momentos giroscopios as equagdes dos momentos, teremos

Mx = p[a: + qr([z - Iy) + Hx + qu - Hyr (475)
M, = I, +pr(I, — L) + H, + H,r — H.p (4.76)
M, =7+I,+ H, + Hyp— H,q (4.77)
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Onde H,, H, e H, sdo os momentos angulares totais das massas giratorias com taxas angulares

em X,y e drecdo z no frame do corpo.

4
=1
4
Hy =Y Iy, (4.79)
=1
4
H.=> Liw. (4.80)

i=1

As taxas angulares dos rotores estdo presentes apenas no eixo z (na estrutura do corpo) e nao ha

mais massas rotativas do que elas, as equacdes podem ser simplificadas para

M, = pl, +qr(I, — I,) + H, + H.q (4.81)
M, = ql, +pr(I, — L) + H, + H,r (4.82)
M, =7l +H, (4.83)

As equagdes para as variagdes angulares com os momentos giroscépicos das hélices inclusos se

tornam

.0 I;—1, H,
p= 7 (90 -~ ¢ (4.84)

lb IZ - I Hz
ig=—(Q] —Q3) —pr Y "%p (4.85)

Lot I, I,

d

F= (G4 Q- 01+ ) (4.86)
(4.87)

A maneira de modelar o quadrotor difere da usada para o veiculo de asas fixas no fato de
que nao estamos fazendo a rotacdo na mesma ordem para ir dos eixos da terra para o corpo. De
fato, a maneira mais préatica € realizar a rotacdo final da Terra para a transformag¢do do corpo ao
longo da direcdo de impulso. Assim, tomamos para o corpo a terra a transformacao, a seguinte

matriz de cosseno de direcdo.

spsts) + clcyp  sph — sy sbco
R(©) = copsy cocp —5¢ (4.88)
clshsp — cipsl  clspch + sOsyp  cheg

onde:

* ¢, 0,1 sdo os Angulos de rolagem, arfagem e guinada, respectivamente;

* co = cosp, sp = seng to = tgo, etc.
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5 CONTROLE DO QUADRICOPTERO

A teoria de controle tem sido aplicada em diversas areas onde se necessita de um controle
preciso de uma determinada grandeza fisica. Podemos citar, por exemplo, aplicagdes como o
controle do nivel de liquido em um reservatdrio, controle da trajetéria de robds autdbnomos assim
como o controle dos estados dos VANTS, o que € objeto do nosso trabalho.

Técnicas de controle podem ser utilizadas para controlar, por exemplo, a velocidade de rotagdo
de um motor para que ele forneca sempre a mesma velocidade independentemente da carga a
ele acoplado. Apds modelar as equacdes que descrevem a dindmica do quadricéptero, o que
se busca é uma forma de controlar os estados do veiculo - posicao e atitude a partir das quatro

entradas, uy, us, Uz € uy, que so as rotagdes dos quatro motores.

5.1 DEFINICOES

Araujo [20] fala que para se entender o que de fato ¢ um problema de controle, sdo
necessdrias algumas defini¢des iniciais. Dentre as quais, citaremos algumas aqui.
Processo: ¢ definido como uma operacao ou desenvolvimento natural que evolui progressiva-
mente, caracterizado por uma série de mudancgas graduais que se sucedem de modo relativamente
fixo, conduzindo a um resultado ou finalidade particular.
Sistema: ¢ uma disposicao, conjunto ou cole¢do de partes, dentro de um universo, que estao
conectadas ou relacionadas de tal maneira a formarem um todo.
Sistema Fisico é uma parte do universo que foi delimitada para estudo.
Modelo: Consiste na representacdo de certas caracteristicas do sistema fisico que sao relevantes
para seu estudo.
Controle: E a agio de fazer com que um sistema fisico atenda as especificacdes de desempenho
determinadas a priori.
Controlador: Dispositivo utilizado para a obtenc@o do controle de um sistema fisico.

Sistema de Controle: Conjunto formado pelo sistema a ser controlado e o controlador.
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Figura 14 — Diagrama de um sistema de controle automatico.

v

Controlador

Sensores Atuadores
A

A

Processo

Fonte:[21]

Conforme foi explicado no capitulo dedicado a modelagem, as entradas us, u3 € uy4 Sa0
responsaveis pelas variacdes na atitude do veiculo, enquanto que a entrada u; € responsdvel pela
sua altitude. Vale lembrar ainda que as mudancgas de posi¢cdo nas dire¢des de x e y dependem de
variagOes angulares. Por isso, se faz necessdrio dividir o sistema a ser controlado em dois subsis-
temas; um, responsdvel pela atitude e outro pela posicdo. Esta situacdo fica bem representada no
trabalho de C Balas [1].

Subsistema de posigio

B €I
¥, 1 =5 T
Subsistema angular 1
& Y
& ——| =
( Ua ) 7] ¢ Z
U | 4 7]
Us 6 ]
Y
P

Figura 15 — Diagrama de um sistema de controle automético. Fonte:[1] adaptado

5.2 CONTROLE EM MALHA ABERTA

Um sistema de controle pode ser em malha aberta ou fechada. Araugjo [20] define e
mostra a diferenga entre malha aberta e fechada.
Sistema de controle em malha aberta: E aquele em que a saida ou resposta ndo possui nenhuma
influéncia sobre a entrada.
Sistema de controle em malha fechada: E aquele em que a saida ou resposta influencia a

entrada do sistema.
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De acordo com Bouabdallah [2], como os VTOLS sao sistemas dinamicamente instaveis e
dificeis de se controlar, simulacdes em malha aberta sdo particularmente tteis no reconhecimento
da contribuicdo de cada efeito modelado para a dindmica do sistema. Eles mostram ainda o
resultado de uma resposta natural do sistema a uma variagdo de velociade angular inicial de

rolagem ou de elevagdo.

Pitch angle

"1

L]

a
i+
|
k-

> ] . " " | L L -
w [i] 1 | | 4 E r L ]
Time [s] Tind [1]

Figura 16 — Resposta natural do angulo de rolagem e de elevacdo a uma velocidade angular
inicial. Fonte:[2]

Como resultado, vemos que o sistema ganha energia mecanica, comega a oscilar e tende

a aumentar essas osilacdes com o tempo.
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6 CONCLUSAO

A partir da pesquisa bibliogréfica sobre alternativas ao ensino tradicional de ciéncias e
matemadtica, buscou-se conhecer como a ci€ncia e a engenharia produzidas nas universidades
poderiam ser uma alternativa a esse modelo de ensino. Foi produzido entdo um apanhado tedrico-
metodoldgico que investiga como o ensino de STEM, a pesquisa translacional e a transposicao
didética dos saberes poderiam ser utilizados por professores do ensino médio para desenvolverem
projetos de tecnologias que chamem a atencao e motivem os alunos a se dedicarem a resolver

problemas cientificos.

Assim, partindo-se desses pressupostos, o exemplo da matematica envolvida nos drones
foi utilizada como uma proposta de ensino e pesquisa de STEM para alunos e professores de
Ensino Médio. A pesquisa no ensino médio ja é uma realidade presente em diversas escolas. Os
resultados de feiras de ciéncias locais, nacionais e internacionais sao um exemplo dos esfor¢os de

professores e estudantes da educagdo basica em fazer ciéncia a partir da vivéncia nas suas escolas.

O trabalho possibilitou a modelagem matemadtica do quadricéptero a partir de ferramentas
de 4lgebra linear e equacdes diferenciais. Foi possivel ainda mostrar que diversos saberes desen-
volvidos no ensino superior podem ser transpostos para o ensino médio por meio da transposi¢ao

didatica dos saberes.

Além disso, como aplicagdo das ciéncias, o contato com as tecnologias e engenharias
respondem aos anseios dos estudantes sobre as possibilidades de aplicacdes de determinados
conteddos estudados durante o ensino médio. Préticas inovadoras que se servem de tecnologias
podem ser uma resposta para o ensino voltado apenas para a testagem e que tem no professor a
figura central detentora e tinica transmissora do saber. O principal objetivo percebido na literatura
consultada € ver estudantes e professores motivados e engajados na resolucdo de problemas

complexos e concretos e se apropriando da ciéncia para a construcao de projetos tteis a sociedade.

Alguns resultados como simula¢des computacionais e nao foram possiveis de ser rea-
lizados em virtude das minhas limitacdes pessoais na drea de teoria de controle. Apesar das
contribui¢des dos matemadticos na drea de controle, a formagdo do professor de matemética nao
contempla o estudo dessa disciplina, o que pode se constituir um desafio para professores de
matemdtica que desejam trabalhar nessa drea com os seus alunos. Outra barreira a ser conside-
rada estd no dominio das tecnologias empregadas, como o da programacao e do arduino. Tais

dificuldades exigem que o professor dedique mais tempo estudando essa drea ou procure a ajuda
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de profissionais especializados.

Para trabalhos posteriores, fica a sugestao da realizacdo de oficinas que levem alunos
do Ensino Médio a terem contato com os equipamentos de montagem de drones, estratégias
de controle, softwares de simulac@o e com o ensino da programagdo para que eles possam se
apropriar desses saberes na pratica. E possivel ainda mostrar outras estratégias de controle no
abordadas no texto dessa dissertacdo mas que se encontram na bibliografia consultada.
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