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'E a andlise matemdtica . . . apenas um jogo da mente? Ao fisico ela sé pode dar uma
linguagem conveniente; ndao € este um auzxilio mediocre, e, estritamente falando,
dispensdvel? E ndo € de se temer que essa linguagem artificial seja um véu interposto
entre a realidade ea visdo do fisico? Longe disso; sem essa linguagem, a maior parte das
analogias intimas das coisas teria ficado para sempre desconhecida por nos; e teriamos
eternamente a harmonia interna do mundo, que € . . . a unica realidade objetiva
verdadeira. "

(Henri Poincaré)



RESUMO

MARINHO, Joao Jefferson Faria Marinho. Titulo: Aspectos de Modelagem Matematica
em Escoamentos Potenciais: o aerofdlio de Joukowski. 2019. 147 f.. Dissertagao (Mestrado) -
Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Pés-Graduacao, Pesquisa, Extensao e Cultura. Programa

de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2019.

Sob as hipdteses de escoamento em regime permanente, incompressivel, irrotacional e
inviscido é possivel modelar, sob uma vista bidimensional , o escoamento em torno de
uma aerofélio de Joukowski. Uma ferramenta adequada para essa modelagem é a Funcao
Complexa Analitica. A partir das hipoteses do escoamento é possivel construir uma funcao
de corrente e uma funcao potencial que poderao ser representadas em uma tnica funcao.
Essa fungao é chamada de Potencial Complexo, ela carrega informacoes sobre a velocidade
das particulas e sobre as suas trajetérias no escoamento. O Potencial Complexo é uma
funcdo complexa analitica, dessa forma usando a Transformagdao Conforme de Joukowski
sera possivel modelar o escoamento em torno do aerofélio quando, primeiramente, for

modelado o escoamento em torno de um cilindro.

Palavras-chave: Fungoes Analiticas, Equacoes de Cauchy-Riemman, Potencial Complexo,

Transformacao Conforme, Aerofélio de Joukowski.



ABSTRACT

MARINHO, Joao Jefferson Faria Marinho. Titulo: Aspectos de Modelagem Matematica
em Escoamentos Potenciais: o aerofdlio de Joukowski. 2019. 147 f.. Dissertagao (Mestrado) -
Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Pés-Graduacao, Pesquisa, Extensao e Cultura. Programa

de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2019.

Under the assumptions of steady-state, incompressible, irrotational and inviscid flow, it
is possible to model the flow around a Joukowski airfoil from a two-dimensional view.
A suitable tool for this modeling is the Complex Analytic Function. From the flow
assumptions it is possible to construct a current function and a potential function that can
be represented in a single function. This function is called Complex Potential, it carries
information about the velocity of particles and their flow paths. Complex Potential is a
complex analytical function, so using Joukowski’s Transform Conform will allow you to

model the flow around the airfoil when you first model the flow around a cylinder.

Keywords: Analytic Function, Cauchy-Riemman Equations, Complex Potential, Trans-

form Conform, Joukowski airfoil.
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1 INTRODUCAO

Qual a aplicagdo das Fungdes Complexas na vida real ou como elas podem ser tteis
nas aproximagoes de resultados reais? Essa foi uma das perguntas que fiz quando estudei
Anélise Complexa na graduagao. Bom, fazia Licenciatura em Matematica e acaba ficando
na expectativa de poder aplicar os resultados que aprendeu com os futuros alunos. Mas ao
término da disciplina “nunca mais estudei Analise Complexa”, talvez o mais perto que

cheguei foi de solugoes complexas em sistemas de amortecimentos em EDOs.

Inicialmente, este trabalho seria sobre aplicacoes de Série de Fourier, estava tudo
tendendo para esse lado. Foi quando minha orientadora me sugeriu escrever sobre Dinamica
dos Fluidos, na verdade, a matematica aplicada a esse assunto. Confesso que sai da
orientacdo com muito medo, mas porque nao tentar? Meu primeiro contato com o assunto
foi nas aulas do Programa de Doutorado do IMPA do professor André Nachbin, na
disciplina de Dindmica dos Fluidos. Na primeira aula ele ja diz que usara andlise complexa

como ferramenta de modelagem.

No decorrer dos estudos (assistir ao Programa e pesquisar sobre o tema) um leque se
abriu e percebi como as disciplinas de Céalculo, EDO e Andlise Complexa estao relacionadas
com os assuntos de fluidos. Parece estranho o que foi dito anteriormente, mas no meu
curso as disciplinas citadas eram na base do “prove ou demonstre”, e pouco comentario
sobre as relacoes. Fiquei impressionado como os Teoremas de Stokes e Gauss, o Teorema
Fundamental do Célculo, o Teorema de Leibniz, o Teorema de Mudanga de Variavel, o
Teorema Fundamental das Integrais de Linha, o Teorema de Cauchy se conversam de modo
a apoiar resultados como o Teorema do Transporte de Reynolds, Equacoes de Conservagao
de Massa, Equacao da Quantidade de Movimento, Equacao de Bernoulli e o Teorema de

Kelvin para circulagao, por exemplo.

A Escola Naval oferta duas graduagoes: Ciéncias Navais e Administragao. Ao final
do curso os alunos serao nomeados oficiais da Marinha em uma das graduacgoes citadas.
Sao 4 anos de duragdo, os dois primeiros anos chamamos de ciclo bésico (disciplinas de
Célculo, Fisica, Estatistica, Mecanica e Eletricidade sdo algumas das disciplinas) e os dois
ultimos anos sao o que chamamos de Habilitagdo: Administracdo, Maquinas, Eletronica e
Sistemas de Armas. Entre os alunos é muito comum o tipo de pergunta “porque estudo
calculo vetorial se ao final vou ser oficial?”. Através dos estudos de Analise Complexa e
alguns conceitos da Mecanica dos Fluidos surgiu a oportunidade de iniciar um grupo de
estudos na Escola Naval onde estudamos Modelagem Matemaética, via Analise Complexa,
em Dinamica dos Fluidos. O que permitiu, também, modificar minhas aulas no intuito de
relacionar os resultados dos teoremas do Calculo Vetorial ao que os alunos estudarao na

habilitagdo de Maquinas, em especifico em Mecanica dos Fluidos.



15

Diante dessa breve contextualizagao, esta dissertagao relacionar a Analise Complexa,
em especial a teoria de fungoes analiticas, com a Modelagem Matematica em Dinamica dos
Fluidos (Escoamento em torno do aerofélio de Joukowski). Para isso foi dividida em trés
estruturas basicas: Teoria Bésica de Mecéanica dos Fluidos, Fung¢oes Complexas e Teoria
Classica do Aerofdlio. Os Apéndices apresentam informagdes complementares que poderao

ser uteis para um melhor entendimento do trabalho.

Na Teoria Basica de Mecanica dos Fluido foi estabelecido sob quais hipdteses
seria estudado o escoamento do fluido, a saber: escoamento em regime permanente,
incompressivel, irrotacional e inviscido. Houve uma preocupac¢ao em como estudar o
movimento da particula e desta forma duas descrigoes sao fundamentais a euleriana e a
lagrangiana. O Teorema do Transporte de Reynolds ¢é o resultado base para deduzirmos
a Equacao de Conservacao de Massa e a Equacao da Quantidade de Movimento, aqui é
notavel como a teoria de Céalculo Vetorial é importante na demonstragdo do teorema e nas

dedugoes dessas equagoes.

A Equagao de Bernoulli vai nos permitir verificar a existéncia de uma diferencga
de pressao entre duas linhas de correntes, em particular linhas de corrente préximas ao
perfil que perturba o escoamento uniforme. Nessa andlise conseguiremos informacoes de
velocidade e pressao o que nos ajudard entender o porqué do aviao voar. A Vorticidade
e a Circulacao tém um papel chave neste estudo, a primeira esté relacionada ao campo
vetorial que orienta o sentido de rotacao de cada particula no escoamento assim como
a taxa de rotagao delas, ja a segunda relaciona a taxa de rotagao de cada particula no
interior de uma cuva fechada simples com a intensidade de como o fluido tende a fazer a

curva girar circulando em torno de si mesma.

Em Fungoes Complexas relembramos as defini¢oes e propriedades preliminares
de nimeros complexos. Definimos fungoes de uma varidavel complexa e apresentamos
resultados de Limite e Continuidade dessas func¢oes. Fungao Complexa Analitica serd a
ferramenta utilizada para a modelagem de um escoamento bidimensional, ela carregara
informagoes importantes sobre o escoamento e sobre o campo de velocidade. As integrais
complexas nos serao uteis no estudo de contornos e o Teorema de Cauchy contribuird para

os Teorema de Blasius e de Kutta-Joukowski.

Na Teoria Classica do Aerofélio combinamos as teorias evolvidas nos dois capitulos
anteriores, essa combinacao resultard em um Potencial Complexo. O Potencial Complexo
é uma funcao complexa analitica cujas partes imaginaria e real nos darao informagoes,
respectivamente, sobre o caminho percorrido pelas particulas de fluido (linhas de corrente)
e sobre o campo de velocidades. Com o uso do potencial complexo uniforme aplicado ao
Teorema do Circulo teremos as informagoes sobre as linhas de corrente em torno de um

cilindro circular de raio R e do campo de velocidades.

Os Teorema de Blasius e de Kutta-Joukowski equacionarao a forga de sustentacao
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que é gerada no cilindro, entretanto ela sera zero quando aplicada ao potencial complexo
do Teorema do Circulo. Para que haja uma forga de sustentagao serd necesséario acrescentar
um potencial de vortice ao potencial dado pelo Teorema do Circulo, isso é possivel porque
as partes real e imaginaria de uma funcao analitica satisfazem a equacao de Laplace, o
que nos permitird superpor os potenciais complexos. A adi¢do do potencial de vortice fard
com que surja singularidade no interior do cilindro acarretando a producao de circulacao
na curva que representa o cilindro. A circulagao fard com que os pontos de estagnacao
(local onde a velocidade complexa é nula) sejam movidos na fronteira do cilindro, fazendo

surgir uma forga de sustentacao.

A Transformacao Conforme serd conveniente, pois o cilindro sera mapeado no
aerofélio utilizando a Transformacao de Joukowski. Essa transformacao mapeard o cilindro
em algumas geometrias. Para nossa modelagem as geometrias escolhidas serao o cilindro
circular, o cilindro eliptico, a “placa” e o aerofdlio. A transformac¢do também mapeara
as linhas de corrente em torno do cilindro para as linhas de corrente em torno dessas
geometrias, preservando a circulagdo e a velocidade no infinito (para longe do perfil).
Entretanto, devemos adicionar a Hipdtese de Kutta para o escoamento em torno do
aerof6lio, porque o aerofélio apesenta um bordo de fuga afiado (ctspide), local onde a
velocidade complexa diverge. Dessa forma, a Hipdtese de Kutta afirma que o ponto de
estagnacao que surge a jusante deve coincidir com o bordo de fuga. Para isso, devera

acontecer uma seletividade para circulacao I'.

No capitulo 5 sao relatados os encontros do Grupo de Estudo e como estao sendo
conduzidos os estudos com os Aspirantes. Para isso, conto com a ajuda do Professor Nide
Geraldo do Departamento de Mecanica, cuja participacao acrescentou muito para o Grupo.
Para a conducao do Grupo estamos usamos os procedimentos citados por Biembengut e
Hein (2016, p. 13 e 14), que sdo: Interacao, Matematizacao e Modelagem Matematica. Ali
procuramos mostrar como a Matematica é essencial para a modelagem em Dinamica do

Fluidos, em particular escoamentos potenciais.
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2 TEORIA BASICA DE MECANICA DOS FLUIDOS

Para compreender o escoamento de um fluido é fundamental considerar resultados
que permitirdo construir uma formulag¢do matematica que descreva o comportamento das
particulas desse fluido. Neste capitulo, os resultados referidos sao: Equacgao de Conservacao
de Massa, Equacao da Quantidade de Movimento, Equacao de Bernoulli, Vorticidade e
Circulacdo. Iremos estudar esses resultados sob as hipéteses do escoamento ser em regime
permanente, incompressivel, irrotacional e inviscido. Apesar dessas hipdteses simplificarem
as equagoes que estudaremos, ainda assim é possivel conseguir fungoes que modelem de

forma satisfatéria alguns experimentos de interesse apresentados no album de Dyke (1982).

A descricao do escoamento sera vista sob dois pontos de vista: lagrangiana e
euleriana. Isso significa que ora analisaremos uma particula de fluido (ou um volume)
em movimento, e ora em um ponto (ou um volume) fixo. O Teorema do Transporte de
Reynolds sera usado para deduzir as Equacoes de Conservagoes de Massa e a Equacao
da Quantidade de Movimento. Essa ultima equacdo permitird deduzir a Equacao de
Bernoulli. Por fim, falaremos de Vorticidade e Circulagao com o propésito de mostrar o

comportamento dessas grandezas no escoamento sob as hipoteses adotadas.

2.1 Hipdteses Iniciais

Trataremos o fluido como um meio continuo. Deste modo, cada propriedade do
fluido pode ser considerada como um valor definido em cada ponto do espago. Assim,
grandezas como massa (m = pdV), massa especifica (p), velocidade (V), pressao (p)
e aceleragao (@) podem ser tratadas como fungoes continuas da posigdo e do tempo,
(BATCHELOR, 2000, p. 4 e 5). Denotaremos por Vo campo de velocidades do fluido

dado pela fungao vetorial
V(x, y, 2, t) = M(z,y,2,t)i + N(x,y, z,t)] + R(z,y, z, t)E,

que indica a velocidade do fluido no ponto (z,y, z) do espago e no instante de tempo t,

com derivadas parciais de primeira ordem de cada componente continuas.

O tipo de escoamento que sera adotado é o de regime permanente, incompressivel,

irrotacional e inviscido.

O regime permanente é caracterizado por ter as propriedades do fluido independentes

do tempo, ou seja,

- =0 ou pzp(l’,y,Z)

= V(z,y,2).

I
(an)]
o
=
<u
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A velocidade e a massa especifica podem variar de um local para o outro no
escoamento, mas em qualquer ponto fixo irdo permanecer constantes. E mais, toda particula
de fluido escoa ao longo de sua trajetoria tera seu vetor velocidade tangente a esse caminho,
(FOX; MCDONALD; PRITCHARD, 2014, p. 24), e todas as particulas que passam num
dado ponto seguirdo em uma mesma trajetéria, (CENGEL; CIMBALA, 2015, p. 90).

O escoamento incompressivel é caracterizado pela massa especifica de um elemento
de fluido nao ser uma fungao do tempo nem do espaco, isto é, p = constante. Isso implica
Dp

e — = U.
€ "y

O escoamento irrotacional é quando o fluxo do campo rotacional é zero e o
escoamento inviscido é quando a viscosidade é desprezada consequentemente as tensoes de

cisalhamento ndo sao consideradas.

As particulas de fluido percorrem trajetérias que chamamos de linhas de corrente,
linhas de emissao ou linhas de trajetoria, a Figura 1 ilustra as linhas de trajetéria de um
escoamento em torno de uma carro de Formula 1. Como o regime de escoamento adotado
serd o permanente, as linhas de corrente vao coincidir com as linhas de emissao e as linhas
de trajetéria, mas se o regime fosse o transiente as particulas postas em um mesmo ponto,

em instantes diferentes, ndo seguem, necessariamente, o mesmo caminho.

Segundo Munson, Young e Okiishi (2017, p. 150), as linhas de corrente sdo definidas
como sendo linhas continuas, sempre tangentes ao campo de velocidades e fixas no espaco.
Este conceito é importante, pois como cada linha de corrente é tangente ao campo de
velocidades nao havera escoamento de massa entre duas linhas de corrente, pois os vetores
de velocidade para cada ponto das linhas de corrente sdo paralelos, isso significa que uma
particula de fluido que se encontra em uma determinada linha de corrente permanecera

nela por todo o escoamento.

Figura 1 — Linhas de Trajetéria em torno de um carro de F1.

Fonte: Fox, Mcdonald e Pritchard (2014).

2.2 Descricao do Escoamento

Em Fisica, a Cinematica é a responsavel por estudar o movimento de um corpo.

Em Dindmica dos Fluidos a Cinematica estd associada ao escoamento de fluidos e a
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descri¢ao desse movimento. Segundo Cengel e Cimbala (2015, p. 59), dois pontos de vista
sao fundamentais para descrever o comportamento das particulas em um escoamento, sao

elas: lagrangiana e euleriana.

Na descri¢ao lagrangiana a particula de fluido é acompanhada em cada ponto do
seu percurso pelos seus vetores posigao e velocidade, é como se a particula fosse etiquetada
para ser acompanhada em todo escoamento. Por exemplo, tomando uma particula P;
que se desloque por um caminho dos pontos (x,¥o, 20, %), a partir de um ponto @ de
coordenadas Q(zo, Yo, z0,t). Em um intervalo de tempo At a particula estard no ponto
Q' de coordenada Q' (xg + Az, yo, 20, t + At). Nesse mesmo intervalo de tempo o ponto Q
ja estara sendo ocupado por outra particula P, que recebera uma nova etiqueta para ser

acompanhada, Figura 2.

Figura 2 — Descricao lagrangiana para a dinamica do fluido.

(a) Particula P, no instante ¢, com (b) Particula Py no instante t + At com velocidade V; e vetor
velocidade V; e vetor posicao 7. posicdo 7.
Z A Z A
Q(fl](),yo,ZO,t) Q/($0+A$,y0,20,t+At) Q(g:()ay(hz(ht_l_At)
Vi Vi Vi
o —
F 1 P, 1 P. 2
e S S
Y

Fonte: O autor, 2019.

Na descrigao euleriana a particula é analisada em um ponto fixo, ou seja, a etiqueta
agora nao ¢ colocada em um particula e sim em um ponto fixo no escoamento, a Figura 3
descreve o exemplo acima na descrigdo euleriana. Desse modo, Cengel e Cimbala (2015,
p. 134) afirmam que podemos definir as varidveis de campo (vetorial ou escalar), fun¢oes
do espaco e do tempo, em cada ponto que fixarmos; velocidade, pressao e aceleracao por

exemplo.
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Figura 3 — Descricao euleriana para a dinamica da particula.

(a) Particula P; no instante ¢, com (b) Particula P», no ponto antes ocupado por P, com veloci-
velocidade V; e vetor posigdo 7. dade Vi no instante t + At e vetor posigdo 7.
Z A Z A
Q<$0ay0aZOat> Q’(Z’()—FAiE,y(),Z(),t—FAt) Q(I0>y0720>t+At>
Vi Va Vi
m Py Py T Py
x /  /
Y ()

Fonte: O autor, 2019.

Nessas descrigoes podemos definir um volume de controle, cujo contorno sera uma
superficie regular por partes, orientada positivamente, através do qual o fluido escoa.
O volume de controle pode fixo (VC) ou material (£2;). O volume de controle fixo estd
relacionado a descrigao euleriana, nele valem as mesmas regras do ponto fixo, isto é, as
variaveis de campo terao o mesmo valor para qualquer particula de fluido quando aplicado

em uma mesma posicao e um mesmo instante de tempo, Figura 4.

Figura 4 — Descricao euleriana para a dinamica das particulas no volume de controle.

(a) Volume de Controle no tempo t. (b) Volume de Controle no tempo ¢ + At.

linhas de corrente - linhas de corrente

Fonte: O autor, 2019.

O volume de controle material (ou mével) é uma caracteristica da descrigao lagran-
giana, nele as particulas sao levadas pelo escoamento de modo que nao existirao particulas
entrando ou saindo por ele, isto é, as particulas permanecem nesse volume de controle por

todo o escoamento.

Os volumes de controle que serao adotados sao os nao deformaveis.
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Figura 5 — Descricao lagrangiana para a dinamica das particulas no volume de controle
material.

(a) Volume de Controle no tempo ¢. (b) Volume de Controle no tempo ¢ + At.

linhasMy
linhaSM

Fonte: O autor, 2019.

Estabelecer uma relagao entre essas descrigoes é importante para deduzir as equagoes
deste capitulo, para isso é necessario relacionar as taxas de variagoes de massa especifica e

velocidade nessas descri¢oes.

Essas grandezas serao analisadas ora em um volume de controle fixo e ora em um

volume de controle material. Segundo Martino (2013, p. 14 e 15), a taxa de variagdo das

grandezas que acompanha o movimento (descrigao lagrangiana) é denotada por Di ea

0
taxa de variagdo em um ponto fixo (descrigao euleriana) é denotada por ETR Nesse contexto,
ela mostra que a taxa de variacao de massa especifica se relaciona nessas descri¢oes por
Dp  9dp (
Dt ot

<

-V)p, (2.1)

D
O quociente i recebe o nome de derivada material ou substancial e é definida
por Filho e Almeida (2014, p. 32) como sendo

D(H) _0(H)
Dt ot

+(V-V)(H), (2.2)

em que H é a quantidade (velocidade, quantidade de movimento, massa especifica, etc.)

associada a particula material (particula que estd sendo acompanhada no escoamento).

2.3 Derivada Material da Aceleracao a

A descricao que utilizaremos para deduzir as equagoes deste capitulo serd a que
for mais conveniente, mas independentemente da escolha os resultados das equagoes

diferenciais parciais serao os mesmos.
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Se quiséssemos calcular a aceleracdo de uma particula especifica de fluido pela
descrigao euleriana (em um ponto fixo) terfamos problema. Porque em um instante de
tempo t essa particula, P;, ocupard um ponto no escoamento, apos um intervalo de tempo
At esse ponto estara sendo ocupado por outra particula P,. O que permite concluir que

nao sera possivel calcular a aceleragao de P; em um ponto fixo.

Deste modo, faremos uso da descrigdo lagrangiana para escrevermos a aceleracao
em termos da derivada material da velocidade. A aceleracao se relaciona com a velocidade

pela equacgao
DV DV(x,y,z2,t)
Dt Dt

a(x,y,z,t) = . (2.3)

Suponha que as coordenadas (z.,ys, 2.) sejam coordenadas de uma particula

especifica no escoamento. Usando a regra da cadeia do lado direito de (2.3) temos

oV oVdr, OVdy. OV dz,

a *5 Yoy *7t = 4, ) 2.4
L T P TR TR w7 (24)
como ~
oV OM- 8N~.+ aRE
o, 8:10*2 8x*j Ox,
oV OM- ON- OR-
= ? J + 71@
Ay, Oy. Oy« Y
e
oV OM- 0N~,+ aRE
0z, 82*2 82*] 02y
temos que
oV dx, 0OVdy, 0V dz, T
=(V- .
Ox, dt + Oy, dt + Oz, dt V-v)v
Dai -
av — - =
(T, Yuoy 24, 1) = e +(V-V)V. (2.5)
. . N _ dx,
A taxa de variacdo da posigao (., ¥y, zx) em relacdo ao tempo sdo pra M,
dy, dz, - : .
c?t = Ne dZt = R. O vetor posigdo material (z,y., z.) da particula de fluido na

descrigao lagrangiana é o préprio vetor posi¢ao (x,y, z) na descrigdo euleriana assim as

equagoes (2.4) e (2.5) ficam, respectivamente,

ov oV ov ov
7 = Yy v g
vyt =5+ oM+ 5, N+ 53

) = (3‘75/ +(V-V)V. (2.6)

. oV N .
Na equagao (2.6) o termo —— representa a aceleracao local, o que para um regime

ot

transiente ela é diferente de zero, e o termo (‘7 . 6)17 representa a aceleracao advectiva que
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consiste na capacidade de uma particula de deslocar para um novo local no escoamento,

onde o campo velocidade V ¢ diferente.

Um exemplo simples, mas 1util, é o de considerar um escoamento em regime

permanente de agua através do esguicho de uma mangueira de jardim. Em um regime

permanente B = 0, mas a velocidade de saida das particulas é maior que a da entrada (a
explicacao serd dada na segao 2.5.1). Assim, existe uma aceleragao das particulas na saida
do esguicho mesmo em um regime permanente, essa aceleracdo que as particulas adquirem

é por conta da aceleracao advectiva (\7 . 6)17, (CENGEL; CIMBALA, 2015, p. 136 a 138).

2.4 Teorema de Transporte de Reynolds

O Teorema de Reynolds relaciona a taxa de variagdo no tempo da propriedade
extensiva (propriedade que depende da quantidade de fluido) de um sistema B (Bg)
através da soma de duas integrais. As integrais que aparecem no teorema representam a
taxa de variagdo da quantidade da propriedade B dentro do volume de controle e a taxa

com que essa propriedade B sai através da superficie de controle (SC).

O sistema B é uma quantidade fixa de matéria identificavel, composta sempre
da mesma particula de fluido qualquer que seja a transformacao, cuja a fronteira é uma
superficie fechada que pode variar com o tempo, (STREETER; WYLIE, 1982, p. 94).
Sejam B uma propriedade extensiva qualquer (massa, energia ou quantidade de momento,
por exemplo.) e b propriedade intensiva (propriedade que independe da quantidade de
fluido) correspondente que é definida como sendo a quantidade da propriedade B por

unidade de massa, pdVb = B.

Para este trabalho o sistema B serd a massa (m = pdV) e a quantidade de
movimento (]3 = pdV‘?). Quando B for massa b = 1 e quando for quantidade de movimento
b="V.

Teorema 2.1. Sejam G(x,y,z,t) = bp e 1% funcoes de classe C*, para todo ponto no

volume de controle VC' no instante t. Entao, vale:

dB; d -
- f// Gdv  + / GV.idsS . (27
dt dt Ve sC
——
Taxa de variagdo no tempo de Bg;s Taxa de variagdo de B no VC'  Vazao de B através da SC

O Teorema 2.1 é o Teorema do Transporte de Reynolds na descri¢ao euleriana,
VC fixo. A demonstragao do Teorema 2.1 serd dada na descri¢ao lagrangiana, mas sua

demostragao na forma euleriana pode ser vista em Wilcox (2000, p. 119).

Demonstragao. Considere By;s uma quantidade da propriedade extensiva que o sistema

apresenta, num dado instante de tempo ¢, de volume material §2; (sistema com identidade
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fixa que se movimenta com o escoamento do fluido, (CENGEL; CIMBALA, 2015, p. 166))

definido pela integral
Bgis = ///Q G(z,y,z,t) dSy, (2.8)

em que G é definida por G(z,y, z,t) = bp.

Considere uma fungao ¢ definida nos moldes do Teorema B.4 do Apéndice B, ou
seja, o : K C R®> = R?, em que K é um conjunto aberto e derivadas parciais continuas de

primeira ordem, sendo ¢ dada por (z,y, z) = p(&1,&,&3), com

= I(£17£2ag3)7y = y<£17§27£3> ez = 2(51752753)'

Seja )y C K um conjunto compacto e €2; a imagem de €y quando aplicado por ¢, a saber,
©(Q) = Q4. O que estamos fazendo é uma mudanga de varidvel dependente do tempo
t, de modo que o dominio fique fixo e ao derivar (2.8) em rela¢do ao tempo possamos
"passar” a derivada para dentro do sinal de integracio e em seguida aplicarmos ¢~ para
voltamos a integragao inicial, (RAPHALDINI; RAUPP; DIAS, 2017, p. 27).

Considere d€)y = d&1d&2d€s o volume do elemento de fluido, contido em 25, no
tempo ty e d€2; = drdydz um volume de elemento de fluido, contido em £2;, no tempo ¢,

veja Figura 6.

Figura 6 — Transporte de um volume material €2;.

(w0, Y0, 20)

(6107 520 ) 530)

Fonte: O autor, 2019.

As imagens dos segmentos de comprimentos d&;, d&,, e d&3 sdo curvas em xyz cujos

vetores tangentes, a essas curvas, em (o, Yo, 29) S0, respectivamente,

@ 3x 7‘ 8y ﬂ %E
06~ o0& T oa’ T o
ov  Ox iy 8y - 32 i

06 0 o’ oG
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ov 8x~ ayﬁ 8212

9 553 353 353 '
Vale lembrar que se tomarmos d§;, com ¢ variando de 1 a 3, tdo pequeno quanto

U
o€ constantes ao longo das cuvas em xyz e, portanto, o
i

se queira podemos considerar

d&, (PINTO; MORGADO,

comprimento dessas curvas serao, aproximadamente,

2000, p. 176). Deste modo, podemos aproximar o volume th pelo volume do paralelepipedo

on (20
08 \0&  0&
(APOSTOL, 1988, p. 458 e 459). Assim,

) | d&1d&2dEs,

d€dy = Jd& d&adgs, (2.9)
em que
oo or o
06 0% 0%

duy) |0 9 o
0(&1, &, 10 0 0
(&1,62,&3) ail 8522 8%

96 9 06

é o jacobiano da aplicagao . Da relagao (2.9) podemos dizer que

J:

0, = Jd. (2.10)

Depois da transformagao usada, a derivada material de Bgs em (2.8) por ser escrita na

;ZS ~ Dt ///Qt z,y,2,t) dl = Dt ///Qo ©(&1, &, &3,1))J dQy,
///QO g‘t]G dQ. (2.11)

Lema 1. Seja J o determinante da matriz jacobiana pela transformacao @ e V um campo

forma

logo

de velocidade de classe C*. Deste modo,

DJ -
E = Jdiv (V)

Demonstragio. A demonstracao deste lema pode ser visto em Yamaguchi (2008, p. 31 e

32), e uma generalizagao pode ser visto em Raphaldini, Raupp e Dias (2017, p. 26). N
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Pelo Lema 1 e tomando G(z,v, z,t) = bp temos

DBszs ///Q< +bpdw(x7)>J A,

///Q =L+ bpdiv(V) o, (2.12)

A equagao (2.12) é conhecida como Teorema de Transporte de Reynolds na descri¢ao

assim

lagrangiana. Utilizando a definigdo de derivada material (2.2) e sabendo que p é constante

em cada ponto de um volume de controle fixo a equagao (2.12) pode ser reescrita como

dBSZS by
///VC 20+ div(bpV) v

dB... d .
sis @ b dv // bV - 7 dS.
dt dt ///vcp + SCp "

segue entao que

Para chegar ao resultado da integral de superficie foi utilizado o Teorema da

Divergéncia B.2.

2.5 Equacao de Conservacao de Massa e Equacao da Quantidade de Movi-

mento

Antes de comegarmos a deduzir a Equagao de Conservagao de Massa (Equacao da
Continuidade) e a Equagao da Quantidade de Movimento, em um volume de controle,

devemos levar em consideragao trés principios basicos citados por Chorin e Marsden (2000,
p. 2):

a) Massa nao é criada nem destruida;

b) A taxa de variagdo da quantidade de movimento de uma porcao do fluido é igual a

forga aplicada a ele (2* Lei de Newton);

c) Energia ndo é criada e nem destruida.

2.5.1 Conservacao da Massa

Para que a massa de um sistema <msis = / / / pdV> seja conservada é necessario
sis

que a sua taxa de variacao no tempo seja igual a zero, isto é,

dmsis

T =0.
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Utilizando o Teorema do Transporte de Reynolds, para o caso onde a propriedade

extensiva é a massa, obtemos

d N

@ qv // Vi dS = 0. 2.13

dt ///vcp * se’’ " (2.13)
I II

Analisando cada integral do lado esquerdo da equagao (2.13), onde p é constante

em cada ponto de VC.
Utilizando o Teorema de Leibniz, (PANTON, 2005, p. 47 e 48), na integral [

obtemos y
dp
— dv.
dt //vcp ///vc ot

Cabe ressaltar que a integral de superficie do Teorema de Leibniz,

S

para o caso do volume de controle nao seja deformavel e fixo, é nula. Segundo Panton (2005,
p. 48), isso ocorre porque a superficie do volume de controle ndo se move no escoamento,

isto é, a sua velocidade escalar w;, é nula.

Agora precisamos transformar a integral 7/ em uma integral tripla. Como o campo
V é de classe C 1. SC é uma superficie fechada, suave por partes e orientada positivamente,

pelo Teorema da Divergéncia, veja B.2, temos que

Jeo¥ 75 = I}, 9

Com os resultados obtidos reescrevemos a equagao (2.13) como

///Vc ot ¥ +///vc (Vp) dv =0, (2.14)

como V' é fixo no espago e nao tem seu volume alterado segue que
/] ( W) V=0,
Ve

Jdp
5 +V-(Vp)=0. (2.15)

portanto

A equagao (2.15) é chamada de Equacao de Conservagao de Massa ou Equacao da

Continuidade e foi deduzida na descrigdo euleriana.

Para a descri¢ao lagrangiana da equagao da continuidade suponhamos que €2, seja
um volume material e S; seja a superficie material de €);, com o vetor normal 77 apontando

para fora, Figura 7.
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Figura 7 — Volume material €2; em transporte.

St

Fonte: O autor, 2019.

Segundo Panton (2005, p. 72), como 2; é um volume material a velocidade na
superficie Sy, dita no Teorema de Leibniz, é igual a velocidade V do fluido em toda a

superficie material. Deste modo, o Teorema de Leibniz aplicado a um volume material é

Opb
= //Q b S, — ///Q th—i—/Stpr 7 dS, (2.16)

A expressao do lado direito da equagao (2.16) é a versao do Teorema do Transporte
de Reynolds deduzida a partir do Teorema de Leibniz, (CENGEL; CIMBALA, 2015, p.

165 e 166). Como a taxa de variagdo de massa no volume material é nula temos que

///Q 9pb th+/S bV -7 dS; = 0. (2.17)

Deste modo, procedendo de forma andloga como feito anteriormente obtemos

///Q (gf +V- (Vp)> sy, = 0. (2.18)

Para Panton (2005, p. 72) a equagdo (2.18) se aplica a cada instante de tempo e, portanto,

expresso por

a restricao a um volume material nao é necessaria. Deste modo, como o volume material
nao se altera para cada instante de tempo t a tinica forma da integral se anular é se o

integrando for nulo.
Do termo V - (Vp) da integral (2.18) temos que

- o 0Vp) (V)  9(Vp)
V- Vo) = ox * dy * 0z

ap dp ap aM 8]\7 OR
B S R la oy (‘92]
= V-Vp+pV~V.

Em termos da derivada material, obtemos a equacao de conservagao de massa na descrigao

lagrangiana como sendo

0 o - - L
a—f+v-vp+pv-vzo,

Dp
Dt
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isto é,
1Dp = =
PV V =0. 2.19
D (2.19)
Em um escoamento incompressivel a massa especifica p é contante, fazendo com
que

1Dp _0p _
pDt Ot
e as equagoes (2.14) e (2.17) passam ser reescritas do seguinte modo, respectivamente,
/ pV i dS =0 (2.20)
sc
e
/ pbV - i dS, = 0, (2.21)
St

A integral (2.20) se refere a taxa de escoamento de massa, por unidade de tempo,
através da superficie de controle e segundo Munson, Young e Okiishi (2017, p. 272) a
integral (2.21) se refere a taxa de deformagao volumétrica do volume material ao longo do

escoamento.

Para ambos os casos V-V = 0. Em um volume de controle fixo, devido a conservagao
de massa, a mesma quantidade de massa que entra através da superficie de controle deve
ser a que sai. Ja no caso do volume de material sua superficie pode contrair, dilatar ou
rotacionar, mas para que haja a conservacao de massa uma contracao do volume material
deve ser seguida, proporcionalmente, de uma dilatagao, (CENGEL; CIMBALA, 2015, p.
153). Um exemplo pratico é em uma bexiga de aniversario, ao comprimir uma parte havera

uma dilatagao, proporcional, em outra parte e vice-versa.

Voltemos ao exemplo da secao 2.3, considere um escoamento de agua através do

esguicho de uma mangueira, Figura 8.

Figura 8 — Escoamento de dgua através do esguicho de mangueira de jardim.

Fonte: O autor, 2019.
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Fazendo um analise entre duas linhas de corrente observamos que a distancia entre
elas diminuem. Assim, para haja a conservacao de massa o escoamento de massa que
atravessa A; deve ser o mesmo que atravessa A,, nas quais A; e Ay representam as areas
das segoes paralelas entre si. Como o regime de escoamento é o permanente as velocidades
nas segoes A; e Ay sdo constantes, isso faz com que as integrais de superficie nessas se¢oes

sejam simplificadas a integrais de area. Portanto, conservacao de massa é estabelecida

quando

PVentrada A1 = pViatda Az (2.22)
Como o escoamento ¢é considerado incompressivel, p constante, temos que Vuiq. pode ser
dado por Viuga = Ventjc:lfh. Dai, como A; # A,, implica que quanto menor for a area A,

maior serd Viaida.

Em outras palavras, a medida que a distancia entre duas linhas de corrente diminuem
a particula aumenta a sua velocidade. Esse aumento de velocidade é devido a acelaracao
(V- V)V, comentado na segao 2.3.

2.5.2 Equacao da Quantidade de Movimento

A quantidade de movimento P de uma particula é dada por pdVV, onde a massa

de uma particula de volume dV ¢é pdV. Para um sistema de particulas a quantidade de

Pu= (] v

Assim, a taxa de variacao de Py é igual a

dP,, d ,
_a 2.9
dt dt /// pYav, (2.23)

para p constante no tempo. Podemos reescrever a 2* Lei de Newton do seguinte modo

movimento é

i dﬁ;sis

Y F= s

Desse modo, a Equacao da Quantidade de Movimento sera estabelecida quando

l n n dﬁsis
Z F= Z Festerna + Z Fsuperficie = dt (224)

Agora, precisamos verificar quem sao as forcas externas e de superficie que atuam
no volume de controle. Segundo Chorin e Marsden (2000, p. 5), as for¢as que atuam em
todo o volume de controle sao as forgas externas ou de campo e as forcas de superficie ou
de tensao. As forgas externas sdo aquelas provocadas pelos campos gravitacional, elétrico
ou magnético, por exemplo. J& as forcas de superficie sdo relativas a pressao e as tensoes
de cisalhamento, entre outras. Para este trabalho adotaremos como forga externa sendo

a forga peso e, pela hipotese inicial, a forga de superficie serd a de pressao. Deste modo,
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estamos interessados em verificar como ¢é representada a soma de todas as forgas que agem

sobre o volume de controle, equagao (2.24).

Analisaremos primeiro a forga peso, tomando um elemento de fluido dentro do VC
com dimensoes dxdydz. Sendo p a massa especifica do fluido entao a forca peso sobre o

elemento de fluido é
dﬁeztema = pgdxdydz, (2.25)

veja Figura 9.

Figura 9 — Forca peso que age sobre o elemento de fluido.

pdxdydz _daa lg‘
- \

\

1

- N 1
p dz| : | ]

1 < ldy + /I
\ j_’
e

dﬁeztﬁr’“;a = pg’d‘rdyd’z

4
~ 4
~ -
~
. ,’/

Fonte: O autor, 2019.

Fazendo a integracao em (2.25) resulta que

Z ﬁexterna = ///VC pfj dv. (226)

Agora, como nao estamos considerando que existem as tensoes de cisalhamento a
unica forca de superficie que atuara em um elemento de fluido é a pressao p. Considere um
elemento de fluido com dimensoes dzdydz e centro no ponto O(xg, Yo, 20). Seja p a pressao
no centro O do cubo, como representado na Figura 10. Nao se pode calcular a pressao no
ponto O diretamente, para isso devemos usar a expansao da Série de Taylor da pressao p
em torno do ponto O. Primeiramente, faremos a expansao da Série de Taylor na direcao
de y, como representado na Figura 10, para as direc¢oes x e z a expansao ¢ feita de modo

andloga.
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—

Figura 10 — Pressao em um elemento de fluido nas dire¢oes j e —j.

A(Ioayo - %720) |
Q(ﬂfo,yoyzo)
. . \\ : ", B(x07y0+d7yaz()) 0 d .
(p— g—g%)dxdyj - - - -0 . o< —(p+ a—ziy)dxdyj
_/‘_/
dz dy~ -~~~
//l2
dz
dy

Fonte: O autor, 2019.

Supondo que a expansao da Série de Taylor de primeira ordem da pressao p, como
proposto em Ribeiro e Karas (2013, p. 25), seja definida para todos os pontos do elemento
de fluido, a pressao resultante na direcao de y para o elemento de fluido escolhido é da

forma:

1. expansao para a face na direcdo —j

dp dp dy Ip
defj =p+ %(xo —x9) + a—y (yo — (yo + 2)) + %(zo — 20) + 71, (2.27)

, . 1
em que r; € o resto com  lim =0

yoﬂyoerTy Yo — (yo + %)

1. expansao para a face na direcao j
op op dy op
dF,. = — (g — — — - —= — (20 — 2.28
=P T o (zo — o) + dy (3/0 (yo 5 )T 82<ZO z0) + 12, (2.28)

)

em que ro € o resto com  lim . &
vo—y0—%" Yo — (yo - 7)
Os restos r; e ry podem ser desprezados porque sao muito pequenos e vao para

zero mais rapido que ?y Assim, podemos tomar forga resultante na direcao y, para o
elemento de fluido, como sendo

oF,, = (p — gzdéy> drdz — (p + ?;?) dxdz

dF,, = —ggdxdydz. (2.29)
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De modo analogo expandindo a Série de Taylor de primeira ordem em torno do ponto

O(xo, Yo, 20) para as diregoes i e k e obteremos

Op
dF,, = —%dxdydz (2.30)
‘ 9
P
dF,, = —&dxdydz, (2.31)

respectivamente. Assim, a forga de superficie atuando no elemento de fluido é

= 4 =+ = | dadydz = —Vp drdyd:z. 2.32
ax—kay-l-(%)xyz Vp dxdydz (2.32)

Integrando a equagao (2.32) teremos que a forga de superficie por unidade de volume
devido a pressao p é

Z ﬁsuperfl’cie = - // Ve ﬁp dv. (233)

Um outro caminho possivel para a equagao (2.33) seria fazendo uso do Teorema

B.2 do Apéndice B. A pressao exercida em um pedacgo da superficie de controle é
dF, = —pii dS, (2.34)

o sinal negativo vem do fato p agir no sentido contrario a orientacao positiva do vetor 7.

Integrando a equagao (2.34) por toda a superficie de controle alcancaremos
ﬁsu er ficie — // n dS. 2.35
Z per f S Cp ( )

Considere um vetor € unitario em uma diregao fixa arbitraria. Fazendo o produto

escalar de € em (2.35) teremos

€ Zﬁsuperficie = _5//S'Cpﬁ dsS = _//S'Cpgﬁ ds,

pelo Teorema da Divergéncia obtemos que

€- Zﬁsuperficie =—e- // ve 6]9 dV7

logo

Z ﬁsuperficie = - // Vo ﬁp dv.

Agora expandiremos o termo da taxa de variacao no tempo da quantidade de
sis

movimento (QM) o

apropriado para um volume de controle V.
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Figura 11 — Anélise do transporte da quantidade de movimento.

t+ At

t
Fonte: O autor, 2019.

Com base na Figura 11, considere que as quantidades de movimento no tempo ¢ e

t + At sejam, respectivamente,

[y Vi + [maVal, = [QM],

[mlvl]t+At + [m3‘7:3:|t+At = [QM] i1

Assim, a taxa de variacdo da quantidade de movimento no tempo é dada por

At At

Taxa de Variagao da QM no sistema Taxa de Variacio da QM no VC

[QM]t+At - [QM]t] [mlvl]t-&-At - [m1‘z]t

[m3‘723]t+At - [m2‘72]t

+ At

(2.36)

Taxa de Variagao da QM na superficie do VC

O que nos permite concluir que

dP. d . . L
sis _ & v av // % V. d§

Velocidade responsavel por transportar a QM

Teorema do Transporte de Reynolds

Vale observa que se o volume de controle nao fosse fixo a velocidade transportadora seria
a velocidade relativa (diferenca entre a velocidade do fluido e a velocidade do volume de

controle).

Para obter a Equacao da Quantidade de Movimento, na forma diferencial, faremos

uso da extensdo do Teorema da Divergéncia descrito em Riley, Hobson e Bence (2006, p.

954),
// Tijocton - 1 dS = /// aﬂé;:..m |
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em que 7Tjj...k..,, representa um tensor. Desse modo, como (p‘?)‘? representa um tensor de
segunda ordem, (CENGEL; CIMBALA, 2015, p. 460), aplicamos o Teorema de Leibniz e

a extensao do Teorema da Divergéncia para obtermos

e ] (2

Assim, a Equacao da Quantidade de Movimento seréd estabelecida quando

(%5

Finalmente, das equagoes (2.26), (2.33) e (2.37) temos que

(257 v -or0) v o= o
0, (5 -7 v = f, )

como o V(' é fixo e nao tem seu volume alterado a igualdade s6 ird acontecer quando

(pV)
ot

V- (p VV)) v,

( VV)) dV = Z ﬁexterna + Z ﬁsuperficie‘ (237)

+V - (pVV) = pj— Vp. (2.38)

A equagao (2.38) é conhecida como a Equagao da Quantidade de Movimento na

forma diferencial ou Equagao de Euler para a Quantidade de Movimento.

Agora, estamos interessados em obter a equagao da quantidade de movimento pela
descri¢ao lagrangiana. Para isso, manipulamos os termos do lado esquerda da equacao

(2.38) usando o fato de que

d(pV) apv oV

2.39
o ot at” (2:39)
e a identidade, dada em Cengel e Cimbala (2015, p. 463),

V- (pVV)=VV-(pV) 4 p(V-V)V. (2.40)

Substituindo as equagoes (2.39) e (2.40) na equagao (2.38) obtemos

) v s Lo L =
Py L VY- (V) +p(V - WV = p§ — Vp
8t ot —_——
colocando em evidéncia V, nos termos destacados acima, e usando o resultado da conser-
vacdo de massa, equagao (2.15), obtemos outra formulagio para a Equagdo da Quantidade

de Movimento

8V -

op
ot

Equacao da Continuidade

g W)] (V) = pi— V.
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no que resulta em

ov L oo .

Pl T V-VIVI=pg—Vp.
Como ~ ~
oV o o = DV
o PV ="

resultado obtido na se¢ao 2.3, temos que a Equacao da Quantidade de Movimento, pela

descricao lagrangiana, é dado por
p—— = pg — Vp. 2.41
Dt I b ( )

2.6 Equagao de Bernoulli

Antes de comegarmos fazer a deducao, é necessario descrever sobre quais hipoteses
a equacao de Bernoulli se torna verdadeira. Precisamos que o escoamento seja em regime
permanente, incompressivel e inviscido. Lembrando que, para essas escolhas, a variacao da
velocidade ao longo tempo é nula, os vetores de velocidade sdo tangentes a cada ponto do
escoamento, todas as particulas que passam num dado ponto seguirao em uma mesma
trajetoria e a massa especifica permanece inalterada independente do estado de tensoes e

as forcas que agem na superficie sdo a peso e a pressao.

Usando a notagao de Vallentine (1967, p. 39), para uma dedugdo usando as
coordenadas de linha de corrente, sejam s e n as coordenadas da distancia percorrida por
um elemento de fluido ao longo de uma linha de corrente e a coordenada da distancia
normal & linha de corrente, respectivamente. Aplicando a 2* Lei de Newton na diregao s e
usando a expansao de Taylor, como feita na secao 2.5.2, onde p é a pressao no centro do

elemento de fluido, temos

pdsdAas = (p — ZI;CZ;)CZA —(

Op ds

p+ %?)dfl — pgsen(6)dsdA, (2.42)

veja Figura 12,
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Figura 12 — Diagrama de corpo livre de um elemento de fluido.

Elemento de fluido

z

Linhas de Corrente

Fonte: O autor, 2019.

onde a massa m = pdV = pdsdndz, dA = dndz e 6 é o angulo formado entre a normal a

linha de corrente e o eixo z. Substituindo sen(f) = d—z e fazendo a simplificagao do termo
s

dV na equagao (2.42) obtemos

. op dz
pPas = “os PQ%- (2.43)

- d
A velocidade da particula é V'(s,t) = d—j, assim

dV oVds oV

G st ot

e a aceleragao d, na direcdo da linha de corrente é

LV _ovas oV
Sodt dsdt Ot

Substituindo na equacao (2.43) temos

LoV oV
Vo 4+

P O0s ot

= £ _ = 92.44
PY T (2.44)

Agora, temos algumas simplificagoes para fazer na equacao (2.44). Antes, observe

0 d
que p nao depende de t, depende apenas de s, o que implica em a—p = d—p do mesmo modo
s s
- —~ : . , ov.  dv
que V(s,t) = V(s), pois o regime de escoamento é permanente, portanto — =

— e
~ Os ds

ov , : - . :

e 0. Apds esses ajustes, a equacao (2.44) pode ser reescrita do seguinte modo

/)V@ S PR
ds ds ds’
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AV 1d(|V?)

Observe que Vd— = g e como p # 0, a equacao acima se torna
S S

ldp 1d(|V]? d
Ldp , Ld(IVIT) ,  d=

=0. 2.45
pds 2 ds ds ( )

Ao integrarmos a equagao (2.45) ao longo de s, usando o Teorema Fundamental do

Célculo, obtemos

Energia cinética

1
b + *H‘7|]2 + gz = constante. (2.46)
P 2 N~
~~ Energia potencial

Energia de escoamento

A equagao (2.46) é chamada de Equagao de Bernoulli. Segundo Cengel e Cimbala
(2015, p. 201) a soma das energias cinética, potencial e de escoamento de uma particula
de fluido é constante ao longo das linhas de corrente durante um escoamento em regime

permanente, incompressivel e inviscido.

2.7 Vorticidade e Circulacao

Nesta secao iremos associar a equacao do movimento angular a fungao de velocidade,
o que resultard no vetor de vorticidade. Em seguida, falaremos da caracteristica da
vorticidade nula no escoamento e do Teorema de de Helmholtz’s. Por fim, falaremos da
circulagao (intensidade do vértice em uma curva fechada) e da conservacao de circulagao

através do Teorema da Circulacao de Kelvin.
2.7.1 Vetor de Vorticidade
A rotacao de uma particula é uma funcao dada por
& = wyi + wyf + w,k, (2.47)

onde w,, wy € w, sdo as rotagoes em torno dos eixos x, y e z, respectivamente. Para andlise

do movimento iremos considerar a vista no plano xy, veja Figura 13.
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Figura 13 — Movimento angular de uma particula.

(a) Particula no instante t. (b) Particula no instante ¢+ At.
Ve =M+ GLdy+r
B >
dy
A A
Voy:N dl‘ VA:N+%dCL‘+T2
y Ovo, =M A
x

Fonte: O autor, 2019.

Considere uma particula de fluido no instante ¢t com dimensdes dx e dy, Figura
13a. Em geral, uma particula apos um instante de tempo At serd translada, rotacionada e
deformada para uma nova posi¢ao no escoamento, (FOX; MCDONALD; PRITCHARD,
2014, p. 189), Figura 13b. Sejam da e §3 as rotagdes que os segmentos OA e OB sofreram,

respectivamente. Considere, para um variacdo muito pequena de da e 03,

A¢

tg(da) = da = — 2.48
g(60) ~ do = - (2.45)
e AC
tg(0f) = 008 = —. 2.49
g(0p) = op i (2.49)
A deformagao A( surge quando O sofre um deslocamento M At e como consequéncia
B sofre um deslocamento cuja distancia é M At+——dyAt, para isso foi feito uma expansao

dy

em Série de Taylor em torno do ponto B e desprezado os termos de grau maior que 1,
Figura 13a, como feito na expansdo (2.28). Desse modo, essa diferenga de velocidade

provocara a deformagao na direcao do eixo x

M M
A= vt + M aune — nne = Mg
Jy Jy

De modo andalogo, a deformacao A& surge quando o ponto O sofre um deslocamento

N
N At e por sua vez A sofre um deslocamento de NAt+ 8—AmAt, a diferenca de velocidade

x
na direcao do eixo y provocara a deformacao, Figura 13b,

A = NAt + a—NdxAt — NAt = a—Nda:At.
or or

Usando as equagoes (2.48) e (2.49), as velocidades angulares de OA e OB sao,

respectivamente, os limites

N
Sav ' idxAt

o ox
Alglo At Alglo dz At
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e
oM
—dyAt
lim % = lim Oy~
At—0 At A0  dyAt
Assim, dos limites acima obtemos as velocidades angulares OA e OB como sendo
ON
w1 = oy
e
oM

Portanto, pela regra da mao direita, a velocidade média angular entre wgz e wagp

é a velocidade na direcao z. Observe que a variagao 05 esta no sentido horario, portanto

w, = o1~ “on
2
logo
1 (ON OM
=== -—]. 2.50
“ 2 ( ox dy > ( )
A velocidade angular em torno dos outros dois eixos coordenados procede de igual modo
sendo 5 5
1 (OR N
== |——— 2.51
v 2 < dy 0z ) (251)
‘ oM  OR
1
=—|l—-—]. 2.52
Ty ( BE ax> (2:52)

Substituindo as equagoes (2.50), (2.51) e (2.52) na equagao (2.47) temos que a

rotacao de uma particula é dada por

og— (OB _ON\-, (OM _OR\. (ON _OM\.
\dy 0z 8.  ox)’ or Oy )

Defini-se o campo rotacional de um campo de velocidade ou vetor de vorticidade

como sendo

25 =rot(V) =V x V, (2.53)
esse vetor indica, pela regra da mao direita, o sentido de rotacao da particula.

O comprimento do vetor de vorticidade, vV x 17, ¢ a medida da taxa de rotagao de
uma particula de fluido em um ponto, (THOMAS; WEIR; HASS, 2012, p. 423).

Se para todo ponto do escoamento
rot(V) = 0

dizemos que o escoamento é irrotacional.
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Fisicamente a equagao (2.53) diz que em um regiao em que o vetor de vorticidade
¢ diferente de zero as particulas de fluido tendem a rotacionar nessa regiao como ilustrado

na Figura 14.

Figura 14 — Particulas de fluido rotacionam em uma regiao do escoamento onde VxV # 0.

Regido Irrotacional do Escoamento

- >» - |

___________________________

Fonte: O autor, 2019.

Se tivéssemos deduzido a equacao (2.46) com um tratamento vetorial, como feito
por Fox, Mcdonald e Pritchard (2014, p. 242 e 243), terfamos

—

1 = — g — — —
Vf A5+ VIV d5 + gk - d5 = [V x (Vx V)] -ds. (2.54)

De fato, a equacao acima é deduzida da equagao (2.41) ao longo de uma linha de

corrente. Como o regime de escoamento é o permanente — = 0, a equagao (2.41) pode

. ot
ser reescrita como

—

. . 1= .
(V-V)V = —;Vp — gk. (2.55)

Tomando o produto escalar da equacao (2.55) com vetor dS, que é o vetor deslocamento

de uma particula numa fracao de tempo, obteremos

. 1 -
(V- V)WV - ds = —Vp-ds - gk - d5 (2.56)

Usando a identidade vetorial

<

(V)7 - ds = (;6& VY=V x (V x V)) . dF (2.57)

1 = — — 1 =d —
na equagao (2.56) iremos obter a equagao (2.54), em que §V(V V) = §VHVH2.

Como a deducao ¢é ao longo de uma linha de corrente os vetores ds e V' sao paralelos.

Como V ¢ perpendicular a [\7 X (ﬁ X ‘7)} entao o produto escalar
[Vx (ﬁxV)] -ds = 0.

Dai, de modo anélogo como feito na segao 2.6 chegarfamos a mesma equagao (2.46).
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Observe que se admitissemos como hipdtese um escoamento é irrotacional,
V xV =0,

também chegariamos a equacao (2.46). Mas o que muda se acrescentarmos a hipétese do
escoamento ser irrotacional? Segundo Munson, Young e Okiishi (2017, p. 285), a mudanga
estd no fato de que as variacoes dp, d(||‘7||2) e dz podem ser tomadas em qualquer direcao,

porque o produto escalar

=

[Vx(VxV)}-cﬁzo

independente da direcdo ds. Desse modo, entre dois pontos quaisquer do escoamento vale
P1 1, 2 D2 1 = 2
—+ S IVilIF + 921 = = + S [[Val° + 922, (2.58)
p 2 p 2

onde py, ||V1]| e 21 representam, respectivamente, pressao, velocidade e posigao na dire¢ao
do eixo z de uma particula P;, de modo igual, po, ||V2|| € 22 representam, respectivamente,
pressao, velocidade e posicao na direcao do eixo z de uma particula P, ndo necessariamente

em uma mesma linha de corrente.

Entretanto, se retirarmos a condig¢ao de irrotacionalidade para o escoamento a

equagao (2.58) s6 pode ser aplica em pontos de uma mesma linha de corrente.

Teorema 2.2 (Teorema de Helmholtz’s. (WILCOX, 2000, p. 353)). Suponha que uma
particula de fluido se move em um escoamento inviscido e incompressivel, sob acao de
forcas de corpo conservativas. Se a vorticidade inicialmente € zero entdao ela permanecerd

zero em todo o escoamento.

Demonstracio. A equacao da quantidade de movimento é dada por

DV . -

pﬁng—Vp

o que pode ser colocada na forma

ov - o= ﬁp
§+(V‘V)V—g—77

secao 2.5.2. Aplicando o operador VX na igualdade, lembrando que § = VG (campo

conservativo), temos que

Vx Lo [(7-9)V] =¥ x VG-V x 2,
=0 —_———

usando a identidade vetorial, dada em Fox, Mcdonald e Pritchard (2014, p. 242),

[ V2O | 7|
ooy =v g =v. Vg o),

(\]
(\]
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obtemos oL .
9, V - = ||V - o -
Waf v xv. ! 2” —¥ x V x (rot(7)) = 0
—_— ——

O duplo produto vetorial pode ser decomposto usando a identidade, dada em Spiegel

(1972, p. 82), na expressao
V x (V x rot(V)) = (rot(V) - V)V = 1ot(V)(V - V) = (V - V) 10t(V) + V(V - rot(V)).

Como o divergente do campo rotacional é nulo e o escoamento ¢é incompressivel os termos

V(V - 10t(V)) e rot(V)(V - V) sdo ambos nulos. Portanto

—

‘%";t(v” + (V- V)rot(V) = (rot(V) - V)V, (2.59)
o D(rot(V)) B NN
—— = (ot(V) - V)V, (2.60)

— - =

Se o escoamento ¢ em duas dimensoes entao (rot(V) - V)V = 0, pois o campo rotacional sé
tem componente na dire¢ao k. Se o escoamento é em trés dimensoes o resultado também

sera zero, mas com um pouco a mais de contas. Pois

.o [(0R ON\ & (0R M\ o  (ON oM\ O], . . -
oo (98 _ONY O (OR OMN O (ON OMN O . s
rot(V)- VIV Kay 82)8:(: <8x 8z>8y+<8:€ 83/)82’1( i Ni+ RE)

)
Portanto .
Drot(7))
Tt_o' (2.61)
n

A equagao (2.61), nas hipdteses do Teorema 2.2, diz que a taxa de mudanga de

vorticidade permanece a mesma ao longo do escoamento. Assim, se inicialmente rot(V') = 0

entao ele permanecera zero por todo escoamento.
2.7.2 Circulagao
Considere V um campo de velocidades de um fluido que escoa por um regiao do
- dr
V.—dt
AR

fornece a medida da intensidade de como o fluido tende a fazer a curva C' girar, circulando
dr

em torno de si mesma, em que — ¢é o vetor tangente a C' e r(t) é uma parametrizagao de

dt
C.

espaco. A integral
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Defini¢ao 2.1. Se 7(t) parametriza uma curva suave C' no dominio de um campo de

velocidade continuo V', o escoamento ao longo de uma curva fechada C' é

F:j{V’-dF:fV-drdt.
c c dt

O escoamento € denominado circulagdo ao redor de C' , Figura 15.

Figura 15 — Circulagao ao redor da curva C.

Fonte: O autor, 2019.

Teorema 2.3 (Teorema da Circulagao de Kelvin. (VALLENTINE, 1967, p. 262)). A
circulagcao e, portanto, a forca de vortice, ndo varia com o tempo sob as hipoteses de
escoamento inviscido, massa especifica constante ou apenas em fungdo da pressao e forcas
do corpo que sao derivdveis de um potencial de valor unico (como for¢a gravitacional). Isto

quer dizer que
dr

E_O'

Demonstragio. Utilizaremos na demostragao o lema citado por Chorin e Marsden (2000,
p. 21).

Figura 16 — Transporte da curva C.

Cy

Fonte: O autor, 2019.
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Lema 2. Sejam Vo campo de velocidades de um fluido, C uma curva suave fechada e C;

a curva transportada pelo escoamento, veja Figura 16. Entao

—— - ds.
Cy

Demonstragio. Sejam 7(f) uma parametrizagao de C, com 0 < 0 < 27, e 4,(7(0),t) uma
parametrizacao de Cy, com 0 < 6§ < 27. Como C} é uma curva material (curva que é
transportada no escoamento com a caracteristica de que as particulas que inicialmente
pertencem a ela permanecerao nela por todo escoamento.) a sua parametrizagdo assume o
papel de fixar, para cada ¢, uma curva no escoamento, de modo a permitir, pelo Teorema
de Leibniz, derivar o integrando sob o sinal de integracao fixo. Assim, da definicdo de
integral de linha visto em Guidorizzi (2013) e do Teorema de Leibniz visto em Panton
(2005, p. 47 e 48) segue que

d [ 5 . d 7o o
G BV eas= 2 [TVGEO).0.0) - 555(76).1) do

dt Je
[ [ FF0),0).0)- A 7(0).0)| 0
= [ VGO 0.0) - S ATO) ) + VEUTO).0,0) - 5526, .

1 .
— 5o IVIFGR6), 1))

Portanto a integral pode ser reformulada na forma

D 5010).0.0) 5000+ DTRG0, 0.0) do

0

e como C; é um curva fechada a circulagao

(BATCHELOR, 2000, p. 92). Deste modo, segue que

d - 2r D 0 DV
“ V.ds= V(7 . (R )
dt Jo, o Dt



46

Retomando a demonstracao do Teorema 2.3, como

dl’ d "
24 V.ds
dt  dt Jo
pelo Lema 2
ar d a DV
—=—9 V.ds=¢ —-d§
at —dtJe, T Jo, Dt
e da equacgao (2.41)
v P
DI
P
segue que
dr \Y
a :f i_ VPl a4z
dt Cs P

Assim, como a expressao entre colchetes é constituida de campos conservativos,

g= VG , e a curva (C; é fechada segue que a integral

I

Portanto a circulagdo em torno de uma curva material C; é constante (conservacao

W:—@
P

-d5 = 0. (2.63)

da circulagao) ao longo do tempo, ou seja,

dr
— = 0.
dt

Um caso particular do Teorema 2.3 vem da hipotese da vorticidade ser inicialmente
zero, pois do Teorema de Stokes, Apéndice B,
DV DV.
—-d§:// rot(=—y) - dS.
Cy Dt St ( Dt )

onde S; é uma superficie material com borda C;, e como

—

/I mt&;f) a5 = [ P

pelo Teorema de Helmholtz’s, Teorema 2.2, temos que

dr’
- 0.
Dos resultados acima, podemos concluir que vorticidade nao podem ser criados
ou destruidos em um escoamento inviscido; e que se uma curva fechada envolver um
vértice sua intensidade de circulacao I' nao varia com o tempo, (VALLENTINE, 1967, p.
263) . Deste modo, um elemento de fluido mantém sua vorticidade por todo escoamento

(Teorema de Kelvin) e um elemento de fluido que nao tem vorticidade nao a pode adquirir
(Teorema de Helmholtz’s).
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3 FUNCOES COMPLEXAS

Este capitulo sera dedicado a teoria das fungoes complexas, em especial as fungoes
analiticas. Comecamos com a teoria base de niimeros complexos para o estudo de fungoes.
Definiremos limite, continuidade e diferenciabilidade de uma fung¢ao complexa e algumas
de suas propriedades. Quando entdo, definiremos uma func¢ao analitica. O conceito de
analiticidade exige da funcao a diferenciabilidade em todos os pontos de uma regiao
aberta, a vista disso, definiremos um condicao necessaria para estabelecer a analiticidade
de uma fungao complexa, que sdo as equagoes de Cauchy-Riemann. As integrais de
fungoes complexas irdo nos permitir estudar integrais de contorno, em especial contornos
com singularidades. Assim, os teoremas de integrais terao aplicagoes fundamentais nos

resultados relacionados a forca de sustentagao.
3.1 Numeros Complexos e suas Propriedades

Defini¢ao 3.1 (Numero Complexo). Sejam a,b € R. Um nimero complexo é da forma
z=a+1b, em que i é a unidade imagindria. O conjunto dos nimeros complexos z serd

denotado por C.

Dado z = a + ib chamamos a de parte real do niimero complexo (Re(z)) e b a
parte imaginaria (Im(z)). As operacoes de adi¢ao e multiplicagdo dos niimeros complexos

gozam das leis de comutatividade, distributividade e associatividade.

Quando queremos somar (subtrair) nimeros complexos basta somar (subtrair) as
partes Re(z) e Im(z) correspondentes. Para multiplicagdo de niimeros complexos deve-se
usar a distributiva, lembrando o fato de que > = —1. Assim, dados z; = ay + ib; e
Z9 = ag + 1by temos que

21 £ 20 = (a1 £ ag) £i(by £ bs)

2129 = (CL16L2 — blbg) + i(albg + blag).

Para fazer a divisao entre dois niimeros complexos devemos ter um certo cuidado.
Seja z = a+ b um nimero complexo, define-se Z = a —ib o conjugado do niimero complexo

z. Desta forma, para dividir z; = a; + ib; por z9 = as + by basta

ﬁ é z9 2129 o a1a9 + blbg + i(blag — bgal)

— 2
z9 Z9 29 Z929 Cl22 + b2
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3.2 Plano Complexo

Pela Definicao 3.1 cada niimero complexo z = a+ b esta associado a um, e somente
um, par ordenado (a,b) € R O plano cartesiano no qual serdo representados os niimeros
complexos é denominado Plano Complexo ou Plano de Argand-Gauss. Dessa forma, se
P'(a,b) pertence ao plano complexo entdo a € Re(z) e b € Im(z), onde Re(z) e Im(z)

representam, respectivamente, os eixos real e imaginario, Figura 17.

Figura 17 — A coordenada do ponto P(a,b) no plano zy é associado no plano complexo
ao ponto P'(a,b).

YA Im(z) A
P(a,b ’ =
bl———¢ (a,b) bk,,,,P(a’b) z
| |
| |
: : onde, z = a +ib
| |
l l
_— > —_———»
¢ T “ Re(z)

Fonte: O autor, 2019.

O ntmero complexo z = x + 1y pode ser visto como um vetor no plano complexo,
(BROWN; CHURCHILL, 2015, p. 8 ¢ 9), bastando tomar como ponto inicial a origem e a
extremidade final o ponto (z,y) como representado na Figura 18.

Figura 18 — O ntimero complexo z sendo representado como vetor posicao.

Im(z)A

I
I
1
I
I
1
I
T

Fonte: O autor, 2019.

Dessa forma, defini-se o médulo ou valor absoluto de z como sendo

|2 = \a? + 32 (3.1)

Pela equacao (3.1) podemos dizer que o lugar geométrico dos pontos z € C tal que |z| =1
é o circulo de centro na origem e raio 1. O médulo de um niimero complexo, |z|, goza das
mesmas propriedades do mdédulo de um ntimero real R, (ZILL; SHANAHAN, 2011, p. 8 e
9).
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3.2.1 Forma Polar de um Nimero Complexo

Antes de definir a forma polar de um nimero complexo, vamos definir o que sao as
coordenadas polares. Segundo Leithold (1994, p. 608 e 609), um sistema de coordenadas
polares consiste em uma distancia orientada, na medida de um angulo, a um ponto fixo e
a um semi-eixo fixo. Esse ponto fixo é chamado de origem ou polo e o semi-eixo é chamado

de eixo polar, Figura 19.

Figura 19 — Representacao polar de um nimero complexo z.

(a) (b) ()

ya Im(z) g
L =12l
P(r,6) Y |
_ r/ s —
r e
I IS
0 0
| _
(@] eixo polar x T
——

rcos(0) rcos(0)

Fonte: O autor, 2019.

Considerando a representagdao geométrica de z, Figura 19¢, 6 é chamado de argu-
mento de z, formado pelo eixo Re(z) e o vetor z. O argumento de z s6 é definido quando
z # 0, pois quando # = 0 z é um numero real. Consideremos o sentido positivo o sentido
anti-horério, o sentido horério seré considerado o sentido negativo. O comprimento do

vetor r por defini¢do serd r = |z|.

Tomando x = rcos(f) e y = rsen(f), teremos a representagao polar ou trigonomé-

trica do niimero complexo z dada por

z = r(cos(0) +isen(6)). (3.2)

Somar e subtrair nimeros complexos na forma polar ndo é muito conveniente
porque somam-se funcoes trigonométricas de argumentos distintos. Mas o produto e o
quociente sao bastante 1teis, porque podemos representa-los por uma tinica forma polar,
vejamos. Sejam z; = |z1](cos(6y) + isen(fy)) e zo = |22|(cos(fs) + isen(fy)) dois nimeros

complexos arbitrarios, o produto de z129 é

2129 = |21||22|(cos(61 + 62) + i sen(6y + 6))
= |21||22|[(cos(61)(cos(f2) — sen(f;) sen(f2)) + i(cos(6) sen(fy) + sen(6y) cos(62))],

e portanto
2120 = |21||22|(cos(6y + 02) + isen(6y + 02)). (3.4)
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Com raciocinio anadlogo ao produto temos que a divisao é dada por

1 |Z—1|(COS(91 — 92) + isen(Ql — 92)) (35>

Z9 - |22|
A generalizacio deste resultado, Férmula de De Moivre, pode ser vista em Avila (2013, p.

11) .

3.3 Funcgoes Complexas

Para o estudo das fungoes complexas iremos considerar o dominio e a imagem
de uma funcao f como subconjuntos dos ntmeros complexos C. Seja f uma funcao
definida em um conjunto D C C, onde cada elemento z € D ¢ levado por f a um
tnico elemento f(z). Ao conjunto dos elementos f(z) chamamos de imagem de f, e D o
dominio de f. Denotaremos o conjunto imagem de f por I. Cada funcao f na variavel
z = x + 1y estd associada a duas fungoes reais u(x,y) e v(z,y), em que u(x,y) = Re(f(2))
e o(z,y) = Im(f(2)), onde f(2) = ulz,y) + iv(z,y).

Figuwra20 - f: DCC — I CC, f(z+iy) = u(z,y) + iv(z,y).

f
Fonte: O autor, 2019.

Exemplo 3.1. Se f(z) = 2*, entdo
[l +iy) = (x +iy)* = 2* — y* + i2xy,

dessa forma

u(z,y) =" —y* e v(ry) =2y

3.3.1 Limite e Continuidade

O proposito de definir limite e continuidade nesta subsecao esta relacionado com o
estudo de derivadas e integrais de fungdes complexas. A definicao de limite de uma funcao

complexa é semelhante ao de limite de uma fungao de variavel real.
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Figura 21 — z € DN Vjs(20) = f(2) € Vo(L).

Fonte: O autor, 2019.

Definigdo 3.2 (Limite de uma Funcdo Complexa. (AVILA, 2013, p. 37)). Seja 2o um
ponto de acumulagcdo do dominio D C C de uma fungdo f. Diz-se que f tem limite L com

z tendendo a zy se dado qualquer ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que
2€D,0<|z—2|<d=|f(z)—L| <e¢
ou ainda, de maneira equivalente:
z € DNVs(z0) = f(z) € V(L),
sendo Vs(zo) uma vizinhanga de zy, escreve-se:
lim f(z) = L.

Z—r20

Teorema 3.1 (Unicidade do Limite). Se um limite de uma fun¢io f existir em um ponto

Zo, ele € unico.

Demonstracao. Suponha por absurdo que
lim f(z) =Ly e lim f(z) = Lo, com Ly > Ls.
Z2—20 Z—r20

entao dado um e > 0, vao existir 41, 6o > 0 tais que

|z — 20| <01 = |f(2) — L1 < e

|z — 29| < 03 = |f(2) — Lo| <e.

Deste modo, temos que

Li—e<f(z)<Li+e e Ly—e< f(z) < Ly + e
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Ly — Ly
2

, 0 que é um

Ly—L
Tomando § = min{d,, s} e e = ——2

, temos que |z —zg| < d entdo f(z) < Lo+

Li+ L Li+ L
e L) — s 2 < f(z) < et

absurdo. Logo, L nao pode ser maior que Lo. De modo anédlogo verificamos que Ly nao

Ly — Ly

< f(2). Assim, |z — 2| < 6 =

pode ser maior que L;. Portanto, conclui-se que L, = L. ]

Definigao 3.3 (Critério para Continuidade em um Ponto. (ZILL; SHANAHAN;, 2011, p. 89)).
Uma funcao complexa f € continua em um ponto zy se cada uma das trés condigoes forem

atendidas:

a) zh—>Hzlo f(z) existe;

b) f é definida em z; e

c) lim f(z) = f(z0).

Z—20

As propriedades do limite sdo equivalentes as do limite de uma funcao de varidvel real e

podem ser vistas em Brown e Churchill (2015, p. 48).

Teorema 3.2. Seja f(z) = u(z,y)+iv(z,y) uma fungio com dominio D, e seja L = U+iV,
com L € CeUYV €R. Se zg = x¢ + iyg, entao li_)m f(2) = L se e somente se
z—20

lim  wu(x,y)=U e lim wv(z,y)=V.
(.’E,y)%(wo,yo) ( y) (:Jc,y)%(:}co,yo) ( y)

Demonstracao.

(=) Suponha que le_)Ilzlo f(z) = L. Entao dado € > 0, existe um 0 > 0 de modo que
|z — 20l <0=1|f(z) — L| <e. (3.6)
Fazendo f — L =u—U +i(v— V) temos que
u—Ul<|f—1] e -V <|f - LI

Dai, segue por (3.6) que
lu—U|l<e e [v=V|<e

0 que mostra que

lim  wu(z,y)=U e lim  w(z,y)=V.

(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

(<=) Agora suponha que vale

lim  w(z,y)=U e lim  o(z,y)=V.

(2,y)=(z0,90) (,y)=(z0,90)
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Entao dados €, > 0 e €5 > 0, existem §; > 0 e dy > 0 tais que |z — zo| < 1 e |z — 20| < 09

implicam, respectivamente,
lu—U| <€ e [v—V]|<e.

Mas |f — L| = [(u — U) +i(v — V)|. Assim, utilizando a desigualdade triangular, tomando

€1+ €3 =€ e d =min{dy, 2} temos que |z — zp| < 0 implica em
If—Ll=|(u-U)+i(v=V)|<|u=U|l+|v=V]|<e +e =¢
Portanto, segue da desigualdade acima que
|f — L| <€ ou seja Zlggl()f(Z) = L.
|

Corolario 3.1. Se f(z) = u+iv e zyp = xg + 1o, a fungao complexa f é continua no

ponto zy se e somente se as duas fungoes reais u e v forem continuas no ponto (xq,yo).

Demonstracao.

(=) Suponha f seja continua em z; entao temos que

lim f(2) = f(z0) = f(xo + i),

Z—20

que escrevemos como f(zg + iyg) = ug + ivg. Do Teorema 3.2 segue que
lim U=1uy € lim v = 1.
(x,y)—)(xo,yo) (m,y)—)(mo,yo)

Portanto, u e v sdo continuas em (g, yp).
(<) Suponha que u e v sejam continuas em (zg, yo), entao
lim U=1uy € lim v = p.
(,y)—(z0,y0) (2,y)=(z0,90)

Do teorema 3.2 tem-se que

lim f(2) = uo + ivo = £(20).

Z—20

Portanto f é continua em z. |

3.4 Fungao Analitica

Nesta secao sera definida a derivada de uma funcao complexa e estabelecidas as re-
lacoes entre as derivadas parciais de u(z, y) e v(z,y), bem como, seu significado geométrico.
As relagoes entre as derivadas parciais recebe o nome de Equagoes de Cauchy-Riemann. As
fungoes analiticas sdo protagonistas em modelagem matemaéatica de escoamentos potenciais,
pois as suas partes real e imaginaria carregam informacgoes sobre a velocidade do fluido
e as trajetorias das particulas (linhas de corrente), respectivamente, como serd visto no

préximo capitulo.
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Definigao 3.4 (Derivada de uma Fun¢ao em um Ponto zy. (ABLOWITZ; FOKAS, 2003, p. 23)).

Seja f uma funcao definida numa regiGdo D contendo a vizinhanca de uwm ponto zy. A

derivada de f em z = zy, € denotada por f'(z) ou ;lf(zo), e € definida por
z

f(z0) = lim f(z0 + Az) — f(20)

Az—0 Az ’

desde que o limite exista.

Uma forma alternativa da defini¢ao é tomarmos Az = z — 2y, quando temos que

o) — tim 1= Co)

Z—20 z — ZO

Definicao 3.5 ((AVILA, 2013, p. 50)). Diz-se que uma fungao f € analitica numa regido
R se ela é derivavel em cada ponto de R; f é analitica num ponto zy se f é analitica numa

regiao contendo zy, por exemplo, numa vizinhanga Vs(zo).

Sao sinonimos para funcao analitica os termos fungdo holomorfa e fungao regular.
Deve-se ter um certo cuidado para nao confundir o termo analitica com diferenciabilidade.
Dizer que uma funcgao é analitica em um ponto nao é o mesmo que dizer que é diferenciavel
em um ponto. Da definicao acima, para que f seja ser analitica em zg é necessario que f
seja derivavel em todo ponto de uma vizinhanga de 2y, ou seja, analiticidade ¢ algo que é

definido em um conjunto aberto.

Exemplo 3.2. Usando a Defini¢io 3.5 verifique se f(z) = |z|* é diferencidvel em z = 0,

em sequida conclua que f(z) = |z|> ndo é analitica em z = 0.

Da Defini¢ao 3.4 temos que

(2) = lim |z + Az|? — |2]2 — lim (z +Az)(z + Az) -z

Az—0 Az Az—0 Az
Como z 4+ Az =Z 4+ Az, isso implica que
— Az
/ . . —
fl(z) = Alggo zZ+ Az + N (3.7)

Se o limite de (3.7) existir, Az tenderar a origem (0,0) por qualquer caminho.
Tomando Az — (0,0) pelo caminho dos pontos (Az,0) e pelo caminho dos pontos (0, Ay),
onde Az = (Az, Ay), veja Figura 22.
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Figura 22 — Az — (0,0) por um caminho horizontal (Ax,0) e por um caminho vertical
(0, Ay).

Im(z)

Fonte: O autor, 2019.

Desta forma,

Az=Arx+i0=Az—i0=Ax+i0 = Az

Az=0+iAy=0—iAy=—0—iAy = —Az.

Agora substituindo esses resultados em (3.7) para os caminhos (Az,0) e (0, Ay). Teremos

f'(z)=lim 24+ Az+z se Az = (Az,0)

Az—0

f'(z) = lim z—Az—2 se Az=(0,Ay).

Az—0

Se o limite existir ele deve ser tinico, Teorema 3.1, logo Z+ z = Z — 2z, o que implica
que z = 0. Assim f'(z) ndo pode existir para z # 0, logo pela Defini¢ao 3.5 f nao é

analitica em z = 0.

Mas, em z = 0 a derivada (3.7) se reduz a f'(0) = Alim0 Az. Portanto f'(z2) existe
zZ—

somente em z = 0 e seu valor é 0 nesse ponto.

O Exemplo 3.2 nos alerta para o cuidado de nao confundir analiticidade com
diferenciabilidade, pois f(z) = |z|? é diferencidvel em z = 0 mais nao ¢ analitica nesse

ponto, pois nao existe uma vizinhanca de z = 0 na qual f seja diferenciavel.

3.4.1 Equagoes de Cauchy-Riemann

Vimos que para f ser analitica em um ponto zy de um dominio D ela deve ser
diferenciavel em uma vizinhanca aberta de zg, o que nao é simples de se verificar como
mostrado no Exemplo 3.2. O teorema a seguir ird produzir um teste para identificarmos se

uma fungdo complexa f(z) = u(x,y) + iv(z,y) é analitica em um ponto z € D.

Teorema 3.3 (Equagoes de Cauchy-Riemann). Suponhamos que f(z) = u(x,y) + iv(z,y)

seja diferencidvel em um ponto z = x + 1y. Entao, em z as derivadas parciais de primeira
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ordem de u e v devem satisfazer

ou  Ov ou ov

As equagoes (3.8) sio chamadas de Equagoes de Cauchy-Riemann.

Demonstracio. A derivada de f em z é dada por

o) — i TETA2) =)

Az—0 Az

Y

com Az = Az +iAy e z+ Az = x4+ Az +i(y + Ay). Reescreve-se a derivada acima como

von e w4+ Ary + Ay) +iv(r + Az, y + Ay) — (u(z,y) +iv(z, y))
f'(z) = lim :
Az—0 Ax + iAy

. (3.9)

Como f é diferencidvel em z o limite (3.9) existe, entdo podemos usar a mesma
estratégia usada no Exemplo 3.2, tomando dois caminhos como na Figura 22. Primeiro
vamos fazer Az — 0 pelo caminho de pontos (Az,0). Assim (3.9) fica

£(z) = Jim “@EATY) +ivle+ Avy) —u(@,y) = (@, y)
Az—0 Azr

Arrumando o numerador temos

oy [z +Azyy) —uz, )] +ifu(z + Az, y) —v(z, y)]
Az—0 Ax

por causa disso

u(z + Az, y) — u(x,y) v(x + Az, y) — v(z,y)

/ 1 . qe
fz) = A, Az e Az ' (310)
Portanto 5 5
, w0V
= — — 11
) = o i (3.11)

Agora fazendo Az — 0 pelo caminho de pontos (0, Ay) o limite (3.9) fica na forma

Az—0 ZAy .

Organizando o numerador temos

. [u(x,y + Ay) — u(z, y)].+ ifv(z,y + Ay) —v(z,y)]

, J—
f (Z) - Alz—>0 ZAy )
donde
/ _ U(Q?,y+Ay)_U(Q?,y> . U( ,y+Ay>—U<$,y)
fz) = Alzeo 1Ay e Aliao 1Ay (3.12)
Portanto 5 9
Fl(z) = i + 22, (3.13)
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Pelo Teorema 3.1 as equagoes (3.11) e (3.13) devem ser iguais. Lembrando que
dois niimeros complexos sao iguais quando suas partes real e imaginaria sdo iguais, o que

permite concluir que

ou_ov ou_ o
or Oy oy Oz
[ |

Com o Teorema 3.3 tem-se uma condi¢ao necessaria para a existéncia de derivada
em um ponto z. O Exemplo 3.2 é facilmente verificado usando as condigoes (3.8), pois
usando as equacdo de Cauchy-Riemann na funcao f(z) = |z|* = 2% 4+ y? temos que 2z = 2y
somente para o ponto z = 0. Portanto, pelo Teorema 3.3 f(z) = |z|* ¢ diferencidvel apenas

em z = (0, mas nao ¢ analitica em z = 0.

Para obtermos uma condicao de suficiéncia para a analiticidade de uma funcao
complexa f precisamos de condigdes de continuidade sobre as derivadas parciais de f
em uma vizinhanga de um ponto z. O teorema a seguir amarra a condi¢ao necessaria e

suficiente para a analiticidade de uma fung¢ao complexa.

Teorema 3.4. Sejam u(z,y) e v(x,y) fungoes reais com derivadas parciais continuas
numa regiago D C C. Entdo, uma condi¢io necessdria e suficiente para que a fungao
f(z) = u(z,y) + wv(z,y) seja analitica em D € que as equagoes de Cauchy-Riemann

estejam ai satisfeitas.

Demonstragio. A condicdo necesséria esta estabelecida pelo Teorema 3.3. A demostragao
da condigao de suficiéncia é longa e foge do escopo deste trabalho, entretanto, ela pode ser
vista em Fernandez e Jr. (2014, p. 58, 59 e 60). |

3.4.2 Significado Geométrico das Equagoes de Cauchy-Riemann

Teorema 3.5. Se f(z) = u(x,y)i + v(z,y) é analitica numa regiao D C C, entdo as
curvas das familias

u(z,y) =c1 ev(z,y) =co (3.14)

se cruzam em um dngulo reto em todo ponto 2o = xo + iyo onde f'(29) #0 e c1,c0 € R

Demonstragio. Derivando (3.14) em relagdo a x obtemos
Jrdr  Oydx Ordr  Oydx

N dy
Resolvendo essas equagoes em T segue que
x

dy — Ou/Oz
dr — Ou/dy

(3.15)
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dy  Ov/ox
de  Ov/oy’

(3.16)

As equagoes (3.15) e (3.16) sdo as inclinagoes das retas tangentes as curvas u(z, y) =

c1 e v(z,y) = ¢ no ponto zy = g + 1Yo, respectivamente, Figura 23.
Figura 23 — As retas tangentes [ e o sao perpendiculares em zj.

v(x7y) =C2

1
I
I
I
|

Fonte: O autor, 2019.

Por hipotese f ¢é analitica, logo valem as Equagdes de Cauchy-Riemann. Portanto

ou/0x.  Ov/dx,
(_8u/8y)(_8v/8y) N

—1.
|

As equagdes u(x,y) = ¢ e v(r,y) = ¢z, onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias

reais, sao denominadas curvas de nivel de u e v, respectivamente.

Definicao 3.6 (Fungoes Harmoénicas. (BROWN; CHURCHILL, 2015, p. 77)). Uma fun-
¢do real f de duas varidveis reais x e y € harmonica em um dado dominio do plano xy, se
as derivadas parciais de sequnda ordem de f existirem, forem continuas em cada ponto do
dominio e satisfizerem a equagdo diferencial parcial

Pf  0*f

conhecida como Equacdo de Laplace.

Teorema 3.6. Se uma funcao f(z) = u(x,y) + w(x,y) é analitica em um dominio D,

entdo as fungoes componentes u e v sdo harmonicas em D.
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Demonstracao. Como f é analitica em D entao ela é analitica em todos os pontos z € D,
assim pelo Corolario C.1 do Apéndice C, u e v tem derivada de todas as ordens em D.

Derivando os dois lados de (3.8) em relagdo a z e y, respectivamente, obtemos

2 2 2 2
8u:871 . 8u:_8v. (3.18)
0x?  0x0y 0y? Oyox
< . . 0% 0%
Como u e v sdo, pelo menos, duas vezes diferenciavel segue que ——— = ———. Somando
Ox0y  Oyox

as duas equagoes em (3.18) temos

o Fu_
ox2  oy?

ou
Vu = 0.

O que mostra que u(z,y) é harmonica. Para mostrar que v(x,y) é harmonica, basta derivar
os dois lados de (3.8) em relacdo a y e x, respectivamente. Agora, seguindo de forma
analoga aos passos anteriores chegaremos a
0% N v 0
ox2 Oy

ou
Vv = 0.

3.5 Funcgoes Exponencial e Logaritmica Complexas

3.5.1 Funcao Exponencial Complexa

Antes de expressar z como uma exponencial, pensamos nas solugoes da equacao
diferencial ay” + by +cy = 0 em que a,be c € R, a # 0 e y é uma funcdo de t € R.
A equacao caracteristica associada a esta equacao é ar? +br +c¢ =0, se b* —4dac < 0
a familia de solucdes para a equacdo diferencial serd y(t) = cie®’ + ce®!, como c; e ¢,
nimeros reais, z1,2o € C e z3 é 0 conjugado de z;, (BOYCE; DIPRIMA, 2012, p. 123 e
124). Observe que a solugdo da equagao apresentou termos com poténcia complexa, assim
queremos encontrar um forma de representar e” e 2 em funcao do argumento ¢ e do raio
r. Consideremos trés importantes séries de MacLaurin, (LEITHOLD, 1994, p. 775), com
r € R,

+o00 ,.n 2
E D < IS (3.19)
“— n! 2!
+o0 (_1)nx2n 1'2 $4
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—+o00 (_1)nx2n+1 $3 1,5

Tomando o desenvolvimento de (3.19) para e” temos

(iy)?* | (Gy)?® | (y)* | (iy)°

e =1+ iy + TR Tl s e P
J N €7 N () L C7) RN ()
=14 — o1 —7,3! + m +1 R

A série de McLaurin de ¢, com y € R é absolutamente convergente, entdao a série que
reapresenta a reordenacao dos seus termos também é absolutamente convergente e ambas
sao iguais, (GUIDORIZZI, 2012, p. 83). Assim, temos que

v)? @' W° )’ @

Yy o _ _ ; _ _
eV =11 o + A ol +...]—|—z[y 3l + 5l 7l + ...,

e de (3.20) e (3.21), concluimos que

e = cos(y) +isin(y) (Equacio de Euler). (3.23)

Agora, podemos reescrever a forma trigonométrica de um ntimero complexo utili-

zando a Equacgao de Euler. Isso nos permite escrever z como sendo
z=re". (3.24)
Definigao 3.7 (Fung¢ao Exponencial Complexa ). A fungdo € € definida por
e* =e"cos(y) +i1e"sen(y), com z=x+1y (3.25)

e ¢ denominada fungdo exponencial compleza.

A fungao e® assim definida é analitica em seu dominio, pois u(x,y) = €* cos(y)
e v(x,y) = e”sin(y) sdo continuas e sdo de classe C', ou seja, as derivadas de primeira

ordem existem e sao continuas. E mais, satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann

ou ov ou v

— =¢e” cos e — =—e"sen(y) = ——.
ox (v) = Ay dy (v) ox
Portanto €* é analitica em todo os pontos do seu dominio, ou seja, é analitica em todo o

plano. Assim, podemos chamar e¢* de funcao inteira e

d ou ov

ie :%‘Fl%:e .

Uma caracteristica importante de e* é que ela leva, por uma transformagao conforme,

retas em circulos.
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Para ilustrar esse fato considere w(z) = e* escrito na forma polar

w(z) = e"e.

Observando a Figura 24 temos que mantendo y constante e fazendo variar o valor
de x as retas horizontais (linhas continuas) sdo levadas em semirretas, isto é, a imagem da
funcao exponencial, para esse caso, sao semirretas e” centrados na origem. Por outro lado,
para x constante (linhas tracejadas) e 0 < y < 27 a fun¢do w descreverd um circulo de

raio e® centrado na origem, em particular se x = 0, o circulo sera de raio unitario.

Figura 24 — Pela transformagao w(z) = €*, retas sdo levadas em circulos quando x cons-
tante e y variando e retas sao levadas em raios quando y é constante e x

variando.
Im(z)é v
. w:ezeiz‘Tﬂ, 9/“0:2:—5” ‘/w:€6w7 Tfizo =1
y="1r - w=e" Tpio=0
y=1%
: R:(z)

. .
. W — AT Nl . _ T
et w=eTe"T Opipo = F

Fonte: O autor, 2019.

Observa-se que entre as fungoes exponenciais reais e complexas existe uma diferenca

notavel que se da pelo fato da funcao exponencial complexa ser peridédica de periodo 2mi.

3.5.2 Funcao Logaritmica Complexa

Utilizando a equagao (3.24) podemos definir o logaritmo de um nimero complexo

como sendo
In(z) = In(re®) = In(r) + 46, z # 0.

A parte real de In(z) é denotada por In(r), lembrando que r = |z| > 0.

Considere ¢” = z em que w = u+iv e z = x 41y, tomando 2z na forma polar temos
e"e" = 'r’ew, com 0 <0< 27.

Para que dois niimeros complexos sejam iguais suas respectivas partes real e imaginaria

devem ser iguais, logo
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0 que equivale a
e"=r e v=0+2kmr, comk € Z.

Como e" = r temos que u = Inr, assim
w=Inr+i(0+ 2kw), com k€ Z,

logo
Inz=Inr+i0+ 2kr), com k€ Z.

Definig¢ao 3.8 (Funcao Logaritmica Complexa). A fungao multivalente In z, definida por
Inz =1In|z| +iarg(z)

¢ denominada fungdo logaritmica complexa.

O termo multivalente vem do fato de que podemos atribuir ao In z varios valores

distintos dependendo do arg(z) usado.

Figura 25 — Um ramo do logaritmo In z.

0+ 27

linha de corte R:(z)

Fonte: O autor, 2019.

Quando k = 0 obtemos o que chamamos de valor principal ou ramo principal do
logaritmo. O ponto z = 0 é chamado de ponto de rama ficacao do logaritmo, pois quando
os pontos z = x + iy descreve um circulo de centro na origem e, ao voltar ao ponto inicial,
a fungao In z volta aumentada de 27i. A linha de corte é uma semirreta partindo do
ponto de ramificacao, e indica a variacdo do argumento. Na Figura 25 a linha de corte é
representada pelo eixo real positivo, com 0 < 6 < 2x. Se tivéssemos escolhido a variacao

—m < # < 7 a linha de corte seria a semirreta do eixo real negativo, Figura 26.
Figura 26 — Linha de corte com —7 < arg(z) < .

Im(z) A

40 _
linha de corte \\/ Re(z)

Fonte: O autor, 2019.
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d 1
Corolario 3.2. Um ramo do logaritmo é analitico e sua derivada é dada por d—(ln z) = —.
z z

Demonstragcao. Tomando o ramo principal de In z temos
Inz=Inr+1i:, com r>0,0<6<27. (3.26)

Temos que u(r,0) =Inr e v(r,d) = 6. O In z assim definido (no ramo principal) é continuo
em seu dominio, v e v sdo de classe C! e satisfazem a forma polar das equacoes de
Cauchy-Riemann, veja as equagoes (A.7) do Apéndice A. Logo, pelo Teorema 3.4, para o

ramo escolhido In z é analitica.

Para o restante da demonstragdo vamos usar a analiticidade da funcao logaritmica

para o ramo escolhido.

Primeiro, reescrevemos as equagoes em (A.7) utilizando as expressoes de ug e vg

dadas, respectivamente, em (A.3) e (A.6) obtendo
U, = Uy cos(f) + u, sin(6)
{UT = —u, cos(f) + u, sin().
Assim encontramos u, e v, em funcao de u, e v,, respectivamente.
Para resolver o sistema devemos multiplicar a segunda equacao por i e somar as

equagoes. Assim,
Uy + v, = uy (cos(6) + isen(d)) + iu, (sen(d) — icos(h)) .
Segue que
Uy + vy = (up + iv,) e . (3.27)
Reescrevemos a equagao (3.11) como o resultado obtido em (3.27) obtemos
f(2) = e (u, +iv,).

Assim, para a funcao logaritmica temos que

C;lz(ln 2) = e O (u, +iv,).

1
Como u(r,0) =Inr e v(r,0) = i temos que u, = — e v, = 0, assim
r

jz(ln z)=e " <1> _ !

r rei’

Portanto .
—(nz)=—-, com r>0 e 0<6<2m. (3.28)
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A transformacao conforme w(z) = In z leva, com 6 constante, semirretas a retas v
constantes no plano w (linhas continuas) e, tomando 7 constante, leva circulos em retas u
constante (linhas tracejadas), Figura 27.

Figura 27 — A transformagao conforme w(z) = In z leva circulos e raios a retas.

va

w=Inz i

u=0 wu=Ink

Fonte: O autor, 2019.

3.6 Integrais Complexas

A teoria de Integracao Complexa nao é construida como usualmente é feito em
integracao de fungoes reais. Segundo Nachbin e Zarate (2007, p. 24), em andlise complexa
as integrais sao em geral definidas sobre arcos diferenciaveis, ou diferencidveis por partes.
A vista disso, antes de definir uma integral complexa iremos definir a parametrizacio de

uma curva C' no plano complexo.

Definicao 3.9. Uma curva C definida pelos pontos z = x + 1y do plano complexo que é
descrita pela funcao

2(t) =x(t) +iy(t), a<t<b (3.29)

¢ denominada Parametrizacao de C.

Uma exemplo dessa parametrizacao pode ser vista na Figura 28.
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Figura 28 — Curva C definida por z(t) = x(t) + iy(t), a <t <b.

Fonte: O autor, 2019.

Sobre a curva C' valem as seguintes observagoes:

a) C' é uma curva suave se z'(t) for continua em um intervalo [a, b], com 2'(t) # 0 em

(a,b).

b) C' é uma curva suave por partes se C' é formada por arcos de curvas suaves

C1, Oy, ..., C, unidas pelas extremidades, Figura 29d.

¢) C' é uma curva suave aberta e simples se nao tiver auto intersecgao (Arco de Jordan),
Figura 29b.

d) C' é uma curva suave fechada e simples se ndo tem auto intersec¢ao (Curva de

Jordan), Figura 29c.
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Figura 29 — Tipos de Curvas.

(a) Curva suave e ndo simples, pois
z(t1) = z(t2) com t1 # to (b) Curva suave e simples (Arco de Jordan)

z(a)
z(a)

(¢) Curva suave e fechada sim-
ples (Curva de Jordan) (d) Curva suave por partes

Fonte: O autor, 2019.

Daqui em diante, a curva C' que serda adotada é suave por partes. A orientagao
positiva para um caminho fechado é definida como aquela que se "vocé andar" sobre a
curva seu braco esquerdo estara na regiao interior a C, veja Figura 29¢. Um contorno é

um caminho fechado formado por um nimero finito de curvas suaves.

Para construir a definicdo de integral ao longo de uma curva C', suave por partes,
considere z(t) = u(t)+iv(t) uma parametrizagao de C, com ¢ € [a, b] e seja p uma parti¢ao

do intervalo [a, b] em n subintervalos
a=tg <t < - <t_1 <t,=0b.

Tem-se que g induz em C' uma particdo em n subarcos, Figura 30a.

Figura 30
(a) Partigdo da curva C' em subarcos. (b)
Im(=) & 2(tg) 2(b) Im(z) A #(e) gt
¢ c
z(t1) %\(
z(to) 2(to)
=e z tp—1 €t
Re(z) k=1 k Re(z)
Az

Fonte: O autor, 2019.
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Seja f uma funcao de variavel complexa definida em todos os pontos de C'. Para
cada arco de (', determinado por t;_; e tg, podemos tomar um valor ¢, t;,_1 < ¢ < 1,
de maneira que podemos construir produtos da forma f(z(c))Az., onde Az, =t — ty_1,

Figura 30b. Somando todos esses produtos,

Z c))Az,

e considerando ||p|| = maxr{Az;} dizemos que f ¢é integravel em C se o limite

lim Y f(z(c))Az
existir .

Definigao 3.10 (Integral Complexa. (ZILL; SHANAHAN, 2011, p. 185)). A integral com-

plexa de uma funcao f, continua por partes, ao longo de C' é

n

/C f(2) dz = lim Y f(2(c))Az. (3.30)

loll=0 &=

Da Definicao 3.10 temos que

/Cf(z) dz = /C(u + i) (de + idy),

e entao

/ f(z) dz = / udx — vdy +z’/ vdz + udy. (3.31)
c c c

Isso nos mostra que as partes real e imaginaria da integral (3.30) s@o integrais
de linha de fungoes reais. Tomando z(t) = z(t) + iy(t), com a < t < b, uma equagao
paramétrica de C, com dz = 2'(t)dt e dy = y'(t)dt e substituindo essa expressao em (3.31)

temos )

b
f(z) dz = / [uz!(t) — vy (t)] dt + z/ [uy/(t) + va'(t)] dt.
C a a
Definicao 3.11 ((ABLOWITZ; FOKAS, 2003, p. 72)). A integral de contorno de uma

funcao continua por partes em uma curva C, com a <t < b, € definida por

/C £(2) dz = / ") () dt. (3.32)

As propriedades da integral (3.32) sdo as mesmas das integrais de linha de fungoes
reais e podem ser vistas na se¢ao 6.1 de Guidorizzi (2013). Desta forma, calcular (3.32)

onde C' é uma curva como a da Figura 29d ¢ fazer

/Cf(z) dz = /ClLJCQUCg f(z) dz

_/ dz+/ dz—I—/
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Teorema 3.7 (Teorema de Cauchy). Seja f uma fungao analitica em um dominio sim-

plesmente conexo D e seja f' continua em D. Entdo, para todo contorno fechado simples

C em D
%f(z) dz =0.
c

Demonstracao. Usaremos o Teorema de Grenn B.1, na demonstracao desse teorema. Como
f é analitica em D e f’ é continua em D entao as partes real e imaginaria de f sdo
continuas em D e suas derivadas parciais de primeira ordem sao continuas em D. Assim,

vale a forma (3.31),
jl{ f(z) dz = f udx —Udy—l—i% vdx + udy.
c c c

Utilizando o Teorema de Grenn, temos

jfcf(z) dz://R(—gZ—gZ) dxdyﬂ'//R(g;‘—gZ) drdy.

Como f é analitica em D valem as equagoes de Cauchy-Riemann, (3.8), em cada

ponto de D. Portanto

%c f(z)dz=0.

Sem a condicao da continuidade de f’ em D ainda temos o resultado.

Teorema 3.8 (Teorema de Cauchy-Goursat). Seja f uma fungdo analitica em um dominio

simplesmente conexo D. Entdo, para todo contorno fechado simples C' em D

jéc f(z)dz=0.

Demonstracio. A demonstracao desse teorema é um pouco mais elaborada e sua demons-

tracao pode ser vista na segao 1 do capitulo 4 de Neto (2012). |

Agora aplicaremos o Teorema 3.8 a uma regiao D limita por uma curva C, mas
que contenha pelo menos um "furo" no seu interior. A esse tipo de dominio chamamos de

dominio multiplamente conexo, Figura 31a.
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Figura 31 — Tipo de dominio multiplamente conexo.

(a) Dominio duplamente co-
nexo (b)

Fonte: O autor, 2019.

Seja D uma regiao duplamente conexa onde C é o contorno da regiao que representa
o "furo" e C' a curva que enlaca C4, com C; N C = &, Figura 3la. Agora, seja AB um
corte transversal de modo que C'N AB seja A e Cy N AB seja B, como na Figura 31b. A
regiao delimitada pelas curvas C' e (' é simplesmente conexa. Supondo f nas condi¢oes
do Teorema 3.8, podemos escrever a integral sobre o caminho CUABU—C; U —AB como
sendo

f(2)dz = jé F(2)dz+ /A )+ /_ L@ f()dz =0 (334

%CUABU—C&U—AB

Portanto

éjf(z)dz: . f(2)dz.

Segundo Ablowitz e Fokas (2003, p. 76), o tltimo resultado é denominado deforma-
¢ao de contorno, pois C' foi deformado em C, ou seja, C; é uma deformagcao continua de
C. O processo de fazer cortes transversais e deformacoes do contorno ira permitir lidar

com dominios multiplamente conexos.

Corolario 3.3. Sejam [ uma funcio definida por f(z) = (77), 1 constante real, e C
Z— 2o)"

uma curva suave fechada em um dominio D — {zo}. Suponha que zy estd no interior da

regigo em D delimitada por C. Deste modo,

dz = ,n € 7.

7{ n 2nmi, sen =1
C (Z — ZO)” 0, n 7& 1

Demonstragio. A fungdo f assim definida é analitica em D — {z}. Seja Cy um circulo de

raio r centrado em 2y de tal forma que Cy N C' = @. Procedendo como feito em (3.34),
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Figura 31b, teremos
d __j{ dz.
?{; f(z) dz . f(z) dz

Fazendo a mudanga de varigvel z — zg = re? temos dz = i e rdf e substituindo a

expressao de f(z) em 7{ ) dz temos

7{ /2” iefr
dz =
[ (z — 2o)" " rn e’en
_ Z?’]/ T—n—i—l ezG(—n-H) do.
0

Assim, paran =1
2m

mn do = 2nmi
0
e, paran # 1

“7/ ponHL Qi(—nt1) g — Wl/ " cos(0(—n + 1)) +isen(d(—n +1))) df

= inr—n+1/0 " cos(6(—n + 1)) +isen(6(—n + 1)) db
= 0.
Portanto
]{ L dz = m /27r gl ez‘e(—n+1) do — 2777Ti, sen=1
c (z—z)" 0 0 i
|

Teorema 3.9 (Integral de Cauchy). Seja f uma fungao analitica nos pontos interiores e
em cada ponto de uma caminho fechado simples C', orientado positivamente. Se zy for um
ponto interior qualquer de C', entdo

F(z) = 1 f2)

2mi Jo z — 2

(3.37)

Demonstragio. Seja Cy a circunferéncia de centro zq e raio 9§, |z — 29| = 4, interior a C,
tal que Ch NC = @, Figura 32.

Figura 32

Ch

Fonte: O autor, 2019.
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f(z)

Como é analitica entre os caminhos C' e (1, segue do Teorema 3.8 que C

Z— 20
pode ser deformada em C, de maneira que

() g, — () 4. (3.38)
CzZ—2 Ci 2 — %o

Tomando f(z) = f(20) + f(2) — f(z0) e substituindo em (3.38) teremos

() g g S0y g LG =S, (3.39)
CczZ— 2 C1 2 — 2 c z— 2
Pelo Corolario 3.3
f(20)

dz = f(zo)2mi.

Cl Z_ZO

Portanto a integral (3.39) é dada por

(2) dz = f(z0)2mi + f(z) = J(zo) dz.

C1 Z— 2o Ci Z— 20

(3.40)

Por hipétese f é analitica em C', logo continua em zy. Portanto dado um e > 0 podemos
tomar |z — 29| = d, tdo pequeno quanto se queira, de modo que acarrete |f(z) — f(20)| < €.

Nessas condigoes vale a desigualdade

<e
——N—
f(z) = f(%) dx S% |f(2) — f(Zo)\|dz| < fy{ |dz| = 2me,
c zZ— 2 o1 |z — 20| dJou
———
=0 =27
(ZILL; SHANAHAN, 2011, p. 186).
Assim, a integral
(2) = f(20)

dz — 0
Ch Z— 20

quando € — 0. Onde, de (3.34), podemos concluir que

f(z0) dz = f(zo)2mi.
Ch 2 — X
Portanto, usando a equacao (3.38) conclui-se que vale a equagao (3.37). |

3.7 Fungao Harmoénica Conjugada

Vimos no Teorema 3.6, que se f for analitica em D C C entao as fungoes u e v sao

harmonicas em D e satisfazem a equacao de Lapalce.

Definicao 3.12. Suponha que as duas funcoes u e v sejam harmonicas em um dominio D
e que as suas derivadas de primeira ordem cumpram as condigoes de equagoes de Cauchy-
Riemann, (3.8), em D. Deste modo, dizemos que v é uma fungao harmdnica conjugada de

u.
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Teorema 3.10. Uma funcao f = u(x,y) + iv(x,y) € analitica em um dominio D se, e

somente se, v € uma harmonica conjugada de u.

Demonstracao.

(=) Se f for analitica em D entéo, de acordo com o Teorema 3.6, as fungdes u e v sdo
harmoénicas em D. Além disso, f cumpre as condi¢oes de Cauchy-Riemann em D, logo v é
conjugada harmonica de u.

(<) Agora se v é conjugada harménica de v em D entdo u e v sdo harmdnicas em D e
as equacoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas, logo pelo Teorema 3.4 f é analitica em
D. |

Teorema 3.11. Se uma funcao harmonica u estiver definida em um dominio simplesmente

conexo D, entdo existe uma harmonica conjugada v em D.

Demonstracao. Para demonstrar este teorema precisamos recordar o assunto de integrais
de linha que sdo independentes do caminho. Suponha que as componentes M (x,y) e
N(z,y) de um campo vetorial sejam de classe C* em um dominio simplesmente conexo D
com 88]\;[ = (?;;] (M, = N,), entdo existe uma fungao h tal que

hy = M(z,y) e h, = N(z,y), (3.41)

(GUIDORIZZI, 2013, p. 185). Consequentemente, se C' C D é uma curva suave por partes,

entao a integral
/C M(z,y)dx + N(z,y)dy

é independente da curva C, (GUIDORIZZI, 2013, p. 173). Deste modo, podemos definir
uma fungao
(z.y)
h(z,y) = /( " Mk, $)dk + N(k, s)ds, (3.42)

70,Y0)

em que as suas derivadas parciais sdo as de (3.41), (PINTO; MORGADO, 2000, p. 237).

A funcao u é harmonica, portanto satisfaz a equacao de Laplace,
Ugy + Uyy = 07

em cada ponto de D, e as derivadas de segunda ordem sao continuas em D, logo as de
primeira ordem também sdo continuas em D. Assim, tomando uma fungao v(z,y), como
em (3.42), e reescrevendo a equacao de Laplace, usando as equagoes de Cauchy-Riemann,

obtemos
(—uy)y = (Uz)s
onde em cada ponto em D

()
v(z,y) :/( ! —us(k, s)dk + uy(k, s)ds. (3.43)

z0,40)
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Procedendo como em (3.41) obteremos
Uy = —Uy € Uy = Uy. (3.44)

Mas essas sao as equagoes de Cauchy-Riemann. Logo como u é harmodnica segue que as
derivadas parciais de primeira ordem de v sao continuas. Portanto a funcao definida por
f =wu+ v é analitica em D e, pelo Teorema 3.10, temos que v é uma funcao harmonica

conjugada de u. ]

Vale observar que v assim construida nao é a tinica harmonica conjugada de u,
pois numa forma geral a harménica conjugada é da forma v(z,y) + K. Para este trabalho

adotaremos K = 0.
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4 TEORIA CLASSICA DO AEROFOLIO

Nos capitulos anteriores falamos de duas teorias: a de Mecanica do Fluidos e
a de Analise Complexa. A principio, foram escritos de modo disjunto e independentes.
Entretanto, no presente capitulo, serao apresentadas as fungoes complexas analiticas
como ferramenta de modelagem matematica em escoamentos potenciais, com o intuito
de construir uma funcdo complexa que modele o escoamento em torno do aerofélio de

Joukowski.

Para entender essa modelagem construiremos as fungoes de corrente e potencial,
respectivamente, com base nas hipéteses de incompressibilidade e irrotacionalidade do
escoamento. A funcdo complexa cuja parte real é a funcao potencial e a imaginaria a
funcao de corrente é chamada de func¢ao potencial complexa. A partir do Teorema do
Circulo sera construido um potencial complexo que ird possibilitar descrever o escoamento

em torno do cilindro. Isso nos ajudara a extrair informagoes importantes sobre escoamento.

O escoamento entre linhas de corrente ird nos ajudar a entender a existéncia da
forca de sustentacdo, para isso sera usado a equacgao de Bernoulli. A forca de sustentagao

serd descrita pelos Teoremas de Blasius e Kutta-Joukowski.

Inicialmente o foco estara no estudo do cilindro, porque nele estudaremos a cir-
culag@o, o comportamento das linhas de corrente e a forca de sustentacao. Entretanto, a
transformagao conforme nos dara um suporte para garantir, com o uso de uma transfor-
macao adequada, que tudo que é feito no cilindro pode ser levado para o aerofdlio. Essa
transformacao é chamada Transformacao de Joukowski, em homenagem ao cientista russo
Nikolai Joukowski (1847-1921).

4.1 Escoamento Potencial

4.1.1 Fungao de Corrente

Considere V o campo de velocidades de um fluido, sob as hipdteses adotadas na
secdo 2.1, definido em um dominio D do R?, com componentes M (x,y) e N(z,y), funcdes
do R? e de classe C', de modo que V(z,y) = M(z,y)i + N(z,y)j. Seja C uma curva
fechada simples, definida, junto com seus pontos interiores em D. Considere uma superficie
cilindrica fechada S, de altura 1, cuja intersecao com o plano zy seja C, tal que cada
seguimento erguido de C seja perpendicular ao plano zy. Com S assim construida, o
elemento de superficie dS condiz com o elemento de arco da curva C' ds, ou seja, dS = ds,

Figura 33.
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Figura 33 — Escoamento através do elemento de superficie dS.

Ty

Fonte: O autor, 2019.

Seja R a regiao interior a curva C'. Com o uso do Teorema da Divergéncia no plano,

o escoamento de massa, 1, através de cada elemento dS ¢é dado por

pD:]{Cp‘_/)-ﬁds://deiv(\_/)) dA.

Pela hipdtese do escoamento incompressivel segue que a Equacao de Conservacao de Massa

—

é simplificada a div(V') = 0, deste modo,
zp:fv-ﬁds:o. (4.1)

c
Esse resultado expressa que devido a conservacao de massa, para o caso do esco-
amento incompressivel, o escoamento de massa em um contorno fechado C' é zero, isto

é, nao depende do contorno. Com efeito, considere duas curvas distintas Cy e C', exceto

pelos pontos A e B, suaves por partes, como mostra a Figura 34.

Figura 34 — Independéncia do caminho entre as curvas C e C.

Co B(z,y)

A p g
(w0,90) o

Fonte: O autor, 2019.

Seja C' a curva formada por C; U —Cj fechada e orientada positivamente. A curva

C, assim construida, resultard no escoamento ¢ através de C' igual a

j{CpV'ﬁds://deiv(V) dA =0,
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em que R é a regido interior a C'. Rescrevendo a integral do lado esquerdo obtemos

fﬁ-ﬁm:/ pV'ﬁ1d8+ pv-ﬁgds,
C ] Co

e onde conclui-se que

pV-ﬁl ds = pV-ﬁg ds.
C1 CO

Desta forma, o escoamento de massa nao depende da curva, depende apenas dos

pontos A e B.

Assim, quando fixamos o ponto A(zg,yo) e fizermos o ponto B(z,y) variar no
escoamento, com o cuidado de que a curva que une os dois pontos esteja contida no
dominio de V| 1) passa a ser uma func¢ao que pode ser dada por

Bxy) - B(z,y)
¢($7y)=/ V-nds—i-wo:/ Mdy — Ndx + 1. (4.2)

A(zo,Y0) A(z0,Y0)

A funcdo (4.2) é denominada por Avila (2013, p. 211) como sendo uma Funcao de
Corrente, cujas curvas de nivel descrevem as trajetérias das particulas em um escoamento
bidimensional. Por causa da hipdétese de escoamento incompressivel essas trajetorias sao

chamadas de linhas de corrente.

A fungdo v assim construida preserva a conservac¢ao de massa e permanece constante
ao longo de uma linha de corrente. De fato, seja A um ponto fixo no escoamento e P um
ponto que pertence a linha de corrente que contém o ponto B. Considere C o caminho

que une os pontos B e P, C5 o0 que une A até P e (5 o que une A até B, Figura 35.

Figura 35 — 1 é constante ao longo de uma linha de corrente.

ny

linha de corrente

C=-CiUuCyU—-Csy

Fonte: O autor, 2019.

A curva C formada por —C; U Cy U —C}3 é fechada e suave por partes, assim por

(4.1) temos que

@b:j{p‘?-ﬁds:/ pv-ﬁlds+/ pv-ﬁgds—k/ pv-ﬁgds:(),
c -y Cs —Cy
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o que é verificado pela Equacao de Conservacao de Massa sob a hipdtese de escoamento
incompressivel. Agora, para verificarmos que 1 é constante ao londo de uma linha de

corrente devemos olhar para o escoamento ¢ (P). Esse escoamento é dado por

oP) = ot) = [ o7 it ds = [ o7 i dss [V i ds.
ou seja,
U(P) — (A) = 9(B) ~ (A) + [ oV -7 ds.
Entretanto,

P
/ oV ity ds = 0,
B

porque pela definicdo de linha de corrente a velocidade Vé tangente a curva C1, logo

V. 11 = 0. Portanto,
U(P) =4(B),
isto é, a fungao ¢ é constante ao longo de uma linha de corrente.
Com os resultados apresentados anteriormente podemos verificar como as compo-

nentes M (z,y) e N(z,y) do campo de velocidades se relacionam com a fungao . Para

isso, considere uma curva Cy que liga os pontos A(xg,yo) e B(z,y), Figura 36a.

Figura 36
(a) (b)
B(z,y) B(z,y)
P(z*,y")
Co Co
y y G
Alzo,70) A(zo,y0)
(c)
B(z,y) el P(z + Az, y)
Co
y
A(z0,0)

Fonte: O autor, 2019.
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Da fungao (4.2) temos que

B(z,y) Bz,

)
(M, N)-(dy, —dz) +¥(xo,y0) = /A(zo zo) Mdy — Ndx+(xo,yo). (4.3)

Y(x,y) =/

A(zo,y0)

Seja P(x*,y*) um ponto genérico do escoamento e C; o caminho que une os pontos
A(xo,y0) e P(z*,y"), Figura 36b, deste modo,

P(z*,y”) P(z.y*)
vty = [Ny —de) 4 o) = [ My — N (o, ).
A(IO yo) A(.Z‘o,yo)
(4.4)
Fazendo a diferenga entre (4.4) e (4.3) obtemos
P(z*y") B(z,y)
W™, y7) -l y) = / Mdy' ~ Nda* ~ [ " Mdy ~ Nz
wo yo) A(zo,0)
P(z”y*) B(z,y)
_ / " Mdy — N + Mdy* — Ndz* — / Mdy — Ndz
mo yo B(z,y) A(zo,90)
= / M dy* — Ndzx*.
(z,9)
logo
* * P(x*7y*) * *
Uty ) = [ My~ N (45)
@y

Como 1 é independe da curva tomada, vamos considerar C; o segmento que une

B(z,y) a P(x + Az, y), Figura 36¢. Deste modo, equagao (4.5) pode ser reescrita como

P(z+Az,y)
Uo+ Aay) — vl y) = [ Mdy — Ndz. (4.6)

B(x,y)

O segmento (4 é constante na direcao y, consequentemente dy = 0. Assim, o
Teorema do Valor Médio para integrais, (LEITHOLD, 1994, p. 341), nos garante que existe

um ¢ € [z,z + Az| de modo que

P(z+Az,y)

—N(c,y)Ax = / —Ndz.

B(z,y)

Mas isso é o mesmo que dizer que existe um ¢ € [0, 1] tal que

P(x+Az,y)
—N(z + tAz,y)Azx = / —Ndzx.
B(z,y)
Assim, retornando a (4.6),
v+ Az,y) —d(zy) 1 /P(”A‘”’y) _
Ay = Ar /s Ndx = —N(z + tAzx,y). (4.7)

Tomando o limite na igualdade (4.7) com Az tendendo a zero

1 P(z+Az,y) A _
lim —N(z +tAz,y) = lim —/ —Ndz = lim Y(x+ Ar,y) —Y(x,9)
Az—0 Az—0 A.T,' (z,y) Axz—0 A:L'
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obtemos que

O
—N=—. 4.8
B (4.8)
De maneira analoga chegariamos em
o
M=—. 4.9
5 (1.9

Portanto, a funcao 1 se relaciona com as componentes M (z,y) e N(z,y) do campo

de velocidades através das equagoes (4.8) e (4.9).

As curvas onde 9(z, y) = constante sdo chamadas de curvas de nivel e estas definem

as linhas de correntes que serao tteis para a visualizagao do escoamento.

4.1.2 Funcao Potencial

Para encontrarmos a funcao de corrente utilizamos a hipdtese do escoamento ser

incompressivel. Para a fun¢ao potencial usaremos a hipétese do escoamento ser irrotacional,

ou seja,
— ON OM)\ -
logo
ON M _
ox oy

Com isso, de acordo com o exposto na se¢ao 2.7, considerando as mesmas proprie-
dades para uma curva C' da secao anterior e usando o Teorema de Stokes no plano, temos
que

%CNd:)stMdy:// rot(V) - it dA = 0,
R

Como a curva C' é arbitraria segue que Mdx + Ndy = 0. Dessa forma, a equacao
Mdx + Ndy = 0 é uma equacgao diferencial exata, (BOYCE; DIPRIMA, 2012, p. 73).
Portanto, existe uma funcao ¢ que satisfaz

(‘9¢_M dp

A funcao ¢ assim construida é chamada de funcao potencial ou potencial de

velocidade, cujo gradiente ¢ o campo de velocidades 17, isto é,

—

Vo=V,

(ACHESON, 2005, p. 122 e 123).
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4.2 Potencial Complexo

Suponha um escoamento bidimensional incompressivel e irrotacional. O campo de
velocidades V' ¢ representado, depois de uma combinacio das equacdes (4.8), (4.9) e (4.10),

por
_ W _ 9%
Oy Oz

gy _ 99

N = (4.11)

Observe que as equagoes

o 0o 0w _ 0

_%_Oy

dy Oz
satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann (3.8) e as componentes M (z,y) e N(x,y) do
campo de velocidades sdo de classe C', logo 1 e ¢ sao de classe C2. Deste modo, Acheson

(2005, p. 125) define uma funcao analitica f representada por

f(2) = ¢(z,y) + iy (x, y) (4.12)

que é chamada de Potencial Complexo.

O potencial complexo (4.12) absorve, em uma tnica funcao, duas informagoes
importes sobre o escoamento que sao o potencial de velocidade e as linhas de corrente.

Essas através das curvas de nivel da funcao ¢ e aquela através do gradiente da funcao ¢.

-

A funcio f ¢ analitica no dominio do campo de velocidades V = M (z, y)i+N (z,y)j.
Assim, os teoremas usados para fungoes analitica sao validos para o potencial complexo,

acarretando, dentre outros:

a) As curvas de nivel
¥(x,y) = constante e ¢(x,y) = constante

sdo perpendiculares onde f'(z) ndo se anula, Teorema 3.5.

b) As fungdes ¥ e ¢ sao fung¢oes harmdnicas, ou seja, satisfazem a equagao de Laplace,
Teorema 3.6. O que implica que as superposigdes (somas) de potenciais complexos
ainda sao um potencial complexo, (PONTES; MANGIAVACCHI, 2016, p. 168).

¢) 1 é um harménico conjugado de ¢, Teorema 3.10.
d) As integrais sobre curvas fechadas de um potencial complexo, em um dominio

simplesmente conexo, sao nulas, Teorema 3.7.

Defini-se a Velocidade Complexa de um potencial complexo pela derivada

(= 9000 00 00
f<z)_8x+28x_8y zay—]\/[ iN. (4.13)
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Essa derivada foi obtida do mesmo modo que em (3.11) e (3.12). Assim, existem dois
modos de se obter o campo de velocidades V de um potencial complexo, ou pela sua
derivada ou pelo gradiente da sua parte real (6q§) Deste modo, a velocidade de uma

particula de fluido em qualquer ponto (z,y) do escoamento é dada por
1F'(2) = V]| = VM? + N?.

Exemplo 4.1. Considere o potencial complexo f(z) = —z*. Determine o campo de veloci-
dades V e faca um esbogo do escoamento nos primeiro e quarto quadrantes, representando

as linhas de corrente.

Como z = x + iy segue que f(z) = —2® + y* — i2xvy. Assim ¢(x,y) = —2° +9°
e Y(z,y) = —2xy. Temos entdo que as curvas de nivel de ¢(z,y) = —2xy descrevem as

linhas de corrente.
A velocidade complexa ¢ dada por f'(z) = —2x — 2y e, assim, pela equagio (4.13),
o campo de velocidades é representado por V = —2xi + 2y3’, ou, de igual modo, usando a

parte real do potencial complexo, isto ¢, ﬁqﬁ =V =—2zi+ ny O esboco do escoamento

estd representado na Figura 37.

Figura 37 — Linhas de corrente de f(z) = —2?, nos primeiro e quarto quadrantes.

Fonte: O autor, 2019.

A funcao potencial do Exemplo 4.1 pode ser interpretada como um escoamento

de um jato de agua sendo langado, na direcao —;, em uma placa plana, dentro do ramo

—g <0< g (VALLENTINE, 1967, p. 30).

Define-se ponto de estagnagao como sendo os valores de z que tornam f'(z) = 0.

Os pontos de estagnacao em escoamentos em torno de perfis aerodindmicos fazem a linha



82

de corrente se ramificar na face a montante e se unir novamente a jusante de um perfil, na

Figura 38 a face montante é o ponto A e a face jusante é o ponto B.

Figura 38 — Perfil de um aerofdlio.

Fonte: O autor, 2019.

Para o Exemplo 4.1 a origem é um ponto de estagnacao, local onde a velocidade

complexa é nula e pressdo maxima, como veremos mais adiante.

A derivada de f pode nos dar outra informagao sobre o comportamento do escoa-

mento. Se integrarmos f’(z), sobre uma curva fechada, iremos obter

fcf'(z) dz = jéc(M—@'N)(dxﬂdy) - j[Cde%—Ndvai]éMdy— Nda.

As integrais do lado direito representam dois resultados estudados anteriormente, espe-
cificamente a circulacao em C' e o escoamento através de C'. Esses resultados podem ser

representadas em uma mesma equacao dada por

?(Cf’(z) dz://Rrot(V)-ﬁdA+7;//Rdiv(x7) dA

= circulagdo + i(taxa de escoamento), (4.14)

em que C é a fronteira de R.

Essa integral pode ser utilizada, por exemplo, para verificar em uma transformacao
conforme, que mapeia curvas fechadas em curvas fechadas, se o escoamento e a circulagao

sao preservados nessas curvas.

4.3 Escoamento em torno de um Cilindro Circular

Vimos na secao 4.2 que o potencial complexo f é formado por duas fungdes harmo-
nicas ¥ e ¢, o que implica em f ser uma funcdo harmoénica. Desse modo, através da adicao
dos escoamentos uniforme, dipolo e vortice, Apéndice D, poderemos construir potenciais
complexos onde estaremos interesses em estudar as linhas de corrente, a circulagdo em

torno do perfil formado e a forca que o fluido exerce no perfil.

Considere o escoamento uniforme definido pelo potencial complexo f(z) = Uz e
um cilindro de raio R, como representado na Figura 39. Como serd o comportamento das

linhas de corrente quando "colocarmos" o cilindro no escoamento?
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Figura 39 — Cilindro de raio R posto diante do potencial complexo de um escoamento
uniforme.

Fonte: O autor, 2019.

Os autores Nachbin e Zarate (2007, p. 69) e Vallentine (1967, p. 96) usam essa
situacao fazendo a comparacdo de um escoamento em um rio, visto do alto ao redor de
uma coluna de ponte. Como estamos lidando com escoamentos potenciais as condigoes
de contorno devem satisfazer algumas regras. Conforme Shames (1962, p. 203 e 204), as
velocidades na superficie de contorno do cilindro devem ter componentes normais iguais a
zero (condic¢ao de contorno de Neumann, (WILCOX, 2000, p. 379)), em todo instante de
tempo t, e a grandes distancias a velocidade deve ser constante. Deste modo, as condigoes

de contorno local devem satisfazer

dgp  Ov 1oy 0o
on  0s 0 rof  or (4.15)
e para grandes distancias
0p o
- L 4.1
e U e oy U, quando (z,y) — oo, (4.16)

Figura 40.

Figura 40 — Condigoes de contorno para um escoamento em torno do cilindro de raio R.

n -
174
v U

E—— R
EE— E—
— E—
E—— R

S

Fonte: O autor, 2019.

Neste momento estamos interessados em obter um potencial complexo que possa
nos fornecer uma funcao de corrente que descreva o escoamento na presenca do cilindro de

raio R. Para isso, usaremos o Teorema do Circulo de Milne-Thompson (1996, p. 157).

Teorema 4.1 (Teorema do Circulo). Considere um escoamento bidimensional, irrotacional,
incompressivel e inviscido no plano complexo. Seja f o potencial complexo para um

escoamento onde as singularidades de f estejam a uma distancia maior que R da origem,
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|z| > R. Se um cilindro circular |z| = R, tipificado por sua se¢do transversal, no plano
complexo, for colocado nesse escoamento, o potencial complexo para o novo escoamento é

dado por
_ R2

w(z) = f(z) + [(—). (4.17)

z

Demonstracao. Uma demonstragao desse teorema pode ser visto em Milne-Thompson
(1973, p. 84). |

Seja C' a curva de intersecao do cilindro de raio R com o plano complexo. Vamos
verificar qual a relacdo da curva C' com a funcio 1. Seja z = Re? um ponto arbitrario
de C, a equacio (4.17) aplicada em z = Re® torna a curva C' parte da linha de corrente

¥(x,y) =0, pois

f(=)=Ff (T) (ACHESON, 2005, p. 129).

Logo

(o) = R+ (o ) = 1)+ T = 2R 2),

Desse modo, pontos do circulo aplicados em w tem parte imaginaria nula, que

implica que ¥ (z,y) = 0. Assim, podemos concluir que C' é uma parte da linha de corrente
U(z,y) = 0.

Com o resultado do Teorema 4.1 podemos obter um potencial complexo que descreve
o escoamento em torno de um cilindro de raio R quando este perturba o escoamento
uniforme dado por f(z) = Uz. O potencial complexo f(z) = Uz na presenca de um cilindro
de raio R, com a velocidade no infinito |f'(z)| = U, resulta no potencial complexo dado

por
2

w(z) :Uz—l-U}i. (4.18)

Observe que o potencial w é a superposicao dos escoamentos uniforme e dipolo.
Mais uma vez, a ideia de falar em escoamento em torno do cilindro vem do fato da fungao

de corrente do potencial complexo (4.18) ser dada por

RQ
zy)=Uy|l————=].
ot =0y (1 )
Deste modo, ¥(z, y) = 0 descreve a linha de corrente y = 0 e a circunferéncia 22 +y* = R?,
quando y # 0. Como nao ha escoamento entre as linhas de corrente o fluido contorna a
circunferéncia de centro na origem e raio R, essa linha de corrente esta representada na

Figura 41a indicada por ¢ (z,y) = 0.
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Aqui fica claro que o potencial complexo que descreve o escoamento em torno do
cilindro cumpre o que ¢ estabelecido na condi¢do de contorno de Neumann, porque nao héa
escoamento na direcao normal no cilindro, ja que o mesmo compoe a linha de corrente
¥(x,y) = 0. Portanto, as condigdes de contorno sao satisfeitas para esse potencial, pois

no contorno, z = Re”, temos que ¢(R, ) = 2UR cos(6) e ¢(R,H) = 0, implicando em
1oy _ 99
rdf  Or

= 0; e para (z,y) — oo a velocidade complexa

w'(z)=0=U—-U—

é U. Por esse fato Nachbin e Zarate (2007, p.71) concluem que o fluido desliza sobre a
borda do cilindro acompanhando sua forma. A Figura 41 representa as linhas de corrente

para esse escoamento.

Figura 41
(b) Simulagéo feita no Mathematica
12.0 para o potencial (4.18) com
(a) Esbogo das linhas de corrente de um escoamento o cilindro centrado na origem,
uniforme perturbado por um cilindro. raio R=1,U=1el =0.

Fonte: O autor, 2019

Os pontos A e B da Figura 41a sao pontos de estagnacao, eles ocorrem quando a
velocidade complexa ¢é nula, isto é,

R2

)
22

w'(z)=0=U-U

ou seja, em z = +R. A Figura 42 mostra duas fotos do album de Dyke (1982, p. 11
e 20), no qual é possivel verificar que a representacao dada pela Figura 41 é uma boa
aproximacao para as fotos apresentadas. O nimero de Reynolds (R.) apresentado nas
legendas da Figura 42 é um ntimero adimensional utilizado para caracterizar o tipo de
escoamento, laminar ou turbulento. Essa caracterizagao é apresentada por uma faixa de

valores que pode ser vista em White (2011, p. 356).



Figura 42
(a) Escoamento em torno de um cilin- (b) Escoamento em torno de um cilindro cir-
dro circular com nimero de Rey- cular com numero de Reynolds R, =

nolds R, = 1.54, Foto 24. 0.16, Foto 6.

Fonte: Dyke (1982).

4.3.1 Andlise do Escoamento do Fluido entre duas Linhas de Corrente

O potencial complexo
2

w(z) = Uz+UR;,

dado z = = + 1y, gera a funcao de corrente

R2
Y(z,y) = Uy (1_1324‘3/2)'

Considere duas linhas de corrente 11 e 1y, distintas, proximas ao cilindro.

Figura 43 — Escoamento do fluido entre duas linhas de corrente.

Ya >

vy
Ventrada_——>

wl yl, [

Fonte: O autor, 2019.
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Com base na Figura 43, iremos analisar o comportamento do campo de velocidades

do fluido no volume de controle (V' ('), usando a Equagido de Bernoulli (2.46). Para isso

devemos lembrar que entre duas linhas de corrente nao exite escoamento, pois os vetores

normal e velocidade sao perpendiculares. Essa analise acontece de modo analogo ao caso

do esguicho, se¢ao 2.5.1. Utilizando o resultado (2.22), temos que o escoamento através do
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caminho de y, para y; (drea da secao transversal denotada por A;) e o escoamento através

do caminho de y3 para y4 (drea da segao transversal denotada por As) sdo iguais, portanto

V:entradaAl = ‘/saidaAQ .

Essa andlise nos mostra que linhas de corrente quando préximas ocasionam um
aumento de velocidade no escoamento, isto é, de xy até xq, dentro de V C, a intensidade do
campo de velocidade é aumentada. Dessa forma, pela Equacao de Bernoulli, desprezando
a forga externa (energia potencial igual a zero), existird uma diminuigao da pressao p na

regiao de afunilamento das linhas de corrente. De fato, a Equacao de Bernoulli é dada por
1 —
Py —||V||* = constante
p 2

2
e a velocidade complexa dada por w'(z) = U(1 — —;). Tomando z = Re™ temos que
z

w'(z)=U (1 - RQR;M> = U (1 — cos(20) + isen(20)) .
Assim, em = 0 e § = 7 a velocidade complexa é nula (pontos de estagnacao) e em 6 = g
e = g a velocidade é maxima. Consequentemente, a pressao ¢ maxima em 6 = 0 e
Ozw;eminimaemﬁzgeez?);.

Segundo Nachbin (2011, p. 40 e 41), esse resultado ajuda a entender porque o
avido voa. Se considerarmos o caminho ABgyperior (Extradorso) e o caminho ABiyferior
(Intradorso) de um aerofdlio, Figura 44, ambos os caminhos pertencem a mesma linha de
corrente ¥ (z,y) = 0. Assim, como a equacao de Bernoulli é constante em uma mesma
linha de corrente devemos ter

D1 1 212 D2
Py
Ry

]_—»
22 ZLI12
p+2u2u]

ABsuperior |~ ABinfcrior

Figura 44 — Aerofélio de Joukowisk.

Extradorso

Intradorsc
P(x,y) =0 //"\

Fonte: O autor, 2019.

O aerofdlio deve ser projetado para ter uma maior velocidade das particulas no
extradorso do que no intradorso. Desta maneira, pela Equagao de Bernoulli, acontecera

uma diferenca de pressao e como consequéncia surgird uma forca de sustentacao.
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4.3.2 Forga de sustentacao no Cilindro

Para compreender a for¢a de sustentacdo que surge na fronteira do cilindro circular
dois teoremas serao importantes: o Teorema de Blasius e o Teorema de Kutta-Joukowski.
O primeiro nos dara essa for¢a na forma de uma integral, o segundo relacionara a forga de
sustentacao pelo produto da massa especifica, circulacao e velocidade complexa no infinito.

No estudo dessa forca a circulacao assume um papel fundamental na teoria do aerofélio.

Antes das formulacoes dos Teorema de Blasius e de Kutta-Joukowski precisamos
definir a forma complexa de uma forca F' e compreender o que as partes real e imaginéria

dessa for¢a nos fornecem.

Define-se a forca complexa F' por

F=X—iY. (4.19)

Segundo Nachbin e Zarate (2007), a definigdo da forca complexa F' = X —iY é

dw
decorrente da velocidade complexa T ser dada por M — iN. Na equacao (4.19) Pontes
z
e Mangiavacchi (2016, p. 173) dizem que X se refere a for¢a de arrasto e Y a forga
de sustentacao. Vale ressaltar que como estamos admitindo um escoamento inviscido a

parte real da forca complexa sera nula, pois a forca de arrasto é efeito da viscosidade,

(FORTUNA, 2012, p. 31).

Teorema 4.2 (Teorema de Blasius). Considere um escoamento potencial, w, em regime
permanente perturbado pela presenca de um cilindro arbitrario de seg¢io transversal C. A

forca F' na secdo, na auséncia de forcas exteriores, é dada por
: 2
. p dw
F:X—Y:—f il IS 4.20
! 2 Je (dz) - ( )
Em que d—w ¢ a velocidade complexa, Figura 45.
z

Figura 45 — Cilindro arbitrario para aplicacao do Teorema de Blasius.

Fonte: O autor, 2019.

Demonstracao. Seja F=Xi+ Yj a forca resultante em C'. Como estamos num dominio

bidimensional a equacao (2.35) pode ser dada por

ﬁ:XZ—FYj:—j{pﬁds,
c
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em que 71 = (dy, —dx) é o vetor normal a se¢ao e p a pressao. Como
dF = —p(dy, —dz) = (dX,dY),

a forma complexa de F' pode ser representada por
F:X—W:—ﬁmw+m@

porque dF' = dX —idY = —pdy — ipdx. Como p(dy + idx) = ipdz, logo

F:ﬁ%p&. (4.21)
C

A expressao para p na integral (4.21) é obtida da Equagao de Bernoulli, (2.46), e é

dada por
P
p=oL- VI
- dwdw  dw dw
de L & tante d doe |[VI[P=——— = ——.

onde L é a constante dessa equagao e ||V|| T d = o di

Substituindo na integral (4.21) obtemos
dw dw

. . _ap _
F:X—Y:—%‘Ld ff—f .
' LRl A R

Em consequéncia do Teorema 3.7 a primeira integral é zero. Para resolver a
segunda integral devemos nos recordar que o potencial complexo w é definido por w(z) =
o(x,y) + i (z,y) e seu conjugado por w(z) = ¢(x,y) —ih(x,y). Desta forma, a diferencial
de w é dada por dw = d¢ — idy. Como ¢ é constante ao londo de uma linha de corrente

segue que dy = 0. Portanto, de

dw _ _ dw
Edz =dw =dw = Edz
temos que
dwdo _  [dw)’

Assim, podemos concluir que

ip dw\’
F:X—Y:—fA— .
! 2 Je < dz ) dz

O Teorema 4.2 nos diz que podemos obter a for¢a de sustentacado em um cilindro
de geometria arbitraria, desde que saibamos a formulacao da velocidade complexa do
escoamento onde se encontra esse cilindro. Em alguns casos a obtencao dessa velocidade é

bem complexa e em seguida havera um integral a ser calculada.
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O exemplo abaixo é o nosso primeiro caso em que buscamos informagoes sobre a
forca de sustentacdo que surge na fronteira do cilindro. Mas, apesar de ser um exemplo
relativamente simples a sua solucdo nos dard uma nocao de como pode ser dificil estudar

a forca F' utilizando somente o Teorema 4.2.

Exemplo 4.2. Com o uso do Teorema de Blasius estude o comportamento da forca

compleza para o potencial dado pela equagio (4.18).

A velocidade complexa para o referido potencial é

UR?

)
22

w'(z)=U —

e pelo Teorema 4.2 a forca F' que atua no cilindro é dada pela integral

2 2
F:X—z‘Y:fC<U—UR> dz

~2

dz.

U’R* U?R?
:% U -2 ot
c 2 z

Portanto, pelo Corolério 3.3 a forca

2 D2 2 4
F:f (UZ—QUR +UR> dz = 0.
C

22 24

Esse resultado mostra que um ecoamento uniforme, Apéndice D, perturbado por

um cilindro de raio R nao tem forca de sustentacao e nem forga de arrasto.

Uma forma mais simples de conseguir informacao sobre a forca F' é com o uso do
Teorema de Kutta-Joukowski. Esse Teorema nos diz de uma forma simples que a for¢a F'
é resultado do produto entre a massa especifica do fluido, a circulagao I' e a velocidade

complexa no infinito.

Teorema 4.3 (Teorema de Kutta-Joukowski). Considere um fluido ideal em um es-
coamento incompressivel e irrotacional contornando um cilindro arbitrario C' no plano
complexo. Considere que o campo de velocidades V= M(:zc,g/)z_"jL N(x,y)j ¢ tal que a
velocidade complexa f'(z) = M(x,y) — iN(z,y) seja uma fungao analitica no exterior do
cilindro e que no infinito ela convirja a Ue ™", assim a forca exercida no cilindro pelo
fluido €

F = —iplUe ™™, (4.23)

onde p ¢ a massa especifica do fluido, I' é a circulagdo em torno do cilindro arbitrdrio e F'

¢ perpendicular a Ue ™, Figura 46.
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Figura 46

F

Fonte: O autor, 2019.

Demonstracao. A demostracao deste teorema requer, dentro outros assuntos, o uso da
Série de Laurent. Deste modo, uma demostragao pode ser vista em Milne-Thompson (1996,

p. 200 e 201). ]

Pensando no Exemplo 4.2, o que deve ser adicionado no potencial (4.18) para que
F # 0, ou seja, para que a forca de sustentacao seja diferente de zero? O Teorema de
Kutta-Joukowisk nos diz que é necessario ter circulagdo em torno do cilindro, mas para a
producao de circulacao seria necessario a viscosidade, o que nao esta previsto em nossas
hipdteses. Assim, no exemplo citado, quando se calcula a ultima integral a velocidade

complexa precisaria apresentar pelo menos um elemento do integrando que tenha a forma
U U
# 0. Dessa
Z— 2 220
maneira, dentre potenciais apresentados no Apéndice D qual ird gerar uma velocidade

, com 7 contante real, porque o Corolario 3.3 afirma que %
c

complexa com a caracteristica dita acima? A resposta é um potencial de vértice.

Se adicionarmos o potencial dado em (D.12) ao potencial (4.18) teremos um

potencial na forma

R* T z
= ———In{—=]. 4.24
w(z) =Uz+U z 27 n(R) (4.24)

Sobre a equacao (4.24) duas observagoes sdo importantes:

a) No potencial de vortice z foi divido por R para que a linha de corrente ¢ (z,y) =0
coincida com a correspondente linha de corrente no escoamento sem a presenca do
vortice, (POPE, 1951, p. 54).

b) A circulagdo I' é a responsavel pelo deslocamento dos pontos de estagnagao no

contorno do cilindro.

O item b) nos permite pensar que mover os pontos de estagnagao sobre o contorno
do cilindro é um fato importante quando se trata de sustentacao (forca exercida na vertical),

pois o potencial (4.18) apresenta pontos de estagnagdo em z = +R, F' = 0 e circulagio
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nula. A circulagao nula, I' = 0, é verificado pela integral (4.14) juntamente com a aplicacao
do Corolario 3.3.

Considere o potencial (4.24). Vamos estudar a influencia do potencial de vortice
no escoamento descrito por esse potencial, com circulacao I' < 0. Para isso é necessario

entender o comportamento do pontos de estagnacao sobre o cilindro.

A velocidade complexa relacionada ao potencial

R* T . [z
w(z) =Uz+ U7 + %@ln (R)
w(z)=U-U— + —-. (4.25)

Estamos interessados em determinar os pontos de estagnacao desse escoamento, isto ¢,

os valores de z que tornam w'(z) = 0. Para isso igualemos a equagao (4.25) a zero e a
2

z
multipliquemos por iR com o propdésito de resolver uma equagao do segundo grau na
forma T
2 t 2
2+ —z—R"=0. 4.26
2Ur ( )

As raizes de (4.26) sdo

ou ainda,

T A SR (O (R A (4.27)
°= AR[UT AURr ‘ '

Observe que para a circulagao I' = 0 os pontos de estagnacao sao z = + R, resultado

encontrado na sec¢ao 4.3. Agora precisamos analisar trés casos:

r 2_1
a)<4URw> N

Quando I' = 4U Rr existe apenas um ponto de estagnagdo para a equagao (4.25), que
i

4Ur

r
de estagnacao tomamos sen(f) = ———, com 0 < § < g, e substituimos em (4.27),

acontece em z = —

. Para sabermos em qual ponto do cilindro esta esse ponto

donde obtemos z = —Risen(). Para se obter um tnico ponto de estagnagao temos
7

que ter [ = 5 Portanto, o ponto de estagnacao acontece em z = — Ri, o que mostra

que esse ponto estd na borda do cilindro. O escoamento para esse comportamento é

visto na Figura 47a.
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r 2
<4UR7T> <1

Para a desigualdade (

I
4U Rm

simétricos em relagao ao eixo I'm(z). Para sabermos o comportamento desses pontos

2
) < 1 existem dois pontos de estagnacao distintos e

basta tomar sen(f) = Vi 0<f < g, e substituindo em (4.27) temos que
z = R(—isen(f) £ cos()). Mais uma vez, os pontos de estagnac¢ao estao sobre o
cilindro e na regiao Im(z) < 0. O escoamento para esse caso estd representado na
Figura 47b.

r 2
<4UR7T> =

Quando

2

r
> 1 as raizes de (4.27) serao imaginarias puras e distintas,
porém os pontos de estagnacdo nao estao sobre o cilindro. Utilizando a idéia de

r
Milne-Thompson (1996, p. 189) tomando cosh(f) = RU~ © substituindo em
T
B —B
(4.27) obtemos que z = Ri(— cosh(f) + senh(f)). Como cosh(f) = e—i—Qe e
B _ B
senh(f) = %, segue que z = —Rie” ou z = —Rie . Isso mostra que esse

ponto de estagnagao esta dentro do cilindro enquanto aquele esta fora do cilindro.
Segundo Pope (1951, p. 54), o aumento excessivo de circulagdo move a linha de

corrente ¢ = 0 para fora do cilindro, como na Figura 47c.
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Figura 47 — Escoamento em torno de um cilindro com vortice no seu interior.

(b) Caso em que
(a) Caso em que z = —Ri. z = R(—isen(f) £ cos(fB).

7 NN\t

(c) Caso em que z = Ri(— cosh(/) + senh(f)).

separatriz separatriz

E

Fonte: O autor, 2019.

De acordo com Pope (1951, p. 54), para aumentar a circulagdo devemos "colocar”
singularidades no interior do cilindro (vértices livres), o potencial de vortice que produzirad

um aumento de circulagao pode ser representado por

r r r

f(z) = —%ln(z —20) — %ln(z —2z1) — - — %ln(z —2,)
r
=——1 _ ) (2= 2).
(2= )z = 1)+ (2 = 2)
onde cada ponto 2z, £k =1,2,...,n, ¢ um vortice no interior do cilindro, veja secao D. Em

casos reais nao inserimos potenciais de vértices no interior de uma coluna de uma ponte
ou em um aerofélio, por exemplo, esse papel é feito pela viscosidade. No CD-ROM de
Homsy et al. (2007) podemos simular essas inser¢oes de potenciais de vértices no interior
do cilindro e verificar que aumento de circulagdo move os pontos de estagnacgoes na borda

do cilindro. A Figura 48 mostra alguns dessas inser¢oes de vortices.
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Figura 48 — Pontos de estagnagao se movendo com as inser¢oes de vortices no interior do
cilindro.

(b) Escoamentos Uniforme + Dipolo+ um Vor-
(a) Escoamentos Uniforme + Dipolo tice.

:
i

=
Escoamento

I~ Uniforme 4 Dipolo _. Escoamento 4 Dipolo
- E Uniforme & Vortice
(¢) Escoamentos Uniforme + Dipolo+ trés Vorti- (d) Escoamentos Uniforme + Dipolo+ seis
ces. Vortices.

—- <5 Dipolo
— Escoamento
— Uniforme

& Vortice

&

< Dipolo
— Escoamento i
— Uniforme & Vortice

Fonte: Homsy et al. (2007).

Quando observamos a linha de corrente ¢ (x,y) = 0 os pontos de estagnagao sao
nos que dividem o escoamento, veja novamente a Figura 47. Observando a subsecao
4.3.1, havera uma diferenca de velocidade no escoamento do fluido entre os caminhos que
sao separados pelos pontos de estagnacao, de forma que quanto mais longo a trajetoria
percorrida pela particula de fluido maior sera a velocidade e quanto menor a trajetoria
menor sera a velocidade. Essa diferenca de velocidade vai gerar uma diferenca de pressao,

verificado pelo Equacao de Bernoulli, acarretando o surgimento da forca de sustentacao.

Usando o Teorema de Kutta-Joukowisk para o potencial (4.24) temos que a forca

de sustentagao que o fluido exerce sobre o cilindro é

F=X—4iY =—iplU. (4.29)

Quando I' # 0 entao F' # 0, o que significa que a existéncia de forca de sustentacao
esta diretamente relacionada com a circulacao. Mas deve ser entendido que a circulacao

gerada pelo potencial de vértice nao é o que acontece em uma situagao real. Segundo Bertin
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e Cummings (2008, p. 106), pode-se concluir do Teorema de Kelvin 2.3 que todo escoamento
permanece irrotacional na auséncia de forgas viscosas e de descontinuidade (observe a
integral 2.63). A vista disso, como estamos considerando um escoamento inviscido, foi
necessario adicionar um potencial de vértice ao potencial (4.18) para que fosse produzido
circulagdo em torno do cilindro e como consequéncia fosse gerada uma forga de sustentacao,

isso porque o potencial de vértice gera uma singularidade no interior do cilindro.

4.4 Perfil Apropriado ao Aerofdlio de Joukowski

A transformacao
2

c
w(z) =z + —, (4.30)

z
em que ¢ > 0, é chamada Transformacao de Joukowski, Apéndice F. Destacamos algumas

informagoes importantes sobre essa transformacao:

a) A equagao (4.30) mapeia uma circunferéncia no plano-z em algumas geometrias no

plano-w, Figura 49.

b) A funcado (4.30) é analitica em todo plano complexo com excegao da orgiem. Desse
modo, a transformacao é conforme pelo Teorema E.1, com excecao dos pontos de

estagnacao z = £2¢ e em z = 0 onde nao é definida.

c) A transformagao preserva as condigoes de contorno (4.15), (ZILL; SHANAHAN,
2011, p. 326 e 327).

d) A transformacao mapeia as linhas de corrente em torno do cilindro nas linhas de
corrente em torno do aerofdlio e a circulagdo no contorno do cilindro é preservada
no contorno do aerofélio, (SEARS, 2011, p. 141).



97

Figura 49 — Imagens de circulos pela transformacao de Joukowski, em que zy e R sdo,
respectivamente, o centro e o raio do circulo. Os valores de zy e R foram
obtidos de Pontes e Mangiavacchi (2016, p. 179) e Olver (2018, p. 37), com
¢ = 1. com excecao das Figuras 49e e 49h que foram dados obtidos pelo autor
usando o GeoGebra 6.0.

a)zo=0e R=1. (b) 20 =0¢ R = 1.3250.
/ﬁ |
(c)zo=14+ieR=1. (d) 20 = —2+i3 e R=3V2.
2
1@
1 0 1 2
-1
1 2
-2
() zo = —1.6112 ¢ R = 1.8963. (f) 20 =40.5 ¢ R =1.118.
2 2
’ -2 -1 0 1 2
(8) 20=—-02e¢ R=12. (h) zp = —0.209 +40.2737 ¢ R = 1.2398.

.

[)/ |

Fonte: O autor, 2019.
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4.4.1 Escoamento em torno um Cilindro Eliptico e de uma Placa

Vimos na Figura 49 que é possivel obter algumas geometrias quando mapeia-se
circulos através da Transformagao de Joukowski. Quando dizemos que a Transformacao
de Joukowski mapeia um circulo em alguma geometria, na verdade, estamos dizendo que
essa transformagao mapeia a linha de corrente que produz o circulo, 1(x,y) = 0, na linha
de corrente que produz a geometria. Nesta subse¢do vamos construir o potencial complexo
que descreve o escoamento em torno de uma placa e cilindro eliptico assim como verificar

que esse potencial preserva as condi¢oes de contorno e a circulagao nesse novo escoamento.

Considere a aplicagao da Transformagao de Joukowski,
2
c
wlz) =2+ —,
()=2+5

em uma cilindro z = Re®, com 0 < ¢ < R. Assim,

2

. i c
w(z) =u+iv= Re"” —I—Rew'
= Re" —1—02 e
? c?
= cos(0) <R + R) + isen(f) (R - R) : (4.31)

Esse resultado mostra que o cilindro z = Re? no plano-z é levado pela transforma-
¢ao (4.30) em uma cilindro eliptico no plano-w, como feito na Figura 49b. Observe que w
escrito dessa forma é uma parametrizagao de um elipse no plano-w, com o parametro 6

variando em [0, 27]. Isso nos permite escrever a equagao

Se tomarmos ¢ = R, em (4.31), o cilindro eliptico se degenera em uma placa, como
na Figura 49a. O contorno do cilindro é mapeado no segmento [—2R, 2R| e as imagens

dos pontos fora e dentro do cilindro sdo levados a todo plano-w, Apéndice F.

Considere a inversa da Transformagao de Joukowski (4.30)
1
z(w) = a(w + Vw? —4c?). (4.33)

A transformagdo (4.33) é conforme pelo Teorema E.2. Para o caso do cilindro
eliptico, valores de w diferentes de +2c¢, isto é, pontos que nao sejam focos da elipse, z
apresenta dois valores: um para vw? — 4¢? e outro para —vw? — 4c2. Se pegarmos o sinal

1
positivo para a raiz quadrada, z = §(w + Vw? — 4¢?), os pontos fora do cilindro eliptico



99

no plano-w serao mapeados nos pontos fora da cilindro no plano-z, (MILNE-THOMPSON,
1996, p. 166). N&ao é interessante tomar os pontos com o sinal negativo da raiz, pois estes

serao levados no interior do cilindro, regiao na qual nao estamos interessados.

Considere o escoamento uniforme, D.4, aplicado ao Teorema 4.1 com a adi¢ao de
um potencial de vértice dado em D.12, a circulacao I' considerada sera a obtida no sentido
horério, portanto I' < 0. Esse potencial complexo traz informagoes sobre o escoamento em
torno de um cilindro circular de raio R com centro na origem. O potencial assim construido

é dado por

) 2 18
W(z)=Ue*24+U R +Z—ln(i)

etz 21
) 2 i« F
_U (e—m L Ze ) + S n <3> . (4.34)

Segundo Batchelor (2000, p. 429), a composicao das fungdes (4.33) (para valores positivos

da raiz quadrada) com (4.34) gera o potencial complexo (4.35), cujas fungoes ¢ = constante

representam o escoamento em torno do cilindro eliptico, Figura 50,
2 Hw+ vVuw? —42)
ol )

—~

- - (4.35)

Figura 50

(b) Simulagdo feita no Mathematica 12.0
para o potencial (4.35) com o cilindro

(a) Esbogo do escoamento em torno de um cilindro elip- centrado na origem, raio R = 1.3250,

tico com I' = 0.

N
0
o
N

-2

-4

Fonte: O autor, 2019.

O potencial complexo (4.35) preserva a velocidade no infinito U e ™™ e a circulacio

I’ do potencial (4.34), pois, segundo Sears (2011, p. 141) tanto a circula¢do quando o
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escoamento sdo preservados em uma aplicacao conforme que leva uma curva fechada no

plano-z a uma curva fechada no plano-w.

Para obtermos a velocidade complexa para o potencial (4.35) é necessério entender
que a velocidade em um ponto ) exterior ao cilindro eliptico corresponde a velocidade no

ponto P exterior ao cilindro circular, (MILNE-THOMPSON, 1996, p. 164). Dessa forma,
Spurk e Aksel (2008, p. 373 e 374) afirmam que o potencial W (z) = ¢ + i1 para o ponto P

é igual ao potencial W (w) para o ponto ) obtido pela inser¢ao da fungdo de mapeamento

W(z) = W(z(w)) = W(w).

Assim, a velocidade complexa para o potencial (4.35) pode ser dada por

dW  dW dz
dw  dz dw’
portanto
dw  dW/dz
dw — dw/dz
Como
A e URL T
dz et 22 2wz
¢ dw c?
dz 22
temos que
d—W:Ue_w 2 UR* 1 iz
dw 22 — 2 et 2 2 2m a2 — 2

Assim, quando w — oo tem-se que z — 00, obtemos

lim W (w)=Ue™™ e y{CW’(w) dz=T.

wW— 00

O resultado da integral é obtido usando a técnica de fragoes parciais e o Corolario 3.3.

2
c -
Para o escoamento em torno de uma placa devemos tomar R — — = 0 na equagcao

(4.31), ou seja, ¢ = R. Desse modo, o cilindro eliptico se degenera a uma placa finita de

comprimento 4R, Figura 49a. O potencial complexo que modela escoamento em torno

dessa placa é calculado do mesmo modo como feito para o caso do cilindro eliptico, porém
levando em conta que

-1 1

(w + Vw? — 4R2> = (w —Vw? — 4R2) : (4.36)

A vista disso, o potencial complexo para o escoamento em torno da placa é dado

substituindo a equacao (4.36) em (4.35). Depois de feita as simplificagoes, o potencial é

dado por

W(w)=U (w cos(a) — ivw? — 4R? sen(a)) + ;f; In (2(10 + VZQ _ 4R2)> . (4.37)
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O escoamento para esse potencial é visto na Figura 51. A figura Figura 5lc
representa o escoamento em torno de uma placa visto no album de Dyke (1982, p. 9). Em
particular, segundo Acheson (2005, p. 137), a velocidade do escoamento é em geral infinita

nos pontos A e B (extremos da placa), Figura 51a, pois a velocidade complexa
R —
2 I 2 — AR2
W' (w) =U |cos(a) — isen(a) ( < ) ! w' — AR

_l’_ P
2 Vw? — 4R? 27 | w+ vw? —4R?

do potencial (4.37) diverge nos pontos A(—2R,0) e B(2R,0). Assim, deve-se ter cuidado

com a velocidade em regides que possuem vértices (pontos angulosos), porque a Equacao de

Bernoulli é constante ao longo de uma linha de corrente e consequentemente a velocidade
nao pode divergir em algum ponto dessa linha. Esse cuidado é estendido ao aerofélio de
Joukowski, pois o mesmo apresenta um bordo de fuga afiado (ctuspide). Para isso, serd
necessario uma hipotese adicional para corrigir o problema da divergéncia da velocidade

nesse local.
Figura 51

(b) Simulagéo feita no Matrematica 12.0
para o potencial (4.37) com o cilin-
dro centrado na origem, raio R =1,

(a) Esbogo do escoamento em torno de um placa T
c:l,OzZE,UzleI‘:O.

com I' =0.

= =
%1

A
0
o
N
I

(¢) Escoamento em torno de uma placa
com numero de Reynolds R, < 1,
foto 3.

Fonte: O autor, 2019/Dyke (1982).
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4.4.2 FEscoamento em torno do Aerofélio de Joukowski

Modelar o escoamento em torno do cilindro eliptico e de uma placa nos ajudaram
a construir o potencial complexo (4.35) e verificar a divergéncia da velocidade complexa
nos pontos angulosos da placa. A utilidade desses resultados sdo importantes porque o
potencial complexo apropriado para o escoamento em torno do aerofélio de Joukowski é
resultado do potencial que descreve o escoamento em torno do cilindro eliptico, com o
cilindro deslocado da origem, e pela preocupagao com velocidade complexa na ctspide ou

bordo de fuga do aerofélio de Joukowski.

O aerofdlio de Joukowiski, dado na Figura 49h, é gerado a partir de um cilindro

com centro deslocado da origem quando mapeado pela fungao (4.30).

Para estudarmos o escoamento em torno desse perfil considere um cilindro de raio
R centrado em zy = a + tb. O potencial complexo para um escoamento em torno desse

cilindro, que apresenta um vortice, é

, R? D Z— 2y
=Ue (2 — — 4+ —1
W(z) = Ue™(z = 2) + Ue_w‘(z — %) " o < R )
—ior R% e ol Z— Zy

Quando compomos o potencial complexo (4.38) com (4.33) (com a parcela positiva
da raiz) obtemos o potencial complexo adequado ao aerofélio de Joukowski, (ACHESON,
2005, p. 139). Esse potencial é dado por

o) )
i (;(w +Vw? — 4c?) — zo>

il | 4.39

* o R (4:39)
O potencial (4.39) mapeia o escoamento em torno do cilindro, de centro z, =

—0.209 + 40.2737 e raio R = 1.2398, no escoamento em torno do aerofélio de Joukowski,

Figura 52.
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Figura 52 — Escoamento em torno do aerofélio assimétrico de Joukowski feito no Mathe-
matica 12.0 para o potencial (4.39) com o cilindro centrado em zy =

—0.209 +40.2737, taio R = 1.2398, ¢ = 1, o = % U=1eT =15.

Fonte: O autor, 2019.

Assim como no escoamento em torno do cilindro eliptico, o escoamento em torno do

aerofolio preserva a velocidade no infinito U e™** e a circulacdo I'. Para isso basta proceder

de modo andalogo a subsecao 4.4.1.
Observando as Figuras 49a, 49c, 49d, 49f, 49g e 49h percebe-se que quando a

circunferéncia passa pelo ponto z = 1 tém como imagens pontos que sao vértices. Desse
modo, segundo Pontes e Mangiavacchi (2016, p. 178 a 180)

[...] A tangente a uma curva (' no plano w, cujos pontos sio pontos de
um plano z sob agdo da Transformacao de Joukowski, sdo tais que:

w:zﬁ@):g(pé).

O angulo entre as tangentes a duas curvas que passam pelo mesmo ponto
zp preservam-se, exceto na singularidade z = 0 e nos pontos em que
f'(2) = 0. Em tais pontos o dngulo com o qual as curvas sao giradas,
arg(z), é indefinido. [...] A tangente as curvas é descontinua na imagem
desse ponto.

Para demostrar essa tltima afirmacgao de Pontes e Mangiavacchi (2016) é necessario
verificar o comportamento das retas tangentes a circunferéncia numa vizinhanca de z = 1

quando aplicada a transformagao (4.30).

Analisando o lin% w'(z) numa vizinhanga de z = 1 com a seguinte mudanca de
z—r

variavel z = e quando # —» 0 temos

1 .
limw'(z) = lim 1 — — = lim 1 — e = lim 1 — cos(26) + i sen(26).
21 21 22 650 6—0
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Agora, para entender a variacao angular da tangente a circunferéncia basta verificar
sen(26)

1 — cos(20)
(191_r>r(1)tg (1 —cos(20) ) ' (191—I>I(1) 1 — cos(20)
e pela Regra de L’Hopital
1 (. [cos(20)
te (élgtl) (sen(ZQ) (4.40)

O limite (4.40) nao existe, pois quando # — 0~ o limite é —g e quando § — 07

a variacdo de tg™* ( ) quando # — 0. Desta maneira, o

o limite 6 ~. Como a velocidade complexa diverge em z = 1 temos que a transformagao
(4.30) mapeia o ponto z = 1 em um ponto anguloso no plano-w. Esse ponto é chamado de
cuspide por Batchelor (2000, p. 441) ou bordo de fuga por Chanson (2014, p. 159), Figura
53.

Figura 53

Cl’lspide
ou

Bordo de Fuga

Fonte: O autor, 2019.

O aerofélio de Joukowski tem o que Pontes e Mangiavacchi (2016, p. 182) chamam
de diedro, que se assemelhante a uma quina. Segundo Batchelor (2000, p.435 a437),
escoamentos nessas quinas geram velocidades que divergem, por exemplo o escoamento
em uma placa, Figura 5la. Velocidades com essas caracteristicas nao sao convenientes
pela Equacao de Bernoulli (2.46), como dito na subsecao 4.4.2. Vallentine (1967, p. 145)
explica que pontos singulares sao onde teoricamente a velocidade é infinita (divergente),

esses pontos incluem os centros das fontes, sorvedouros, vortices e cantos afiados.

Pensando em uma solucao, Batchelor (2000, p.435 a437) diz que a circulagao I" tem
um papel fundamental na corre¢do da velocidade no infinito no bordo de fuga do aerofélio
de Joukowski, porque ela faz com que os pontos de estagnacao se movam no contorno do
perfil. Vale lembrar que para os escoamentos em torno do cilindro e da elipse nao haviam
a necessidade dessa preocupacao, ja que as velocidades complexas para esses perfis nao
divergem no contorno e em nenhum ponto exterior a eles. Assim, Pontes e Mangiavacchi
(2016, p. 182) dizem que geometrias que contém um vértice externo necessitam de uma

forma de selecao para a circulacao I' que se desenvolve em torno dos mesmos.
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Para que a linha de corrente ¥ (x,y) = 0 do potencial apropriado ao aerofélio de
Joukowski satisfaca a equacao de Bernoulli, devemos ter a velocidade complexa no bordo
de fuga igual a zero, ou seja, o ponto de estagnacao que surge na parte de jusante deve
coincidir com o bordo de fuga. Essa é a Hip6tese de Kutta que afirma que a circulagao

[ em torno de um aerofélio sempre se ajusta para que a velocidade seja finita no bordo de

fuga, (CHANSON, 2014, p. 159).

Conforme White (2011, p. 566), mesmo com o formato do aerofélio e angulo de
ataque (a4ngulo que a linhas de corrente a montante faz com o eixo real) especifico a
solucdo da teoria de escoamento potencial nao é tnica, quando esse aerofélio perturba um
escoamento uniforme. Porque podemos encontrar uma infinidade de solugoes analiticas
para diferentes valores da circulacdo, Figura 47. Assim, a Hipdtese de Kutta é uma solucao

matematica para solucionar o problema da velocidade infinita no bordo de fuga do aerofélio.

Diante da Hipodtese de Kutta devemos impor uma certa restri¢ao a circulagao de

modo que seja possivel solucionar a velocidade infinita que surge no bordo de fuga.

A velocidade complexa para o aerofélio de Joukowisk é dada por

17 { gic R2eie N i1
6 e —
dw  dW/dz (z — 20)?
dw  dw/dz 1

==

27 (z — 2)

. (4.41)

Para que essa velocidade nao seja infinita em z = 1 devemos impor que a equacao
do numerador seja zero. Em z = —1 temos um ponto interior ao aerofélio o que nao
representa um problema. Desse modo, a circulacao I' sera escrita em funcao de outros
parametros de maneira a termos um controle maior a respeito do posicionamento dos

pontos de estagnacao.

Para restringir o valor de I' basta resolver a equacgao
, R%et 1
Ufeio - 2 + e 0, (4.42)
(z — 20)? 27 (2 — 2)

de modo que permita acabar com a divergéncia da velocidade no bordo de fuga. Para isso
¢é necessario substituir

2 — 29 = Re!®™9 = Re=% (4.43)

na equacao (4.42), veja Figura 54. O angulo 6 de interesse é representado na Figura 54a.
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Figura 54

AN

\J

Re(z)
Fonte: O autor, 2019.
Assim, podemos reescrever a equagao como
] ) T 61’9
0=Ufle ™ — i(a+20) Li
(e ¢ )+ 2t R
i = _Qﬂ_RU(e—i(a-‘r@) o ei(a+9))
il' = 4rRUisen(« + 0)
I' = 47 RU sen(a + 0). (4.44)

A equagao (4.44) diz que o controle sobre a circulagao I' é efeito da velocidade e
0.2737

1.209
importante sobre essa equacgao ¢ que ela foi obtida assumindo que a circulagao no potencial

do angulo de ataque, pois R = 1.2398 e § = arctg < ) sao fixos. Uma observagao
complexo (4.39) é negativa, por esse motivo a equagao (4.44) apresenta um valor positivo

para I .

O escoamento em torno do aerofélio de Joukowski requer a Hipdtese de Kutta para
seja valido o potencial complexo que descrever esse escoamento, pois sem essa Hipotese
havera solugoes (porque para cada valor de circulagao existird uma solugao para o potencial
complexo) cuja a velocidade complexa serd divergente no bordo de fuga (ctspide) como
visto anteriormente. Do contrario, a equacdo de Bernoulli ndo se aplicaria na linha de
corrente que forma o aerofdlio, pois a mesma deve ser constante ao longo de uma linha de
corrente, implicando na invalidacdo da modelagem. Diante do que foi explicado a Figura
55 representa o escoamento em torno do aerofélio de Joukowski, sob a hipotese de Kutta,

quando modelado pelo potencial complexo (4.39).
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Figura 55

(b) Simulagédo feita no Mathematica 12.0 para o

(a) Esbogo do escoamento em torno do cilindro Sg)t:enj;; égii());(;;’or;iu;f f.ezr;;r;’ ch:eIi

mapeado pela transformacao de Joukowski T
satisfazendo a Hipdtese de Kutta. BETE U=1el =6.02636.

R

lllln..

b

Ml

i

1
IN
|
IN)
o
IN)
IN

Fonte: O autor, 2019.

Na foto 4 de Dyke (1982, p. 10), Figura 56, pode ser observado que o ponto de
estagnacao que surge na parte a jusante nao coincide com o bordo de fuga. Mesmo em
escoamentos reais isso ¢ indesejado, porque pode ser gerada uma zona vorticidade na regiao
entre o bordo de fuga e o ponto de estagnacao causando um problema de desempenho

aerodinamico.

Figura 56 — Escoamento em torno de um aerofélio com o nimero de Reynolds R, < 1,
foto 4.

Fonte: Dyke (1982).
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5 ATIVIDADES NO GRUPO DE ESTUDO

A Escola Naval oferece dois cursos de Graduagao: um em Administragao e outro
em Ciéncias Navais. Os cursos tém duracao de 4 anos, e as disciplinas sao anuais. Nos dois
primeiros anos, os Aspirantes estudam disciplinas que sdo do ciclo basico: Fisica I e II,
Calculo I e 11, Estatistica e outras; nos dois ultimos anos, eles estudam as disciplinas da
Habilitacao que escolheram: Administracdo, Maquinas, Eletronica e Sistemas de Armas,

as trés ultimas sao para quem escolheu a Graduacao em Ciéncias Navais.

Pensando no que disseram Biembengut e Hein (2016, p. 18)

[...] a matemdtica no ensino pode ser um caminho para despertar no
aluno o interesse por tépicos matematicos que ele ainda desconhece, ao
mesmo tempo que aprende a arte de modelar, matematicamente. Isso
porque é dado ao aluno a oportunidade de estudar situacées-problema
por meio de pesquisa, desenvolvendo seu interesse e agucando seu senso
critico.

e Bassanezi (2015, p. 12)

O uso da modelagem no processo de ensino-aprendizagem propicia a
oportunidade de exercer a criatividade ndo somente em relacao as aplica-
¢oes das habilidades matemaéticas, mas principalmente, na formulagao
de problemas originais uma etapa tao estimulante quanto a resolucao.

iniciou-se o Grupo de Estudo na Escola Naval. Motivado pelos encontros com os alunos do
GPMatEM (Grupo de Pesquisa em Matematica para o Ensino Médio) do Pedro II e pela
professora Luciana Martino o Grupo tem como proposito estimular o desejo de estudar
Matematica Aplicada dentro do contexto das disciplinas que eles possuem, incentivando-os

a escreverem trabalhos de conclusao de curso voltados para suas areas de Habilitacao.

Como o tema desta dissertacao esta relacionado com a ementa da disciplina de
Célculo 11, a qual aborda EDO de 2* ordem, Transformada de Laplace, Séries Numéricas
e Séries de Taylor e o Calculo Vetorial envolvendo os principais teoremas: Green, Gauss e
Stokes, a proposta para o grupo foi estudar a Matematica como ferramenta de modelagem

em escoamentos potenciais.

Segundo Biembengut e Hein (2016, p. 13 e 14) dentre um série de procedimentos
para a modelagem matematica trés se destacam: Interacao, Matematizacao e Modelagem

Mateméatica.

A Interacao é o procedimento em que é exposta a situagao-problema que se deseja
trabalhar, familiarizando e contextualizando o assunto com os alunos e indicando os

referenciais tedricos.
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O Grupo de Estudo teve seu inicio no dia 11 de julho de 2019, com 12 Aspirantes.
Com o intuito de despertar o interesse deles pelo assunto foi proposto que analisassem
visualmente a relagao entre a velocidade e a pressao através do simulador de tinel de vento
Autodesk Flow Design, disponivel de forma gratuita pela empresa Autodesk. No inicio da
atividade foi pedido aos Aspirantes que estabelecessem uma relagao entre a velocidade
e a pressao apenas visualizando as cores apresentadas pelo simulador nos contornos do
carro e do avido. As Figuras 57 e 58 representam o que eles visualizavam no momento da

atividade.

Figura 57 — Imagens do simulador de tinel de vento com dados de velocidade.

(a)

|F Autodesk Flow Design

s JdnE0

SIMULATION | WIND TUNNEL ORIENTATION 2D VELOCITY  DRAGPLOT | FLOWLINES  LINES SETTINGS SIDE —

S B =K M| F @

Velocity (m/s)
14.330

12410
10.133
7.165
0

|F Autodesk Flow Design

EJSBEEO

SIMULATION | WIND TUNNEL ORIENTATION 2D VELOCITY DRAGPLOT | FLOW LINES LINES SETTINGS SIDE
‘ & S o £ G
Velocity (m/s)

32.618
28.248
23.065
16.309
0]

Fonte: Software Autodesk Flow Design.
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Figura 58 — Imagens do simulador de tinel de vento com dados de pressao.

(a)

| Autodesk Flow Design

s J9nE0

SIMULATION | WIND TUNNEL ORIENTATION 2D PRESSURE DRAGPLOT SHADED SIDE
= 9 =& a & B @
Pressure (Pa)

40.847

10.452
-19.942
-50.337

-80.731

(b)

|F Autodesk Flow Design

EJEEO

SIMULATION [ WIND TUNNEL = ORIENTATION 2D PRESSURE = DRAGPLOT PLANE SHADED

b & @G X @ =

397.771
226.402
55.034

-116.335

Fonte: Software Autodesk Flow Design.

Nao houve surpresa nas respostas, porque a maioria dos alunos entenderam que a
velocidade e a pressao eram grandezas inversamente proporcionais. Entretanto, entenderam
que quando equacionadas a velocidade e a pressao estariam relacionadas por um produto.
Dois alunos do terceiro ano responderam que estariam relacionadas pela equagao de
Bernoulli. Apds alguns comentarios sobre as respostas, foi feita a apresentacao do tema a

ser estudado pelo Grupo: "A Matematica como Ferramente de Modelagem em Escoamentos
Potenciais", com os seguintes objetivos:

a) Destacar a proximidade da drea da Dindmica de Fluidos & Matematica.

b) Enfatizar a importancia da Matemética para a formagao dos Aspirantes.
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c) Despertar o interesse pela Matematica usando a aplicabilidade dela em fluidos.

d) Incentivar os Aspirantes a escreverem trabalhos de conclusao de curso voltados para

sua area de Habilitagao.

Definimos que a ferramenta matematica usada para a modelagem nos escoamentos
seria a Analise Complexa e da mesma forma definimos cada hipétese que seria adotada

sobre 0 escoamento (regime permanente, incompressivel, irrotacional e inviscido).

Nos dias 18 de julho e 8 de agosto conversamos como seria a analise do movimento
de uma particula no escoamento. Para isso duas descrigdes seriam fundamentais a euleriana
e a lagrangiana. Com o auxilio das Figuras 2 e 4, paginas 18 e 19, foi explicada a diferenca
dessas descrigdes usando o exemplo de duas pessoas que se observam, sendo uma esperando
um onibus e outra dentro do 6nibus em movimento. A pessoa que esta no ponto do 6nibus
observa a pessoa dentro do onibus pela descri¢ao lagrangiana, ou seja, ela acompanha a
pessoa na sua trajetoria. Ja a pessoa que estd dentro do 6nibus observa quem esta no

ponto sob a descri¢do euleriana, em um ponto fixo.

Também foi definido o conceito de derivada material. Usamos a aceleragao para
entender a estrutura dessa derivada e o exemplo do esguicho entender o termo advectivo
que surge na equacao, esse termo é o responsavel por acelerar as particulas de fluido
pelo bocal do esguicho. Nesse dia, decidimos que construiriamos um ttnel de vento e
contamos com a presenca do professor Nide Geraldo, do departamento de Mecanica, que

ficou entusiasmado com a construgao e com o Grupo.

A partir do dia 8 de agosto entramos no procedimento de matematizacao da
situacao-problema. Segundo Biembengut e Hein (2016, p. 14), essa é a fase mais longa por
ser o momento em que se classifica o que de fato importa para construirmos o modelo e
na qual se escrevem as relagoes em termos matematicos (por exemplo, a relacao entre a

velocidade e a pressao apresentada no primeiro dia).

No dia 15 de agosto foi feita uma pausa nos conceitos basicos da Mecéanica dos
Fluidos para estudarmos as fung¢oes complexas. Definimos uma func¢ao complexa, limite
e derivada dessa funcdo e em seguida uma funcao complexa analitica, sempre tentando
buscar as semelhancas com as fungoes reais e dando a importancia para as diferencas,
principalmente para os termos diferenciabilidade e analiticidade. Uma pergunta partiu
dos Aspirantes foi: “o que a funcdo analitica tem de especial?”. A resposta veio por meio
do Teorema 3.4, pagina 55, que estabelece como condi¢ao necessaria e suficiente para
que uma determinada fun¢do complexa seja analitica em uma regiao D, das condigoes
de incompressibilidade e irrotacionalidade do escoamento e uma breve associacao com as

equacoes de Cauchy-Riemann.

Como exemplo de aplicacao utilizou-se o Exemplo 4.1, pagina 79. Primeiro inter-
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pretamos as superficies que compoem as partes real e imaginaria da funcao complexa
apresentada nesse exemplo. Depois interpretamos as curvas nivel da parte imaginaria no
1° e 4° quadrantes. Para isso usamos o GeoGebra 6.0. J4 havia sido dito aos alunos que
a parte imaginaria é importante na visualizacdo do escoamento. Foram comparadas as
curvas de nivel obtidas com o video que representa um escoamento na dire¢cao de uma
placa plana apresentada no CD-ROM de Homsy et al. (2007).

Figura 59 — Comparacao do resultado das curvas de nivel com a imagem de um video
apresentado em Homsy et al. (2007).

(b)

(¢) Movimento do fluido acontece da direita para a
esquerda.

Fonte: O autor, 2019/Homsy et al. (2007).

Com base em Vallentine (1967, p. 30) e observando a Figura 59, concluimos que o
Exemplo 4.1 pode ser interpretado como um escoamento na direcao de uma placa plana.
A aula terminou com a seguinte pergunta: qual é a contribuicio que a parte real e a parte

imagindria de uma funcao complexa analitica oferecem em Dinamica de Fluidos?
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Nos dia 5 e 12 de setembro falamos sobre func¢ées harmonicas e a Equagao de
Laplace. Definiu-se a funcao harmoénica, o Teorema 3.6 foi interpretado e foi explicada
a importancia das partes real e imaginaria da funcdo complexa satisfazerem a Equacao
de Laplace e a consequéncia disso no estudo de escoamento (a superposi¢ao de fungoes

complexas analiticas ainda serd um fungao complexa analitica).

Para tentar ser o mais claro possivel, utilizou-se o video de Homsy et al. (2007)
que simula o escoamento em torno do cilindro circular. A Figura 60 representa a imagem

desse escoamento.

Figura 60 — Imagem de um video apresentado em Homsy et al. (2007).

Fonte: Homsy et al. (2007).

Em seguida interpretamos as curvas de nivel da parte imagindria das seguintes

funcgoes
1 x .y

fe)=z=atiy e J2)=2=Gp o

com o objetivo de visualizar o comportamento das curvas de nivel. Nesse momento o foco

(5.1)

estava na parte imagindria, pois ela é a responséavel pela informagao das linhas de corrente.

As Figuras 61a e 61b representam as curvas de nivel dessas fungoes, respectivamente.
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Figura 61 — Curvas de Nivel.

) . L (b) Curvas de nivel da parte imagindria da
(a) Curvas de nivel da parte imaginaria da 1

fungdo f(z2) = z. fungao f(z) = e

Fonte: O autor, 2019.

Com os conceitos apresentados verificou-se que a func¢ao

f(z):z—k%:(a:—kﬁzﬂ)—l—i(y—xziw) (5.2)

satisfaz a equacao de Laplace e, como consequéncia, suas componentes real e imaginaria

sao harmonicas. Entao foi questionado qual seria a representacao das curvas de nivel dessa

fungdo que é a superposicao das fungoes dadas em (5.1)7 Ninguém arriscou a resposta.

Com a ajuda do GeoGebra observamos o resultado apresentado nas Figuras 62a e

62b, e em seguida comparamos com a Figura 60.



115

Figura 62 — Curvas de nivel da parte imagindria da fungao f(z) =z + —.
z

(a) (b)

Fonte: O autor, 2019.

Assim, com base em Vallentine (1967, p. 120), concluimos que as curvas de nivel
da parte imaginaria da fungao (5.2) sdo uma representaciao das linhas de corrente de uma

escoamento em torno de um cilindro circular.

Nesse momento foi retomada a pergunta da aula do dia 15 de agosto. Dada uma
funcao analitica de interesse a parte real estd relacionada ao potencial de velocidade do

fluido e a parte imaginaria com as linhas de corrente.

No dia 19 de setembro estudamos a integral complexa, em particular o Teorema
de Cauchy. Esse foi o primeiro teorema que demonstramos, ndo que os anteriores nao
merecessem uma atencao, e sim porque em sua demonstracao faz-se uso do Teorema de
Green. Sabendo disso, fomos conversando e escrevendo a demonstracao até chegarmos

nesta expressao
]4 £(z) dz = f Mdz — Ndy + i f Mdz + Ndy. (5.3)
c c c

Com base na equagao (5.3) eles deveriam pensar em um teorema estudado na
disciplina de Célculo II , de modo que, pudéssemos usar as hipéteses desse teorema para
terminar a demonstragao. As repostas iniciais foram: integrais de linha e integral de linha
do tipo trabalho. Conduzi-os a se indagarem: qual teorema em duas dimensoes, no Calculo
Vetorial, que apresenta no integrando a diferenca das derivadas parciais das componentes
de um campo de velocidades? A grande parte lembrou-se do Teorema de Grenn e a
partir dai eles proprios finalizaram a demonstragao utilizando o resultado da equagoes de

Cauchy-Riemann. O resultado foi positivo, pois conseguiram demostrar um teorema, de
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um assunto novo para todos, com ferramentas que eles se perguntavam para que estavam

estudando.

Em seguida foram conduzidos a pensar na seguinte sequéncia de assuntos: campo
rotacional (rot(V)), Teorema de Green (o integrando contém somente componente k do

—

rot(V')), Teorema de Cauchy ( independéncia do caminho), equagoes de Cauchy-Riemann
¢ a hip6tese do escoamento ser irrotacional ((rot(V)) = 0), com a finalidade de associarem
essas ideias. Eles concluiram que campo rotacional nulo faz com que a integral do Teorema
de Green seja nula e, como provamos o Teorema de Cauchy usando o Teorema de Green
onde apareceram as equagoes de Cauchy-Riemann, entdo concluiram que a hipétese de o
escoamento ser irrotacional pode estar ligada as equagoes de Cauchy-Riemann de algum
modo. Para finalizar o encontro enunciamos o Corolario 3.3 e falamos sobre a semelhanca

desse Corolario com o uso do Teorema de Green em regioes com furos.

No dia 26 de setembro o grupo foi conduzido pelo professor Nide Geraldo, que
falou sobre o Teorema do Transporte de Reynolds. Inicialmente ele falou sobre as formas
de resolver um problema de engenharia, sendo elas: Andlises Teoérica, Experimental e
Numérica. A Andlise Teodrica seria uma abordagem em que existe a necessidade de haver
hipoteses de controle para obtencao de uma solugao analitica, como feito neste trabalho.
Na Analise Experimental nao requer hipoteses simplificadoras, sendo feita a coleta reais dos
dados do experimento com instrumentos ou observagoes. Finalmente, a Analise Numérica é
usada para solucionar problemas mais dificeis que nao seja possivel encontrar uma solugao
analitica para um problema, por exemplo, a solucao de equacoes que envolvam as equagoes
de Navier-Stokes na forma completa. Nesse universo as trés abordagens se completam.
Por exemplo, caso houvesse a necessidade de se fazerem experimentos para aperfeicoar
um aerofélio de carro de F1 somente usando o laboratoério elevaria em demasia o custo do

projeto, pois seria descartado cada aerofélio que nao atendesse ao esperado.

A demonstragdo do Teorema do Transporte de Reynolds feita pelo professor Nide
Geraldo se deu por meio de um volume de controle fixo. Isso proporcionou aos Aspirantes
aprender uma forma nova de olhar o teorema, pois neste trabalho o teorema ¢é provado pela
descricao lagrangiana. Na construcao das integrais envolvidas no teorema, os Aspirantes
perceberam a correlagdo com os resultados apresentados na disciplina de Calculo II, em
particular a interpretacao do sinal do resultado de escoamento através de uma superficie.
Desse modo, alguns Aspirantes perceberam essa correlagao entre Célculo II e a teoria de

fluidos, através do Teorema do Transporte.

No dia 17 de outubro o grupo estudou a Equacao de Conservagao de Massa
conduzido pelo professor Nide Geraldo. A equacao foi deduzida a partir do Teorema do
Transporte de Reynolds tomando um volume de controle fixo. Antes, os alunos foram
levados a pensar no escoamento através das superficies do volume de controle e conseguiram

chegar ao resultado apresentado no final da secao 2.5.1.
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Considerando o Teorema do Transporte, no qual a taxa de variagdo de massa do
sistema ¢ zero, usamos o Teorema de Gauss para deduzir a equagao (2.15), pois verificou-se
que as hipdteses do teorema eram satisfeitas. A deducao dessa equagao nos permitiu pensar
na construcao da funcao de corrente, funcao essa que compoe a parte imaginaria da funcao

potencial complexa (4.12).

Como resultado desses encontros, no dia 19 de outubro tivemos nossa primeira
participacdo em um evento externo com dois trabalhos apresentados no FestMat do Colégio
Pedro II na Tijuca. Os temas abordados pelos Aspirantes foram "O quanto de matematica
eu preciso para gerar uma forca de sustentacdo em um aerofdlio'e "A Esteira de Von
Karman".

Ambos os grupos deram foco a importancia da matematica para os temas propostos,
em especial os niimeros complexos e o logaritmo. Eles usaram dois aplicativos que permitem

a interacao com o usuario e que ajudaram em suas explicagoes sobre os temas, sao eles:
WindTunnel CFD e Sail Flow Analysis.

WindTunnel CFD, usado por ambos os grupos, permitiu visualizar o escoamento
em torno de objetos quaisquer, pois ele viabiliza que o usudrio desenhe o objeto na tela do
celular ou tablet, isto é, ele permite que o usuario coloque objetos no escoamento para
visualizar o comportamento do fluido em seu contorno. Com esse aplicativo foi possivel
visualizar o surgimento da esteira de Von Kamam e entender o papel da viscosidade na
produgao de vortices, Figuras 63a, assim como, visualizar a distribuicao de pressao em um
aerofélio, 63b. A explicagdo sobre os vértices permitiram que os ouvintes entendessem o
porqué de quando uma carreta e um carro se encontram, em sentidos opostos, em uma
pista de velocidade média alta, o carro sofre um certo balanco, fato esse causado pela
interacao dos voértices produzido por ambos, sendo a intensidade do caminhao um pouco

maior.

O Sail Flow Analysis é um aplicativo que permite que o usudrio simule condi¢oes de
vento para possibilitar manobras na vela do barco. A atividade de navegar em barco a vela
é parte das atividades do Aspirantes na Escola Naval, isso viabilizou o uso do aplicativo
para mostrar o escoamento em torno da vela de um barco, possibilitando entender o
surgimento da forga que proporciona o aumento ou a diminui¢ao da velocidade do barco.

A vela, nesse caso, foi interpretada como um aerofélio, Figura 63c.



118

Figura 63 — Imagens dos Aplicativos usados pelos Aspirantes no FestMat.

(a) WindTunnel CFD (b) WindTunnel CFD

NUMECA & Algorizk NUMECA & Algorizk
Time: 422s DT=0.06s Time: 68s DT= 0.06s
CFL: 1.9 CFL: 1.0

Mesh: 120 x 160 Mesh: 120 x 160

Re = 147135 Re =5913.9

Geom. Size = 0.23 m Geom. Size =0.18 m

Display  Outputs  Physics  Numerics Interact Display  Outputs  Physics  Numerics Interact

(c) Sail Flow Analysis

Fonte: Aplicativos WindTunnel CEFD e Sail Flow Analysis.

A ideia das apresentagoes era de explicar conceitos que apresentam nomes incomuns
no dia a dia, mas que sao de simples compreensao e de grande importancia em estudo de

performance. Essas apresentagoes contaram com a participagao de 12 Aspirantes.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Vimos que sob as hipdteses adequadas é possivel usar as fungoes complexas analiticas

como uma ferramenta para modelar escoamentos potenciais.

Sob as hipdtese de escoamento em regime permanente, incompressivel, irrotacional
e inviscido a Equacao de Conservacao de Massa e a Equacao da Quantidade de Movimento
foram simplificadas. Com essas simplificacoes foram possiveis as construcoes dos potenciais
complexos capazes de modelar os escoamentos vistos neste trabalho e deduzir a Equacao

de Bernoulli.

Definiu-se vorticidade e circulagao, ambos importantes na teoria de escoamento. O
Teorema de Stokes relaciona vorticidade e circulagao e os Teoremas de Kelvin e Helmholtz
estabelecem regras sobre seus comportamentos no escoamento. O Teorema de Kelvin diz
que a circulagao nao varia com o tempo e o Teorema de Helmholtz diz que a vorticidade

inicialmente nula permanecerd nula ao longo do escoamento.

Estabelecer essas condigoes sobre o escoamento foram importantes para uma
interacao entre a Mecanica dos Fluidos e a Analise Complexa, pois as fun¢des complexas
analiticas carregam propriedades importantes que viabilizam essa interagao. Descrever
essas propriedades foram necessarias para entender o comportamento dessa classe de
funcao em resultados como das equagoes de Cauchy-Riemann, do Teorema de Cauchy e da

Transformagdo Conforme, resultados chaves na formulagao da Teoria Classica do Aerofédlio.

Quando foram construidas a fungao de corrente e a funcao potencial, fazendo uso
das hipoteses sobre o escoamento, observou-se que essas funcoes satisfaziam as equagoes de
Cauchy-Riemann e possuiam derivadas parciais de primeira ordem continuas. Com isso, foi
possivel construir um potencial complexo que carregavam em suas partes real e imaginaria
informagoes sobre o comportamento do escoamento. Dessa forma, esse potencial complexo
foi capaz de modelar escoamentos, com vista bidimensional, em torno do cilindro circular

e do aerofdlio de Joukowski, que mostraram ser boas aproximagoes de experimentos vistos
no album de Dyke (1982).

O 1ltimo capitulo foi motivado pelos encontros com os alunos do GPMatEM
(Grupo de Pesquisa em Matematica para o Ensino Médio) do Pedro II. Nele é descrito as
atividades que foram desenvolvidas com os Aspirantes com o intuito estudar a contribuicao
da Matematica em Dindmica dos Fluidos, em particular escoamentos potenciais, e incentiva-

los a produzirem trabalhos de conclusao de curso dentro das habilitagoes possuem.

Para trabalhos futuros pretendo continuar na linha de pesquisa de Fenomenos de
Transporte, com o propédsito de pesquisar sobre Modelagem Mateméatica em Fendmenos

de Transporte.
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APENDICE A - FORMA POLAR PARA AS EQUACOES DE
CAUCHY-RIEMMAN E PARA AS FUNCOES DE CORRENTE E
POTENCIAL

As coordenadas cartesianas e polares estdo relacionados pelas equagoes, Figura 64,

x=rcos(f),y=rsen(f),r = /22 +y2 el =tg " (i) : (A.1)

Figura 64 — Relacao entre as coordenadas cartesianas e polares.

O eixo polar

rcos(6)

Fonte: O autor, 2019.

Sejam €, e €y versores no sistema de coordenadas polares, de modo que
€, = cos(0)i +senlj e & = —sen(f)i+ cosbj, (A.2)

sendo i e j vetores da base candnica do R?.

A.1 Forma polar para as Equacgoes de Cauchy-Riemman

Seja f uma func¢ao complexa definida por f(z) = u(x,y) + iv(x,y), com u e v
funcao definidas nos reais, e para as quais valem as hipdteses do Teorema 3.4. Vamos supor
que z # 0 e usar a transformagio de coordenadas (A.1) para obtermos a forma polar das
equagoes de Cauchy-Riemann. Utilizando a regra da cadeia para derivar u e v em relacao
a r e 6. Assim, em relacao a u obtemos

ou_ouds  oudy
or Oz dr  Oyor

e
ou _ v oudy
00  0xd0 Oy oo
. . - Oz dy
Agora, reescrevendo as expressoes acima e substituindo i cos(0), i sen (),
oz oy A
20 =" sen(f) e 0= r cos(#) obtém-se

U, = uy cos(f) +uysen(d) e ug = —u,rsen(d)+ u,rcos(f). (A.3)
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De forma andloga, encontramos para v

v, = v, cos(f) +v,sen(f) e wvg = —v,rsen(d) + v,rcos(h). (A.4)

Como u e v cumprem as hipéteses do Teorema 3.4 em z # 0 valem

Assim, podemos reescrever (A.4) como

vy = —uy cos(f) +ugsen(d) e vy = wu,rsen(d) + u,rcos(h). (A.6)

Portanto, das equagoes (A.3) e (A.6) temos que
ou  10v ov 10u

, = —ru, = — =—-= — = ——— A7
Mer=Ue € T =te O 5 T80 S ar T roe (A7)
A.2 Forma polar para fungoes de corrente e potencial
Seja
T =re, (A.8)

o vetor posi¢do dos pontos que pertencem a curva que une os pontos A e B, Figura 65.

Assim o vetor tangente a curva AB é dado por

47 = dré, + rd(e)).

Como
d(&,) = —sen(h)di + cos(9)dh] = dbé,

temos que o vetor tangente é dado por

dr’ = dre, + rdféy. (A.9)

Sejam v, e vy as componentes radial e tangencial, respectivamente, do campo de
velocidades

V =wv,.é,. + vyép.

Com os vetores (A.9) e V podemos escrever o escoamento através da curva AB,
Figura 65, como sendo

dy = (v, vg) - (rdf, —dr),

-
Vi

ou seja,

dy = v.rdy — vedr.
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Figura 65 — Relacao entre a funcao de corrente e coordenadas polares através do estudo
de escoamento através de um caminho AB.

rdf
YA (2]
» (e}
Uy ;a”’ g
7 €T ,” /,
B €y 4 g YA
7 L7 —
// ,” /// A
/ ’ ¢ e
/ ,' ///
/7, -~
v S =
//I, r —, .
/ /,/ vy = N
/ -
LN T v=M
p o T
Fonte: O autor, 2019.
Agora, temos que verificar a relacao entre
o o
dyp = dy —dy + a— e dy =wv,rdy — vedr.

Fazendo as comparagoes entre
dy=rdd e dx=—dr,

obtemos que

respectivamente.

Para qualquer ponto do escoamento ¢ é funcao de r e #, portanto

_ o o

& = 8(T9)d<r6) 37“
_1ov r %Y r
~ ro(rd) or

Dessa forma, temos que

_1o %
U= Cog € V=g (A.11)

Para a funcdo potencial basta tomar

09, </5
d¢ = oz 8y
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€ comparar co1mn

d¢ = (v, vg) + (dr,rdf) = v.dr + verdb.

Aplicando os passos feitos anteriormente teremos

_ 99 _ 199
“or © YT Ve

vy

(A.12)

Podemos concluir que as coordenadas polares correspondentes as equagoes (4.11)
0 Loy 06 o 100
= = =—=———. A.13
© v or r 06 ( )

S

A equivaléncia entre as coordenadas cartesianas e polares pode ser vista em qualquer

ponto P do eixo x onde dx = dr, dy = rdf, M = v, e N = vy, (VALLENTINE, 1967, p.
28 ¢ 29).
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APENDICE B - TEOREMAS DE BASE

Teorema B.1 (Teorema de Green). Sejam M(z,y) e N(z,y) fungdes definidas numa
regiao simplesmente conexa R, com derivadas parciais de primeira ordem continuas. Entao,

para qualquer contorno fechado simples C' em D,

//R @]j—%ﬂ;) da:dyzj{chx+Ndy,

onde R ¢ a regiao interior a C.

Demonstragio. A demonstracao deste teorema pode ser vista em Apostol (1988, p. 435 e
436). |

Teorema B.2 (Teorema da Divergéncia ou de Gauss). Seja E a regido sélida simples e
seja S a superficie fronteira de E, orientada positivamente. Seja F um campo vetorial

cujas fungoes componentes tenham derivadas parciais continuas em uma regido aberta que

//Sﬁ dgz///jgﬁ'ﬁdV

Demonstracio. A demostragao desse teorema, para o tipo de volume de controle que

contenha E. Entdao

adotaremos (fixo e indeformavel), pode ser visto em Spiegel (1972, p. 169). [

Teorema B.3 (Teorema de Stokes). Seja S um superficie orientada, reqular por partes,
cuja fronteira € formada por uma curva fechada, simples, suave por partes, com orientagdo
positiva. Seja F' um campo vetorial cujos componentes tém derivadas parciais continuas

em uma regido aberta do R® que contém S. Entdo
j{ﬁ. df://(ﬁxﬁydsf
c S
Demonstragio. A demostracao deste teorema pode ser visto em Spiegel (1972, p. 176). W

Teorema B.4 (Mudanca de Variavel). Seja ¢ um aplica¢do biunivoca de classe O, de

um conjunto aberto K C R® em R?, sendo o dada por (z,y, 2) = p(£1,&, &), com
r=1(81,8,8),y = y(&1,82,&) ez =2(6,8,8),

tal que o jacobiano da aplicacao v, J, seja diferente de zero em K. Se G é uma funcao

continua em R® cujo dominio é compacto e estd contido em em ¢(K), entdo

//L(K) G(z,y,2) drdydz = ///K G(p) || d&id&adss.

Demonstragio. A demostragao deste teorema pode ser visto em Rudin (1976, p. 231 e
232). |
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APENDICE C - EXTENSAO DA INTEGRAL DE CAUCHY

Teorema C.1. Seja f uma fungdo analitica nos pontos interiores e em cada ponto de um
caminho fechado simples C' orientado positivamente. Se zo for um ponto interior de C,

entao

£ () = fc (f(z)dz (n=0,1,2,---) (C.1)

27i z — zg)"t1

Demonstracio. A demostracio desse teorema pode ser visto em Avila (2013, p. 103). B

Teorema C.2. Se uma funcao f for analitica em um ponto dado. Entao suas derivadas

parciais de todas as ordens também serao analiticas nesse ponto.

Demonstracao. Seja zg o ponto em que f é analitica, entao existe um vizinhanga de z

para o qual f seja analitica.

Figura 66 — Analiticidade na vizinhanca de z,.
Co

Fonte: O autor, 2019.

Deste modo, existe um circulo Cy, orientado positivamente, com |z — zy| < 6 em
que f é analitica no interior e em cada ponto de Cy. Em particular, pelo Teorema C.1,

temos que a derivada segunda de f existe e é dada por

Fz0) = - fc flz) .

wi Jo (z — 2)?

em cada ponto interior de Cy. Logo a existéncia de f”(z) em |z — 2| < § garante que f’ ¢
analitica em zy. De modo andlogo pensamos para a terceira derivada e concluimos que f”
é analitica em zo. Esse argumento é repetido n + 1 vezes e concluimos que f™ ¢ analitica

em zq. [ |

Corolario C.1. Se uma funcio f(z) = u(x,y) + iv(z,y) for analitica em um ponto
z =z + 1y, entdo as fungoes componentes u e v tém derivadas parciais de todas a ordens

nesse ponto.
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Demonstracio. Seja f uma funcao analitica em z. Pelo Teorema C.2 f’ é analitica em z

que por sua vez garante a continuidade de f’, entdao pelo Teorema 3.3
T'(2) = up + vy, = vy — iuy,.

Logo as derivadas parciais de primeira ordem de u e v existem e sdo continuas em

Novamente, pelo Teorema C.2 a f” é analitica em z que por sua vez é continua em

z. Entao, pelo Teorema 3.3
J"(2) = Uy + Wy = Vgy — QlUyy, (C.2)

seguindo esses passos n vezes teremos

JO'u 0™ o"v 0™
s _|_ —

F(2)

1 = —1 .
ox®  QJx™  OJx"ly  Odaxnly
Portanto u e v tem derivadas de todas as ordem em z. Em particular o caso da

segunda derivada garante que f é uma fun¢ao harmonica. ]

Para a obtengao de (C.2) volte aos limites (3.11) e (3.12). Caso quiséssemos usar
para cada derivada de f as derivadas em y procederiamos do mesmo modo que usamos
em f'(z) = u, + iv,, mas para cada n terfamos um comportamento diferente para f ),

daf a preferéncia tomada para a funcao f'(z) = u, + iv,.
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APENDICE D - ESCOAMENTOS POTENCIAIS PLANOS

D.1 Escoamento Uniforme

Considere o campo de velocidades paralelo ao eixo x de intensidade U definido
por V=U i, com U € R. O valor de U representa velocidade das particulas de fluido. Os

vetores desse campo de velocidades estdo representados na Figura 67a.

Figura 67 — Escoamento Uniforme.

(b) Escoamento numa diregdo

(a) Escoamento na diregio . qualquer.
U b 1
- V1 SR

1112 S - ’l/}3

yA ~ T X oo ¥ T T
e 3 e [
e— - n /U/' ////’///// '

w2

Fonte: O autor, 2019.

A funcao de corrente v associada a V satisfaz a equagao

0 0
ow_y o, 0w
dy ox
integrando a equacao do lado esquerdo e tomando a constante igual a zero obtém-se
Y =Uy. (D.1)

O potencial de velocidade ¢ associado a V é dado por

0p (0]
—=U — =0
Ox ¢ oy ’
agindo de forma andloga ao primeiro caso é obtido
¢ =Ux. (D.2)

Portanto, o potencial complexo para o escoamento uniforme paralelo ao eixo x é

dado por
[(z) = ¢z, y) +iv(z,y) = Uz (D.3)

Para um escoamento uniforme que apresenta uma variagdo angular a em relacao

ao eixo x, Figura 67b, as novas coordenadas de z e y serao expressas por

' =z cos(a) + ysen(a) e y' =ycos(a) — zsen(a).
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Desse modo, na direcao de a;, com ¢ = Ux e v = Uy, temos que

¢ = U(z cos(a) + ysen(a))

Y = U(ycos(a) — zsen(w)).

Assim, o potencial complexo de um escoamento uniforme numa dire¢do qualquer é

denotado por

f(z) =o(z,y) +iv(z,y) =Ue ™2 (D.4)
D.2 Fonte e Sorvedouro

Como o proprio nome diz, buscamos uma func¢ao de corrente que simule um fonte
(particulas de fluido que se afastam de um ponto na diregao do vetor radial) e/ou sorvedouro
(particulas de fluido que se aproximam de um ponto na dire¢ao oposta ao vetor radial). Em
escoamentos com a presenca de fonte e/ou sorvedouro as particulas percorrem trajetérias
na direcao radial. Desse modo, é conveniente escrever as fungoes 1) e ¢ em coordenadas

polares.

Figura 68 — Formato das linhas de corrente de uma fonte e um sorvedouro.

(a) Fonte (b) Sorvedouro
(G

Ponto Singular

Fonte: O autor, 2019.

Antes precisamos definir o valor da intensidade s da fonte/sorvedouro. Observando
a Figura 68a podemos deduzir que o escoamento que emana da fonte pode ser calculado

tomando uma circunferéncia de raio r, com o centro na fonte, e calculando
K= f Vit rde,
c
nos quais V =wv,é,, 1n=¢, e 0 < 0 < 27. Como procedido na se¢ao 4.1.1 temos que

K = 277,
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A partir das expressoes dadas em (A.11) e (A.12)

"Trae ' or
e
0P 10¢
Up = - Vo = — =,
o ' rao
nos quais v, = 2i e vy = 0, obtemos, por um processo de integracao em r e , que
r
K K
=—1 = —40.
¢=5_-In(r) e &=
Assim,
O+ i = n In(r) + ig=" In(z2).
2 27 2
Portanto, os potenciais complexos que descrevem uma fonte e um sorvedouro sio,
respectivamente,
K
=—1In(z — D.5
f(2) = 5 In(z — 20) (D.5)
e
f(2) = == In(z = ) (D.6)
= ——1In(z — 2p). .
z o zZ— 2

O ponto zy é a origem da fonte/sorvedouro e é chamado de ponto singular. O sinal negativo
do sorvedouro é resultado das particulas percorrerem o sentido contrario ao versor €.
Quanto mais proximo uma particula se encontra desse ponto a sua componente radial da
velocidade tende ao infinito e quanto maior for o fastamento mais essa componente tende

a diminuir.
D.3 Dipolo

Para produzir um dipolo é necesséario somar o potencial de uma fonte (D.5) com

um sorvedouro (D.6). Seja P um ponto do escoamento, veja Figura 69.

Figura 69 — Superposicao de uma fonte com um sorvedouro.

Sorverdouro

Fonte: O autor, 2019.
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Figura 70 — Processo de formagao do dipolo.

(a) Linhas de corrente de uma fonte com um sorve-
douro, dispostos a uma distancia 2a.

(b) Linhas de corrente de um di-
polo.

Fonte: O autor, 2019.

Superpondo os escoamentos (D.5) e (D.6) temos que a fungdo potencial ¢ dada por
f(z) = - In(z + ae™) — i In(z — ae™),

2 2T

em que zg = tae' e para a = 0 a fonte e o sorvedouro estdo no eixo Re(z), Figura 70a.
A fungdo f pode ser reescrita na forma

f(z) = 5-In [z (1 + aj“)] ~ 5l [Z (1 - aimﬂ

K K a e K K a e
= —1 —1In (1 — —1 ——In{1l-— .
2T n(z) + 21 n( + z ) 27 n(z) 27 n< >

Logo

K ae® K ae'@
f(z):%hl(l—i— ~ )—%1n<1— . ) (D.8)

Pelo Corolario 3.2 cada ramo do logaritmo é analitico, desse modo, a expansao de
MacLaurin da funcao f, dada em (D.8), é da forma

K +o00 an+1 eioz(n+1) +o00 an—l—l eia(n+1)
_ v = - -
f(z) =5 (;5 iy R DY 1)Z<n+1>>
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(1o’

e converge quando < 1.

z

Donde

f(z) (D.9)

K 2a e 2q3 e N
o z 323 '

Segundo Munson, Young e Okiishi (2017, p. 297), o dipolo é obtido fazendo a
distancia entre a fonte e o sorvedouro ir para zero (a — 0) e a intensidade deles crescer
infinitamente (k — o0), de modo que ra permaneca constante, Figura 70b. Assim, na
expansao de Maclaurin (D.9) os termos a" com n > 2 sdo desprezados, porque vao mais
rapido para zero a media que a poténcia de a cresce. Portanto, o potencial complexo do

dipolo ¢ dado por

Ka e
f(Z) - ?77
ou ainda ,
ela
fz) =5, (D.10)

Ka
se fazermos p = —.
T

D.4 Vbértice

Vimos que a partir de um ponto singular podemos construir linhas de correntes
na direcao radial e linhas equipotenciais circulares e concéntricas. Nesta secao estamos
interessados em linhas de corrente que sejam circulares e concéntricas e linhas equipotenciais
na diregao radial, para isso basta permutar os resultados obtido para ¢ e i utilizados na
se¢do D. Tomando o cuidado para nao confundir a intensidade x da fonte/sorvedouro com
a circulagao I'. Usando a ideia de Cengel e Cimbala (2015, p.540), considere uma linha de
vortice paralela ao eixo z de comprimento L, Figura 71, de modo que ao logo da linha de

vortice as particulas de fluido descrevam trajetorias circulares.

Figura 71 — Linha de vértice.

ponto singular no plano xy

Fonte: O autor, 2019.
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O valor de I' é a intensidade de circulagao dado pela Defini¢ao 2.1. Deste modo,
r :f VT rdo (D.11)
c

nos quais V = vpéy, T = & e 0 < 6 < 2 . Resulta da integral (D.11) que intensidade de
circulacao é dada por

I' = vg2mr.

Logo podemos encontrar a funcao de corrente e a fungdo potencial integrando as equagoes
(A.13)

_ oy O
UT_TE)Q vo = or
¢ 0 108

vy = Vg = ——
" or r oo’
emquev9:2—ew:0.
r

Assim, conclui-se que

r
Y = —gln(r).

Como visto na subsegao 3.5.2 as curvas 1) = constante sao representadas por

circulos concéntricos com centro no ponto singular, Figura 72.

Figura 72 — Linhas de corrente para um vortice.

Fonte: O autor, 2019.

Portanto, o potencial complexo que descreve um vortice na singularidade zg é
i
=——1In(z — z). D.12
f(2) = 5 In(= — 20) (D.12)

Se I' for positivo as particulas nas linhas de corrente vértice percorrerao o sentido
anti-horario e se I' for negativo percorrerao o sentido horario. Uma observacao importante,
segundo Munson, Young e Okiishi (2017, p. 294), é que a rotacionalidade se refere a rotagao
da particula do fluido e nao a trajetoria seguida pela particula, portanto é possivel ter um

escoamento irrotacional e o mesmo ter um vértice.
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APENDICE E - TRANSFORMAGCAO CONFORME

Antes de definirmos uma Transformagao Conforme vejamos um exemplo de uma
transformacao linear w(z) = z + zg, com zg = g + iyy # 0. Temos que w(z) = = + iy +
xo+iyo = (x + o) + i(y + yo). Tomando z1, 29, 23 € z4 pontos do plano complexo de modo
que o angulo entre os vetores 212, e 2324 seja diferente de zero e de forma que 2, pertenga
a ambos os vetores. Assim, as imagens dos vetores sob a transformagcao w sao transladados

e o angulo entre os vetores em zy sao preservados, Figura 73.

Figura 73 — Imagens dos vetores 2129 € 2324 sob w.

w(zs)
Im(z) A o v A
W= 2+ 2«
e
w(z0) w(22)
0 22
20 w(zl) w(z;;)
z1 23
Re(z) u

Fonte: O autor, 2019.

Seja w = f(z) uma transformacao definida em um dominio D. A transformacao
w serd conforme em um ponto zg € D se o angulo entre duas curvas quaisquer que se

intersectam em zg for preservado.

Definicao E.1. A funcdo f definida em um dominio D C C de maneira que f' exista,

para todo zy € D, e que preserva dangulos é chamada de Transformacao Conforme.

Considere duas curvas suaves C e Cy parametrizadas por z;(t) e z2(t), com t € [a, b],
de modo que z(ty) = zo = 22(to). Como C; e Cy sdo curvas suaves, os vetores tangentes
Zie z4 sao diferentes de zero, para todo t € [a,b]. Seja arg(z]) e arg(z5) os angulos entre
os vetores 2] e zy com o eixo Re(z), respectivamente. Deste modo, o dngulo entre C; e Cy
em zg €

0 = arg(zy) —arg(zy), em |[0,7], (E.1)

veja Figura 74.
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Figura 74 — Angulo entre duas Curvas C; e Cs.

Cy
Im(z)

Cq

0 = arg(z1) — arg(z5)

2

Fonte: O autor, 2019.

Teorema E.1. Seja f uma fungio analitica em um dominio D. Entio w = f(z) preserva
dngulos em cada ponto z € D, onde f'(2) # 0, ou seja, w é uma transformagio conforme

em z.

Demonstragio. Sejam C) e Cy duas curvas suaves parametrizadas por z;(t) e z3(t), contidas
em D, com t € [a,b], de modo que z;(ty) = 2o = 22(tg), com zg € D, 21(tg) # 0 e 25(to) # 0,
Figura 75. Sejam C] e C} as imagens de C; e Cy, respectivamente, pela transformagao
wi(t) = f(z1(t)) e wo(t) = f(22(f)). Como f é analitica em D, segue que

wi(t) = f'(z)z(t) e wy(t) = f(z2(t) 2 (1),

e por (3.4) temos que em zg
arg(wy (to)) = arg(f'(z1(to))) + arg(z1(to)) e arg(wh(to)) = arg(f'(22(to))) + arg(z;(to))-
Reescrevendo essas equagoes temos

arg(f'(z1(to))) = arg(wi(to)) — arg(1(to)) e arg(f'(22(to))) = arg(ws(to)) — arg(;(to))-
(E.2)

Fazendo a diferenca entre as equagoes (E.2) e como z1(tg) = 2o = 22(o) obtemos
arg(w) (to)) — arg(wy(to)) = arg(z](to)) — arg(z(to)). (E.3)

Portanto w preserva angulos em cada ponto 2o € D, onde f'(zy) # 0. |
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Figura 75 — Transformacao Conforme w.

Co
Im(z) A U A
Ch
z w = f(z)
e 8 ——  Ta
2
]Ee(z) u

Fonte: O autor, 2019.

A equagao (E.3) diz que arg(w (to)) —arg(wh(to)) ¢ igual em magnitude e orientagao

a arg(z(to)) — arg(z,(to))-

Teorema E.2. Seja f uma funcgio analitica em zy com f'(z9) # 0. Entdo f é univalente na
vizinhanga de zy. Mas precisamente, f possui uma unica inversa F analitica na vizinhanca
de wy = f(z0); isto é, se z € suficientemente prozimo de zy, entdo z = F(w), onde
w = f(z). De modo igual, para w suficientemente prozimo de wy e z = F(w), entdo

w = f(2). Além disso, f'(z)F'(w) =1 o que implica que F é um mapeamento conforme.

Demonstragio. A demonstragao deste teorema é visto em Ablowitz e Fokas (2003, p. 342
e 343). |

Teorema E.3. Seja C uma circunferéncia no plano-z e seja T uma transformacao

fraciondria linear

b d
@z 72%_772#00
cz+d Cd
T(z) = 00,2 = ——
a c
—H 2= 005
c

entao a imagem de C' sob T é uma circunferéncia ou uma reta no plano-w. A imagem

serd uma reta se e somente se ¢ # 0 e o polo z = —— estiver na circunferéncia C'.
c

Demonstragio. A demonstragao deste teorema é vista em Bak e Newman (2010, p.178 e
179). |
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APENDICE F - TRANSFORMAGCAO DE JOUKOWSKI

F.1  Transformacgao de Joukowski para o caso R = c.

A transformacgao complexa

02

w(z) =2+ ~ (F.1)

com ¢ > 0, é chamada Transformagao de Joukowski.

A transformagao (F.1) é analitica em um dominio D C C, que ndo contém a origem.

De fato,
(2) n Az w 2y
wz)=|x+ ———= 1\y— ————=
I2+y2 Y I.2_|_y2

tem derivadas parciais continuas em D e as equagoes de Cauchy-Riemman sao satisfeitas,

pois
A(y? — %) 2c%y
= R O = R
A partir da transformagao (F.1) pode se escrever
2 )2
w—2c:—26+z+i:(z 2
z z
e
2 2
w+2622c+z+i = (z+¢) .
z z

Dessa forma, obtém-se a equacgao

w—2c (z—c>2‘ (F2)

w+2 \z+c

A equagao (F.2) é o caso para n = 2 da Transformacao de Karman-Trefftz

w+ne <z+c>2

w — nc zZ—C

(MILNE-THOMPSON, 1996, p. 198 e 196).
Considere as seguintes transformagoes

_9 _
z:T(w):w ¢ zlle(z):Z ¢

S =T = 22 F.
w + 2¢’ Z24c ¢ = 2(21) = =1 (F.3)

Observe que temos 4 planos complexos envolvidos: plano-z, plano-z;, plano-z, e
plano-w. Essas transformacoes nos darao a oportunidade de estudar como as imagens

|z| > 2, |2] < ¢® e |z| = ¢, de uma circunferéncia de centro na origem e raio R = ¢, quando
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mapeadas pela transformacao (F.1). Isso porque, fazendo a composicao T~ (To(T1(21))),

1
onde T71(z) = —ZCM, tem-se que

(z—1)

C2

w(z) =2+ ~

Desta forma, estamos interessados em saber como as regides |z| > R? |z| < R?
e |z| = R? sdo mapeadas do plano-z para o plano-w usando as transformacées (F.3). A

Figura 76 representa o processo de mapeamento por essas transformacoes.

Figura 76 — Transformacao de Joukowski para uma circunferéncia de centro na origem e

R=c.
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Fonte: O autor, 2019
. ~ zZ = . .
Na primeira transformacao, T1(z1) = , temos uma singularidade em z = —R

+ R
e esse ponto pertence a circunferéncia |z| = R?. Portanto pelo Teorema E.3 a imagem

da circunferéncia |z| = R* é uma reta. Para encontrar essa reta basta tomar dois pontos
quaisquer da circunferéncia, T1(R) = 0 e T1(iR) = 0 + i, por exemplo. Dessa forma a
imagem ¢é a reta u,, = 0. Por inspecdo, as imagens de |z| > R* e |z| < R* sdo mapeadas

nos semiplanos u,, > 0 e u,, < 0, respectivamente.

A segunda transformacdo, Ty(T1(2)) = (u., + iv.,)?, leva a reta u,, = 0 no eixo
real negativo do plano-z; e como Ty(z1) = x,,> — ., + 127, Y., 0s semiplanos u,, > 0 e
u,, < 0 sao mapeados em todo plano-zs.
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E por fim, a transformacdo T~ (T3(Ty(2))) possui um polo na reta v,, = 0. Deste
modo, segundo Zill e Shanahan (2011, p. 303), a imagem de v, = 0 pela transformacao 7
é uma reta. Tomando os pontos zo = 0 e 2o = 2 teremos T '(0) = —2R e T"*(2) = —6R,
portanto a imagem sera a reta v = 0, ou seja, o eixo real. Por inspecao, as imagens dos
planos v,, > 0 e v,, < 0 serdo, respectivamente, v > 0 e v < 0. O eixo real negativo do

plano-z; é levado no seguimento [—2R, 2R), pois
2 — —o00 = w(z) = T H(To(Ti(2))) — —2R

e quando
2z — 0= w(z) =T YTy(Ti(2))) — 2R.

Portanto, como v,, = 0 é mapeado em v = 0 segue que o eixo real negativo do plano-z, é

mapeado no seguimento [—2R, 2R]

Assim conclui-se que o contorno da circunferéncia |z| = R*, com R = ¢, é levado
pela transformacdo (F.1) em um seguimento [—2R, 2R] e as regides |z| < R* e |z| > R®

sao levadas nos demais pontos do plano-w.

F.2  Construgao do Aerofélio de Joukowski através da Transformacao de

Karman- Tefftz, para n = 2, utilizando o GeoGebra 5.0

Como visto na secao F descrever o mapeamento é uma tarefa ardua. Devido a
essa complexidade foi utilizado o software GeoGebra 5.0, com um truncamento de 4 casas
decimais, para ajudar nas visualizagoes das transformagoes, bem como na obtencao de

equagoes e relacao entre angulos.

Utilizando desse recurso, considere uma circunferéncia C' passando pelos pontos
z = +1, de centro z = i0.5 e raio R = /1 + (0.5)2, no semiplano-z y > 0. Sera usada as

transformagoes (F.3), tomando ¢ = 1,

w— 2 z—1
z:T(w):m, 2 =Ti(z) = i 2 =Th(z1) = 2, (F.4)

para mapear essa circunferéncia no plano-z para o plano-w.

A Figura 77 representa as etapas do mapeamento pelas transformagoes (F.4).



Figura 77 — Transformacao de Joukowski para R = 1.118, zg = +i0.5 e ¢ = 1.

\

\ Plano — z; y 5 To(Ty(2) 3 P y \\
y y Plano — z
// 1 X ',' 1 \‘
Ve “ y ‘\
/ 0 v 4 L
'/ 1 1 26 '
i -1 o 1 1 { ]
'\ ] \ -l 0 e
\ 1 k. ’
A\ -1 1 \ y
\ ’ \
\\ \\ Il
Fonte: O autor, 2019
A transformagao T1(z1) leva a circunferéncia em uma reta s porque z = —1 é um
polo, Teorema E.3. Observe que essa reta passa pela origem do plano-z;, pois z = 1 faz

com que 7T7(1) = 0. Seja 6 o dngulo formado pela reta tangente a C' em z = 1. Como 717 é

um transformagao conforme, exceto em z = —1, a reta s faz o mesmo angulo 6 com o eixo

do eixo real positivo.

real no plano-z;, Teorema (3.7); e o exterior da circunferéncia é levado para o semiplano-z;

A transformacao T5(71(2)) leva a reta s em uma semirreta ¢ que faz um angulo 26

com o eixo real, partindo da origem. Assim, como no caso acima, o semiplano-z; do eixo

real positivo é mapeado em todo o plano-z,. Observe que z? faz com que os pontos de s

que estao no "3° quadrante'sejam positivos. Consequentemente a reta s é levada em uma
semirreta; e quando z; é elevado ao quadrado o angulo # é dobrado.

Finalmente, a transformacao T (T5(71(2))) leva a semirreta ¢ em um arco de

extremos —2 e 2, no semiplano-w do eixo imaginario positivo, Figura 49f, e os demais
pontos sao mapeados por todo plano-w, (AVILA, 2013, p. 236).

Os procedimentos para a obtencao dos aerofélios de Joukowski simétrico e assimé-

mapeamentos possuem equacoes diferentes.

trico sdo os mesmos em ambos os casos, entretanto as figuras geométricas formada pelos

Considere as circunferéncias C) de equacio |z — (—0.209 +40.2737)| = (1.2398)?

143
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e Cy de equacdo |z — (—0.2)| = (1.2)%, ambas passando por z = 1. As imagens dessas
circunferéncias quando mapeadas pelas transformagoes (F.4), sao os aerofélios de Joukowski

assimétrico e simétrico, respectivamente. As Figuras 78 e 79 representam as construcoes

dos aerofdlios assimétrico e simétrico, respectivamente.

Figura 78 — Transformacao de Joukowski para R = 1.2398, zg = —0.209 + 10.2737 e ¢ = 1.
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Figura 79 — Transformacao de Joukowski para R =1.2, zp = —0.2 e c = 1.

Fonte: O autor, 2019

Com o uso do GeoGebra 5.0 os resultados obtidos foram:

I) Obtengao do Aerofdlio de Joukowski Assimétrico

a) A transformagao T(z;) mapeia a circunferéncia C) em uma circunferéncia
|z1 — (2.8911 — 40.6543)| = 8.7865, Teorema E.3, pois z = —1 nao estd em Cf,

ou seja, z = —1 nao ¢ um polo.
b) A transformacao T5(7}(z)) mapeia a circunferéncia |z; — (2.8911 — 0.6543)| =
8.7865 em uma cardioide, cuja equagao pode ser dada por

r = 17.5976 (1 + cos (0 — 5.8434)),

com 6 € [0, 27|, no plano-z,.
c¢) A transformaciao T~ (Ty(Ti(z))) mapeia a cardioide no aerofélio de Joukowski
assimétrico.

II) Obtengao do Aerofdlio de Joukowski Simétrico

a) A transformagao T)(z;) mapeia a circunferéncia Cy em uma circunferéncia
|21 — 3| = 3%, Teorema E.3, pois z = —1 ndo estd em Cy, ou seja, 2 = —1 ndo é

um polo.
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b) A transformacao Ty(7Ti(z)) mapeia a circunferéncia |2; — 3| = 3%, em uma

cardioide, cuja equacao pode ser dada por
r=18(1+cos(f)),

com 6 € [0,27], no plano-z,.

¢) A transformacido T (Ty(Ti(z))) mapeia a cardioide no aerofélio de Joukowski

simétrico.

Vale ressaltar que essas transformagoes estao sendo feitas apenas para uma linha
de corrente, que é a 1) = 0. As demais linhas de corrente, ) = constante, também serao
mapeadas pela Transformagao de Joukowski, (VALLENTINE, 1967, p. 177). Dessa forma,
podemos dizer que a transformagcao (F.1) leva o contorno e o exterior das circunferéncias
|z — (—0.209 +40.2737)| = (1.2398)% e |z — (—0.2)| = (1.2)* nos contornos e exteriores dos

aerofélio de Joukowski assimétrico e simétrico, respectivamente, (AVILA, 2013, p 238).
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APENDICE G - RECURSOS COMPUTACIONAIS UTILIZADOS NA
PRODUCAO DO TRABALHO

Os recursos computacionais utilizados neste trabalho foram o GeoGebra 6.0 e 5.0,
Ipe e o Mathematica 12.0.

O GeoGebra 6.0 foi utilizado para produzir a Figura 49 e o GeoGebra 5.0 para
obter os resultados do Apéndice F.

O Ipe é um software livre encontrado em hittp://ipe.otfried.org/. Ele é um editor de
desenhos que possui 6timos recursos, a maioria das figuras deste trabalho foram produzidas

nesse programa.

O Mathematica 12.0 ¢ um programa privado da empresa Wolfram. Ele foi utilizado
para produzir as simulagoes dos escoamentos em torno do cilindro circular, cilindro eliptico,
placa e aerofélio de Joukowski, entretanto ele apresentou algumas limitagdes principalmente
no bordo de fuga do aerofélio (ctspide). Segue abaixo o c6édigo utilizado para simular o
escoamento em torno do aerofdlio de Joukowski. Para as demais simulacoes devem ser
alterados apenas os parametros. Os simbolos « e I' devem ser substituidos no c6édigo por

\[Alpha| e \[CapitalGammal, respectivamente.
(R,U,a,c} = {1.2398, 1, Pi/18,1};
20 = —0.209 + I % 0.2737,
I'=4.Pi* R« U % Sin[a + ArcTan[0.2737/1.209]];

Funcaol = U x z * Exp[—1I * o] + (U x R2 « Exp[l * a])/z + (I = I'/(2Pi)) *

Log[(2)/R]/.z— > 1/2((2) + Sart[z* — 4 * ¢?]

(
)~
Funcao2 = U * z * Exp[—1 * o] + (U * R* * Exp[l * a])/z + (I = T'/(2Pi)) *
Log[(2)/R]/.z2— > 1/2((2) — Sart[z* — 4 x ¢?]) — 20;

Show|[ComplexPlot[Funcaol, {z, =5 — 5% 1,5+ 5% [ }, PlotPoints— > 75, Mesh— >
{Range[—8, 8, .5]}, MeshFunctions— > {Im[#2]&}, MeshStyle— > Directive|Thick, White],
Exclusions— > None, BoundaryStyle— > None, ColorFunction— > None],
ComplexPlot[Funcao2, {z, —5—5xI, 0+5%[ }, PlotPoints— > 75, Mesh— > {Range[—5, 8, .5]},
MeshFunctions— > {Im[#2|&}, MeshStyle— > Directive[Thick, White|, Exclusions— >
None, BoundaryStyle— > None, ColorFunction— > None|, PlotRange— > 5]
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