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“Para evoluir e somar conquistas € preciso

adicionar persisténcia em tudo’.

Nuno Cobra.



Resumo

O estudo central dessa dissertacao abordara os conceitos basicos sobre funcoes con-
vexas em uma variavel real. Usaremos os conceitos de funcoes convexas para mostrar
resultados importantes de desigualdades, médias e normas, como por exemplo: Desigual-
dade de Jensen, Generalizacao da Desigualdade das Médias, Desigualdade de Minkowski,
Desigualdade de Young e Desigualdade de Holder.

Esse tema é bastante apropriado, principalmente, a alunos que buscam ferramentas
para a resolucao de questoes de Olimpiadas de Matematica. Usaremos, pois, alguns re-
sultados abordados nesta dissertacao como ferramenta essencial a resolucao de problemas
olimpicos de varios niveis de diversas olimpfadas. Os resultados contidos neste trabalho
foram extraidos dos artigos [2], [, [§]. [9] ¢ [10].

Palavras chave: Desigualdades, Func¢oes Convexas, Médias, Normas, Olimpiadas de

Matemaética.
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Abstract

The core of this dissertation study will address the basics of convex functions in a
real variable. We will use the concepts of convex functions to show important results of
inequalities, averages and standards, such as: the inequalities of Jensen, the generalization
of the inequalities of averages, from Minkowski, Young’s inequality and Holder’s inequality.

That’s an interesting theme, particularly to students who are looking for tools to
resolve issues of Mathematics Olympics. We use therefore some results discussed in this
dissertation as an essential tool in troubleshooting Olympic various levels and various
Olympiads. The main results contained in this paper were extracted from the following

articles: [2].[7 [8], [O] and [10].

Keywords: Inequalities, Convex Functions, Means, Standards, Math Olympics.
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Introducao

A Olimpiada de Matemética é uma competicao inspirada nos jogos olimpicos, que por
sua vez sao inspirados nos festivais esportivos que os gregos realizavam na antiga Elida,
em honra ao deus Zeus e de outros deuses que habitavam o Olimpo. Ver [13], e [15).

Principais objetivos das olimpiadas:

e Induzir nos jovens o gosto e o prazer de estudar Matematica.

e Estimular o ensino e aprendizagem da Matematica no Ensino Fundamental e no

Ensino Médio.

e Disponibilizar aos estudantes e professores uma colecao de problemas estimulantes

e desafiadores.

A Olimpiada de Matematica é uma disputa entre os jovens, de carater intelectual, um
torneio onde as armas dos participantes sao: a inteligéncia, a criatividade, a imaginagao
e a disciplina mental.

Na Olimpiada de Matematica, os estudantes sao divididos, de acordo com o ano que
cursa na sua escola e concorrem experimentando o prazer de resolver problemas intri-
gantes. Este tipo de atividade intelectual, que valoriza a competéncia e o saber, é uma
demonstracao de civilidade e avanco cultural. A histéria da humanidade comprova que
as sociedades mais desenvolvidas tém cultivado esse sentimento de respeito pelas vitérias
do espirito.

A realizacao de Olimpiadas de Matematica no mundo é um acontecimento que data
do século dezenove, sendo que a primeira Olimpiada de Matematica ocorreu no Leste
Europeu, mais precisamente na Hungria, no ano de 1894, em homenagem ao Ministro da
Educacao da Hungria, Josef Kiirschak, Professor de Mateméatica, membro da Academia
de Ciéncias da Hungria e do Instituto Politécnico da Universidade de Budapeste. Essa

ideia salutar foi disseminada pelo resto da Europa e para todo o mundo.

1
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Desde 1959, acontece, anualmente, sempre em um pais diferente, a Olimpiada Inter-
nacional de Matematica (International Mathematical Olympiad - IMO). O Brasil tem
participado da IMO e obtido, através de seus jovens, diversas medalhas de ouro. Existe
também, desde 1985, patrocinada pela Organizagao dos Estados Ibero-Americanos para
a Educacao, Ciéncia e Cultura, a Olimpiada Ibero-Americana de Matematica. Nessa
Olimpiada, o Brasil ja conquistou, ao longo dos anos, medalhas de ouro, prata e bronze.
Acontece também, anualmente, sempre em um pafs diferente, a Olimpiada de Matematica
do Cone Sul, envolvendo estudantes do Brasil, Argentina, Bolivia, Chile, Equador, Para-
guai, Peru e Uruguai. No Brasil, a Sociedade Brasileira de Matematica — SBM - promove,
anualmente, desde 1979, a Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM) e, através da Co-
missao Brasileira de Olimpiadas de Matemética, coordena a participacao de estudantes
brasileiros em competicoes internacionais. Pensando na melhoria do ensino de matematica
nas escolas publicas de todo o Pais, o MEC (Ministério da Educagao), a SBM e o IMPA
(Instituto de Matematica Pura e Aplicada) estdo promovendo e organizando, desde 2005,
a OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas). A OBMEP vem
crescendo a cada ano, criando um ambiente estimulante para o estudo da Matemaética
entre alunos e professores de todo o pais. Em 2012, cerca de 19,1 milhdes de alunos se
inscreveram na competicao e 99,4% dos municipios brasileiros estiveram representados.

Os sucessivos recordes de participagao fazem da OBMEP a maior Olimpiada de Mate-
mética do mundo. Desde o inicio da OBMEP, duas escolas piauienses vém se destacando:
A Unidade Escolar Estadual Ensino Médio Augustinho Brandao e a Unidade Escolar
Municipal Teotonio, ambas localizadas em Cocal dos Alves. Em 2010, estudantes das
duas escolas conquistaram quatro medalhas de ouro, trés de prata, cinco de bronze e 12
mencoes honrosas. Em 2011, foram 24 premiagoes, sendo: 10 medalhas e 14 mencoes
honrosas.

Em entrevista ao Jornal Correio Braziliense, o professor de Matemética, Antonio Car-
doso do Amaral, que leciona nessas duas escolas, relatou que os resultados s6 foram
possiveis gracas a parceria entre docentes e estudantes. "Temos um grupo de meia duizia
de professores que se desempenham muito além da sua obrigacao. Sacrificamos nossos fins
de semana e feriados. Mas, se nossos alunos oferecessem resisténcia, nao conseguiriamos
fazer o que fazemos hoje. O que ajuda é que 14 ndao tem marginalidade, drogas nem muito

lazer, ou seja, coisas que os tiram da escola".
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Nas provas de Olimpiadas de Matematica, ha um grande ntiimero de problemas envol-
vendo desigualdades e, para facilitar a resolucao de questoes dessa natureza, apresentare-
mos a ferramenta Func¢oes Convexas de uma Variavel Real.

Func¢oes Convexas de uma Variavel Real forma uma importante classe de funcoes no
contexto de Anélise Real. Elas sao muito utilizadas em Otimizacao, bem como em outras
areas da Matemaética Aplicada. Uma das principais propriedades das funcoes convexas é
que o ponto de minimo local (quando existe) é global, pois uma fungao qualquer pode ter
varios pontos de minimos locais, sendo que eles nem sempre sao pontos de minimo globais.
A generalizacao da desigualdade que define uma funcao convexa para mais de dois pontos
¢ chamada de desigualdade de Jensen, gracas ao engenheiro dinamarqués Johan Ludwig
William Valdemar Jensen (1859-1925).

Essa dissertacao esta dividida da seguinte forma: No primeiro capitulo, abordaremos
Funcgoes Convexas em uma variavel real, mostrando suas principais defini¢oes e proposi-
¢oes. No segundo capitulo, apresentaremos as Médias, as desigualdades entre elas, dando
destaque para a demonstragao, usando funcao convexa da desigualdade entre Média Ge-
ométrica e Média Aritmética. Abordaremos também as p-Médias, a sua correspondente
ponderada e as principais proposicoes. No terceiro capitulo, definiremos Normas e usare-
mos as defini¢oes de fungoes convexas para demonstrar importantes desigualdades, como
por exemplo, a Desigualdade de Minkowski, de Young e Hoélder. Ao final do primeiro,
do segundo e do terceiro capitulos, faremos aplicacoes, reverenciando os contetidos abor-
dados, no quarto capitulo, resolveremos problemas de Olimpiadas, envolvendo Funcoes

Convexas, Médias e Normas e no quinto capitulo faremos as consideracoes finais.



Capitulo 1

Funcoes Convexas

Trabalharemos as funcoes convexas no contexto de funcoes reais de uma variavel real.
Neste capitulo, apresentaremos as principais defini¢oes, proposicoes e algumas aplica-
¢oes significativas.

O assunto aqui abordado pode ser encontrado em .

1.1 Funcoes Convexas

Definigcao 1. Sejam —oo < a < B < 00. Uma funcaio f: (x, ) C R — R € dita convexa
se tiwer a sequinte propriedade: Dados dois pontos A e B no grifico de f, a corda que une

estes dois pontos estd sempre acima do grifico de f.

Dados a < x < b em (&, 3), chamando A = E_—a, temos 0 <A< 1e:

x=a+(x—a)=a+A(b—a)=(1—A)a+Ab.

p 7B
y ;
™~ C
A
a T b
Figura 1.1:
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O segmento que passa por A e B tem a equagao da forma:
a (x —a) =f(a) + A(f(b) — f(a)) = (1 = A)f(a) + Af(b),0 < AL 1.
Ou seja, geometricamente, a funcgao:

A= ((1=A)a+Ab, (1 —A)f(a) + Af(b)),0 <AL,

¢ uma parametrizacdo de um segmento de reta em R

Assim, os pontos C e D da Figura tém coordenadas:
C=((1=ANa+Ab,f((I=A)a+Ab)) e D= ((1—A)a+Ab,(1—A)f(a)+ Af(b)).

A funcao f é convexa quando o ponto D esta sempre acima de C. Isto se expressa

como:
f((1=A)a+Ab) < (1 —A)f(a) + Af(b);Va,b e (x,B) e 0<ALL
Portanto, f é convexa se, e somente se:
f((1—=A)a+Ab) < (1 —A)f(a) + Af(b);Va,be («,B) e 0<K<ALL (1.1)

Definicdo 2. Sejam —oo < o < B < 00. Uma fungao f: (x, ) C R — R € dita concava
se tiwer a sequinte propriedade: Dados dois pontos A e B no grifico de f, a corda que une

estes dois pontos estd sempre abaixo do grdfico de f. Isto se expressa como:
f((1—=A)a+Ab) > (1 —A)f(a) + AMf(b);Va,b e (,f) e 0<<ALIL. (1.2)

Exemplo 1. A funcao modular f(x) = |x| € conveza.

Solucao: Sejam a,b € R. Entao, para todo A € [0, 1], vale:

f((1—=A)a+Ab) = [(1—A)a+Ab|
< (1 —A)af+[Ab|
= (1 =A)lal + Al
= (1—A)f(a) + Af(b).

Portanto, por concluimos que a func¢ao modular é conveza.

Observacao 1. Na resolugao, usamos a desigualdade triangular e o fato de que A € [0, 1].
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Exemplo 2. Uma funcio quadrdtica f(x) = ax®> +bx + ¢, com a > 0 é conveza.
Solugcdo: Sejam a’,b’ € R e suponhamos, sem perda de generalidade, que a’ < b’.

Entao, para todo A € 10,1], vale:

f((1—=A)a’"+Ab") =a((1 —=A)a’+Ab")2 +b((1 —A)a’ +Ab') +¢
=a[(1=A)?*a” 4271 =N a'd’ +A°b"?] + (1 —A)ba’ + Abb’ +¢
=al(l1—2A)*a”+A(1 —=A)2a’b’ + A’ + (1 —A)ba’ +Abb’ +¢
< (1 —=A)2aa”? +A(1 —Aa(a” +b”?) +A%ab”? + (1 —A)ba’ + Abb’
+ (1 —=A)c+Ac
=(1—=MNI[(1—=A)aa”+Aa(a”+b"?) +ba’ +c] +A%ab™ + Abb’ + Ac
=(1—=A)(aa”? +ba’+c)+ (1 —A)Aab”? +A%ab”? + Abb’ + Ac
= (1 —=A)(aa” +ba’ +c) +Aab”? +Abb’ + Ac
= (1—-A)(aa”? +ba’+c)+Alab” +bb’ +¢)
= (1 —=A)f(a’) + Af(b').

Observacao 2. Na desiqualdade que aparece na solugao, usamos o fato de a ser positivo

a/2 b/Q
e a desigualdade a’b’ < +
Uma das principais propriedades das funcoes convexas é que o ponto de minimo local
(quando existe) é global.

Resolveremos um problema de minimizagao convexa,para isto, formalizaremos a defi-

nicado de minimo de uma funcao de uma variével real.
Definicao 3. Seja f: 1 C R — R uma funcdao qualquer. Um ponto c € 1 é:

(i) wm minimo local de f se existe v > 0 tal que : |x — c| < r implica f(c) < f(x), para

todox € (c—71,c+71);
(i1) um minimo global de f se f(c) < f(x), para todo x € L.

Proposicao 1. Sejam f: 1 C R — R uma funcao convexa e ¢ um minimo local de f em

[. Entao c é minimo global de f em L.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f admita um minimo local ¢ que nao é minimo global.
Sendo ¢ um minimo local, existe r > 0 tal que f(c) < f(x), para todo x € (c —r,c+ 7).

Como ¢ nao é minimo global, existe z € I tal que f(z) < f(c).
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Escolha A suficientemente proximo da unidade tal que Ac+ (1 —A)z € (c—71,c+ 7). Pela

convexidade de f, temos:
fAc+ (1 —A)z) < Af(c) + (1 —A)f(z) < f(c).

Pois, f(z) < f(c). Mas, pela construcao, Ac+ (1—A)z € (c—7r,c+71). Como ¢ um minimo
local, f(c) < f(Ac+ (1 —A)z), uma contradicao. Portanto, ¢ é um minimo global de f em

L. [
O resultado abaixo ¢ uma generalizacao de (1.1)).

Proposicao 2 (Desigualdade de Jensen). Sejam —oo < o < f < oo. Uma fun-
c¢io f : (a,p) C R — R € convera se, e somente se, V n > 2,V Xi,X2,...,Xn €

(¢, B),Y A1, Agy ..., An €10,1], tais que, Ay + Ao+ ...+ An = 1, tem-se:

n

f() Aixi) < i)\if(xi). (1.3)
i=1

i=1

Demonstracao. (<) Supondo valida a condi¢ao (1.3 e tomando, em particular, n = 2,
conclui-se que f é convexa.

(=) Suponhamos que f é convexa. Vamos provar por inducdo sobre n, que vale a condicao

(1.3) para todo n > 2.

(i) Para n = 2 é valido por defini¢do de fungao convexa.
(ii) Hipotese de Indugao: Suponhamos que (|1.3)) vale para um certo n > 2.

(iii) Tese: Vamos mostrar que ([1.3]) vale também para n+ 1. Ou seja, devemos mostrar

que:

f(7\1x1 +}\2X2 —+. .. +)\an +}\n+lxn+1) < Alf(xl) +}\2f(X2) “+... +}\nf(Xn) +)\n+1f(Xn+1).

Sejam Xq,Xa, ..., X, Xnet1 € (0, B) € A Ao .. A, Aner =0, com A +Ao+. ..+ An +
Ani1 = 1.

1° caso: A1 = 1.

Entao, Ay = Ay = ... = A, = 0 e, neste caso, a condicao vale trivialmente, pois se
reduz a f(xni1) < f(xnet).

2° caso: Apy1 # 1.

Chamando
Axg + AoXxg A+ Anxn
B 1— }\n+1 ’
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e observando que Ay + Ay + ...+ A, =1 — A, temos que:

}\1 }\2 }\n
+ +...+—=1L
1 _)\n+1 1— }\n+1 11— }\n+1

Pela convexidade de f e pela Hipotese de Indugao, temos:

(A1) + Agxo + ..o 4+ AnXn + Anp1Xn1)
= (1 =At)y +Anp1Xni1)

< (1 - 7\n+1)f(9) + }\nJrlf(XnJrl)
A A e+ AnXn
_ (1 . 7\n+1)f 1X1 + AgXo + + X
1— ATI+1
A A An
< (T—=Anyd) (1_—};“16(7%) + 1_—7il+1f(xz) +...F 1——7\n+1f(xn)) + Ans1f(xni1)

= Mf(x1) +A2f(x2) + .. F Anf(xn) + An1F(Xnt1)-

) + A1 f(Xnt1)

1
Observacao 3. Quando Ay = Ay = ... = A, = - a desigqualdade de Jensen nos diz que:

; <x1 + X9+ ... +xn> o f(xy) + f(x2) + ... + f(xn)
n = n

1.2 Funcoes Convexas Derivaveis

Se nos restringirmos a classe das fungoes derivaveis, vamos obter um critério para
verificar se uma funcao é convexa. Uma funcao convexa nao é necessariamente derivavel.
Por exemplo, tendo como referéncia (6)), a fungao f(x) = [x| ndo é derivavel em x = 0 e

vimos no Exemplo [I] que ela é uma fun¢ao convexa.

Proposicao 3. Seja f: 1 — R uma funcao f continua definida em um intervalo aberto 1.

Se f tem minimo local em x =c,c € I e f € derivdvel em ¢ entdo f'(c) = 0.

Demonstracao. Suponha que f tenha um minimo local em x = c. Como f é derivivel em

c, entao

lim M — lim M — lim M = f'(c).

X—c~ X—C x—ct X—C X—c X—2C
Como ¢ é ponto de minimo local, existe v > 0 tal que f(c) < f(x), para todo x €

(c —r,c+ ). Portanto, f(x) — f(c) > 0, para todo x € (c —1,¢c+ 7).
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f(x)—f
Se x < ¢ entdao x — ¢ < 0, e, portanto, M < 0 parax € (c—7,¢c+71), logo:
f(x) —f
tim ()= (1.4)
X—c™ X—C
f(x) —f
Por outro lado, x > ¢ entao x —c > 0 e, portanto, LC(C) >0parax € (c—71,c+71):
X_
f(x)—f
lim (=) (1.5)
x—ct X—C

Comparando as desigualdades (1.4)) e (L.5) e levando em conta que sdo o mesmo valor,
resulta:
f(x) —f
T e G 708 Y

x—C X —C

Exemplo 3. Determine o valor minimo global da funcio f dada por f(x) = 2x* + 1.
Solucao: Vimos no Exemplo @ que [ € convexa e como f'(x) = 4x, pela Proposicao |1| se
f admite um minimo local, esse minimo € global. Portanto, como f é derivdvel em x =0

e f/(0) = 0, pela Proposicao @ esse minimo ocorre em x = 0. Assim, o valor minimo

global de f € £(0) = 1.

Proposigao 4. Sejam A = (x1,y1), B = (w,v) e C = (x3,y3) trés pontos distintos sobre
o grdfico de f: R — R, onde f € convexa, com x; < w < x3. Entao as trés propriedades

sequintes sao equivalentes:
(a) O ponto B estd abaizo da corda AC;
(b) A inclinagao de AB € menor ou igual & inclina¢ao de AC;

(¢) A inclinagao de AC é menor ou igual & inclinagao de BC.

v

X1 u X3

Figura 1.2:
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Demonstragao. (a)= (b): A propriedade (a) que dizer que a imagem de u por f esta
abaixo da reta que passa por A e C (e passa por D). De acordo com a Figura a
equacao dessa reta é dada por:

BT Uiy, (1.6)

—z
Y X3 — X1

Como qualquer ponto da reta que passa por A e C (e passa por D) satisfaz a equagao

(1.6), em particular o ponto A = (x1,Yy1), ou seja:

(X1 — 1) = z =y, + 22 IL(

u—xq).
X3 — X1 X3 — X1

Com isso a imagem de u por f é menor que a imagem de u pela reta dada por (1.6).
Assim,

vgz:vgyﬁru(u—xl).
X3 — X1
Como u —x; > 0, temos:
‘v_ J—
Y1 < Ys yl_
u—X X3 — X1

(b)= (c):
V—Yi < Ys — Y1
U—X;  X3—X;

Como u—xq; >0 e x3 —x; > 0, podemos entao reescrever a tltima desigualdade assim:

(v—y1)(xs —x1) < (Yys —y1)(u—x;)
= VX3 —VX; —Yi1X3 +Y1X; < YsU—YsX; —Yuw+Yixg

= VX3 —VX] —YiX3 < YsU —YsX; — Y.
Somando agora x3ys em ambos os membros da ultima desigualdade, obtemos:

X3Ys — Y1X3 + UY; — UY3 < X3Ys — YsX; — VX3 + VX
= X3(ys —y1) —uw(ys —vy1) <yslxs —x1) —vi(xs —x1)

= (Ys —yu)lxs —u) = (xs —x1)(ysz —v).

Como (x3 —u) >0e (x3—x;) > 0, entdo:

Ys— Y1 _Ys—Vv
< :
X3 — X1 X3 —Uu

Ys— Y1 _Ys—Vv
< :
X3 — X1 X3 —Uu
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Como x3 —u > 0 e x3 —x; > 0, podemos entao reescrever a tltima desigualdade assim:

(ys —y1)(xs —u) < (ys —v)(xs —x1)
= YszX3 —UYs — Y1X3 +y1u<y3x3—y3x1—vxg + vxq
= —UyYs —YiX3 +Yiu < —Ys3X; — VX3 + VX1

= VX3 —VX; —YiX3 < uys —YszX; —uyj.
Somando agora x1Yy; em ambos os membros da tltima desigualdade, obtemos:

X1Y1 + VX3 — VX1 —Yi1X3 < XYy + Uyz — Ysx; — uy;
= VX3 —VX; —Y1X3 +Yi1X; < UYs — Uy — X1Ys + X1y
= V(xz—x1) —yilxs —x1) <ulys —yi) —x1(ys —y1)

= (X3 —x1)(v—y1) < (ys —y1)(u—xy).

Como (x3 —x1) > 0, entao:

+y3—y1
X3 — X1

(uw—x1).

Nas proposicoes [5] e [6] usaremos o resultado da Proposi¢ao

Proposicao 5. Seja f : (a,) € R — R wma func¢ao convera. Dados quatro pontos

f —f f —f
X1 < Xg < X3 <xq em (&), vale (x2) — (1) < (x4) (Xs)'
X2 — X1 X4 — X3

Figura 1.3:
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Demonstracao. De acordo com a Figura temos que o ponto B estd abaixo da corda
AC. Pela Proposicao 4] a inclinacao de AB é menor ou igual a inclinacao de AC e esta é

menor ou igual a inclinacao de BC. Ou seja:

f(x2) — fx1) < f(x3) — f(x1) < f(x3) — fx2)
X2 — X1 = X3 — X1 = X3 — X9

. (1.7)

Logo, a inclinagao de AB é menor ou igual & inclinacao de BC.
O ponto C esta abaixo da corda BD. Logo, a inclinagao de BC é menor ou igual a

inclinagao de BD e esta é menor ou igual a inclinacao de CD. Ou seja:

fx3) — f(x2) < f(x4) — f(x2) < f(x4) — f(xs)

< < . (1.8)
X3 — Xo X4 — X2 X4 — X3
Portanto de (1.7) e (1.8)) concluimos que:
f(x2) — f(x41) < fx4) — flx3)
X2 — X1 Soxa—x3
|

Proposicao 6. Seja f: (o, ) € R — R uma funcdao convera. Entao f é continua em

(e, B).

Demonstra¢ao. Dado x € («, ), escolha & > 0 tal que [x — 6,x + 8] C (&, ). Agora,
considere um ponto z; € (x — 8, x). Aplicando a Proposicao 4| para os pontos x — 9, z1, X,

temos:

flz) = f(x—8) _ flx)—f(x—8) _ f(x) —f(z/)

< < . 1.9
z1 — (x —0) S X —2z (1.9)
Agora, aplicando a Proposicao [4 para os pontos z;, x,x + 8, temos:
f(x) —f(z1) < f(x +06) —f(z1) < f(x+6)—f(x). (1.10)
X —2z; (x +08) —z )
Logo, de (1.9) e (1.10]), obtemos:
f(x) —f(x —98) o f(x) —f(z1) o f(x+6)—f(x). (1.11)

) S ox—z = )

Seja agora um ponto z; € (x,x+0). Aplicando a Proposi¢ao 4| para os pontos x — 9, X, z,

temos:
flx) = f(x =8) _ flza) ~ flx—=8) _ (z2) — ) L12)
) zo — (x — ) Zy — X
Agora, aplicando a Proposi¢ao [4 para os pontos x, zo, X + 8, temos:
f(zg) — f(x) o f(x +08) — f(x) o f(x+6)—f(z2). (1.13)

Zn—x 5 T (x40 -2,
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Logo, de (L.12)e (1.13), obtemos:
f(x) — f(x —9) o f(zq) — f(x) o f(x +06)— f(x).

< < 1.14
1) Zo — X ) ( )
Entao, podemos concluir de ((1.11)) e (1.14)), que se, z € [x — &, x + 3],
f(x) — f(x — 9) < ’f(x)—f(z) < f(x+6)—f(x)' (1.15)
d X—z d
Seja:
f(x +8) — f(x)
L= .
d
Portanto, temos que:
f(x) — f(z)] < Lix —zl,

para qualquer z € [x — 0,x + 0]. Passando o limite quando z — x, obtemos:

lim |f(x) — f(z)| = 0,

z—X
o que prova que f é continua. [ |

Observagao 4. Ver definicao de fungao continua na Referéncia |6

Mostraremos na proxima proposicao um critério para determinar quando uma fungao

derivavel é convexa.

Proposicao 7. Seja f: (x, ) C R — R wma funcao derivdvel. Entao f é conveza se, e

somente se, T € crescente (isto é: x1 < xo = f'(x1) < '(x2)).

Demonstracao. (=) Suponhamos que f convexa e derivavel. Vamos mostrar que f’ é
crescente. Sejam x; < Xp < X3 < X4 pontos de (o, 3).
Pela Proposicao 5, tem-se:

f(x2) — f(x1) < f(x4) — f(x3)
Xo —X1 . X4—X3

Fazendo xo — x4 e x4 — X3, obtemos f’(x;) < f'(x3). Portanto, f’ é crescente.
(<) Suponhamos que f’ seja crescente. Vamos provar que f é convexa. Sejam X; < X

em (x,3) e 0 <A< 1. Queremos mostrar que:
(1T —=A)xy + Axz) < (1 —A)f(x1) + Af(x2).
Fazendo p =1 — A, queremos mostrar que:

fluxs +Axg) < puf(xi) +Af(x2); 0<Apu<l e A+p=1
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Temos:

uf(x) + Af(xa) — flpxg +Af(x2) = pf(xq) + Af(xe) — (A + ) f(pxg + Axs)

= plf(x1) = fluxs + Ax2)] + Alf(x2) — f(pxi + Axa)].

Sendo f uma fungao derivavel em («, 3) , entao f é continua em («, 3), portanto, continua
nos intervalos (x;, ux;+Axs) e (ux;+Axs, X2). Por conseguinte, podemos aplicar o Teorema
do Valor Médio nesses intervalos. Ou seja, existe ¢ € (xq, ux; +Ax2) e d € (ux; +Axa, X2),

tal que:

fluxy + Axa) — f(x1) = f'(c)(ux) + Axo —x1) = Alxe — x1)f'(c). (1.16)

f(x2) — F(xy 4+ Axg) = £/(d) (x2 — (Hx1 + Ax2)) = ulxe — x1)f'(d). (1.17)

Observe que ¢ < d e como f’ é crescente, temos que f'(c) < f/(d).

De (1.16]) e (1.17) concluimos que:
s + M%) — ) _ Flixe) — Flwxn + Axo)
A = 18
= uf(pxs +Axz) — f(x1)] < AF(x2) — flpxy + Axz)]

= pf(xq) + Af(xz) — (A + ) f(uxs +Axz) > 0.
Como A + p =1, temos:
uf(x1) + Af(x2) — flpxy + Axz) > 0.

Ou seja:

fluxg + Axg) < pf(xq) + Af(xa).
n
Se f & continua em um intervalo I e f’(x) > 0 para todo x interior a I, entdo f é

crescente em I (ver referéncia @ Portanto, o Corolario |1| abaixo, é uma consequéncia do

Proposigao [7}

WV

Corolario 1. Se f: (x,B) — R € duas vezes derivdvel, entao f é convexa se f”(x)

0,vx € («, B).
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Proposicao 8. Seja f uma funcao derivdvel em um intervalo aberto («, ) . Se f é uma

funcdo conveza, dado x1 € («, B), entdo:
f(x) = f(xi) + (%) (x —x1), (1.18)
para todo x € (o, B).

Demonstracao. Se x = x; em ([1.18)) vale a igualdade: f(x;) = f(x1).

Portanto, podemos supor x # x;. Como f é convexa, por (1.1)), temos:

(1 —=A)xg +Ax) < (1 —A)f(xq) + Af(x)
= flxi +Ax—x1)) < f(x1) +A(f(x) —f(x1))

= flxi + A(x —x1)) — flx1) < A(f(x) —f(x1))

f(xg + Alx — %)) — f(x1)
Alx —x1)

flxi +Alx —x1)) — f(x1)
Alx — %) '

= (x—x) < f(x) —f(x1)

= f(x) = f(x1) + (x —x4)

Fazendo h = A(x — x1), e aplicando limite quando h — 0 obtemos:
f(x) = fx1) + f'(x1) (x — x1).
[ |

Observagao 5. Na demonstrag¢ao da Proposi¢ao[8, supomos N # 0 pois, caso contrdrio,

vale a 1qualdade em .

Na proxima proposicao, mostraremos que a volta do Corolario 1 também ¢é valida.

Proposicao 9. Seja f: (x, ) — R duas vezes derivdvel. Se f"(x) > 0,vVx € («, ),

entao f € conveza.

y=f(x)

.

f(x1)
flx) + () (x —xp)

Figura 1.4:
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Demonstragao. Pela Proposigao [8] basta provar que f(x) > f(xq) + f'(x1)(x — x1), para
todo x € (o, B).
1° caso: x > x;.
Aplicando o Teorema do Valor Médio no intervalo [x;, x] temos que existe um ¢ € (xq,x)

tal que:
f(x) —f(x1) =f'(c)(x —x1). (1.19)

Como ¢ € («, B), entdo f"”(c) > 0, logo f'(x) é uma fungao crescente e, portanto f'(x;) <

f’(c). Multiplicando essa inequacao pelo fator positivo (x — x;), resulta:
fle)(x —x1) = f'(x1) (x —x1) = f(x1) + () (x —x1) = flxp) + F/(x1) (x —x1).
Mas, por (1.19), f(x) = f(x1) 4+ f'(c)(x — x1), logo:
f(x) = f(x1) +f'(x1) (x —x1).

2° caso: x < X1.
Aplicando o Teorema do Valor Médio no intervalo [x, x{], temos que existe um ¢ € (x, x{)

tal que:
f(x1) —f(x) =f'(c)(x1 — x). (1.20)

Como ¢ € («, ), entao f’(c) > 0, logo f’(x) é uma funcdo crescente e portanto f'(c) <

f’(x1). Multiplicando essa inequacao pelo fator positivo (x; — x), resulta:
f'(c)(x1 —x) < /(%) (x —x1)
= —f(c)x—x1) = f'(x1)(x —x1)
= fx1) —f(c)x1 —x) = flx1) + f'(x1) (x —x1).
Mas, por (1.20), f(x) = f(x1) — f'(c)(x — x1), logo:
f(x) = f(xa) + ' (x1) (x —x1).
[

Definicao 4. Uma funcao f: (x,p) C R — R é dita estritamente convexa quando, dados
dots pontos A e B em seu grdfico, além da corda AB estar acima do grifico de f, ela toca

o grdfico apenas nos pontos A e B. Ou seja, T € estritamente convera quando:

f((1 —=A)a+Ab) < (1 —A)f(a) + AMf(b);Va,b e [x,B] com a#b e 0<A<I.
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Exemplo 4. Uma func¢ao constante € convexra, mas nao € estritamente convexa.

Observagao 6. Olhando as Proposi¢oes[] e[9, temos que:
i. A igualdade ocorre se, e somente se, a = b;

ii. Se f é derivavel, entao f é estritamente convexa se, e somente se, f’ é estritamente

crescente (x; < xo = /(x1) < f'(x2));

iii. Se f & duas vezes derivavel e f”(x) > 0,Vx € I, entao f é estritamente convexa.
A reciproca ¢ falsa, pois a funcdo f(x) = x* é estritamente convexa e f”/(0) = 0.
Exemplo 5 (Exemplos de fung¢oes estritamente convexas).

(i) f(x) =x*",x € R en ¢ um inteiro positivo;

(i) f(x)=xP, x>0 e p>1;

(iii) f(x) =

—_— > — > 0;
xtap  ~ ¢ ¢ P7Y

(iv) f(x) =e*,x € R;
(v) f(x) =xIlnx,x > 0;
(vi) f(x) =In(1+e*),x € R;

(vii) f(x) =tgx,0 < x < g;
1

i) f(x) = > 0.
(viii) f(x) 1+ex,x

Resolveremos os itens (v), (vi) e (viii), pois iremos utilizar essas fun¢oes na proxima

Secao.

(v) f(x) =xlnx,x > 0.

Solucao: Sendo f(x) =xInx com x >0, temos que f'(x) =Inx+1e f"(x) = ~
Como f”(x) > 0,Vx € Dy, temos que f é estritamente convexa.

(vi) f(x) =In(1+e¥),x € R.
Solucao: Sendo f(x) =In(1 4+ e*),x € R. Temos:

ex B €X(1 + ex) _ e?x ex

p— f// p— p—
1+ ex (x)

Fe) (xe)? (ter

Como f”(x) > 0,Vx € R, temos que f é estritamente convexa.
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(viti) F(x) = ——.x > 0.

1+ex’ .
Solucao: Sendo f(x) = 1o Temos:
—e* e*(e*—1)
X)) = ——— e f'(x)=-———r >0
() (1+ex)? () (ex+1)3

Como f”(x) > 0,Vx > 0, temos que funcao f é estritamente convexa.

Observacao 7.

1. A funcao linear f(x) = ax+b com x € R € convera e também concava.

2. A soma de duas fungdes convezas (concavas) € uma fun¢io convexa (concava).

1.3 Aplicacoes

Exemplo 6. Prove que para quaisquer a,b,x ey reais positivos:

Xx+y X y
1 <xln— In =,
(X+y)na+b xna—i—ynb
com igualdade se, e somente se, z = %

Solugao: Vimos no item (v) do Exemplo E’i] que f(x) = xInx,x > 0 € estritamente con-

w= L, temosA+nu =1 com Au>

vexa. Dados a,b > 0, tomando A = €
a+b a+b

0. Portanto,

X+y a x by a (x> b (y)
f =f - =) < f(= f(2).
(a+b) (a+ba+a+bb> atrv (o) Tao \b

Assim,

X+y, xX+y a Xl x+ b
n < —In —
at+b a+b a+ba a a+b

= (x+y)ln (%) gxlnz—kyln%.

Como f € estritamente convezxa, pelo item (i) da Observagao @ a igualdade ocorre se, e

x_ ¥y
somente se, — = —.
a b
Exemplo 7. Dados numeros reais &, Xo, ..., &%y > 0 tais que 0 + o+ ...+ ot =1,
entao para todos reais ai, Qs,..., 0y, by, bo, ..., by positivos, tem-se:
art..... ayr + bt bo™ < (ap +by)*.. ... (an + by)om. (1.21)
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. b, b,
com igualdade se, e somente se, — = ... = —.
a; an

Solugd@o: Vimos no item (vi) do Ezemplo[5] que f(x) = In(14e*) € estritamente conveza.

Portanto:

f(oclln—l—l—...—l—ocnln—)<ocf<ln—1)+...+ocnf(ln—>

a; (0% a; an

bl bn

b1 X1 bn Xn In — In —

= f(ln(a—> +...+1n(a—) )goqln(l—ke al)—l—...+ocnln(1—|—e an)
1 n

N f[m«E) (b_) ]<a11n(1+ﬁ)+...+an1n(1+b_n)

(&) (&))
In — o — o on
N m[He a an }gm{(“l*bl) (ﬂ) }

ap an
b"cl ..... bon by)*. ... b, )%
1 ..... an" a; ... an"
Dai seque a desigualdade .
b b
Como f é estritamente convexa, ocorre igualdade se, e somente se, In e L
ap an
b
isto 6, se, e somente se, — = ... = —(ver item (i) da Observacdo H)
a; an
b c a+b+c
Exemplo 8. Se a,b,c > 0, entdo a®.b®.c¢ > (%) .
Solucao: Devemos mostrar que:
b a+b-+c
In(a®b®.c¢) > In (%)
b+c
= aMa+be+chc>(a+b+cﬂn(gi§i—). (1.22)

Considerando a fun¢ao f(x) = xIlnx,x € (0,00) estritamente conveza (item (v) do
Ezxemplo Ea'l), temos:
f(a+b+c) < fla )+f(b)+f( )

3
(a+b+c> (a+b+c> alna+blnb+clnc

3 3
a+b+c

= (a+b—|—c)ln( 3

) <alna+blnb+clnc.
Que estd de acordo com a desigualdade que queriamos demonstrar.

Exemplo 9. Se a;,a,,...,a, > 1, entao

n
1 n

> > e

k:11+ak 1+ Vaias...a,
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Solucao: Seja f(x) = 1T o

Exemplo @ Assim, por , temos:

N

f(x1+x2+...+xn> f(x1) + flxg) + ...+ f(xn)

n
n 1
1 kg11+exk
= <x1+x2—|—...+xn> S n
1+e n
n e 1
= <X1+X2+...+Xn><§1+exk'
l1+e n

Tomando x = In ay, obtemos:

n

L |
S s .
k:11+ak 1+ Yajas...an

x =2 0. A funcao f € estritamente convera (item (viii) do



Capitulo 2
Meédias

Neste capitulo, abordaremos as definicoes das principais médias e as desigualdades
existentes entre elas. Definiremos a média das poténcias de ordem p (p-médias), versoes
ponderadas para p-médias e ao final, apresentaremos alguns exemplos de aplicacgoes.

O assunto abordado nesse capitulo pode ser encontrado em [, [7] ¢ [9].

2.1 Meédia Harmoénica (MH)

Definicao 5. Sejam ai, as, ..., a, reais positivos, a média harmonica de ai, s, ..., dn
¢ dada por:
n
MH = .
1 1 1
— =+ +—
a; as an

A meédia harmonica é utilizada, por exemplo, para calcular a resisténcia média de

resistores em paralelo.

2.2 Meédia Geométrica (MG)

Definicao 6. Sejam ai,as, ..., an reais positivos, a média geométrica de ai, s, ..., An
¢ dada por:

MG = Yaias...a,.

A média geométrica é utilizada, por exemplo, para encontrar a taxa média de retorno.

21
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2.3 Meédia Aritmética (MA)

P

Definicao 7. Sejam ai, as, ..., a, reais positivos, a média aritmética de a,,da, ..., 0y €

dada por:
al—l—ag—l—...—l—an
m .

MA =

Além da Matematica e Estatistica, a média aritmética é usada com freqiiéncia em areas
como Economia, Sociologia e Historia. Pode-se ter como exemplo a renda per capita, que

é a renda média aritmética da populacao de um pais.

2.4 Meédia Quadratica (MQ)

~

Definicao 8. Sejam ai, ao, ..., a, reais positivos, a média quadrdtica de a;, da, ..., 0y €

dada por:

a?+a...+a?
MQ:\/I Qn Tl.'

Esta média é usada para medicoes médias, tomadas para o desvio padrao de uma

varidvel aleatoria.

2.5 Desigualdade das Médias

Sejam ay, as, ..., a, numeros reais positivos, valem as desigualdades:
n . a;+ay+...+a, a?+a3...+d
I I I < Yaqias...a, < o < o .
— =t —
a; Qo an
Ou seja,

MH < MG < MA < MQ.

Mostraremos na Proposi¢ao 10, a Desigualdade entre a médias Geométrica e Aritmética

e ao final da sec¢ao, as outras Desigualdades entre as Médias.

Proposigao 10 (Desigualdade entre a médias Geométrica e Aritmética (MG-MA)). Se-

jam ai, s, ..., Ay Teais positivos, tem-se:

“alag...an<a1+a21“'+an (2.1)

valendo a igualdade se, e somente se, A = ay = ... = An.
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Demonstracao. Consideremos a funcao exponencial f : R — R, definida por f(x) = e*.
Como f”’(x) = e* > 0, concluimos que f é convexa. Temos, entao, que V by, by, ..., b, €

R e V ApAg,...;Ar >0,com A+ A+ ...+ Ay =1 vale:

e7\1b1+?\2b2+...+)\nbn < )\1€b1 + A2€b2 o+ }\nebn. (22)
. 1
Tomando b;y = Inai,i = 1,2,...,.ncomcada a; >0 e A =A = ... = A, = —,
n
temos que a igualdade ocorre se, e somente se, by = by = ... = b,,. Portanto, fazendo a

substitui¢ao by = In a; em (2.2)), temos:

1 1 1
—Inag+—lnas+...+ —Ilna,
n n n

1 1
e g elnal_’__elnag_’_.“_’__elnan
n n

(lna; +Inay+...+Inay,)

1

n
1

= en 1

n

(Cl1+CL2+...+(ln)

—In(ayaz...an) a;+as+...+a,

= en <
n
1
= eln(alag...an)n < a,+Qas+...+an
n
a+a+...+a
= ¥Yqids...qn < L 2 n7
n
com igualdade se, e somente se, a; = ay = ... = an. [ |
2.6 p-Médias
Definicdo 9. Sejam ai, qs,...,an, reais positivos. Se p € R — {0}, a p- média de
ai, as,..., 0, € dada por:
1
af +al +...+al\p
m X
i) Se p = —1, temos a média harménica,;

ii) Se p =1, temos a média aritmética;
ili) Se p = 2, temos a média quadréatica;

iv) Se p — 0, temos a média geométrica.
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Vamos demonstrar, usando a Regra de L’ Hospital, que para todo a; > 0,1

1,2,....,n, tem-se:
1
aP+...+ak\p
lim (%)p _ Jaa— o
Demonstracao.
. 1 1 al +...+af
P -In——"—"
lim (M)P — lim eP n ' 2.3)
p—0 n p—0
1, al +...+a? In(a? +...+a?) -1
Vamos calcular lim = In LSRR — lim n(ay +...+af) nn.
p—=0p n p—0 P

Aplicando a Regra de L’ Hospital, temos:

In(a? +...+a?)—Inn 1

lim = lim——— (& ha+...+a’ Inay,)

p—0 P p—>0a]19+...+aﬂ

Ina; +...+lna,
n

1
= In(a;...ay)n

= In ¥Ya;...a,.

Portanto, por (2.3)), temos que:

p+ + a? l limpeo(lln—a})%—'”_{—aﬂ)

al +...+a "

lim (—1 “)P:e n =" VIt = va .

p—0 n

Assim, podemos pensar na média geométrica como sendo a p-média para p = 0.

v) Se p — oo, temos o max {a;},i=1,2,...,n.
1

a}’+a§+...+aﬁ)g = max{a;}
— O

n

Vamos demonstrar que lim,_, (
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Demonstra¢ao. Suponhamos que a, = max{a;},i =1,2,...,n. Assim,
P P P
ap <aj +...+ab <nay
P P
a aj +...+akb
= K<L h g
n n
1
P P\ L
Ay ai +...+a
= 1< ( ! “)p < ay.
n
nP
Aplicando o limite quando p — oo, temos:
1
P P\ -
) a } a +...+a )
lim — < lim (;)P < lim ay.
p—00 1 p—00 n p—0
nP
1
Como lim,_,o ax = ax e limp_,onP =1, entdo:
1
. -
X ai +...+ab
ax < lim (—>P < a
p—o0 n
Portanto, pelo teorema do confronto:
1
. -
i aj +...+ab )
lim (;)P =ar= max {q}i=1,2,...,n
p—oo n
[ |
Assim a oo-média de ay,...,a, ¢ simplesmente max {aj,...,an}.
De modo analogo, mostra-se que a —oo-média de ai,...,a, é o min {as,...,ay}.

Assim como acontece com as médias aritméticas e geométricas, também podemos

definir versoes ponderadas para p-médias.

Dados A1, Ag, ..., An € [0,1], com A; + Ay + ...+ A, = 1, a correspondente ponderada

da p-média é dada por:

1
(}\1C1]13 —|-}\2C1]23 + ... +Ana:ﬂ)p
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Proposigao 11 (Generalizagdo da desigualdade das médias). Sejam ai, as, ..., a, reais
positivos, A, A, ..., An € [0,1], com Ay + A2+ ...+ Ay = 1. Para todo p,q € R —{0},

tem-se:

1
P < q= (Alaf —|—7\2a§ + ... +7\nafl)p < (Ala? +7\2(1§ +... —|—7\naﬂ)q (24)

Demonstracao. 1° caso: Se 0 <p < qoup<0<q.

9
Considerando a funcao f(x) = xP, com x > 0, temos que:
q q q
1 Ly 2—2 ) 22
f'(x) = qxp e f'(x) = 997P ,p = q(q—Qp).xp > 0.
p [ Y p

Portanto, f é convexa, ou seja:

9 q

= Aal +2a) +.. AP <A (al)P + A0 (al)P + .+ A (al
q

= (Alafﬁ—?\gag—l-—i-?\naﬂ)p

1
Elevando ambos os membros a — > 0, temos:

1
(Aral +A0al + ...+ Aal)P < (Aal + Aad + ...+ Aqad) 4.

2° caso: Sep < q<0.
Temos 0 < —q < —p Assim, pelo caso anterior, temos:
1 €
Arxy T+ Aoxy T+ ALY T < (A P+ Aox, P+ A P) TP

L.
Fazendo x; = —,i1=1,2,...,n, temos:

1

@) @) e @ T
B @) T

1 1

= (Maf + 20y +.. +Awal) 79 < (Maf +Aeaf + ...+ Anaf) TP
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Elevando ambos os membros a —1 < 0, temos:
1

1
(Aral +A0ad + ...+ Aal)P < (Aral + Aad +...+Aqad) 4.

Portanto, como —1 < 0 < 1 < 2, segue que:

MH < MG < MA < MQ.

2.7 Aplicacoes

Exemplo 10. Entre todos os paralelepipedos com drea lateral fizada A o de maior volume
é o cubo.

Solucao: A drea lateral de um paralelepipedo de lados a,b e ¢ é dada por Ay = 2(ab +
ac + be). Sendo V o volume do paralelepipedo e usando a desigualdade entre as médias

geométrica e aritmética, temos:

3 3
V2 — ab.ac.be < [M] (AL),

A ab + ac + bc
Assim, o maior volume possivel é V = U —t \/ + + } , obtido
=c.

quando ab = ac = bc, consequentemente a =b =

Exemplo 11. Num tridngulo retingulo a altura relativa a hipolenusa é sempre menor
ou igual a metade da hipotenusa. Além disso, a igualdade so ocorre quando o tridngulo

retangulo € isdsceles, ou seja, seus catetos sao 1guais.

Figura 2.1:

Solucao: Usando a Figura temos que a hipotenusa ¢ é dada por ¢ = x + Y e,
usando o teorema das alturas para um tridngulo retdngulo, temos que h? = x.y, logo:

x+y c
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Além disso, a igualdade ocorre quando x =y, ou seja, quando 0s catetos a e b sao

1GUaLS.
Exemplo 12. Sejam aq, s, ..., an reais positivos, A, Ag, ..., Aq € [0,1], com Ay + Ay +
A A=1. Sea)... .. al =1, entdo :
1
a1+ag+...+an>?\{\1 ..... 7\1}“
Solucao:
aq Qo an
atat+...+an = A—+ A —+ .. FAL—
1ta+...+an 17\1‘1‘27\2‘1‘ +n)\n
a 1 a A2 a An
1 2 n
) +G) e ()
B 1
AN AN

Observagao 8. Na solucao usamos a desigualdade da MG-MA ponderada.

Exemplo 13. Se aj,as,...,a, >0 ek >p >0, entao:

ak+...+ak a+ag+...+a,\"
P p = :
a; +...+an

1
a‘f+...+aﬁ)i

Solugcao: Sendo My = ( o

Kook K K K—
af +as +...+a; =nM{=nM{.M: P

a;+ay+...+an b
n .

> nME.M]f_p =(al +...+ab). (

Portanto,

ak+...+ak S a+ag+...+a,\"
a? +...+adh 7 n '

Observacao 9. Na solucao, aplicamos a Generalizagcao da desigualdade das médias .



Capitulo 3

Normas

Um espaco vetorial real ¢ um conjunto cujos elementos sao chamados de vetores, no
qual estao definidas duas operagoes: a adigdo e a multiplicagdo por um nimero real (es-
calar). Estas operagoes devem satisfazer certos requisitos, chamados de axiomas. Uma
norma consiste em uma funcao que associa a cada vetor de um espacgo vetorial um ni-
mero real nao-negativo. O conceito de norma esta intuitivamente relacionado a nocao
geométrica de comprimento (generaliza¢ao de modulo).

Abordaremos neste capitulo a definicdo de p-norma em R™ | as principais desigualda-
des: desigualdade de Minkowski, de Young, de Holder e algumas aplicacoes.

O assunto abordado nesse capitulo pode ser visto em , e ﬂg]l

Definicao 10. Seja p > 1 um nimero real. A p-norma em R™ ¢é definida por:
1

[(ai, az,..., an)llp = (P +laoP + ...+ lanP)P.
Proposigao 12. Sejam u = (a;, as,...,an) € R™ e p > 1, entao:

(a) [ully =0 ¢ fufy =0 u=(0,0,...,0).

Demonstracao. Como |a;| > 0,1 €{1,2,...,n}, entdo |a;|? > 0, e portanto:
1
lullp = (la1l? +lazlP + ... +lan/P)P > 0.
E como |a;| =0< a; =0,1€{1,2,...,n}, entao:
1

lully = (lail? +lazlP +... +lanlP)P =0 < |ai] =0,1 €{1,2,...,n}.
Ou seja, se, e somente se, uw = (0,0,...,0). [ |

29
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(0) [Aullp = IAI[[ullp-

Demonstracao.
||}\u'||P = ||}\(CL17 ag, ..., an)”p = ||(}\(11, }\(12, v 7}\(1‘&)”13
1 1
= (Aail’ + Aazl’ + ... +AanP)P = (APlai [P + APazl? + ... + APlan[P)P

1

1 1
= (AP(ailP +lazP + ... +lanP))P = (AP)P (lai? +[azP + ... +[an[P)P

= [All[ullp.

3.1 Desigualdade de Minkowski

A Desigualdade de Minkowski estabelece a desigualdade triangular em um espaco

vetorial normado. Ela pode ser estabelecida para vetores usando a p-Norma.

Proposicao 13 (Desigualdade de Minkowski). Sejam u,v € R™ e p > 1, entdo:
[w+vllp < [[uflp + Vi (3.1)

Demonstracao. Sejamuw = (a;,as,...,an),v=(by,bs,...,by) € R™ Sep > 1, a funcao
dada por f(x) = |x|P é convexa. Portanto:

n

I =Au+A[E = Y (1 —A)ag + AbgP
1

< ) (1=Nlail? +AlbyfP
=1

= (I=Aullp +Avlp, ¥V wv e Aecl0,1l

Em particular,
11— AYu+Av[Z < 1oquando  [fully = vl = 1. (3.2

. u
Supondo u, v vetores nao nulos, temos que —— e
ully (vl

sao vetores unitarios. Assim,

u—+v

H [ull, — w VIl v
[ully + Vil

- H [ellp +[vllp lwlle [l + VI Vil

P
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v u
Fazendo A = ﬁ, temos que 1 — A = ﬁ. Portanto, por 1) temos:
ullp + [vllp [ullp + [vilp
[l u I v
< 1
[ullp + [Vl luwlle  Tudlp + 1Vl IvIs 1T,
Ou seja,
” u+v w4+,
lully + Vil Il [ully + [Vl
Logo,
vl < flullp + vl
Que ¢ a desigualdade (3.1)) que queriamos demonstrar. [
Definicao 11. Se u = (aj,qa9,...,a,),v = (by,bg,...,by) € R™, 0 produto interno
usual de w e v € o numero real W.v dado por:
uny = CL1b1 + a2b2 + ...+ anbn.
Onde ay, s, ..., ay sa0 as coordenadas de w e by, by, ..., by sao as coordenadas dev com

respeito a um sistema de coordenadas ortonormal.

Quando p =2 em (3.1)), temos a norma Euclidiana usual em R™, definida por:

lu|| = vVuu.

3.2 Desigualdade de Young

Em matematica, a Desigualdade de Young, devida ao matemaéatico Willian Henry

Young, é usada para provar a Desigualdade de Holder (3.4)).

1 1
Lema 1 (Desigualdade de Young). Sejam a,b >0 e p,q € (1,00) tal que — + a =1,
P
entao:
P bA
ab < — + — Ya,b > 0.
p q
1 1
—InaP + —Inbd
Demonstracgo. Como ab = e!mab = elnatinb — ¢p q , devemos mostrar
que:

1 1
—Ina? + —Inb9  »p  pa
eP < — 4+ —.

p q
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1 1
Como 1—) + a =1, usando o fato que a fun¢do exponencial é convexa, por 1) temos:

1 1
—InaP + —InbA

ab = eP q < In b

1
P
e 4+ Ze

q

= |~

1 1
= ab < —af + -bi.

Essa desigualdade é importante, pois dela segue, que dados p,q > 1 ntimeros reais
1 1
satisfazendo 1_3 +—=1,(aj,as,...,a,) € R" e (by,by,...,by) € R™ com 0s a; e b; ndo

nulos, com i =1,2,...,n, tem-se:

Z’aibi’ < lZ’ai’p—FlZﬂ?i’q- (3.3)
i=1 p i=1 9 i=1

3.3 Desigualdade de Holder

A Desigualdade de Hélder foi descoberta por Otto Holder em 1889. E uma desi-
gualdade fundamental em um espaco vetorial normado. Aplicaremos a Desigualdade de
Hélder para vetores usando a p-Norma. Quando p = q = 2 temos a Desigualdade de

Cauchy-Schwarz.

Proposicao 14 (Desigualdade de Holder). Sejamuw = (a;, ag,...,an),v = (b, by, ..., by) €
1 1
R™ ep,q € (1,00) tal que 5 + a = 1. Entao:

] < ]l (3.4
Ou seja,
1
Zaibi < Z|Cli|]D Z|bi|q : (3.5)
i=1 i=1 i=1
1 1
Demonstracao. Sejam A = (Z IaiIP) PeB= (Z Ibin) 9 Se A= 0, entao a; =0, Vi
i=1 i=1
e (3.5) vale trivialmente. Da mesma forma, se B = 0, entdo (3.5) também vale. Podemos
i by .
entao supor que A > 0 e B > 0. Sejam x; = % ey = E,Vl. Temos:

= =y

n
> Jayl?
~

E ’Xi\pzz - :

T n
i=1 i=1 Z la;[P Z la;|P
i=1 i=1

=1.
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Da mesma forma Y_|y;|9 = 1. Logo, pela desigualdade 1} 2 Ixiyil < > + q =1.
i=1 i=1

Assim, de ) [xyyi] < 1, segue que )_ d < 1, isto é:
iz iz1| AB
> laibi| < AB. (3.6)
i=1

Z aib;

Pela Desigualdade de Minkowski 1) temos que < Y |aiby]. Substituindo
i=1

i=1
essa desigualdade em (3.6)), obtemos:
Z aibi| < Z laibi| < AB
i=1 i=1
1 1
= Z aib;| < Z |ai : Z b :
i=1 i=1 i=1
[ |
Outra demonstracao da Desigualdade de Holder:
Demonstracao. Aplicando a Desigualdade Triangular, temos que:
[uv| < laiby| + [agba| + ... +anbn| = [ai|[bi] + |asl[ba| + ... + [an||bnl. (3.7)
Aplicando a Desigualdade de Young em ({3.7)), obtemos:
P AP b9 4.+ |byd ul? v||d
|_|<|a1!+ +|a|+|1|+ + bl <|| ||p+||!|q_ (3.8)
P q P q
Em particular, se ||u]l, = ||v|]lq =1 entdo, em (3.8)), obtemos:
1 1
uv| < —+ —=1. (3.9)
P q

o que prova a Desigualdade de Holder para este caso.
v

——— ¢ —— 8340 vetores unitarios.
ully — [vllq

Para o caso geral, podemos supor u,v = 0. Assim,

Portanto, por (3.9)), temos:

~

' u v
flp Vllq

Assim,

uvl < Jluflplvile:
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Quando p = q =2 em (3.4]), temos a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
vl < [[ufl2 vl (3.10)

Ou seja, se w = (ay, ag,...,an),v = (by, by, ..., by) € R™, a desigualdade (3.10) se

expressa Comao:

|a1b1+a2b2+...+anbn|<\/a%—|—a%—i—...—i—a%.\/bf—l—bg—k...—kb%.

Além disso, a igualdade sé ocorrera se existir um nimero real A, tal que a; = Aby,

comie{l,2,...,n}

3.4 Aplicacoes

Exemplo 14. Entre todos os tridngulos retdngulos de catetos a e b e hipotenusa ¢ fizada,

0 que tem maior soma dos catetos s = a+b € o tridngulo isosceles.

Solugcao: Usando a desigualdade de Cauchy - Schwarz temos que:

a+b=al+bl<Va2+b2VI2+12 =cV2.
E este € mazrimo quando a =A.1 e b =A.1, ou seja a =Db.

Exemplo 15. Se a,b,c,x,y,z,n >0 e (a™ +b™ 4 c™)™ =x™ 4 y™ + z™. Entdo:

an+1 bn+1 Cn+1

+ + > 1.
X y z
Solucgao:
n n n n
n+1\ T - 1\ T 7 —
at+bv 4+ = (l_ TL‘|—1 Xn+1+ b n+1yn+1
X Y
n n
n+1\ T 1 -
+ (—C )n—i—1' zn+1,
z
n+1
Usando a Desigualdade de Hélder na equacao acima comp = i eq=mn+1l,
obtemos:
n 1

an+1 bn+1 Cn+1
a“+b“+c“<( " + ” + " >“+1. (X" +yr+zn+1,
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Como (a™ +b™ + c™)"H = x™ +y™ + 2", temos:

n 1
n+1 bn+1 Cn+1 [
a“+b“+c“<(aX + . +— >“+1. ((a™+b™ M) )n+1
n
an+1 bn+1 Cn—!—l 1
- a”+b“+c“<( + )“+1. (@™ +b™ + ™).
X y z
Ou seja,
an+1 bn+1 Cn+1
( + + )21.
X Y z
Exemplo 16. Se a;,as,...,a,,b1,bg,..., by >0, entao:
(a +as+...+a, )" a{‘+1+a;‘+1+ +a2+1
(by+by+...+by )™ — b} bl bn
Solucao:
1 n 1 n
an+1 —1 S aﬂJrl 1 D
G4t dan= ()T ol (S ntl ol
bj by
. n+1
sando a Desigualdade de Holder (3.5) comp =n eq= obtemos:
Usando a Desigualdade de Holder (3 P +1leq , obt
1 n
ant! a™ '\ 1 -
a1+a2++an<<}1)n + ...+ {;n )n+1 (b1+b2++bn)n+1
1 n

Assim, elevando ambos os membros da desigualdade acima a n+ 1, obtemos:

(a,+ag+...+a )™t att! a§“+ +a?1“
(by +by+...+b )™ — bP br 7 bn

n




Capitulo 4

Problemas de Olimpiadas

A Olimpiada de Matemaética é uma disputa entre os jovens de carater intelectual, é um
torneio em que as armas dos participantes sao a inteligéncia, a criatividade, a imaginagao
e a disciplina mental.

Como nas provas de Olimpiadas de Mateméticas surgem muitos problemas de desigual-
dades, apresentaremos neste capitulo dez problemas de Olimpiadas envolvendo Funcoes
Convexas, Médias e Normas, com o objetivo de estimular cada vez mais o estudante pelo
gosto & Matemaética, a curiosidade e a novos desafios.

As resolucbes dos problemas resolvidos neste capitulo podem ser encontradas em ,

B, [19) e [12).

(1) (Olimpiada Balcanica) Sejam n > 1 e aj,...,a, reais positivos com soma 1.
n
Para cada i, sejaby = ) aqj.
j=Lj#i
Prove que
a; Ao an n

e = .
170, 1+ T T7bn 7 2n1
Solucao: Observe que b; =1 — a;. Entao devemos provar que:
aq (5} an n

2—a1+2—a2+”'+2—an “oam—1"

Vamos analisar a convexidade da funcao f(x) = QL Temos:

’ . 2 " _ 4
1’(7()——(2_)()2 e f (x)——(Q_X)g.

Portanto, f”(x) >0 em (—o0,2), sendo convexa nesse intervalo.

36
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Como a; + ...+ a, =1, f satisfaz a Desigualdade de Jensen ([1.3)), logo:

f<a1+a2+...+an) o flay) +flas) + ...+ f(an)
n = n

a+as+...+an aq A an

- Tai S SRR
= <
2_a1+a2+...+an\ n
n
aq as an
et
1 <2—a1+2—a2+ 2 —an
2n—1 n
N ap as an S n

2—a1+2—a2+"'+2—an “oan—1’

(2) (Selegao para IMO 99- Brasil) Para a, b, ¢ reais positivos satisfazendo a+b-+c =

+ ! + ! < §, e determine quando a igualdade
Vita? V14+b2 Vi+c? 2

abc, mostre que

ocorre.

- . s
Solugao: Sendo a um real positivo, podemos fazer a = tgo, o € (O, 5) Sabemos

1 T
ue 1+ tg%2ax = sec?a, portanto ————— = cosx,Va € R e & # — + k7.
q g p T o 75
T
Fagamos a =tgx,b =tgp3 e c=tgy, onde &, 3,y € <0, 5) Como a+b+c =
abc, temos:
tga+ tgP + tgy = tga.tgp.tgy. (4.1)
C ! cosa, Voo € R oc;éﬂJrka ta d t
omo ———— = : e — , entao o que devemos mostrar
VIttgla 2 a
agora € que:
3 s
cosx + cosfy + cosy < 2% B,y € (0, 5) . (4.2)

Mas de (4.1) vem que tg(x + B +v) = 0 (use a formula da tangente da soma de

trés termos).
T
Logo, como «, 3,y € (O, 5), temos que x+ P +v ="

~ ) . . . s
Como a funcao cosseno é estritamente concava no intervalo <O, 5), temos por (|1.2])

que:
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1
5

3 3 3

cosx + cosf + cosy (oc+ B +Y> T
Lcos| —— ) =cos (3)

Portanto, temos a desigualdade (4.2]) desejada. Ocorrendo a igualdade se, e somente
se,

x=p=y=

col 3

s
Ou seja, se, e somente se, a =b =c = tgg = /3.

(3) (IMO 95/2) Para reais positivos satisfazendo abc = 1, mostre que:

1 1 1 3
+ + Z .
ad(b+c) bic+a) c3a+b) 2
~ 1 1 1 .
Solucgao: Facamos x = —,y = 5 ez = o Daigualdade abc = 1, obtemos xyz = 1.
a

Fazendo as devidas substituicoes devemos mostrar que:

X2 y 2 ZQ

+ + >
y+z x+z x+y

DO W

(4.3)

1
Consideremos a funcao convexa f(x) = —(x > 0), por Jensen 1) temos:
X

P X y+z+ y x+z+ z X+Yy
x+y+z = x x+y+z =y x+y+z z

< X f(y+2)+ y f<x+z)+ z f(x+y)'
X+y+z X X+y+z Yy X+y+z z

Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por x+y-+z > 0, obtemos:

+z4+x+z+x+ x? 2 z2
m+y+z)f(y y)< +-2 4
X+y+z y+z x+z x+y
xtytz _ x? y? z?

S + + .
2 y+z x+z x4y
Como pela desigualdade MG-MA (2.1)), x +y +z > 3¥/xyz = 3, obtemos a desi-
gualdade desejada (4.3).

(4) (IMO 2008) Sejam a, b, c, d reais positivos tais que abcd =1ea+b+c+d >

L
—+ -4+ =4+ —. Pr :
s Tctaty ove que

b ¢ d a
a+b+c+d<—+-+—+=
a b ¢ d
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Solucao:

_</ a' _</9292<1 a, a b, oa)
~ Vabed Vbbed 4\b b ¢ d)’
_</ b’ _</EE£E<1 b, b c D).
“Vabed Vceda 4\c ¢ d a/’
—\4/ c! _</££§£<1 c e, d ¢\
~ Vabed Vddab 4\d d a b))’
_</ d! _</§§E§<l d d a d
~Vabed Vaabcec 4\a a b ¢/

Somando as quatro inequacoes acima, obtemos:

a+b+c+d< -

1 3_a+3b+3_c+3d+b c+d+a
b C d a a b ¢ d

4
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Portanto,
b ¢ d a
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(OBM-PRIMEIRA FASE-NIVEL UNIVERSITARIO-2010) H4 muito tempo
em uma galaxia muito distante, utilizavam-se como referéncia para viagens espaci-
ais os pontos A, B, C,D,E, F, G, H, vértices de um cubo de ares igual a um ano-luz
tendo os quadrados ABCD e EFGH como faces e tendo os segmentos AE, BF, CG e
DH como arestas. Uma nave espacial viaja com velocidade constante em trajetoria
retilinea de B para C. Outra nave viaja com velocidade constante igual ao triplo d