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Resumo

O estudo central dessa dissertação abordará os conceitos básicos sobre funções con-

vexas em uma variável real. Usaremos os conceitos de funções convexas para mostrar

resultados importantes de desigualdades, médias e normas, como por exemplo: Desigual-

dade de Jensen, Generalização da Desigualdade das Médias, Desigualdade de Minkowski,

Desigualdade de Young e Desigualdade de Hölder.

Esse tema é bastante apropriado, principalmente, a alunos que buscam ferramentas

para a resolução de questões de Olimpíadas de Matemática. Usaremos, pois, alguns re-

sultados abordados nesta dissertação como ferramenta essencial à resolução de problemas

olímpicos de vários níveis de diversas olimpíadas. Os resultados contidos neste trabalho

foram extraídos dos artigos [2], [7], [8], [9] e [10].

Palavras chave: Desigualdades, Funções Convexas, Médias, Normas, Olimpíadas de

Matemática.
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Abstract

The core of this dissertation study will address the basics of convex functions in a

real variable. We will use the concepts of convex functions to show important results of

inequalities, averages and standards, such as: the inequalities of Jensen, the generalization

of the inequalities of averages, fromMinkowski, Young's inequality and Hölder's inequality.

That's an interesting theme, particularly to students who are looking for tools to

resolve issues of Mathematics Olympics. We use therefore some results discussed in this

dissertation as an essential tool in troubleshooting Olympic various levels and various

Olympiads. The main results contained in this paper were extracted from the following

articles: [2],[7] [8], [9] and [10].

Keywords: Inequalities, Convex Functions, Means, Standards, Math Olympics.
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Introdução

A Olimpíada de Matemática é uma competição inspirada nos jogos olímpicos, que por

sua vez são inspirados nos festivais esportivos que os gregos realizavam na antiga Élida,

em honra ao deus Zeus e de outros deuses que habitavam o Olimpo. Ver [13], [14] e [15].

Principais objetivos das olimpíadas:

• Induzir nos jovens o gosto e o prazer de estudar Matemática.

• Estimular o ensino e aprendizagem da Matemática no Ensino Fundamental e no

Ensino Médio.

• Disponibilizar aos estudantes e professores uma coleção de problemas estimulantes

e desa�adores.

A Olimpíada de Matemática é uma disputa entre os jovens, de caráter intelectual, um

torneio onde as armas dos participantes são: a inteligência, a criatividade, a imaginação

e a disciplina mental.

Na Olimpíada de Matemática, os estudantes são divididos, de acordo com o ano que

cursa na sua escola e concorrem experimentando o prazer de resolver problemas intri-

gantes. Este tipo de atividade intelectual, que valoriza a competência e o saber, é uma

demonstração de civilidade e avanço cultural. A história da humanidade comprova que

as sociedades mais desenvolvidas têm cultivado esse sentimento de respeito pelas vitórias

do espírito.

A realização de Olimpíadas de Matemática no mundo é um acontecimento que data

do século dezenove, sendo que a primeira Olimpíada de Matemática ocorreu no Leste

Europeu, mais precisamente na Hungria, no ano de 1894, em homenagem ao Ministro da

Educação da Hungria, Jósef Kürschák, Professor de Matemática, membro da Academia

de Ciências da Hungria e do Instituto Politécnico da Universidade de Budapeste. Essa

ideia salutar foi disseminada pelo resto da Europa e para todo o mundo.
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Desde 1959, acontece, anualmente, sempre em um país diferente, a Olimpíada Inter-

nacional de Matemática (International Mathematical Olympiad - IMO). O Brasil tem

participado da IMO e obtido, através de seus jovens, diversas medalhas de ouro. Existe

também, desde 1985, patrocinada pela Organização dos Estados Ibero-Americanos para

a Educação, Ciência e Cultura, a Olimpíada Ibero-Americana de Matemática. Nessa

Olimpíada, o Brasil já conquistou, ao longo dos anos, medalhas de ouro, prata e bronze.

Acontece também, anualmente, sempre em um país diferente, a Olimpíada de Matemática

do Cone Sul, envolvendo estudantes do Brasil, Argentina, Bolívia, Chile, Equador, Para-

guai, Peru e Uruguai. No Brasil, a Sociedade Brasileira de Matemática � SBM - promove,

anualmente, desde 1979, a Olimpíada Brasileira de Matemática (OBM) e, através da Co-

missão Brasileira de Olimpíadas de Matemática, coordena a participação de estudantes

brasileiros em competições internacionais. Pensando na melhoria do ensino de matemática

nas escolas públicas de todo o País, o MEC (Ministério da Educação), a SBM e o IMPA

(Instituto de Matemática Pura e Aplicada) estão promovendo e organizando, desde 2005,

a OBMEP (Olimpíada Brasileira de Matemática das Escolas Públicas). A OBMEP vem

crescendo a cada ano, criando um ambiente estimulante para o estudo da Matemática

entre alunos e professores de todo o país. Em 2012, cerca de 19,1 milhões de alunos se

inscreveram na competição e 99,4% dos municípios brasileiros estiveram representados.

Os sucessivos recordes de participação fazem da OBMEP a maior Olimpíada de Mate-

mática do mundo. Desde o início da OBMEP, duas escolas piauienses vêm se destacando:

A Unidade Escolar Estadual Ensino Médio Augustinho Brandão e a Unidade Escolar

Municipal Teotônio, ambas localizadas em Cocal dos Alves. Em 2010, estudantes das

duas escolas conquistaram quatro medalhas de ouro, três de prata, cinco de bronze e 12

menções honrosas. Em 2011, foram 24 premiações, sendo: 10 medalhas e 14 menções

honrosas.

Em entrevista ao Jornal Correio Braziliense, o professor de Matemática, Antônio Car-

doso do Amaral, que leciona nessas duas escolas, relatou que os resultados só foram

possíveis graças à parceria entre docentes e estudantes. "Temos um grupo de meia dúzia

de professores que se desempenham muito além da sua obrigação. Sacri�camos nossos �ns

de semana e feriados. Mas, se nossos alunos oferecessem resistência, não conseguiríamos

fazer o que fazemos hoje. O que ajuda é que lá não tem marginalidade, drogas nem muito

lazer, ou seja, coisas que os tiram da escola".
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Nas provas de Olimpíadas de Matemática, há um grande número de problemas envol-

vendo desigualdades e, para facilitar a resolução de questões dessa natureza, apresentare-

mos a ferramenta Funções Convexas de uma Variável Real.

Funções Convexas de uma Variável Real forma uma importante classe de funções no

contexto de Análise Real. Elas são muito utilizadas em Otimização, bem como em outras

áreas da Matemática Aplicada. Uma das principais propriedades das funções convexas é

que o ponto de mínimo local (quando existe) é global, pois uma função qualquer pode ter

vários pontos de mínimos locais, sendo que eles nem sempre são pontos de mínimo globais.

A generalização da desigualdade que de�ne uma função convexa para mais de dois pontos

é chamada de desigualdade de Jensen, graças ao engenheiro dinamarquês Johan Ludwig

William Valdemar Jensen (1859-1925).

Essa dissertação está dividida da seguinte forma: No primeiro capítulo, abordaremos

Funções Convexas em uma variável real, mostrando suas principais de�nições e proposi-

ções. No segundo capítulo, apresentaremos as Médias, as desigualdades entre elas, dando

destaque para a demonstração, usando função convexa da desigualdade entre Média Ge-

ométrica e Média Aritmética. Abordaremos também as p-Médias, a sua correspondente

ponderada e as principais proposições. No terceiro capítulo, de�niremos Normas e usare-

mos as de�nições de funções convexas para demonstrar importantes desigualdades, como

por exemplo, a Desigualdade de Minkowski, de Young e Hölder. Ao �nal do primeiro,

do segundo e do terceiro capítulos, faremos aplicações, reverenciando os conteúdos abor-

dados, no quarto capítulo, resolveremos problemas de Olimpíadas, envolvendo Funções

Convexas, Médias e Normas e no quinto capítulo faremos as considerações �nais.



Capítulo 1

Funções Convexas

Trabalharemos as funções convexas no contexto de funções reais de uma variável real.

Neste capítulo, apresentaremos as principais de�nições, proposições e algumas aplica-

ções signi�cativas.

O assunto aqui abordado pode ser encontrado em [8].

1.1 Funções Convexas

De�nição 1. Sejam −∞ 6 α < β 6∞. Uma função f : (α,β) ⊂ R→ R é dita convexa

se tiver a seguinte propriedade: Dados dois pontos A e B no grá�co de f, a corda que une

estes dois pontos está sempre acima do grá�co de f.

Dados a 6 x 6 b em (α,β), chamando λ =
x− a

b− a
, temos 0 6 λ 6 1 e:

x = a+ (x− a) = a+ λ(b− a) = (1− λ)a+ λb.

Figura 1.1:

4



Capítulo 1. Funções Convexas 5

O segmento que passa por A e B tem a equação da forma:

y = f(a) +
f(b) − f(a)

b− a
(x− a) = f(a) + λ(f(b) − f(a)) = (1− λ)f(a) + λf(b), 0 6 λ 6 1.

Ou seja, geometricamente, a função:

λ 7→ ((1− λ)a+ λb, (1− λ)f(a) + λf(b)), 0 6 λ 6 1,

é uma parametrização de um segmento de reta em R2.

Assim, os pontos C e D da Figura 1.1 têm coordenadas:

C = ((1− λ)a+ λb, f((1− λ)a+ λb)) e D = ((1− λ)a+ λb, (1− λ)f(a) + λf(b)).

A função f é convexa quando o ponto D está sempre acima de C. Isto se expressa

como:

f((1− λ)a+ λb) 6 (1− λ)f(a) + λf(b);∀a,b ∈ (α,β) e 0 6 λ 6 1.

Portanto, f é convexa se, e somente se:

f((1− λ)a+ λb) 6 (1− λ)f(a) + λf(b); ∀a,b ∈ (α,β) e 0 6 λ 6 1. (1.1)

De�nição 2. Sejam −∞ 6 α < β 6∞. Uma função f : (α,β) ⊂ R→ R é dita côncava

se tiver a seguinte propriedade: Dados dois pontos A e B no grá�co de f, a corda que une

estes dois pontos está sempre abaixo do grá�co de f. Isto se expressa como:

f((1− λ)a+ λb) > (1− λ)f(a) + λf(b);∀a,b ∈ (α,β) e 0 6 λ 6 1. (1.2)

Exemplo 1. A função modular f(x) = |x| é convexa.

Solução: Sejam a,b ∈ R. Então, para todo λ ∈ [0, 1], vale:

f((1− λ)a+ λb) = |(1− λ)a+ λb|

6 |(1− λ)a|+ |λb|

= (1− λ)|a|+ λ|b|

= (1− λ)f(a) + λf(b).

Portanto, por (1.1) concluímos que a função modular é convexa.

Observação 1. Na resolução, usamos a desigualdade triangular e o fato de que λ ∈ [0, 1].
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Exemplo 2. Uma função quadrática f(x) = ax2 + bx+ c, com a > 0 é convexa.

Solução: Sejam a ′,b ′ ∈ R e suponhamos, sem perda de generalidade, que a ′ < b ′.

Então, para todo λ ∈ [0, 1], vale:

f((1− λ)a ′ + λb ′) = a((1− λ)a ′ + λb ′)2 + b((1− λ)a ′ + λb ′) + c

= a[(1− λ)2a ′2 + 2λ(1− λ)a ′b ′ + λ2b ′2] + (1− λ)ba ′ + λbb ′ + c

= a[(1− λ)2a ′2 + λ(1− λ)2a ′b ′ + λ2b ′2] + (1− λ)ba ′ + λbb ′ + c

6 (1− λ)2aa ′2 + λ(1− λ)a(a ′2 + b ′2) + λ2ab ′2 + (1− λ)ba ′ + λbb ′

+ (1− λ)c+ λc

= (1− λ)[(1− λ)aa ′2 + λa(a ′2 + b ′2) + ba ′ + c] + λ2ab ′2 + λbb ′ + λc

= (1− λ)(aa ′2 + ba ′ + c) + (1− λ)λab ′2 + λ2ab ′2 + λbb ′ + λc

= (1− λ)(aa ′2 + ba ′ + c) + λab ′2 + λbb ′ + λc

= (1− λ)(aa ′2 + ba ′ + c) + λ(ab ′2 + bb ′ + c)

= (1− λ)f(a ′) + λf(b ′).

Observação 2. Na desigualdade que aparece na solução, usamos o fato de a ser positivo

e a desigualdade a ′b ′ 6
a ′2 + b ′2

2
.

Uma das principais propriedades das funções convexas é que o ponto de mínimo local

(quando existe) é global.

Resolveremos um problema de minimização convexa,para isto, formalizaremos a de�-

nição de mínimo de uma função de uma variável real.

De�nição 3. Seja f : I ⊂ R→ R uma função qualquer. Um ponto c ∈ I é:

(i) um mínimo local de f se existe r > 0 tal que : |x− c| < r implica f(c) 6 f(x), para

todo x ∈ (c− r, c+ r);

(ii) um mínimo global de f se f(c) 6 f(x), para todo x ∈ I.

Proposição 1. Sejam f : I ⊂ R→ R uma função convexa e c um mínimo local de f em

I. Então c é mínimo global de f em I.

Demonstração. Suponhamos que f admita um mínimo local c que não é mínimo global.

Sendo c um mínimo local, existe r > 0 tal que f(c) 6 f(x), para todo x ∈ (c − r, c + r).

Como c não é mínimo global, existe z ∈ I tal que f(z) < f(c).
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Escolha λ su�cientemente próximo da unidade tal que λc+ (1− λ)z ∈ (c− r, c+ r). Pela

convexidade de f, temos:

f(λc+ (1− λ)z) 6 λf(c) + (1− λ)f(z) < f(c).

Pois, f(z) < f(c). Mas, pela construção, λc+(1−λ)z ∈ (c−r, c+r). Como c um mínimo

local, f(c) 6 f(λc+ (1− λ)z), uma contradição. Portanto, c é um mínimo global de f em

I. �

O resultado abaixo é uma generalização de (1.1).

Proposição 2 (Desigualdade de Jensen). Sejam −∞ 6 α < β 6 ∞. Uma fun-

ção f : (α,β) ⊂ R → R é convexa se, e somente se, ∀ n > 2, ∀ x1, x2, . . . , xn ∈

(α,β),∀ λ1, λ2, . . . , λn ∈ [0, 1], tais que, λ1 + λ2 + . . .+ λn = 1, tem-se:

f(

n∑
i=1

λixi) 6
n∑
i=1

λif(xi). (1.3)

Demonstração. (⇐) Supondo válida a condição (1.3) e tomando, em particular, n = 2,

conclui-se que f é convexa.

(⇒) Suponhamos que f é convexa. Vamos provar por indução sobre n, que vale a condição

(1.3) para todo n > 2.

(i) Para n = 2 é válido por de�nição de função convexa.

(ii) Hipótese de Indução: Suponhamos que (1.3) vale para um certo n > 2.

(iii) Tese: Vamos mostrar que (1.3) vale também para n+ 1. Ou seja, devemos mostrar

que:

f(λ1x1+λ2x2+ . . .+λnxn+λn+1xn+1) 6 λ1f(x1)+λ2f(x2)+ . . .+λnf(xn)+λn+1f(xn+1).

Sejam x1, x2, . . . , xn, xn+1 ∈ (α,β) e λ1, λ2, . . . , λn, λn+1 > 0, com λ1+λ2+ . . .+λn+

λn+1 = 1.

1o caso: λn+1 = 1.

Então, λ1 = λ2 = . . . = λn = 0 e, neste caso, a condição (1.3) vale trivialmente, pois se

reduz a f(xn+1) 6 f(xn+1).

2o caso: λn+1 6= 1.

Chamando

y =
λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn

1− λn+1

,
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e observando que λ1 + λ2 + . . .+ λn = 1− λn+1, temos que:

λ1

1− λn+1

+
λ2

1− λn+1

+ . . .+
λn

1− λn+1

= 1.

Pela convexidade de f e pela Hipótese de Indução, temos:

f(λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λnxn + λn+1xn+1)

= f((1− λn+1)y+ λn+1xn+1)

6 (1− λn+1)f(y) + λn+1f(xn+1)

= (1− λn+1)f

(
λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λnxn

1− λn+1

)
+ λn+1f(xn+1)

6 (1− λn+1)

(
λ1

1− λn+1

f(x1) +
λ2

1− λn+1

f(x2) + . . .+
λn

1− λn+1

f(xn)

)
+ λn+1f(xn+1)

= λ1f(x1) + λ2f(x2) + . . .+ λnf(xn) + λn+1f(xn+1).

�

Observação 3. Quando λ1 = λ2 = . . . = λn =
1
n
, a desigualdade de Jensen nos diz que:

f

(
x1 + x2 + ...+ xn

n

)
6
f(x1) + f(x2) + ...+ f(xn)

n
.

1.2 Funções Convexas Deriváveis

Se nos restringirmos à classe das funções deriváveis, vamos obter um critério para

veri�car se uma função é convexa. Uma função convexa não é necessariamente derivável.

Por exemplo, tendo como referência (6), a função f(x) = |x| não é derivável em x = 0 e

vimos no Exemplo 1 que ela é uma função convexa.

Proposição 3. Seja f : I→ R uma função f contínua de�nida em um intervalo aberto I.

Se f tem mínimo local em x = c, c ∈ I e f é derivável em c então f ′(c) = 0.

Demonstração. Suponha que f tenha um mínimo local em x = c. Como f é derivável em

c, então

lim
x→c−

f(x) − f(c)

x− c
= lim
x→c+

f(x) − f(c)

x− c
= lim
x→c

f(x) − f(c)

x− c
= f ′(c).

Como c é ponto de mínimo local, existe r > 0 tal que f(c) 6 f(x), para todo x ∈

(c− r, c+ r). Portanto, f(x) − f(c) > 0, para todo x ∈ (c− r, c+ r).
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Se x < c então x− c < 0, e, portanto,
f(x) − f(c)

x− c
6 0 para x ∈ (c− r, c+ r), logo:

lim
x→c−

f(x) − f(c)

x− c
6 0. (1.4)

Por outro lado, x > c então x− c > 0 e, portanto,
f(x) − f(c)

x− c
> 0 para x ∈ (c− r, c+ r):

lim
x→c+

f(x) − f(c)

x− c
> 0. (1.5)

Comparando as desigualdades (1.4) e (1.5) e levando em conta que são o mesmo valor,

resulta:

lim
x→c

f(x) − f(c)

x− c
= f ′(c) = 0.

�

Exemplo 3. Determine o valor mínimo global da função f dada por f(x) = 2x2 + 1.

Solução: Vimos no Exemplo 2 que f é convexa e como f ′(x) = 4x, pela Proposição 1 se

f admite um mínimo local, esse mínimo é global. Portanto, como f é derivável em x = 0

e f ′(0) = 0, pela Proposição 3, esse mínimo ocorre em x = 0. Assim, o valor mínimo

global de f é f(0) = 1.

Proposição 4. Sejam A = (x1,y1), B = (u, v) e C = (x3,y3) três pontos distintos sobre

o grá�co de f : R → R, onde f é convexa, com x1 < u < x3. Então as três propriedades

seguintes são equivalentes:

(a) O ponto B está abaixo da corda AC;

(b) A inclinação de AB é menor ou igual à inclinação de AC;

(c) A inclinação de AC é menor ou igual à inclinação de BC.

Figura 1.2:
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Demonstração. (a)⇒ (b): A propriedade (a) que dizer que a imagem de u por f está

abaixo da reta que passa por A e C (e passa por D). De acordo com a Figura 1.2, a

equação dessa reta é dada por:

y− z =
y3 − y1
x3 − x1

(x− u). (1.6)

Como qualquer ponto da reta que passa por A e C (e passa por D) satisfaz a equação

(1.6), em particular o ponto A = (x1,y1), ou seja:

y1 − z =
y3 − y1
x3 − x1

(x1 − u)⇒ z = y1 +
y3 − y1
x3 − x1

(u− x1).

Com isso a imagem de u por f é menor que a imagem de u pela reta dada por (1.6).

Assim,

v 6 z⇒ v 6 y1 +
y3 − y1
x3 − x1

(u− x1).

Como u− x1 > 0, temos:
v− y1
u− x1

6
y3 − y1
x3 − x1

.

(b)⇒ (c):
v− y1
u− x1

6
y3 − y1
x3 − x1

.

Como u− x1 > 0 e x3 − x1 > 0, podemos então reescrever a última desigualdade assim:

(v− y1)(x3 − x1) 6 (y3 − y1)(u− x1)

⇒ vx3 − vx1 − y1x3 + y1x1 6 y3u− y3x1 − y1u+ y1x1

⇒ vx3 − vx1 − y1x3 6 y3u− y3x1 − y1u.

Somando agora x3y3 em ambos os membros da última desigualdade, obtemos:

x3y3 − y1x3 + uy1 − uy3 6 x3y3 − y3x1 − vx3 + vx1

⇒ x3(y3 − y1) − u(y3 − y1) 6 y3(x3 − x1) − v(x3 − x1)

⇒ (y3 − y1)(x3 − u) > (x3 − x1)(y3 − v).

Como (x3 − u) > 0 e (x3 − x1) > 0, então:

y3 − y1
x3 − x1

6
y3 − v

x3 − u
.

(c)⇒ (a):
y3 − y1
x3 − x1

6
y3 − v

x3 − u
.
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Como x3 − u > 0 e x3 − x1 > 0, podemos então reescrever a última desigualdade assim:

(y3 − y1)(x3 − u) 6 (y3 − v)(x3 − x1)

⇒ y3x3 − uy3 − y1x3 + y1u 6 y3x3 − y3x1 − vx3 + vx1

⇒ −uy3 − y1x3 + y1u 6 −y3x1 − vx3 + vx1

⇒ vx3 − vx1 − y1x3 6 uy3 − y3x1 − uy1.

Somando agora x1y1 em ambos os membros da última desigualdade, obtemos:

x1y1 + vx3 − vx1 − y1x3 6 x1y1 + uy3 − y3x1 − uy1

⇒ vx3 − vx1 − y1x3 + y1x1 6 uy3 − uy1 − x1y3 + x1y1

⇒ v(x3 − x1) − y1(x3 − x1) 6 u(y3 − y1) − x1(y3 − y1)

⇒ (x3 − x1)(v− y1) 6 (y3 − y1)(u− x1).

Como (x3 − x1) > 0, então:

v 6 y1 +
y3 − y1
x3 − x1

(u− x1).

�

Nas proposições 5 e 6, usaremos o resultado da Proposição 4.

Proposição 5. Seja f : (α,β) ⊂ R → R uma função convexa. Dados quatro pontos

x1 < x2 < x3 < x4 em (α,β), vale
f(x2) − f(x1)

x2 − x1
6
f(x4) − f(x3)

x4 − x3
.

Figura 1.3:
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Demonstração. De acordo com a Figura 1.3, temos que o ponto B está abaixo da corda

AC. Pela Proposicão 4, a inclinação de AB é menor ou igual a inclinação de AC e esta é

menor ou igual à inclinação de BC. Ou seja:

f(x2) − f(x1)

x2 − x1
6
f(x3) − f(x1)

x3 − x1
6
f(x3) − f(x2)

x3 − x2
. (1.7)

Logo, a inclinação de AB é menor ou igual à inclinação de BC.

O ponto C está abaixo da corda BD. Logo, a inclinação de BC é menor ou igual à

inclinação de BD e esta é menor ou igual à inclinação de CD. Ou seja:

f(x3) − f(x2)

x3 − x2
6
f(x4) − f(x2)

x4 − x2
6
f(x4) − f(x3)

x4 − x3
. (1.8)

Portanto de (1.7) e (1.8) concluímos que:

f(x2) − f(x1)

x2 − x1
6
f(x4) − f(x3)

x4 − x3
.

�

Proposição 6. Seja f : (α,β) ⊂ R → R uma função convexa. Então f é contínua em

(α,β).

Demonstração. Dado x ∈ (α,β), escolha δ > 0 tal que [x − δ, x + δ] ⊂ (α,β). Agora,

considere um ponto z1 ∈ (x− δ, x). Aplicando a Proposição 4 para os pontos x− δ, z1, x,

temos:
f(z1) − f(x− δ)

z1 − (x− δ)
6
f(x) − f(x− δ)

δ
6
f(x) − f(z1)

x− z1
. (1.9)

Agora, aplicando a Proposição 4 para os pontos z1, x, x+ δ, temos:

f(x) − f(z1)

x− z1
6
f(x+ δ) − f(z1)

(x+ δ) − z1
6
f(x+ δ) − f(x)

δ
. (1.10)

Logo, de (1.9) e (1.10), obtemos:

f(x) − f(x− δ)

δ
6
f(x) − f(z1)

x− z1
6
f(x+ δ) − f(x)

δ
. (1.11)

Seja agora um ponto z2 ∈ (x, x+ δ). Aplicando a Proposição 4 para os pontos x− δ, x, z2,

temos:
f(x) − f(x− δ)

δ
6
f(z2) − f(x− δ)

z2 − (x− δ)
6
f(z2) − f(x)

z2 − x
. (1.12)

Agora, aplicando a Proposição 4 para os pontos x, z2, x+ δ, temos:

f(z2) − f(x)

z2 − x
6
f(x+ δ) − f(x)

δ
6
f(x+ δ) − f(z2)

(x+ δ) − z2
. (1.13)
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Logo, de (1.12)e (1.13), obtemos:

f(x) − f(x− δ)

δ
6
f(z2) − f(x)

z2 − x
6
f(x+ δ) − f(x)

δ
. (1.14)

Então, podemos concluir de (1.11) e (1.14), que se, z ∈ [x− δ, x+ δ],

f(x) − f(x− δ)

δ
6

∣∣∣∣f(x) − f(z)x− z

∣∣∣∣ 6 f(x+ δ) − f(x)δ
. (1.15)

Seja:

L =
f(x+ δ) − f(x)

δ
.

Portanto, temos que:

|f(x) − f(z)| 6 L|x− z|,

para qualquer z ∈ [x− δ, x+ δ]. Passando o limite quando z→ x, obtemos:

lim
z→x

|f(x) − f(z)| = 0,

o que prova que f é contínua. �

Observação 4. Ver de�nição de função contínua na Referência 6.

Mostraremos na próxima proposição um critério para determinar quando uma função

derivável é convexa.

Proposição 7. Seja f : (α,β) ⊂ R → R uma função derivável. Então f é convexa se, e

somente se, f ′ é crescente (isto é: x1 < x2 ⇒ f ′(x1) 6 f ′(x2)).

Demonstração. (⇒) Suponhamos que f convexa e derivável. Vamos mostrar que f ′ é

crescente. Sejam x1 < x2 < x3 < x4 pontos de (α,β).

Pela Proposição 5, tem-se:

f(x2) − f(x1)

x2 − x1
6
f(x4) − f(x3)

x4 − x3
.

Fazendo x2 → x1 e x4 → x3, obtemos f ′(x1) 6 f ′(x3). Portanto, f ′ é crescente.

(⇐) Suponhamos que f ′ seja crescente. Vamos provar que f é convexa. Sejam x1 < x2

em (α,β) e 0 < λ < 1 . Queremos mostrar que:

f((1− λ)x1 + λx2) 6 (1− λ)f(x1) + λf(x2).

Fazendo µ = 1− λ, queremos mostrar que:

f(µx1 + λx2) 6 µf(x1) + λf(x2); 0 < λ,µ < 1 e λ+ µ = 1.



Capítulo 1. Funções Convexas 14

Temos:

µf(x1) + λf(x2) − f(µx1 + λf(x2) = µf(x1) + λf(x2) − (λ+ µ)f(µx1 + λx2)

= µ[f(x1) − f(µx1 + λx2)] + λ[f(x2) − f(µx1 + λx2)].

Sendo f uma função derivável em (α,β) , então f é contínua em (α,β), portanto, contínua

nos intervalos (x1,µx1+λx2) e (µx1+λx2, x2). Por conseguinte, podemos aplicar o Teorema

do Valor Médio nesses intervalos. Ou seja, existe c ∈ (x1,µx1+λx2) e d ∈ (µx1+λx2, x2),

tal que:

f(µx1 + λx2) − f(x1) = f
′(c)(µx1 + λx2 − x1) = λ(x2 − x1)f

′(c). (1.16)

f(x2) − f(µx1 + λx2) = f
′(d)(x2 − (µx1 + λx2)) = µ(x2 − x1)f

′(d). (1.17)

Observe que c < d e como f ′ é crescente, temos que f ′(c) 6 f ′(d).

De (1.16) e (1.17) concluímos que:

f(µx1 + λx2) − f(x1)

λ
6
f(x2) − f(µx1 + λx2)

µ

⇒ µ[f(µx1 + λx2) − f(x1)] 6 λ[f(x2) − f(µx1 + λx2)]

⇒ µf(x1) + λf(x2) − (λ+ µ)f(µx1 + λx2) > 0.

Como λ+ µ = 1, temos:

µf(x1) + λf(x2) − f(µx1 + λx2) > 0.

Ou seja:

f(µx1 + λx2) 6 µf(x1) + λf(x2).

�

Se f é contínua em um intervalo I e f ′(x) > 0 para todo x interior a I, então f é

crescente em I (ver referência 6). Portanto, o Corolário 1 abaixo, é uma consequência do

Proposição 7.

Corolário 1. Se f : (α,β) → R é duas vezes derivável, então f é convexa se f ′′(x) >

0, ∀x ∈ (α,β).
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Proposição 8. Seja f uma função derivável em um intervalo aberto (α,β) . Se f é uma

função convexa, dado x1 ∈ (α,β), então:

f(x) > f(x1) + f
′(x1)(x− x1), (1.18)

para todo x ∈ (α,β).

Demonstração. Se x = x1 em (1.18) vale a igualdade: f(x1) = f(x1).

Portanto, podemos supor x 6= x1. Como f é convexa, por (1.1), temos:

f((1− λ)x1 + λx) 6 (1− λ)f(x1) + λf(x)

⇒ f(x1 + λ(x− x1)) 6 f(x1) + λ(f(x) − f(x1))

⇒ f(x1 + λ(x− x1)) − f(x1) 6 λ(f(x) − f(x1))

⇒ (x− x1)
f(x1 + λ(x− x1)) − f(x1)

λ(x− x1)
6 f(x) − f(x1)

⇒ f(x) > f(x1) + (x− x1)
f(x1 + λ(x− x1)) − f(x1)

λ(x− x1)
.

Fazendo h = λ(x− x1), e aplicando limite quando h→ 0 obtemos:

f(x) > f(x1) + f
′(x1)(x− x1).

�

Observação 5. Na demonstração da Proposição 8, supomos λ 6= 0 pois, caso contrário,

vale a igualdade em (1.18).

Na próxima proposição, mostraremos que a volta do Corolário 1 também é válida.

Proposição 9. Seja f : (α,β) → R duas vezes derivável. Se f ′′(x) > 0, ∀x ∈ (α,β),

então f é convexa.

Figura 1.4:
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Demonstração. Pela Proposição 8, basta provar que f(x) > f(x1) + f ′(x1)(x − x1), para

todo x ∈ (α,β).

1o caso: x > x1.

Aplicando o Teorema do Valor Médio no intervalo [x1, x] temos que existe um c ∈ (x1, x)

tal que:

f(x) − f(x1) = f
′(c)(x− x1). (1.19)

Como c ∈ (α,β), então f ′′(c) > 0, logo f ′(x) é uma função crescente e, portanto f ′(x1) 6

f ′(c). Multiplicando essa inequação pelo fator positivo (x− x1), resulta:

f ′(c)(x− x1) > f
′(x1)(x− x1)⇒ f(x1) + f

′(c)(x− x1) > f(x1) + f
′(x1)(x− x1).

Mas, por (1.19), f(x) = f(x1) + f ′(c)(x− x1), logo:

f(x) > f(x1) + f
′(x1)(x− x1).

2o caso: x < x1.

Aplicando o Teorema do Valor Médio no intervalo [x, x1], temos que existe um c ∈ (x, x1)

tal que:

f(x1) − f(x) = f
′(c)(x1 − x). (1.20)

Como c ∈ (α,β), então f ′′(c) > 0, logo f ′(x) é uma função crescente e portanto f ′(c) 6

f ′(x1). Multiplicando essa inequação pelo fator positivo (x1 − x), resulta:

f ′(c)(x1 − x) 6 f
′(x1)(x− x1)

⇒ −f ′(c)(x− x1) > f
′(x1)(x− x1)

⇒ f(x1) − f
′(c)(x1 − x) > f(x1) + f

′(x1)(x− x1).

Mas, por (1.20), f(x) = f(x1) − f ′(c)(x− x1), logo:

f(x) > f(x1) + f
′(x1)(x− x1).

�

De�nição 4. Uma função f : (α,β) ⊂ R→ R é dita estritamente convexa quando, dados

dois pontos A e B em seu grá�co, além da corda AB estar acima do grá�co de f, ela toca

o grá�co apenas nos pontos A e B. Ou seja, f é estritamente convexa quando:

f((1− λ)a+ λb) < (1− λ)f(a) + λf(b); ∀a,b ∈ [α,β] com a 6= b e 0 < λ < 1.
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Exemplo 4. Uma função constante é convexa, mas não é estritamente convexa.

Observação 6. Olhando as Proposições 7 e 9, temos que:

i. A igualdade ocorre se, e somente se, a = b;

ii. Se f é derivável, então f é estritamente convexa se, e somente se, f ′ é estritamente

crescente (x1 < x2 ⇒ f ′(x1) < f
′(x2));

iii. Se f é duas vezes derivável e f ′′(x) > 0, ∀x ∈ I, então f é estritamente convexa.

A recíproca é falsa, pois a função f(x) = x4 é estritamente convexa e f ′′(0) = 0.

Exemplo 5 (Exemplos de funções estritamente convexas).

(i) f(x) = x2n, x ∈ R e n é um inteiro positivo;

(ii) f(x) = xp, x > 0 e p > 1;

(iii) f(x) =
1

(x+ a)p
, x > −a e p > 0;

(iv) f(x) = ex, x ∈ R;

(v) f(x) = x ln x, x > 0;

(vi) f(x) = ln(1+ ex), x ∈ R;

(vii) f(x) = tgx, 0 6 x <
π

2
;

(viii) f(x) =
1

1+ ex
, x > 0.

Resolveremos os itens (v), (vi) e (viii), pois iremos utilizar essas funções na próxima

seção.

(v) f(x) = x ln x, x > 0.

Solução: Sendo f(x) = x ln x com x > 0, temos que f ′(x) = ln x+ 1 e f ′′(x) =
1
x
.

Como f ′′(x) > 0, ∀x ∈ Df, temos que f é estritamente convexa.

(vi) f(x) = ln(1+ ex), x ∈ R.

Solução: Sendo f(x) = ln(1+ ex), x ∈ R. Temos:

f ′(x) =
ex

1+ ex
e f ′′(x) =

ex(1+ ex) − e2x

(1+ ex)2
=

ex

(1+ ex)2
.

Como f ′′(x) > 0, ∀x ∈ R, temos que f é estritamente convexa.
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(viii) f(x) =
1

1+ ex
, x > 0.

Solução: Sendo f(x) =
1

1+ ex
. Temos:

f ′(x) =
−ex

(1+ ex)2
e f ′′(x) =

ex(ex − 1)
(ex + 1)3

> 0.

Como f ′′(x) > 0, ∀x > 0, temos que função f é estritamente convexa.

Observação 7.

1. A função linear f(x) = ax+ b com x ∈ R é convexa e também côncava.

2. A soma de duas funções convexas (côncavas) é uma função convexa (côncava).

1.3 Aplicações

Exemplo 6. Prove que para quaisquer a,b, x e y reais positivos:

(x+ y) ln
x+ y

a+ b
6 x ln

x

a
+ y ln

y

b
,

com igualdade se, e somente se,
x

a
=
y

b
.

Solução: Vimos no item (v) do Exemplo 5 que f(x) = x ln x, x > 0 é estritamente con-

vexa. Dados a,b > 0, tomando λ =
b

a+ b
e µ =

a

a+ b
, temos λ+µ = 1 com λ,µ >

0. Portanto,

f

(
x+ y

a+ b

)
= f

(
a

a+ b

x

a
+

b

a+ b

y

b

)
6

a

a+ b
f
(x
a

)
+

b

a+ b
f
(y
b

)
.

Assim,

x+ y

a+ b
ln
x+ y

a+ b
6

a

a+ b

x

a
ln
x

a
+

b

a+ b

y

b
ln
y

b

⇒ (x+ y) ln
(
x+ y

a+ b

)
6 x ln

x

a
+ y ln

y

b
.

Como f é estritamente convexa, pelo item (i) da Observação 6, a igualdade ocorre se, e

somente se,
x

a
=
y

b
.

Exemplo 7. Dados números reais α1,α2, . . . ,αn > 0 tais que α1 + α2 + . . . + αn = 1 ,

então para todos reais a1,a2, . . . ,an,b1,b2, . . . ,bn positivos, tem-se:

aα1

1 . . . . .aαnn + bα1

1 . . . . .bαnn 6 (a1 + b1)
α1 . . . . .(an + bn)

αn . (1.21)
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com igualdade se, e somente se,
b1

a1

= . . . =
bn

an
.

Solução: Vimos no item (vi) do Exemplo 5 que f(x) = ln(1+ex) é estritamente convexa.

Portanto:

f

(
α1 ln

b1

a1

+ . . .+ αn ln
bn

an

)
6 α1f

(
ln
b1

a1

)
+ . . .+ αnf

(
ln
bn

an

)

⇒ f

(
ln
(
b1

a1

)α1

+ . . .+ ln
(
bn

an

)αn)
6 α1 ln

(
1+ e

ln
b1

a1

)
+ . . .+ αn ln

(
1+ e

ln
bn

an

)
⇒ f

[
ln
((

b1

a1

)α1

. . .
(
bn

an

)αn)]
6 α1 ln

(
1+

b1

a1

)
+ . . .+ αn ln

(
1+

bn

an

)

⇒ ln
[
1+ e

ln

((
b1

a1

)α1

. . .
(
bn

an

)αn)]
6 ln

[(
a1 + b1
a1

)α1

. . .
(
an + bn
an

)αn]
⇒ ln

(
1+

bα1

1 . . . . .bαnn
aα1

1 . . . . .aαnn

)
6 ln

(
(a1 + b1)

α1 . . . . .(an + bn)
αn

aα1

1 . . . . .aαnn

)
.

Daí segue a desigualdade (1.21).

Como f é estritamente convexa, ocorre igualdade se, e somente se, ln
b1

a1

= . . . = ln
bn

an
,

isto é, se, e somente se,
b1

a1

= . . . =
bn

an
.(ver item (i) da Observação 6).

Exemplo 8. Se a,b, c > 0, então aa.bb.cc >
(
a+ b+ c

3

)a+b+c
.

Solução: Devemos mostrar que:

ln(aa.bb.cc) > ln
(
a+ b+ c

3

)a+b+c
⇒ a lna+ b lnb+ c ln c > (a+ b+ c) ln

(
a+ b+ c

3

)
. (1.22)

Considerando a função f(x) = x ln x, x ∈ (0,∞) estritamente convexa (item (v) do

Exemplo 5), temos:

f

(
a+ b+ c

3

)
6
f(a) + f(b) + f(c)

3

⇒
(
a+ b+ c

3

)
ln
(
a+ b+ c

3

)
6
a lna+ b lnb+ c ln c

3

⇒ (a+ b+ c) ln
(
a+ b+ c

3

)
6 a lna+ b lnb+ c ln c.

Que está de acordo com a desigualdade (1.22) que queríamos demonstrar.

Exemplo 9. Se a1,a2, . . . ,an > 1, então

n∑
k=1

1
1+ ak

>
n

1+ n
√
a1a2 . . .an

.
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Solução: Seja f(x) =
1

1+ ex
, x > 0. A função f é estritamente convexa (item (viii) do

Exemplo 5). Assim, por (1.3), temos:

f

(
x1 + x2 + . . .+ xn

n

)
6
f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn)

n

⇒ 1

1+ e

(x1 + x2 + . . .+ xn
n

) 6
n∑
k=1

1
1+ exk

n

⇒ n

1+ e

(x1 + x2 + . . .+ xn
n

) 6
n∑
k=1

1
1+ exk

.

Tomando xk = lnak, obtemos:

n∑
k=1

1
1+ ak

>
n

1+ n
√
a1a2 . . .an

.



Capítulo 2

Médias

Neste capítulo, abordaremos as de�nições das principais médias e as desigualdades

existentes entre elas. De�niremos a média das potências de ordem p (p-médias), versões

ponderadas para p-médias e ao �nal, apresentaremos alguns exemplos de aplicações.

O assunto abordado nesse capítulo pode ser encontrado em [5], [7] e [9].

2.1 Média Harmônica (MH)

De�nição 5. Sejam a1,a2, . . . ,an reais positivos, a média harmônica de a1,a2, . . . ,an

é dada por:

MH =
n

1
a1

+
1
a2

+ . . .+
1
an

.

A média harmônica é utilizada, por exemplo, para calcular a resistência média de

resistores em paralelo.

2.2 Média Geométrica (MG)

De�nição 6. Sejam a1,a2, . . . ,an reais positivos, a média geométrica de a1,a2, . . . ,an

é dada por:

MG = n
√
a1a2 . . .an.

A média geométrica é utilizada, por exemplo, para encontrar a taxa média de retorno.

21
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2.3 Média Aritmética (MA)

De�nição 7. Sejam a1,a2, . . . ,an reais positivos, a média aritmética de a1,a2, . . . ,an é

dada por:

MA =
a1 + a2 + . . .+ an

n
.

Além da Matemática e Estatística, a média aritmética é usada com freqüência em áreas

como Economia, Sociologia e História. Pode-se ter como exemplo a renda per capita, que

é a renda média aritmética da população de um país.

2.4 Média Quadrática (MQ)

De�nição 8. Sejam a1,a2, . . . ,an reais positivos, a média quadrática de a1,a2, . . . ,an é

dada por:

MQ =

√
a2
1 + a

2
2 . . .+ a

2
n

n
.

Esta média é usada para medições médias, tomadas para o desvio padrão de uma

variável aleatória.

2.5 Desigualdade das Médias

Sejam a1,a2, . . . ,an números reais positivos, valem as desigualdades:

n

1
a1

+
1
a2

+ . . .+
1
an

6 n
√
a1a2 . . .an 6

a1 + a2 + . . .+ an
n

6

√
a2
1 + a

2
2 . . .+ a

2
n

n
.

Ou seja,

MH 6MG 6MA 6MQ.

Mostraremos na Proposição 10, a Desigualdade entre a médias Geométrica e Aritmética

e ao �nal da seção, as outras Desigualdades entre as Médias.

Proposição 10 (Desigualdade entre a médias Geométrica e Aritmética (MG-MA)). Se-

jam a1,a2, . . . ,an reais positivos, tem-se:

n
√
a1a2 . . .an 6

a1 + a2 + . . .+ an
n

(2.1)

valendo a igualdade se, e somente se, a1 = a2 = . . . = an.
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Demonstração. Consideremos a função exponencial f : R → R, de�nida por f(x) = ex.

Como f ′′(x) = ex > 0, concluímos que f é convexa. Temos, então, que ∀ b1,b2, . . . ,bn ∈

R e ∀ λ1, λ2, . . . , λn > 0, com λ1 + λ2 + . . .+ λn = 1 vale:

eλ1b1+λ2b2+...+λnbn 6 λ1e
b1 + λ2e

b2 + . . .+ λnebn . (2.2)

Tomando bi = lnai, i = 1, 2, . . . ,n com cada ai > 0 e λ1 = λ2 = . . . = λn =
1
n
,

temos que a igualdade ocorre se, e somente se, b1 = b2 = . . . = bn. Portanto, fazendo a

substituição bi = lnai em (2.2), temos:

e

 1
n
lna1 +

1
n
lna2 + . . .+

1
n
lnan


6

1
n
elna1 +

1
n
elna2 + . . .+

1
n
elnan

⇒ e

1
n
(lna1 + lna2 + . . .+ lnan)

6
1
n
(a1 + a2 + . . .+ an)

⇒ e

1
n
ln(a1a2 . . .an)

6
a1 + a2 + . . .+ an

n

⇒ eln(a1a2...an)

1
n 6

a1 + a2 + . . .+ an
n

⇒ n
√
a1a2 . . .an 6

a1 + a2 + . . .+ an
n

,

com igualdade se, e somente se, a1 = a2 = . . . = an. �

2.6 p-Médias

De�nição 9. Sejam a1,a2, . . . ,an, reais positivos. Se p ∈ R − {0}, a p- média de

a1,a2, . . . ,an é dada por: (
ap1 + ap2 + . . .+ apn

n

) 1
p .

i) Se p = −1, temos a média harmônica;

ii) Se p = 1, temos a média aritmética;

iii) Se p = 2, temos a média quadrática;

iv) Se p→ 0, temos a média geométrica.
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Vamos demonstrar, usando a Regra de L' Hospital, que para todo ai > 0, i =

1, 2, . . . ,n, tem-se:

lim
p→0

(
ap1 + . . .+ apn

n

) 1
p

= n
√
a1a2 . . .an.

Demonstração.

lim
p→0

(
ap1 + . . .+ apn

n

) 1
p

= lim
p→0

e

1
p
ln
ap1 + . . .+ apn

n . (2.3)

Vamos calcular lim
p→0

1
p
ln
ap1 + . . .+ apn

n
= lim
p→0

ln(ap1 + . . .+ apn) − lnn
p

.

Aplicando a Regra de L' Hospital, temos:

lim
p→0

ln(ap1 + . . .+ apn) − lnn
p

= lim
p→0

1
ap1 + . . .+ apn

(ap1 lna1 + . . .+ apn lnan)

=
lna1 + . . .+ lnan

n

= ln(a1 . . .an)

1
n

= ln n
√
a1 . . .an.

Portanto, por (2.3), temos que:

lim
p→0

(
ap1 + . . .+ apn

n

) 1
p

= e
limp→0

 1
p
ln
ap1 + . . .+ apn

n


= eln

n
√
a1...an = n

√
a1 . . .an.

�

Assim, podemos pensar na média geométrica como sendo a p-média para p = 0.

v) Se p→∞, temos o max {ai}, i = 1, 2, . . . ,n.

Vamos demonstrar que limp→∞
(
ap1 + ap2 + . . .+ apn

n

) 1
p

= max{ai}.
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Demonstração. Suponhamos que ak = max{ai}, i = 1, 2, . . . ,n. Assim,

apk < a
p
1 + . . .+ apn < na

p
k

⇒ apk
n
<
ap1 + . . .+ apn

n
< apk

⇒ ak

n

1
p

<

(
ap1 + . . .+ apn

n

) 1
p
< ak.

Aplicando o limite quando p→∞, temos:

lim
p→∞

ak

n

1
p

< lim
p→∞

(
ap1 + . . .+ apn

n

) 1
p
< lim
p→∞ak.

Como limp→∞ ak = ak e limp→∞ n
1
p = 1, então:

ak < lim
p→∞

(
ap1 + . . .+ apn

n

) 1
p
< ak.

Portanto, pelo teorema do confronto:

lim
p→∞

(
ap1 + . . .+ apn

n

) 1
p

= ak = max {ai}, i = 1, 2, . . . ,n.

�

Assim a ∞-média de a1, . . . ,an é simplesmente max {a1, . . . ,an}.

De modo análogo, mostra-se que a −∞-média de a1, . . . ,an é o min {a1, . . . ,an}.

Assim como acontece com as médias aritméticas e geométricas, também podemos

de�nir versões ponderadas para p-médias.

Dados λ1, λ2, . . . , λn ∈ [0, 1], com λ1 + λ2 + . . .+ λn = 1, a correspondente ponderada

da p-média é dada por:

(λ1a
p
1 + λ2a

p
2 + . . .+ λnapn)

1
p .
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Proposição 11 (Generalização da desigualdade das médias). Sejam a1,a2, . . . ,an reais

positivos, λ1, λ2, . . . , λn ∈ [0, 1], com λ1 + λ2 + . . . + λn = 1. Para todo p,q ∈ R − {0},

tem-se:

p 6 q⇒ (λ1a
p
1 + λ2a

p
2 + . . .+ λnapn)

1
p 6 (λ1a

q
1 + λ2a

q
2 + . . .+ λnaqn)

1
q . (2.4)

Demonstração. 1o caso: Se 0 < p < q ou p < 0 < q.

Considerando a função f(x) = x

q

p , com x > 0, temos que:

f ′(x) =
q

p
.x

q

p
− 1

e f ′′(x) =
q

p
.
q− p

p
.x

q

p
− 2

=
q(q− p)

p2
.x

q

p
− 2
> 0.

Portanto, f é convexa, ou seja:

f(λ1a
p
1 + λ2a

p
2 + . . .+ λnapn) 6 λ1f(a

p
1 ) + λ2f(a

p
2 ) + . . .+ λnf(apn)

⇒ (λ1a
p
1 + λ2a

p
2 + . . .+ λnapn)

q

p 6 λ1(a
p
1 )

q

p + λ2(a
p
2 )

q

p + . . .+ λn(apn)

q

p

⇒ (λ1a
p
1 + λ2a

p
2 + . . .+ λnapn)

q

p 6 λ1a
q
1 + λ2a

q
2 + . . .+ λnaqn.

Elevando ambos os membros a
1
q
> 0, temos:

(λ1a
p
1 + λ2a

p
2 + . . .+ λnapn)

1
p 6 (λ1a

q
1 + λ2a

q
2 + . . .+ λnaqn)

1
q .

2o caso: Se p < q < 0.

Temos 0 < −q < −p Assim, pelo caso anterior, temos:

(λ1x
−q
1 + λ2x

−q
2 + . . .+ λnx−qn )

1
−q 6 (λ1x

−p
1 + λ2x

−p
2 + . . .+ λnx−pn )

1
−p .

Fazendo xi =
1
ai
, i = 1, 2, . . . ,n, temos:

[
λ1

(
1
a1

)−q

+ λ2

(
1
a2

)−q

+ . . .+ λn

(
1
an

)−q] 1
−q

6

[
λ1

(
1
a1

)−p

+ λ2

(
1
a2

)−p

+ . . .+ λn

(
1
an

)−p] 1
−p

⇒ (λ1a
q
1 + λ2a

q
2 + . . .+ λnaqn)

1
−q 6 (λ1a

p
1 + λ2a

p
2 + . . .+ λnapn)

1
−p .
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Elevando ambos os membros a −1 < 0, temos:

(λ1a
p
1 + λ2a

p
2 + . . .+ λnapn)

1
p 6 (λ1a

q
1 + λ2a

q
2 + . . .+ λnaqn)

1
q .

�

Portanto, como −1 6 0 6 1 6 2, segue que:

MH 6MG 6MA 6MQ.

2.7 Aplicações

Exemplo 10. Entre todos os paralelepípedos com área lateral �xada A o de maior volume

é o cubo.

Solução: A área lateral de um paralelepípedo de lados a,b e c é dada por AL = 2(ab+

ac + bc). Sendo V o volume do paralelepípedo e usando a desigualdade entre as médias

geométrica e aritmética, temos:

V2 = ab.ac.bc 6
[
ab+ ac+ bc

3

]3
=

(
AL

6

)3

.

Assim, o maior volume possível é V =

√(
AL

6

)3

=

√[
ab+ ac+ bc

3

]3
, obtido

quando ab = ac = bc, consequentemente a = b = c.

Exemplo 11. Num triângulo retângulo a altura relativa à hipotenusa é sempre menor

ou igual a metade da hipotenusa. Além disso, a igualdade só ocorre quando o triângulo

retângulo é isósceles, ou seja, seus catetos são iguais.

Figura 2.1:

Solução: Usando a Figura 2.1, temos que a hipotenusa c é dada por c = x + y e,

usando o teorema das alturas para um triângulo retângulo, temos que h2 = x.y, logo:

h =
√
xy 6

x+ y

2
=
c

2
.
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Além disso, a igualdade ocorre quando x = y, ou seja, quando os catetos a e b são

iguais.

Exemplo 12. Sejam a1,a2, . . . ,an reais positivos, λ1, λ2, . . . , λn ∈ [0, 1], com λ1 + λ2 +

. . .+ λn = 1. Se aλ11 . . . . .aλnn = 1, então :

a1 + a2 + . . .+ an >
1

λλ11 . . . . .λλnn
.

Solução:

a1 + a2 + . . .+ an = λ1.
a1

λ1
+ λ2.

a2

λ2
+ . . .+ λn.

an

λn

>

(
a1

λ1

)λ1
+

(
a2

λ2

)λ2
+ . . .+

(
an

λn

)λn
=

1

λλ11 . . . . .λλnn
.

Observação 8. Na solução usamos a desigualdade da MG-MA ponderada.

Exemplo 13. Se a1,a2, . . . ,an > 0 e k > p > 0, então:

ak1 + . . .+ akn
ap1 + . . .+ apn

>

(
a1 + a2 + . . .+ an

n

)k−p
.

Solução: Sendo Mk =

(
ak1 + . . .+ akn

n

)1
k
, temos:

ak1 + ak2 + . . .+ akn = nMk
k = nMp

k.M
k−p
k

> nMp
p.M

k−p
1 = (ap1 + . . .+ apn).

(
a1 + a2 + . . .+ an

n

)k−p
.

Portanto,

ak1 + . . .+ akn
ap1 + . . .+ apn

>

(
a1 + a2 + . . .+ an

n

)k−p
.

Observação 9. Na solução, aplicamos a Generalização da desigualdade das médias (2.4).



Capítulo 3

Normas

Um espaço vetorial real é um conjunto cujos elementos são chamados de vetores, no

qual estão de�nidas duas operações: a adição e a multiplicação por um número real (es-

calar). Estas operações devem satisfazer certos requisitos, chamados de axiomas. Uma

norma consiste em uma função que associa a cada vetor de um espaço vetorial um nú-

mero real não-negativo. O conceito de norma está intuitivamente relacionado à noção

geométrica de comprimento (generalização de módulo).

Abordaremos neste capítulo a de�nição de p-norma em Rn , as principais desigualda-

des: desigualdade de Minkowski, de Young, de Hölder e algumas aplicações.

O assunto abordado nesse capítulo pode ser visto em [7], [8] e [9].

De�nição 10. Seja p > 1 um número real. A p-norma em Rn é de�nida por:

‖(a1,a2, . . . ,an)‖p = (|a1|
p + |a2|

p + . . .+ |an|
p)

1
p .

Proposição 12. Sejam u = (a1,a2, . . . ,an) ∈ Rn e p > 1, então:

(a) ‖u‖p > 0 e ‖u‖p = 0⇔ u = (0, 0, . . . , 0).

Demonstração. Como |ai| > 0, i ∈ {1, 2, . . . ,n}, então |ai|
p > 0, e portanto:

‖u‖p = (|a1|
p + |a2|

p + . . .+ |an|
p)

1
p > 0.

E como |ai| = 0⇔ ai = 0, i ∈ {1, 2, . . . ,n}, então:

‖u‖p = (|a1|
p + |a2|

p + . . .+ |an|
p)

1
p = 0⇔ |ai| = 0, i ∈ {1, 2, . . . ,n}.

Ou seja, se, e somente se, u = (0, 0, . . . , 0). �

29
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(b) ‖λu‖p = |λ|‖u‖p.

Demonstração.

‖λu‖p = ‖λ(a1,a2, . . . ,an)‖p = ‖(λa1, λa2, . . . , λan)‖p

= (|λa1|
p + |λa2|

p + . . .+ |λan|
p)

1
p = (|λ|p|a1|

p + |λ|p|a2|
p + . . .+ |λ|p|an|

p)

1
p

= (|λ|p(|a1|
p + |a2|

p + . . .+ |an|
p))

1
p = (|λ|p)

1
p (|a1|

p + |a2|
p + . . .+ |an|

p)

1
p

= |λ|‖u‖p.

�

3.1 Desigualdade de Minkowski

A Desigualdade de Minkowski estabelece a desigualdade triangular em um espaço

vetorial normado. Ela pode ser estabelecida para vetores usando a p-Norma.

Proposição 13 (Desigualdade de Minkowski). Sejam u, v ∈ Rn e p > 1, então:

‖u+ v‖p 6 ‖u‖p + ‖v‖p. (3.1)

Demonstração. Sejam u = (a1,a2, . . . ,an), v = (b1,b2, . . . ,bn) ∈ Rn. Se p > 1, a função

dada por f(x) = |x|p é convexa. Portanto:

‖(1− λ)u+ λv‖pp =

n∑
i=1

|(1− λ)ai + λbi|p

6
n∑
i=1

(1− λ)|ai|p + λ|bi|p

= (1− λ)‖u‖pp + λ‖v‖pp, ∀ u, v e λ ∈ [0, 1].

Em particular,

‖(1− λ)u+ λv‖pp 6 1, quando ‖u‖p = ‖v‖p = 1. (3.2)

Supondo u, v vetores não nulos, temos que
u

‖u‖p
e

v

‖v‖p
são vetores unitários. Assim,

∥∥∥∥ u+ v

‖u‖p + ‖v‖p

∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥ ‖u‖p
‖u‖p + ‖v‖p

u

‖u‖p
+

‖v‖p
‖u‖p + ‖v‖p

v

‖v‖p

∥∥∥∥
p

.
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Fazendo λ =
‖v‖p

‖u‖p + ‖v‖p
, temos que 1− λ =

‖u‖p
‖u‖p + ‖v‖p

. Portanto, por (3.2), temos:

∥∥∥∥ ‖u‖p
‖u‖p + ‖v‖p

u

‖u‖p
+

‖v‖p
‖u‖p + ‖v‖p

v

‖v‖p

∥∥∥∥
p

6 1.

Ou seja, ∥∥∥∥ u+ v

‖u‖p + ‖v‖p

∥∥∥∥
p

6 1⇒ ‖u+ v‖p
‖u‖p + ‖v‖p

6 1.

Logo,

‖u+ v‖p 6 ‖u‖p + ‖v‖p.

Que é a desigualdade (3.1) que queríamos demonstrar. �

De�nição 11. Se u = (a1,a2, . . . ,an), v = (b1,b2, . . . ,bn) ∈ Rn, o produto interno

usual de u e v é o número real u.v dado por:

u.v = a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn.

Onde a1,a2, . . . ,an são as coordenadas de u e b1,b2, . . . ,bn são as coordenadas de v com

respeito a um sistema de coordenadas ortonormal.

Quando p = 2 em (3.1), temos a norma Euclidiana usual em Rn, de�nida por:

‖u‖ =
√
u.u.

3.2 Desigualdade de Young

Em matemática, a Desigualdade de Young, devida ao matemático Willian Henry

Young, é usada para provar a Desigualdade de Hölder (3.4).

Lema 1 (Desigualdade de Young). Sejam a,b > 0 e p,q ∈ (1,∞) tal que
1
p
+

1
q

= 1,

então:

ab 6
ap

p
+
bq

q
, ∀a,b > 0.

Demonstração. Como ab = elnab = elna+lnb = e

1
p
lnap +

1
q
lnbq

, devemos mostrar

que:

e

1
p
lnap +

1
q
lnbq

6
ap

p
+
bq

q
.
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Como
1
p
+

1
q
= 1, usando o fato que a função exponencial é convexa, por (1.1), temos:

ab = e

1
p
lnap +

1
q
lnbq

6
1
p
elna

p

+
1
q
elnb

q

⇒ ab 6
1
p
ap +

1
q
bq.

�

Essa desigualdade é importante, pois dela segue, que dados p,q > 1 números reais

satisfazendo
1
p
+

1
q
= 1, (a1,a2, . . . ,an) ∈ Rn e (b1,b2, . . . ,bn) ∈ Rn com os ai e bi não

nulos, com i = 1, 2, . . . ,n, tem-se:
n∑
i=1

|aibi| 6
1
p

n∑
i=1

|ai|
p +

1
q

n∑
i=1

|bi|
q. (3.3)

3.3 Desigualdade de Hölder

A Desigualdade de Hölder foi descoberta por Otto Hölder em 1889. É uma desi-

gualdade fundamental em um espaço vetorial normado. Aplicaremos a Desigualdade de

Hölder para vetores usando a p-Norma. Quando p = q = 2 temos a Desigualdade de

Cauchy-Schwarz.

Proposição 14 (Desigualdade de Hölder). Sejam u = (a1,a2, . . . ,an), v = (b1,b2, . . . ,bn) ∈

Rn e p,q ∈ (1,∞) tal que
1
p
+

1
q
= 1. Então:

|u.v| 6 ‖u‖p‖v‖q. (3.4)

Ou seja, ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣∣ 6
(

n∑
i=1

|ai|
p

) 1
p
(

n∑
i=1

|bi|
q

) 1
q
. (3.5)

Demonstração. Sejam A =

(
n∑
i=1

|ai|
p

) 1
p e B =

(
n∑
i=1

|bi|
q

) 1
q . Se A = 0, então ai = 0, ∀i

e (3.5) vale trivialmente. Da mesma forma, se B = 0, então (3.5) também vale. Podemos

então supor que A > 0 e B > 0. Sejam xi =
ai

A
e yi =

bi

B
, ∀i. Temos:

n∑
i=1

|xi|
p =

n∑
i=1

|ai|
p

n∑
i=1

|ai|p
=

n∑
i=1

|ai|
p

n∑
i=1

|ai|p
= 1.
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Da mesma forma
n∑
i=1

|yi|
q = 1. Logo, pela desigualdade (3.3),

n∑
i=1

|xiyi| 6
1
p
+

1
q
= 1.

Assim, de
n∑
i=1

|xiyi| 6 1, segue que
n∑
i=1

∣∣∣∣aibiAB

∣∣∣∣ 6 1, isto é:

n∑
i=1

|aibi| 6 AB. (3.6)

Pela Desigualdade de Minkowski (3.1), temos que

∣∣∣∣ n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣ 6 n∑
i=1

|aibi|. Substituindo

essa desigualdade em (3.6), obtemos:∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣∣ 6
n∑
i=1

|aibi| 6 AB

⇒

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣∣ 6
(

n∑
i=1

|ai|
p

) 1
p
.

(
n∑
i=1

|bi|
q

) 1
q
.

�

Outra demonstração da Desigualdade de Hölder:

Demonstração. Aplicando a Desigualdade Triangular, temos que:

|u.v| 6 |a1b1|+ |a2b2|+ . . .+ |anbn| = |a1||b1|+ |a2||b2|+ . . .+ |an||bn|. (3.7)

Aplicando a Desigualdade de Young em (3.7), obtemos:

|u.v| 6
|a1|

p + . . .+ |an|
p

p
+

|b1|
q + . . .+ |bn|

q

q
6
‖u‖pp
p

+
‖v‖qq
q

. (3.8)

Em particular, se ‖u‖p = ‖v‖q = 1 então, em (3.8), obtemos:

|u.v| 6
1
p
+

1
q
= 1. (3.9)

o que prova a Desigualdade de Holder para este caso.

Para o caso geral, podemos supor u, v 6= 0. Assim,
u

‖u‖p
e

v

‖v‖q
são vetores unitários.

Portanto, por (3.9), temos: ∣∣∣∣ u

‖u‖p
.
v

‖v‖q

∣∣∣∣ 6 1.

Assim,

|u.v| 6 ‖u‖p‖v‖q.

�
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Quando p = q = 2 em (3.4), temos a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

|u.v| 6 ‖u‖2‖v‖2. (3.10)

Ou seja, se u = (a1,a2, . . . ,an), v = (b1,b2, . . . ,bn) ∈ Rn, a desigualdade (3.10) se

expressa como:

|a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn| 6
√
a2
1 + a

2
2 + . . .+ a2

n.
√
b21 + b

2
2 + . . .+ b2n.

Além disso, a igualdade só ocorrerá se existir um número real λ, tal que ai = λbi,

com i ∈ {1, 2, . . . ,n}.

3.4 Aplicações

Exemplo 14. Entre todos os triângulos retângulos de catetos a e b e hipotenusa c �xada,

o que tem maior soma dos catetos s = a+ b é o triângulo isósceles.

Solução: Usando a desigualdade de Cauchy - Schwarz (3.10) temos que:

a+ b = a.1+ b.1 6
√
a2 + b2.

√
12 + 12 = c

√
2.

E este é máximo quando a = λ.1 e b = λ.1, ou seja a = b.

Exemplo 15. Se a,b, c, x,y, z,n > 0 e (an + bn + cn)n+1 = xn + yn + zn. Então:

an+1

x
+
bn+1

y
+
cn+1

z
> 1.

Solução:

an + bn + cn =

(
an+1

x

) n

n+ 1 . x

n

n+ 1 +

(
bn+1

y

) n

n+ 1 .y

n

n+ 1

+

(
cn+1

z

) n

n+ 1 . z

n

n+ 1 .

Usando a Desigualdade de Hölder (3.5) na equação acima com p =
n+ 1
n

e q = n+1,

obtemos:

an + bn + cn 6

(
an+1

x
+
bn+1

y
+
cn+1

z

) n

n+ 1 . (xn + yn + zn)

1
n+ 1 .
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Como (an + bn + cn)n+1 = xn + yn + zn, temos:

an + bn + cn 6

(
an+1

x
+
bn+1

y
+
cn+1

z

) n

n+ 1 .
(
(an + bn + cn)n+1

) 1
n+ 1

⇒ an + bn + cn 6

(
an+1

x
+
bn+1

y
+
cn+1

z

) n

n+ 1 . (an + bn + cn).

Ou seja, (
an+1

x
+
bn+1

y
+
cn+1

z

)
> 1.

Exemplo 16. Se a1,a2, . . . ,an,b1,b2, . . . ,bn > 0, então:

(a1 + a2 + . . .+ an)n+1

(b1 + b2 + . . .+ bn)n
6
an+1
1

bn1
+
an+1
2

bn2
+ . . .+

an+1
n

bnn
.

Solução:

a1 + a2 + . . .+ an =

(
an+1
1

bn1

) 1
n+ 1 . b

n

n+ 1
1 + . . .+

(
an+1
n

bnn

) 1
n+ 1 . b

n

n+ 1
n .

Usando a Desigualdade de Holder (3.5) com p = n+ 1 e q =
n+ 1
n

, obtemos:

a1 + a2 + . . .+ an 6
(
an+1
1

bn1
+ . . .+

an+1
n

bnn

) 1
n+ 1 . (b1 + b2 + . . .+ bn)

n

n+ 1 .

Assim, elevando ambos os membros da desigualdade acima a n+ 1, obtemos:

(a1 + a2 + . . .+ an)n+1

(b1 + b2 + . . .+ bn)n
6
an+1
1

bn1
+
an+1
2

bn2
+ . . .+

an+1
n

bnn
.



Capítulo 4

Problemas de Olimpíadas

A Olimpíada de Matemática é uma disputa entre os jovens de caráter intelectual, é um

torneio em que as armas dos participantes são a inteligência, a criatividade, a imaginação

e a disciplina mental.

Como nas provas de Olimpíadas de Matemáticas surgem muitos problemas de desigual-

dades, apresentaremos neste capítulo dez problemas de Olimpíadas envolvendo Funções

Convexas, Médias e Normas, com o objetivo de estimular cada vez mais o estudante pelo

gosto à Matemática, à curiosidade e a novos desa�os.

As resoluções dos problemas resolvidos neste capítulo podem ser encontradas em [2],

[4], [10] e [12].

(1) (Olimpíada Balcânica) Sejam n > 1 e a1, . . . ,an reais positivos com soma 1.

Para cada i, seja bi =
n∑

j=1,j6=i
aj.

Prove que
a1

1+ b1
+

a2

1+ b2
+ . . .+

an

1+ bn
>

n

2n− 1
.

Solução: Observe que bj = 1− aj. Então devemos provar que:

a1

2− a1

+
a2

2− a2

+ . . .+
an

2− an
>

n

2n− 1
.

Vamos analisar a convexidade da função f(x) =
x

2− x
. Temos:

f ′(x) =
2

(2− x)2
e f ′′(x) =

4
(2− x)3

.

Portanto, f ′′(x) > 0 em (−∞, 2), sendo convexa nesse intervalo.

36
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Como a1 + . . .+ an = 1, f satisfaz a Desigualdade de Jensen (1.3), logo:

f

(
a1 + a2 + . . .+ an

n

)
6
f(a1) + f(a2) + . . .+ f(an)

n

⇒

a1 + a2 + . . .+ an
n

2−
a1 + a2 + . . .+ an

n

6

a1

2− a1

+
a2

2− a2

+ . . .+
an

2− an
n

⇒ 1
2n− 1

6

a1

2− a1

+
a2

2− a2

+ . . .+
an

2− an
n

⇒ a1

2− a1

+
a2

2− a2

+ . . .+
an

2− an
>

n

2n− 1
.

(2) (Seleção para IMO 99- Brasil) Para a,b, c reais positivos satisfazendo a+b+c =

abc, mostre que
1√

1+ a2
+

1√
1+ b2

+
1√

1+ c2
6

3
2
, e determine quando a igualdade

ocorre.

Solução: Sendo a um real positivo, podemos fazer a = tgα,α ∈
(
0,
π

2

)
. Sabemos

que 1+ tg2α = sec2α, portanto
1√

1+ tg2α
= cosα,∀α ∈ R e α 6= π

2
+ kπ.

Façamos a = tgα,b = tgβ e c = tgγ, onde α,β,γ ∈
(
0,
π

2

)
. Como a+b+ c =

abc, temos:

tgα+ tgβ+ tgγ = tgα.tgβ.tgγ. (4.1)

Como
1√

1+ tg2α
= cosα,∀α ∈ R e α 6= π

2
+ kπ, então o que devemos mostrar

agora é que:

cosα+ cosβ+ cosγ 6
3
2
,α,β,γ ∈

(
0,
π

2

)
. (4.2)

Mas de (4.1) vem que tg(α + β + γ) = 0 (use a fórmula da tangente da soma de

três termos).

Logo, como α,β,γ ∈
(
0,
π

2

)
, temos que α+ β+ γ = π.

Como a função cosseno é estritamente côncava no intervalo
(
0,
π

2

)
, temos por (1.2)

que:
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cosα+ cosβ+ cosγ

3
6 cos

(
α+ β+ γ

3

)
= cos

(π
3

)
=

1
2
.

Portanto, temos a desigualdade (4.2) desejada. Ocorrendo a igualdade se, e somente

se,

α = β = γ =
π

3
.

Ou seja, se, e somente se, a = b = c = tg
π

3
=
√
3.

(3) (IMO 95/2) Para reais positivos satisfazendo abc = 1, mostre que:

1
a3(b+ c)

+
1

b3(c+ a)
+

1
c3(a+ b)

>
3
2
.

Solução: Façamos x =
1
a
,y =

1
b
e z =

1
c
. Da igualdade abc = 1, obtemos xyz = 1.

Fazendo as devidas substituições devemos mostrar que:

x2

y+ z
+

y2

x+ z
+

z2

x+ y
>

3
2
. (4.3)

Consideremos a função convexa f(x) =
1
x
(x > 0), por Jensen (1.3), temos:

f

(
x

x+ y+ z
.
y+ z

x
+

y

x+ y+ z
.
x+ z

y
+

z

x+ y+ z
.
x+ y

z

)
6

x

x+ y+ z
f

(
y+ z

x

)
+

y

x+ y+ z
f

(
x+ z

y

)
+

z

x+ y+ z
f

(
x+ y

z

)
.

Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por x+y+z > 0, obtemos:

(x+ y+ z) f

(
y+ z+ x+ z+ x+ y

x+ y+ z

)
6

x2

y+ z
+

y2

x+ z
+

z2

x+ y

⇒ x+ y+ z

2
6

x2

y+ z
+

y2

x+ z
+

z2

x+ y
.

Como pela desigualdade MG-MA (2.1), x + y + z > 3 3
√
xyz = 3, obtemos a desi-

gualdade desejada (4.3).

(4) (IMO 2008) Sejam a,b, c,d reais positivos tais que abcd = 1 e a + b + c + d >
a

b
+
b

c
+
c

d
+
d

a
. Prove que:

a+ b+ c+ d <
b

a
+
c

b
+
d

c
+
a

d
.
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Solução:

a =
4

√
a4

abcd
=

4

√
a

b
.
a

b
.
b

c
.
a

d
6

1
4

(
a

b
+
a

b
+
b

c
+
a

d

)
;

b =
4

√
b4

abcd
=

4

√
b

c
.
b

c
.
c

d
.
b

a
6

1
4

(
b

c
+
b

c
+
c

d
+
b

a

)
;

c =
4

√
c4

abcd
=

4

√
c

d
.
c

d
.
d

a
.
c

b
6

1
4

(
c

d
+
c

d
+
d

a
+
c

b

)
;

d =
4

√
d4

abcd
=

4

√
d

a
.
d

a
.
a

b
.
d

c
6

1
4

(
d

a
+
d

a
+
a

b
+
d

c

)
.

Somando as quatro inequações acima, obtemos:

a+ b+ c+ d 6
1
4

(
3a
b

+
3b
c

+
3c
d

+
3d
a

+
b

a
+
c

b
+
d

c
+
a

d

)
6

3
4

(
a

b
+
b

c
+
c

d
+
d

a

)
+
1
4

(
b

a
+
c

b
+
d

c
+
a

d

)
.

Como por hipótese a+ b+ c+ d >
a

b
+
b

c
+
c

d
+
d

a
, temos:

a+ b+ c+ d <
3
4
(a+ b+ c+ d) +

1
4

(
b

a
+
c

b
+
d

c
+
a

d

)
.

Portanto,

a+ b+ c+ d <
b

a
+
c

b
+
d

c
+
a

d
.

(5) (OBM-PRIMEIRA FASE-NÍVEL UNIVERSITÁRIO-2010)Há muito tempo

em uma galáxia muito distante, utilizavam-se como referência para viagens espaci-

ais os pontos A,B,C,D,E, F,G,H, vértices de um cubo de ares igual a um ano-luz

tendo os quadrados ABCD e EFGH como faces e tendo os segmentos AE,BF,CG e

DH como arestas. Uma nave espacial viaja com velocidade constante em trajetória

retilínea de B para C. Outra nave viaja com velocidade constante igual ao triplo da

velocidade da primeira, em trajetória retilínea de A para G. Sabendo que a primeira

atinge o ponto C no mesmo instante em que a segunda atinge o ponto G, determine

a menor distância entre as naves durante esse deslocamento.
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Solução: Consideremos os pontos A = (0, 0, 0),B = (1, 0, 0),C = (1, 1, 0),D =

(0, 1, 0),E = (0, 0, 1), F = (1, 0, 1),G = (1, 1, 1),H = (0, 1, 1). Portanto, as posições

(em função do tempo) das duas naves são:

α(t) = (1, 0, 0) + t(0, 1, 0);

β(t) = (1, 0, 0) +
√
3t(1, 1, 1, ).

Assim, o quadrado da distância em função do tempo é:

h(t) = 3t2 + (4− 2
√
3)t2 + 1+ 2

√
3t+ 3t2

= (10− 2
√
3)t2 + 2

√
3t+ 1.

Como h ′(t) = (20−4
√
3t)+2

√
3 e h ′′(t) = 20−4

√
3 > 0, temos que o quadrado da

distância é uma função convexa, sendo o seu mínimo global em t0 =
−2
√
3

20− 4
√
3
=

√
3

2
√
3− 10

= −
3+ 5

√
3

44
.

Assim, o mínimo do quadrado da distância é:

h(t0) =
29− 3

√
3

44
≈ 0, 541.

E a distância mínima é: √
29− 3

√
3

44
≈ 0, 7355.

Observação: Como h(t) é uma função quadrática com a > 0, tem-se que o mínimo

global ocorre no ponto (x,y) = (xv,yv), onde:

xv =
−b

2a
=

−2
√
3

2(10− 2
√
3)

=

√
3

(2
√
3− 10)

;

yv = −
∆

4a
= −

b2 − 4ac
4a

=

√
29− 3

√
3

44
.

(6) (VIETNAN) Sejam x1, x2, . . . , xn reais positivos tal que:

1
x1 + 2013

+
1

x2 + 2013
+ . . .+

1
xn + 2013

=
1

2013
.

Prove que:
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n
√
x1x2 . . . xn
n− 1

> 2013. (4.4)

Solução: Seja yi =
1

xi + 2013
. Assim, y1+y2+ . . .+yn =

1
2013

e xi =
1
yi

− 2013.

Temos:
n∏
i=1

xi =

n∏
i=1

(
1
yi

− 2013
)

= e

n∑
i=1

ln

 1
yi

− 2013

.

Assim, para minimizar o produto dos xi, é equivalente minimizar a soma dos

ln
(
1
yi

− 2013
)
.

Temos que:

d

dy

(
ln
(
1
y
− 2013

))
=

1(
1
y
− 2013

) .−1
y2

=
−1

(1− 2013y)y
=

−1
y− 2013y2

;

d2

dy2
=

1
(y− 2013y2)2

.(1− 4026y) =
1− 4026y

(y− 2013y2)2
.

Então, f(y) = ln
(
1
y
− 2013

)
é convexa em

[
0,

1
4026

]
.

Assim, se 0 6 yi 6
1

4026
, podemos aplicar Jensen (1.3). Temos:

f

(
y1 + y2 + . . .+ yn

n

)
6

1
n
ln
(

1
y1

− 2013
)
+ . . .+

1
n
ln
(

1
yn

− 2013
)

= ln
n∏
i=1

(
1
yi

− 2013
) 1
n .
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Portanto,

f

(
1

2013n

)
6 ln

n∏
i=1

x

1
n
i = ln

(
n∏
i=1

xi

) 1
n

⇒ ln(2013n− 2013) 6 ln

(
n∏
i=1

xi

) 1
n

⇒ 2013(n− 1) 6

(
n∏
i=1

xi

) 1
n
.

Logo,

(
n∏
i=1

xi

) 1
n

n− 1
> 2013.

Que está de acordo com a desigualdade (4.4).

Observação: Podemos sempre considerar, 0 6 yi 6
1

4026
, pois para quaisquer i, j

tem-se yi + yj 6
1

2013
. Assim:

(
1
a
− 2013

)(
1
b
− 2013

)
>

(
2

a+ b
− 2013

)2

⇔ 1
ab

− 2013(
1
a
+

1
b
) >

4
(a+ b)2

−
4.2013
a+ b

⇔ (a+ b)2 − 2013(a+ b)3 > 4ab− 4ab(a+ b).2013

⇔ (a− b)2 > 2013(a+ b)(a− b)2.

Que é válido quando a+ b 6
1

2013
.

Conclusão: Quaisquer yi,yj pode ser de�nido para sua média, enquanto a soma é

minimizada.

Portanto, podemos supor 0 6 yi 6
1

4026
.

(7) (IMO 99) Seja n > 2 um inteiro positivo �xado, encontre a menor constante C tal

que para todos reais não negativos x1, x2, . . . , xn, tem-se:
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∑
16i<j6n

xixj(x
2
i + x

2
j) 6 C

(
n∑
i=1

xi

)4

.

Solução:

(x1 + x2 + . . .+ xn)4 =

(
n∑
i=1

x2i + 2
∑

16i<j6n

xixj

)2

.

Usando a desigualdade (MG-MA) (2.1), temos:

(x1 + x2 + . . .+ xn)4 > 4

(
n∑
i=1

x2i

)
.

(
2

∑
16i<j6n

xixj

)

= 8
∑

16i<j6n

xixj

n∑
i=1

x2k.

Mas x21 + x
2
2 + . . . + x2n > x

2
i + x

2
j , com igualdade se xk = 0 para todo k 6= i, j. Daí

resulta que:

(x1 + x2 + . . .+ xn)4 > 8
∑

16i<j6n

xixj(x
2
i + x

2
j).

Portanto,

∑
16i<j6n

xixj(x
2
i + x

2
j) 6

1
8

(
n∑
i=1

xi

)4

.

Resposta: C =
1
8
.

(8) (OBM-PRIMEIRA FASE-NÍVEL UNIVERSITÁRIO-2009)

(a) Encontre o valor mínimo da função f : R→ R dada por f(x) = e

x

e − x.

Solução: Temos f ′(x) =
1
e
e

x

e − 1 e f ′′(x) =
1
e2
e

x

e . Como f ′′(x) > 0, temos

que f é uma função convexa, portanto seu mínimo é global no ponto onde

f ′(x) = 0. Ou seja,

1
e
e

x

e = 1⇒ e

x

e = e⇒ x

e
= 1⇒ x = e.
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Logo, o valor mínimo da função é dado por f(e) = e

e

e − e = 0.

(b) Qual desses números é maior eπ ou πe?

Solução: Como o valor mínimo da função é igual a zero, temos que f(π) > 0,

ou seja:

e

π

e − π > 0⇒ e

π

e > π.

Elevando ambos os membros da desigualdade acima por e > o, obtemos:

eπ > πe.

(9) (IMO-2009) Sejam a,b, c reais positivos tal que
1
a
+

1
b
+

1
c
= a + b + c. Prove

que:
1

(2a+ b+ c)2
+

1
(2b+ c+ a)2

+
1

(2c+ a+ b)2
6

3
16
.

Solução: É o mesmo que provarmos que:

(a+ b+ c)2

(2a+ b+ c)2
+

(a+ b+ c)2

(2b+ c+ a)2
+

(a+ b+ c)2

(2c+ a+ b)2
6

3
16

(a+ b+ c)

(
1
a
+

1
b
+
1
c

)
.

Para todo real positivo a,b, c.

Podemos supor sem perca de generalidade que a+ b+ c = 1. Assim, o problema é

equivalente a provar que para todo a,b, c > 0 a desigualdade:

1
(1+ a)2

+
1

(1+ b)2
+

1
(1+ c)2

6
3
16

(
1
a
+

1
b
+
1
c

)
. (4.5)

Considerando a função convexa f(x) =
x

(1+ x)2
, temos f ′(x) =

−x2 + 1
(1+ x)4

e f ′′(x) =

2(x− 2)
(1+ x)4

. Assim, f(x) é côncava no intervalo [0, 2] e portanto f(x) é côncava para

0 6 x 6 1. Pela Desigualdade de Jensen, temos que:

f

(
αa+ βb+ γc

α+ β+ γ

)
>

α

α+ β+ γ
f(a) +

β

α+ β+ γ
f(b) +

γ

α+ β+ γ
f(c)

⇒ αf(a) + βf(b) + γf(c) 6 (α+ β+ γ)f(A), onde A =
αa+ βb+ γc

α+ β+ γ
.

Fazendo α =
1
a
,β =

1
b

e γ =
1
c
, temos:

1
a
f(a) +

1
b
f(b) +

1
c
f(c) 6 (α+ β+ γ)

A

(1+A)2
, onde A =

3
1
a
+

1
b
+
1
c

. (4.6)
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Aplicando a desigualdade média harmônica e aritmética, temos que:

A =
3

1
a
+

1
b
+
1
c

6
a+ b+ c

3
=

1
3
.

Portanto, em (4.6) temos:

1
a
f(a) +

1
b
f(b) +

1
c
f(c) 6 (α+ β+ γ)

1
3(

1+
1
3

)2
=

3
16

(
1
a
+

1
b
+
1
c

)

⇒ 1
(1+ a)2

+
1

(1+ b)2
+

1
(1+ c)2

6
3
16

(
1
a
+

1
b
+
1
c

)
.

Que é a desigualdade (4.5) que queríamos demonstrar.

(10) (IMO 2008) Prove que para quaisquer reais positivos a,b, c,d:

(a− b)(a− c)

a+ b+ c
+

(b− c)(b− d)

b+ c+ d
+

(c− d)(c− a)

c+ d+ a
+

(d− a)(d− b)

d+ a+ b
> 0. (4.7)

Solução: Sejam A =
(a− b)(a− c)

a+ b+ c
,B =

(b− c)(b− d)

b+ c+ d
,C =

(c− d)(c− a)

c+ d+ a
e

D =
(d− a)(d− b)

d+ a+ b
.

Podemos obter as expressões:

• 2A = A1 +A2, onde A1 =
(a− c)2

a+ b+ c
e A2 =

(a− c)(a− 2b+ c)
a+ b+ c

;

• 2B = B1 + B2, onde B1 =
(b− d)2

b+ c+ d
e B2 =

(b− d)(b− 2c+ d)
b+ c+ d

;

• 2C = C1 + C2, onde C1 =
(c− a)2

c+ d+ a
e C2 =

(c− a)(c− 2d+ a)

c+ d+ a
;

• 2D = D1 +D2, onde D1 =
(d− b)2

d+ a+ b
e D2 =

(d− b)(d− 2a+ b)

d+ a+ b
.

Fazendo s = a+ b+ c+ d, temos:

A1 + B1 + C1 +D1 =
(a− c)2

s− d
+

(b− d)2

s− a
+

(c− a)2

s− b
+

(d− b)2

s− c
.

Por Cauchy-Schwarz (3.10), temos:(
|a− c|√
s− d

√
s− d+

|b− d|√
s− a

√
s− a+

|c− a|√
s− b

√
s− b+

|d− b|√
s− c

√
s− c

)2

6

(
(a− c)2

s− d
+

(b− d)2

s− a
+

(c− a)2

s− b
+

(d− b)2

s− c

)
. 3s

= 3s(A1 + B1 + C1 +D1).
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Assim,

A1 + B1 + C1 +D1 >
(2|a− c|+ 2|b− d|)2

3s
.

Usando a desigualdade MG-MA (2.1), obtemos:

A1 + B1 + C1 +D1 >
16|a− c||b− d|

3s
. (4.8)

Agora vamos calcular A2 + C2:

A2 + C2 =
(a− c)(a+ c− 2b)

a+ b+ c
+

(c− a)(c− 2d+ a)

c+ d+ a

=
(a− c)(a+ c− 2b)(s− b) + (c− a)(c+ a− 2d)(s− d)

(s− d)(s− b)

=
(a− c)((a+ c− 2b)(s− b) − (c+ a− 2d)(s− d))

(s− d)(s− b)

=
(a− c)[(−2b)(s− b) − b(a+ c) − 2d(s− d) + d(a+ c)]

s(a+ c) + bd

=
3(a− c)(d− b)(a+ c)

s(a+ c) + bd
.

De forma análoga, obtemos:

B2 +D2 =
3(b− d)(a− c)(b+ d)

s(b+ d) + ca
. (4.9)

Portanto, de (4.8) e (4.9), obtemos:

A2 + B2 + C2 +D2

= 3(a− c)(b− d)

[
b+ d

s(b+ d) + ca
−

a+ c

s(a+ c) + bd

]
=

(b+ d)(s(a+ c) + bd) − (a+ c)(s(b+ d) + ca)

(s(b+ d) + ca)(s(a+ c) + bd)

=
3(a− c)(b− d)(bd(b+ d) − ac(a+ c))

(s(b+ d) + ca)(s(a+ c) + bd)
. (4.10)

Observe que:

[s(b+ d) + ca][s(a+ c) + bd] > [ac(a+ c) + bd(b+ d)]s

> |[bd(b+ d) − ac(a+ c)]|s. (4.11)

Portanto de (4.10) e (4.11) obtemos a desigualdade:

|A2 + B2 + C2 +D2| 6
3|a− c||b− d|

s
. (4.12)
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Combinando (4.12) com (4.8), temos:

2(A+ B+ C+D) >
16|a− c||b− d|

3s
−
3|a− c||b− d|

s

>
7|a− c||b− d|

3s
.

Assim,

(A+ B+ C+D) >
7|a− c||b− d|

6s
.

Portanto,

A+ B+ C+D > 0.

que é justamente a desigualdade (4.7) que queríamos demonstrar.



Capítulo 5

Considerações Finais

Esta dissertação é bastante apropriada a alunos de matemática que gostam de desa�os

e, sobretudo, procuram algum incentivo para a realização das provas das Olimpíadas de

Matemática. Nela, foi apresentada de maneira objetiva e detalhada o estudo de funções

convexas em uma variável real, médias e normas. Ela pode ser um incentivo a esses estu-

dantes e também aos professores de Ensino Médio, para que possam estar bem preparados

e bem motivados ao ensino de boa qualidade.

Sabendo-se que o desenvolvimento e a facilidade na resolução de questões acontecem

com a prática sucessiva e com a devida dedicação, ilustramos este trabalho com vários

problemas de olimpíadas, em todos os níveis de di�culdade, acompanhados da devida

resolução.

48
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