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Resumo

BATISTA, Pollyanna Débora da Silva, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
fevereiro de 2019. Geometria Hiperbdlica e Aplicagoes. Orientador: Justino
Muniz Junior.

Durante centenas de anos varios matematicos se debrucaram sobre o problema de
obter o postulado 5 de Euclides (ou postulado das paralelas) a partir dos demais.
Janos Bolyai (1802-1860) e Nikolai Lobachevsky (1792-1856) descobriram, indepen-
dentemente, uma nova geometria, conhecida por Geometria Hiperbdlica. Nessa
geometria, o postulado 5 de Euclides é falso. De fato, dados uma “reta” e um ponto
fora dessa, existem infinitas “retas” passando por esse ponto que sao paralelas a reta
dada. Estudaremos como se deu o surgimento dessa geometria, bem como algumas
propriedades especificas. Em particular, daremos atencao a certas curvas especiais

(geodésicas) e sugestoes de como aplicar esse conhecimento no ensino médio.
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Abstract

BATISTA, Pollyanna Débora da Silva, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
February, 2019. Hyperbolic Geometry and Applications. Adviser: Justino
Muniz Junior.

For hundreds of years mathematicians had problem of obtaining Euclid’s postulate 5
(or postulate of parallels) to from the others. Janos Bolyai (1802-1860) and Nikolai
Lobachevsky (1792-1856) discovered, independently, a new geometry, known as
Hyperbolic Geometry. In this geometry Euclid’s postulate 5 is false. In fact, given a
"straight” and a point outside that, there are infinite "straight lines” passing through
this point that are parallel to the given line. We will study how the appearance
of this geometry occurred, as well as some properties. In particular, we will give
attention to certain special (geodesic) curves and suggestions on how to apply this

knowledge in high school.
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Introducao

A descoberta das Geometrias Nao Euclidianas é um capitulo fascinante da histéria
da Matematica, que se iniciou no momento em que FEuclides trouxe a ptblico o livro Os
Elementos, em que apresentou a Geometria Euclidiana numa forma axiomética, que
se baseava numa sequéncia de teoremas seguido de suas respectivas demonstragoes,
e terminou na primeira metade do século XIX, com a publicacao, em russo, de
Lobachewsky no Kasan Bulletim, na qual era exposta uma nova versao da teoria das
retas paralelas.

Nessa obra de Euclides, foram apresentados cinco teoremas que eram, para ele,
aceitos como verdade absoluta e, por isso, nao tinham demonstracao: eram os
Postulados de Euclides. Ao longo dos séculos que seguiram a publicacao de Os
Elementos, muitas foram as tentativas de se provar o Quinto Postulado, a partir dos
outros quatro. Foram essas tentativas que transformaram-se, ao final, no estudo da
Geometria Absoluta (de Bolyai) e permitiram o entendimento de que havia de fato
toda uma familia de proposi¢oes equivalentes ao Quinto Postulado, entre as quais o
Teorema da Soma dos Angulos Internos de um triangulo.

O estudo das trés hipdteses possiveis para esta soma (igual, maior ou menor do
que 180°) levou a descoberta da Geometria Hiperbdlica, por Gauss, Lobachewsky e
Bolyai. Nessa nova geometria, coisas incomuns até entao passam a ser verdadeiras
como, por exemplo, retas paralelas possuem um ponto em comum, a soma dos angulos
internos de um triangulo difere de 180°,podendo até mesmo ser nula! Ou ainda que
por um ponto externo a uma reta podem passar infinitas retas paralelas a reta dada.
Tanto esforco despendido redundou nao apenas na descoberta da nova geometria, mas
num profundo entendimento das bases sobre as quais ela e a Geometria Fuclidiana
se assentam.

Talvez a descoberta da nova Geometria pudesse ter sido feita em época mais
remota se nao existissem os preconceitos de que a Geometria Euclidiana era a tnica
possivel e de que era a Geometria do universo. Um preconceito tao forte que impediu
Gauss, a figura dominante do mundo matematico na primeira metade do século XIX,
de publicar os préprios achados sobre o assunto. Deste ponto de vista, a descoberta
da Geometria Hiperbdlica representa uma vitoria contra uma concepcao euclidiana
do mundo.
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A apresentacao da Geometria Hiperbdlica neste trabalho seguird da seguinte
maneira: um pouco da histéria que precedeu sua descoberta, com o intuito de
possibilitar um entendimento maior sobre as consequéncias profundas do Quinto
Postulado na Geometria Euclidiana. Em seguida, faremos um estudo minucioso
da axiomatica da Geometria Hiperbdlica. Apresentaremos, ao final do capitulo 4,
as versoes hiperbélicas do Teorema de Pitagoras, da Lei dos Senos e duas versoes
para a Lei dos Cossenos. Em sequéncia, apresentaremos os modelos propostos para
atestar a consisténcia da Geometria Hiperbdlica. Finalizaremos com propostas de
atividades para o Ensino Médio, utilizando o Software livre Non - Euclid 2007.04 ,
nas quais abordaremos conceitos de grande relevancia e notoriamente distintos da
visao euclidiana, como a nogao de retas e suas interseccoes, angulos de triangulos, a
soma dos angulos internos, triangulos retangulos e suas apresentacoes encerrando
com a construcao de triangulos congruentes.

A cada construcao que sera realizada, o leitor terd a oportunidade de vivenciar
conceitos que, de certo, irao estimular sua curiosidade e andlise critica, possibilitando-
o (a0 menos comegar a) compreender que a geometria nao é unica. Na verdade, sao
muitas!



Um Pouco de Histdria

As primeiras consideracoes feitas pelo homem em relacao ao conhecimento geo-
métrico parecem ser provenientes da necessidade de solucionar problemas praticos da
comunidade, como demarcacao de terras e construgao de moradias que abrigassem
homens, animais e alimentos.

Antes do surgimento da escrita, o homem neolitico, por meio de seus desenhos, ja
demonstrava preocupacao com as relagoes espaciais, pois em seus potes, tecidos e
cestas haviam exemplos de congruéncias e simetrias.

E conhecido que, no Antigo Egito, a demarcacao das terras proximas ao Rio
Nilo era feita por funcionarios do faraé, denominados “esticadores de cordas”. Eles
dividiam as terras em lotes de areas iguais e as cediam aos agricultores a fim de
produzir alimentos para a populagao.

De acordo com Eves [3], com a criacao da escrita, a geometria passou a ser
registrada e cada civilizagao antiga tinha a sua forma de fazer registros: a civilizagao
egipcia fazia seus registros em pedras ou papiros que, devido ao clima excepcio-
nalmente seco do Egito, resistiram ao tempo; a civilizacao babilonica usava barras
de argila cozida, que sao impereciveis; os hindus e chineses usavam para escrever
fibras de entrecascas de arvores e bambu, que sao muito pereciveis. Justamente pela
fragilidade desses materiais, poucos relatos da geometria dos hindus resistiram ao
tempo, sendo que a maior parte do conhecimento preservado desta época se deve aos
egipcios e babilonios.

Segundo Braz [5], os mais antigos registros, datam de 3.000 anos a.C. Sao tdbuas
de argila cozida do império babilonico, desenterradas na Mesopotamia. Elas mostram
que a geometria babilonica antiga estava intimamente relacionada com a mensuragao
pratica, demonstrando ter a nocao de leis e regras geométricas nas quais a inducao,
0 ensaio, 0 erro e o conhecimento empirico eram instrumentos de descoberta.

Muitos dos registros matematicos gregos originais se perderam, mas destes,
muitos foram trazidos por outras culturas, possibilitando hoje, o conhecimento das
contribuicoes geométricas desenvolvidas pelos gregos. Com eles, o ensino geométrico
passou a ser fundamentado em demonstracoes e deducoes.

Apesar de ter sido Tales de Mileto o precursor do uso do raciocinio dedutivo nas
demonstragoes geométricas, o auge do desenvolvimento da geometria pela civilizagao
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grega se deu com trés geometras gregos mais importantes da antiguidade: Euclides,
Arquimedes e Apolonio.

Veremos adiante um pouco mais sobre o legado de Euclides, em seguida, introdu-
ziremos os postulados de Euclides e a reformulacao feita pelo matemético alemao
David Hilbert de tais postulados, conhecida como os Axiomas de Hilbert e formam a
base para a deducao de todas as demais proposicoes da Geometria Euclidiana.

2.1 Euclides de Alexandria

De acordo com Braz [5], Euclides viveu nos séculos IIT e IV a.C., entre os anos de
entre 325 a.C. e 265 a.C. e, por nao se saber muito a respeito de sua vida, acredita-se
que ele possa ter estudado na Academia de Platao, em Atenas. Ha alguns pontos de
convergencia entre a visao platonica do conhecimento e a dele, como, por exemplo, o
desinteresse em aplicacoes praticas.

Figura 2.1: Fuclides de Alexandria.

Euclides de Alexandria é o autor do livro de Matematica possivelmente mais
influente e bem sucedido de todos os tempos: Os Elementos, escrito por volta
do ano 300 a.C. Essa obra era usada como texto introdutério para a matemaéatica
elementar em um importante instituto cientifico de Alexandria, criado por Ptolomeu
I, soberano do Egito na época. Nao sabemos qual parte do trabalho foi realmente
feito por Euclides, porém a compilacao e sistematizacao da obra garantem seu lugar
na Historia.

Ao contrario da visao que muitos tém, a obra nao traz um apanhado geral da
geometria da época. Muitos resultados geométricos, ja conhecidos, ficaram de fora,
como o estudo das Conicas. Alguns outros incluidos eram aritméticos e algébricos,
nao geométricos.

A obra segue um formato axiomatico de raciocinio matematico que se tornou
universal: uma sequéncia de teoremas seguido por suas respectivas demonstragoes.
O primeiro teorema nao pode ser demonstrado, pois a demonstragao dos teoremas é
considerada uma sequéncia légica de teoremas precedentes, que para o primeiro, nao
ha.

Os assuntos abordados em cada um dos treze volumes de Os Elementos, segundo
Braz [5], sdo:

Livro I: Fundamentos da Geometria Plana.
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Livro II: Algebra geométrica.

Livro III: Teoria da circunferéncia.

Livro IV: Figuras inscritas e circunscritas.

Livro V: Teoria das proporc¢oes abstratas.

Livro VI: Figuras geométricas semelhantes e proporcionais.
Livro VII: Fundamentos da teoria dos ntimeros.

Livro VIII: Sequéncias de niimeros em progressao geométricas.
Livro IX: Teoria dos ntimeros.

Livro X: Classificagao dos incomensuraveis.

Livro XI: Geometria dos sélidos.

Livro XII: Medigao de figuras.

Livro XIII: Solidos Regulares.

2.1.1 Axiomatica de Euclides

Euclides acreditava em dez axiomas que foram divididos entre nocoes comuns
e postulados. Em Os Elementos, esses axiomas sao teoremas indemonstraveis que
foram apresentados em dois grupos: as nogoes comuns e os postulados. E, de acordo
com Boyer [1], pagina 73:
As nogoes comuns, hipdteses aceitaveis a todas as ciéncias, sao

a) Coisas iguais a uma mesma coisa também sao iguais entre si.

b) Se iguais sdo adicionados a iguais, os totais sao iguais .

c) Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.

d) Coisas que coincidem uma com a outra, sao iguais uma com a outra.
e) O todo é maior do que qualquer uma de suas partes.

E os postulados, as hipdteses especificas da Geometria, correspondem a

Postulado 2.1 (Primeiro Postulado): Pode-se tragar uma (tnica) reta ligando
quaisquer dois pontos.

Postulado 2.2 (Segundo Postulado): Pode-se continuar (de uma tnica maneira)
qualquer reta finita continuamente em uma linha reta.

Postulado 2.3 (Terceiro Postulado): Pode-se tragar um circulo com qualquer
centro e com qualquer raio.

Postulado 2.4 (Quarto Postulado): Todos os angulos retos sao iguais.

Postulado 2.5 (Quinto Postulado): E verdade que, se uma reta ao cortar duas
outras, forma angulos internos, no mesmo lado, cuja soma é menor do que dois
angulos retos, entao as duas retas, se continuadas, encontrar-se-ao no lado onde estao
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os angulos cuja soma é menor do que dois angulos retos.

Aceitando-se todos os postulados acima como verdade, o encadeamento 16gico,
aparentemente perfeito, deu origem ao primeiro e mais perene modelo para o espaco
fisico: a Geometria Euclidiana.

Euclides também fez uso de hipdteses nao mencionadas acima, dentre as quais

e Retas sao conjuntos ilimitados.

e As retas sao continuas.

e Vale o Axioma de Pasch.

Vamos lembrar o que diz o Axioma de Pasch.

Axioma 2.1 (Axioma de Pasch): Sejam A, B e C trés pontos nao colineares e
seja m uma reta que nao contém nenhum desses pontos. Se m corta o segmento AB,
entao ela também corta o segmento AC' ou o segmento BC.

Ao escrever Os Elementos, Euclides introduziu os postulados um a um na ordem
aqui exposta. Em toda a sua obra, 465 proposicoes foram deduzidas. De acordo com
Braz [5], a andlise do Livro I demonstra uma subdivisao, informal, em trés partes. As
26 primeiras proposicoes referem-se a teoria elementar dos triangulos. Da proposicao
27 a 34 sao apresentadas a teoria das paralelas. Posteriormente, a terceira parte
refere-se a nogao de area de paralelogramos e triangulos culminando com o Teorema
de Pitagoras.

2.2 Axiomatica de Hilbert

Figura 2.2: David Hilbert.

O matematico David Hilbert, viveu nos séculos XIX e XX, entre os anos de 1862
e 1943. Ele publicou um trabalho muito reconhecido, intitulado “Grundlagen der
Geometrie” (Fundamentos de Geometria), em 1899, no qual apresenta, pela primeira
vez, um carater puramente formal a geometria. A Geometria Euclidiana passa a ser
embasada em um grupo de axiomas denominados, de acordo com Boyer [1], pagina
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424, como Axiomas de Incidéncia, Axiomas de Ordem, Axiomas de Congruéncia,
Axiomas de Continuidade e Axioma das Paralelas.
Ao analisar as propriedades de um sistema axioméatico:
Completude: tudo que sera usado na teoria esta apropriadamente contido nos
axiomas, sem hipoteses subentendidas.

Consisténcia: E impossivel deduzir dois teoremas contraditorios dos axiomas.

Independéncia: Nenhum axioma é consequeéncia de alguma combinacao dos
outros.

Hilbert esclareceu em sua obra Fundamentos de Geometria (1899) alguns problemas
logicos e fez um estudo rigoroso de Os Elementos de Euclides. O objetivo era
identificar um conjunto de axiomas que dessem completude, consisténcia e indepen-
déncia a Geometria Euclidiana, pois percebeu que apesar de conter uma estrutura
dedutiva, o livro de Euclides estava cheio de hipoteses ocultas e demonstragoes que
continham apelos a intui¢ao como hipdteses implicitas. Hilbert percebeu que nem
todos os objetos em matematica podiam ser definidos. Entao, iniciou o tratamento
da geometria com trés objetos nao definidos: o ponto, a reta e o plano.

No lugar das nog¢oes comuns de Euclides e dos cinco postulados, foram formulados
os Axiomas de Hilbert que sao apresentados em sequéncia e estao disponiveis em
Arcari [1], pdginas 16 e 17.

Axioma 2.2: Axiomas de Incidéncia (nogao de “estar em”)
I; Qualquer que seja a reta, existem pontos que pertencem e pontos que nao

pertencem a reta.

I, Dados dois pontos distintos existe uma tnica reta que os contém.
Axioma 2.3: Axiomas de Ordem (nocao de ordenagao)

II; Se um ponto B esta entre os pontos A e C, entao A, B e C' sao pontos
distintos e B esta entre C' e A.

11, Dados trés pontos distintos de uma reta, um e apenas um deles localiza-se
entre os outros dois.

II3 Dados dois pontos distintos B e D, existem pontos A, C' e E tais que B estd
entre A e C, C estaentre Be D e D esta entre C e E.

II4 Sejam trés pontos distintos A, B, C' e a reta r tal que esses pontos nao
pertengam a r,entao temos duas situagoes. Se A e B estao do mesmo lado de r
e B e (' estao do mesmo lado de r temos que A e C estao do mesmo lado de r.
Ou, em caso contrario, se A e B estao em lados opostos de r, e B e (' estao em
lados opostos de r, entao A e C estao do mesmo lado de r.

Axioma 2.4: Axiomas de Congruéncia (nogao de “igualdade” entre segmentos
e angulos)

IIT; Se A e B sao dois pontos distintos e A’ é a origem da semirreta s, entao
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existe um tnico ponto B’, distinto de A’ em s, tal que o segmento AB é congruente
ao segmento A'B’.

III; Se o segmento AB é congruente ao segmento C'D e ao segmento E'F', entao
o segmento C'D é congruente ao segmento KF. Além disso, todo segmento é
congruente a si mesmo.

III3 Sejam AB e BC segmentos em uma reta r com apenas B em comum. Além
disso, seja A'B’ e B'C" segmentos em uma reta 7’ com apenas B’ em comum. Se
o segmento AB for congruente ao segmento A’B’ e o segmento BC' for congruente
ao segmento B'C’ entdo o segmento AC' é congruente ao segmento A'C".

III; Sejam um semiplano o e um angulo . Tomemos uma semirreta s com origem
em B contida na reta que determina o semiplano «. Entao, existe apenas um
angulo B com lado em s contido no semiplano a e congruente ao angulo .

III5 Se o angulo é congruente ao angulo B e ao angulo C', entao o angulo B é
congruente ao angulo C'. Além disso, todo angulo é congruente a si mesmo.

I1Ig Dados dois triangulos ABC e EFG, se AB é congruente a EF; AC é
congruente a EG e A é congruente a E, entdao ABC' é congruente a EFG (caso
de congruéncia LAL).

Axioma 2.5: Axiomas de Continuidade (para a medigao de segmentos e angu-

los)
IV: (Axioma de Arquimedes) Sejam AB e C'D dois segmentos. Entao existe um
nuamero finito de pontos A;, Ay, Az, . . . , A, na reta que passa por A e B tal
que os segmentos AA;, A1 As, AsAs, . . . A1 A, sao congruentes a C'D e o ponto

B esta entre A e A,.

IV, (Axioma de Dedekind) Suponha que o conjunto de todos os pontos de uma
reta r estd na uniao dos conjuntos nao vazios C; e (5. Suponha ainda que
nenhum ponto de C esta entre dois pontos de C5 e vice-versa. Entao “existe
um tnico ponto O € r tal que O esta entre P; e Py se, e somente se, P; € (1,
PyeCye O # Py, Py

Axioma 2.6: Axiomas das Paralelas

V Por um ponto fora de uma reta r pode-se tracar uma unica reta paralela a r.

Em 1904, Hilbert provou que se a Aritmética for consistente, a Geometria
Euclidiana também sera.



O Quinto Postulado

Neste capitulo inicialmente serao apresentadas quatro proposicoes importantes do
livro Os Elementos de Euclides. A primeira e a segunda proposicoes referem-se ao
Teorema do Angulo Externo e a relagao entre angulos correspondentes congruentes e
retas paralelas, respectivamente. A terceira é a tultima Proposicao de Os Elementos,
de uma sequéncia de 28, que independem do Quinto Postulado 2.5. Finalmente, a
quarta proposicao refere-se a formacao de angulos correspondentes em retas paralelas.
Todos os postulados posteriores a esse, em Os Elementos, tem como prerrogativa a
veracidade do Quinto Postulado.

Posteriormente, serao apresentados alguns postulados equivalentes ao Quinto
Postulado e alguns matematicos que, ao tentar prova-lo, desenvolveram, de algum
modo, ideias que foram precursoras para o desenvolvimento de outras geometrias.

3.1 Quatro Importantes Proposicoes

As duas proposigoes que se seguem foram extraidas de Barbosa [3], a partir da
pagina 61.

Proposicao 3.1 ((Proposigao 16) Teorema do Angulo Externo): Em qual-
quer triangulo, se um dos lados for continuado, o angulo externo formado mede mais
do que qualquer um dos angulos internos a ele nao adjacentes.

Demonstracao. Consideremos um triangulo ABC. Seja D um ponto sobre o
prolongamento do segmento BC' de tal modo que C' esteja entre B e D, como
mostrado na Figura 3.1. Seja E o ponto médio de AC. Sobre o prolongamento
de BE, consideremos um ponto F, com F # B, de modo que BE = EF.

A F

B

Figura 3.1: Apoio para demonstracio da Proposicdo 3.1.
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Os triangulos BAE e FCFE sao congruentes (caso LAL). Deste modo, os
angulos BAC e FCE séo congruentes e menores que o angulo DCE.

Utilizando raciocinio analogo, demonstramos que o angulo ABC' é menor que
o angulo ACD. O

Proposicao 3.2 (Proposicao 27): Se uma reta corta duas outras formando an-
gulos correspondentes congruentes, entao as duas retas sao paralelas.

Figura 3.2: Proposi¢ao 27 do Livro I de Os Elementos: /ingulos correspondentes
congruentes implicam em retas paralelas.

Demonstracao. Suponha que as retas r e s nao sejam paralelas. Logo, existem os
pontos A € r e B € s, P na interseccao rNs e C, no prolongamento do segmento
BA, tal que C pertenca ao semiplano determinado pela reta r que nao contém o
ponto B, como indicado a Figura 3.3. No triangulo ABP formado, temos

/ NG
Figura 3.3: Apoio para a demonstracio da Proposicao 27 do Livro I de Os
Elementos.

e PAC é um angulo externo do triangulo ABP e mede a.
e CBP éum angulo interno do triangulo ABP e também mede a.

Ora, de acordo com a Proposicao 3.1 isso é uma contradi¢ao! Logo, as retas r e s
sao paralelas. [

Serao apresentadas a seguir as proposicoes 28 e 29 de Os Elementos, extraidas de
Barbosa [2], pdginas 6 e 7.
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Proposicao 3.3 (Proposicao 28): Uma reta corta duas outras formando angulos
designados como na Figura 3.4. Se a + [ ¢ igual a soma de dois angulos retos, entao
as duas retas sao paralelas. Veja a Figura 3.4.

P

Figura 3.4: Figura da Proposicao 28 do livro Os Elementos, de Euclides. A
soma de angulos colaterais internos a e B equivalentes a um angulo raso implica
no paralelismo das retas.

Demonstracao. Seja v o angulo suplementar a [, ou seja v + § = 180°. Por
hipétese, a + 3 = 180°. Logo av = ~, isto €, angulos correspondentes possuem
mesma medida. Além disso, pela Proposigao 3.2, as retas sao paralelas. O

Proposicao 3.4 (Proposi¢ao 29): Quando uma reta corta duas retas paralelas
formam-se angulos correspondentes iguais.

Demonstracdo. Analisando a Figura 3.4, temos duas retas paralelas e uma trans-
versal formando entre elas angulos «, 8 e 7. Devemos provar que o = 7. Suponha
que isso nao ocorra. Entao o + [ nao equivale a dois angulos retos. Mas as-
sim, pelo Quinto Postulado, as duas retas se intersectam, o que contradiz nossa
hipotese. Deste modo o + 8 = 180° e, consequentemente, o = 7. [

Utilizando a Proposicao 3.3, o Quinto Postulado de Euclides 2.5, pode ser escrito
como:

Postulado 3.1 (equivalente ao Quinto Postulado da Geometria Euclidi-
ana): Uma reta corta duas outras formando angulos designados como na Figura 3.4.
Se a + [ for diferente de dois angulos retos, entao as duas retas se intersectam.

Deste modo, a afirmacao inversa do Quinto Postulado é a Proposicao 3.3 e foi
considerado por muitos uma Proposi¢ao que Euclides nao conseguia demonstrar.
Incontaveis tentativas de demonstracao do Quinto Postulado foram feitas nos dois
mil anos que se passaram desde que Os Elementos foi escrito. E, nesse periodo, um
nimero muito grande de afirmacoes equivalentes a eles foram produzidos - chamadas
de “substitutos”.

Para que um Postulado P seja substituto do Quinto Postulado, o desenvolvimento
dos quatro primeiros postulados, 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4, acrescido do Postulado P devem
coincidir com a geometria de Euclides.
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Para provar se um Postulado P é um substituto para o Quinto Postulado devemos,
primeiro, saber se P é uma proposicao da Geometria Euclidiana e, em caso afirmativo,
devemos provar, utilizando os postulados 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 acrescidos de P, o Quinto
Postulado de Euclides como uma proposicao.

O substituto mais conhecido é o apresentado pelo matematico escocés John
Playfair em seu trabalho “FElementos de Geometria”, publicado em 1795, e pode ser
encontrado em Braz [5], pagina 15.

Postulado 3.2 (Substituto; - Axioma de Playfair): Por um ponto fora de
uma reta pode-se tragar uma unica reta paralela a reta dada.

Sao apresentados a seguir varios outros equivalentes ao Quinto Postulado 2.5 na
Geometria Euclidiana, extraidos de Arcari [1], pagina 31:

Postulado 3.3 (Substitutos): A soma dos angulos internos de um triangulo é
sempre igual a dois angulos retos.

Postulado 3.4 (Substitutos): Existe um par de triangulos semelhantes e nao
congruentes.

Postulado 3.5 (Substituto,): Existe um par de retas equidistantes.

Postulado 3.6 (Substitutos): Dados quaisquer trés pontos nao colineares, existe
um circulo passando por estes trés pontos.

Postulado 3.7 (Substitutog): Se trés dos angulos de um quadrildtero sao retos,
entao o ultimo também é reto.

Postulado 3.8 (Substitutor): Duas retas paralelas a uma mesma reta sdo para-
lelas.

Postulado 3.9 (Substitutog): Se uma reta corta uma de duas paralelas, entao,
corta a outra.

Esses sao apenas alguns exemplos que corroboram a importancia do Quinto
Postulado 2.5 para o desenvolvimento da Geometria Euclidiana. Sem ele nao seria
possivel obter o teorema dos angulos internos de um triangulo, tal qual conhecemos. E
assim, tanto a teoria dos triangulos semelhantes quanto a trigonometria nao existiriam.
Entretanto, outras geometrias bem diferentes da que conhecemos habitualmente sao
obtidas pela substituicao do Quinto Postulado por outras proposi¢oes. Veremos a
seguir os principais precursores da Geometria Hiperbdlica.

3.2 Os Precursores

Ao longo dos séculos, muitas tentativas foram feitas a fim de provar o Quinto
Postulado como um teorema ou de livrar-se dele através de uma nova definicao
de retas paralelas. Porém a maior parte das tentativas ou admitiam afirmagoes
que nao se podiam provar com os outros quatro primeiros Postulados 2.1, 2.2, 2.3
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e 2.4 ou consideravam fatos equivalentes a ele. A seguir sao apresentadas algumas
caracteristicas dessas tentativas.

3.2.1 Ptolomeul

Figura 3.5: Busto de Ptolomeu I.

Ptolomeu I foi contemporaneo de Euclides e escreveu um livro sobre o Quinto
Postulado que incluia uma prova dele. Entretanto, assumiu que o paralelismo acarreta
na semelhanca de duas figuras e isso é prerrogativa valida apenas na Geometria
Fuclidiana.

3.2.2 Claudius Ptolomeu

Claudius Ptolomeu era egipcio e viveu nos séculos I e II, entre os anos de 85
d.C. e 165 d.C. De acordo com Braz [5], foi um dos mateméticos que contestaram o
Quinto Postulado de Euclides e tentou prové-lo utilizando apenas os quatro primeiros
postulados. Entretanto, sua demonstracao utilizou implicitamente a vigésima nona
proposicao do primeiro livro de Euclides, ou seja, utilizou uma proposicao equivalente
ao proprio Quinto Postulado, invalidando sua prova.

Figura 3.6: Claudius Ptolomeu.

Claudius Ptolomeu escreveu uma importante obra, intitulada “Almagesto”; que
introduziu a trigonometria como ferramenta no estudo de astronomia.

3.2.3 Proclus Diadochus

Segundo Braz [5], ao comentar o livro I de Os Elementos, Proclus afirma:
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Figura 3.7: Busto de Proclus Diadochus.

“... ele (o Quinto postulado da Geometria Euclidiana) deveria ser retirado
completamente da relacao dos postulados, pois é um teorema dificil...
Sua inversa foi, de fato, estabelecida por Euclides como um teorema.”

Proclus viveu no século V, entre os anos de 410 e 485. Foi matematico, filésofo e
historiador. Escreveu um trabalho sobre a obra de Euclides denominado “Comentdrios
sobre Fuclides” no qual critica o Quinto Postulado 2.5 de Euclides e propoe uma
demonstracao do mesmo, a partir dos quatro outros postulados 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4.
Em sua demonstracao, entretanto, admite que retas paralelas sao equidistantes. Mas
essa afirmacao é analoga ao Quinto Postulado, o que invalidou sua prova.

3.2.4 Nasir al-din al-Tusin (Nasiredin)

Figura 3.8: Nasiredin

Nasir era persa, matematico e astronomo e viveu no século XIII, entre os anos
de 1201 e 1274. Traduziu para o arabe uma versao de Os Elementos e escreveu
um tratado, que nunca chegou a ser traduzido, sobre os Postulados de Euclides, no
qual foi o primeiro a observar a importancia do teorema da soma dos angulos de
um triangulo em relagdo ao Quinto Postulado. Segundo Braz [5], pagina 16, em sua
tentativa de demonstra-lo, Nasir supos a validade do teorema a seguir (embora nao o
tenha demonstrado):

Teorema 3.1 (Axioma de Nasir): “Sejam m e n duas retas, A um ponto de m,
B um ponto de n, tais que AB é perpendicular a n e forma um angulo agudo com
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m. Entao as perpendiculares baixadas de m até a reta n, do lado do angulo agudo,
sao menores do que AB e as que ficam do outro lado sao maiores do que AB.”

Nasir, utilizando o Teorema 3.1, deduziu o Quinto Postulado. Considerou também
um quadrilatero ABC'D, como o da Figura 3.9 no qual os angulos da base eram
retos e o lado AD era congruente ao lado BC'. Sem tanto cuidado em sua prova, ele
conclui que os angulos C' e D também sao retos, resultando assim, que quadrilatero
em questao possui quatro angulos retos e lados opostos congruentes, sendo deste
modo, um retangulo.

Al o

Figura 3.9: O quadrildtero utilizado por Nasir: possui os angulos da base retos
e 0s lados AD e BC congruentes estre si.

O quadrilatero, representado na Figura 3.9, ao ser dividido por sua diagonal,
d& origem a dois tridangulos retangulos congruentes. Ao mesmo tempo, prova-se a
existéncia de um triangulo cuja soma dos angulos internos é 180°. Fato equivalente
ao Quinto Postulado.

3.2.5 John Wallis

As criticas a Os FElementos em suas versoes arabes apareceram somente apés
1550, muito influenciadas pelos Comentdrios de Proclus. Foram muitos aqueles que
tentaram provar o Quinto Postulado 2.5 nos séculos XVI e XVII: F. Comandino(1509-
1575), C. S. Clavio (1537-1612), P. A. Cataldi (? - 1626), G. A. Boreli (1608-1679),
Giordano Vitale (1633-1711) e John Wallis (1616-1703). Todos eles, com excegao de

Figura 3.10: John Wallis.

Wallis, trabalharam a ideia de retas equidistantes.

Wallis viveu nos séculos XVII e XVIII, entre os anos de 1616 e 1703. Ele foi
um grande matematico inglés que escreveu obras sobre segoes conicas, algebras e
aritmética. Também apresentou uma demonstracao para o Quinto Postulado 2.5 que
foi baseada em um outro: “Dado um triangulo, é possivel construir um outro que lhe
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é semelhante, com lados arbitrariamente grandes”. Infelizmente, esse Postulado é
equivalente ao Quinto Postulado de Euclides.

A relagao entre o Quinto Postulado e o estudo dos triangulos sera abordada em
outro capitulo ao analisarmos, por exemplo, o quadrilatero de Saccheri com mais
detalhes.

3.2.6 Giovanni Girolamo Saccheri

O padre jesuita Saccheri, também viveu nos séculos XVII e XVIII, entre os anos de
1667 e 1733. Segundo Braz [5], escreveu um livro intitulado Fuclides ab omni naevo
vindicatus (Euclides sem qualquer falha), veja a Figura 3.11, no qual apresentou uma
tentativa de prova para o Quinto Postulado 2.5. A obra foi a primeira a considerar
diversas hipdteses e consequéncias nao trabalhadas por Euclides. Saccheri, ao ler

EUCLIDES

AB OMNI HAEVO VINDICATUS:
CONATUS GEOMETRICUS
QuUO STABILIUNTUR
Prima iph univefe Geomesriz Pringipia.
AUCTORE
HIERONYMO SACCHERIO

SOCIETATIS JESU
1o Ticinenli UniverSure Mathelros Profeflare.

OPUSCULUM

EX." SENATUI
MEDIOLANENSI

MEBISLAKI, MDCOXNRINL

T T e W T T

Figura 3.11: Pdgina da obra de Saccheri: Fuclides ab omni naevo vindicatus -
Fuclides livre de todas as mdculas.

a mais famosa obra de Euclides, ficou impressionado com o método de prova pela
redugao ao absurdo. Nesse método, assumia-se como hipétese que a Proposicao a
ser demonstrada era falsa. Assim, se alguma contradigao surgir, a Proposicao inicial
seria verdadeira.

Em 1697, publicou um tratado de logica - Logica Demonstrativa, ilustrado na
Figura 3.12, na qual aplicou o método utilizado por Euclides no tratamento da logica
formal. Saccheri foi o primeiro, que se tem noticia, a tentar demonstrar o Quinto
Postulado pela substituicao por um outro contraditorio.

Considerando um quadrilatero ABC'D no qual os lados AD e BC sao congruentes
e perpendiculares ao lado AB, Saccheri demonstrou que os angulos D e C sao
congruentes, utilizando apenas os quatro primeiros Postulados de Euclides.

Em geral, ha trés possibilidades para os angulos:

e hipotese I: Os angulos C e D sio retos,
e hipdtese II: eles sao obtusos ou

e hipotese III: ambos sao agudos.

Especificamente, para que o Quinto Postulado seja vélido é necessario que esses
angulos sejam retos. A segunda hipétese foi facilmente descartada por Saccheri ao
assumir, como Euclides fizera, que a reta é ilimitada.
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Figura 3.12: Pdgina do tratado de l6gica demonstrativa de Saccheri.

D C

ol ]
A B

Figura 3.13: O quadrildtero com dois angulos retos na base e dois lados verticais
congruentes € chamado de Quadrildatero de Saccheri.

Entao Saccheri assumiu que os angulos nao eram retos e buscou contradicoes ao
analisar as consequéncias das outras hipdteses. De acordo com Barbosa [2], pagina
27, devem ser destacadas as seguintes conclusoes:

1. se uma das hipdteses é verdadeira para um tnico quadrilatero do tipo conside-
rado, entao é verdade para todos tais quadrilateros;

2. nas hipdteses de angulos retos, obtusos e agudos, a soma dos angulos dos
triangulos €, respectivamente, igual, maior e menor que 180°;

3. se existe um unico triangulo para o qual a soma dos angulos ¢é igual a, maior
do que, ou menor do que 180°, entao, vale, respectivamente a hipdtese (I), (II)
ou (III);

4. duas retas coplanares ou tém uma perpendicular comum, ou se encontram em
um ponto, ou sao assintéticas.

Nas tentativas de procurar uma contradicao para os angulos serem agudos, alguns
dos resultados obtidos se tornariam teoremas classicos da Geometria Nao Euclidiana.
Ao concluir sua analise, Saccheri percebeu que essa hipotese implicava na existéncia
de duas retas assintéticas que possuiam uma perpendicular em comum em um ponto
ideal no infinito. Mas nao se assuste, esses conceitos serao abordados no Capitulo
4. Entretanto, ao que parece, Saccheri nao ficou convencido de que existia uma
contradicao. Ele tentou ainda uma segunda prova de descartar a hipotese do angulo
do quadrilatero nao poder ser obtuso mas nao obteve éxito.
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A descoberta da Geometria Nao Euclidiana poderia ter ocorrido quase um século
antes se Saccheri tivesse suspeitado que nao chegou a uma contradi¢ao porque nao
havia uma contradigao para ser encontrada. Seu trabalho foi de grande relevancia e
indubitavelmente foi o primeiro a ter um vislumbre sobre outras geometrias possiveis,
mesmo sem saber disso.

3.2.7 Johann Heinrich Lambert

Figura 3.14: Johann Heinrich Lambert.

Lambert viveu no século XVIII, entre os anos de 1728 e 1777. Uma publicacao
do trabalho de G.S.Kliigel, em 1763, no qual examinava pseudo-demonstragoes do
Quinto Postulado 2.5, que chamou a atengao de Lambert para a teoria das paralelas.
Na conclusao do trabalho, Kliigel expressou dividas sobre a possibilidade de se obter
uma demonstragao sobre o Quinto Postulado. Lambert tentou, entao, encontrar uma
contradicao para a hipdtese do angulo agudo.

Semelhantemente a Saccheri, Lambert escolheu um quadrilatero com trés angulos
retos para sua figura fundamental e considerou trés hipdteses sobre o quarto angulo

a o]

0 o

Figura 3.15: O quadrildatero de Lambert possui trés angulos retos e o quarto
angulo desconhecido.

1. Hipdtese do angulo reto;
2. Hipdtese do angulo obtuso e

3. Hipdtese do angulo agudo.

A hipétese do angulo reto é equivalente ao Quinto Postulado 2.5 de Euclides.
Assim, Lambert dedicou-se a analisar as consequéncias das outras duas hipdteses.
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Nas tentativas de demonstrar a hipotese do angulo agudo além de nao ter chegado em
nenhuma contradicao fez dedugoes de novas proposicoes, muito além das conseguidas
por Saccheri.

Segundo Barbosa [2], pdgina 29, uma dedu¢ao incomum obtida foi a seguinte:

A area de um triangulo é proporcional a diferenca entre a soma de seus
angulos internos e dois angulos retos.

Essa diferenca, hoje conhecida como deficiéncia do triangulo, tem seu valor
nulo na Geometria Euclidiana uma vez que a soma dos angulos internos de um
triangulo é igual a 180°, e apresenta grande relevancia na Geometria Hiperbdlica.

Ainda de acordo com Barbosa [2], pdgina 29, vejamos algumas observagoes feitas
por Lambert e posteriormente confirmadas por Riemann e Lobachewsky:

“Em conexao com estas formulas, devemos observar que a hipdtese
do angulo obtuso vale se considerarmos triangulos esféricos ao invés de
triangulos planos, porque neste ultimo caso, também a soma dos angulos
¢ maior do que dois angulos retos e a drea do triangulo € proporcional ao
exrcesso.

Parece ainda mais interessante que o que afirmo sobre triangulos
esféricos, pode ser demonstrado independentemente da dificuldade das
paralelas.

Estou inclinado a concluir que a hipotese do angulo agudo ocorre na
superficie de uma esfera de raio imagindrio.”

Como Saccheri, ele também eliminou a hipétese do angulo obtuso ao assumir que a
reta era ilimitada. Entretanto suas conclusoes finais a cerca do angulo agudo nao
foram satisfatorias.

Seu trabalho foi escrito em 1766 e publicado apds sua morte por G. Bernoulli e
C.F. Hindenburg.

3.2.8 Adrien Marie Legendre

b
k.

Figura 3.16: Adrien Marie Legendre

Legendre era francés e viveu nos séculos XVIII e XIX, entre os anos de 1752
e 1833. Apesar de seus resultados terem sido obtidos substancialmente por seus
predecessores, o estilo direto e simples de suas demonstracoes contribuiu de forma
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brilhante para renovar o interesse sobre a Geometria. Ele demonstrou diversos
teoremas da Geometria Euclidiana e, a seguir, veremos dois deles, incluindo os lemas
necessarios para prové-los, extraidos de Barbosa [2], paginas 33 a 38.

Teorema 3.2: A soma dos angulos internos de um triangulo é sempre menor ou
igual a dois angulos retos.

Para provar esse teorema, Legendre usou o lema a seguir:

Lema 3.1: Dado um triangulo ABC', existe um triangulo A’B’C" satisfazendo
1. a soma dos angulos de A’B’C" é igual a soma dos angulos de ABC,

2. o triangulo A’ B’C” possui um angulo menor ou igual a metade do menor angulo
do triangulo ABC.

Demonstracao do Lema 3.1. Considere um triangulo ABC no qual o angulo A
é o menor angulo do triangulo, veja a Figura 3.17. Seja D o ponto médio do
segmento BC'. Sobre a semi-reta de origem A passando por D, marque o ponto
E tal que AD = DE. Deste modo, os triangulos ABD e ECD sao congruentes
(caso LAL). Entao, segue que a soma dos angulos do triangulo AEC é igual a
soma dos angulos do triangulo original.

Pela construgao, a soma dos angulos DAC e DEC equivale ao angulo A
do triangulo inicial. Deste modo, o novo triangulo AEC' possui um angulo que
denominaremos 6 e satisfaz a desigualdade 6 < A /2, concluindo a demonstragao.

[]

Figura 3.17: Apoio para a demonstracao do Primeiro Teorema de Legendre.

Demonstracao do Teorema 3.2. Admitindo-se o Lema 3.1, suponha que exista
um triangulo cuja soma dos angulos seja 180° + «.

Seja, entao, fy o menor angulo desse triangulo. Aplicando o Lema 3.1 obtemos
um novo triangulo que chamaremos de A; B;C1, cuja soma dos angulos permanece
igual e seu menor angulo, ¢, e satisfaz a

1
0, < 590.

Aplicando neste novo triangulo o Lema 3.1, conclui-se, pela existéncia do
novo triangulo A, BsCs, cuja soma dos angulos é equivalente a anterior e o menor
angulo, 6, satisfaz a
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1
0y < 190'

Aplicando este lema n vezes, chegamos a um triangulo A, B, C,,, no qual a
soma dos angulos ainda é 180° + « e cujo menor angulo, 6, satisfaz a

1

O, <
2n

6.

Para n suficientemente grande, teremos 6, < «. Porém, neste caso a soma
dos outros dois angulos sera maior que 180°, o que é um absurdo! O

Legendre provou outros dois Lemas para ser possivel demonstrar o segundo
teorema.

Lema 3.2: Se a soma dos angulos de um triangulo ¢ igual a dois angulos retos, o
mesmo é verdade para todos os triangulos obtidos deste, tracando-se um segmento
ligando um de seus vértices ao lado oposto.

Demonstracao. Considere um triangulo ABC' e um ponto qualquer D sobre o
lado AC. Tracemos, entao, o segmento BD, tal como ilustrado na Figura 3.18.

B

A D C
Figura 3.18: Apoio para a demonstracao do Sequndo Teorema de Legendre.

A soma dos angulos internos do triangulo ABC é 180°. Como ADB +
BDC =180° e ABD + DBC = B, a soma dos angulos internos dos triangulos
ABD e DBC serd A+ B + C+ 180° = 360°.

Pelo Teorema 3.2, nenhum desses dois triangulos possui a soma dos angulos
internos superior a 180°. Portanto, cada um deles terd a soma dos angulos internos
exatamente igual a 180°. [

Lema 3.3: Se existe um triangulo cuja soma dos angulos é igual a dois angulos
retos, entao, pode-se construir triangulos retangulos isésceles com a soma dos angulos
igual a dois angulos retos e catetos maiores do que qualquer segmento dado.

Demonstracdo. Considere um triangulo ABC' cuja soma dos angulos seja 180°.
Caso esse ja seja um triangulo retangulo, baixe a altura do vértice com maior
angulo ao lado oposto. Observe a Figura 3.19. Nela, foi tracada a altura BD
do triangulo, obtendo assim dois triangulos retangulos cujas somas dos angulos
internos equivalem a 180° cada.
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A D C

Figura 3.19: Apoio para a demonstracao do Sequndo Teorema de Legendre.

Se nenhum destes triangulos for isésceles, escolha um deles, por exemplo,
o triangulo ADB com angulo reto em D. Vericamos, entao qual dos catetos
tem maior comprimento, AD ou BD . Suponhamos que seja BD. Tracemos
um segmento ligando o vértice A a um ponto FE do segmento BD de modo que
DA = DE. Pelo Lema 3.2, temos que o triangulo retangulo isésceles ADE tem
soma dos angulos igual a 180°.

Com base neste triangulo retangulo isésceles com soma dos angulos igual a
180°, observamos que a uniao de dois deles, ao longo da hipotenusa, produz um
quadrado. Quadrados podem ser empilhados, uns sobre os outros, de modo a
produzir quadrados de lados arbitrariamente grandes. A diagonal de um deles o
divide em dois triangulos retangulos isésceles cuja soma dos angulos é 180°. Isso
conclui a demonstracao. O]

Teorema 3.3: Se existe um triangulo cuja soma dos angulos internos ¢ igual a dois
angulos retos, entao, a soma dos angulos internos de qualquer triangulo ¢é igual a
dois angulos retos.

Demonstracao. Suponhamos que existe um triangulo cuja soma dos angulos é
180°. Consideremos um triangulo retangulo qualquer DEF com o angulo reto no
vértice F. Pelo Lema 3.3, existe um triangulo isésceles ABC, retangulo em C,
cujos catetos sao maiores do que quaisquer um dos catetos do triangulo DEF
e cuja soma dos angulos internos A+B+C corresponda a 180°. Observe a
Figura 3.20.

D E A A' Cc

Figura 3.20: Apoio para a demonstracao do Sequndo Teorema de Legendre.

Desta forma, podemos marcar sobre a semirreta Sac o ponto A’ e na semirreta
Scp o ponto B’ de modo que A’C' = DE e B'C = FE. Assim, teremos a
congruéncia entre os triangulos A’/C B’ e DEF (caso LAL). Tracemos, agora, o



Capitulo 3. O Quinto Postulado 23

segmento A’B’ para concluir que a soma dos angulos internos do triangulo A’B’'C
vale 180°. Por consequéncia, a soma dos angulos internos do triangulo DEF
também serd 180°.

Ao trocarmos o angulo reto por outro nao nulo e inferior a 180°, seguindo
o mesmo raciocinio, concluimos que o resultado ¢ valido para um triangulo
qualquer. [

A seguir, estd descrito uma das tentativas feitas por Legendre para demonstrar o
quinto postulado de Euclides a partir dos outros quatro.

Suponhamos que 180° - a corresponda a soma dos angulos de um triangulo ABC,
para algum niimero positivo menor que 180°, e que o angulo A seja o menor angulo
desse triangulo.

Construa sobre o lado BC' um triangulo BC' D, congruente ao triangulo ABC
com DBC = ACB e DCB = ABC. Tracemos, entdo, pelo ponto D uma reta que
encontre os lados do angulo A nos pontos £ e F, como indicado na Figura 3.21.

E

A c F

Figura 3.21: Apoio para a tentativa de demonstracao do Quinto Postulado 2.5
feita por Legendre.

Sabemos que a soma dos angulos do triangulo BC'D vale 180° - «. Assim,
utilizando o Teorema 3.2, concluimos que a soma dos angulos do triangulo AEF
¢ menor ou igual a 180° - 2a. Repetindo-se recursivamente esse procedimento, na
n-ésima vez teremos um triangulo cuja soma dos angulos internos serd menor ou
igual a 180° - 2"«

Deste modo, para n suficientemente grande, a soma dos angulos internos de um
triangulo passaria a ser negativa, o que é impossivel! Assim, conclui-se que nao pode
existir triangulo cuja soma dos angulos seja menor que 180°.

Porém, o préprio Legendre verificou a falsidade dessa conclusao. O erro dessa
prova ocorreu ao se supor que, por um ponto dentro de um angulo, podemos sempre
tracar uma reta que intercepte os dois lados do angulo.

3.3 O Desenvolvimento de uma Nova Geometria

A descoberta de outras geometrias, além da Geometria Euclidiana, se deu através
do esforco conjunto de muitos matemadticos que, ao longo dos séculos, uniram a
propria busca por resultados com o conhecimento publicado em varios trabalhos dos
seus antecessores.



Capitulo 3. O Quinto Postulado 24

3.3.1 Carl Friedrich Gauss

Gauss viveu nos séculos XVIII e XIX, entre os anos de 1777 e 1855. Foi o
primeiro a tratar a nova geometria como Geometria Nao Fuclidiana e deixou grande
contribuicao para o desenvolvimento dessa, sendo considerado o maior matematico
de sua época.

Figura 3.22: Carl Friedrich Gauss.

Ele dedicou muitos anos de pesquisa aos problemas associados ao Quinto Postu-
lado 2.5, porém muitos de seus resultados sé se tornaram piblicos apds sua morte.
Segundo Braz [5], pagina 22, Gauss era muito cauteloso, pois, na época, aqueles que
detinham algum tipo de conhecimento considerado contra a doutrina da Igreja eram
fortemente pressionados pela Inquisicao. A filosofia de Kant foi adotada, na época,
pela Igreja catdlica. Kant defendia o uso da intuicao matematica em detrimento das
demonstragoes. Entretanto Gauss acreditava que o rigor era essencial.

Os trabalhos de Gauss e Lambert indicavam a existéncia de uma nova geometria
na qual a diferenga entre dois angulos retos e a soma dos angulos internos de um
triangulo tragado na superficie de curvatura negativa constante é proporcional a area
desse triangulo.

3.3.2 Farkas Wolfgang Bolyai e Johann Bolyai

Figura 3.23: Farkas Wolfgang Bolyaz.

Segundo Connor e Robertson [7], Farkas Bolyai, viveu nos séculos XVIII e XIX,
entre os anos de 1775 e 1856 e era amigo de Gauss. Eles estudaram juntos na
universidade, onde discutiam frequentemente sobre problemas relacionados a teoria
das paralelas. Essas discussoes se estenderam por muitos anos depois de deixarem a
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universidade, através de cartas, demonstrando que ambos tentavam uma prova para
o Quinto Postulado 2.5.

Em 1804, F. Bolyai acreditou ter encontrado finalmente a prova procurada e
submeteu seu trabalho a Gauss, mas esse logo apontou o erro da prova. Anos mais
tarde, F. Bolyai enviou um trabalho suplementando sua prova, mas nao obteve
resposta de Gauss. Nas duas décadas seguintes, F. Bolyai colocou suas ideias no livro
intitulado Tentamen. Apesar de muito talentoso, Farkas Bolyai ficou mais conhecido
por ser o pai de Janos.

Figura 3.24: Janos Johann Bolyas.

Janos Johann Bolyai, viveu entre os anos de 1802 e 1860 e mostrou interesse pela
matematica desde muito jovem. Tornou-se adulto durante os anos que levaram a
publicacao do Tatemen e ao estudar matematica com seu pai dedicou-se naturalmente
ao estudo da teoria das paralelas, embora seu pai tivesse lhe recomendado expres-
samente que esse problema deveria ser deixado de lado. Em torno de 1820, tentou
uma estratégia diferente: negar o Quinto Postulado 2.5 de Euclides. Nao demorou
a encontrar resultados interessantes que indicavam a existéncia de uma geometria
geral, na qual, acreditava que a Geometria Euclidiana era um caso particular. Ao
negar o Quinto Postulado 2.5, duas hipoteses deveriam ser consideradas, de acordo
com Braz [5], pagina 24:

1. Nao existe nenhuma reta paralela a reta dada;
2. Existe mais de uma reta paralela a uma reta dada passando por um ponto.

Por ser consequéncia dos quatro primeiros Postulados de Euclides, a hipdtese 1 foi
eliminada. O que mais impressionou Janos foram as proposi¢oes que nao dependiam
do Quinto Postulado 2.5. Ele acreditou que essas valeriam para a geometria geral
e aceitou a sugestao de seu pai ao escrever um apéndice do Tatemen, em 1832,
apresentando suas ideias e descobertas. Ao receber uma cépia do apéndice, Gauss
ficou surpreso com a genialidade do filho de seu amigo e escreveu uma resposta a
Farkas que continha as observagoes, retiradas de Barbosa [2], pagina 47.

“Se eu comegasse com a afirmacao de que nao ouso louvar tal trabalho,
voce, é claro, se sobressaltaria: mas nao posso proceder de outra forma,
pois louvéa-lo significaria louvar a mim mesmo, visto que todo o contetdo
do trabalho, o caminho que seu filho seguiu, os resultados aos quais ele
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chegou, coincidem quase exatamente com as meditacoes que tém ocupado
minha mente por (um periodo de) trinta a trinta e cinco anos. Por isto
mesmo encontro-me surpreso ao extremo...

...A maioria das pessoas nao tem a perspicacia para entender nossas
conclusoes, e encontrei (na vida) apenas uns poucos que receberam com
interesse o que lhes comuniquei...”

Segundo Braz [5], pagina 24, ao receber um cépia dessa carta, Janos ficou
desapontado pois ela lhe trouxera a noticia de que outra pessoa havia feito as mesmas
descobertas independente e possivelmente antes dele. Essa foi a ultima publicagao
de Janos. Suas investigacoes posteriores foram sobre extensoes de suas ideias em
espacos tridimensionais bem como na comparacao da sua Geometria Nao Euclidiana
com a trigonometria esférica conhecida na época.

3.3.3 Nicolai Ivanovich Lobachewsky

Lobachewsky viveu nos séculos XVIII e XIX, entre os anos de 1793 e 1856. De
acordo com Connor and Robertson [7], Lobachewsky formou na Universidade de
Kasan em 1813 e tornou-se professor da mesma aos 21 anos de idade. Foi nomeado
reitor aos 35 anos e é considerado o maior matematico russo de seu tempo. Publicou
conclusoes sobre a Geometria Nao Euclidiana dois anos antes do apéndice escrito
por Janos Bolyai.

Figura 3.25: Nicolai Ivanovich Lobachewsky.

Em 1826, ao fazer uma conferéncia para a secao de Fisica e Matematica de sua
universidade sugeriu a existéncia de uma nova geometria na qual podiam ser tragadas
mais de uma reta paralela a uma reta dada e na qual a soma dos angulos de um
triangulo seria menos que dois angulos retos. Em 1829, publicou no Kasan Bulletin
(Boletim Kasan) e, segundo Braz [5], pagina 25, memdrias sobre as bases da geometria
expondo totalmente a sua teoria das paralelas. Essa foi a primeira publicacao sobre
Geometria Nao Euclidiana e, de fato, nao atraiu muita atencao em nenhuma parte
do mundo.

Como o idioma russo nao era muito popular, ele escreveu varios outros trabalhos
sobre a nova geometria em linguas que acreditava possibilitar o acesso universal as
pessoas. Em alemao publicou um pequeno, e nao menos importante, livro intitu-
lado Geometrischen Untersuchungen zur Theorie der Parallelinien (Investigagoes
geométricas sobre a teoria das paralelas), nos anos de 1840. Tal versao chegou ao
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conhecimento de Gauss que ficou muito surpreso pelo fato de Lobachewsky ter obtido
os mesmos resultados de forma independente e cujas demonstragoes foram feitas de
modo totalmente diferente das suas. Gauss chegou a confidenciar, por carta, a um
amigo astronomo de nome Schumacher, que o livro de Lobachewsky continha uma
exposicao admiravel de toda a teoria de Geometria Hiperbdlica.

De acordo com Barbosa [2], pagina 49, embora estivesse cego um ano antes de
sua morte, escreveu um trabalho em francés, o Pangéométrie ou précis de géomé-
trie fondée sur une théorie génerale et rigoureuse des paralléles (Pangeometria ou
geometria precisa baseada em uma teoria geral e rigorosa das paralelas), contendo
todos os seus resultados de pesquisa. Infelizmente nao viveu o suficiente para ver seu
trabalho ser reconhecido.

De fato, Gauss, Janos Bolyai e Lobachewsky desenvolveram concomitantemente
a Geometria Nao Euclidiana. Mas foi Lobachewsky quem publicou primeiro suas
descobertas e nao temeu o impacto que seu trabalho poderia causar na concepg¢ao
filoséfica da época. A aceitacao da nova geometria foi postergada pois Latim, Alemao
e francés nao eram as linguas principais da época. Além disso, J. Bolyai e Lobachewsky
eram membros novos na comunidade cientifica e tinham que se preservar devido ao
antagonismo entre a teoria de Kant e o conhecimento cientifico encontrado por eles.

Em 1871, Klein deu o nome de Geometria Hiperbdlica a nova geometria desenvol-
vida por esses trés matematicos. Além de Klein, outros grandes matematicos, como
Beltrami, Poincaré e Riemann, continuaram e desenvolveram o estudo da Geometria
Nao Euclidiana e suas aplicagoes em diversas areas. Em 1868, Beltrami, ao provar
que definitivamente nao era possivel demonstrar o Quinto Postulado 2.5, mostrou
que a Geometria Hiperbdlica é tao consistente quanto a Geometria Euclidiana.



Geometria Hiperbdlica

Como explicitado anteriormente, a Geometria Hiperbdlica surgiu devido a negacao
do Quinto Postulado de Euclides. Em seu lugar, o embasamento tedrico de tal
geometria deu-se pelos quatro primeiros grupos de Axiomas de Hilbert: Axiomas
de Incidéncia 2.2, Axiomas de Ordem 2.3, Axiomas de Congruéncia 2.4 e Axiomas
de Continuidade 2.5, juntamente com o postulado que detalharemos a seguir. Logo,
ela é baseada nos quatro primeiros postulados de Euclides e na negagao do Quinto
Postulado, isto é, fundamentada na afirmagao que por um ponto fora de uma reta
podem ser tracadas pelo menos duas retas distintas que nao intersectam a reta dadal

O leitor podera ver que as figuras apresentadas neste capitulo preservam as
dificuldades encontradas nas épocas de Gauss, Lobachewsky e Bolyai. Isso se deve
ao fato de que na época em que foi descoberta a teoria da nova Geometria ainda nao
existiam modelos que a comprovassem. Os modelos da Geometria Hiperbdlica serao
apresentados no proximo capitulo. E, para aqueles que quiserem comparar como
ficariam as figuras no modelo hiperbdlico, serao disponibilizadas algumas versoes
alternativas das figuras no modelo do Disco de Poincaré ao longo do préprio texto.

4.1 O Quinto Postulado da Geometria
Hiperbdlica
Nesta secao, veremos a versao hiperboélica do Quinto Postulado de Euclides. Assim,

a negacgao do Quinto Postulado de Euclides da origem ao Postulado de Lobachewsky;,
que é descrito a seguir. De acordo com Barbosa [2], na pdgina 54, temos:

Postulado 4.1 (Postulado de Lobachewsky): Por um ponto fora de uma reta,
podem ser tragadas pelo menos duas retas distintas que nao intersectam a reta dada.

Com isso torna-se imediato perceber que, no espaco hiperbélico, existem infinitas
retas passando por um ponto e nao intersectando uma reta dada. Assim, considere as
retas m e m’ passando pelo ponto P e nao intersectando uma reta n, como mostrado
na Figura 4.1. A reta n estd completamente contida em um dos quatro angulos
determinados por m e m’. Deste modo, qualquer reta tracada pelo ponto P e contida

28
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Figura 4.1: Retas paralelas a outra passando por um ponto externo.

no par de angulos opostos pelo vértice, que nao contém n, sao exemplos de retas que
nao possuem interseccao com n. Existem infinitas retas nesse contexto.

Devido a essa situagao sera conveniente mudar a definicao de paralelismo. Cha-
maremos de reta paralela a n passando por P a apenas duas de tais retas que
descreveremos a seguir em uma proposicao extraida de Barbosa [2], pdgina 55.

Proposigao 4.1: Dados uma reta n e um ponto P fora desta reta, existem exata-
mente duas retas m e m’ que passam por P e que separam o conjunto das retas que
interceptam n do conjunto das que nao interceptam n.

Demonstracdo. Seja n uma reta e P um ponto fora dela. Ao se tracar uma
reta perpendicular a n passando por P, intersecta-se a reta n num ponto @,
como indicado na Figura 4.2a. Trace a reta m, passando por P tal que m seja
perpendicular ao segmento PQ). Como sabemos, m nao intercepta a reta n.

Sejam FE e F pontos sobre m tal que P pertenca ao segmento EF'. Considere
o triangulo FF'Q). Como P pertence ao lado FF, todas as retas que passam por
P, com excecao de m, sdo retas que cortam o segmento F'F' em um ponto (ponto
P) e assim cortam também o segmento E(Q ou o segmento QF.

E P Fom P
2 B
a
A
S
A

A Q n a s Q

(a) Apoio 1 (b) Apoio 2

Figura 4.2: Apoio para a demonstracao da quantidade infinita de paralelas a
uma reta, passando por um ponto dado.

Podemos separa-las em duas classes:
1. retas que nao intersectam n, denominadas 7 e
2. retas que intersectam n, denominadas Y.

Deste modo, 7 N x é vazio, o ponto E pertence a 7 e @) € x.
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Além disso, se A € x, entao QA C x. Para comprovar que isso ocorre,
considere o ponto A’ pertencente a reta n, tal que a reta que passa por P e A
intersecta n em A’. Qualquer reta que passe pelo vértice P do triangulo PQA’
deve cortar o lado QA’. Analogamente, se B € 7, entao, EB C 7. Segue-se,
entao, do Axioma de Dedekind 2.5 para os niimeros reais, que existe exatamente
um ponto S que separa os conjuntos x e 7. Suponha que S € E() pertenca ao
conjunto x, ou seja, a reta que passa por P e S intersecta n em um ponto S’.
Tome agora a/, um ponto qualquer da semi-reta de origem () passando por S’
e que esteja fora do segmento Q.5’, veja a figura 4.2b. Deste modo, a reta Pa’
intersecta () em um ponto a e a esta fora do segmento ().S,como ilustrado. O
que é um absurdo! Logo S € 7.

Analogamente, obtemos um outro ponto de separagao do lado QF'. Estes
dois pontos correspondem a retas que separam todas as retas que passam pelo
ponto P em duas categorias: as que interceptam n e as que nao interceptam n.
Chamaremos essas duas de retas paralelas a n passando por P. [

Proposicao 4.2: As retas paralelas a n passando por P formam angulos iguais
com a perpendicular baixada de P até a reta n. Além disto, o angulo mencionado é
agudo.

Ry R,

Figura 4.3: Apoio para a demonstracao da congruéncia dos angulos de parale-
lismo.

Demonstracdo. Como anteriormente, seja P(Q) o segmento perpendicular a n
tracado a partir de P. Sejam «; e ap dois angulos passando por m e m/,
respectivamente. Suponha que oy < as, como indicado na Figura 4.3. No lado
em que estd o angulo a», trace uma reta passando por P e que forme o angulo
a1 com PQ). E, entao, claro da escolha das paralelas que tal reta cortara a reta
n em um ponto, que chamaremos de R;. Seja, entao, Ry um ponto na reta n,
tal que () seja o ponto médio de R Rs. Os triangulos PQR; e PQ R, sao, entao,
congruentes pelo caso LAL. Consequentemente, o angulo QPRy = a1, o que é
absurdo. Portanto, oy = as.

Para mostrarmos a segunda parte da Proposi¢cao, uma vez que as retas m e
m/ sao distintas, denotemos por o angulo entre essas retas. Veja a Figura 4.4

Portanto, temos:
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Q = N

Figura 4.4: Apoio para a demonstracao de que os angulos de paralelismo sao
agudos.

(a1 +aq) + B+ 2a; + § = 360°
4ay + 25 = 360°

20, + B = 180°
a1 = 900 - g
a; < 90°

]

Devido a importancia na simplificagao das demonstracoes, falaremos de retas
paralelas em um sentido determinado. Isso ocorrerd ao diferenciarmos as duas retas
paralelas como reta paralela a direita e reta paralela a esquerda.

De acordo com Arcari [1], pdgina 53 e 54, temos as defini¢bes a seguir.

Definicao 4.1 (Retas paralelas em determinado sentido): Sejam as retas s
e s’ passando pelo ponto P e paralelas a uma outra reta r. A uma das retas s ou
s" qualquer, chamamos de reta paralela a r por P a direita ou no sentido positivo.
A outra, chamamos de reta paralela a r passando por P a esquerda ou no sentido
negativo.

Desta forma sera tunica a paralela a uma reta dada em um determinado sentido
passando por um ponto.

Definicao 4.2 (Angulo de paralelismo): Consideremos as retas r e s e 0s pontos
P e O tais que P nao pertence a r, s é paralela a r por P em determinado sentido
e O é o pé da perpendicular baixada de P até r. O angulo agudo referido na
Proposicao 4.2, formado por s e PO é chamado de angulo de paralelismo entre s e r
em P.

Entao, as retas s e t serao paralelas a reta r por P e (), respectivamente, em um
mesmo sentido, quando uma das duas situagoes abaixo ocorrer:
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1. Todas as semirretas com origem em P e contidas no interior do angulo de
paralelismo entre s e 7 em P intersectam r em pontos no interior do angulo de
paralelismo entre t e r no ponto ). Ou

2. Todas as semirretas com origem em () e contidas no interior do angulo de
Paralelismo entre ¢ e r em () intersectam r em pontos no interior do angulo de
paralelismo entre s e r no ponto P.

o : -

Figura 4.5: Definindo paralelismo entre retas em sentido determinado na Geo-
metria Hiperbolica.

Observe a Figura 4.5. Nela, é possivel perceber que toda reta r que entra em «
por P ¢é tal que a interseccao entre r e n é nao vazia. De modo analogo, toda reta s
que entra em [ por ) € tal que a interseccao de s e n é nao vazia.

4.2 Propriedades das retas paralelas

Sao apresentadas a seguir trés propriedades das retas paralelas que sao comuns
as Geometrias Euclidiana e Hiperbdlica. Os teoremas e demonstragoes dessa secao
podem ser encontrados em Barbosa [2], nas paginas 58 a 61.

O paralelismo de uma reta s a outra reta r, em um determinado sentido, significa
que s é paralela a r por um de seus pontos nesse mesmo sentido. Indicaremos por

s//r.

Teorema 4.1: Se uma reta ¢é paralela, passando por um ponto e em um determinado
sentido, a uma reta dada, entao ela é, em cada um de seus pontos, paralela no mesmo
sentido a reta dada.

Para ilustrar o Teorema 4.1, consideramos r e s retas paralelas, como se pode ver
na Figura 4.6.

Demonstragcao. Observe a Figura 4.7. Suponha que a reta m que passa por A
e B seja uma das paralelas a n passando por P. Sem perda de generalidade,
suponhamos que seja a paralela a direita. Seja R um ponto qualquer de m.
Devemos mostrar que m é também uma dessas retas paralela a n passando pelo
ponto R e que é paralela a direita. Existem dois casos a considerar .

Caso 1. O ponto R esta no lado do ponto P que fica na direcao do paralelismo.
Trace PQ e RS perpendiculares a n. Vamos mostrar que toda reta passando por
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m

n

Figura 4.6: Paralelismo em um sentido determinado. As retas m e n sao
paralelas a direita por P e () € um ponto que pertence a m. Logo m//n a direita

por Q.

n

Q S M

Figura 4.7: Apoio para a demonstracao do Teorema /.1 sobre retas paralelas
paralelas em sentido determinado.

R e entrando no angulo S RB corta a reta n. Seja RT um segmento de uma destas
retas. Escolha nele um ponto qualquer U. Trace PU e R(@). Pelo paralelismo no
ponto P, temos que a reta PU deve cortar n em um ponto M e, pelo Axioma de
Pasch 2.1, deve cortar o segmento R() em um ponto N. Novamente usando o
Axioma de Pasch, concluimos que RU, se prolongado, deve cortar o lado QM do
triangulo QN M. Dal o resultado.

Caso 2. O ponto R esta no lado do ponto P oposto ao paralelismo. Seja S € n
tal que RS ¢ perpendicular a n. Seja ainda a o angulo suplementar de SRP.
Para mostrar que m//n a esquerda por R, basta mostrar que qualquer reta ¢
entrando em « por R corta n. Seja t e o ponto U pertencente a t no interior de
a. Temos que a PU corta n em um ponto M, pela Proposic¢ao 4.1, pois m//n
a esquerda por P. Assim, t entra em PQM por PM. Pelo Axioma de Pasch, t
corta QM ou P(Q). A reta t nao corta P() pois, caso contrario, ¢ cortaria RS em
outro ponto diferente de R, o que implica que ¢t = RS, que ¢é impossivel. Portanto,
a interseccao entre t e QM é nao vazia e isso implica que a interseccao entre t e
n também é nao vazia. Ou seja, m//n a esquerda por R. O

Teorema 4.2: Se uma reta é paralela a uma segunda, entao a segunda é paralela a
primeira.

Demonstracdo. Considere as retas m e n que passam pelos pontos A e B, e C
e D, respectivamente, como na Figura 4.8. Seja P um ponto do segmento AB.
Suponha que m seja a reta paralela a n, passando por P, a direita. Trace PQ
perpendicular a n e QR perpendicular a m. O ponto R ficara a direita do ponto
P, do lado do paralelismo. Do contrario, o triangulo PQ R teria dois angulos nao
agudos, o que ¢é proibido pelo Teorema do Angulo Externo 3.1. Devemos provar
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A P R. L m B
I E
F
G K H
Cc [o] = D
Q J n

Figura 4.8: Simetria no paralelismo de retas na Geometria Hiperbolica.

que a reta n é paralela a reta m passando pelo ponto (). Para isto, temos que
provar que toda reta que passa pelo ponto ) e divide o angulo RQD, intercepta
m.

Considere uma de tais retas e seja £/ um de seus pontos dentro daquele angulo.
Trace PF perpendicular a esta reta. O ponto F' pertence a semirreta de origem )
passando por E. Na semirreta Spg (semirreta de origem em P e passando por @),
marque um ponto GG, de modo que PG = PF. O ponto G € PQ, ja que PF < PQ,
como cateto e hipotenusa de um triangulo retangulo. Trace a perpendicular GH
ao segmento PQ) e construa um angulo GPI igual ao angulo F' PB.

Seja J o ponto onde a semirreta Sp; corta a reta n. Como a semirreta Sgy
corta o lado P@) do triangulo P@Q.J, mas nao corta o lado Q).J, entao, deve cortar
PJ em algum ponto K. Em Spp marque um ponto L tal que PL = PK e trace
FL. Observe que os triangulos PGK e PF L sao congruentes. Consequentemente,
PFL = PGK = 90°. Logo os pontos ), F', E e L sao colineares. Portanto, a
semirreta Sgp corta a reta m. ]

Teorema 4.3: Duas retas paralelas a uma terceira, na mesma direcao, sao paralelas
entre si.

Demonstracao. Primeiro, vamos considerar o caso em que a terceira reta esta
entre as outras duas.

[o] m' D
[¢]

Figura 4.9: Apoio para a demonstracao do caso 1 do Teorema 4.3 sobre retas
paralelas na mesma direcao, no qual a terceira reta de mesma direcao estda entre
duas paralelas.

Considere as retas como na Figura 4.9, sendo a reta m, que passa por A e
B, e a reta m’, que passa por C' e D, paralelas a reta n, que passa por F e F,
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ambas na mesma direcao. Podemos supor que o segmento AC' é perpendicular a
CD. Considere uma reta que passe nos pontos A e H, este 1ltimo situado dentro
do angulo C'B. Como m é paralela a n, esta corta a reta que passa pelos pontos
E e F num ponto I. Trace CI. Usando o Teorema 4.3, sabemos que a reta que
passa por E e F é paralela a reta que passa por C' e D. Logo, a reta que entra
no angulo CIF deve interceptar a que passa por C' e D. Isto prova o resultado
neste caso.

Agora, vamos considerar o caso em que as duas retas, m e m’, estao do mesmo
lado da terceira, n. Considere as retas como na Figura 4.10. Suponha que m/
seja a reta m”, passando por P, paralela a m’, na mesma direcao do paralelismo
(de m com relagao a n).

b m"
><m

-

Figura 4.10: Apoio para a demonstracao do caso 2 do Teorema 4.3 sobre retas
paralelas na mesma direcao, no qual duas retas estao do mesmo lado da terceira.

De acordo com a primeira parte provada, m” é paralela a n. Como m também
¢é paralela a n e o paralelismo de m e m” é na mesma direcao, concluimos que
m = m”, ja que a paralela, em uma determinada direcao e passando pelo mesmo
ponto, é unica. Consequentemente, m é a paralela a m’. O]

A partir de agora, vamos utilizar a nocao de pontos ideais e pontos ordinérios,
com o objetivo de simplificar os enunciados que se seguem.

4.2.1 Pontos Ideais

De uma maneira simplificada podemos afirmar que

Definicao 4.3 (Pontos Ideais): Os dois pontos que se localizam um antes e um
depois de todos os pontos de cada reta no plano sao chamados pontos ideais. Tais
pontos sao representados por letras maitsculas gregas.

A adigao desses pontos é feita de modo que retas paralelas tenham em comum
um ponto ideal na direcao do paralelismo. Deste modo, duas retas sao paralelas se
possuem um ponto ideal em comum.

Para deixar esse conceito mais embasado, indiquemos o plano hiperbdlico por H
e consideremos o conjunto S de todas as semirretas de H. Convencionemos por ora
que uma reta possa ser paralela a ela mesma. Assim, segundo Arcari [!], pagina 57,
podemos introduzir uma relacao de equivaléncia em S envolvendo tal conceito.

Sejam s, so € S. Definimos que s; estabelece relagao de equivaléncia com ss se,
e somente se, s; ¢ paralelo a so. Desta forma, a convengao acima estabelecida e os
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Q3
Oy
Q
(OR Q,
(a) Pontos ideais €1 e Q2 na Geome- (b) Pontos ideais representados nas
tria Hiperbdlica. retas hiperbodlicas distintas r e s.

Figura 4.11: Representacao de pontos ideais.

Teoremas 4.2 e 4.3 possibilitam de maneira imediata provar que temos uma relacao
de equivaléncia entre s; e s, em S.

As classes de equivaléncia da relagao definida acima no conjunto S, das semirretas
do plano hiperbdlico H, sao chamadas de pontos ideais de H. E, geralmente, tal
classe de equivaléncia ¢ indicada pela letra ). Veja a Figura 4.11a e a Figura 4.11b.

Sejam r uma reta e A um ponto pertencente a r. Deste modo, A define duas
semirretas em r que podem ser representantes de duas classes de equivaléncia acima
definidas. Qualquer outro ponto B pertencente a r ira definir as mesmas classes que
A define. Assim, podemos dizer que uma reta r determina dois pontos ideais, um
para cada sentido de paralelismo em r. Indicando tais pontos ideais por 2_ e €2,
podemos imagina-los com os mesmos papéis dos pontos —oo e 400 associados a reta
dos numeros reais. Desta forma, com a nocao de reta orientada, é conveniente pensar
em {)_ como sendo um ponto que vem “antes” de todos os pontos de r e {2, como
sendo um ponto que vem “depois” de todos de 7.

E conveniente ressaltar que os pontos ideais nao sao pontos do plano hiperbdlico,
assim como +00 e —oo nao sao pontos da reta real. Para diferencia-los dos demais
pontos do plano também fazemos uso do conceito de pontos ordinérios.

Defini¢ao 4.4 (Pontos Ordinarios): Os pontos pertencentes ao plano hiperbdlico
sao chamados pontos ordinarios. Tais pontos sao representados por letras maiusculas
do alfabeto latino.

Esses novos conceitos se aplicam em triangulos generalizados, que é o tema da
proxima secao.

4.3 Triangulos generalizados e suas propriedades

Encontraremos nessa seccao outro ponto semelhante entre a teoria de triangulos
ordindrios e triangulos generalizados: a existéncia de angulos internos e externos e
como eles se relacionam. Também serao apresentados dois teoremas equivalentes ao
Axioma de Pasch para triangulos generalizados.

Os teoremas e demonstragoes dessa sec¢ao podem ser encontrados em Barbosa [2],
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nas paginas 63 a 67.

Definicao 4.5 (Triangulos Generalizados): Os triangulos generalizados podem
ser formados por trés conjuntos de pontos, a saber:

1. dois pontos ordindrios e um ponto ideal (Veja a figura 4.12a);
2. dois pontos ideais e um ponto ordindrio (Veja a figura 4.12b) ou

3. trés pontos ideais (Veja a figura 4.12c¢).

Q Q, Q,
(a) Tridngulo formado por dois pon- (b) Triangulo formado por dois pon-
tos ordindrios e outro ideal. tos ideais e outro ordinério.
Qs
o Q

(c) Triangulo formado por trés pon-
tos ideais.

Figura 4.12: Exemplos de triangulos generalizados.

Definigao 4.6 (Triangulos Ordindrios): Os triangulos ordinarios sao aqueles
formados por trés pontos ordinarios.

Os triangulos generalizados separam o plano em duas regioes: interior e exterior.
A regiao interior é constituida por todos os pontos dos segmentos de reta que ligam
dois pontos dos lados do triangulo generalizado e a regiao complementar a essa ¢ a
regiao exterior. Um ponto pertencera a esse tipo de triangulo se ele pertence ao seu
interior.

Inicialmente, analisaremos os triangulos do tipo 1. Lembre-se que os pontos ideais
serao representados por letras maitsculas gregas e assim o triangulo generalizado
ABS) tem vértices ordinédrios A e B, e vértice ideal ). Sua figura serd formada por
duas semirretas paralelas com origens nos pontos A e B e pelo segmento de reta AB.
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Dizemos que uma reta entra em um triangulo generalizado quando a interseccao
desta reta com o interior do triangulo generalizado for nao vazia. Assim, seja ABS)
um triangulo generalizado. Dizemos que uma reta r passa por um dos vértices
de ABQ) quando A pertence a r ou B pertence a r ou é um dos pontos ideais de

r. Analogamente, este conceito estende-se para triangulos generalizados A€}y ou
210:03.

Teorema 4.4: Se uma reta entra em um triangulo generalizado ABS2 por um de
seus vértices, entao, ela intersecta o lado oposto a esse vértice.

Q
B

Figura 4.13: Apoio para a demonstracio do Teorema 4.4, no qual se uma reta
passa por um vértice do triangulo ABS) entao cortard o lado oposto.

Demonstracdao. Se a reta passa pelo ponto ordinario A, ou por B, entao ela deve
intersectar BQouAS), uma vez que as retas A2 e B) sao paralelas. Considere,
pois, uma reta que vem do ponto §2 e passa em algum ponto P interior ao triangulo,
como indicado na Figura 4.13. Pelo paralelismo, a semirreta Ssp intersecta BS2
em um ponto (). Pelo Axioma de Pasch 2.1, a reta que vem de (2 e passa por P
deve intersectar um dos outros dois lados do triangulo AB(@). Nao pode intersectar
BQ), pois do contrario, coincidiria com o lado Bf). Logo intersecta AB. m

O seguinte teorema é uma reformulagao do Axioma de Pasch, para triangulos
generalizados e foi extraidos de Arcari [1], pagina 59.

Teorema 4.5: Se uma reta corta um dos lados do triangulo generalizado ABS2 e
nao passa por nenhum de seus vértices, entao,ela intersecta um, e somente um, dos
outros dois lados.

Demonstracdo. Considere a reta r entrando em ABS) por AS2, o ponto () como a
interseccao entre r e A€, conforme indicado na Figura 4.14a.

Temos dois casos a considerar. Se r entra em BQS2, entao, pelo Teorema 4.4,
a interseccao entre r e B2 é nao vazia. Ou, se r entra em AB(Q), pelo Axioma de
Pasch, a interseccao entre r e AB é nao vazia. Sabemos que r nao contém BQ)
pois, caso contrario, B pertenceria a r, e isso contraria a hipotese.

Considere agora a situacao em que r entra em ABS) por AB. Seja C a
intersecgao entre a r e AB, conforme indicado na Figura 4.14b.

Temos novamente dois casos a considerar. Se a reta r entra em ACS?, pelo
Teorema 4.4, a interseccao de r e AS) é nao vazia. Por outro lado, se r entra
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(a) Apoio para a demonstra¢ao do
Axioma de Pasch para triangulos

generalizados, reta entrando pelo
lado ASQQ.

(b) Apoio para a demonstracao do
Azioma de Pasch para triangulos
generalizados, reta entrando pelo

lado AB.

Figura 4.14: Apoio para demonstracao do Axioma de Pasch para triangulos
generalizados .

em BC(), pelo mesmo Teorema 4.4, a interseccao entre r e BS) é nao vazia. J&
que r nao contém C2, uma vez que 7 passaria por {2 e isso seria contrario a
hipdtese. ]

Outro ponto semelhante na teoria de triangulos ordinarios e triangulos generali-
zados ¢é a existéncia de angulos internos e externos. Em um triangulo generalizado
ABfS), seus angulos internos sao ABQ e BAQ, enquanto que os angulos externos
correspondem aos suplementos desses angulos, que sao facilmente observados geome-
tricamente pela extensao do lado AB. Os triangulos generalizados com trés vértices
ideais nao possuem angulos externos. Observe a Figura 4.15a.

a) Triangulo generalizado com um

vértice ideal no qual v é angulo

externo de ABS). Temos que
v + B = 180°.

b) Triangulo generalizado com dois

vértices ideais no qual v é o an-

gulo externo de AQ1()5. Temos
que v+ 8 = 180°.

Figura 4.15: Exemplos de angulos externos em triangulos generalizados com
um ou dois vértices ideais. Os triangulos generalizados com trés vértices ideais
nao possuem angulos externos.

Os Teoremas 4.4 e 4.5 também valem para os demais tipos de triangulos generali-

zados. Esses dois teoremas sao os equivalentes ao Axioma de Pasch para triangulos

generalizados.
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Observe a Figura 4.15a. Nela, os angulos externos de AB() sao os angulos
suplementares de ABQ) e BAQ, construidos sobre as retas suportes de AB, AQ e
BQ). Na Figura 4.15b os angulos externos de A€;€)s sdao construidos sobre as retas
suportes de A€ e Af)y. Os triangulos generalizados 212523 nao possuem angulos
externos.

Vejamos a versao do Teorema do Angulo Externo para triangulos generalizados.

Teorema 4.6 (Teorema do Angulo Externo para tridngulos generalizados):
Um angulo externo de um triangulo generalizado AB) é sempre maior do que o
angulo interno que nao lhe é adjacente.

Demonstracao. Dado um triangulo generalizado ABS2, definimos S4p como o
segmento de reta que passa por A e B. Tome C € S,p, fora do segmento
AB. Temos que CBQ é um angulo externo do triangulo. Desejamos provar
que CBQ > BAQ. Para isto, trace, a partir de B, um segmento BD, tal que
CBD = BAQ. Como decorréncia dos quatro primeiros postulados de Euclides, a
reta que passa por B e D nao intercepta A{2. Consequentemente, o ponto D nao
pode estar na regiao interior ao triangulo ABS?, para que valha o resultado.

L A

=}Q

B - D
c/

Figura 4.16: Apoio para a Demonstracao do Teorema 4.6.

Resta, portanto, excluir a possibilidade de que o ponto D esteja sobre B{).
Suponha que ocorra. Seja M o ponto médio de AB. Baixe uma perpendicular
de M até um ponto N € B{Q). Na reta que passa por A e 2, marque um ponto
L de modo que LA = BN e que L e N estejam em lados opostos relativamente
a reta que passa por A e B. Pelo primeiro caso de congruéncia de triangulos
(ordinarios), LAM = NBM. Segue-se facilmente, que os pontos L, M e N sao
colineares e, consequentemente, LN é uma perpendicular comum a L) e NC.
Mas, pela Proposicao 4.2, deveriam ser agudos. Contradicao! O

4.3.1 Congruéncia de Triangulos Generalizados

Quanto a congruéncia de triangulos na Geometria Hiperbodlica, ela existird sempre
que dois triangulos ABS) e A’ B’ possuirem uma correspondéncia entre seus vértices
de tal forma que os lados finitos e os angulos correspondentes sejam todos congruentes.
Analogamente, a relacao descrita por ABQ = A’B’Q) representa que a congruéncia
de triangulos leva A em A’, B em B’ e ) em ). Serao apresentadas, a seguir,
as condicoes minimas necessarias para que os triangulos generalizados, do tipo
considerado até aqui, sejam congruentes.



Capitulo 4. Geometria Hiperbdlica 41

Teorema 4.7 (Primeiro caso de congruéncia de tridngulos generalizados
- caso “lado-angulo”): Sejam ABSQ) e A’B'QY dois triangulos generalizados. Se
AB = A'B' e BAQ = B'A'Y, entdao, ABQ = A'B').

Demonstracdo. Devemos mostrar que ABQ = A’B'Q). Vamos supor que este
nao seja o caso. Sem perda de generalidade, podemos supor que ABQ > A'BQY.
Tome, pois, uma semirreta Sgc tal que ABC = A’'B'QY. Esta semirreta entra no
angulo AB’Q, como mostra a Figura 4.17. Logo pelo Teorema 4.4, ela intersecta o
lado AQ2 em um ponto D. Tome o ponto D' em A’CY, tal que A’D" = AD. Segue
que ABD = A'B'D'.

./

o

Figura 4.17: Apoio para a demonstracio do caso Lado-angulo de congruéncia
de triangulos generalizados.

Consequentemente, A'B'D = ABD = A'B'QY, o que é absurdo. O

Teorema 4.8 (Segundo caso de congruéncia de tridngulos generalizados -
caso angulo - angulo): Sejam ABQ e A'B'QY dois triangulos generalizados. Se
ABQ = ABQY e BAQ = B'AQY, entao, ABQ = A'B'SY.

Figura 4.18: Apoio para a demonstracdo do caso angulo-angulo de congruéncia
de triangulos generalizados.

Demonstracao. Devemos provar que AB = A’B’. Vamos supor que este nao seja
o caso. Sem perda de generalidade, podemos supor que AB > A’B’. Seja C' um
ponto de AB tal que AC' = A’B’, como indicado na Figura 4.18. Considere a
semirreta C(2. Pelo primeiro caso de congruéncia de triangulos generalizados,
teremos que ACQ = A'B'(Y. Portanto, ACQ = A'B'Y. Como este tltimo é, por
hipétese, igual a AB, entdo, o triangulo CBS possui um angulo externo igual a
um angulo interno nao adjacente, o que contradiz o Teorema 4.6. [
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Figura 4.19: Apoio para a demonstracao do caso Triangulo-Isdsceles de con-
gruéncia de triangulos generalizados.

Teorema 4.9 (Terceiro caso de congruéncia de triangulos generalizados
- caso “triangulos is6sceles”): Todos os triangulos generalizados isésceles com
bases de mesma medida sao congruentes entre si, ou seja, se ABQ e A’B'Q) sao tais
que AB = A'B', ABQ = BAQ e AB'QY = B'A'QY, entao, ABQ = A/'B'SY.

Demonstracao. E suficiente provar que ABQ = A'B'SY. Vamos supor que este
nao seja o caso. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que ABQ > A'BQY.
Construa, entao, angulos ABC e BAD, iguais entre si e iguais a A’ B'QY, como
mostra a Figura 4.19. Pelo Teorema 4.4 e pelo Axioma de Pasch 2.1, concluimos
que as semi-retas Sap e Spc se interceptam em um ponto E no interior do
triangulo ABS). Marque, no lado A’€Y', um ponto E’, tal que A'E’ = AE. Segue
que os triangulos ABE e A'B'E’ sao congruentes. Mas, entdo, teremos A'B'E’ =
ABE. Como este dltimo é igual a A’B'(Y, o ponto E’ deve pertencer a B'SY, o
que é absurdo. [

4.4 Angulo de Paralelismo

O angulo de paralelismo entre as retas s e r no ponto P foi caracterizado
anteriormente na Definicao 4.2 por meio das Proposigoes 4.1 e 4.2. Veja a Figura 4.20.

Figura 4.20: Angulo de paralelismo na Geometria Hiperbdlica.

Ressaltamos que a nocao de angulo de paralelismo esta associada a um triangulo
retangulo generalizado PQS2 e que seu angulo interno P é exatamente o angulo de
paralelismo entre s e 7 em P, como indica a Figura 4.21.
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Figura 4.21: Angulo de paralelismo no triangulo retangulo generalizado.

Segundo Barbosa [2], pagina 69, tal angulo depende somente do comprimento do
segmento AP, conclusao imediata do primeiro caso de congruéncia para triangulos
generalizados, descrito na se¢@o anterior 4.3.1. Seja h o comprimento de AP e O(h)
a medida, em radianos, do angulo de paralelismo. Como consequéncia do Teorema
do Angulo Externo 4.6, temos

Se hy > hy entao O(hy) < O(hs) ,

o que caracteriza uma funcao estritamente decrescente, como exemplifica a Figura 4.22

P
aq
h, =% a, = B(hy)
a, = B(hy)
dz
h;
Q

Figura 4.22: A funcdo angulo de Paralelismo € estritamente decrescente.

J& que AP pode assumir qualquer tamanho, a funcao © esta definida para todos
os numeros reais nao negativos. Quando h = 0 temos que © equivale a um angulo
reto. Para valores negativos de h, definimos a fung¢ao © como

O(h) + O(—h) = 180°

Deste modo, podemos colocar as coordenadas em uma reta, na forma usual,
na qual a funcao © estara definida em cada ponto da reta. Ainda podera ser ttil
considerar © em radianos. Para isso, consideramos que

0(0) =x/2 e ©(h) +O(—h) = .

4.5 Quadrilateros Especiais

Existem dois tipos de quadrilateros especialmente interessantes no estudo da
Geometria Hiperbdlica. Tais quadrilateros foram mencionados anteriormente no
desenvolvimento deste trabalho nas subsegoes 3.2.6 e 3.2.7. Sao eles os quadrilateros
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de Saccheri e os de Lambert. Vejamos, a seguir, as caracteristicas principais de
cada tipo. Os teoremas, proposicoes e suas respectivas demonstragoes contidos nessa
seccao podem ser encontrados em [2], nas paginas 70 a 73.

4.5.1 Quadrilateros de Saccheri

Os quadrilateros ABC'D nos quais AB = C'D e os angulos ABC e BCD sao retos
sao chamados de Quadrilateros de Saccheri, pois foram estudados pelo matematico
Giovanni Saccheri. Dizemos que, em um quadrilatero de Saccheri, o lado comum
aos dois angulos retos é denominado base, o lado oposto a base é chamado topo,
os outros dois sao chamados apenas de lados do quadrildtero e os dois angulos nao
retos sao os angulos do quadrilatero ou ainda os angulos do topo. Na Geometria
Euclidiana, os quadrilateros de Saccheri sao retangulos, entretanto, isso nao ocorre
na Geometria Hiperbdlica.

D H c
L1 []
A M B

Figura 4.23: Apoio para a demonstracao da Proposicdao 4.5.

Proposigao 4.3: A reta ligando os pontos médios da base e do topo de um quadrila-
tero de Saccheri é perpendicular ao topo e a base; os angulos do topo sao congruentes.

Demonstracdo. Seja AB a base do quadrilatero de Saccheri ABC' D, mostrado na
Figura 4.23. Sejam M e H os pontos médios da base e do topo respectivamente.
Pelo caso LAL de congruéncia de triangulos, vale a igualdade DAM = CBM
logo, DM H = C'M H, pelo caso LLL. Segue dai que M H ¢ perpendicular a DC
e, somando os angulos em M, M H também é perpendicular a AB. Somando
angulos em D e C', obtemos a igualdade dos angulos do topo. O

Corolario 4.1: A base e o topo de um quadrilatero de Saccheri fazem parte das
retas que nao se interceptam.

Teorema 4.10: Os angulos do topo de um quadrilatero de Saccheri sao agudos.

Demonstracao. Sejam ABC'D um quadrilatero de Saccheri e 2 um dos pontos
ideais da reta que passa por A e B. Sem perda de generalidade, podemos supor
que B € AQ). Considere, entao, as semirretas D2 e C€). Seja £ um ponto tal
que C' € DE. Observe a Figura 4.24.

Pelo Corolédrio 4.1,0 segmento D2 entra no angulo ADE, e CQ entra no
angulo BCE. Tem-se que ADQ) = BCS), por serem angulos de paralelismo
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-E

\

1 [
A B Q

Figura 4.24: Apoio para a demonstracdo de que os angulos do topo do quadrild-
tero de Saccheri sao agudos.

correspondentes a segmentos congruentes. Além disso, no triangulo generalizado
CDX2, o angulo externo EC2 é maior do que o angulo interno nao adjacente C' D).
Portanto, BCE > ADC = BCD. Logo os angulos do topo sao agudos. n

Para facilitar a visualizagao dos angulos agudos ilustraremos o quadrilatero de
Saccheri como na Figura 4.25.

D C

com a < 90°

Figura 4.25: O quadrildtero de Saccheri possui dois angulos da base retos e dois
lados, distintos da base e do topo, congruentes e os angulos do topo congruentes e
agudos.

Mesmo com o Teorema 4.10 sendo consequéncia do quinto postulado da Geometria
Hiperbdlica 4.1, como a Proposicao 4.3 é baseada apenas nos quatro primeiros
Postulados de Euclides, ela é também uma proposigao valida na Geometria Euclidiana.

4.5.2 Quadrilateros de Lambert

Em seus estudos, Lambert usou quadrilateros ABC'D nos quais trés dos seus
angulos internos eram retos. O tnico angulo desconhecido é denominado angulo do
quadrilatero de Lambert.

Teorema 4.11: O angulo de um quadrilatero de Lambert é sempre agudo.

Demonstracao. Seja ABC'D um quadrildtero de Lambert com A=B=D= 90°,
como ilustra a Figura 4.26. Na semirreta Ssp, marque o ponto E, tal que
FA = AB. Em sua extremidade, trace o segmento E'F perpendicular a AB e
congruente a BC. Trace FA, FD e AC. E imediato verificar que FEA = CBA.

Como consequéncia, obtém-se a congruéncia dos triangulos FAD e C'AD.
Portanto, o angulo ADF é reto e, entao, os pontos F, D e C sao colineares.
Por construgao, FEBC é um quadrilatero de Saccheri. Logo, o angulo BCD é
agudo. O]
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F D c
L] []
E A B

Figura 4.26: Apoio para a Demonstracao do teorema 4.11, mostrando que o
angulo desconhecido de um quadrildtero de Lambert é agudo.

Teorema 4.12: Seja ABC'D um quadrilatero no qual A= B =90°. Entdo, C > D
seesose AD > CD.

Demonstracao. Para a primeira parte dessa demonstracao, considere a Figura 4.27.
Se AD > BC, tome E € AD, tal que AF = BC' e trace EC. Entao, EFEABC

A B

Figura 4.27: Apoio para a demonstracao do Teorema /4.12.

é um quadrilatero de Saccheri, logo, AEC = BCE. Como AEC é angulo
externo do triangulo DEC' e, claramente, BCD > BCE , podemos concluir que
ADC < BCD.

Analogamente se AD < CB, temos que o angulo C' é menor do que o angulo
D. Seja o ponto E pertencente ao lado BC' tal que AD e BE sejam congruentes,
como indicado na Figura 4.28. Pela Proposicao 4.3 temos ADE = BED. Pelo
Teorema do Angulo Externo 4.6, temos BED > BCD. Logo ADE > BCD e
assim ADE + EDC > BCD. Portanto, o angulo D é maior do que o angulo C.

Figura 4.28: Apoio para a demonstracao do Teorema 4.12.

O

Para facilitar o entendimento, o quadrilatero de Lambert pode ser pensado como
descrito na Figura 4.29.
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D o
[o]
a
ol .
A B

Figura 4.29: O quadrilatero de Lambert possui trés angulos retos e um angulo
a agudo.

4.6 Soma dos angulos internos de um triangulo

Na Geometria Euclidiana, a soma dos angulos internos de um triangulo é sempre
igual a soma de dois angulos retos. Este resultado nao é vélido na Geometria
Hiperbdlica, como veremos no seguinte teorema, disponivel em Arcari [!], pagina 73.

Teorema 4.13 (Soma dos angulos de um triangulo ordinério): A soma dos
angulos de qualquer triangulo ordinério ¢ menor do que dois angulos retos.

Prova original de Lobachewsky. A prova se dard em duas etapas. Primeiro mos-
traremos que a soma dos angulos internos de qualquer triangulo retangulo ordi-
nario é menor do que dois angulos retos e, posteriormente, mostraremos que esse
resultado se estende para triangulos ordinarios quaisquer.

Consideremos o triangulo ABC, reto em C, como indicado na Figura 4.30.

A Q D
7"
Y
M
[e] . " a
C P B

Figura 4.30: Apoio para a demonstracao de que a soma dos angulos de um
triangulo retangulo ordindrio € menor do que dois angulos retos.

Seja o ponto P, o pé da perpendicular baixada de M a C'B, tal que M é o
ponto médio de AB. Seja D um ponto tal que DAB = a = ABC. Seja () um
ponto pertencente a reta que passa por AD tal que AQ é congruente a PB. Pelo
caso LAL, os triangulos AQM e BPM sao congruentes.

Assim, M (@) é perpendicular a reta AD e os pontos P, M e () sao colineares.
Deste modo, AQPC é um quadrilatero de Lambert e a + v < 90°. Portanto,
A+ B+C < 180°.

Considerando agora um triangulo ordinario qualquer ABC', vamos supor, sem
perda de generalidade, que o maior angulo esteja no vértice A. Tracando a altura
relativa a esse vértice, teremos os triangulos retangulos ordinarios ABD e ACD,
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como mostrado na Figura 4.31, de onde concluimos que a + 5 < 90°, v+ < 90°
ea+ f+v+0d < 180° pelo caso anterior.

[o]

C

ol

Figura 4.31: Apoio para a demonstracao de que a soma dos angulos de um
triangulo ordindrio qualquer € menor do que dois angulos retos.

Os trés teoremas adiante foram extraidos de Barbosa [2], paginas 75 a 77.

Teorema 4.14: A soma dos angulos de qualquer triangulo é menor do que dois
angulos retos.

Demonstracao. Devemos provar que a soma dos angulos de trés tipos de triangulos
generalizados é menor do que dois angulos retos. Desta forma, vamos aos casos.

Consideramos, inicialmente, o triangulo generalizado A B2 e baixamos a altura
relativa ao vértice A até o lado B2, intersectando-o no ponto C. Deste modo,
obtemos o triangulo retangulo ordinario ABC' e o triangulo retangulo generalizado
ACS2, que podem ser vistos na Figura 4.32.

A

N
AR

e o

Figura 4.32: Triangulo generalizado com dois vértices ordindrios e um vértice

1deal.

B

Pelo Teorema 4.13 a1 + 3 < 90°, ap < 90° e a; = ap pela Proposicao 4.2 e, por
definicao Q) ¢ nulo. Assim, teremos que aq + as + 5 < 180° e, como ay + as = a,
temos que a + [ < 180°.

Consideramos, agora, o triangulo generalizado A€2:)s. Por definicao, os
angulos €27 e {25 sao nulos. Como as semirretas A€y e AS)y sao paralelas ao lado
1€, a esquerda e a direita, respectivamente, basta-nos baixar a perpendicular de
105 pelo ponto A e utilizar a Proposicao 4.2, de onde concluimos que os angulos
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A

Q1 02

Figura 4.33: Triangulo generalizado com um vértice ordindrio e dois vértices
1deais.

de paralelismo sao agudos e, assim, O AQ, < 180°. Veja a Figura 4.33. Por
fim, no caso do triangulo generalizado §2,{25(23, veja a Figura 4.33, por definicao,
os trés angulos de um triangulo generalizado 212,23 sao nulos. Logo, a soma
também serd nula e a prova se conclui.

o,

Q3 0,

Figura 4.34: Triangulo generalizado com trés vértices ideais. Nesta situagao
todos os angulos internos sao nulos!

]

Corolario 4.2: A soma dos angulos internos de todo quadrilatero é menor do que
quatro angulos retos.

Demonstracdo. Considere um quadrilatero convexo ordinario ABC'D. Tracemos
por um de seus vértices a diagonal desse quadrilatero, suponhamos, sem perda
de generalidade, que seja pelo vértice A. A diagonal AC' divide o quadrilatero
em dois triangulos ordinarios ABC' e ADC. Sejam Spi e Srs a soma dos angulos
internos dos triangulos ABC' e ADC), respectivamente. Do Teorema 4.14, temos
que St; < ™ e Sre < m. Logo, a soma dos angulos internos do quadrilatero
ABCD serd St1 + Stqe < 2. O

Teorema 4.15 (Caso de congruéncia AAA da Geometria Hiperbdlica): Se
os trés angulos de um triangulo sao respectivamente iguais aos trés angulos de um
outro triangulo, entao os triangulos sao congruentes.

Demonstmgao Considere os triangulos ordinarios ABC e A'B'C’, nos quais
A=A B=PBeC = . Suponhamos que os lados correspondentes sejam
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diferentes, por exemplo, AB > A’B’. Sejam os pontos D e E tais que D é ponto
sobre AB de modo que AD = A'B’ e o ponto E € AC de modo que AE = AC.
Desta forma, temos trés situagoes possiveis.

1°Caso) Lado AC' = Lado AE

Observe a Figura 4.35. Nela os triangulos ADFE e A’B’C" sdo congruentes pelo
caso LAL(lado-angulo-lado). Logo ADE = A'B'C'" = ABC. O que contradiz
o Teorema do Angulo Externo 4.6.

A A

B C=E B' C'

Figura 4.35: Apoio para a demonstracio do primeiro caso de congruéncia
“angulo- angulo- angulo” para triangulos ordindrios.

2°Caso) Lado AE < lado AC

Pela Figura 4.36 percebemos que os triangulos ADE e A’ B'C’ sdo congruentes
pelo caso LAL(lado-angulo-lado). Desta forma, ADE = A'B'C" e AED = A'C'B.
Assim, a soma dos angulos internos do quadrilatero BDEC' é 360°, o que contradiz
o Corolério 4.2.

A PN

B C

Figura 4.36: Apoio para a demonstracio do sequndo caso de congruéncia
“angulo- angulo- angulo” para triangulos ordindrios.

3°Caso) lado AE > lado AC

Os triangulos ADE e A’B'C’ da Figura 4.37 sao congruentes pelo caso
LAL(lado-angulo-lado). Desta maneira, os triangulos BDF e FCE possuem
um angulo externo igual a um angulo interno nao adjacente. O que contradiz o
Teorema do Angulo Externo 4.6.

Deste modo, AB = A’B’ e, pelo caso LAL, os triangulos ABC e A'B'C" sao
congruentes. O

Teorema 4.16: A funcao angulo de paralelismo © esta definida para qualquer
nimero real ndo negativo e é sobre o intervalo (0,90].
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A

E

Figura 4.37: Apoio para a demonstragao do terceiro caso de congruéncia “angulo-
angulo- angulo” para triangulos ordindrios.

Demonstracdo. O que queremos mostrar é que para qualquer angulo agudo «
dado, existird um ntimero nao negativo h de tal forma que ©(h) = «. Para isso,
tomemos um angulo BAC de medida equivalente a a. Vamos supor, por absurdo,
que todas as retas perpendiculares a Sy¢ intersectam Sup.

B

B,

B,

A As
C C, Cs

Figura 4.38: Apoio para a demonstracao do Teorema 4.16.

Veja a Figura 4.38. Sobre a semirreta S4c marcamos um ponto qualquer
(. Seja Bj a interseccao entre a perpendicular a semirreta Sac e a semirreta
Sap. Como a soma dos angulos internos do triangulo AB;C} é menor que dois
angulos retos, podemos indicé-la por 180° - €. Marcamos, entao, um ponto Cy
sobre Syc fora de ACY, tal que C1Cy = ACY, e consideramos o ponto By como
sendo a interseccao entre a perpendicular a Sy¢ e a semirreta Syp. Desta forma,
os triangulos AB;Cy e CyB,C} sao congruentes pelo caso LAL (lado-angulo-lado).
Deste modo, a soma dos angulos do triangulo AB;C5 é 180° - 2¢. Analogamente,
como o triangulo AB,C5 é subdividido pelo segmento B;Cy, a soma de seus angulos
internos sera inferior a 180° - 2¢. E, repetindo esse argumento indutivamente,
encontramos triangulos cuja soma dos angulos internos é menor que 180° - na.
Para n suficientemente grande, obtemos um triangulo cuja soma dos angulos é
negativa, o que é um absurdo! Logo, existe uma reta perpendicular a semirreta
Sac e que nao intersecta S . O conjunto de todas as retas perpendiculares a
S4c podem ser separadas em subconjuntos

e das retas que intersectam Sypg, e das

e retas que nao intersectam Sup e
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existe exatamente uma reta m que separa esses dois subconjuntos. Vamos mostrar
que m é paralela & Syp e portanto nao a intersecta.

F

A c D

Figura 4.39: Apoio para a demonstracao do Teorema 4.16.

Seja D o ponto de intersecgao entre m e Sy e E € m um ponto como indicado
na Figura 4.39. O angulo ADE ¢ dividido por uma semirreta qualquer Spp.
Como DF nao intersecta Sap, F' pertence a uma das perpendiculares a Sac que
tem intercessao com S4p. Pelo Axioma de Pasch 2.1, a semirreta Spr intersecta
Sap. Porém, se qualquer semirreta que divide o angulo ADE intersecta S AB,
temos que Spg sera paralela a S,p. Desta forma, o angulo de paralelismo « tem
o comprimento h do segmento AD. O]

4.7 Pontos ultra-ideais

Vamos estudar agora propriedades importantes da Geometria Hiperbdlica relacio-
nadas as retas que nao se intersectam. Os teoremas e demonstragoes dessa secgao
podem ser encontrados em Barbosa [2], paginas 79 a 83.

Teorema 4.17: Duas retas que nao se intersectam tém uma e sé uma perpendicular
em comum.

Demonstracao. Vamos inicialmente garantir que exista a reta perpendicular que
é comum as duas retas que nao se intersectam. Posteriormente, vamos provar
que essa perpendicular é unica.

(Prova da Existéncia). Sejam m e n um par de retas que ndo se intersectam e
A e B dois pontos de n. Tracemos os segmentos AC' e BD perpendiculares a m.
Se AC = BD, o quadrilatero ACDB é de Saccheri 4.5.1. Consequentemente, n e
m possuem uma perpendicular em comum.

No caso de AC' e BD nao serem congruentes, sem perda de generalidade,
vamos supor que AC' > BD. Seja §2 o ponto ideal da semirreta S p. Vamos
marcar os pontos E e H tais que £ € AC' , EC = BD e H seja um ponto qualquer
na semirreta S¢p fora do segmento C'D. Construa o angulo CEF = DBS) com o
ponto F' no quadrilatero ABCD.

Vamos mostrar que a semirreta Sgp intersecta n. Considere a semirreta C'€)
interior ao angulo ACH e a semirreta DS} interior ao angulo BDH. Desde que
HDQ > HCQ, pelo Teorema do Angulo Externo 4.6, podemos tracar uma linha
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n

Cc D L N

Figura 4.40: Apoio para a demonstracao do Teorema 4.17.

C'J, entrando no angulo AC’Q, tal que H CJ = HDX). essa reta interceptara a
reta n em um ponto J.

Posto isso, ao compararmos Sgr € Scy nos quadrilateros FECJ e JBDS),
percebemos que elas sao paralelas. Logo, Sgr tem com a reta n um ponto K de
intersecgao, situado no intervalo AJ.

Trace o segmento K L perpendicular a reta m, como mostrado na Figura 4.40.
Sobre a semirreta Bf) marcamos o ponto M de modo que MB = FK. Na
semirreta Spy, marque o ponto N de modo que ND = CL e trace M N. Utilizando
congruéncia de triangulos é facil mostrar que os quadrilateros EKLC e BMND
sao congruentes. Desta maneira, M N é perpendicular a m e MN = K L. Logo,
KLNM é um quadrilatero de Saccheri e o resultado se segue.

(Prova da Unicidade) Se existem duas retas perpendiculares as retas m e n,
temos um quadrilatero com quatro angulos retos, que contradiz o Corolario 4.2.

Logo, sé existe uma reta que é perpendicular a duas retas que nao se intersectam.
O

Com o objetivo de facilitar a notacao, enunciados e provas de teoremas e proposi-
¢oes, os pontos ultra-ideais sao introduzidos. Segundo Barbosa [2], pdgina 80, vamos
associar a cada reta m um ponto ultra ideal, representado por I',,. Em uma reta n
serao acrescentados os pontos ultra ideais I',,, aos pontos ordinarios e ideais, onde m
é qualquer reta perpendicular a n.

Definicao 4.7 (Pontos Ultra-Ideais): O ponto ultra-ideal é o tinico ponto em
comum de duas retas que nao se intersectam.

Como esse acréscimo juntamente com o Teorema 4.17 podemos afirmar que duas
retas que nao se intersectam possuem exatamente um ponto em comum: o ponto
ultra-ideal!

O feixe de retas perpendiculares a reta m é composto pelo conjunto de todas
as retas que passam pelo ponto ultra-ideal I',,,. Desta forma, duas retas quaisquer
sempre terao um ponto em comum, seja ele

e um ponto ordindrio;

e um ponto ideal, no caso de retas paralelas, ou
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e um ponto ultra-ideal, no caso de retas que nao se intersectam.

Teorema 4.18: As mediatrizes dos lados de um triangulo sdo concorrentes (em um
ponto ordinério, ideal ou ultra-ideal).

Demonstragcao. Consideraremos trés casos possiveis. Caso I. Duas mediatrizes
se intersectam em um ponto ordindrio do plano. O resultado pode ser obtido
diretamente pelo uso de congruéncia de triangulos. Caso II. Duas mediatrizes se
intersectam em um ponto ultra-ideal I',,. Neste caso, m é perpendicular comum
as duas, e devemos mostrar que a terceira mediatriz também é perpendicular a
m, o que é equivalente a mostrar que ela passa também pelo ponto I',,.

B

\\D
E
A__— 0 F c
B
A
m
X e . O o

Figura 4.41: Apoio para a demonstracao do Teorema 4.18.

Seja ABC' um triangulo e, D, E e F' os pontos médios dos lados BC, BA e
AC, respectivamente. Suponha que as mediatrizes dos lados AB e BC tém m
como perpendicular comum. Na Figura 4.41 estas mediatrizes sao DD’ e EFE’
e m é a reta passando por D' e E’. Trace os segmentos AA’, BB’ e CC’, todos
perpendiculares a m. Trace também AE’', BE', BD' e CD’. Tem-se, entao,

AFE' = BEE' e BDD' = CDD’
Como consequéncia, tem-se também que
AA'E' = BB'F’ e BB'D' = CC'D'

Segue que
AA'= BB ' =CC’

. Portanto, AA’C'C é um quadrilétero de Saccheri. Logo, o segmento F'F’ ligando
os pontos médios de sua base e de seu topo é também perpendicular a base e ao
topo, ou seja, é perpendicular a AC' e a m. O resultado fica assim demonstrado.

Caso III. Duas mediatrizes se interceptam em um ponto ideal €2. Vamos
mostrar que a terceira mediatriz também passa por €2, ou seja, que as mediatrizes
sao paralelas em uma mesma direcao.

Se a terceira mediatriz intercepta uma das outras duas, em um ponto ordinario
do plano ou em um ponto ultra-ideal, entao, pelos dois casos considerados,
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/ e, — o
(a) (b)

Figura 4.42: Duas mediatrizes se interceptam em um ponto ideal.

chegamos a uma contradicao. Por isto, podemos concluir que a terceira mediatriz
intersecta cada uma das outras duas e um ponto ideal. Existem, entao, duas destas
situagbes possiveis, ilustradas na Figura 4.42. Vamos mostrar que a situacao (b),
em que as trés mediatrizes formam um triangulo generalizado Q€€)”, nao pode
ocorrer. Observe que nenhuma reta pode cortar os trés lados desse triangulo em
pontos ordindrios. De fato, se uma reta n corta Q) em um ponto A e corta
Q0" em um ponto B, tracando-se a reta Bf) vemos que n fica dentro da regiao
limitada por dois angulos opostos pelo vértice, enquanto a reta €2€)” fica dentro
do outro par. Portanto, n nao pode cortar 22" em um ponto ordinario, como
indica a Figura 4.43.

o —

Figura 4.43: Situacao impossivel: trés mediatrizes nao podem formar um
triangulo generalizado!

Por outro lado, sempre existe uma reta que corta as trés mediatrizes de um
triangulo em pontos ordinarios! De fato, no triangulo ABC', seja A 0 seu maior
angulo, como mostra a Figura 4.44. Sejam K e L pontos sobre BC tais que BAK
— ABK e CAL = ACL. Entao, K é ponto da mediatriz do lado AB e L é o
ponto da mediatriz do lado AC. Assim, BC' intercepta as trés mediatrizes.

A

B K L C

Figura 4.44: Apoio para a demonstracao do terceiro caso do Teorema 4.18.

Logo, a situagao (b) é impossivel. E isso demonstra o teorema. ]
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4.8 Variacao da distancia entre retas

Vamos considerar dois pontos P e () pertencentes as retas m e n, respectivamente.
Considere a perpendicular baixada de P até (). Definimos a distancia do ponto P a
reta n como sendo a medida do segmento PQ).

Nesta subsecao vamos investigar o comportamento do ponto P ao se mover sobre
uma reta m. Para isso, vamos considerar trés possibilidades para duas retas: as
que se intersectam, as que sao paralelas e as que nao se intersectam. Os teoremas e
demonstragoes dessa seccao podem ser encontrados em [2], paginas 84 a 87.

Teorema 4.19: Sejam m e n retas concorrentes em um ponto O. Seja P um ponto
de m. A distancia do ponto P a reta n cresce quando P se desloca ao longo da
reta m se afastando do ponto O, tornando-se maior do que qualquer comprimento
prefixado. Esta distancia decresce quando P se move na direcao de O tornando-se
menor do que qualquer nimero positivo prefixado.

Demonstracao. Considere as retas m e n, concorrentes no ponto O. Considere
também os pontos de m, P, e P, tais que P, € OPF,. Observe a Figura 4.45.
Nela, P, e P,()5 sao segmentos perpendiculares a n. Deste modo, os angulos
dos vértices Q1 e (Q2, no quadrilatero P,(QQ1Q2 5, sao retos. Além disso, nesse
quadrilatero os angulos P; e P, sao angulos, respectivamente, obtuso e agudo.
Dessa forma, P11 < P>(Q)5. E, isso evidencia que, quando o ponto variavel de m
se afasta de O, a distancia cresce, e quando ele se aproxima, a distancia diminui.

P,
P,

Q, Q Q M
Figura 4.45: Apoio para a demonstracao do Teorema 4.19.

Considere o angulo P; OQl como angulo de paralelismo correspondente a uma
distancia h. Seja M um ponto de n tal que o comprimento OM seja h. Trace
por M a reta m’ perpendicular & n. Entao, m e m’ sdo paralelas, ou seja, elas se
intersectam em um ponto ideal €.

Se r é um numero positivo qualquer, escolha um ponto R em M) tal que o
comprimento de M R seja r e trace a perpendicular a m’ que passa por R. Esta
reta intersecta m em um ponto P. Seja () o pé da perpendicular baixada de P a
reta n. Entao, PQM R é um quadrilatero de Lambert 4.5.2 com angulo agudo em
P. Logo, PQ) > RM. Isto conclui a prova do teorema. [

Teorema 4.20: Sejam m e n duas retas paralelas e P um ponto de m. A distancia
de P a reta n decresce quando P se move na direcao do paralelismo, tornando-se
menor do que qualquer nimero positivo prefixado. A distancia cresce na direcao
oposta ao paralelismo, tornando-se maior do que qualquer valor prefixado.
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Demonstracao. Sejam m e n duas retas paralelas e seja €2 o ponto ideal onde as
duas se intersectam. Sejam P; e P, dois pontos sobre m e Q1 e (Q2, respectivamente,
os pés das perpendiculares baixadas destes pontos a reta n. Suponha que P, € P;{).
Segue-se que Q2 € (112 e que o quadrilatero P;(QQ1Q2 P> (com angulos retos nos
vértices @1 e (Q2) tém angulo agudo P; e angulo obtuso em Py. Logo, PiQ1 > PQs.
Veja a Figura 4.46.

Q1 QZ

Figura 4.46: Apoio para a demonstracao da propriedade de variagao da distancia
em retas paralelas.

Resta, portanto, apenas provar que a distancia pode tornar-se tao grande ou
tao pequena quanto se queira. Vamos de fato provar que qualquer que seja o
nimero positivo r dado, existe um ponto R sobre m tal que a distancia deste
ponto a reta n é exatamente 7.

Tome P € m e seja (Q o pé da perpendicular baixada deste ponto a reta n. Se
o comprimento de PQ) é r entao P é o ponto desejado. Se nao for, entao marque
na semirreta Sgp um ponto R tal que o comprimento de R() seja r e trace por
R a reta m' paralela a n na dire¢do oposta a do paralelismo de m e n. Veja a
Figura 4.47.

Figura 4.47: Apoio para demonstrar que qualquer que seja o numero positivo
r dado, existe um ponto R sobre m tal que a distancia deste ponto a reta n €
exatamente 1.

E claro que m’ intersecta m em um ponto S. Seja T o pé da perpendicular
baixada de S a reta n. Sobre as retas m e n, marque pontos M e N tais que
SM = SR e TQ = TN. Comparagao entre os quadrilateros STMN e STQR
permite concluir que eles sao congruentes e, portanto, MN = RQ e MN ¢
perpendicular a n. Dai o resultado. m

A partir deste ponto, fica provado que retas paralelas na Geometria Hiperbdlica
se comportam de maneira bem distinta da Geometria Euclidiana. Na nova geometria,



Capitulo 4. Geometria Hiperbdlica 58

retas paralelas nao sao equidistantes. A distancia entre elas diminui para zero na
direcao do paralelismo indicando assim seu carater assintético. Podemos concluir
ainda com essa prerrogativa que as figuras formadas por pares de retas paralelas sao
sempre congruentes.

Teorema 4.21: Sejam m e n duas retas que nao se intersectam e P um ponto de m.
Seja M N o segmento da perpendicular comum com M € m e N € n. A distancia de
P areta n cresce quando P se afasta do ponto M tornando-se maior do que qualquer

valor prefixado, e decresce quando o ponto P se aproxima de M até tornar-se igual a
MN quando P = M.

N Q Q, Q

Figura 4.48: Apoio para a demonstracao da propriedade de variacao da distancia
em retas que nao Se intersectam.

Demonstracao. Sejam m e n retas que nao se intersectam e seja M N um segmento
perpendicular comum, com M € m e N € n. Sejam P; e P, dois pontos de m
situados do mesmo lado relativamente ao ponto M e tais que M P, < M P,. Sejam
()1 e Q2 os pés das perpendiculares baixadas destes pontos a reta n.

No quadrilatero e Lambert 4.5.2 MNQ, P, tem-se P,); > M N. Um exame
do quadrilatero P;Q1Q2 P>, que possui dois angulos retos, um angulo agudo e um
obtuso, permite concluir que P} < P>()5. Isto mostra que a distancia de um
ponto m a n cresce quando o ponto se afasta do ponto M. Seja €2 o ponto ideal
da semirreta Sysp,. Considere a semirreta N. E f4cil ver que toda perpendicular
baixada de um ponto de Sy;p, a reta n corta NS2. Segue-se dai e do Teorema 4.19
que o comprimento de tais perpendiculares cresce arbitrariamente. [

4.9 Construcao de retas paralelas

Nesta seccao descreveremos o método de construgao de uma reta paralela a uma
dada reta [ passando por um ponto P, exterior a [. Para isso, consideremos o teorema
a seguir. Todos os resultados dessa secgdo podem ser encontrados em Barbosa [2],
paginas 88 a 96.

Teorema 4.22: Trace a perpendicular P() do ponto P a reta [. Marque, agora, na
reta [, um ponto R diferente do ponto (). Trace a reta m perpendicular ao segmento
PQ) passando pelo ponto P. Trace, em seguida, a perpendicular RS do ponto R a
reta m. Formamos, assim, um quadrilatero de Lambert com angulo agudo no ponto
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R. Com P como centro e raio igual a QR, trace um circulo. Este interceptara o
segmento RS em um ponto 7. A reta que passa por P e T é uma das paralelas a [
passando pelo ponto P. A outra pode ser escolhida de forma andloga, escolhendo-se
o ponto R do outro lado do ponto Q.

A prova do Teorema 4.22 serd mostrada mais adiante, pois depende de algumas
consideragoes sobre triangulos e também de dois lemas que serao mostrados a seguir.

A

a

Figura 4.49: Triangulo retangulo

Por hora, faremos algumas ponderacoes sobre os triangulos. Consideremos um
triangulo retangulo ABC, descrito na Figura 4.49, no qual A=)\ B= 1, C éreto e
os lados opostos aos vértices A, B e C sao respectivamente a, b e c.

Representaremos os angulos ©(a) = a, ©(b) = f e O(c) = . Os comprimentos
correspondentes aos angulos A e i, que sao correspondentes aos angulos de paralelismo,
serao denominados por [ e m, de modo que O(l) = A e ©(m) = p. Os comprimentos
dos angulos «, 3, v, A e p serdo representados por o/, 5/, 7/, X e p/. Por serem
angulos agudos, possuem distancias associadas que serao designadas por a’, V', ¢, I’
e m’, respectivamente. Com esta escolha de notacao, teremos como angulo reto a
soma entre O(a) e O(d’).

Observamos aqui que uma quantidade muito grande de varidveis devem estar
predefinidas para que tenhamos a formacao de um triangulo. Para nossa sorte, elas
nao sao independentes.

Como exemplo, vamos analisar a construcao de um triangulo retangulo dispondo
apenas da medida da hipotenusa (c) e de um angulo agudo (x). Assim como na
Geometria FEuclidiana, tracemos um segmento AB de comprimento ¢ e em seguida
o angulo p com vértice no ponto B e, entao, baixe a perpendicular do ponto A ao
outro lado do angulo. Deste modo, podemos determinar todas as variaveis de um
triangulo retangulo dispondo apenas da hipotenusa e de um angulo agudo.

A partir deste momento, todos os angulos serao expressos em radianos, pois isso
nos possibilitara a obtencao de férmulas mais simples.

Vamos expor as relagoes entre as variaveis associadas a um triangulo. A saber,
temos inicialmente

™
atad = f+f = y+y = A+XN = vy = g,

O =a, OB =p O=v Ol=A  em=p
O(d) = d, ow) =7, o) =+, o) =N, o(m') =4



Capitulo 4. Geometria Hiperbdlica 60

Ainda temos outras relagoes que nao sao independentes.

Lema 4.1: Em um triangulo retangulo, valem as seguintes relacoes:
A+ O(c+m) =0, p+0(c+1) =«

A+ =06(c—m), p+a=0(c—1I)

T T

@(b+l)+@(m—a):§, @(m+a)+@(l—b):§.
Demonstracao. Inicialmente, queremos observar que as equacoes na coluna da
direta do Lema 4.1, sao consequéncia direta das correspondentes equacgoes da
coluna da esquerda, quando trocamos os papéis dos catetos a e b, dos angulos
A e mu e de todas as grandezas correspondentes. Assim, s6 é necessario provar
as equacoes de uma das colunas, por exemplo, as da esquerda. Provaremos com
detalhes a primeira destas equacoes e indicaremos como devem ser feitas as provas

nos outros dois casos.

D

Figura 4.50: Apoio para a demonstracao de relagoes entre lados e angulos de
um triangulo retangulo generalizado, descritas no Lema 4.1.

Consideraremos o triangulo ABC' com a notagao estabelecida, como indica
a Figura 4.50. Na semirreta S,p, marque um ponto D tal que BD tenha
comprimento m. Seja {2 o ponto ideal da semirreta Scp. Trace a semirreta DS
formando um triangulo generalizado BDS). Como ©(m) = mu, entdo concluimos
que o angulo do vértice D é reto. Trace agora a semirreta AS2, formando um
triangulo generalizado ADS2 com angulo reto em D. Segue-se que o angulo
DAQ = O(c +m) e que CAQ = ©(b) = . O resultado agora se segue da
observacao que A + DAQ = CAQ. A prova de cada uma das duas outras

equacoes ¢é feita de maneira similar.
O

Procederemos de maneira analoga para a investigar os quadrilateros de Lambert.
Em cada quadrildtero temos o angulo agudo 3, e os lados, nominados a partir desse
angulo, ¢, my, a; e 1. As demais varidveis serao definidas de maneira semelhante as
definicoes feitas anteriormente para triangulos. Desta maneira, temos

Brh = A4m = dra = i = AAN = L

ro| 3
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"= @(01), ayp = @(al), B = @(b1)7 H1 = @(m'), AL = 9(51),

E relevante ressaltar que tanto os quadrilateros de Lambert quanto os triangulos
retangulos possuem a mesma quantidade de variaveis e suas relagoes simples sao
equivalentes. Posto isso, podemos provar o lema a seguir.

Lema 4.2: Em um quadrilatero de Lambert valem as seguintes relacoes:
)\1 + @(Cl + ml) = ﬁl, Y1+ @(ll + Oéll) = 51]

AL+ B =0(cr —ma), 7+ B =0l — ),
T T
@(b1+l1)+@(m1 —al) = 5, @(a’l —m'l)—i-@(cl—i-bl) == 5
Demonstracao. Como no caso de triangulos, as férmulas na coluna da direita
podem ser deduzidas das da coluna da esquerda, trocando-se ¢; por [y, m) por
ay e fazendo-se as trocas dos angulos e segmentos correspondentes. Assim, \;
serd trocado por 1 e my por aj. Por esta razao, s6 precisamos apresentar a
demonstragao das trés equagoes da coluna a esquerda. Vamos provar a primeira
delas e deixar ao leitor a prova das outras duas.

A C B my E
[]
4 m;
Q
] [l -—
D a C

Figura 4.51: Apoio para a demonstracao de equagoes vdlidas para o quadrildtero
de Lambert.

Seja ABC'D o quadrilatero de Lambert com angulo agudo no vértice A, e
os lados AB, BC, CD e DA medindo, respectivamente, ¢, m}, a, 1, como
indicado na Figura 4.51. Seja €2 o ponto ideal da semirreta Spe e seja £ um
ponto da semirreta Syp tal que BE tenha comprimento m,. Trace A€), BQ e
EQ. E evidente que A; ¢ a medida do angulo DAQ e que 1y ¢ a medida do
angulo C'BA. Logo, Ep ¢ um angulo reto. Feitas estas consideracgoes, ¢ claro
que EAQ = O(c; +my) e que A\ + O(c; + my) = B1. Isto prova a validade da
primeira equagao. 0

Sera sempre possivel associar um quadrilatero de Lambert & um triangulo retan-
gulo, como veremos na proposicao a seguir.

Proposicao 4.4: A cada triangulo retangulo com partes a, b, ¢, A e u podemos
associar sempre um quadrilateo de Lambert com partes ¢, m/, a, [ 3, sendo esta uma
correspondéncia biunivoca.
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H ] ]
C

a D a

Figura 4.52: A cada triangulo retangulo podemos associar um quadrildtero de
Lambert em correspondéncia biunivoca.

Demonstracao. Vamos considerar um triangulo retangulo com hipotenusa ¢ e um
dos angulos agudos p, e os demais elementos como sendo a, b e A\, como indicado
na Figura 4.52. De maneira andloga, considere um quadrilatero de Lambert no
qual um dos lados do angulo agudo é ¢ e o préximo lado é m’ = ©(y/) (onde pu +
' = m/2), sendo os outros elementos do quadrilatero designados por ay,l; e f3.
Isto equivale a assumir que ¢; = ¢ e mj = m’. Entao m; = m e a comparagao
entre as duas primeiras equacoes da coluna & esquerda para triangulos e para
quadrilateros nos mostra que devemos ter 5; = 8 e \; = A. E a ultima equacao
da coluna da esquerda do Lema 4.2 para triangulos e para quadrilateros agora
nos assegura que a; = «, o que demonstra a proposi¢ao. ]

Neste momento podemos retomar o Teorema 4.22 para demonstra-lo.

Demonstracao do Teorema 4.22. Tome um quadrilatero de Lambert ABC'D com
partes ¢, m’, a, [ e 3, como feito anteriormente. Centrado no ponto C' e com raio
igual a ¢, trace um circulo. Este interceptara o lado DA em um ponto E. Trace,
entao, a semirreta Scg. Devemos mostrar que esta é paralela a semirreta Sga.
Para isto, considere o triangulo retangulo de partes a, b, ¢, A e pu associado ao
quadrilatero de Lambert. Construa este triangulo sobre o lado C'D do quadrilatero:
marque na semirreta Spq um ponto E’ tal que DE’ tenha comprimento b; o
triangulo DCE’ é o triangulo desejado. Assim C'E’ mede ¢ e, consequentemente,
o ponto E’ coincide com o ponto E. portanto, o angulo ECD mede e logo o
dngulo BC'E mede /. Como BC mede 4/ segue-se que a semirreta Scp é paralela
a semirreta Sgy4, terminando assim a demonstracao. O

Uma aplicacao pratica da Proposicao 4.4 é garantir que a existéncia de cada
triangulo retangulo é associada a existéncia de outros quatro associados a ele. Vejamos
como isso ocorre.

Comecemos com um triangulo de partes a, b, ¢, A e u. A ele estd associado o
quadrildtero de Lambert cujas partes sao ¢, m’, a, [ e . Tomando as partes desse
quadrilatero em outra ordem, temos um quadrilatero de Lambert com partes [, a, m/,
c e 3. Associado a este, temos um segundo triangulo cujas partes sao m/, b, [, v e .
Ao considerarmos as partes desse triangulo de outro modo: b, m’, [, o’ e y associamos
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a ele um quadrilatero [, ¢, b, a e y/. Considerando o seu refletido obtemos como
triangulo associado ¢, m’, a’, A\, f’ e em seguida um quinto triangulo a, I', m, ' e
~v. Na proxima etapa voltamos ao triangulo original, garantindo assim qua a cada
triangulo retangulo existente estao associados outros quatro triangulos retangulos.

4.10 Horocirculos e curvas equidistantes

Nesta seccao, abordaremos uma das distin¢oes mais acentuadas entre a Geometria
Euclidiana e a Geometria Hiperbdlica. A situacao envolve a curva limite obtida
de um circulo quando fixamos um de seus pontos e fazemos o seu raio tornar-se
arbitrariamente grande, como ilustrado na Figura 4.53.

S0 Vo
N )

Figura 4.53: Curva limite de um circulo ao fixarmos um de seus pontos e
fazermos o raio crescer arbitrariamente.

De acordo com Barbosa [2], pdgina 98, enquanto na Geometria Euclidiana essa
curva limite é uma reta, na Geometria Hiperbdlica essa curva possui caracteristicas
muito singulares. Para compreendeé-las, consideraremos a nocao de pontos correspon-
dentes, inicialmente ponderada por Gauss, para podermos modificar nossa nocao de
circulo.

Segundo Arcari [1], pagina 83, temos a seguinte definigdo para pontos correspon-
dentes.

Defini¢ao 4.8 (Nogao de Pontos Correspondentes): Consideremos dois pontos
P e @), pertencentes as retas m e n, respectivamente. Diremos que eles sao pontos
correspondentes se o segmento P() forma com as duas retas angulos congruentes
no mesmo lado da reta que passa por P e (). Desta forma, diremos que o ponto P
corresponde ao ponto (), ou que o ponto () corresponde ao ponto P.

Veja as trés situacoes possiveis para pontos correspondentes nas Figuras 4.54a,
4.54b e 4.54c.

Os trés teoremas que se seguem e suas respectivas demonstracoes podem ser
encontrados em Barbosa [2], pdginas 99 a 103.

Teorema 4.23: Dado um ponto em uma de duas retas paralelas, existe sobre a
outra um e somente um ponto que lhe é correspondente.

Demonstracao da unicidade do Teorema 4.23. Sejam m e n duas retas paralelas.
Seja P um ponto de m e suponha que existam sobre n dois pontos 1 e )2, que
lhe sejam correspondentes, como indicado na Figura 4.55. Sejam « e § os angulos
que PQq e PQ,, respectivamente, formam com a reta m. Estes dois angulos sao
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(a) Pontos correspondentes em retas (b) Pontos correspondentes em retas
concorrentes. paralelas.
m
P
v o,
\ Q,
—a

(c) Pontos correspondentes em retas
que nao se intersectam.

Figura 4.54: Exemplos de pontos correspondentes em retas concorrentes, retas
paralelas e retas que nao se intersectam.

os mesmos que estes segmentos formam com a reta n. Se f < «, entao, no
triangulo PQ1(Q2, o angulo « serd um angulo interno e [ serd um externo nao
adjacente. Contradigao! No outro caso, apenas as posi¢oes dos dois angulos se
invertem. Isto prova a unicidade.

a

Q,
n,/Q1

Figura 4.55: Apoio para a demonstracao de que existe apenas um ponto () de
uma reta n correspondente a um ponto dado P em uma reta m paralela a n.

]

Para provar a existéncia do ponto correspondente, precisamos da definicao de
bissetriz generalizada, ilustrada na Figura 4.56. Para isso, vamos recordar que retas
paralelas formam entre si um angulo generalizado de medida nula e para esse angulo
definiremos a nocao de bissetriz.

Definigao 4.9 (Bissetriz Generalizada): Dadas duas retas m e n, considere uma
terceira reta b, paralela a estas duas na mesma direcao. Seja C' um ponto qualquer
de b e sejam E e D os pés das perpendiculares baixadas de C' as retas m e n. Se
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Figura 4.56: A reta b € a bissetriz generalizada do angulo generalizado formado
entre as retas m e n.

ocorrer que C'E = CD e que b seja a bissetriz do angulo EC*D7 entao diremos que b
¢ a bissetriz generalizada do angulo generalizado formado entre m e n.

Podemos ver que esta propriedade é valida nao s6 para o ponto C' mas para
qualquer ponto da reta b. Com este raciocinio, se P é outro ponto de b, temos de
forma imediata que PEC = PDC. Sejam @) e R os pés das perpendiculares baixadas
de P as retas m e n, respectivamente. E consequéncia direta do que obtivemos que
PEQ = PDR. Logo, PQ) = PR e QPC = RPC. Desta forma, b tem a propriedade
de ser o conjunto dos pontos que sao equidistantes das retas m e n. Vamos, agora,
provar que tais bissetrizes sempre existem. Tome um ponto A sobre m e um ponto
B em n. Trace as bissetrizes dos angulos que o segmento AB forma com estas duas
retas do mesmo lado da reta que passa por A e B.

Estas duas bissetrizes se intersectam em um ponto C, o qual, veremos, pertence
a bissetriz generalizada b. Para construi-la é s6 baixar perpendiculares CE e C'D as
duas retas e tragar a reta bissetriz do angulo ECD.

m

Figura 4.57: Apoio da demonstracao que sempre existe uma bissetriz generali-
zada de um angulo generalizado.

Veremos como o ponto C' pertence a b. Para isso, seja B’ € m um ponto
tal que AB" = AB, escolhido como na Figura 4.57. Os triangulos BCA e B'CA
sdo congruentes. Logo, CB = CB' e CB'A = CBA. Sejam D e E os pés das
perpendiculares baixadas de C' as retas n e m, respectivamente. Segue-se que
CDB = CEB'. Portanto CE = CD. Logo C € b.

Posto isso, voltemos a continuacao da prova da existéncia do Teorema 4.23.

Demonstracao. Dadas m e n paralelas, considere a bissetriz generalizada b do
angulo que elas formam. Dado P € m, seja K € b o pé da perpendicular baixada
de P aquela reta, como indica a Figura 4.58.
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P wm

Y

n Q N

Figura 4.58: Apoio para a demonstracdo da existéncia de pontos correspondentes
em retas paralelas.

Sejam agora M e N os pés das perpendiculares baixadas de K as retas m e n,
respectivamente. Em n, na direcao oposta ao paralelismo, marque um ponto )
tal que QN = PM e trace QK. E imediato que os tridngulos PMK e QNK sdo
congruentes. Dal decorre que os pontos P, () e K sao colineares e que K PM =
K QN . Logo P e () sao pontos correspondentes. [

Teorema 4.24: Se trés pontos P, () e R, estao em trés retas paralelas, em um
mesmo sentido e se P corresponde a () e (Q corresponde & R entao, os trés pontos
nao sao colineares.

Demonstracao. Observe na Figura 4.59 que o angulo formado entre P(Q) e qualquer
uma das retas ¢ igual ao angulo de paralelismo correspondente a metade do
segmento P(). Logo, é um angulo agudo. Se os trés pontos fossem colineares,
teriamos a soma de dois angulos agudos resultando em um angulo raso. Essa
contradicao prova o teorema.

Figura 4.59: Apoio para a demonstracao de que pontos correspondentes em trés
retas paralelas nao sao colineares.

O

Teorema 4.25: Se trés pontos P, ) e R, estao em trés retas paralelas, em um
mesmo sentido e se P corresponde a () e () corresponde a R entao, P corresponde a

R.

Demonstracao. Como os trés pontos, pelo Teorema 4.24, sao nao colineares,
forma-se um triangulo PQQR. Vimos na Secao 4.7, no Teorema 4.18 que as retas
perpendiculares aos lados de um triangulo e passando pelos seus pontos médios
sao concorrentes em um ponto ordinario, ideal ou ultra-ideal. Duas de tais retas
sao exatamente as bissetrizes generalizadas do angulos generalizados entre PS) e
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QN2 e entre QN2 e RS). Logo, a terceira, que é perpendicular ao lado PR passando
pelo seu ponto médio, sera também paralela as duas primeiras. Entao, tal reta
coincide com a bissetriz generalizada de PQ2R. Consequentemente, P e () sao
correspondentes. m

Vamos ver um pouco sobre o conceito de pontos correspondentes ao considerar
familias de semirretas de mesma origem, na teoria de tais pontos em retas que se
intersectam. De acordo com [1], pagina 86, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.10 (Horocirculo): Sejam a familia de todas as retas paralelas em
um mesmo sentido com um ponto ideal em comum eP um ponto ordinario em uma
reta dessa familia. Ao lugar geométrico de todos os pontos correspondentes a P nas
demais retas dessa familia chamamos de horocirculo (ou horociclo) de centro €2 e raio
P.

Ao refletirmos sobre o que provamos a respeito dos pontos correspondentes,
podemos afirmar que

e um horocirculo nao é uma reta;

e se uma reta cruza um horocirculo em dois ponto P e (), entao, como P e @)
sao correspondentes, P() formara com os raios P{2 e (€2 angulos iguais; e

e um horocirculo de centro €2 e passando por P é o limite da familia de circulos
passando por P e com centro em Pf).

Figura 4.60: [lustragao de um horocirculo: lugar geométrico de todos os pontos
correspondentes ao ponto P na familia de retas paralelas em um mesmo sentido
com o ponto ideal 2 em comum.

Devemos observar que um horocirculo fica determinado por dois elementos: um
ponto ideal Q (centro) e um ponto ordinario P, conforme ilustrado na Figura 4.60.
Ao tomarmos um circulo com centro em A e raio AP e fizermos A “tender” a €2, entao
o circulo de centro A e raio AP “tende” ao horocirculo €2 de raio P2. Consideremos
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dois horocirculos H e H’, de centros €2 e €, respectivamente. poderemos dizer que
eles sao congruentes sempre que para quaisquer pontos A e B pertencentes a H
existirem A’ e B’ pertencentes & H' de modo que ABQ) = A'B'(Y.
Veremos a seguir, dois teoremas e suas demonstragoes, extraidos de Barbosa [2],
pagina 104.

Teorema 4.26: Dois horocirculos quaisquer sao congruentes.

Figura 4.61: Apoio para a demonstracao de que dois horocirculos quaisquer sdo
congruentes.

Demonstracao. Sejam H e H' dois horocirculos com centros nos pontos ideais €2
e {2, respectivamente. Sejam A e B pontos de H e A’ um ponto de H', como
indicado na Figura 4.61. Seja a o angulo BAQ. Portanto, ABQ = A'B'(Y e,
consequentemente, B’ é correspondente a A’ nas retas A’QY e B'QY’. Portanto
B’ € H'. Isto conclui a prova. O

Teorema 4.27: Uma reta é tangente a um horocirculo se e s6 se é normal a um
dos seus raios em sua extremidade.

Demonstragao. (=) Considere o ponto P tal que ele seja a intersecgao entre o
horocirculo H e a reta m tangente a H. Suponhamos que o angulo entre P2 e m
seja agudo. Seja o comprimento h, h > 0, tal que o angulo de paralelismo ©(h) =
a seja agudo. Considere também os pontos () e R pertencentes a reta m tal que
PQ = he PQ = QR. Logo, PQQ = RO (pelo caso lado-angulo de triangulos
generalizados). Assim os angulos PRQ e RPS) sio congruentes, isto é, P e R sio
correspondentes. Logo, R € H. Mas isso é um absurdo pois contradiz a hipotese.
Logo o angulo « é reto.

(<) Suponha, por absurdo, que P2 e m sao perpendiculares e m corta o
horocirculo H em outro ponto ). Deste modo, P e () sao correspondentes e
PQS) serd um triangulo generalizado com dois angulos retos. Mas isto é uma
contradicao! Logo, a interseccao entre H e m é apenas um ponto P e, portanto,
m ¢é tangente a H. O]

Vamos entender um outro conceito dentro da Geometria Hiperbdlica. Em Ar-
cari [1], pagina 89, encontramos a seguinte definigdo para curva equidistante:



Capitulo 4. Geometria Hiperbdlica 69

Definicio 4.11 (Curva Equidistante): Considere uma reta m e seja P o conjunto
de todas as retas perpendiculares a m. Considere ainda um ponto P pertencente
a uma dessas retas tal que P ¢ m. O lugar geométrico C' de todos os pontos
correspondentes a P nas demais retas de P é chamado de curva equidistante da reta
m. A distancia de P a m é chamada de distancia de C' a m.

Desta forma, uma curva equidistante estd associada a uma certa distancia e tera
como centro a reta m.
Nesse momento é importante ressaltar que:

I C nao é uma reta hiperbdlica.

IT Se os pontos P e P’ pertencem a C, os pés das perpendiculares baixadas desses
pontos até a reta m sao, respectivamente os pontos @ e Q. Entao PQQ'P’ é
um quadrilatero de Saccheri.

Observe a Figura 4.62. Considerando C e Uy curvas equidistantes das retas m e
n, respectivamente, dizemos que C; é congruente a C5 se, dados os pontos A e B
pertencentes a C existem os pontos A’ e B’ pertencentes a Cy tais que ABCD =
A'B'C'D’ sendo que os pontos C' e D sao os pés das perpendiculares baixadas de A
e B a reta m, enquanto os pontos C’ e D' correspondem aos pés das perpendiculares

baixadas de A’ e B’ a reta n. Ou seja, deste modo os quadrilateros de Saccheri
ABCD e A'B'C'D’ sao congruentes.

A B c A B c,
[ X] B ]
O D] m ol 0 n
c D C D

Figura 4.62: Apoio para a definicao de curvas equidistantes congruentes.

Vejamos um teorema e sua demonstragao extraidos de [1], pagina 89.

Teorema 4.28: Duas curvas equidistantes C; e Cy de m e n, respectivamente, tais
que a distancia de C; a m é a mesma que a distancia de Cy a n sao congruentes.

Demonstracao. Considere os pontos A e B pertencentes a C; e C' e D pertencentes
a reta m de tal modo que AC e BD seja perpendiculares a m. Veja a Figura 4.63.

a) B c A B c,
/‘u cx& /fﬁ ﬁ\
[a] [+] m D 1] =] 1 [#] n
T D I c I D

Figura 4.63: Apoio para a definicao de condicoes de congruéncia entre curvas
equidistantes.
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Considere ainda A’ € Cy e C' € n tal que A'C” seja perpendicular a n. Seja
a circunferéncia de raio C’ e raio C'D. Esta circunferéncia intersecta n em dois
pontos: D’ e D”. Por congruéncia de triangulos é ficil mostrar que o = S e,
portanto, o quadrildtero de Saccheri ABC'D = A’B'C'D’, ou seja, Cy e Cy sao
curvas equidistantes e congruentes. 0]

Definicao 4.12: Sejam A e B pontos ordindrios em um circulo, horocirculo ou
curva equidistante. Chamamos o segmento AB de corda do circulo, horocirculo ou
curva equidistante, a parte de comprimento finito compreendida entre A e B de arco
de circulo, horocirculo ou curva equidistante.

Veja as Figuras 4.64a, 4.64b, e 4.64c.

(a) Apoio para a definicao de arcos (b) Apoio para a defini¢do de cordas
e cordas de circulos. de horocirculos.
arco
A =]
corda Fnva
equidsiantz

(c) Apoio para a defini¢do de arcos
e cordas de curvas equidistantes.

Figura 4.64: Apoio para a definicao de arcos e cordas de circulos, horocirculos
e curvas equidistantes.

Sejam AB e A’ B’ dois arcos de circulos C; e Cy de centros O e O', respectivamente.
Dizemos que os arcos AB e A’ B’ sao congruentes quando ABO = A'B'0O’.

Sejam AB e A’B’ dois arcos de horocirculos H e H' de centros 2 e Y, respectiva-
mente. Dizemos que os arcos AB e A’B’ sdo congruentes quando ABQ) = A'B'(Y'.

Sejam AB e A’B’ dois arcos de curvas equidistantes C; e Cy a m e n, respectiva-
mente. Dizemos que os arcos AB e A’B’ sdo congruentes quando os quadrildteros de
Saccheri ABCD e A'B'C'D’ sendo CD e C'D' suas bases em m e n, respectivamente.

Vejamos agora a proposigao e sua demonstracao extraidas de [1], pagina 90.
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Proposicao 4.5: Destacamos tres situagoes que relacionam cordas e arcos congru-
entes:

I Cordas congruentes em circulos de mesmo raio subentendem arcos congruentes.
IT Cordas congruentes em horocirculos subentendem arcos congruentes.

IIT Cordas congruentes em curvas equidistantes C1 e C2 a mesma distancia de m
e n, respectivamente, subentendem arcos congruentes.

Demonstracao. No caso I, basta aplicarmos o caso de congruéncia LLL. No caso
II, basta utilizarmos congruéncia para triangulos isosceles generalizados, visto
no Teorema 4.9. Para o caso III, devemos mostrar que ABCD e A'B'C'D’ sao
congruentes. Considere a Figura 4.65. Devemos mostrar que o« = 5. Suponhamos
que o < [ e consideremos a Figura 4.66. Neste caso o triangulo A’B’B” é is6sceles.

Portanto v —a = v+ 8 = [ = —a, mas isso é uma contradigao e dai, o = (3
A B c, A B' c,
a a B B
o] [e] m [+] L] n
Cc D c' D’

Figura 4.65: Apoio para a demonstracao de condigoes de congruéncia de arcos
em curvas equidistantes.

A B B" c,
B B1Y y
a a
O op| o n

Figura 4.66: Apoio para a demonstracao de condicoes de congruéncia de arcos
em curvas equidistantes.

4.11 Area de tridngulos e poligonos quaisquer

A nocao de area na Geometria Hiperbdlica estd, a principio, relacionada a
associacao de um numero nao negativo para a area de cada triangulo. Como
consequeéncia, triangulos congruentes devem possuir a mesma area. E, como um
poligono pode ser subdividido em triangulos, a area de poligonos congruentes deve
ser a mesma qualquer que seja a subdivisao do poligono em triangulos.
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Definicao 4.13 (Defeito de um tridngulo): Chamamos de defeito de um trian-
gulo a diferenca entre a soma de seus angulos internos na Geometria Euclidiana e na
Geometria Hiperbdlica. Isto é, a diferenga entre 7 e a soma dos angulos internos de
um triangulo ordinédrio ou generalizado, medida em radianos.

Esse termo também pode ser adaptado para um poligono qualquer. Assim, o
defeito de um poligono refere-se a diferenca entre o valor esperado para a sua soma
dos angulos internos na Geometria Fuclidiana e o valor encontrado para essa soma
na Geometria Hiperbdlica.

Ao considerarmos um triangulo ABC', podemos associar a ele um quadrilatero de
Saccheri ABC'D de modo que as dreas sejam iguais. essa construgao é indicada na
Figura 4.67. Tracamos a reta m sobre os pontos médios M e N dos lados AB e BC,

A

Cc

Figura 4.67: Apoio para a associacao da drea de um triangulo a drea de um
quadrilatero de Saccherti.

respectivamente. Em seguida, tracamos as perpendiculares a reta m pelos pontos
B, A e C que intersectaram m nos pontos F, F' e (G, respectivamente. Deste modo,
BEM = AFM ¢ AFN = CGN (caso LAAp). Assim, o quadrilatero AEGC' é um
quadrilatero de Saccheri de base EG que possui a mesma area que o triangulo ABC.
Além disso, podemos também associar a esses poligonos o mesmo defeito.

Vejamos a proposicao extraida de Barbosa [2], pg 109.

Proposicao 4.6: Dados dois triangulos, se eles tém o mesmo defeito e, se um lado
de um ¢é congruente a um lado de outro, entao eles possuem a mesma area.

Demonstracao. Consideramos dois triangulos com o mesmo defeito e com um
lado congruente em ambos. Os quadrilateros de Saccheri associados a eles terao
topos congruentes e também angulos do topo com a mesma medida, sendo
assim congruentes. Deste modo, os quadrilateros terao a mesma area. Ora, por
consequencia, os dois triangulos também terao areas iguais. [

E, agora, dois teoremas extraidos de Barbosa [2], paginas 110 e 111.
Teorema 4.29: Dois triangulos que tém o mesmo defeito tém a mesma &rea.

Demonstracao. Consideremos dois triangulos ABC e A'B'C’ que possuem o
mesmo defeito. Se eles possuirem um lado congruente, entao, pela Proposicao 4.6,
eles terdo a mesma drea. Suponhamos que isso nao ocorra e que A'C' > AC.
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B c B c

Figura 4.68: Apoio para a demonstracao de que dois triangulos que possuem
mesmo defeito possuem mesma drea.

Construa, usando o lado BC, o quadrilatero de Saccheri associado a ABC', como
mostra a Figura 4.68. Seja m a reta de sua base. Escolha nesta reta um ponto H
tal que HC tenha comprimento igual & metade de A’C’. Na semirreta S¢p, marque
um ponto A” tal que A”C = A'C’. E possivel verificar que o triangulo A” BC,
tem sobre o lado BC, o mesmo quadrilatero de Saccheri que o triangulo ABC.
Consequentemente possui o mesmo defeito. Agora podemos usar a Proposigao 4.6
na comparacao dos triangulos A” BC' e A’B’'C’ para concluir que eles possuem
mesma area. Consequentemente, o mesmo ocorre entre os triangulos ABC' e

A'B'C'. O

Uma transversal de um triangulo é um segmento que une um dos vértices do
triangulo ao lado oposto, subdividindo o triangulo em dois outros. Temos que se um
triangulo for subdividido em um ntmero finito de triangulos, a soma dos defeitos
desses triangulos sera equivalente ao defeito original no triangulo inicial. E o que
veremos no seguinte teorema:

Teorema 4.30: Dois triangulos que possuem mesma area tém o mesmo defeito.

A prova desse teorema estd além do objetivo desse trabalho. O que importa para
nos é que a funcao area e a funcao defeito sao miltiplas uma da outra.

Definicdo 4.14 (Area de um tridngulo): Chamamos de drea de um triangulo o
produto entre uma constante ¢ fixada a priori, cuja escolha é feita de modo que um
dado triangulo com caracteristicas especiais tenha area um, e o defeito do triangulo,
ou seja,

Area do triangulo ABC = A(r —A—B—C).

Comparativamente, encontramos a destacamos a relacao para o calculo da éarea
de um poligono.

Definigao 4.15 (Area de um poligono): Chamamos de drea de um poligono o
produto entre uma constante ¢ fixada a priori, cuja escolha é feita de modo que um
dado poligono com caracteristicas especiais tenha area um, e o defeito do poligono,
ou seja,

Area do poligono = ¢2(defeito do poligono).

As duas préximas secgoes serao para destacarmos as versoes hiperbdlicas do
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Teorema de Pitagoras, da Lei dos Cossenos e da Lei dos Senos.

4.12 'Trigonometria Hiperbdlica em triangulos
retangulos

Iremos conhecer nesta secgao as principais férmulas da Trigonometria Hiperbélica,
incluindo o Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico. Os resultados descritos nessa seccao
poderao ser encontrados em Barbosa [2], nas paginas 134 e 135.

Inicialmente, para encontrarmos uma relagao equivalente ao teorema de Pitdgoras
na Geometria Hiperbdlica, é necessaria a nogao de nuimeros complementares e
algumas de suas propriedades. Assim, dois nimeros positivos z e 2z’ sao chamados
complementares quando a soma dos angulos de paralelismo a eles associados equivaler
a um angulo reto.

Corolario 4.3: Se z e 2’ sdo complementares, valem as seguintes relacoes
1. senh(z) = cossech(z’)
2. cosh(z) = coth(z’)

3. tanh(z) = sech(z’)

Demonstracao. Prova do item 1)

senh(z) = ————

sen
B 2
Z/ /
cosh? (§> + 1 — cosh? (—)
- senh(z’)
B 1
~ senh(?)

= cossech(z')

Lembramos que
cosh?(x) — senh®(z) = 1

senh(x) = 2senh (g) cosh <g>

cosh(z) = senh” <g> + cosh? (%)
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Prova do item 2)

cosh(z) = %

! !
= coth (%) + tanh (%)

sen
N 2
_ cosh(2)
~ senh(?)
= coth(2")
Prova do item 3)
senh(z)
h =
tanh(z) cosh(z
~ cosh(2')
~ coth(2/)
B 1
~ cosh(2/)
= sech(2)

[]

Consideremos um triangulo ABC', como o descrito na Figura 4.69. Nele, o angulo
C' é reto, e as medidas dos angulos A e B e os comprimentos dos lados BC, AC e
AB sao representados, respectivamente, por A\, u, a, b e ¢. Consideramos também o
ponto P, sobre a semirreta S4p, de modo que o comprimento de AP seja [.

A fim de deixar esse trabalho mais objetivo, omitimos aqui alguns procedimentos,
destacando apenas alguns resultados importantes a respeito dos triangulos retangulos,
a conhecer:

Proposicao 4.7: Em um triangulo retangulo com partes a, b, ¢, A e u, tem-se que
senh(c) = senh(a) cosh(l) e senh(c) = senh(b) cosh(m)

Ao reescrevermos as féormulas acima, em fun¢ao do cosh, juntamente com o
Corolério 4.3, encontra-se uma série de formulas que podem ser sintetizadas no
corolario a seguir, cuja prova suprimimos.



Capitulo 4. Geometria Hiperbdlica 76

Figura 4.69: Apoio para a demonstracdao de relagoes trigonométricas hiperbolicas
em triangulos retangulos ordindrios.

Corolario 4.4: Em um triangulo retangulo com partes a, b, ¢, A, u, tem-se que
cosh(l) = senh(c) senh(a’) : cosh(m) = senh(c) cosh(b')
cosh(c) = senh(l) senh(m) : cosh(a") = senh(l) senh(?')

cosh(b') = senh(m) senh(a’)

Sendo a e a’ complementares, b e b’ complementares, O(l) = A e O(m) = i

Teorema 4.31 (Teorema De Pitagoras Hiperbdlico): Em um triangulo retan-
gulo de hipotenusa medindo ¢ e catetos medindo a e b vale

cosh(c) = cosh(a) cosh(b)
Demonstracao. Para a demonstracao desse teorema, considere a Figura 4.70.

B

A A ofe)
b

Figura 4.70: Apoio para a demonstracao do teorema de Pitagoras Hiperbolico.
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Nela, ©(l) = A e O(m) = p. Pelo coroldrio 4.4, temos

B _ cosh(a’) ~ cosh(b)
cosh(c) = senh(l) senh(m) senh(l) = senh(V) senh(m) = senh(a)
Logo
cosh(a’) cos(V)
h =
cosh(c) senh(¥’) senh(a’)
cosh(a’) cos(V)
senh(a’) senh(b')
= coth(a’) coth(?)
pelo Corolério 4.3,
coth(a’) = cosh(a) coth(d') = cosh(b)
Deste modo, cosh(c) = cosh(a) cosh(b) O

4.13 Trigonometria Hiperbdlica em tridngulos
quaisquer

Nesta secgao veremos as versoes das leis do Seno e do Cosseno para Geometria
Hiperbodlica. Para isso, observe a Figura 4.71. Nela estd representada um triangulo
hiperbdlico ordinario ABC' cujos angulos dos vértices A, B e C sdo, respectivamente,
A, e v. Segundo Barbosa [2], pagina 136, os comprimentos dos lados opostos a
esses angulos, sao a, b e ¢, enquanto os segmentos para os quais esses angulos sao de
paralelismo serao chamados de [, m e n.

C

Figura 4.71: Triangulo hiperbolico ordindrio ABC. Os angulos dos vértices A,

B e C sao, respectivamente, X\, u e v. Os comprimentos dos lados opostos a esses

angulos, sao a, b e c, enquanto os segmentos para os quais esses angulos sao de
paralelismo serao chamados de l, m e n.

Teorema 4.32 (Lei Dos Senos Hiperbdlica): Em um triangulo de lados a, b e
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¢, e angulos opostos a esses lados A\, e v tem-se

senh(a) _ senh(b) _ senh(c)
sech(l)  sech(m)  sech(n)

Demonstragao. Considere um triangulo ABC, como o da Figura 4.71. Trace a
altura relativa ao lado AC, de comprimento h. Utilizando a proposicao 4.7 ABD
e CBD, obtemos

senh(a) = senh(h) cosh(n)

senh(c) = senh(h) cosh(l)

dividindo-se a primeira equagao pela segunda, obtemos

senh(a)  cosh(n) 1 cosh(n) sech(l) senh(a)  senh(c)

senh(c)  cosh(l) cosh(l) 1  sech(l) ~ sech(l)  sech(n)

De modo analogo, tracando-se a altura relativa ao vértice BC', podemos concluir

senh(b)  sech(m) senh(b)  senh(c)

senh(c)  sech(n) ~ sech(m)  sech(n)

Deste modo, unindo-se esses resultados, provamos o teorema. [

De acordo com Arcari [1], pdgina 111, temos duas versoes sobre a Lei dos Cossenos

Hiperbdlica. Elas sao apresentadas a seguir.

Teorema 4.33 (Lei dos Cossenos Hiperbdlica - versao 1): Em um triangulo
de lados a, b e ¢, e angulos opostos a esses lados A, 1 e v tem-se

cosh(a) = cosh(b) cosh(c) — senh(b) senh(c) tanh(l)

Demonstracao. Considere um triangulo ABC', como o da Figura 4.71. Trace a
altura relativa ao lado AC, sendo o ponto D o pé dessa altura. Suponhamos o
caso em que o ponto D pertenca ao lado AC. Se d e b sao os comprimentos de
AD e AC, respectivamente, temos que DC' terd comprimento b — d. Aplicando o
Teorema de Pitagoras Hiperbdlico 4.31 nos triangulos BDC' e BDA, temos

cosh(a) = cosh(h) cosh(b — d)
cosh(c) = cosh(h) cosh(d)
dividindo-se a primeira pela segunda equagao, obteremos

cosh(a)  cosh(b — d)

cosh(c)  cosh(d)
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Manipulando-se essa equacao, teremos

cosh(b — d)

cosh(d)
B cosh(b) cosh(d) — senh(b) senh(d)
= cosh(c) ( cosh(d) )

= cosh(b) cosh(c) — senh(b) cosh(c) tanh(d)

cosh(a) = cosh(c)

Mas,
tanh(d) = tanh(c) tanh(()
De fato,
senh(])
tanh(l) =
anh(l) cosh(l)

Utilizando-se o Corolario 4.4 no numerador e a Proposi¢ao 4.7, no denominador,
obteremos

senh(l)  senh(d')

cosh(l) ~ senh(c)

Utilizando-se o Corolario 4.3,

cosh(h')  cosh(h)senh(d)
(

senh(d’) senh(h)
senh(c) senh(c)
senh(h) senh(h)

E, aplicando-se o Teorema de Pitagoras Hiperbdlico 4.31

cosh(h)senh(d)  cosh(c)senh(d)

senh(h) B cosh(d) _ tanh(d)
senh(c) B senh(c) ~ tanh(c) -
senh(h)

tanh(d) = tanh(c) tanh(()
Logo,

senh(c)
cosh(c) tanh({)

cosh(a) = cosh(b) cosh(c) — cosh(c) — cosh(b)

cosh(a) = cosh(b) cosh(c) — senh(b) senh(c) tanh(l)
U

Teorema 4.34 (Lei dos Cossenos Hiperbdlica - versao 2): Considere um
triangulo de lados medindo a. b e ¢ e angulos internos «, § e v, conforme a
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Figura 4.72. Entao,
cos(a) cos(f) + cos(v)

cosh(c) =

sen(a) sen(p)

Figura 4.72: Apoio para a demonstracao da Sequnda versao da Lei dos cossenos
Hiperbolica.

Demonstracao. Consideremos inicialmente A = cosh(a), B = cosh(b) e C' = cosh(c).
Como cosh®(a) — senh®*(a) = 1, teremos senh®(a) = cosh?(a) — 1. Entdo, para
valores de a positivos, senh(a) também serd positivo e, assim, senh(a) = /A2 + 1.
De maneira andloga, obteremos senh(b) = /B2 — 1 e senh(c) = v/C2 — 1. Pela

Lei dos Cossenos - versao 1, descrita no Teorema 4.33, teremos

cosh(c) = cosh(a) cosh(b) — senh(a) senh(b) cos(v) =
C=AB— VA2 —1VB2 —1cos(v) =

AB —

cos(v) = ¢ (4.1)

VA _IVBE -1
De maneira totalmente andloga, obtemos

BC - A

cos(a) = T Ve (4.2)
AC — B

cos(f) = ¢ (4.3)

VA2 —1/C? -1
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Assim

sen’(v) = 1 — cos?(v)

AB - C 2
=1- (\/A2—1\/B2—1)
o <(AB’)2 —2ABC+CZ)

(A2 —1)(B2 —1)
(A2 —1)(B*—1) - A’B* + 2ABC — C?
- (A2 —1)(B2 —1)
A?B? — A2 - B?24+1— AB?+2ABC — C?
(A2 —1)(B2 —1)
14+2ABC — A% — B2 — (C?
(A2 —1)(B2 —1)

Vamos fazer a substituicao
D=1+2ABC — A* - B> - C?

E, assim teremos as equacoes

B v D

sen(v) = T/ (4.4)
_ VD

sen(a) = NG e (4.5)
B VD

sen(f) = T/ (4.6)

Utilizando-se as equacoes 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6, obtemos
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BC - A AC - B . AB - C
cos(a) cos(8) + cos(v) _ VB TyOP IVE WP 1 VA IVBE 1

sen(a) sen(f3) VD VD
(B2 —1)(C? - 1) (A* = 1)(C? - 1)
(BC — A)(AC — B) (AB - C)
V(B2 —1)VA2-1(C2—1) VA2-1VB>—-1
D
VA2 —1V/B2 —1(C2% - 1)
(BC — A)(AC — B) + (AB — O)(C? — 1)
D
_ ABC? — B*C' — A*°C + AB+ ABC? — C* — AB+C
N D
1+2ABC — A> - B*> - (C?
D

=C

D
=05
=C

Ou seja,
cos(a) cos(B) + cos(v)

sen(a) sen(f)

cosh(c) =

]

4.14 A funcao angulo de paralelismo revisitada

Na Secao 4.4 do Capitulo 4, a funcao angulo de paralelismo © era definida para
todos os nimeros reais nao negativos e assumia valores no intervalo de (0,7/2].
Nesta secao, vamos estender o dominio dessa funcao para todos os niimeros reais,
considerando ©(—a) = 7 — O(a), para todo a positivo. Deste modo, a imagem da
funcao torna-se o intervalo (0, 7). Segundo Barbosa [2], pdginas 140 e¢ 145, temos a
proposicao e o corolario a seguir.

Proposicao 4.8: Seja O(a) = «a, a funcao angulo de paralelismo estendida aos
reais, entdao ©(a) = arccos(tanh(a)), isto é cos(a) = tanh(a).

E relevante informar que a funcao angulo de paralelismo admite uma série de
outras formulacoes equivalentes. Citamos a seguir algumas delas.

coth(a) = sec(«) (4.7)

sech(a) = sen(a) (4.8)

cosh(a) = cossec(a) (4.9)



Capitulo 4. Geometria Hiperbdlica 83

senh(a) = cot(a) (4.10)

cossech(a) = tan(a) (4.11)

E, utilizando-se o fato de que e* = senh(u) + cosh(u), podemos reescrevé-la ainda
como indicado no corolario a seguir.

Corolario 4.5 (Bolay e Lobachewsky): Se O(a) = «, entao tan(a/2) = e~
Demonstragao. Como e* = senh(a) + cosh(a), pelas equagoes 4.9 e 4.10, temos

“ = cot(a) + Cossec(a)

cos( )+

~sen(a)

)

)
)

= cot

= tan

[
tan (
(

[\DI@[\JlQ

4.15 Comparacao entre as Trigonometrias
Hiperbdlica e Euclidiana

Na dedugao das férmulas da Trigonometria Hiperbdlica, tomamos como unidade de
medida a distancia entre dois arcos correspondentes de dois horocirculos concéntricos,
cuja razao entre seus comprimentos é o nimero e.

Se e for trocado por um numero a, positivo, tal que a > 1 as dedugoes do Teorema
de Pitagoras, da Lei dos Senos e Lei dos Cossenos Hiperbdlicos terao uma aparéncia
distinta daquela que encontramos nas secgoes anteriores. Nesta secao veremos como
se da essa modificacao e sua respectiva comparacao com as féormulas Euclidianas.

Pelo Teorema 77, se x é a distancia entre os arcos AB e AC, entao a equivaléncia
entre os arcos é dada por CD = ABe™™.

O que faremos agora é considerar z = 1/k, com k um niimero positivo. Conside-
raremos, portanto, 1/k como a nova unidade de medida. Assim, quando k assume
valores muito grandes, a unidade de medida é pequena e os arcos AB e C'D possuem
quase 0 mesmo comprimento.

Segundo Arcari [1]|, pagina 121, considerando os triangulos indicados na Fi-
gura 4.73 e utilizando essa nova unidade de medida as férmulas trigonométricas
assumem as seguintes formas:
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=
=0

b
k

Figura 4.73: Medidas dos lados de triangulos hiperbolicos ordindrios em termos
da sub-unidades de medida.

Teorema de Pitagoras Hiperbdlico

cosh (%) — cosh (%) cosh (%) (4.12)

Lei dos Senos Hiperbdlica

senh (%) _ senh (%) _ senh (%) (4.13)

sen a sen 3 sen v

Lei dos Cossenos Hiperbdlica - versao 1

cosh () = ot () cosy (7 ) = seni () sent () eost) (8.1

Lei dos Cossenos Hiperbdlica - versao 2

a) _ cos(fB) cos(v) + cos(a)

cosh <_ sen(f) sen(nu)

. (4.15)

Repare que quanto maior for o valor de k, menor serda o tamanho do triangulo.
Desenvolveremos agora, essas formulas a fim de as compararmos com as férmulas

usuais na trigonometria Euclidiana. De acordo com a férmula de Taylor para

senh(z/k), em torno do zero, para n variando de zero até infinito, temos:

n x "
senh (£> :Esenh 0 (E> :E+x—3+x—5+...
k n! k  3lk3  BlkS
E, analogamente
€T n
. cosh™(0) <E) 22 A

Assim, para valores muito grandes de k, podemos considerar as aproximagoes para
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seno e cosseno hiperbdlicos a seguir
r x
h—-~— 4.16
senh o =~ o (4.16)
Wl L (4.17)
cosh — ~ — .
2k?

k

Deste modo, substituindo os valores encontrados nas equacoes 4.16 e 4.17 na equa-

¢ao 4.12, obtemos
Teorema de Pitagoras Hiperbdlico

c b a
cosh <E) = cosh (E) cosh (E>

c? b2 a?
Tt (14— ) (14—

T o (+2k2)(+2k2):>
1+C_2N1+a_2_|_b_2+a_:>
2k2 2k2  2k?2  A4k4

279
2. 2 12 a’b
¢ ~a“+b +_2k2

Donde, para valores de k muito grandes, teremos

A ~a®+ 1

que ¢é, aproximadamente o teorema de Pitagoras Euclidiano.

Lei dos Senos Hiperbdlica

senh (%) _ senh <£) _ senh <£> N
sen o sen 3 sen v
9 (1) ¢
s<ef;12x = seiﬁ = s((e]fl?/ ~
a b ¢

sen(«) = sen(f)  sen(v)

que é, aproximadamente, a Lei dos Senos Euclidiana.
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Lei dos Cossenos Hiperbdlica - versao 1

b b
cosh <%> = cosh (%) cosh (E) — senh <%> senh (%) cos(v) =
? b? a? ab a? b*  a*h*  ab
1+ (1) (1 ) 2822 S O A A ~
T o ( * 2k2) ( * 2k2) P A oD T R TE R TRl
2b2
2, 2, 12 av”
¢ ~a*+b>—2cos(v)+ 5z =
® ~a®+b* —2cos(v)

para k grande, que é, aproximadamente, a Lei dos Cossenos Euclidiana.
Lei dos Cossenos Hiperbdlica - versao 2

ay _ cos(fB) cos(v) + cos(a)
COSh(k) B sen() sen(v)
a®cos(B) cos(v) + cos(a)
bt 2k sen(3) sen(v)
cos(f3) cos(v) + cos(a)
sen() sen(v)

sen(3) sen(v) ~ cos(f) cos(v) + cos(a) =
)

1~

— cos(av) =~ cos(f3) cos(v) + sen(B) sen(v) =
cos(m — ) ~ cos(B +v) =
T—a~fB+v=

T~a+ [f+4v

Portanto, quando assumimos unidades de medida muito pequenas, os triangulos
hiperbdlicos se assemelham muito aos euclidianos. Assim, para figuras suficientemente
pequenas, as formulas da Geometria Euclidiana sao validas na Geometria Hiperbdlica
e vice e versa. Por tal razao, nao é simples decidir se a Geometria que rege o mundo
é ou nao a comumente utilizada.Segundo Barbosa [2], pagina 148, no mundo fisico,
todas as medidas de angulo e de segmentos estao sujeitas a erros, logo as diferencas
entre as somas dos angulos internos dos triangulos nao devia justificar a escolha ou
nao da Geometria Euclidiana como modelo para a Fisica. Além disso, a interpretacao
de valores de k muito grandes ou pequenos torna-se relativa de acordo com o que
estamos analisando. Se considerarmos um triangulo cujos vértices sao estrelas muito
distantes umas das outras, nao temos como saber se o defeito encontrado nas medicoes
se deve apenas aos erros de medida pois se comparados os lados desse triangulo com
as dimensoes do parametro k do universo, o triangulo ainda sera muito pequeno e as
Geometrias Euclidiana e Hiperbdlica no mesmo terao caracteristicas semelhantes.
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Modelos na Geometria Hiperbdlica

Na segunda metade do século XIX, a maior parte dos teoremas de Geometria
Hiperbdlica ja havia se estabelecido. Porém, ainda nao havia sido solucionado o
problema da consisténcia desse nova geometria. Pairava uma preocupagao muito
grande sobre a possibilidade de se encontrar no futuro uma contradicao na légica da
teoria, ou seja, algum resultado verdadeiro cuja negacao também pudesse ser provada
verdadeira. Tal problema teve solucao quando se introduziram modelos euclidianos
para a Geometria Hiperbdlica. Assim, uma contradi¢ao na Geometria Hiperbdlica
seria automaticamente transferida para a Geometria Euclidiana, que é considerada
consistente.

Neste capitulo, veremos dois dos modelos que foram propostos para corroborar a
consisténcia da Geometria Hiperbdlica. De acordo com Arcari, pagina [1], pagina 42,

“INo século XIX, era preciso] Um modelo para um sistema axiomatico de
um ambiente no qual podemos representar (ou interpretar) os conceitos
primitivos em relagao aos quais os axiomas passam a ser afirmacoes
aceitas como verdadeiras.”

5.1 Modelos de Poincaré

Figura 5.1: Henry Poincaré.

Henry Poincaré foi um dos maiores matematicos de todos os tempos. Era francés
e viveu nos séculos XIX e XX, entre os anos de 1864 e 1912. Ele foi autor da famosa
Conjectura de Poincaré, que hoje é um teorema demonstrado. Desenvolveu, entre os
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anos de 1882 e 1887 dois modelos para a Geometria Hiperbdlica: o modelo do disco
e o modelo do semi-plano, os quais veremos a seguir.

5.1.1 Modelo do Disco de Poincaré

Nesta secao, ao nos referirmos a um disco estaremos nos referindo a uma circunfe-
réncia e todo o circulo em seu interior. O bordo do disco corresponde a circunferéncia,
e a area do disco ao seu interior. Posto isto, consideremos um disco euclidiano D de
raio 1 e centro O e seja [ seu interior. Segundo Arcari [1], pdgina 42, baseado em
axiomas e teoremas da Geometria Euclidiana, é possivel provar que

I Dados os pontos nao colineares A, B e O existe um tnico circulo euclidiano ¢
que passa pelos pontos A e B e intersecta o bordo de D ortogonalmente. Veja
a Figura 5.2.

Figura 5.2: Dados dois pontos no interior de um disco, existe apenas uma
circunferéncia ortogonal ao bordo do disco passando pelo pelos pontos dados.

IT Dados os pontos A, B e O colineares, existe uma tnica reta euclidiana r que
passa por eles e é ortogonal ao bordo de D. Veja a Figura 5.3.

Figura 5.3: Dados dois pontos no interior de um disco alinhados com seu centro,
ezriste apenas uma reta ortogonal ao bordo do disco passando pelo seu centro.

Vale ressaltar que no interior I do disco D

e Os pontos considerados sao os pontos hiperbdlicos da regiao I.
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(a) Construgao de uma reta hiperbé- (b) Retas hiperbdlicas no modelo do
lica no modelo do disco de Poin- disco de Poincaré.
caré.

Figura 5.4: Exemplos de retas hiperbdlicas no modelo do disco de Poincaré..
e Asretas hiperbdlicas sao intersecgoes de I com um diametro de D ou interseccoes
de I com um circulo perpendicular ao bordo de D. Veja a figura 5.4b
e O plano hiperbdlico é a regiao I.

e A nocao de um ponto estar em uma reta hiperbdlica coincide com a nog¢ao em
retas euclidianas. O mesmo ocorre com a nogao de estar entre dois pontos.

Nesse modelo, o angulo hiperbdlico entre duas semirretas hiperbdlicas de mesma
origem é definido como sendo o angulo (euclidiano) entre suas tangentes (euclidianas)
no ponto de interseccao. Veja a Figura 5.5.

1
\tangente arem P
1

Figura 5.5: /ingulo hiperbolico no modelo do disco de Poincaré.

A medida de um angulo é feita com o mesmo sentido que o euclidiano, obedecendo
aos axiomas relativos a tais medigoes.

Considere um segmento hiperbdlico TU, como representado na Figura 5.6. Sejam
R e S os pontos que representam as “extremidades” da reta hiperbdlica que contém
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s Q

Figura 5.6: Medindo distancias no modelo do disco de Poincaré.

TU. O comprimento hiperbélico d(T,U) do segmento T'U é definido pela relagao

UR . TS|

ATU) = n -2t =21
(TU) = g

na qual UR, T'S, TR e US correspondem a comprimentos euclidianos. A razao acima
¢ denominada razao cruzada.

A partir dessa redefini¢ao de distancia, de acordo com Arcari [1], pagina 43, o
espago passa a se comprimir a medida que nos aproximamos do seu limite. Desta
forma, a area que antes era finita passa a ser infinita e a reta hiperbdlica, ilimitada
(ou seja, possui comprimento infinito). A curva de menor comprimento hiperbdlico
que liga os pontos 17" e U é o segmento hiperbdlico.

O Disco de Poincaré é um modelo axiomatico da Geometria Hiperbdlica no qual
vale o Axioma de Lobachewsky:

Axioma 5.1 (Axioma de Lobachewsky): Por um ponto P fora de uma reta r
existem pelo menos duas retas distintas passando por P e paralelas a s.

sfir;s'/fr:Pes : Pes ;5% s

Figura 5.7: O Quinto Postulado de Fuclides nao é valido no modelo do disco
de Poincaré.

O quinto postulado de Euclides nao é valido no Disco de Poincaré,, como podemos
ver na Figura 5.7, as retas s e s, distintas entre si, passam por P e sao paralelas a
reta r.
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5.1.2 Modelo do Semiplano de Poincaré

A seguinte secgao foi inspirada em Braz [5], pagina 30, que apresenta o modelo do
semiplano de Poincaré baseado num semiplano euclidiano, que inclui sua fronteira,
no qual as retas hiperbdlicas podem ser

e semicirculos, contidos no semiplano euclidiano, cujo centro situa-se na fronteira
do mesmo (no eixo x); ou

e semirretas euclidianas contidas no semiplano e perpendiculares a fronteira do

mesimo.

sihr slir;s'lflr;Pes ;Pes'; s#s
Figura 5.8: Retas hiperbolicas no modelo do semiplano de Poincaré.
Na Figura 5.8, apresentamos um exemplo de semiplano de Poincaré H, no qual
as retas hiperbdlicas sao semicirculos r, s e s’ sdo ortogonais ao eixo .

I o plano hiperbélico nao contém a reta euclidiana que é fronteira do semiplano
(eixo = ou eixo dos infinitos nao esta contido em H).

IT a nocao de angulo é a mesma da Geometria Euclidiana.
ITT a nocgao de distancia é diferente da utilizada no Disco de Poincaré.

Observamos que o suposto “ponto de encontro” das retas paralelas estard no eixo
dos infinitos. Deste modo, a definicao de retas paralelas continua sendo valida na
Geometria Hiperbdlica.

O ambiente criado facilitou a visualizagao dos resultados alcancados por muitos
matematicos, pois satisfaz todos os postulados da Geometria Hiperbélica.

Y
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Aplicacoes da Geometria Hiperbdlica
no Ensino Médio

As sugestoes de atividades que sao apresentadas neste capitulo tém o intuito de
possibilitar um primeiro contato dos alunos do Ensino Médio com alguns dos principais
conceitos de Geometria Hiperbdlica. Alguns desses conceitos envolvem a nogao
distinta de elementos bésicos exaustivamente trabalhados no ensino fundamental
utilizando a Geometria Euclidiana como retas, angulos e triangulos.

Para tais construgoes, sera utilizado o Software livre Non-Euclid, versao 2007.04,
disponivel na pégina indicada pela referéncia [6]. Nao é necessério nenhum tipo de
licenca ou conhecimento apurado para acessar a pagina indicada. Ela pode ser aberta
em qualquer sala de informética das escolas com acesso a internet. Apesar do site
estar em inglés, ele é bastante intuitivo e nao requer nenhum conhecimento avancado
desse idioma. Na pagina principal consta que uma a nova versao JavaScript ainda
estd em desenvolvimento e, por esse motivo, utilizaremos nesse trabalho a versao
anterior do Java que é disponibilizada como NonEuclid.jar. Para acesséa-la, role a
pagina inicial para baixo e faca o download, clicando duas vezes no local indicado na
Figura 6.1.

Por intermédio do Software livre Non-Euclid os alunos poderao construir, visuali-
zar e constatar esses importantes fundamentos hiperbélicos e, posteriormente, com
o auxilio do professor, compara-los com os fundamentos euclidianos, ressaltando
semelhangas e diferencas e, assim, contribuir para aumentar a criatividade e anélise
critica do aluno.

6.1 Explorando retas na Geometria Hiperbdlica

Nesta primeira aula, é interessante que seja feita a contextualizacao do porque
ocorre a existéncia de um outro tipo de geometria, bem diferente daquela vista
durante toda a vida estudantil dos alunos. Para isso, sugere-se um breve relato
inicial que mencione a existéncia de afirmacoes matemaéaticas que nao se podem
provar mas que sao aceitas como verdade, as quais damos o nome de postulados.
Lembramos que a discussao axiomatica dos postulados nao deve ser abordada, pois
o intuito dessa aula é o estimulo de um processo légico-dedutivo que possibilite a
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£ NenEuclid - Hyperbolic Gec | F2] NonEuclid - Hyperbalic X | +

[~ S|

<« O [t & www.cs.unm.edu

Authors:
Joel Castellanos, Dept. of Computer Science, University of New Mexico
Joe Dan Austin, Dept. of Education, Rice University
Ervan Darnell, Dept. of Computer Science, Rice University

Funding for NenEuclid has been provided by:
The Center for High Performance Software Research (HiPerSoft), Rice University, and
The Institute for Advanced Study / Park City Mathematics Institute

The above new Javascript version is still under development. The older Java
version is: NonEuclid.jar Te run this, download. and either double-click or use the
command:

java" -jar NonEuclid jar \

Contents:

3) Activities: - Exploring properties in Hyperbolic Geometry of

ﬁé, Adjacent Angles, General Triangles. Isosceles Triangles, Equilateral
Triangle, Right Triangles, Congruent Triangles, Rectangles, Squares,
Parallelograms, Rhombuses, Polygons, Circles, and Tessellations of
the Plane.

Figura 6.1: A seta indica o local na pagina inicial do site [0] para efetuar o
download do Software livre Non-FEuclid.

compreensao de forma global do contexto de elaboracao das bases da Geometria. A
seguir, apresentamos uma sugestao de apresentagao do conteudo.

Ha cerca de trezentos anos antes da era crista, um matematico cha-
mado Euclides, escreveu um livro, Os FElementos, no qual enunciou e
provou centenas de afirmagoes, que se tornaram a base da Geometria
estudada hoje nas escolas: a Geometria Euclidiana. Tais afirmagoes eram
baseadas em cinco postulados. Os postulados sao afirmagoes matematicas
que nao se podem provar mas que sao aceitas como verdade. A conhecer:

Primeiro Postulado: Pode-se tragar uma (tinica) reta ligando quais-
quer dois pontos. Segundo Postulado: Pode-se continuar (de uma
unica maneira) qualquer reta finita continuamente em uma linha reta.
Terceiro Postulado: Pode-se tracar um circulo com qualquer centro
e com qualquer raio. Quarto Postulado: Todos os angulos retos sao
iguais. Quinto Postulado: Por um ponto fora de uma reta r pode-se
tracar uma unica reta paralela a r.

Entretanto, desde que foi publicado o livro de Euclides, o Quinto
Postulado gerou muita polémica, pois muitos matematicos acreditavam
que ele poderia ser provado. Intumeras foram as tentativas de demonstra-
lo no decorrer dos séculos. E assim, aos poucos e com a contribuicao de
muitos antecessores, no século XIX, Lobachewsky, Gauss e Johann Bolyai
perceberam independentemente que, com a negacao desse Postulado,
muitas outras afirmacoes poderiam ser feitas e provadas, provocando
resultados estranhos e bem diferentes daqueles encontrados por Euclides.

Surge assim, a Geometria Hiperbdlica, que é apenas uma das muitas
Geometrias possiveis. E para atestar sua validade, o grande matematico
Henry Poincaré criou dois modelos matematicos que auxiliam na visuali-
zagao e compreensao desses novos resultados. Utilizaremos nessas oficinas
um desses modelos: o modelo do Disco de Poincaré.
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Retas paralelas na Geometria Euclidiana e na Geometria Hiperbdlica

e No espaco euclidiano, duas retas paralelas distintas nao possuem pontos em

comum. Além disso, por um ponto P externo a uma reta r dada passa apenas
uma reta s paralela a primeira. Veja a Figura 6.2 obtida utilizando o software
livre Geogebra, muito comum no ensino de Geometria Euclidiana nas escolas.

Figura 6.2: Retas paralelas na Geometria Euclidiana, utilizando o software

GeoGebra.

e Ja no espaco hiperbdlico, duas retas paralelas possuem um ponto ideal em

comum. E, por um ponto P externo a uma reta r dada passam infinitas retas
paralela a ela.

Mas como sera essa visualizacao?

Para prosseguir, vamos explorar o conceito e a construcao de retas na Geometria

Hiperbdlica.

Utilizando o modelo do Disco de Poincaré, temos a seguinte definicao:

Definigao 6.1: A reta é todo arco de circulo que é ortogonal a circunferéncia do

Disco.

Com o auxilio do Software Non-Euclid 2007.04 [0], faremos alguns roteiros

para construcoes hiperbdlicas que possibilitem a visualizacao dessa geometria tao

instigante.

6.1.1 Construgao de retas hiperbdlicas

1.

2.

Inicie selecionando um novo projeto no menu “File” na op¢ao “New”.

Selecione no menu “View” a opcao “Hiperbolic Model” e clique em “Disk”.
Conforme indicado na Figura 6.3.

Selecione “Constructions” e clique em “Plot Point”, para plotar pontos.

Clique no disco em dois lugares distintos para representar os pontos A e B.
Como indicado na Figura 6.4.
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Figura 6.3: A imagem da esquerda indica a selecao do novo projeto na pdgina
wacial do Non-FEuclid e a da direita, a selecao do modelo Hiperbolico.

MonEuchd 200704 NonEiicid 200704
Flle Edit View CORStructions, Measurements Gallery Help

DRAW LINE SEG Plot Point

File Edit View Constructions Measurements Gallery Help

PLOT POINT
To consiruct a n Flot Midpoint To Plot a Point. cick mouse in
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clicking the mouse

different places in

=5 Draw Line Segment
Draw Ray

Piot Point on Object

DrawLine
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Draw Circle

Bisect Angle
Refiect

Draw Segment of Specific Length
Draw Ray at Specific Angle

Figura 6.4: A imagem da esquerda indica o comando de selecao de pontos e a
figura da direita, dois pontos no plano hiperbélico.

5. Selecione “Constructions” e clique em “Draw Line”, para esbocar a reta.

6. Clique nos pontos A e B do Disco, como indicado na Figura 6.5.

NonEuid 200704 |_JenEicka 200704

File Edit View |Constructions| Measurements Gallery Help File Edit View Consiructions Measurements Gallery Help
PLOTFOINT | PiotPoint DRAW INFINITE LINE
Ciick mouse an two points 1o
construct the infinte ine
passing through them

TaPiot a Point, cll Piot Midpoint
araw area. Plot Intersection Point

Piot Point on Object

Draw Line Segment

Draw Ray

Draw Line

Draw Perpendicular

Draw Circie

Bisect Angle

Reflect

Draw Segment of Specific Lengtn
Draw Ray at Specific Angle

Figura 6.5: A imagem da esquerda indica o comando de construcdo de retas e
a da direita, a reta que passa por dois pontos dados no plano hiperbolico.
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7. Selecione “Edit” e clique em “Move Point”, para editar a reta movendo os
pontos.

Mova, por exemplo, o ponto A e observe as modificagoes. Veja um exemplo na
Figura 6.6.

e Descreva o que estd acontecendo na interseccao da reta com a circunferén-
cia do Disco. Compare com a Definicao 6.1 de reta hiperbdlica.

Nonkuckd 200704 Nonkuchd 2001.04

File |EdR View Constructions Measurements Gallery Help File Edit View Constructions Measurements Gallery Help
MO| Undo

Dep Delete jutton an
2P Movepoint ¢ M3l
oLy ey 04T the
SHIFT key while cragaing

MOVE POINT
Depress the mouse button on
‘a point and drag. Move smail
‘amounts by holding cown the
SHIFT key whae cragging

Figura 6.6: A imagem da esquerda indica o comando de mover pontos, e a da
direita, um exemplo de reta obtida ao movermos o ponto A.

e Agora mova os pontos A e B de modo que a reta que passa por eles
corresponda ao diametro do Disco. Deste modo o que podemos dizer sobre
as retas nas Geometrias Euclidiana e Hiperbdlica?

8. Selecione “Constructions” e clique em “Plot Point”.
9. Clique em outros trés pontos no disco (C, D e E).

10. Selecione “Constructions” e clique em “Draw Line” para formar as retas AC,
CD e CFE. Veja um exemplo na Figura 6.7.

Apoés a construcao, responda:
e Em quantos pontos podem duas retas se interceptarem no Disco de Poincaré?

e Ao movermos a reta C'D, é possivel que ela nao intercepte a reta AB? Exem-
plifique sua resposta com uma construcao.

e Sera possivel movermos retas distintas de modo que duas delas tenham dois
pontos de interseccao? E trés pontos de interseccao? Quantas sao as intersecgoes
possiveis entre duas retas distintas na Geometria Hiperbdlica?

e Comparando com a Geometria Euclidiana, o que podemos afirmar sobre o
nimero de vezes que duas retas hiperbdlicas se intersectam?
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Figura 6.7: A figura a esquerda mostra a reta que passa por AB e trés pontos
quaisquer, C', D e E externos a ela. A direita, estao exemplificadas quatro retas

na Geometria Hiperbolica.

Comentarios No modelo do Disco de Poincaré temos que o plano
hiperbdlico é definido a partir da regiao limitada por uma circunferéncia.
Denominamos essa regiao de Disco. Os pontos internos a essa circunferén-
cia sao denominados pontos do plano hiperbdlico, os pontos pertencentes
a circunferéncia sao os pontos ideais e a circunferéncia ¢é dita horizonte
hiperbdlico. Os arcos de circunferéncia contidos no disco sao ortogonais

ao horizonte hiperbdlico sao as retas hiperbdlicas.

Ao fazermos essa construcao, fica claro que nao importa para onde
movamos os pontos, a reta sempre serda perpendicular a circunferéncia do
Disco de Poincaré. Quando uma reta hiperbdlica passa pelo diametro do
Disco de Poincaré ela se assemelha a uma reta no contexto Euclidiano.
Percebemos deste modo, que dados quaisquer dois pontos, sempre pode-
remos tracar uma reta unica que passe por eles no Disco, como proposto
no Primeiro Postulado. Assim, na Geometria Hiperbdlica, verificamos
que duas retas distintas podem nao se intersectar ou terem apenas um

ponto em comum.

6.1.2 Construcao de retas paralelas a uma reta dada

Vamos considerar inicialmente a nocao de retas paralelas como retas que nao

possuem pontos ordinarios em comum. Isso significa que uma reta que passa por um

ponto dado e nao intersecta a outra é paralela a essa reta.

1. Selecione a opgao do modelo do Disco.

2. Selecione “Constructions” e clique em “Plot Point”. Marque dois pontos A e B

distintos. Esses passos ja estao representados nas Figuras 6.3 e 6.4.

3. Selecione “Constructions” e clique em “Draw Line”. Construa a reta r que passa

por A e B. Como indicado na Figura 6.5.



Capitulo 6. Aplicacoes da Geometria Hiperbdlica no Ensino Médio 98

4. Selecione “Constructions” e clique em “Plot Point”. Marque um ponto C fora
desta reta.

5. Selecione “Constructions” e clique em “Draw Line”. Clique em dois pontos, C' e
D, de modo que a reta criada nao intersecte a reta r. Observe a Figura 6.8.
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Figura 6.8: A Imagem da esquerda mostra o comando de construcao de retas a
partir de um ponto dado. Enquanto a imagem da direita, mostra duas retas que
nao possuem pontos ordindrios em comum.

e O que podemos dizer sobre a posicao dessas retas no Disco ao compararmos
com a nocao de retas paralelas vista no inicio dessa subsec¢ao?

6. Selecione “Constructions” e clique em “Draw Line”. Clique no ponto C' e num
outro ponto E do disco, distinto dos outros, de modo que a reta C'E criada
também nao intersecte a reta que passa por A e B. Obtemos assim outra reta
que nao possui pontos em comum com a reta que passa por AB.

e O que podemos afirmar sobre a relacao entre as retas AB e CE?

e E possivel construir uma segunda reta com mesma caracteristica de C'E,
passando pelo ponto C'?7 Quantas retas terao essa mesma relacao com a
reta AB? Exemplifique com uma construgao.

e Ao compararmos esse resultado com os conhecidos na Geometria Euclidi-
ana, quais diferengas encontramos?

Agora divirta-se com as variagoes possiveis nesta construcao, movendo o
ponto C.

Comentarios

Vimos com essa construgao que a reta que passa por C' e D, por
nao possuir pontos ordindrios na interseccao, sera paralela a reta dada.
Observamos que, seguindo esse roteiro, podemos construir varias retas
distintas e paralelas a uma mesma reta, passando por um ponto exterior
a reta dada. Veja a Figura 6.9. Na Geometria Euclidiana, por um ponto
exterior a uma reta dada sé podemos construir uma tnica reta paralela,
como mostramos na Figura 6.2.
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Figura 6.9: A Imagem da esquerda mostra duas retas hiperbolicas, CD e C'E,

paralelas a reta AB, passando pelo ponto C, externo a essa. Enquanto a imagem

da direita, mostra que € possivel construir varias retas paralelas a uma reta dada,
passando por um ponto externo a ela.

E relevante a intervengao do professor nesse momento para mencionar
o Postulado que deu origem a Geometria Hiperbdlica, descrito abaixo.

Postulado 6.1: Por um ponto fora de uma reta, podem ser tracadas
pelo menos duas retas que nao intersectam a reta dada.

Percebemos com essa construcao, que no espago hiperbdlico existem
infinitas retas passando por um ponto e nao intersectando uma reta dada.

E interessante que o professor questione sobre o comprimento das retas
na geometria Hiperbdlica, pois aparentemente, apresenta comprimento
finito (pois é construida dentro de um disco). Sabemos que as retas
na Geometria Euclidiana possuem comprimento infinito mas serd que o
mesmo pode ser dito das retas hiperbdlicas?

Se pensarmos nas bordas do Disco de Poincaré como bordas que
continuam infinitamente, as retas hiperbdlicas também sao infinitas!

6.2 Explorando angulos e triangulos na
Geometria Hiperbdlica

Os triangulos hiperbdlicos consistem na regiao determinada por trés pontos
nao colineares conectados por trés segmentos de reta hiperbélicos. Tais triangulos
possuem a soma dos angulos internos sempre menor que 180 graus. Vamos explorar
nessa se¢ao algumas construgoes a esse respeito.

6.2.1 Investigando os elementos dos triangulos hiperbdlicos

1. Inicie selecionando um novo projeto no menu “File” na opcao “New”.

2. Selecione no menu “View” a opcao “Hiperbolic Model” e clique em “Disk”.
Conforme indicado na Figura 6.10.
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Figura 6.10: A imagem da esquerda indica a selecio do novo projeto na pagina
wnicial do Non-FEuclid. E a da direita, a selecao do modelo Hiperbolico.

3. Selecione “Constructions” e clique em “Plot Point”, para plotar o ponto.

4. Clique no disco em trés lugares distintos para representar os pontos A, B e C,
conforme indicado na Figura 6.11.
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Figura 6.11: A imagem da esquerda indica o comando de plotagem de pontos e
a figura da direita, trés pontos no plano hiperbdlico.

5. Selecione “Constructions” e clique em “Draw Line Segment”.

6. Clique nos pontos A e B do Disco para formar o lado AB. Posteriormente,
forme os lados AC e BC' do triangulo. Conforme indicado na Figura 6.12.

Agora, vamos descobrir as medidas dos angulos internos do triangulo.
7. No menu “Measurements” clique em “Measure Angle”, para medir angulos.

8. Agora clique nos trés pontos que formam esse angulo, de forma que o vértice
desse angulo seja o segundo ponto.

e Meca os angulos ABC, BC'A e CAB do triangulo ABC e anote os valores
obtidos. As medidas dos angulos aparecem no canto esquerdo da tela,
como visto na Figura 6.13.
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Figura 6.12: Ezemplo de triangulo hiperbolico obtido pela unido de trés pontos
ordindrios A, B e C' do Disco por segmentos de reta hiperbolicos.

e Qual o valor obtido para a soma dos angulos internos desse triangulo?

e Compare o valor esperado para um triangulo euclidiano.
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Figura 6.13: A imagem a esquerda mostra o comando necessdario para medir
angulos hiperbolicos quaisquer no Non-Euclid. A figura a direita mostra os valores
obtidos apos a medicao dos trés angulos num triangulo hiperbdlico.

9. No menu “Edit” clique em “Move Point”, para mover pontos.

10. Mova os vértices desse triangulo. A cada alteracao de posi¢ao dos vértices,

anote os novos valores dos angulos internos e a soma dos angulos internos,
através do comando abaixo.

11. No Menu “Measurements” clique em “Measure Triangle”, para medir os angulos
do triangulo. Posteriormente clique nos trés vértices do triangulo. Aparecerd, no
lado esquerdo da tela, um quadro com todas as principais medidas dos angulos
e tamanhos dos lados do triangulo criado, conforme indicado na Figura 6.14.
Esse comando também nos da a soma desses angulos automaticamente.

e Anote as medidas dos angulos desse triangulo.
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Figura 6.14: A imagem a esquerda mostra o comando necessdario para medir

angulos, soma de angulos e lados de triangulos hiperbolicos quaisquer no Non-

Fuclid. A figura a direita mostra os valores obtidos apds a medi¢ao dos trés
angulos num triangulo hiperbolico.

e Agora responda, o que acontece com as medidas dos angulos do triangulo
quando seus vértices se aproximam das bordas do Disco? E se os vértices
estiverem proximos do centro do disco?

Comentarios Com essa construcao, os alunos irao perceber que os triangulos
hiperbdlicos podem assumir formas diferentes das comuns na Geometria Euclidiana,
e quanto mais proximo das bordas do Disco os vértices estiverem, menor sera o
valor dos angulos internos do triangulo e quanto mais proximo do centro os vértices
estiverem mais proxima de 180 graus a soma estara.

O professor podera aproveitar e definir a diferenca entre triangulos ordinérios e
triangulos ideais para os alunos. Os triangulos ordindrios sao aqueles que possuem
os vértices dentro do Disco de Poincaré enquanto os triangulos ideais possuem seus
trés vértices nas fronteiras do Disco.

Os triangulos ideais possuem todos os vértices estendendo-se ao infinito. Deste
modo, os lados dos triangulos ideais nunca se encontram, seu perimetro tende ao
infinito e seus angulos, a zero.

6.2.2 Construindo um triangulo retangulo

Sugerimos a seguir duas construcgoes para serem feitas em sequéncia com os
estudantes. A primeira para reconhecimento de um triangulo retangulo hiperbdélico
e a seguinte para que eles comparem valores pré-definidos de catetos e descubram
uma nova relacao que os possibilitem prever o valor da hipotenusa de triangulos
retangulos hiperbdlicos.

1. Selecione o menu “Constructions” e clique em “Plot Point”. Marque dois pontos
distintos A e B, como indicado na Figura 6.15.

2. Selecione “Constructions” e clique em “Draw Line Segment”, clicando nos pontos
A e B, para obter o segmento AB, conforme indicado na Figura 6.16.
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Figura 6.15: A imagem da esquerda indica o comando de selecio de pontos e a

figura da direita, dois pontos no plano hiperbélico.
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Figura 6.16: A imagem da esquerda indica o comando de construgao de seg-

mentos e a figura da direita, o segmento AB.

Selecione “Constructions” e clique em “Draw Perpendicular”.

Clique em um dos pontos A ou B e no segmento AB. Esse comando possibilitara

a criacao de uma reta perpendicular ao segmento AB passando pelo ponto
escolhido. Observe a Figura 6.17.

Posteriormente, selecione “Constructions” e clique em “Draw Line Segment”,
clicando nos pontos B e C' (caso a reta seja perpendicular & AB passe por A)

ou nos pontos A e C (caso a reta seja perpendicular a AB passando por B).
Veja a Figura 6.18.

Selecione o comando “Measurements” e clique em “Measure Triangle”.

Clique nos vértices do triangulo formado para medir os angulos internos. Veja

no quadro a esquerda da tela as informagoes do triangulo ABC, observe a
Figura 6.19.

e Anote os valores encontrados para os angulos internos e para a soma deles.
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Figura 6.17: A imagem da esquerda indica o comando de construcao de retas
perpendiculares e a figura da direita, uma reta hiperbolica perpendicular ao
segmento AB passando pelo ponto A.
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Figura 6.18: A imagem da esquerda indica o comando de construcao de seg-
mentos e a figura da direita, o triangulo ordindrio ABC' formado.

8. No menu “Edit” clique em “Move Point”.

9. Mova os vértices desse triangulo. Observe um exemplo na figura 6.20.

e A cada alteracao de posicao dos vértices anote os novos valores dos angulos
internos e a soma dos angulos internos. Faca esse procedimento para cinco
modificacoes.

e Agora responda, o que acontece com as medidas dos angulos do triangulo
e com o formato aparente do triangulo ao mover o ponto A? E o ponto
B? E o ponto C?7 E se os vértices se aproximam das bordas do Disco? E
se os vértices estiverem proximos do centro do disco?

Comentarios

Percebemos que na construcao de um triangulo retangulo hiperbdlico, os formatos
obtidos podem ser muito variados. Além do formato, os valores das somas dos
angulos internos também pode variar bastante.
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Figura 6.19: A imagem da esquerda indica o comando que possibilita visualizar
todas as informacoes sobre as medidas dos angulos internos, sua soma e as

medidas dos lados do triangulo e a figura da direita, os valores obtidos para o
triangulo ABC'.
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Figura 6.20: A imagem da esquerda indica o comando para mover pontos e a
figura da direita, um triangulo retangulo hiperbolico.

Com relacao a essas medidas, quanto mais proximo seus vértices estiverem
do centro do Disco mais proximo estara da concepc¢ao de um triangulo retangulo
euclidiano (quanto ao formato e a soma dos angulos internos) e, quanto mais préximo
da borda, maior a variedade de formatos e possibilidades distintas para a soma dos
angulos internos (compreendidas entre 90° e 180°).

Contudo, apesar de qualquer modificacao que seja feita na posicao dos vértices, o
triangulo ABC' dessa construgao sempre terd um angulo reto!

6.2.3 Construindo um triangulo retangulo de catetos fixos

Propomos aos alunos a construcao de um triangulo retangulo de catetos medindo

3 e 4. Sendo assim, qual sera o valor da hipotenusa desse triangulo? Descobriremos
através da construcao pelo software.

1. Selecione no Menu “Constructions” o item “Draw Segment of Specific Length”
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2. Digite no quadro superior a esquerda o tamanho do segmento desejado 4.0 e
observe a Figura 6.21.
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Figura 6.21: A imagem da esquerda indica o comando para a construcao de
segmentos de tamanho especifico e a figura da direita, o local no canto superior,
no qual iserimos o tamanho do segmento desejado.

3. Clique em dois pontos do Disco, pontos A e B.

4. Selecione “Constructions” o item “Draw Perpendicular”, veja a Figura 6.22.
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Figura 6.22: A imagem da esquerda mostra um segmento AB de tamanho 4 e a
figura da direita, indica o comando para tracar retas perpendiculares a uma reta
dada passsando por um ponto.

5. Clique no ponto A e no segmento AB.

6. Selecione “Constructions”; o item “Draw Segment of Specific Length”, e digite
no quadro superior a esquerda o tamanho do segmento desejado 3.0 e observe
a Figura 6.23.

7. Clique no ponto A e em outro ponto qualquer D sobre a reta perpendicular a
AB.



Capitulo 6. Aplicacoes da Geometria Hiperbdlica no Ensino Médio 107

etk 50004 Mealicks XR704

Fie o0 Verw Gomsirecwons Measurements Sallery Heip Fie Edn Yiew Senswrucions Messeremests Gabery Heip

AW FERFENDICULAR
Setect 3 Pont and 3 Line
Tha Perpandesiar in that ing
201 B st poind il be
sorningted

s LE
CMK on 8 st pont. Ok
5.8 71 el 16 Bt 8 It
o wh i Apeci g
et w e

Lengin

Figura 6.23: A imagem da esquerda mostra uma reta perpendicular ao segmento
AB passando por A e a figura da direita, indica o local para inserir o tamanho
do segmento desejado.

8. Selecione “Constructions” o item “Draw Line Segment” e clique nos pontos B e
D, formando o triangulo ABD, como mostra a Figura 6.24.

9. No menu “Measurements” clique em “Measure Triangle”.

10. Clique nos vértices do triangulo ABC.
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Figura 6.24: A imagem da esquerda mostra o triangulo retangulo ABC de
catetos 3 e 4 e a figura da direita, indica o comando para medir angulos internos
e lados de um triangulo hiperbolico.

Observe o valor encontrado para a hipotenusa. Surpreso?

e Esse valor coincide com o valor esperado pela Geometria Euclidiana?
Porque?

e Ja que os comprimentos dos lados do triangulo sao fixos, é possivel
movimentar os vértices e alterar o valor dos angulos internos do triangulo?
E o formato do triangulo? Porqué isso acontece?
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e Seria possivel prever o resultado obtido para a medida da hipotenusa em
triangulos retangulos hiperbolicos?

Comentarios

Com essa construgao, os alunos percebem que a hipotenusa de um triangulo
retangulo hiperbdlico é maior do que a prevista para a Geometria Euclidiana. Além
disso, é possivel movimentar dois dos trés vértices do triangulo formado e obter
formatos diferentes para triangulos com mesmos angulos e medidas! Isso deve-se ao
fato do disco de Poincaré ser um disco infinito em suas bordas e assim as distancias
se apresentam de maneiras distintas na superficie do Disco.

Um outro exercicio que podera auxiliar na compreensao do comportamento dos
comprimentos no Disco pode ser feito separadamente. Utilizando, em um novo
projeto, os comandos a seguir

e Selecione no Menu “Constructions” o item “Draw Segment of Specific Length”

e ¢ digite no quadro superior a esquerda o tamanho do segmento desejado 4.0,
por exemplo.

e Clique em dois pontos A e B quaisquer do Disco. Isso fard com que apareca
um segmento de tamanho 4 no disco.

e Clique novamente em dois outros pontos do disco. Repita o processo varias
vezes, faca os pontos préximo ao centro, depois proximo a borda e observe
como os segmentos, de mesmo comprimento, aparecem no disco de Poincaré.

Voltando ao triangulo retangulo hiperbélico dessa construcao, o resultado encon-
trado poderia ser previsto, pois dispomos de uma versao hiperbdlica para o Teorema
de Pitagoras que apresentamos a seguir:

Teorema 6.1: Em um triangulo retangulo, de catetos e hipotenusa medindo, res-
pectivamente, a, b e ¢, vale a relacao:

cosh(c) = cosh(a) cosh(b)

Pode-se pedir que os alunos utilizem a relacao acima e uma calculadora cientifica
para calcular o valor da hipotenusa do triangulo retangulo hiperbélico de catetos 3 e
4 e, posteriormente, comparem o valor obtido pela algebricamente calculada com o
valor encontrado com a construcao.

Algebricamente,

cosh(c) = cosh(3) cosh(4) = 274,93 = ¢ = 6,30966

coincide com o valor encontrado na construcao. Pode-se repetir a construcao para
triangulos retangulos de catetos maiores, com o intuito de explorar outras medidas no
Disco e o calculo algébrico indicado no Teorema de Pitagoras Hiperbolico apresentado
acima, para que os alunos se certifiquem que nao foi uma coincidéncia.
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6.2.4 Visualisando a congruéncia de triangulos

Dizemos que dois triangulos sao congruentes se os trés pares de lados corresponden-
tes tiverem a mesmo comprimento e os trés pares de angulos correspondentes tiverem
a mesma medida. Propomos abaixo uma atividade que possibilita a visualizacao de
dois (ou mais) triangulos congruentes na Geometria Hiperbdlica.

1. Inicialmente construa um triangulo. Para isso, no menu “Constructions” sele-

cione “Draw line Segment” e clique no Disco de modo a formar os segmentos

AB, BC e CA, como indicado na Figura 6.25.
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Figura 6.25: A imagem da esquerda mostra o comando para a construcdao de
segmentos e a figura da direita, mostra o triangulo hiperbolico ABC' formado
pelos segmentos AB, BC e C'A.

2. No menu “Constructions” selecione “Draw line”.

3. Construa uma reta DFE. Sem perda de generalidade, suponha que DFE nao
intersecte o triangulo ABC, como indicado na Figura 6.26.
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Figura 6.26: A imagem da esquerda mostra o comando para a construcdo de
retas e a figura da direita, mostra o triangulo hiperbolico ABC e uma reta DE
que nao intersecta o triangulo.



Capitulo 6. Aplicacoes da Geometria Hiperbdlica no Ensino Médio 110

4. No menu “Constructions” selecione “Reflect”.

5. Clique na reta DFE e depois nos lados do triangulo original para refleti-lo em
relacao a reta que passa por DE. Observe a Figura 6.27.
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Figura 6.27: A imagem da esquerda mostra o comando para a reflexao de objetos
e a figura a da direita, mostra dois triangulos hiperbolicos congruentes.

e Observe os triangulos. Eles sao congruentes por construcao. Porém,
como estao em partes diferentes do plano hiperbdlico, eles parecem ter
curvaturas distintas.

e No menu “Measurements” clique em “Measure Triangle”. Clique nos
vértices do triangulo ABC para descobrir as medidas desse triangulo.
Agora, clique nos vértices do triangulo EF'G para descobrir e comparar as
medidas desses dois triangulos.

e No menu “Edit” use o comando “Move” para mover os vértices do triangulo
ABC e descreva o que acontece ao triangulo FGH . Agora mova os vértices
de FGH e descreva o que acontece com o triangulo ABC'.

Comentarios

Com essa construcao, espera-se que o aluno visualize a congruéncia de triangulos
no Disco de Poincaré. Ao comparar visualmente os triangulos construidos eles
parecem diferentes. Porém, ao utilizar a ferramenta de medicao de angulos e lados,
evidencia-se que os triangulos sao congruentes, pois tém a mesma medida de lados e
de respectivos angulos!

Ao movermos os vértices de um triangulo, alteramos as medidas dele e também
do outro triangulo, de modo que eles permanecem congruentes.

E interessante ainda que se incentive o aluno a fazer uma nova reflexao com a
reflexao obtida. Basta seguir os mesmos passos anteriormente citados. Ao movermos
os vértices de quaisquer um dos triangulos obtidos, teremos uma interessante relagao
de congruéncia entre esses triangulos de aspectos aparentemente diferentes.



Consideracoes Finais

Esperamos que esse trabalho possa ser uma fonte de referéncia para professores
e curiosos que pretendem conhecer um pouco mais sobre a Geometria Hiperbdlica.
Apresentamos aqui um pouco sobre como ocorreu o desenvolvimento da Geometria
Hiperbdlica, baseado fundamentalmente nas inimeras tentativas de se provar o
Quinto Postulado de Euclides.

Muitos matemaéticos se dedicaram para encontrar tal demonstracao. Alguns deles,
considerados neste trabalho como precursores, foram aos poucos contribuindo para
uma analise mais criteriosa no decorrer dos séculos. Esse processo contribuiu para
consolidar as bases utilizadas na matematica, cuja teoria tornou-se sélida ao ser
fundamentada em teoremas e afirmacoes provadas pelo encadeamento 16gico-dedutivo
em detrimento a intuicao empirica.

Esse processo de construcao possibilitou que matematicos brilhantes como Gauss,
Johann Bolyai e Lobachewsky, desenvolvessem independentemente as bases da Geo-
metria Hiperbdlica, através da negacao do Quinto Postulado de Euclides.

O temor da inconsisténcia da nova Geometria foi eliminado quando Poincaré
propos um modelo no qual os teoremas e postulados da Geometria Hiperbdlica eram
validos, tornando assim a Geometria Hiperbdlica tao consistente quanto a Euclidiana.

Explorar a geometria na Escola é ainda hoje um grande desafio. Por trabalhar
a capacidade dedutiva e o pensamento critico, alguns alunos apresentam grande
dificuldade em compreender o contetdo trabalhado.

Para auxiliar o professor nesse processo é necessario que ele saiba que nao existe
uma s6 geometria, nem uma geometria absoluta. Como também foi apresentada
uma ideia de como a matematica é construida, um aluno mais interessado e curioso,
pode passar a ser mais questionador e passe a buscar suas préprias respostas. Assim,
esse trabalho teve como intuito oferecer aos professores um suporte nao sé teérico
mas também pratico em algumas de suas aulas para que possibilite aos seus alunos
um contato com a Geometria Hiperbdlica e dessa forma, instigue a curiosidade e
promova o desenvolvimento do pensamento légico-dedutivo.
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