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(Faraday)



RESUMO

O estudo da Matematica, em especial da trigonometria € de suma
importancia para o desenvolvimento das ciéncias desde os primordios dos tempos.
Nesse trabalho abordamos o estudo das razbes trigopnométricas do triangulo
retangulo até o circulo trigonométrico.

Em andlise feita na proposta curricular do Estado de S&o Paulo, detectamos
a necessidade de novas abordagens de ensino que venham melhorar a qualidade
deste nas salas de aula das escolas publicas, tornando o estudo do tema mais
prazeroso e atrativo.

O cenério presente na maioria das escolas publicas, destaca a falta de
professor e o desinteresse dos alunos pela matematica, fatores que agravam a
defasagem de conteddo em relacdo ao ano/série que estao cursando.

Diante desse cenario, apresentamos neste trabalho uma Sequéncia Didatica
gue prevé a construcdo de materiais pedagdgicos confeccionados pelos préprios
alunos que permitam dinamizar as aulas, melhorando o estudo da trigonometria e
oportunizando aos alunos a construcéo do préprio conhecimento, despertando mais
interesse pelas aulas.

A Sequéncia didatica foi testada em uma turma da 22 série de Ensino Médio
de uma escola publica de area rural na cidade de Caiua, Sdo Paulo, utilizando os
materiais em sala de aula e analisando os resultados obtidos.

A proposta deste estudo € encontrar opcao que viabilize o ensino do tema,
otimizando o tempo de ensino, trabalhando estratégias como o uso de materiais
concretos e ao final das atividades concluir que a aplicagdo dessas estratégias irdo
contribuir com a melhora do processo ensino aprendizagem, em especial da

trigonometria e consequentemente da matematica nas salas de aula.

Palavras Chaves: Matematica, Trigonometria, Material Manipulavel.



ABSTRACT

The study of mathematics, especially trigonometry, is of paramount
importance for the development of science since the dawn of time. In this paper we
will study the trigopnometric ratios of the rectangle triangle to the trigopnometric circle.
In an analysis made in the curricular proposal of the State of S&o Paulo, we detected
the need for new teaching approaches that will improve its quality in public school
classrooms, making the study of the subject more pleasant and attractive.

The scenario that exists in most public schools, is the lack of teacher and
students' lack of interest in mathematics, factors that aggravate the mismatch of
content in relation to the year / grade they are attending. Given this scenario, we
present in this paper some proposals to improve the study of the theme and two
materials made, with the help of students, to streamline the classes, giving students
the opportunity to seek their own knowledge, arousing more interest in the classes.

The applicability was tested in a high school 2nd grade class of a rural public
school in the city of Caiua, Sado Paulo, using the materials in the classroom and
analyzing the results obtained.

The purpose of this study is to find an option that enables the teaching of the
subject, optimizing the teaching time, as well as working new approaches with the
use of concrete subjects and at the end of the activities conclude that the use of
these approaches may contribute to the improvement of the teaching process.

learning, especially trigonometry and therefore mathematics in the classroom.

Keywords: Mathematics, Trigonometry, Manipulable Material.
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1 INTRODUCAO

A trigonometria € o ramo da Matematica que estuda as relacbes entre a
medida dos lados e angulos de um triangulo. O ensino deste conceito encontra
algumas dificuldades. Uma delas é que a trigonometria é abordada de maneira
superficial, dando maior énfase ao célculo de razdes e propor¢des, as formulas e
aos calculos algébricos no lugar de apresentar aplicacées e conceitos que tenham
significado para o aluno, o que causa aversao e desinteresse na aprendizagem
desse conteudo.

Outra dificuldade é que grande parte dos professores que atuam na rede
publica do estado de Sao Paulo, apresentam uma sequela em sua formacao
académica, pois 0 ensino dos conceitos abordados na trigopnometria exige um
conhecimento mais aprofundado de determinados conteddos, o que ndo é
geralmente oferecido no ensino superior. Em consequéncia, o tema é simplificado
ou as vezes até subtraido do conteudo do curriculo.

Uma prética observada € que devido a essa dificuldade os docentes evitam
ter aulas atribuidas na segunda série do Ensino Médio, onde h& maior incidéncia
desse conteudo, sendo muito comum a abordagem superficial do tema, deixando
uma grande lacuna no aprendizado.

A trigonometria exerce papel fundamental tanto na resolucédo de problemas
de matematica como também de diversas areas das demais ciéncias, por exemplo,
na fisica, na geografia, na cartografia, na astronomia, na medicina entre outras.

Segundo Masseto, 2010, o professor deve estimular o aluno na buscar de
informacoes,

Atualmente o professor assume um papel muito importante e duradouro
juntos aos seus alunos no que diz respeito ao conhecimento: colaborar
para que o aluno aprenda a buscar informag6es, detectar as fontes atuais
dessas informacdes, dominar o caminho para acessa-las, aprender a

seleciona-las, comparéa-las, critica-las, integra-las ao seu mundo
intelectual. (MASETTO, 2010, p.68)

Freire, 1979, diz que “a acédo docente € a base de uma boa formagao escolar
e contribui para a construgdo de uma sociedade pensante”, dessa forma, o
professor deve exercer papel mediador na busca do aluno pelo conhecimento,

desenvolvendo estratégias facilitadoras, utilizando material concreto e tecnologico,



trazendo significado a processo de aprendizagem, em especial da trigonometria,
sem que se perca, no entanto, a formalidade dos conceitos abordados.

Diante dessa problematica, nos questionamos se o0 uso de tecnologia atraves
de softwares, simuladores e sites interativos, ou de materiais concretos e jogos,
poderdo tornar o estudo desse tema mais atraente facilitando seu aprendizado,
despertando nos estudantes maior interesse.

Neste trabalho foram abordados os conceitos trigonomeétricos basicos, como
a trigonometria do triangulo retangulo e a trigonometria no circulo de raio unitario,
dando énfase para a simetria existente no circulo trigonométrico e para as razdes
basicas - seno, cosseno e tangente, procurando encontrar um facilitador para o
aprendizado, o que acreditamos ser a base para a compreensao das funcdes e das
equacdes trigonométricas.

Mostraremos a importancia de uma abordagem mais dinamica e
contextualizada da trigopnometria no circulo de raio unitario, investigando a aplicacéao
de alguns materiais que foram confeccionados pelos alunos e utilizados em sala de
aula, e o impacto dessa aplicacdo sobre o aprendizado dos alunos.

Inicialmente apresentamos um contexto histérico enfocando os avangos no
estudo da trigonometria, 0s principais povos que se utilizaram dela e suas
evolucdes, evidenciando sua importancia no processo de desenvolvimento da
Matematica, e da humanidade.

Em seguida, abordarmos a importancia do estudo da trigonometria segundo
documentos oficiais, PCN (Parametros Curriculares Nacional) de Matematica do
Ensino Médio, Curriculo do Estado de Sao Paulo, BNCC ( Base Nacional Comum
Curricular), e algumas habilidades que envolvem a trigonometria presentes em
provas externas que avaliam o nivel de aprendizado dos estudantes de acordo com
as competéncias e habilidades propostas para cada nivel de ensino, tais como
SARESP( Sistema de Avaliacdo de Rendimento Escolar do estado de S&éo Paulo),
0 SAEB (Sistema de Avaliacdo da Educacéo Basica), e o ENEM (Exame Nacional
do Ensino Médio).

Como a Sequéncia Didética foi desenvolvida em uma escola estadual de S&o
Paulo, o estudo das Raz6es Trigonométricas e Circulo Unitério, sera embasado na
proposta do Curriculo do Estado de S&o Paulo, do triangulo retangulo, arcos e
angulos até as razodes trigopnométricas dentro do circulo trigonométrico, procurando

mostrar métodos facilitadores para a aplicacéo do tema.
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Apresentamos nesse trabalho alguns materiais que foram confeccionados
pelos alunos, e utilizados na sala de aula para introducédo e desenvolvimento do
tema, objetivando melhor entendimento pelos alunos, sendo esses materiais de facil
confecgdo e manuseio.

Destacamos 0 uso do geoplano circular e o da circunferéncia trigonométrica
manipulavel como facilitadores do processo de ensino e aprendizado do tema.

O ensino da matematica, em especial da trigonometria ndo deve se resumir
a mera memorizacdo de formulas e reproducédo de exercicios. Deve possibilitar a
investigacao, trazer significados e contextualizacdo. Neste contexto o uso de
material concreto e manipulavel é uma estratégia que pode tornar a aula mais
significativa e interessante, quebrando o tradicionalismo.

Analisamos uma turma da 22 Série do Ensino Médio de uma escola
pertencente a é&rea rural, composta por 12 alunos, que apresentam grande
defasagem de contelddo e desinteresse pelo aprendizado da matematica.

Dois tercos sao alunos oriundos de R.l (recuperacdo intensiva), sendo que
destes, um terco passou por correcdo de ciclo. Uma turma de R.I, apresenta
dificuldades de aprendizagem e defasagem escolares, essa recuperacao € adotada
no Ensino Fundamental Il (entre o 6° e 9° anos), sendo desenvolvidas nessas salas
atividades diferenciadas e especificas. A correcao de ciclo é feita geralmente no 6°
e no 9° ano do Ensino Fundamental Il, e consiste em repetir uma Unica vez, um ou
os dois anos citados.

A escola tem boa estrutura fisica, com laboratorio de informatica contendo 20
computadores ligados a rede de internet, sala de leitura com um diversificado acervo
de livros, laboratério de ciéncias bem equipado, e laboratério de matematica com
jogos pedagdgicos e mente inovadora MindLab. Além disso, possui uma sala de
materiais pedagogicos, uma sala para o grémio estudantil e refeitorio. As salas de
aula sdo climatizadas, assim como todos os espacos descritos acima. A area
externa que engloba o patio e a quadra esportiva € bem ampla, com um espaco
gramado, proporcionando ao aluno um ambiente agradavel e bastante favoravel
para o convivio e o aprendizado.

Apesar de ter uma boa estrutura, até 2018, a parte pedagdgica foi bastante
prejudicada pela falta e grande rotatividade de professores, o que colaborou para o

aumento da defasagem e das dificuldades dos alunos.
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A aplicagcdo desse material, através de atividades investigativas mostrou que
os resultados obtidos com o uso dessas ferramentas foram bastante significativos

para o processo de ensino aprendizagem do tema.
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2 HISTORIA

A Matematica € uma ciéncia estudada desde o inicio dos tempos, e 0 avango
dos estudos realizados por varias civilizagbes, propiciaram a humanidade o
desenvolvimento de conceitos e teoremas que conhecemos hoje, sendo
responsavel pelo avanco tecnolégico em varias areas do conhecimento.

O estudo da historia da matematica, em particular o da trigonometria, ndo so
permite um entendimento mais concreto da propria mateméatica, como da origem a
um grande acervo cultural de varios povos, principalmente dos egipcios,
babilénicos, hindus e arabes.

Segundo Kennedy (1992), a trigonometria desenvolveu-se pela forte
necessidade por técnicas préticas que resolvessem problemas cotidianos ligados a
calculos astronémicos, de agrimensura e de navegacao.

Os primeiros estudos da trigonometria envolviam a funcéo da corda de um
arco de um circulo arbitrario, onde sequéncias numéricas eram relacionadas com o
comprimento das sombras em determinada hora do dia. Posteriormente,
aproximadamente no século Il, essa funcdo tornou-se as variagdes do seno. Mas
somente nas proximidades do século IX a funcéo seno e a antiga funcdo corda que
envolvia a tangente, secante e cotangente, foram tabuladas em sexagenéarias.
Assim surgia a trigopnometria que estudava o triangulo no plano ou na esfera, seus
lados e angulos.

Segundo Reis (2016), a contribuicdo dos egipcios se deu a partir da
revolucdo agricola, como marco para o inicio da trigonometria. Nesse periodo,
surgiu a necessidade de o homem medir suas terras, fixar propriedades, plantar,
quantificar os numeros de seus trabalhadores. Para isso precisavam de
profissionais qualificados, surgindo assim, os escribas. Aahmesu (filho da lua), um
dos primeiros escribas registrado na historia, ficou conhecido como Ahmes,
responsavel por escrever um dos textos matematicos mais antigos da historia da

matematica, o famoso Papiro de Ahmes, conhecido também por Papiro de Rhind.
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Figura 1: O papiro de Rind.

Fonte: Reis (2016)

O documento, ilustrado na figura 1, data de aproximadamente 1650 a.C. e
apresenta cerca de 85 problemas, dos quais 4 apresentam conceitos ligados a
trigonometria. A palavra seqt, € mencionada, sendo possivel concluir que o seqt de
uma piramide equivaleria a cotangente de um angulo, o que pode ser observado na
figura 2. Seqt seria a raz@o entre o cateto adjacente e o cateto oposto.

Figura 2: Seqt egipcios.
vV

. Fonte: Reis (2016)

Segundo Reis (2016), os egipcios utilizaram esse modelo para construir as

piramides, pois era necessario manter a mesma inclinacao para todas as faces. Se

por exemplo OV = 30e OM = 60, entdo, seqt = % = % = 2 . Sendo assim
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pode-se concluir que por volta de 2600 a.C. esses conceitos ja eram utilizados na
construcdo das piramides egipcias.

Figura 3:Piramides de Guisé. Foto Waj/Shutterstpck.com.
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Fonte: www.infoescola.com — ltimo acesso em 23/02/2019

Segundo Boyer (2010, pag.24), uma tdbua do periodo babilénico (1900 a
1600 a.C.) conhecida como Plimpton 322, ilustrada na figura 4, que faz parte da

colecdo G.A. Plimpton da Universidade de Columbia, catalogada sob o n® 322,
contém representacfes de termos pitagoricos primitivos.

Figura 4: Plimpton 322.
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A figura 5, ilustra um possivel significado da tabela para os babilénios. Se os
nameros nas 22 e 32 colunas (esquerda para direita) foram considerados como lados
a e c, respectivamente, a 12 coluna mostra em cada situacdo o quadrado da razéo

% , 0 que nos leva a concluir que ja nessa época as relagdes entre os lados do

tridngulo retangulo j& eram conhecidas, mesmo que de forma intuitiva, como

podemos observar a seguir:

Figura 5: Possivel interpretacdo da tabela de Plimpton.

1,59,0,15 1,59 2,49 1
1,56,56,58,14,50,6,15 56,7 1,2025 2
1,55,7,41,15,33,45 1,16,41 1,5049 3
" 1,53,10,29,32,52,16 33149 59,1 4
1,48,54,1,40 1,5 1,37 5
1,47,6,41,40 5,19 8,1 6
5 a 1,43,11,56,28,26,40 38,11 59,1 7
1,41,33,59,3,45 13,19 20,49 8
1,38,33,36,36 8,1 12,49 9
A b ¢ 1,35,10,2,28,27,24,26,40 1,22,41  2,16,1 10
1,33,45 45,0 1,15,0 11
1,29,21,54,2,15 27,59 48,49 12
1,27,0,3,45 2,41 4,49 13
1,25,48,51,35,6,40 29,31 53,49 14
-1,23,13,46,40 56 1,46 15

Fonte: Boyer 2010, pag. 25

O primeiro matemético a organizar a Geometria de forma dedutiva foi Tales
de Mileto que fez muito sucesso no Egito por seus estudos na geometria e
principalmente na astronomia. Uma das suas grandes contribuicbes para a
matematica foi o teorema que leva seu nome: Teorema de Tales. Foi também o
primeiro a medir a altura de uma piramide, localizada em Quéops, no Egito, a partir
de sua sombra e uma estaca. Ambas formavam um triangulo semelhante ao da
piramide. Tales observou que existia proporcionalidade entre o tamanho da
piramide e o tamanho de sua sombra. Valeu-se dessa ideia para calcular sua altura.
(Uberti,2003)



Figura 6: Medida da Piramide pela sua Sombra.
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Fonte: https://www.esudopratico.com.br/teorema-de-tales. Acesso em 22/02/2019

Outro matematico muito importante foi Pitdgoras de Samos, do qual o que se
sabe resume-se a relatos. Ele foi o fundador da irmandade pitag6rica que era
secreta com muitos rituais misticos. Os pitagéricos, como ficaram conhecidos,
fizeram grandes descobertas na matematica, filosofia e astronomia. Na geometria
encontramos o Teorema de Pitagoras, grande contribuicdo para resolucdo de
problemas que envolvem trigonometria, (Reis,2016).

Para os Gregos, a trigonometria surgiu na astronomia, a fim de conhecer os
fendbmenos celestes, calcular o tempo, estudar as rotas de navegacdo e na
geometria. O estudo da trigonometria era voltado para o os triangulos dentro da
esfera terrestre. Esse estudo se desenvolvia desde a época dos ultimos pitagoéricos,
surgindo a necessidade de iniciar o estudo da trigonometria plana.

No trabalho de Euclides (300 a.C.), nomeado Os Elementos, encontramos as
leis de Cossenos para angulos obtuso e agudo, jA enunciadas em linguagem
geomeétrica.

Arquimedes (287 a.C.), foi considerado um dos maiores mateméaticos dos
ultimos tempos, pelas engenhosidades que construia, tais como catapultas,
alavancas e polias. Uma féormula atribuida a ele é conhecida como “féormula de
Heron”, que ele ja conhecia séculos antes do nascimento de Heron.

A “Idade Aurea” da Matematica é considerada de 300 a.C. a 200 a.C., devido
aos trabalhos de trés matematicos: Euclides, Arquimedes e Apoldnio. A esse ultimo

foi atribuido o titulo de “O grande Gebmetra”, que em uma de suas obras faz a

21



demonstracdo de como tragar tangentes a uma cénica usando a teoria da divisdo
harmonica.

Outro nome importante dessa época € Aristarco de Samos, 310 a.C. Ele
observou a razao da distancia entre o Sol e a Terra e entre 0 Sol e a Lua. Os dois
altimos, tinham tamanhos préximos visto pelo mesmo angulo de um observador na
Terra, mas seus calculos ndo estavam corretos. Faltou aos célculos de Aristarco a
correcdo da medida do raio da Terra para chegar a seus tamanhos aproximados.

Os célculos de Erastéstenes de Cirene, 276 a.C, para a medida da
circunferéncia da Terra, conforme ilustrado na figura 7, foram considerados os mais
certeiros para a época. Ele utilizou a igualdade de angulos, chegando a concluséo
de que a circunferéncia da Terra deveria ter aproximadamente cinquenta vezes a
distancia entre as cidades de Siene e Alexandria.

Figura 7: Medida da Terra obtida por Erastéstenes
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Fonte: Reis (2016), pag. 19

Presume-se que Hiparco de Nicéia, 190 a.C, compilou a primeira tabela
trigonométrica, o que Ihe rendeu o titulo de "pai da trigopnometria”, e permitiu calcular
com precisdo 0 nascimento e morte de varias estrelas, utilizando-se da referida
tabela de cordas (mesma funcdo corda ou sombra). Ele utilizou valores entre 0° e
180° de cordas de diversos angulos, apresentando a correspondéncia entre o arco
e sua corda.

Antes de Hiparco, ninguém havia tabulado valores para todos os angulos. A
essa tabela da-se o crédito da origem da divisdo do circulo em 360 partes. A

astronomia primitiva de Hiparco, deu origem a trigonometria esférica, estudo dos
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triangulos na esfera, passando a considerar sua superficie cbncava, provocando
algumas mudancas em definicbes dos triangulos ditos planos. (Boyer,2010).
Segundo Eves (2011), se deve a Hiparco a divisao do circulo em 360 partes,
ou 360°. Existe a hipotese dele ter escrito 12 livros que tratam da construcéo de
tabuas de cordas equivalente a tdbua trigonométrica do seno que conhecemos hoje,

como mostra a figura 8:

Figura 8: Senos Trigonométricos.

/ AM AB crd2 «
sen = ——= — - =
0A  diametro do circulo 120

\ /

Fonte: Eves (2011), pag. 202

Segundo Eves (2011), em sua obra Sphaerica, Menelau de Alexandria (100
d.C.) apresenta o “Teorema de Menelau®”, que é fundamentalmente parte da
trigonometria esférica ou das cordas num circulo. Para ele o trabalho de Menelau
foi uma luz intensa sobre o incremento da trigonometria.

A obra Syntaxis, de Claudio Ptolomeu (150 d.C.), que ficou conhecida como
o Almagesto, que significa “0 maior”, expde tabelas trigonométricas e os métodos
utilizados em sua construc¢do, conforme ilustra figura 9.

Figura 9: Reproducao de parte do “Almagesto”.
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Fonte: Gutierre (2009), pag.05



As linhas trigopnométricas utilizadas pelos povos hindus, arabes e gregos
eram similares, mas foi Ptolomeu que associou valores numéricos aproximados as
cordas. Ele subdividiu o diametro do circulo trigonométrico em 120 partes e depois
cada uma das partes em sessenta minutos, e depois segundos, pensamento
derivado do sistema sexagesimal, considerado um sistema de aproximacdes
precisas para a época.

Apos 300 d.C., a matematica grega estacionou. Em contrapartida, a
matematica na india cresceu e floresceu, e algumas obras importantes para o
desenvolvimento da trigonometria se destacaram. Entre elas, Sulvasutras, ou “regra
de cordas” que apresentava nogdes de geometria, tendo uma relagdo com os
esticadores de corda egipcios.

Uma outra, os Siddhantas, mais ligada a astronomia, acredita-se ter sido
escrita por Surya, o Deus do Sol, que abriu novos horizontes no estudo das cordas
e angulos centrais, conforme mostra a figura 10, revolucionando a trigonometria.
Nessa obra, os autores constituem uma correspondéncia entre a metade da corda
do circulo e a metade do angulo central dele. Essa meia corda foi denominada jiva,
segundo os autores de Siddhantas, que construiram uma tabela trigonométrica com
valores de jiva para os angulos correspondentes de até 90°. (Boyer, 2011). Neste

contexto, origina-se a “Trigonometria no Tridngulo Retangulo”.

Figura 10:Angulos e Cordas segundo os Siddhanta.

Fonte:http://clubes.obmep.org.br/blog/trigonometria-trigonometria-do-triangulo-retangulo.
Acessado em 23/02/2019

Por volta de 850 — 929 d.C. o matematico arabe AL-Battani, baseando-se na
trigonometria hindu, introduziu o circulo de raio unitario, demonstrando que os

valores de jiva, eram uma razdo vdlida para qualquer triangulo retangulo,
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independente da hipotenusa. Outro matematico arabe importante surge em 980 d.
C. Abu'L-Wefa, responséavel por sistematizar provas e teoremas de trigopnometria e
usar todas as seis fungdes trigonométricas, assim como as razdes entre elas. A ele
também se credita o primeiro tratado sistemético sobre trigonometria plana e
esférica. (Reis,2016).

Com a expansao maritima europeia, a trigopnometria passou a ser utilizada
na Cartografia e na Topografia, praticas ja propostas por Fibonacci (1175-1250) em
Pratica da Geometria. Com a aceitacdo da teoria heliocéntrica de Copérnico, houve
também a necessidade de refazer os calculos trigopnométricos voltados para a
Astronomia. A construcéo das tdbuas trigopnométricas era lenta e cansativa, porém
necessarias para o desenvolvimento dos célculos astrondmicos e para 0s avangos
matematicos.

Posteriormente, o matematico George Joaquim Rético (1514-1576), juntou
as ideias de varios matematicos com suas proprias, desenvolvendo a trigonometria
do tridngulo retangulo, como €é conhecida hoje.

Com a descoberta da Geometria Analitica por Galileu (1564-1642),
Descartes (1596-1650) e Fermat (1601-1665), desenvolveram-se acentuadamente
0 estudo das curvas, que foi introduzido nos estudos de Roberval (1602-1675) que
falava sobre a curva seno (cicloide), usando o método dos indivisiveis, Wallis (1616-
1703), publicou em 1670 um grafico de dois periodos da funcdo seno. Foi o
surgimento da primeira fungdo trigonométrica.

Com o avanco dos estudos matematicos, as funcdes trigonométricas e as
tabelas de cordas, passaram a ser cada vez mais precisas, principalmente para
aplicacdes em Topografia, Astronomia e Navegacao. A partir dos séculos XVIII e
XIX passaram a ser consideradas imprescindiveis para os estudos da Fisica e para
a resolucao de alguns problemas matematicos. As Séries de Fourier mostraram a
posi¢cdo central dessas fungdes e suas aplicacdes na matematica moderna

Atualmente a trigonometria é aplicada em diversos setores, como
telecomunicacdes, medicina, muasica, astronomia, geometria e em muitas outras
areas cientificas, sendo indispensavel praticamente para o estudo de diversas
ciéncias. (Uberti,2003).
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3 A IMPORTANCIA DO ESTUDO DA TRIGONOMETRIA SEGUNDO OS
DOCUMENTOS OFICIAIS

Segundo Oliveira (2014), o ensino da matemética é fundamental para o
desenvolvimento da humanidade, pois suas raizes se confundem com a histéria. E
sendo inquestionavel o papel desafiador e investigador dessa disciplina para os
estudiosos das demais ciéncias. Mas infelizmente ndo é esta a opinido da pela
maioria dos nossos estudantes. Por isso deve ser contextualizada dentro da
realidade, mostrada como estratégia na resolucdo de problemas cotidianos
explanando sua aplicabilidade.

Nesse contexto, o ensino da trigonometria é ferramenta essencial para
resolver problemas oriundos de diversos segmentos tais como engenharia, fisica,
informatica, entre outras ciéncias. No Ensino Médio é apresentada em situacdes
cotidianas como o célculo de alturas de prédios, medida de pistas de atletismos,
entre outros.

Segundo Souza (2014), tradicionalmente a trigonometria se apresenta
desconectada das suas aplicacdes préticas. Investe-se muito tempo nos calculos
algébricos das identidades e equacdes. Deve ser apresentado ao aluno situacdes
problemas que envolvam medi¢des, calculos de distancias e modelagem dos
fendbmenos periddicos.

Assim, o estudo ndo deve se aprofundar em férmulas e equacbes, mas
enfatizar-se o estudo das fun¢des basicas seno, cosseno e tangente, detalhando o
estudo da primeira volta do circulo trigonométrico, e a relacdo da histéria da
trigonometria com suas aplicagdes, ja que esse conhecimento foi responsavel pelo
avanco tecnolégico no curso da histéria. Neste contexto pode-se citar as grandes
navegacoes, a agrimensura, permitindo ao aluno reconhecer que o estudo da
matematica foi responsavel pela resolucdo de varios problemas com 0s quais o
homem se deparou e continua se deparando ao longo de sua histéria.

A trigonometria ndo deve ser apresentada reduzindo-se a formulas, € preciso
gue seu estudo tenha significado, o estudante deve entender que é necessario obter
esses conhecimentos, como foram criados e como eles contribuiram para a
evolugdo da humanidade através dos tempos. E natural a curiosidade dos
estudantes em saber de onde surgiram tantos conhecimentos e porque o estudo

desses conceitos se torna tdo importante para que entendam sua propria
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participacdo na sociedade. Mesmo sabendo que as dificuldades relacionadas ao
ensino da trigonometria sdo muitas, a importancia desse tema justifica a insisténcia
para que ele seja bem compreendido, justificando a compreensdo de suas
aplicacoes. (Costa 2016).

Segundo Costa 2016:

“... a Matriz de referéncia de Matematica do SAEB para o Ensino Médio
estabelece algumas habilidades e competéncias necessarias aos
estudantes concluintes do Ensino Médio, em unidades denominadas
Descritores, que séo elas:

1) Descritores do Tema Espaco e Forma: Resolver problemas que
envolvam razdes trigonométricas (seno, cosseno e tangente) no triangulo
retangulo;

2) Descritores do Tema Numeros e Operacdes / Algebra e Funcdes:
Identificar gréficos e funcdes trigopnométricas (seno, cosseno e tangente)
reconhecendo suas propriedades.

Ja a matriz de referéncia de Matemética do Exame Nacional do Ensino
Médio - ENEM estabelece alguns objetos de conhecimentos referentes ao
estudo de trigonometria, que sao eles:

1) Conhecimentos Geométricos: Relacdes métricas nos tridngulos e
trigonometria do angulo agudo.

2) Conhecimentos Algébricos: Relag6es no ciclo trigonométrico e fungbes
trigonométricas.”

Nos PCN'’s para o Ensino Médio, o estudo da trigonometria esta relacionado
ao segundo eixo para o estudo da algebra, numeros e funcdes. Tal eixo aborda a
trigonometria do triangulo retéangulo, a trigonometria em um tridangulo qualquer, e a
trigonometria da primeira volta do circulo unitario. As principais habilidades a serem

desenvolvidas sao:

« Utilizar e interpretar modelos para resolucéo de situagdes-problema que
envolvam medicdes, em especial o célculo de distancias inacessiveis, e
para construir modelos que correspondem a fenémenos periodicos.

» Compreender o conhecimento cientifico e tecnolégico como resultado de
uma constru¢cao humana em um processo histoérico e social, reconhecendo
o uso de relagGes trigonométricas em diferentes épocas e contextos
sociais.

No curriculo do Estado de Séao Paulo, a trigopnometria esta relacionada ao
bloco temético Rela¢des, mais precisamente nas relacdes de interdependéncia.
Nesse bloco se enquadra todo o estudo da trigonometria, iniciando com as relagdes
métricas do triangulo retangulo no 9° ano do Ensino Fundamental, até o estudo das
caracteristicas das fungdes trigonométricas como representacdo dos fendémenos
periédicos, estudadas na 22 série do Ensino Médio. As funcdes trigopnométricas sédo
tidas como relacbes de interdependéncia, generalizando a ideia de

proporcionalidade precursora das no¢des de seno, cosseno, tangente.
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A Matriz de Avaliacdo Processual (2006), apresenta os conteudos,
competéncias e habilidades propostos no Curriculo Oficial, com o intuito de sinalizar
os percursos de aprendizagem e de desenvolvimento que devem ser assegurados
aos estudantes paulistas ao longo da Educac¢éo Bésica.

Segundo a Matriz de Avaliacdo Processual, temos, devendo ser asseguradas
o desenvolvimento das seguintes habilidades:

No 9° Ano do Ensino Fundamental II:
e Determinar as razoes trigonométricas de um angulo agudo.
e Utilizar a razdo trigonométrica de um angulo agudo na resolucdo de
situacdes-problema.
e Estimar a medida de angulos de inclinacao.
e Efetuar medidas angulares com teodolito simplificado.
Na 12 série do Ensino médio:
e Expressar e compreender fendmenos naturais de diversos tipos.
e Enfrentar situacdes-problema envolvendo as razoes trigonométricas em
diferentes contextos.
e Resolver situagdes-problema, envolvendo as razoes trigopnométricas no
triangulo retéangulo.
e Estender o uso da linguagem trigonométrica para fenébmenos que envolvem
angulos maiores do que 90°
e Determinar seno, cosseno e tangente de angulos no ciclo trigopnométrico
e Compreender algumas relacbes essenciais entre a Geometria e a

Trigonometria, inter-relacionando linguagens e ampliando as possibilidades

de expresséao.

Na 22 série do Ensino Médio:

e Reconhecer a periodicidade presente em alguns fenbmenos naturais.

® Representar a periodicidade identificada em situacdes-problema por
intermédio de um gréfico cartesiano.

e Identificar a relacdo entre uma medida angular em graus e em radianos.

e Representar graficamente fendbmenos periddicos por meio de graficos
cartesianos.

e Identificar as simetrias presentes na circunferéncia trigonométrica, utilizando-

as para a resolucao de situacdes-problema.



e Localizar na circunferéncia trigopnométrica a extremidade final de arcos

dados em graus ou em radianos.

® Calcular seno e cosseno de angulos expressos em radianos com suporte
do ciclo trigonométrico.

« Resolver equacdes trigonométricas simples.

Em dezembro de 2017, foi homologado o texto da BNCC — Base Nacional
Comum Curricular, para o Ensino Médio, documento homologado pela Portaria n°
1.570, publicada no D.O.U. de 21/12/2017, Secé&o 1, Pag. 146.

Prevista na Constituicio de 1988, na Lei de Diretrizes e Bases da
Educacéo Nacional, de 1996, e no Plano Nacional de Educacao, de 2014,
a BNCC expressa o compromisso do Estado Brasileiro com a promogéo
de uma educacdo integral e desenvolvimento pleno dos estudantes,

voltada ao acolhimento com respeito as diferencas e sem discriminacéo e

preconceitos.(BNCC, 2017).

No que tange a area da matematica e suas tecnologias, a BNCC sugere a
ampliacdo e o aprofundamento dos conteddos desenvolvidos no ensino
fundamental, explorando a interligacdo entre os conteudos j& trabalhados
possibilitando aos estudantes a construcdo de uma visdo mais integrada da

matematica e sua respectiva aplicacao a realidade.
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4 ESTUDO TEORICO DAS RAZOES TRIGONOMETRICAS E SIMETRIA NO
CIRCULO UNITARIO, COM ABORDAGEM SEGUNDO O CURRICULO DO
ESTADO DE SAO PAULO

Os primeiros conceitos de trigonometria sdo apresentados no terceiro
bimestre do 9° ano do Ensino Fundamental, como pré-requisitos para a introducao
do tema, os alunos deverdo ter conhecimentos prévios de razdo e proporcao,
angulos, semelhanca de triangulos e relagbes métricas do triangulo retangulo,
contetdos que compdem a grade de anos anteriores.

4.1 Razdes trigonométricas de angulo agudo

A proposta curricular do Estado de S&o Paulo oferece alternativas para a
apresentacao das razdes trigonométricas no tridngulo retangulo com o objetivo de
ampliar o espectro de significados, utilizando o angulo de inclinacdo de ruas e
estradas de acordo com regras estabelecidas pelo Departamento Nacional de
Infraestrutura e Transporte (DNIT). Através de texto informativo, enuncia-se que as
divisbes das medidas horizontais, verticais e reais da inclinagdo de uma rua,
representadas pela figura do triangulo retangulo, como mostra a figura 11 possuem
nomes especiais, como exemplificado nesta figura a divisdo de (b) por (a) é a
tangente do angulo, e a divisdo de (b) por (c) é o seno do angulo.

Figura 11: Inclinacdo de uma rua

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Currl’ulo (2014-2017), Cadern o Aluno,9° Ano,
Vol.2 — pag.43.
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Tal proposta parte da fixagdo do angulo agudo do triangulo retangulo e da

obtencéo das razdes entre seus lados, trabalhando apenas as razfes basicas seno,

cosseno e tangente de angulos agudos, com o objetivo de que o0 estudante perceba

gue as razdes trigonométricas sado prioritariamente associadas ao angulo, e ndo as

medidas dos lados do triangulo retangulo.

Para explorar esses conceitos sdo propostos, no caderno do aluno, alguns

problemas.
As figuras 12 e 13, mostram algumas dessas atividades:

Figura 12: Estudo da Rampa

Em determinada rua, um pedestre caminha 50 m ¢ percebe que se clevou 2 m em relagio ao
ponto onde iniciou a caminhada. Qual ¢ a inclinagio percentual dessa rua? E qual ¢ a medida

do angulo de inclinagio?

- 2m

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Aluno,9° Ano, Vol.2 —
pag.45.

Figura 13: Medida da altura de um objeto quando néo se tem acesso a base

9. Observe a figura que representa a tentativa de medir a altura (h) de uma drvore, sem, todavia,

conhecer a distincia entre o vértice do dngulo de elevagio e a base da drvore.

B Conedio Edinril

4 d b4 m ——p

Supondo que a = 23°, p = 34° ¢ d = 3 m, determine a altura da drvore.
Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Aluno,9° Ano, Vol.2 —
pag.45.



As atividades propostas anteriormente tém por finalidade apresentar o
conteudo, de forma contextualizada com atividades que contenham exemplos
praticos, mostrando ao aluno algumas das aplicacdes da trigonometria em
situacdes reais do cotidiano. O tema voltar4 a ser abordado no Ensino Médio com
maior aprofundamento.

Apesar do conteudo ser apresentado de forma contextualizada, a pratica em
sala de aula mostra que os estudantes ainda apresentam grande dificuldade na
compreensao dos conceitos e aplicacbes das razdes trigonométricas. Nao
conseguem perceber que essas razdes estao diretamente ligadas ao angulo e nao
ao tamanho dos lados do triangulo, ndo sendo capazes de resolver situacdes
problemas que envolvam esses conceitos, chegando ao Ensino Médio sem os pré-
requisitos minimos para o dominio desse conteudo.

Observacoes feitas em salas de aula do Ensino Médio comprovam que essa
abordagem néo é suficiente para que os alunos aprendam esses conceitos. Existe
uma grande dificuldade em relacionar os nomes ao significado dessas razdes.

A primeira barreira observada, € que os alunos geralmente acreditam de
forma equivocada que o0 seno, cosseno e tangente sdo o valor de um angulo
especifico, e ndo uma medida.

Outra dificuldade esta em perceber que o angulo ndo depende da medida
dos lados, e que o prolongamento da reta de inclinagcdo determina o tamanho dos
trechos horizontal e vertical de acordo com a distancia percorrida.

Ainda temos o agravante de que o as atividades comtempladas no Ensino
Fundamental, cuja contextualizacdo é o estudo de rampas de acesso, priorizam o
uso da tangente e nédo utilizam as outras duas razoes.

Entende-se que € necessaria uma complementacdo do curriculo,
proporcionando ao aluno um trabalho investigativo que o leve a construir esses
conceitos, enfocando as trés razdes trigonométricas basicas, seno, cosseno e
tangente, simultaneamente.

De acordo com a Proposta Curricular do Estado de Sdo Paulo (2014-2017), na
primeira série do Ensino Médio, os alunos terdo novamente contato com o estudo
da trigopnometria no quarto bimestre, porém a maioria dos docentes da rede nao
consegue concluir essa etapa do curriculo.

Os principais fatores, responsaveis por esse atraso séo, a defasagem da turma

em relacdo do contetdo do ano/série e a falta de professores.
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Nessa etapa, a Proposta Curricular sugere que sejam retomados os
conceitos ja abordados em anos/séries anteriores, buscando aprofunda-los em
relacdo ao que foi estudado nos anos finais do Ensino Fundamental.

O caderno do professor recomenda-se o estudo da tangente, abordando a
inclinacdo de uma rampa, metodologia semelhante a proposta para o 9° ano do
Ensino Fundamental.

Deve-se observar nesse momento a relacéo entre a distancia vertical para
cada unidade percorrida horizontalmente, representando a rampa pelo desenho de
um triangulo retangulo com angulo agudo a , onde a razédo entre a distancia vertical
(cateto oposto a a ) e a distancia horizontal ( cateto adjacente a a ), determina para
cada angulo a , uma constante caracteristica do angulo, que se denomina de

tangente de «a.

Figura 14: Tangente de um angulo, observada em uma Rampa

tangente de a = tg o =%

o h

rampa de ingulo de inclinagio a
. . v
rampa de inclinagiio igual atga = h
(essa raziio pode ser escrita como uma porcentagem )

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,12 série
E.M., Vol.2 — pag.61.

No caderno do aluno, inicia-se a Situacdo de Aprendizagem com a secao
“Vocé Aprendeu”, retomando o conceito de inclinacdo de uma rampa. Antes de
iniciar as atividades propostas, € necessario que o professor fagca um diagndstico
da turma, para saber se ela tem pré-requisitos para a abordagem do tema, pois,
como ja foi dito anteriormente, nem sempre a introducdo desse conteudo €
ministrada no 9° ano.

Vemos na figura 15, um dos problemas propostos no caderno do aluno:
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Figura 15: Atividade do Caderno do Aluno

2]

. Para calcular a inclinacao o de uma rua, podemos observar o dngulo B formado pelo poste (verti-
cal) com o leito da rua, conforme indica a figura a seguir. Se tal angulo for igual a 84°, qual seri a
inclinagdo da rua?

(Dica: consulte a tabela trigonométrica disponivel no Anexo, no final deste Caderno.)

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Aluno,1? série E.M.,
Vol.2 — pag. 59.

Nesse exercicio, o aluno devera utilizar o conceito de angulo complementar,
para determinar o angulo a, e o conceito de tangente para determinar a inclinacao
da rampa.

Resolucao da Atividade proposta no caderno do professor:

e Utilizando os conceitos de angulos complementares vemos que B+ a =
90° logoa =90°—B,sendof = 84°,a = 6°

e O proximo passo € determinar a tangente de 6°, que podera ser encontrado
através da consulta de uma tabela de tangentes ou utilizando a calculadora
cientifica, donde serd encontrado o valor aproximado de 0,105, ou seja,

tg6° = 0,105 .

e Logo ainclinacdo da rampa sera de 0,105 ou 10,5%.

O objetivo é que o aluno compreenda que a cada 100 m percorridos
horizontalmente, havera uma altura de 10,5 m.

Em um segundo momento, aborda-se 0 conceito de tangente,
contextualizado por distancias astrondmicas, mas geralmente essa
contextualizacdo ndo € abordada devido a dificuldade do aluno em conceitos de
geometria plana que teriam de ser retomados, ndo restando tempo insuficiente para
cumprimento do curriculo.

Quanto ao estudo do seno e cosseno de um angulo agudo, sugere uma

abordagem por semelhanca de tridngulos retangulos, com origem em um Unico
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ponto O. Espera-se que o aluno observe que, ndo s6 a razao entre o cateto oposto
a a e o cateto adjacente a a (tangente de a), é determinada pelo valor do adngulo «
, mas também as razdes entre o cateto opostos a a e a hipotenusa (seno de a), e
a razao entre o cateto adjacente a a e a hipotenusa (cosseno de a), determinam

valores constantes para o angulo a, como mostra a figura 16.

Figura 16: Triangulos Retangulos Semelhantes

—L=_2=_3 =_34 =constante = cos o
r r r, I,
Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,1% série
E.M., Vol.2 — p&g.62/63.

7

Segundo o texto do caderno do professor, é importante observar que o
cosseno de a, € 0 seno do angulo complementar de a, ou seja, cos a = sen(90 — a),
sendo essa a origem do nome cosseno. Os triangulos encaixados, demostrados na
figura 16, deram origem as razfes seno, cosseno e tangente, e a todos os estudos
gue envolvem a trigonometria.

Recomenda-se que o professor aborde o contetdo, valendo-se da histéria da
matematica. Assim podendo ser possivel resgatar a origem das tabelas de cordas
utilizadas por Ptolomeu e Hiparco, que continham calculos astronémicos que

possibilitaram estimar distancias entre os corpos celestes e a terra, mostra a

c .
construcdo do seno, como a razao 2R entre a metade do comprimento ¢ das cordas

de uma circunferéncia e seu raio R .



36

Dado a existéncia de uma proporcionalidade entre seus valores, um
observador da Terra, enxergaria o arco descrito por um astro no céu, conforme

mostra a figura 17.

Figura 17: Arco visto por um observador da Terra

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,12 série
E.M., Vol.2 — p4g.63.

A atividade mostrada na figura 18, extraida do caderno do aluno, mostra a

proposta de estudo do seno de um angulo sob esse olhar.

Figura 18: Atividade do Caderno do Aluno, Célculo do Seno de um angulo,
utilizando o tamanho da corda de uma circunferéncia.
Em uma circunferéncia de raio 1m, podcmos tracar cordas de todos os tamanhos possiveis de

0 ma 2 m. Algumas dessas cordas, de comprimento ¢, a c, estdo representadas na figura a seguir.
Os quatro ingulos indicados tém medida de 60°.

a) Calcule o comprimento de cada uma das cordas.

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,12 série
E.M., Vol.2 — pag.61



Para resolucdo dessa atividade o aluno devera ter conhecimentos prévios de
geometria plana, das partes da circunferéncia, raio, corda, diametro, de inscricdo de
poligonos regulares na circunferéncia, &ngulo central, e do teorema de Pitagoras.

Embora se espere que uma turma de 12 série do Ensino Médio ja tenha
dominio sobre esses conteddos, na realidade o que geralmente acontece é que
para utilizar essa abordagem ou o professor terd que retomar, ou até introduzir todo
esse conteudo. Caso contrario, os exercicios serdo dados como mera informacéo,
nao havendo aprendizado.

Para o conceito de secante, o caderno do professor propde também uma
abordagem pela histéria da matematica. “A palavra “secante” se origina em secare,
que em latim, quer dizer “cortar”. Para determinar se uma reta qualquer é ou néo

secante a circunferéncia, calculamos a razéo entre a (distancia do centro da

circunferéncia a reta) e seu raio R. Se a razao % < 1, a reta serd secante a

circunferéncia, conforme observado na figura 19.

Figura 19: Corda Secante a Circunferéncia

- . C .
As razdes entre a semicorda 5 eorao R

. - o
constituem uma tabela de senos do angulo -

Por possibilitar a identificagio das retas
secantes a circunferéncia, as razoes a consti-
tuiam outra tabela, chamada tabela de secan-

. a
tes do dngulo —.
2

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Aluno,1? série E.M., Vol.2
— pag.60.

ApoOs essa abordagem através da histéria da matematica, a secéo Leitura e

Anadlise de Texto, do Caderno do Aluno, apresenta novas raz6es decorrentes do

triangulo retangulo: cotangente (cotg) e cossecante, (cossec), utilizando-se do

conceito do angulo complementar, como mostra a figura 20.
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Figura 20: Apresentacao das Razbes Trigonométricas Inversas, Cotangente, Secante e
Cossecante
- LT

Leitwra € an:ilise de texto

B

Mo wridngulo retingulo de hipotenusa ¢, o dngulo o é oposto ao cateto a € o dngulo B &

oposto ao cateto b, Jd sabemos que a ra?.ic:% ¢ a tangente de o, a razdo 2 € o0 seno de o
L

e, analogamente, a razi(]% catgPBea ra:.r.éo% € o sen B.

Sobre as reras secantes as circunferéncias, podemos dizer que o que se chama secante

de o € a rardo £, sendo representada por sec o; analogamente, sec B = £

b ar
Assim, como se convencionou chamar o seno do complementar de o de cosseno de o,
representando-se por cos o o sen (90° — @), também se convenciona chamar:
* atangente do complementar de o de cotangente de o, representando-se por cotg at:
* asecante do complementar de o de cossecante de o, representando-se por cossec a.

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Aluno,12 série E.M., Vol.2
— péag.66.

Nas atividades que se seguem, os alunos sao convidados a demonstrar

algumas igualdades como: sena = cosf , cossecfS = seca , seca = , €

algumas relacdes fundamentais como sin?a + cos?a = 1.

Essas demonstracdes exigem do aluno um conhecimento mais aprofundado
do conteudo, e pré-requisitos que eles em sua grande maioria ndo tém. Além disso,
nao tem contato com demonstracdes tedricas. Acredita-se que o estudo das razdes
trigonométrica seno, cosseno, tangente e suas inversas secante, cossecante e
cotangente, possam ser mais bem visualizadas e entendidas quando apresentadas
no circulo trigonométrico.

Devemos considerar ainda que o conceito de secante esta ligado a uma reta
gue intercepta a circunferéncia em dois de seus pontos, sugere-se que as razdes
inversas sejam apresentadas apos o estudo das propriedades do circulo unitario,
onde a visualizacdo geométrica dessas retas serd mais clara, aumentando a

probabilidade de haver aprendizado.
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4.2 Razbes trigonométricas de angulos maiores de 90°, introduc¢éo ao circulo
unitario

As razdes trigonométricas de angulos maiores que 90° séo introduzidas no
segundo semestre da 12 série do Ensino Médio, associando essas medidas as
medidas das rampas ou cordas e raios, e as caracteristicas de angulos maiores ou
iguais a 90°.

No caderno do professor justifica-se a importancia desse estudo fazendo
uma correspondéncia entre cordas de diferentes angulos, que possuem a mesma
medida e entre o angulo de inclinagdo de uma rampa com o uso do angulo

suplementar como estratégia de ensino, como mostra figura 21.

Figura 21: Angulos maiores que 90°

rampa de 5°
medida: tg 5° corda de 120"
rampa de 175° medida: sen 60°

medida: tg 1757 corda de 240°
medida: sen 120°7

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,12 série E.M.,
Vol.2 — pag.73.

Nesse momento, a proposta curricular, traz de volta a ideia das tabelas de
razbes entre as semi cordas e raio de uma circunferéncia de raio unitario,
estendendo a definicdo de seno de um angulo a, para angulos entre 90° e 180°, e
atribui ao seno de a , o valor da medida da semi corda (PA), observa-se que essa
medida esta compreendida entre 0 e 1. Veja figura 22.

Figura 22: Seno de um angulo entre 0° e 180°

AY
+ A A
1 1 1
o - 0<a<90° i .{ x 920° < o < 180°
i sena:%:pA P 0 Sellﬂ:%:PA
0<PA<I _ 0<PA <1

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,12 série E.M.,
Vol.2 — pag.72.
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Analogamente define-se as medidas da semi corda (PA) para angulos entre

180° e 270° e entre 270° e 360°, orientadas agora em sentido contrario ao eixo Y,

observando que nesses casos a medida das semi cordas serdo negativas.

180° < g < 2707

| As

sena:E:PA

-1<PA<0

Figura 23: Seno de um angulo entre 270° e 360°

270° < a < 360°

| B

:‘senu:%:l’A

-1<PA<O

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,12 série E.M.,
Vol.2 — pag.72.

De modo anélogo, trabalha a definicdo de cosseno:

+

Y

0° <o <90

sena:E:PA
1

cosa:g=0}’

1

0<PA<1
0<QP<1

180" < @ < 270¢

5enct:E:PA

1

or _
T_
—1<PA<0
-1<0P=<0

cos o = OF

[L-] R

Figura 24: Cosseno de Angulos entre 0° e 360°

v

90° < o < 180°
5(?110.:&:13)\
1
msa:%:OP

0=PA<1
-1<=0P<0

270° < o < 360°
sena = kA =PA
1

op
1

-1 <PA <0
0<0P<1

Cos o = OoP

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,12 série E.M.,
Vol.2 — pag.73.

Apés a apresentacdo e a sistematizacdo do conteudo, espera-se do aluno

gue ele tenha notado que:

e 0 tamanho das cordas PA e OP estdo sempre dentro do intervalo [ -1, 1].

e para as razdoes dos angulos 0° 90° 180° 270° e 360 °, observa-se o

“fechamento do tridngulo OPA e o comportamento das cordas PA e OP.
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Para verificar o aprendizado segue a proposta de uma atividade, extraida do
caderno do aluno, pagina 70:

“Construa uma tabela com os valores das seis razdes trigonométricas (sen,
cos, tg, cotg, sec e cossec) para os angulos de 0°, 90°, 180°, 270° e 360°, indicando
também os sinais das razdes nos intervalos compreendidos entre tais valores”.

Nesta atividade espera-se que o aluno use os conceitos trabalhados na

sessdo leitura e andlise do texto, de que: tg @ = ~— , cotg a = —— , seca =
cosa sena cosa

1 . ~ ~ .
ecosseca = ——, observando que, onde os denominadores séo nulos, nao existe

razao correspondente.

Mais uma vez ressaltamos que essa abordagem mais tedrica € muito abstrata
para o aluno, devido a defasagem que acumula durante os anos finais do ensino
fundamental, com o agravante de ser pouco trabalhada no Ensino Médio, além de
gue o aluno ndo consegue enxergar o porqué de n&o existir valor para a tangente
de alguns angulos. A visdo geométrica é muito importante para que o aluno fixe
€sses conceitos, por iIsso propomos o uso de materiais mais concretos.

Vejamos na figura 25, outra atividade proposta no caderno do aluno:
Figura 25: Atividade do Caderno do Aluno, Seno de Angulos Simétricos

Sabemos que sen? oo + cos? & = 1. Tendo como referéncia a circunferéncia de raio igual a 1
representada a sceguir, calcule o valor do sen 45° ¢, com cle, complete a tabela com os valores
do seno de cada um dos idngulos indicados.

r Angulo Seno

4
N 45°

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Aluno,1? série
E.M., Vol.2 — pag.69.

Para a resolucao dessa atividade o aluno deve ter compreendido, como ja foi
dito anteriormente que o tamanho dos segmentos orientados (semi corda) que
representam o seno dos angulos dados, possuem a mesma medida, respeitando o

sinal do quadrante em que se encontram, que tenha absorvido todos os conceitos



estudados até agora, ainda assim, sera preciso que tenha conhecimentos
geomeétricos prévios, para perceber que o triangulo formado € iséscele, o aluno mais
observador podera perceber que o raio da circunferéncia determina a diagonal de
um quadrado e sendo os lados iguais poderd utilizar esse o calculo para a
resolucéo. Obtendo o valor do lado do quadrado ou utilizando a relagéo fundamental
da trigonometria, chegara ao valor do seno do angulo de 45°; a segunda etapa é
perceber a simetria existente em relacdo aos quadrantes observando o sinal
pertinente a cada um, onde certamente precisarédo da intervengao do professor.

A partir desse momento, comeca a introduzir o circulo de raio unitario e
trabalha a representacdo das razdes trigonométricas neste circulo. Tomando como
suficiente o que ja foi apresentado ao aluno e supondo que ele tenha construido o
conhecimento do plano cartesiano, propde que se construa o circulo unitario em
uma malha quadriculada, conforme atividade a seguir retirada do caderno do aluno
pagina 71:

Ao construir uma circunferéncia de raio 1 com centro no sistema de
coordenadas, podemos representar geometricamente todas as razdes
trigonométricas. Ja vimos que 0 seno e o cosseno de um angulo a, medidos a partir
do eixo x em sentido anti-horario, sdo, respectivamente, a ordenada e a abscissa
do ponto A da circunferéncia que corresponde ao angulo a. ldentifique, na
circunferéncia citada, o segmento orientado que representa, a tangente de a, e
a secante de a.

Com a realizacdo dessa atividade, espera-se dos alunos que tomem como
base o0s eixos cartesianos, utilizem semelhanca de triangulos e aponte os
segmentos orientados que representarao as seis razoes ja estudadas., conforme a

figura 26.

Figura 26: Razdes Trigonométricas no Circulo Unitario

senos
' seca
. A
tga
1
1
1
lsenc
-1 o 1 cossenos
- =
0 cosa P T
-1

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,12 série E.M.,
Vol.2 — pag.75.
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Aplicando o teorema de Pitdgoras nos triangulos OPA e OTB, da figura
anterior, chega-se a identidades importantes, como sen?a + cos’a=1 e 1 +

tg?’a = sec’a, mostradas na figura 27.

Figura 27: Representacdo Geométrica das Relacdes Trigonométricas Fundamentais

SEnos

cotangentes

1| cotga C >

T COss€nos

(]' cos O P 1 >
SC=cotga
~1 OC = cossec a

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,12 série E.M.,
Vol.2 — pag.75.

Em outra atividade, o aluno deve calcular o valor do seno e do cosseno de
um angulo de 30°, presumindo-se que conheca o valor do seno.

“‘Calcule o valor do seno e do cosseno dos angulos de 120°,
150°,210°,240°,300° e 330°”".

Espera-se que o0s alunos sejam capazes de relacionar os segmentos
orientados observando a relacdo de igualdade entre as medidas dessas razoes,
como mostra a figura 28.

Figura 28: Simetria dos segmentos orientados, que formam o mesmo angulo

.\\\
\
L] \".
P \30° -
L
0 L L

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,12 série E.M.,
Vol.2 — pag.78.



Observa-se na figura que o segmento orientado que representa o seno do
angulo de 120° tem a mesma medida do segmento orientado que representa o
cosseno do éangulo de 30°, donde se conclui que sen120° = cos 30°,
analogamente, temos que cos 120° = — sen 30°.

A atividade aparentemente simples, se torna bem complexa diante da
dificuldade dos alunos em observar o angulo complementar e concluir de que a o
arco de circunferéncia formado entre os angulos de 90° e 120°, é equivalente a um
arco de 30° graus, e dominar o conceito de angulo complementar.

Acredita-se que explorar a forma geométrica, facilita o olhar do aluno sobre
a simetria existente nessa atividade, sendo conveniente explorar a figura do
retangulo, suas propriedades geomeétricas, comparando a inversdo da posi¢ao de
horizontal para vertical, e 0 tamanho de seus lados com os segmentos orientados
gue determinam o seno e 0 cosseno de um angulo.

Ainda nesse contexto aborda-se o tamanho do arco formado por um angulo,

retomando a razao entre o comprimento C de um circulo de raio 1 e seu diametro
’ . . C
(2r), que resulta no numero irracional T, o> =T, sendo que uma volta completa na

circunferéncia equivale ao seu comprimento, e também a 360° , tendo 360° = 21T =
C.
A figura 29, mostra uma atividade que trabalha o comprimento do arco em 1

radianos.
Figura 29:Célculo do Comprimento de um Arco.
6. Em uma circunferéncia de raio
\""'y 1 m, um ponto P percorre um arco
s correspondente a um dngulo cen-
tral o. Calcule os valores de s e do seno de

o nos casos indicados a seguir:

b

20 s

Na%

a) o = 360°

30

:§
f

b) o = 180°
©) a=90°
d) o= 45°
€) a=30°

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Aluno,1? série E.M., Vol.2
— pag.72.
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O principal objetivo da atividade a seguir, € fazer com que o aluno estabeleca
uma correspondéncia entre um angulo dado em graus, o comprimento de seu arco
dado em 11 radianos e o valor do seno correspondente, segundo comentado no

caderno do professor, pagina 77.
Podemos generalizar os resultados da atividade 6 da seguinte
maneira:
e em uma circunferéncia de raio 1, os arcos correspondentes a 360°,

180°, 90°,45° e 22,5° tém comprimentos iguais a, respectivamente,
2m, m, >, %, , medidos na mesma unidade do raio;

e em uma circunferéncia de raio 1, os arcos correspondentes a 90° e
30° tem comprimento iguais a, respectivamente,g % , medidos na
mesma unidade de raio. Percebe-se que 30° é a terca parte de 90° e

T £ i
que — € a terca parte de ;i€

o de modo geral, existe uma proporcionalidade direta entre a medida do
arco e a medida do angulo central correspondente: se o dngulo central

dobrar, o comprimento do arco também dobrard, e assim por diante;

Nessa fase, do Ensino Médio, trabalha-se o conceito de circunferéncia
orientada, simetria no circulo, e razdes trigonométricas nessa circunferéncia dando
énfase para o seno e cosseno de um angulo, sem apresentar, no entanto,
formalmente os conceitos de arco, angulo, e das caracteristicas do circulo
trigonométrico.

A falta de uma apresentacao formal dos conceitos importantes como os de

angulo e arco, das demonstracdes préticas, deixa para o aluno um aprendizado

abstrato, dificultando a compreensao do contetdo.
4.3 Circulo trigonométrico e Simetria dos Arcos.

Somente na 22 série do Ensino Médio introduz-se o estudo formal do circulo
trigonométrico, contextualizado pelo estudo dos fendmenos periddicos e suas
caracteristicas.

O modelo da circunferéncia trigopnométrica e a simetria dos arcos notaveis,
as medidas de senos e de cossenos desses arcos serdo estudadas no primeiro

bimestre do referido ano/série.
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O objetivo é apresentar ao aluno a relacdo entre as razdes trigopnométricas

do triangulo retangulo e as medidas de suas projecdes sobre os eixos coordenados,

observando o movimento aparente do Sol, e o comprimento das sombras,

convidando o aluno a reconhecer a periodicidade dos fendmenos apresentados,

como mostra a figura 30, esbocando situacfes reais através de equacdes que

envolvam seno e cosseno.

Espera-se que o0 aluno desenvolva naturalidade ao trabalhar com a

circunferéncia trigonométrica, identificando a medida dos arcos em graus e em

radianos.

Figura 30: Fenébmeno Periodico. Movimento Aparente do Sol ao Redor da Terra
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Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,2?2 série E.M.,

Vol.1 — pag.24.

Apds a apresentacdo do movimento aparente do sol, a Proposta Curricular

do Estado de S&o Paulo recomenda a construcao da circunferéncia trigopnomeétrica

seguindo a modelagem deste fenbmeno, e comparando o movimento de um ponto

sobre uma circunferéncia centrada no plano cartesiano, a projecdo vertical e

horizontal da “sombra” em seus eixos, conforme mostra figura 31.
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Figura 31: Projecéo da Sombra sobre os Eixos Cartesianos
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Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Aluno,22 série
E.M., Vol.1 — pag.17.

Seguindo esse modelo, propde que se desenhe uma escala sobre o eixo vertical
para possibilitar a associacéo dos giros do sol a proje¢éo vertical do angulo, e se
construa uma tabela com as medidas aproximadas dessas projec6es como vemos
nas figuras a sequir:

Figura 32: Projecdo da Sombra sobre
o Eixo Vertical

Figura 33: Projecéo da Sombra sobre
o Eixo Horizontal

Fonte figuras 32 e 33: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Aluno, 22
série E.M., Vol.1 — pag.18/19.

De acordo com a proposta curricular do Estado de S&o Paulo, os principais

pontos que deverao ser observados séo:
> A medida das projecdes equivale a fracbes de raio, e
estdo compreendidos no intervalo entre — 1 e + 1, as fragdes

serdo aproximadas em décimos.

47



48

>» A medida das projecOes nédo é diretamente proporcional
a medida dos angulos.
>  Alguns angulos apresentam medidas iguais para a

projecéo vertical.

Essa ultima observacdo tem a intencdo de introduzir a nogdo de simetria
existente na circunferéncia trigopnométrica. O reconhecimento dessa simetria em
determinados pares de angulos € de suma importancia para o aprofundamento no
estudo do tema.

Apds essa explanacao o caderno do aluno apresenta atividades, que visam
a compreensdo da simetria existente entre as projecdes horizontais e verticais,
espera-se que os alunos sejam capazes de fazer uma ligacdo entre as medidas
equivalentes para determinados angulos no que se refere as projecdes sobre os

eixos cartesianos, como mostram as figuras 34:

Figura 34: Medida da Projecéo Vertical.

5. Complete a tabela segninte associando a medida do ingulo de elevagio do Sol com a medida da
projecio sobre o eixo horizontal. Em segnida, desenhe um grifico cartesiano para representar os
dados tabelados. Escolha a escala que julgar mais adequada para cada um dos eixos cartesianos.

&

—0,5R
L1
T 11
—0,75R -,I5R

Angulo (°) 0 | 30 45 | a0 | 90 | 120 | 135 150 | 180 | 210 | 225 | 240 | 270 | 300 | 315 | 330 | 360
Projegio (LK)

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,22 série
E.M., Vol.1 — pag.19.

Em outras atividades explora-se a comparacdo entre projecdes nos eixos

vertical e horizontal, segundo caderno do aluno pagina 23.
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e Ha pares de angulos que alternam os valores das medidas das
projecBes horizontal e vertical, como é o caso, por exemplo, da
projecdo vertical do angulo de 60°, que é igual a medida da
projecdo horizontal do angulo de 30°. Encontre mais um par de

valores nessas condigdes.

e Ha angulos que apresentam valores iguais para projecoes

horizontal e vertical, como é o caso, por exemplo, do angulo de

45°, Encontre dois valores de dngulos nessas condicdes.

Pode-se observar que desde a 12 série do EM até o presente momento, foi
trabalhado o mesmo tema, quando a abordagem é feita pelo estudo da semi cordas
de uma circunferéncia e sua relacdo com o angulo central referente ao arco e o raio
dessa circunferéncia, o trabalho de estudo do seno e cosseno de angulos simétricos
também ja foi abordado na primeira série do ensino médio. Observa-se uma
repeticdo de conteddo mudando apenas a estratégia de ensino.

A vivéncia em sala de aula nos leva a observar que essa metodologia é
ineficaz, pois o aluno chega a 22 série do Ensino médio sem os conhecimentos
necessarios para prosseguir com o estudo da trigonometria. Ha ainda o fato de que
o aluno nado consegue fazer ligacao entre a situacao real e o conteudo teorico.

O estudo da simetria dos angulos notaveis é feito por observacdo e
construcéao de gréaficos no préprio caderno do aluno, agora formaliza o valor do seno
e cosseno de angulos notaveis trabalhando conceitos de geometria plana, para o
angulo de 45°, utiliza a diagonal do quadrado, e para os angulos de 30° e 60° a
altura do triangulo equilatero.

Acredita-se que essa formalizacdo seria mais eficaz se aplicada 12 série do
Ensino Médio, contribuindo para fundamentar o valor das raz6es trigpnométricas de
uma maneira mais clara para o aluno, jA que utiliza o conceito de angulo
complementar. As figuras 35 e 36 apresentam a resolucdo dessas atividades

propostas no caderno do professor.



Figura 35: Angulo Notavel de 45°

_
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Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,22 série
E.M., Vol.1 — pag.31

Figura 36: Angulos Notaveis de 30° e 60°

60°

cos 60° =

sen 30° =

I

2 2

m

cos 30° =

Fonte: SEESP - Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,22 série

E.M., Vol.1 — pag.31

Em seguida propbe a construgcdo da circunferéncia trigonométrica

assinalando os arcos de 30°, 45° e 60° e seus simétricos, em relacdo aos eixos,

com a utilizagdo de compasso e transferidor, finalizando com uma tabela contendo

os valores de seno e cosseno destes arcos em décimos. A figura 37 mostra a

atividade e o resultado esperado do aluno.
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Figura 37: Construcéo dos Angulos Notaveis e seus Simétricos na Circunferéncia.

9. Na malha quadriculada, desenhe uma cir- b) Assinale sobre a circunferéncia a ex-
cunferéncia trigonométrica de raio 10 uni- tremidade final dos arcos de 30°, 45°

dades e, em seguida, faga o que se pede. e 60°, bem como os simétricos em rela-

a) Adotando a escala 1:10 unidades, divi- ¢io aos eixos nos demais quadrantes.
da os eixos cartesianos em subunidades, Para essa tarefa, utilize compasso ou
comeo, por exemplo, de 0,1 em 0,1, transferidor.
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©) Complete a tabela a seguir, relacionando de seus senos e cossenos, lembrando que

todos os arcos assinalados &s medidas ¥z =07 e que 43 =087,
2 2
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Fonte: Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Professor,22 série E.M.,
Vol.1 - pag.31

Um agravante € que somente depois de toda essa abordagem € que se
introduz o estudo formal do conceito de arco, e a relacdo de suas medidas em
graus e radiano, se retoma os valores dos angulos notaveis, como ja foi dito,
utilizando a geometria plana e a simetria de arcos, explorando seus valores em
n radianos, em poucas atividade que acreditamos ser insuficientes para que o aluno
consiga absorver todos os conceitos relacionados a esse tema, sendo necessario,
o complemento do contetdo pelo professor.

As figuras 38 e 39, mostram algumas dessas atividades:
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Figura 38: Conceito de Grau e Radiano

“Um radiano € a medida de um arco de comprimento igual ao do raio da circunferéncia.”
Observe a imagem a seguir e responda s questdes:

3,14 RAD

a) Meia circunferéncia equivale a, aproximadamente, quantos radianos?

b) Quantos radianos mede um arco de semicircunferéncia?

Fonte: Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Aluno,22 série E.M., Vol.1 — pag.33

Figura 39: Medindo um Arco em Radianos

19. Considerando os giros no sentido anti-horirio, assinale nas circunferéncias a medida em radia-
nos do arco que tem extremidade inicial em O e extremidade final em cada ponto, de A a R.

F 3 r's

o
AT

Fonte: Material de Apoio ao Curriculo (2014-2017), Caderno do Aluno,2? série E.M., Vol.1 —
pag.30.




Apesar dessa abordagem formal ser extremamente necessaria, acredita-se
gue nesse momento o uso de material concreto e ou de um software, usado
paralelamente com o estudo teodrico, favorece a compreensdo dos conceitos
propostos e proporciona maior fixacdo do tema.

Embora a intencéo da proposta curricular seja que o estudo da trigonometria
tenha uma abordagem contextualizada, acreditamos que falta embasamento
tedrico, para que o0 estudo ndo seja superficial, na maioria das vezes €
complementado pelo professor.

A exploracdo da simetria existente no circulo trigonométrico € um importante
instrumento de aprendizado, que pode facilitar a resolugcdo de problemas, sua
abordagem através da geometria plana, utilizando ndo s6é a figura do triangulo
retangulo, o quadrado e principalmente o retangulo, por ter propriedades de um
paralelogramo, a inversao da posi¢cdo dessa figura no circulo trigonométrico pode
mostrar de forma mais eficaz essa simetria.

Nos proximos capitulos serdo apresentadas algumas propostas de
Sequéncias Didaticas, elaboradas e o resultado de um estudo feito com uma turma
da 22 série do Ensino Médio, de uma escola publica de zona rural do estado de S&o

Paulo.
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5 O USO DE DIFERENTES MATERIAIS PARA DINAMIZAR O ESTUDO DA
TRIGONOMETRIA

Segundo Rusciolelli (2014), fatores como formacgao insuficiente dos
professores, jornada de trabalho inadequada, que os desestimula, somando-se a
defasagem de aprendizagem e falta de interesse dos alunos, levam aos baixos
niveis de aprendizagem da matematica nas escolas brasileiras, e 0 uso de materiais
manipulaveis sdo um grande aliado do professor, que se torna um mediador do
conhecimento, objetivando maior eficacia no processo ensino-aprendizagem, pois
apresenta ao aluno varias possibilidades para a construcdo do conhecimento,
através das discussoes, investigacdes e levantamento de hipéteses.

De acordo com os PCN'’s para o Ensino Médio:

[...] As habilidades do ensino de Matematica no nivel médio indicam como
um dos objetivos levar o aluno a compreender os conceitos, procedimentos
e estratégias matematicas que permitam a ele desenvolver estudos
posteriores e adquirir uma formagéo cientifica geral. [...] (BRASIL, 2000,
pag. 42)

A BNCC (Base Nacional Comum Curricular) para o Ensino Médio, deve-se
aprofundar de modo inter-relacionado os contetudos essenciais ja vistos no ensino
fundamental, possibilitando ao estudante construir uma visdo mais integrada da
Matematica, percebendo sua aplicacdo na vida real, devendo aproveitar o potencial
dos estudantes, promovendo a¢des que estimulem e desenvolvam processos de
reflexdo e abstracdo, culminando em um pensamento criativo, analitico, indutivo e
sistematico que facilitem a tomada de decisdo direcionadas a ética e ao bem
comum.

Nesse sentido a area da matematica deve desenvolver no estudante,
habilidades que se relacionem com a investigacdo e construcdo de modelos e de
resolucdo de problemas, devendo para tanto, estimular o raciocinio, a
argumentacado, comunicacgao, discussdes e validagbes conjuntas, favorecendo a

aprendizagem de conceitos, desenvolvendo representacdes de procedimentos
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cada vez mais avancados. Dentre as 5 competéncias especificas da éarea de

Matematica e suas tecnologias, temos:

Utilizar, estratégias conceitos e procedimentos matematicos em seus
campos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria,
Probabilidade e Estatistica — para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos
resultados e a adequacdo das solugbes propostas, de modo a construir
argumentacgéao consistente.

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como
observacdo de padrbes, experimentacbes e tecnologias digitais,
identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstracdo cada vez mais

formal na validagéo das referidas conjecturas. (BNCC, Brasil,2017)

Neste contexto propde-se algumas estratégias e Sequéncias Didaticas (S.D),
gue sao um conjunto de atividades ligadas entre si, planejadas para ensinar um
conteudo, etapa por etapa, que serdo apresentadas a seguir com 0 objetivo de
motivar e despertar o interesse do aluno, tornando o estudo da trigonometria mais

significativo e prazeroso.

5.1 — Uso datecnologia — Software GeoGebra

O software GeoGebra, criado por Markus Hohenwarter, € uma boa opc¢éo
para melhor fixacdo dos conceitos que envolvem a trigonometria, por ser um
software gratuito de matematica dinamica, desenvolvido para o ensino e
aprendizagem da matematica nos varios niveis de ensino (do basico ao
universitario).

Relne recursos de geometria, algebra, tabelas, graficos, probabilidade,
estatistica e céalculos simbdlicos em um unico ambiente. Assim, 0 GeoGebra tem a
vantagem didatica de apresentar, a0 mesmo tempo, representacdes diferentes de
um mesmo objeto que interagem entre Si.

Outro aspecto positivo para o uso do software é que ja esta instalado em
todos os computadores da rede de ensino da Secretaria de Educagéo do Estado de

Sao Paulo.



5.1.1 — Estudo das Razbes Trigonométricas no GeoGebra

A sequéncia didatica a seguir utiliza o software GeoGebra como recurso
tecnolégico e pode ser aplicada na sala de tecnologia. Na impossibilidade de uso
dela, o professor podera adaptar essa sequéncia para a apresentacdo com 0 USO
de data show na sala de aula, ou sala de video, se a escola dispuser de uma.

O desenvolvimento dessa Sequéncia € proposto em dois momentos e tem
como objetivo fixar os conceitos das razdes trigonométricas no triangulo retangulo,
conteudo abordado inicialmente no 9° ano do ensino fundamental, mas que pode
ser aplicada em qualquer uma das séries do Ensino Médio como reviséo e fixacado
de conteudo.

Na sala de informéatica formar grupos, o ideal € separar os alunos em duplas,
mas pode-se formar grupos maiores de acordo com a disponibilidades de
computadores. Instruir os alunos para que abram o programa e dar uma prévia

nocao da interface e de seus comandos. Em seguida seguir 0s passos abaixo.

1° Momento: O triangulo retangulo, elementos e relacdes

Passo 1: Construcao do Triangulo Retangulo

a) Trace um segmento de reta AB horizontal paralelo ao eixo x (use a ferramenta
segmento);

b) Trace uma reta, perpendicular ao segmento AB passando por A (utilize a
ferramenta reta perpendicular);

¢) Marque um ponto C sobre a reta construida no item acima (utilize a ferramenta
ponto);

d) Construa o triangulo ABC (utilize a ferramenta poligono). Marcar o &ngulo de 90°.
(utilize a ferramenta angulo).

Veja o resultado na figura 40:
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Figura 40: Construcdo do Triangulo Retangulo no GeoGebra

Fonte: Figura da Autora

Passo 2: Construcao de triangulos semelhantes

a) Com a ferramenta semirreta, prolongar os lados AB e BC;

b) Tragar 3 segmentos de retas paralelas ao lado AC (usar a ferramenta semirreta);
c) Marcar sobre a semirreta AB os pontos D; F; H e sobre a reta BC os pontos D;
G;|;

d) Marcas os angulos nos triangulos ABC; DBE; FBG; HBI

Figura 41: Construgdo de Triangulos Semelhantes no GeoGebra

a

Fonte: Figura da Autora
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Passo 3: Comparar a razao entre os lados

a) Primeiramente vamos comparar as medidas dos catetos opostos pelos catetos
adjacentes, (texto 1);

b) Depois as medidas dos catetos opostos pelas hipotenusas (texto 2);

c) Em seguida as medidas dos catetos adjacentes pelas hipotenusas (texto 3);

d) Espera-se que os alunos observem que sempre que dividimos esses lados, nos
4 triangulos semelhantes, obtemos a mesma razao.

Para os itens de a) a c), use a ferramenta texto conforme figuras 42 e 43.

Figura 42: Uso da Ferramenta Texto — GeoGebra
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Fonte: Figura da Autora

Figura 43: Comparando Triangulos Semelhante com o uso do GeoGebra
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Fonte: Figura da Autora



2° Momento: Seno, Cosseno e Tangente de um angulo agudo

Passo 1. Mostre aos alunos que eles obtiveram trés constantes ao relacionar as
medidas dos lados, em triangulos retangulos, elas recebem nomes especiais, sdo
denominadas, seno, cosseno e tangente.

Nesse momento crie a seguinte animacao:

a) Va em opcdes - rotular - menos para objetos novo, para que o GeoGebra
nNao nomeie 0s objetos automaticamente;

b) criar 2 controles deslizantes a e b, com intervalos de 1 a 10, incremento =
1 (ferramenta: controle deslizante);

c) construir o triangulo retangulo, utilizando duas circunferéncias como apoio,
conforme a figura 44;

d) Ocultar todos os objetos, com excec¢éo do Triangulo Retangulo ABC;

e) Marcar o angulo reto e os dois angulos agudos do Triangulo;

f) Pedir para que os alunos "brinquem" com o0s controles, observando a
alteracdo no comprimento dos segmentos que formam os catetos do triangulo e

consequentemente na hipotenusa, veja figura 45.

Figura 44: Animacao Criada no GeoGebra, investigacao sobre as razdes
trigonométricas

®-

Fonte: Figura da Autora
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Figura 45: Uso dos Controles Deslizantes — Razdes
Trigonométricas no GeoGebra

Fonte: Figura da Autora

Nessa etapa, faz-se a investigacdo das razbes de semelhanca contidas no
triangulo, com a ajuda da ferramenta "texto" e observa-se as medidas da figura e
introduz-se as relagdes trigonomeétricas. Repete o procedimento para 0 cosseno e

tangente. Se preferir, pode-se facilitar o célculo das razbes trigonométricas
renomeando os lados do tridngulo.

Figura 46: Célculo da Raz6es Trigonométricas

€7 Texto X
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Visualizar
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Fonte: Figura da Autora
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Usando os controles deslizantes os alunos poderdo investigar o que
acontece com os angulos e com as razdes trigopnométricas ao mudar o tamanho dos
catetos. Essas informacfes podem ser anotadas em uma tabela, inclusive para os

mesmos valores de angulos.

Figura 47: Investigando o valor do Sen, Cos, e Tg de um angulo no GeoGebra

a,=5
1 IQ I 1

.| catetooposto | b 5 L
sen(ls————— = - = —={}.64
hipotenusa |« 1.81

catetoadjacente a6
st = ————t = =3 — {1

hipotenusa ¢ | 7.81

catetooposto -
=—-== =((0.83

{‘u(” B ———- =
catetoadjacente a6

Fonte: Figura da Autora

Espera-se que ao final das atividades os alunos consigam formar o conceito
das razdes trigonométricas fortalecida pela semelhanca de triangulos. Algumas
situacBes problemas podem ser apresentadas ao aluno, ao final da sequéncia
didatica, onde deveréo utilizar as razdes seno, cosseno e tangente.

Possiveis exemplos:

Exemplo 1 - Ao levantar voo, um avido sobe formando com a pista um angulo
de 30°. Considerando que o angulo formado seja continuo, determine a altura
atingida pelo aviao ao percorrer 2 km (2000 metros).

Exemplo 2 - Se deseja esticar uma corda do topo de um mastro até um ponto
P distante 40 metros da base do mastro, sabendo que o angulo formado entre a
superficie e a corda é de 60°, determine o comprimento da corda.

Pode-se ainda fazer o estudo do circulo trigonométrico e suas propriedades
no software GeoGebra. Deixamos como sugestdo, caso a escola possua sala de
informatica com uma quantidade suficiente de computadores para atender a

demanda dos alunos.
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5.2 —Uso de Material Concreto

A busca por um material concreto que pudesse ser confeccionado e utilizado
nas aulas auxiliando no conteudo de trigonometria, tornando-as mais atraentes e
divertidas, e que pudesse ser reproduzido na escola, para atender aos alunos,
guando ndo ha possibilidade de uso da sala de informética, nos levou a uma
pesquisa sobre materiais ja existentes e que pudessem ser adaptados. Destacamos

dois materiais que foram adaptados e confeccionados na propria escola.

5.2.1 — Geoplano Circular

Nos estudos de Matreiro (2018), encontramos uma aplicacdo do Geoplano
Circular. E um material concreto que pode proporcionar uma aprendizagem
significativa sendo utilizado como um recurso facilitador da aprendizagem de
conteudos significativos de Trigonometria.

Segundo Matreiro, 2018, a Geometria € um meio de apreensdo da nossa
relacdo com o espago. As atividades Geométricas favorecem o desenvolvimento da
percepcéo espacial, da habilidade de observacdo do espaco tridimensional e da
elaboracdo de meios de se comunicar a respeito desse espaco, podendo prevenir
certas dificuldades de aprendizagem favorecendo uma atitude positiva em relagéao
ao estudo da matemética.

O estudo da Geometria € um forte instrumento para o desenvolvimento do
raciocinio l6gico. O modelo apresentado, foi utilizado para o ensino da trigopnometria
e suas funcodes, é de facil observacao, como ja citado anteriormente. Os materiais
concretos sao alternativas interessantes para que alunos formulem hipoteses,
troguem ideias, fagcam descobertas, ou seja, enriguegcam o0 momento de
aprendizagem.

O material foi construido pelos préprios alunos, utilizando material reciclado.
Com a construcao e utilizacdo do Geoplano Circular foi possivel realizar atividades
com a finalidade de:

. compreender a estrutura de figuras geométricas planas como

guadrado, retangulo e circunferéncia;

. retomar os conceitos de raio, corda, diametro e angulos;
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explorar conceitos do circulo trigonométrico, como sentido,
guadrantes, angulos;

representar as medidas em graus e radianos;

relacionar simetrias presentes no circulo trigonométrico; e
construcdo dos conceitos das razbes trigonométricas no circulo
unitario, observacao de sua simetria.

Figura 48: Alunos Desenhando a Circunferéncia para
construcdo do Geoplano Circular

Fonte: Foto da Autora, durante a realiza¢do da Atividade

Figura 49: Construcdo do Geoplano Circular pelos alunos

o .
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A utilizagdo desse recurso didatico contribuiu para a observacdo e
construcdo de conceitos trigonomeétricos importantes, principalmente no estudo da
simetria existente no circulo trigonométrico, tornando o aprendizado mais
significativo por ter sido construido pelos alunos, para posteriormente ser utilizado

em sala de aula.

Material utilizado na construcao do Geoplano Circular:

. 01 base quadrada de madeira com 18 a 20 centimetros de lado;
. 25 preguinhos 10x10 sem cabeca;

. martelo;

. borrachinhas para dinheiro;

. folha de papel;
. régua; compasso; e

. transferidor.

Passos da construcéo:

a. Desenhar um quadrado em folha de papel usando a base de madeira como
molde.

b. Marcar o centro deste quadrado utilizando as diagonais.

c. Usando o compasso, tracar a circunferéncia com mesmo centro do
guadrado e raio com medida igual a metade do lado do quadrado

d. Marcar duas retas perpendiculares passando pelo centro do quadrado.

e. Tracar a circunferéncia.

d. Dividir a circunferéncia em 12 arcos.

e. Sobrepor o desenho feito como molde sobre a base de madeira e marcar
0s pontos onde seréo fixados os pregos.

f. Tracar a reta tangente e fixar os pregos concluindo a constru¢cdo do

geoplano circular.
5.2.2 — Circunferéncia Trigonométrica Manipulavel
Na empresa MM Materiais Pedagdgicos, encontrou-se uma Prancha

Trigonométrica, contendo uma versao do material para o professor e outra para o

aluno. Apoés pesquisa de preco, verificou-se que a aquisicdo do material ndo seria
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possivel para atender a demanda de alunos, por questfes orcamentarias. Sendo
assim, passou-se a pesquisar possiveis adaptacdes do material.

Nos estudos de Rusciolelli (2014) encontrou-se uma versdo adaptada da
prancha sendo nomeada circunferéncia trigonométrica manipulavel. O material
elaborado pelo professor, era composto por uma placa de aco, barra de aluminio,
folha imantada, material impresso em gréfica, chapa de acetato transparente, papel
adesivo colorido e adesivo transparente.

Considerando a realidade local, observou-se a dificuldade na aquisicéo e
fabricacdo do material apresentado. Fez-se entdo uma adaptagcéo do material com
custo bastante reduzido diante da proposta apresentada por Rusciolelli,
possibilitando a confec¢cdo do material em quantidade necessaria para equipar o
laboratério de matematica da escola, sem necessidade de recursos
governamentais.

Para construcdo da versdo adaptada utilizou-se o modelo do desenho

proposto por Rusciolelli (2014), com adaptacao para 0s seguintes materiais:

. Fotocopia do desenho da circunferéncia trigonométrica adaptado para
tamanho A4

. Papelao

. Base de madeira (forro de guarda roupa que foi desmontado);

. Folha transparente utilizada para encadernacao;

. Parafuso com porca;

. Cola de madeira; e

. Adesivo transparente para plastificar.

A principio colocou-se a fotocépia do desenho no papeldo e em seguida na
base de madeira, plastificando-se o material. Na folha transparente desenhou-se
uma circunferéncia £ de raio medindo a metade do diametro da circunferéncia do
desenho, riscando uma reta r secante que passa pelo seu centro e uma reta s

tangente a circunferéncia £ no ponto (1,0), conforme a figura 50:



Figura 50: Circunferéncia Trigonométrica Manipulavel

INFERENCIA TRIGONOMETRICA
) L]

— l
Fonte: Foto da Autora

Ao utilizar a circunferéncia trigpnométrica manipulavel, percebe-se que ao
girar a parte transparente, a reta r, forma um angulo com o eixo dos cossenos, sendo
possivel verificar simultaneamente os valores do seno e do cosseno do angulo, pela
intercepgdo da circunferéncia £ com 0s eixos das abscissas e ordenadas, a
tangente e cotangente sdo determinadas pela intercepcdo da reta r com seus
respectivos eixos, e a secante e cossecante pela intercepcdo da reta s com seus
respectivos eixos.

Figura 51: Explorando a Circunferéncia Trigonométrica
|

CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA
.

Fonte: Foto da Autora
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Com o material em maos €& possivel explorar diversos conceitos
trigonométricos, como investigar o comportamento de cada uma das razbes
trigonométricas de um arco, seu sinal para cada quadrante, valores maximos e
minimos, a medida do angulo correspondente em graus e radianos, observar as
caracteristicas dos angulos notaveis e seus simétricos, entre outros aspectos de
acordo com o nivel de aprendizado e 0 ano / série.

Como a proposta deste trabalho € investigar a abordagem do curriculo do
estado de sdo Paulo para o estudo das razdes trigopnométricas e do circulo unitério,
sugere-se que as atividades propostas no caderno do aluno da primeira e segunda
série do Ensino médio, sejam refeitas, utilizando o material acima confeccionado.

No proximo capitulo é apresentado um estudo feito com a utilizacdo desse
material em uma sala da 22 série do Ensino Médio, de uma escola de area rural no

municipio de Caiua, S&o Paulo, onde lecionamos.
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6 DESENVOLVIMENTO DO ESTUDO DA TRIGONOMETRIA COM USO DE
DIFERENTES ESTRATEGIAS DE ENSINO E APLICACAO DA
CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRIA MANIPULAVEL

Para comprovar que o uso de estratégias diferenciadas pode facilitar a
aprendizagem, escolhemos uma turma da 22 série do Ensino Médio, em que
lecionamos a disciplina de matematica, na E.E. Projeto Lagoa Sao Paulo, a escola
esta localizada a Rua Terezinha Almeida Santos n® 1005, Agrovila Ill, na cidade de
Caiua. Trata-se de uma escola de zona rural classificada na SED (Secretaria
Escolar Digital) como escola de Assentamento (area rural). Neste ano, foi
implantado o Programa de Ensino Integral (PEI), atendendo alunos das séries finais
do Ensino Fundamental e Ensino Médio. Os alunos sao provenientes da prépria
Agrovila Ill e de outras Agrovilas pertencentes ao municipio, bem como alunos de
assentamentos e sitios, formando uma clientela bastante heterogénea com
interesse e atitudes diversas. A constru¢do de um novo modelo de escola, espera
superar diversas dificuldades enfrentadas na educacédo. Acredita-se que este
modelo venha fornecer e ampliar as oportunidades de formacdo de jovens
protagonistas, autbnomos, solidarios e competentes, capazes de alcangarem seus
sonhos e aprimorarem-se como seres humanos, tendo maiores chances de acesso
ao Ensino Superior e ao mercado de trabalho.

O histérico do IDESP do ano de 2018, mostra que a escola tinha a meta
estabelecida pela SEESP, no Ensino Médio de 2,18 pontos, mas obteve média 1,83,
nao atingindo a meta e ainda declinando em relac&o ao ano anterior. Os resultados
do ano letivo de 2018 da unidade escolar apontam fragilidades em relacdo ao
aprendizado das habilidades essenciais para o ciclo que estdo concluindo (Ver
capitulo 3).

A analise dos indicadores constantes na Plataforma Foco Aprendizagem e
no Boletim do SARESP/2018 possibilitou a compreensao da composicao do indice
do IDESP de 1,83 no Ensino Médio, onde foi possivel delinear como fragilidades a
meta do IDESP, que previa 100% de aprovacao nas primeiras, segundas e terceiras
séries e o percentual de alunos evadidos igual a zero% compondo o fluxo escolar
com indicador um. O aumento do indicador de desempenho (ID) na 32 série do EM
diminuiu de 3,04 (2017) para 2,81 (2018).
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Em Matematica houve aumento do abaixo do basico de 45,5% (2017) para
56,03% (2018) e diminuiu 0 numero de alunos no basico de 54,5% (2017) para
43,8% (2018), ndo pontuando no nivel adequado e no nivel avancado. Os
indicadores apontam que uma das principais fragilidades da escola est4 no
desempenho dos alunos em Matematica, a meta da escola para o0 ano de 2019 para
o Ensino Médio é de 2,04.

A turma da 22 série do Ensino Médio, € composta de 12 alunos, sendo 3
meninas e 9 meninos com idades entre quatorze e dezoito anos. Alguns ja
passaram por correcdo de ciclo e estao atrasados com relagdo ao ano série. A turma
ainda era considerada uma turma de R.l. (Recuperacao Intensiva), com grande
defasagem de conteddo com relacdo ao ano/série que estdo cursando, um outro
agravante é que nos anos anteriores a escola teve muita rotatividade de
professores, havendo periodos em que as aulas eram “cobertas” por professores
eventuais, que ndo tinham formacdo especifica na éarea de matematica,
aumentando ainda mais a lacuna no contetdo.

A proposta foi realizada entre os meses de marco e junho de 2019, compondo
a parte final deste estudo.

6.1 — Estudo do Triangulo Retangulo

Em um levantamento prévio dos conhecimentos dos alunos notou-se que
tiveram contato com o triangulo retangulo. Sendo assim 0s conhecimentos
insuficientes para a introduc¢éo dos conceitos trigonométricos. Entéo foi necessaria
uma retomada em conceitos de geometria de figuras planas como quadrado,
retangulo e circunferéncia, conceito de angulos, semelhanca de triangulos,
caracteristicas do triangulo retdngulo, Teorema de Pitagoras. Na sequéncia
apresentou-se aos alunos o0s conceitos das razdes trigonométricas no triangulo
retangulo.

Uma estratégia simples aplicada pela autora em sala de aula, foi a construgéo
com régua, compasso e transferidor, de triangulos com mesmos angulos, porém,
de tamanhos diferentes. Em grupos, os alunos construiram triangulos de varios
tamanhos. Os angulos propostos para a investigagdo foram os de 30°, 45° e 60°;
em seguida foi proposto aos alunos que fizessem a divisdo entre os lados dos

triangulos anotando os resultados.
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Durante a socializacdo, cada grupo transcreveu para uma tabela os
resultados encontrados, anotando na lousa a concluséo das atividades. Os alunos
puderam concluir que o resultado das divisdes entre os lados de todos os triangulos
gue possuiam angulos iguais, eram o mesmo, independentemente da medida dos
lados.

A atividade foi bastante produtiva considerando-se que foi aplicada em uma
sala da 22 série do Ensino Médio, e que foi necessario retomar todo o conteudo
referente ao triangulo retangulo, desde a nomenclatura dos lados, significado de
cateto oposto e adjacente, hipotenusa.

Os alunos foram exitosos na conclusédo de que o valor resultante da divisdo
entre os lados dependia exclusivamente do angulo e ndo da medida dos lados do
triangulo. Na sequéncia foi apresentado aos alunos, os respectivos nomes dessas
razdes, seno, cosseno e tangente, concluindo com a resolucdo de situacoes
problemas que envolviam os conceitos estudados.

Observou-se que ainda ha dificuldades no desenvolvimento das atividades,
fazendo-se necesséario a intervencao da professora. Diante dessa dificuldade
presentada pela turma, terminamos essa etapa no inicio do més de abril.

Figura 52: Triangulos construidos pelos alunos
durante a realizacédo da Atividades (1)

Fonte: Foto da autora, tirada durante a realizacéo das atividades
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Figura 53: Tridngulos construidos pelos alunos durante a
realizacdo da Atividades (2)

Fonte: Foto da autora, tirada durante a realizacéo das atividades

Figura 54: Elaboragao da Tabela de Resultados

Fonte: Foto da Autora, tirada durante a realizacdo das atividades
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Figura 55: Socializacao dos resultados feito pelos alunos

Fonte: Foto da Autora, tirada durante a realizacé@o das atividades

6.2 — Aplicacdo do Geoplano Circular

Na sequéncia, realizou-se o estudo dos arcos na circunferéncia, e suas
medidas em grau e radiano. Nessa etapa encontrou-se outra barreira: os alunos
nao sabiam aplicar a regra de trés, apresentavam dificuldade de realizar a diviséo,
sendo necessario o uso de calculadora para avancar na apresentacdo dos
conceitos.

Para essa etapa, além da apresentacao teorica dos conteudos, foi utilizado
0 geoplano circular construido por eles nas aulas de laboratério de matematica. Os
alunos realizaram a atividade investigativa com barbante dividindo os angulos de
180° e 360° em partes menores, relacionando essas partes com a divisdo em
radianos. Foi possivel verificar o tamanho do arco como medida expressa por um
namero real, o que facilitou a compreensdo dos alunos na comparagdo das
medidas.

Apés as atividades praticas, foi proposto aos alunos que desenhassem um
circulo trigonométrico em papel quadriculado, fazendo a divisdo a cada 30°

marcando as medidas em graus e em radianos.
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Figura 56: Utilizagao do Geoplano Circular em Sala de Aula

| 7

Fonte: Foto da Autora, tirada durante a realizacdo das atividades

6.3 — Aplicacdo da Circunferéncia Trigonométrica Manipulavel

Nas aulas seguintes foram introduzidas as razdes trigonométricas na
circunferéncia. Devido a dificuldade dos alunos com relacdo aos contetudos de
matematica, optou-se por enfatizar somente as 3 razdes principais, seno, cosseno
e tangente. Observou-se que a maioria dos alunos apresentava pouco interesse nas
aulas teodricas, pois a falta de pré-requisitos dificultava o aprendizado, sendo o
principal dificultador no processo de ensino aprendizagem.

As principais dificuldades encontradas, foram que, apesar da revisdo feita,
ainda ndo dominavam o conceito de circunferéncia, ndo identificavam retas verticais
e horizontais, reta tangente, tinham dificuldade em estabelecer a sequéncia dos
nameros na reta real, ndo tinham dominio de plano cartesiano. Sendo assim foi
necessario abordar esses conteldos que eram pré-requisitos essenciais para
continuidade do conteudo, conseguindo atingir o final dessa etapa em meados do

més de maio.



Ao final dessa etapa foram propostos aos alunos algumas atividades que
abordavam a insercdo do triangulo retangulo no circulo trigonométrico e o estudo
de suas propriedades.

A primeira atividade propds que observassem um desenho do circulo
trigonométrico explorando alguns arcos notaveis e o0s triangulos retangulos
formados por eles, conforme descrito na Atividade 1. Seguindo a resolucéo
apresentada por alguns alunos.

Atividade 1

Estudando Os Arcos Do Primeiro Quadrante

1.0s éangulos correspondem a arcos sobre a circunferéncia. Essa
correspondéncia se da pelo tridangulo retdngulo tracado com um dos vértices no
centro do circulo e outro sobre a circunferéncia. Quantos triangulos retangulos se

formam para cada ponto da circunferéncia?

2.0nde se apoia o terceiro vértice?

3.0Observe o desenho da circunferéncia a seguir: (Os alunos receberam um

desenho ampliado)

Figura 57 Desenho impresso do circulo trigonométrico
recebido pelos alunos para a realizag&o da atividade 1

.
tg
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1 cotg
=3 = | >
= 2 1
2
2
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2
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1 2 [ cos

Fonte: Figura da Autora
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Localize na circunferéncia trigonométrica o ponto que determina o angulo
correspondente ao arco T11/6 radianos. Veja os triangulos retangulos formados e

encontre o terceiro vértice de cada triangulo.

. Qual angulo central corresponde ao arco de 1/6 radianos?

. Qual o valor encontrado para o seno desse angulo?

. E para o cosseno?

. Repita esse procedimento para os outros arcos assinalados em azul

no primeiro quadrante do desenho acima, anotando os valores

encontrados:

Angulo central seno cosseno

STEINEINE

Nos itens 1 e 2, era esperado dos alunos gque conseguissem enxergar que,
ao tomar o centro da circunferéncia como um dos vértices do triangulo e apoiando
um segundo vértice sobre a circunferéncia, os eixos horizontal e vertical serviréo de
apoio para o terceiro vértice, formando-se 2 triangulos retangulos para cada vértice.
No item 3, os alunos deveriam expressar os angulos dados em radiano, em graus,
e relaciona-los com os valores do seno e cosseno apontados nos eixos cartesianos.

Durante essa atividade os alunos apresentaram inicialmente bastante
dificuldade na resolugcéo, apresentando desinteresse na resolucdo, sendo
necessario a intervencao da professora.

Vejamos a resolucado de alguns alunos nas figuras 58 e 59.

Figura 58: Resolucao do Aluno, Atividade 1

Fonte: Foto tirada pela autora, durante as atividades
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Figura 59: Resolugéo apresentada por aluno, continuagéo
da atividade 1

Fonte: Foto tirada pela autora, durante as atividades

Na anadlise de resultados da primeira atividade percebemos que 8 dos 12
alunos, conseguiram apontar que o terceiro vértice do triangulo pode ser apoiado
em qualquer um dos eixos, podendo ser formados 2 triangulos retangulos

semelhantes. J4 no item 3, observou-se que os alunos nao apresentaram problemas
em apontar o angulo de 30° para o arco de medida T11/6 radiano , porém quando se
pede que apontem o valor encontrado para o seno e cosseno desse angulo, assim
como para os demais angulos assinalados em azul no primeiro quadrante, 10 dos
12 alunos apontam valores na forma decimal, o que nos leva a entender que néo
observaram corretamente o desenho, utilizando outros recursos para resolver a
atividade.

Na sequéncia foi proposto a turma que fizesse as atividades descritas abaixo,
investigando as razdes trigonométricas basicas, seno, cosseno e tangente, e a
simetria existente no circulo, com o0 uso da circunferéncia trigonométrica

manipulavel.
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O material foi apresentado aos alunos, explicando como encontrar os valores
das razdes trigonométricas. Observou-se a mudanca no interesse dos alunos
guanto a resolucdo das atividades, ficaram curiosos em entender a logica e o
funcionamento do material, comparando as informacgdes encontradas com o que foi

estudado nas aulas teoricas.

Atividade 2 — Investigando o Seno e o Cosseno de um Arco
Questdo 01: Observando a Circunferéncia Trigpnométrica, complete a tabela
para os primeiro e segundo quadrantes:

a (em radianos) nmin T T 2 |3n |50 | &
6 4|3 |2 |3 2%
a (em graus)
sina
cos a

Observando a Circunferéncia Trigonométrica, complete a tabela para os

terceiro e quarto quadrantes:

a (emradianos) |77 | 5m | 4m | 37w |Sm | 7w | 117 | 2 ¢

a (em graus)

sina
cos a
Questéo 02
a) Qual o valor maximo e valor minimo encontrado para o seno?
b) Qual o valor maximo e valor minimo encontrado para o0 cosseno?
C) Podemos dizer que o0 seno e 0 cosseno de um arco pertencem ao

intervalo [- 1,1]?
d) Complete a tabela abaixo determinado a variacdo do seno e do

cosseno:
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Variacao | 1° Quadrante

2° Quadrante

3° Quadrante

4° Quadrante

Seno

LOSSeENO

e) Na tabela abaixo determine os sinais do seno e do cosseno:

Sinal | 1° Quadrante

2° Quadrante

3° Quadrante

4° Quadrante

SeENo

Cosseno

f) Na tabela abaixo determine se 0 seno e 0 cosseno séo crescentes ou

decrescentes:

1° Quadrante

2° Quadrante

3° Quadrante

adrante

SeENo

Cosseno

Atividade 3 — Investigando a Tangente de um Arco

Questdo 01: Complete as tabelas abaixo:

a (em radianos) |t |T |t |2 3m 5t T
6 |4 |3 |2 |3 |3 | &
a (em graus)
tga
a (emradianos) |77 |5n |4mw | 37w |S5w | 77w |11l | 2x
6 4 3 2 3 4
a (em graus)
tg a
Questéao 2
a) Por que nao estéa definido, ou seja, ndo existe tg90° e tg270°?
b) A tangente de um arco pode assumir qualquer valor real?
C) A tangente de um arco possui valor maximo e minimo?

d) Complete a tabela abaixo determinado o sinal da tangente no:
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1° Quadrante | 2° Quadrante 3° Quadrante 4° Quadrante

tangente
e) Na tabela abaixo determine se a tangente é crescente ou decrescente
no:
1° Quadrante | 2° Quadrante 3° Quadrante 4° Quadrante
tangente

Atividade 4 — Investigando A Simetria No Circulo Trigonométrico

Questdo 01: Sendo a e B complementares, das relacbes trigonométricas
entre os lados de um triangulo retangulo, temos que o seno do complementar
de a, € o cosseno de a. Verifique na circunferéncia trigonométrica essa

relacdo, para alguns angulos pertencentes ao primeiro quadrante:

Sea=30°entdo B = assim, sen30° = cos °=
Sea=45°entao B = assim, sen45° = cos °=
Sea=60°entdao B = assim, sen60° = cos °=

Questdo 2: Agora observe a simetria existente entre os angulos do primeiro
guadrante e seus simétricos pertencentes aos outros trés quadrantes do

Circulo. Conhecendo o sen30° = e co0s30°= )

relacione-os com a medida dos segmentos orientados que representam o

seno e 0 cosseno dos seguintes angulos:

sen 120° = °= e cos 120° = ° =
sen 150°= ° = e cos 150°= °=
sen 210°= ° = e cos210°= °=
sen 240° = ° = e Co0s240°= °=
sen 300°= °= e cos 300° = ° =

sen 330°= °= e cos 330°= °=




Figura 60: Resolucéo das atividades com o uso do material manipulavel

Fonte: Foto da autora, tirada durante a realizacdo das atividades

Figura 61: Resolucéo das atividades com o uso do material manipulavel

.
Fonte: Foto da autora, tirada durante a realizacdo das atividades

80



81

Figura 62: Alunos realizando as atividades com o uso do material

Fonte: Foto da autora, tirada durante a realizag&o das atividades

Analisando os resultados da segunda etapa de atividades em relacdo a
primeira, feita sem o uso do material manipulavel, observou-se uma melhora no
interesse e no aprendizado dos alunos. Entre os itens que apresentaram resolucao
satisfatéria, podemos apontar:

. Identificar corretamente o valor das razGes trigopnométricas, em
especial para os arcos de 0°,90°,180°,270° e 360°.

. Observar as variagdes das razdes trigonométricas na circunferéncia e
nos quadrantes.

. Verificar o porqué a tangente nao € definida para alguns arcos.

. Analisar corretamente o crescimento e decrescimento das razdes

trigonométricas.

. Estudo dos sinais das razdes de acordo com cada um dos quatro
guadrantes.

. Verificacado de arcos simétricos.

. Simetria existente entre o valor do seno e cosseno de arcos

complementares.

As figuras 63 e 64, mostram a resolucao da Atividade 3, realizada com o

auxilio do material manipulavel.
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Figura 63: Atividade 3 - Resolucdo de Aluno

Fonte: Foto da Autora, tirada durante a realizagdo das atividades

Figura 64: Resolucéo de atividade de aluno, com uso do material manipulavel

Fonte: Foto da Autora, tirada durante a realizacdo das atividades
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Ao término das atividades pediu-se aos alunos que descrevessem como foi
a experiéncia de trabalhar com a circunferéncia trigopnométrica e em que o uso do
equipamento ajudou na aprendizagem. Os apontamentos foram bastante

satisfatorios com pode-se observar em alguns depoimentos:

Figura 65: Depoimento de aluno, quanto ao uso do material manipulavel

Fonte: Foto da Autora
Figura 66: Depoimento de aluno sobre o uso do material manipulavel

Fonte: Foto da Autora



Figura 67: Depoimento de aluno sobre o uso do material manipulavel
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Fonte: Foto da Autora

6.4 — Consideracdes ap0s as atividades

ApoOs realizar as atividades descritas com a turma do 2°A, percebeu-se que
o uso de diferentes estratégias de ensino, a cada etapa do aprendizado, bem como
0 uso de materiais concretos, sdo de grande valia para o ensino da trigopnometria e
da matematica, pois diversificam a aula, despertando o interesse dos alunos e
tornando-os mais receptivos a realizacao das atividades.

Ao comparar as aulas em que utilizamos somente a metodologia proposta
nos cadernos do Curriculo do estado de Sdo Paulo com as aulas em que utilizamos
estratégias diversificadas, como o0 geoplano e a circunferéncia trigonométrica
manipulavel, os alunos realizaram as atividades de forma mais assertiva,
conseguindo assimilar melhor os conceitos trigpnométricos abordados, realizando
as atividades com mais independéncia, tendo a oportunidade de construir o proprio
conhecimento, 0 que certamente tornara o aprendizado mais significativo e
permanente.

Um outro ponto a se considerar com relacdo a proposta do Curriculo do
estado de S&o Paulo é quanto ao ensino em espiral do conteddo, ou seja, 0s
conteudos séo ensinados e revistos posteriormente com maior aprofundamento,
esse modelo aumenta o tempo em que se trabalha um mesmo conteddo, porém
esse espacamento de tempo em anos/séries diferentes, causa grandes lacunas e

guebra a sequéncia de aprendizagem dos alunos.



Observou-se os resultados de uma turma que néo havia tido contato com o
conteudo sendo possivel criar uma sequéncia didatica que abrangesse 0s principais
conceitos em apenas 4 meses de atividades.

Como ja dito anteriormente nesse estudo, a trigopnometria é vista como um
contetdo abstrato e sem significado, de dificil compreensdo para os alunos. O
trabalho com materiais concretos tornou o aprendizado das razdes trigopnométricas
eficaz, modificando a visdo dos alunos sobre a dificuldade em aprender esse
conteudo.

Os conceitos aprendidos servirdo de base para que possam avancar e
aprofundar os conhecimentos de trigonometria, podendo aplicar esses

conhecimentos em situacdes problemas que envolvem o uso do tema.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Tem-se observado, um declinio cada vez mais acentuado no aprendizado da
matematica, principalmente nos indices das escolas publicas, em especial no
ensino médio. Um dos maiores problemas encontrados € a falta de professores
efetivos e a defasagem em relacdo aos contetdos, tendo como consequéncia,
alunos sem pré-requisitos para 0 ano/série que estdo cursando, dificultando
bastante a aprendizagem, principalmente nos conteddos relacionados a
trigonometria. Diante desse contexto, é necessario que haja mudancas nas
estratégias de ensino, para que o aprendizado ocorra de forma eficaz, trazendo
novo significado ao ensino e aprendizagem da matematica.

Recursos como o uso de tecnologia e materiais concretos, sao grandes
ajudadores se usados adequadamente, podendo ser construidos juntamente com
os alunos, sendo o professor um mediador na constru¢cdo do conhecimento, dando
ao aluno a oportunidade de tracar seu préprio caminho para o aprendizado.

Percebeu-se que é possivel tracar estratégias de ensino diferenciadas,
complementando a proposta curricular do Estado de sédo Paulo, otimizando o tempo
em sala de aula e tornando o aprendizado mais eficaz.

Com a utilizacdo de aulas préaticas, material concreto como o geoplano, e 0
uso da circunferéncia trigonométrica manipulavel, observou-se que foi possivel criar
uma sequéncia didatica para uma turma da 22 série do Ensino Médio, que estava
bem atrasada no contetdo em relacdo ao ano/série, e que ainda tinha o agravante
de ser considera uma turma de R.l. (Recuperacéo Intensiva), em que os alunos
apresentavam total desinteresse pelas aulas.

Os alunos conseguiram assimilar os conteudos basicos relacionados a
trigonometria, apresentando interesse durante as aulas em que se utilizou o
geoplano e a circunferéncia trigonométrica manipulavel, comprovado nos
depoimentos dados per eles.

Pode-se concluir que esses materiais sdo um recurso facilitador, fundamental
para despertar o interesse dos educandos pelas aulas, tornado mais eficaz o
processo ensino-aprendizagem.

Além de tornar as aulas mais dindmicas e prazerosas, 0 uso desses materiais

tornou mais facil a visualizacdo das propriedades referentes as razbes
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trigonométricas e a simetria existente no circulo trigopnométrico, tornando o aluno
protagonista do préprio conhecimento.

Infelizmente as dificuldades encontradas nessa turma do ensino médio,
representam o cenario encontrado nas escolas publicas do estado de Sdo Paulo, e
consequentemente presentes nas salas de aula.

Ao aplicar estratégias diferenciadas de ensino na sala de aula, percorremos
caminhos que desmistificam o ensino da trigopnometria e principalmente da
matematica, desconstruindo a imagem de “terror das matérias”, trazendo significado
para sua aprendizagem, fazendo com que nossos alunos se tornem investigativos
e consigam tracar estratégias para a resolucdo de problemas, que € uma das
principais exigéncias da sociedade moderna. No entanto é preciso também que o
estado invista na formacdo continuada dos professores, oferecendo cursos de
aperfeicoamento visando a melhoria do ensino, e a valoriza¢do desse profissional.

Espera-se que esse trabalho tenha contribuido para melhorar o olhar sobre
a metodologia utilizada no Curriculo do estado de sdo Paulo e que as estratégias
diferenciadas e materiais concretos aqui apresentados, contribuam para um

trabalho mais prazeroso e eficaz na sala de aula.
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