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“ O caminho mais curto entre duas verdades do campo

real passa através do campo complexo.”

(Jacques Hadamard)
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RESUMO

Apresentaremos neste trabalho uma alternativa para construir o conjunto dos nu-
meros complexos. Exibiremos um subconjunto IL das matrizes 2x2 que, munidos das
operacgdes de soma e produto de matrizes formam um corpo cuja equacdo polinomial
x> +1 = 0 possui solucdo. Mostraremos também as construcdes usuais do corpo dos
complexos por meio da forma algébrica abstrata e como pares ordenados. Além disso,
mostraremos que IL é isomorfo ao C. Basicamente, com o uso de transformacoes geo-

métricas no plano, vamos mostrar que cada numero complexo é uma composicdo de

uma rotacdo com uma homotetia (dilata¢do ou contracado).

Palavras-chave: Transformacdes Geométricas, Corpo, Matriz, Niumeros Complexos.
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ABSTRACT

We will present in this work an alternative construction to complex numbers. We
will show that a subset IL of the space of 2x2 matrices endowed with the sum and
product operation is a field where the polynomial equation x? + 1 = 0 has a solution.

Moreover, we will show that each complex number is a geometric mapping given by
composition of a rotation and a homothety.

Keywords: Geometric Transformations, Field, Matrix, Complex Numbers.
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INTRODUCAO

Os numeros naturais, o primeiro conjunto inventado pelos homens, tinham com in-
tencao mostrar quantidades, porém eles foram suficientes para a sociedade por algum
tempo. Com o passar dos anos, inventaram os numeros inteiros devido o aumento das
trocas de mercadorias entre os homens e a necessidade de criar uma representacao
para as dividas. Na sequéncia para representar as partes de alguma coisa, indicar a
proporcionalidade vieram os ntimeros racionais para relacionar grandezas comensura-
veis. Os irracionais, por exemplo, v/2, 7 as dizimas nfo periédicas sio todos ntime-
ros reais que ndo sdo numeros racionais. Os niimeros reais servem para expressar a
medida exata de qualquer segmento de reta. Portanto, temos até aqui as inclusoes
IN C Z C Q C R. Para um aprofundamento sobre os ntimeros reais, ver [9] capitulos
6,7e8.

Os conjuntos numéricos Q e R tém uma estrutura algébrica em comum chamada de
corpo. A raiz quadrada de 2 tem uma importancia histérica nos conjuntos numéricos,
ja que é a diagonal do quadrado de lado unitario. Do ponto de vista algébrico /2 é a
solucéo positiva da equacio x> — 2 = 0. Neste caso o conjunto dos ntimeros racionais
tem uma deficiéncia algébrica, j4 que a equaciio polinomial x*> — 2 = 0 nfo possui raiz
racional. O mesmo ocorre com corpo dos reais, ja que x> +1 = 0 ndo possui solucio

real, isto é, ndo existe dentro do conjunto dos reais a raiz quadrada de —1.

Mas e os numeros complexos? O que eles representam? Neste trabalho vamos
fazer uma construgao diferente das apresentadas mais comumente nos livros didéticos.
Vamos apresentar os numeros complexos nao nulos como transformacdes geométricas
do plano, mais especificamente homotetias (dilatacoes, contracoes), rotacdes e suas
composicoes. Neste trabalho denotaremos esse conjunto por L. Se unirmos a ele
as transformacgodes identidade e nula, teremos um novo conjunto que munido com as

operacdes de soma e composi¢do de transformacdes possui estrutura de corpo.

Nao sera dificil se convencer que IL é fechado para a operagdo de composi¢do, porém,
o que nao sera tarefa facil é verificar que L também é fechado para a operacédo de soma
de transformacdes. Para contornarmos essa dificuldade passaremos a representar as

transformacoOes geométricas homotetias e rotagdes através de matrizes. A forma matri-
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cial das transformacoes serd usada também na discussdo sobre a inclusao do corpo dos
reais R em I onde utilizaremos os conceitos de subcorpo e isomorfismo entre corpos.
Para nos darmos o direito de chamar L de corpo dos complexos mostraremos que a

equacio x? + I = 0 possui solugio em L.

Nao nos aprofundaremos no trato historico, mas nao por isso, gostariamos de tecer
um breve comentdrio que o conjunto dos nimeros complexos ndo foram criados para
sanar a insuficiéncia algébrica do campo dos reais e sim, as equacdes do 3° grau que
levaram a sua criagdo. Para um aprofundamento sobre essa narrativa histérica ver por
exemplo [9], [[8] e [2]] que abordam todo esse acontecimento histérico com detalhes.
Assim, como verificamos em nossos estudos algumas dissertagoes de mestrado que

detalham todos esses acontecimentos, a saber, por exemplo ver [[4] e [6]:

Abordaremos no capitulo I as Preliminares, tépicos importantes de Algebra Linear.
No capitulo II, a Construcdo dos Numeros Complexos através do enfoque matricial. No
capitulo III apresentaremos as formas mais usuais de apresentar a construcao dos nu-
meros complexos, além do isomorfismo destas com a construcao realizada no capitulos

II. No capitulo IV as consideracoes finais.



PRELIMINARES

1.1 ESPACO E SUBESPAGO VETORIAL

1.1.1 Espago Vetorial

Um dos conceitos basicos em dlgebra linear € o de espago vetorial. Seus ingredientes
principais sdo: um conjunto ndo vazio cujos elementos chamaremos de vetores, um
corpo de escalares, uma operacao de adi¢do de vetores e uma multiplicacdo de escalar
por vetor. Pelas operacdes citadas anteriormente o conjunto de vetores é fechado, ou
seja, a soma de dois vetores do conjunto é um vetor do conjunto e o produto de um
escalar por um vetor do conjunto também serd um vetor do conjunto. Além disso,

essas operacdes deverdo obedecer algumas propriedades que enunciaremos adiante.

Definicdo 1.1. Um Espago Vetorial consiste de
(i) um conjunto nao vazio V, cujos elementos sdo chamados de vetores;
(i) um corpo F de escalares;

(iii) uma operacdo chamada adigcdo vetorial, que associa dois vetores u e v em V ao

vetor u+vem V;
(iv) e uma operacdo, chamada multiplicagdo por escalar, que associa um escalar o € F
e um vetor u € V ao vetor au em V.
Teremos que os vetores acima devem obedecer as seguintes propriedades, para todo

u,v,w € Veparatodon, p € F:

(i) (Propriedades da adicao)
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a) (Comutativa) u+v =19+ u.
b) (Associativa) u + (v +w) = (u+v) + w.

.. . , . —
¢) (Simétrico) existe um (Unico) vetor —u em V tal que u +(—u) = 0.

d) (Elemento neutro) existe um (unico) vetor 0 em V, chamado de vetor nulo,

_)
talqueu+ 0 =u.

(i) (Propriedades da multiplicacdo por escalar) Para quaisquer vetores u, v e escala-

res «, f valem as seguintes propriedades:

a) (Associativa) (af)u = a(Bu).
b) (Distributiva) a(u +v) = au + av.
c) (Distributiva) (« + B)u = au + fu.

d) (Elemento neutro) 1-u = u.

A unicidade do vetor nulo € evidente, pois se 0 e 0 forem vetores nulos de um

mesmo espago vetorial, entdo

0-0+0=-0+0-=7.

Podemos mostrar, também, que o simétrico de cada vetor u € Unico, pois se —u e

—u' sdo simétricos de u, entdo

— —
—u'=—u'+ 0 =—u+u+(—u)= 0 +(—u) = —u

Exemplo 1.2. Os pares ordenados de numeros reais u = (u1, u) formam um espago

vetorial (IR?) com as operacdes de adicio vetoriaﬂ
u+v=(u1+01,u2+0),

e multiplicacdo por escalalﬂ

au = (au, aus),

sobre o corpo dos reais.

De fato, para todo u, v, w € R? e para todo a, B € R teremos

e u+v = (u; +v1,up +v2) € R, pois tanto u; + v; quanto up + v, sdo reais, e

au = (auq, aup) € R, ja que auq, auy € R, garantindo o fechamento.

Como vimos em da definigéo 1.1

Como vimos em|(iv)
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e A adicdo é comutativa, pois
U+v=(U1+01,Up+0) = (V1 + U1, 02+ Up) =0V +1U,

ja que a adicdo no corpo dos reais é comutativa.

e A adicdo também € associativa:

u+@+w) = (ug,up)+ (01 +w, vo+wy)
= (u1+01+w1,u2+02+w2)
= (U1 +01,ux +02) + (W1 + wn)

= (u+v)+w,
pois a adicdo de numeros reais € associativa.

O vetor nulo é 6) =(0,0), ja que

u+6>=(u1+u2)+(0,0):(u1 +0,up +0) = (ug +up) = u.

O simétrico do vetor u = (11, up) € —u = (—uy, —uy), pois

1w+ (—) = (1, 1) + (11, —1tz) = (1 — 01, 1y — 12) = (0,0) = 0.

(aB)u = (aPuq, aPuy) = a(Buy, Puz) = a(Pu).

As propriedades distributivas também sdo obedecidas, pois

a(u +0) a(uq + 01, Uy +07)
= (a(u1 +v1), a(uz +v2))
= (auq + ooy, auy + avy)

= (auq, aup) + (avy, &v2)

= U+ av.
Bem como
(a+Bu = ((a+Pu, (a+Puz)
= (auq + Buy, aun + Buy)
= (auy, aup) + (Buy, Puz)
= au+Pu.
Por fim

Tou=1-(up,up)=1-uy,1-up) = (uq,up) = u.

Exemplo 1.3. Mostre que M;(R) com as operacdes usuais de + e . por escalar é um

Espaco Vetorial.
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Primeiro verificaremos que se A e B € M; entdo A + B € M,. Tome A e B matrizes

2 x 2. Pela definicdo da adi¢do entre matrizes temos:

ay  ap bii bia a1 +byn app+bpo
A+B= + =

an ax |, , by by ax +by axn +by

2x2 2x2

Logo, o resultado da adicdo de duas matrizes 2 x 2 continua sendo uma matriz 2 x 2.

Agora, precisamos mostrar que para todo a« € R teremos que « A € M,(IR). Tome A
uma matriz 2 X 2 e « um escalar real. Pela definicdo de multiplicacdo de matrizes por

escalar temos:
ain a2 aai adqn
aA=un =
az1 a2 adp1  &dna
Logo, a multiplicacdo de uma matriz 2 x 2 e « um escalar real continua sendo uma

matriz 2 x 2.

Agora vamos verificar se as propriedades de adicdo e multiplicacdo sdo satisfeitas.

Comecaremos pelas propriedades da adicao.

(Comutativa) Tome A e B matrizes 2 x 2. Temos

an +byn ap+bp by +an bip+ap
A+B= = =B+ A.
ax +by1 axn+by boy + a1 by +ax

(Associativa) Tome A, B e C matrizes 2 X 2, assim temos

(a11 +b11) +c11 (a2 +b2) +c12
(@21 +bp1) + o1 (A +b) +c2
a1y + (b1 +c11) a1 + (b1 +c12)

a1 + (bo1 +c21) a2 + (bap + c22)

(A+B)+C

= A+(B+CQC).
s . a1 a2 . —ai1 —a ~
(Simétrico)Para cada matriz A = tome a matriz — A = .Entao
a1 4ax —dy; —Aay
apn  an —an  —ap apn — a4 — ap 00
A + (—A) = + = =
a1 4ax —ay —axp a1 — a1 dyp — a4y 00

Logo, —A é a oposta de A para toda matriz A.

(Elemento Neutro) Vamos achar o elemento neutro da adicdo para as matrizes 2 x 2,
ou seja, uma matriz E;x, que somada com outras matriz A, resulta na propria matriz
A.

A+E=A
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ain 412 + 11 ez | | 411 412
az1 a2 €21 €22 az1 a2
ant+einr apten | | 411 412
a1 +éx1 ax +eéxn a1 a

Dessa forma podemos igualar as duas matrizes elemento a elemento de forma que
a1 +e11 = a1, a1 +e12 = dqp, A1 + €21 = a1 € dpyp + €20 = dn. Assim teremos €11 = €12 =

€1 =€ = 0.
00 . . -
Logo, E = PE a matriz nula é o elemento neutro da adicéo.

Veremos, entdo, se as propriedades de multiplicacdo sdo satisfeitas.

(Associativa) Tome A uma matriz 2 x 2 e « e 5 escalares reais. Temos:

a1 a4

(ap)A

(xpB)
a1 ax

(@B)ar  (ap)arz
(aB)az  (af)az
a(Bar1)  a(Baiz)
a(Bazn) a(Pazr)
pain  Paiz
Bax  Pax

a(BA)

(Distributiva I) Tome A uma matriz e « e B escalares reais. Temos:

a1 a4

(a+p)A (a+B)

az1 a2
[ (@+ P (a+Pan
(a+Ban  (x+ P)ax
xay + fapn aap + Pa
xan + Pfay  aax + Paxn

aayy ady | Bair  Pan

| aax adx Bax  Pax
a1 a4 a1 a4
= « +p
az1 A4z az1 a4
= aA+BA.

(Distributiva II) Sejam A e B matrizes 2 X 2 e & um escalar, temos
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an a4 | bi1 bio

Il
=

a(A+ B)
a1 ax by by

a1 +byy ap+bi2

ax1 + by axn +bx
a(ary +b11)  a(aip +bi2)
a(az1 +by1)  a(ax +b)
naq + Débll ndaqp + chlg

xar1 +aby;  aax + aby

an an bii bio
fa

=
a1 Ay b1 bx
= aA+aB.
(Elemento Neutro)
a1 an 1-a117 1-ap ap1 ap
1-A=1- = = = A.
a1 axp 1-ay 1-ax a1  ax

Exemplo 1.4. Mostre que o conjunto dos reais é um Espaco Vetorial.

Sejam v = x; e w = x, elementos do conjunto dos reais, dessa forma teremos que
v+w =x1+Xx € R e paratodo a« € R teremos que av = ax; € R. Logo, a soma de
dois vetores em IR continua sendo um vetor de IR, e a multiplicacdo de um escalar real

por um vetor de R continua sendo um vetor de IR.
Verificando as propriedades de adicéo:

(Comutativa) Sejam v = x1 e w = x, dois vetores em R, assim v +w = x1 +Xp =

X+ X1 =wW+0.
(Associativa) Sejam v = x1, w = X e z = X3 trés vetores em IR, assim v+ (w + z) =
X1+ (X2 +x3)=(x1+x2)+x3=(v+w)+2z.

(Simétrico) Para cada vetor v = x; existe um Unico —v = —x; (oposto de v) tal que

v+(—v)=x1+(—x1)=0=6>.

(Elemento Neutro) Chamando o elemento neutro de ¢ e tomando v = x; € R, tere-
mos v +e = v, entdo x; + e = x1, dessa forma e = 0. Logo ¢ = 0 € o elemento neutro da

adicdo.
Verificando as propriedades de multiplicacao:

(Associativa) Tome v = x; um vetor de R e « e § escalares reais. Temos (af)v =

(aB)x1 = a(Bx1).
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(Distributiva I) Tome v = x; um vetor de R e « e f escalares reais. Temos (« + B)v =

(x + B)x1 = axq + Px1 = av + Po.

(Distributiva II) Sejam v = x1 e w = x, dois vetores de R e « um escalar real. Temos

a(v+w) = a(xy + x2) = axy +axp = av + aw. O que garante a distributiva II.

(Elemento Neutro) Tome v = x; um vetor de R, assim1-v=1-x1 = x; = o.

Exemplo 1.5. Mostre que R” (n > 1) é um Espaco Vetorial sobre IR.

Sejau € R" e v € R", escrevamos
u=(x1,x2,...,%n),

U= (y1/y2/~~/yn)

Definimos

Uu+v=x1+y,X2+Y2,...,Xn+Yn),

ou = (ax1,ax3,...,0&x,), & € R.
Temos que seu simétrico em R" é
—u=(—x1,—X2,...,—Xn),
assim

U (=) = (X1 + (—=x1), X2+ (=X2), -+, Xn + (%)) = (0,0,...,0) = 0.

1.1.2 Subespago Vetorial

Dentro de um de um espaco vetorial V, existem subconjuntos W que sdo eles proé-
prios espacos vetoriais "menores". Esses conjuntos sdo chamados de subespacos de V.
Como exemplo, no plano V = RR?, consideramos W sendo uma reta deste plano que

passa pela origem.
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u+v

Figura 1: Subespaco Vetorial.

O subconjunto W é fechado em relacdo a soma de vetores e a multiplicacdo destes

por escalar qualquer.

Estas sdo as condicOes exigidas para que um subconjunto W de um espaco vetorial

V seja um subespaco.

Definicdo 1.6. Dado um espaco vetorial V, um subconjunto W, ndo vazio, serd um

subespaco vetorial de V se:
(i) Para quaisquer u, v € W tivermos u+v € W.

(ii) Para quaisquer &« € R, u € W tivermos au € W.

Observagbes. 1. As condigOes definidas acima garantem que ao operarmos em W
(soma e multiplicacdo por escalar), ndo obteremos um vetor fora de W. Isto é
suficiente para afirmarmos que W € por si s6 um espaco vetorial, pois assim as
operacoes ficam bem definidas e, além disso, ndo precisamos verificar as propri-
edades da adicao e multiplicacdo de espaco vetorial ja que elas sdo validas em V,

que contém W.

2. Qualquer subespaco W de V precisa necessariamente conter o vetor nulo (por
causa da condi¢do [(iD)] quando « = 0).
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3. Todo espaco vetorial admite pelo menos dois subespacos (que sdo chamados
subespacos triviais), o conjunto formado somente pelo vetor nulo e o préprio

espaco Vetoriaﬂ

Exemplo 1.7. Seja o espaco vetorial R? = {(x, y), x,y € R} verifique se W = {(x,y) €
R%,y=2x}, Wo = {(x,y) e R,y =x+1} e W3 = {(x,y) € R?,y = x*} sdo subespacos

vetoriais de R2.

1. Wy =(x,y) € R%,y =2x.

-1 1 2 3 4 5

Figura 2: Representacdo geométrica de w;.

Agora verifiquemos se para quaisquer u,v € W; temos u+v € W;. Tome u =
(a,2a) e v = (b,2b), assim u+v = (a,2a)+ (b,2b) = (a+b,2 - (a + b)) € W.

Por ultimo verifiquemos se para quaisquer a« € R, u € W; temos au € W;. Tome

u = (a,2a), assim «(a, 2a) = (aa, x(2a)) = (xa, 2(xa)) € Ws.
Portanto W; é subespaco vetorial de R?.

2. Wy =(x,y) € ]Rz,y:x+1.

3 Para demonstrar que o vetor nulo estd no subespago W, basta notar, por que0-u € Weque0-u=0
para todo u € W. De fato, u+0-u =1-u+0-u = (1+0)-u =1-u = u. Por fim, se u € W, seu
simétrico também estard em W, isto é, —u € W, pois (—1)-u € W, por e (—1)-u = —u. De fato,
u+(—)-u=1-u+(-1)-u=10+(-1)-u=0=0.

11
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Figura 3: Representacdo geométrica de wy.

Vamos verificar se o vetor nulo pertence a W,. Observe que 0 #0+ 1 =1, logo o

vetor nulo ndo pertence a W». Portanto W, nio é subespaco vetorial de IR?.

3. w3 = (x,y) € R?,y = x2.

Figura 4: Representacio geométrica de ws.

Vamos verificar se o vetor nulo e = (0,0) pertence a W3, 0 = 0%. O que garante

que sim.

Agora verifiquemos se para quaisquer u,v € W3 temos u +v € W3. Tome u =
(a,a’) e v = (b,b*) coma ¢ 0 e b ¢ 0, assim (a,a?) + (b,b?) = (a+b,a® +b?) #
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(a+b,a+Db)?, ouseja, u+v ¢ W3, o que garante que W3 nfio é um subespago

vetorial de R?.

1.2 COMBINACAO LINEAR, DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA

1.2.1 Combinagdo Linear

Definicdo 1.8. A combinagdo linear com coeficientes &; € IR, de um conjunto de

vetores {v1,0y,...,v,} € definida por v = x101 + a0y + - - - + Uy

Observagdo. Dada uma lista de vetores v, vy, ..., v, o conjunto de todas as combina-

cOes lineares de vq, vy, ..., v, € definida por

Cr={v=mv1+a00 + -+ + 0,0, /0; € R}.

Cada vetor v € C; é Linearmente dependente dos vy, vy, ..., 0.

Exemplo 1.9. Considere a lista e; = (1,0) e eo = (0, 1) de vetores do R?. Teremos que
CL = R?, pois Cp = {v = xe; +yea/x,y € R?} e v = xey +yep = x(1,0) +y(0,1) = (x, )
para todo x,y € R. Sabemos que R? = {(x,y)/x,y € R?}.

Exemplo 1.10. Vamos mostrar que C; = {v = a1v1 + 4302 /0; € R} = R? onde v; =
(1/ O) €0y = (11 1)
Note que C; € R?, pois v = a101 + 205 = &1(1,0) + as(1,1) = (a1 + a2, a3) € R2.

Devemos, agora, mostrar que R?> C C;. Tome (x0,o) arbitrdrio. Devemos mostrar
que existem a1, 0y € R tais que (xo,Y,) = 101 + k202, ou seja, (xo,Yo) = «1(1,0) +
a(1,1) = (a1 +ap, a2) 0 que € equivalente a ax = y, e a1 = x, — Y,. Portanto (x,,y,) =

(x0 — yo)vl + Y02, OU seja, (xo, yo) c Cr.

Podemos interpretar esse exemplo da forma da figura a seguir.

13
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Figura 5: Representacdo geométrica do exemplo 1.10.

1.2.2 Dependéncia Linear (LD) e Independécia Linear (LI)

Defini¢do 1.11. Dizemos que um conjunto {vq,vy,...,v,} é L.D. quando existe pelo
menos um v; € {v1,0z,...,0,} € &; néo todos nulos tais que v; = k1v1 +apvy + - - +

X0y

Proposicao 1.12. Um conjunto {vy,vy,...,v,} € L.D. se, e somente se a equagdo av1 +

- . o o
KUy + - -+ ayv, = 0 possui solugdo em w; ndo todos nulos.

Exemplo 1.13. Tome v; = (1,0,0), v = (0,1,0) e v3 = (2,1,0). O conjunto {vy,vy,v3}
éL.D.?

E facil verificar que v3 = 20 + 10y, logo {v1,v2,03} é L.D.

Complementando a defini¢do anterior, {v1,vy,...,v,} é LI se ndo é L.D.

. . -
4 De maneira andloga observe que 2v1 +1v; —v3 = 0.
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Figura 6: {vq,vp,u} L.L

{v1,v2,u} é um conjunto L.L

Exemplo 1.14. O vetor u é linearmente dependente dos vetores {vy, vy, u}?

Para mostrarmos que u é combinagdo linear do conjunto de vetores {v1, vy, u} deve-

mos encontrar escalares a1, &y, a3 tais que u = x101 + X0y + A3U.

Logo, fazendo a; = a =0 e a3 = 1 temos u = Qv + 0v, + 1u. Portanto, sim, sdo L.D.

Observagbes. 1. Um conjunto que contém o vetor nulo é L.D. pois o subconjunto

{v1 = 6)} é tal que w01 = ?, para todo a7 em particular a; # 0.

. .. ~ , . —
2. Um conjunto formado por um unico vetor, {v; }, ndo nulo é L.I., pois 01 = 0

7 . %
é equivalente a a0y = 0, como v; # 0, portanto a; = 0.

3. Trés ou mais vetores em IR?, assim como quatro ou mais no IR e mais de n
vetores no IR” sdo sempre L.D. pois, nestes casos, o problema de verificar se eles
sdo ou ndo L.I. leva a um sistema linear homogéneo com mais incégnitas do que

equacgoes, que tem sempre solucdo néo trivial.

15
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1.3 BASE E DIMENSAO DE UM ESPACO VETORIAL

Definicdo 1.15. Seja V um espaco vetorial onde v1,v;,...,v, € V. Dizemos que

B ={vy,v,,...,v,} é uma base para V se:
1. BgeraV,istoé, [vy,0n,...,0,] = V
2. B é linearmente independente.

Teorema 1.16. Seja B = {v1,v,,...,v,} base de V entdo todo elemento v € V pode ser

escrito de maneira tnica na forma

0=0a101+a02+---+4a,0y.

Demonstracdo. Vamos supor que temos duas maneiras de escrever v = 4107 + 403 +
oo+ a0y = bio1 +byvp + - - - + by vy, entdo (a — by)vr + (a3 — bo)va + - - -+ (a, — by)v, = 0.

Como v1,v,...,0, sdo L.I., concluimos a4y = by, ap = by, ..., a, = by,. O

Nos items de 1 a 4 nas observacdes abaixo as bases citadas sdo chamadas bases

candnicas dos respectivos espacos vetoriais.

Observagées. 1. O conjunto {1} é uma base de R.

Seja x € R teremos que x -1, [1] =R ea-1 =0, entdo a = 0(que, de fato, é L.L.).

De maneira geral qualquer conjunto de um vetor {v}, com v # 0 é L.L.
2. O conjunto {(1,0),(0,1)} é uma base de R?.
Dado o vetor (x,y) de R?, temos:
(x/y) = (X,O) + (Oly) =X (110) +y- (01 1)
O espaco gerado por esses dois vetores é o IR?, [(1,0), (0,1)] = R?. Assim,

x(110)+y(011):(0,0) —>x:0,y:0.

Logo, é L.I. Portanto, {(1,0),(0,1)} é uma base de R?.

3. O conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de R®.

. 10 01 00 00 i
4. O conjunto , , , é uma base de M>(R).
00 00 10 01

5 Utilizaremos a notacéo [vy, ..., v,] para especificar o conjunto de todos as C.L.de [v4, ..., v,], que é um

espago vetorial.
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5. {(1,—-1),(=2,2),(1,0)} nfio é uma base de R?.
Podemos garantir essa afirmacdo pois os trés vetores sdo L.D. ja que (—2,2) =
—2-(1,=1)+0-(1,0).

6. {(1,1,1),(1,—1,0)} nfo é uma base de R®.
Podemos garantir essa afirmacdo pois, apesar dos vetores serem L.I., esse con-
junto ndo gera R3. Observe: [(1,1,1),(1,—1,0)] = {(x,v,2) € R®,x +y — 2z = 0},

temos um vetor em R3 que néo pode ser gerado por esses dois vetores. Como

por exemplo, o vetor (0,0,1).

Qualquer base de um espaco vetorial tem sempre o mesmo numero de elementos.

Este ntimero é chamado dimens&o de V, e denotado dim V9

1.3.1 Dimensdo de um espago vetorial

Definicdo 1.17. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita, diferente do espago
nulo. Definimos a dimensdo de V como o numero de elementos de uma de suas bases

e denotamos por dim V e dim {0} = 0.

Observagdo. Podemos observar alguns casos para que fique mais clara a compreensédo

de dimensao.

e dimR =1.
o dim R? = 2.
e dim R3 = 3.

o dim R" =n.

dim M»(R) = 4.
o dim My, x,(R) =m - n.

Exemplo 1.18. Verifique se o conjunto formado pelo polinémios {1+ x +x2, x + x2, x?}

¢ uma base de P(IR).

2

Observe que {1+ x +x2, x + x%,x*} C P,. Agora vamos verificar que esse conjunto é

uma base.

6 Maiores detalhes demonstragéo ver [|1]].



18 PRELIMINARES

(i) Dado p(x) = ax? + bx + ¢ € P»(R) consideramos

ax?+bx +c

a(1+x +x2) + B(x + x2) + y(x?)

(& + B +7)x% + (a + B)x +ax.

Dessa forma,
x+pB+y =
x+p =

o = C
Assim,w =c, B=b—cey=a—b. Logo, esse conjunto gera P2
(ii) Agora verificaremos se o conjunto é L.I.

a(l+x+x3) +Bx+xH) +y(x*) =0

(@+B+7)x*+(@+B)x+a=0-x>+0-x+0.

Dessa forma,

X+ B+
x+fB =

o

Assim, B =0e vy =0. Logo sdo L.I.

Portanto, esse conjunto é base de P,. Como esse conjunto possui trés vetores, logo

dim P, = 3. Generalizando, temos dim P, = n +1.
Exemplo 1.19. Encontre uma base para M;(R) e determine sua dimensao.
Vamos considerar a base canonica de M5(IR),
10 0o1] oo 0 0
o ol[oal 2ol o 0]}

. a b
Observe que podemos escrever a matriz ] da forma

c

B B R R B R b

Logo a base canoénica é um dos geradores de M;(IR).

7 O espaco gerado pelos vetores: [1+ x + x2, x + x2, x2] = P,.
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Verificaremos, agora, se sdo L.I, ou seja,

10 01 00 00 00
o1 + + 3 + 0y = .
00 00 10 01 00
Dessa forma, teremos a1 = ap = a3 = a4 = 0. Assim essa base gera M,(IR) e é L.L.
Portanto dim Mj(R) = 4.

Exemplo 1.20. Provar que a dimensao de R” é n.

Demonstragdo. Podemos escrever R" da forma R” = {u = (x1,x2,...,x,)/x; € R},
para n € IN. Com as operagdes de adicdo definidas por u+v = (x1,x2,...,%,) +
W1,Yv2,---,Yn) = (X1 +Y1,...,Xn +yu) € @a multiplicacdo por um escalar « € R definida

por au = (xxq,...,&x,), R" é um espaco vetorial real.

A base mais simples de R” é a base canodnica, formada pelos n vetores de forma

0

elz . 162: . /"'/e}’l_

Como a dimensdo de um espaco vetorial de dimensao finita V é o niimero de vetores
de qualquer uma de suas bases. O R” tem dimensao #, pois essa base candnica possui

n vetores. O

1.3.2 Representagdo de vetores numa base

Seja B = {uy,uy,...,u,} uma base ordenada para um espago vetorial de dimensao
finita U. Para qualquer elemento u de U, define-se a representacdo de u em B, [u]p,

como

a

ap

an

onde u =Y, a; - u;.

19
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1.4 TRANSFORMAGOES LINEARES

Nesta secdo apresentaremos as transformacdes lineares, suas principais proprieda-

des e alguns teoremas mais importantes.

Definicdo 1.21. Sejam U e V espacos vetoriais uma transformagdo linear T : U — V

¢ uma aplicacdo que satisfaz as seguintes condicoes:
(i) T(u+v)=T(u)+ T(v); para todo u, v € U.
(i) T(au)=aT(u); paratodoa € Feu € U.

Exemplo 1.22. T : R? — RS tal que T(x,y) = (x,y,x +y). Tome u = (1,2) tal que
T(1,2) = (1,2,3) e v = (=2, 3) tal que T(—2,3) = (—2,3,1).

Tu+0) = (~1,5,4) = (1,2,3) +(=2,3,1) = T(u) + T(0)

T(=3-u) = T(—3,—6) = (=3, —6,—9) = —3-(1,2,3) = —3 - T(u),a = —3.

Propriedades de uma transformagdo linear

Sejam U e V espacos vetoriais e seja T : U — V uma transformacéao linear. Entdo

valem as propriedades:
a) T(0-u)=0-0,isto ¢, a imagem do vetor nulo de U ff|¢ o vetor nulo de V]
b) T(—u)=—T(u).
c) T(u—v)=Twu)— T(v).

Exemplo 1.23. Verifique se as aplicacOes seguintes sao transformacoes lineares.
a) T:R?> — R3tal que T(x,y) = (x,y, x +y).
b) T: My(R) — R tal que T( Z ; ) =a+b+c+d.

0 T:R?— R3talque T(x,y,2) = (x+y,y+1).

Resolucdo:

a) T:R?> — R3tal que T(x,y) = (x,y, x +y).

8 Dominio.
9 Contradominio.
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Observe que T(0,0) = (0,0,0). Agora, precisamos verificar a condi¢cdo T(u + v) =
T(u)+ T(v).

Sejam u = (x1,y1), v = (x2,2) € R,

T(u+0)

T(x1+x2,¥1 +Y2)

= (X1 +x2, Y1 + Y2, (1 +x2) + (1 +y2))
= (x1,¥1, %1+ Y1) + (X2, Y2, X2 + Y2).

= T(x1,y1) + T(x2,42)

= Tu)+T(v).

Verifiquemos, agora, a condicao T(au) = aT(u).
Sejam u = (x1,y1) € R?, « € R2.
T(au) = T(axy,ay)
= (axy, ay1, axq +ayr)
= (axy, a1, a(x1 +Yy1))

= a(x1,y1, X1+ 1)
= aT(u).

Portanto essa aplicacdo é uma transformacao linear.

b) T:MZ(IR)—HRtalqueT(Z ;) =a+b+c+d.

. ay b ay by
Sejam u = ev = € MpR. Queremos mostrar que
c1 dq co dy

T(u+9)=T(u)+T(v).

Cc1+C d1+d2

L ap+ay by+b ,
Primeiro vamos obter T(u +v). Temos que u +v = , daf

teremos

by +b
T(u+v)=T<”1+”2 1+2>=MHﬂﬁHh+bﬂwﬁfﬁﬂm+@)

c1+C d1+d2

Agora vamos calcular T(u) + T(v). Teremos

b
nm=T<”l 1>:m+h+q+m,

1

b
T(Z))ZT(aZ 2>=€lz+b2+C2+d2.

Cy dp

21
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Dessa forma, T(u) + T(v) = (a1 + b1 +c1 +dy) + (ax + by + c2 + dp) = (a1 + ap) + (by +
by) + (c1+c2) + (d1 + do) = T(u) + T(v).
ap b

) € Mp(R), & € R.
C1 d1

Agora mostremos que T(au) = aT(u). Sejam u = (
Dessa forma,

xa;  abq

T(au)=T (

=aa +aby +acy +ady = a(ag + by +c1 +dq) = aT(u).
xcy  odp

Logo, é uma Transformacdo Linear.
o) T:R?— R3talque T(x,y,z) = (x+y,y+1).

Observe que T(0,0,0) = (0+0,0+1) = (0,1) # (0,0). Dessa forma T nao trans-
forma o vetor nulo de IR? no vetor nulo de IR?. Logo essa aplicacio nfo é uma

tranformacao linear.

1.4.1 Transformagoes do plano no plano

Vamos apresentar uma visdo geométrica das transformacoes lineares, dando alguns

exemplos de transformacdes do plano no plano.

Daremos énfase a homotetia e a rotacao.

Homotetia

Chama-se homotetiﬂ a transformacdo linear T : R? — R? dada por T(v) = av,

onde & é um numero real positivo.

Olhando para a transformacgdo dada acima observe o exemplo T(x,y) = 2 - (x,y).
Teremos que essa funcdo leva cada vetor do plano num vetor de mesma direcao e
sentido de v, mas de mdédulo duas vezes maior. Uma homotetia nada mais é que uma

dilatacao (« > 0) ou contracédo do vetor (0 < a < 1).

10 Representaremos a homotetia pela letra D durante o transcorrer da dissertacao.
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Figura 7: Homotetia.

Observe que se tomdssemos T : R> — R? tal que T(x,y) = 3 - (x,y) terfamos uma

contracao.

Considerando a base candnica do IR? a matriz de uma homotetia T(v) = av é obtida
da seguinte forma:

T(e1) = weq = aeq + Oey,

logo os coeficientes da primeira coluna sdo dados por « e 0. Analogamente para a
segunda coluna temos:

T(ep) = ey = Oeq + aey,
Portanto a matriz é dada por:

a 0

[T]C{ZH = 0

Reflexdo em torno do eixo x

T :R? — R? tal que (x,y) — (x, —y).

23
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Y

Figura 8: Reflexdo em torno do eixo x.

X X X 1 0 X
Escrevendo na forma de vetor coluna, ! ] — [ ] ou [ ] —>[ ] ! ] .
y —y y 0 -1y

Reflexdo na origem

T :R? — R? tal que v — —0, ou seja, T(x,y) = (—x, —Y).

Y

T(v)

Figura 9: Reflexdo em torno da origem.

X —X X -1 0
Escrevendo na forma de vetor coluna, [ ] — [ ] ou [ ] — [ ] [
y -y y
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Rotagdo por um dngulo (no sentido anti-hordrio)

R6

|

Figura 10: Rotacdo por um angulo no sentido horério.

Chama-se rotacfio a transformaciio linear Ry : R?> — RR? que leva um vetor v num
vetor Ry(v) resultado da rotacdo de um angulo 6 em torno da origem no sentido anti-

horario.

Considerando a base canonica do R a matriz de rotacdo é obtida da seguinte forma:
Ry(e1) = cosB -eq + senf - e
Ry(ex) = —senf - eq +cosb - es.

Portanto a matriz é dada por

[R } B cosf —senb
¢ Jean senf cos@

Como caso particular 6 = 7. Neste caso, cos =0 e sen6 = 1. Entéo

0 -1
1 0

25
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|
|

H
H

Figura 11: Rotacdo por um angulo de 90°.

1.4.2 Nucleo e Imagem de uma Transformagdo Linear

Nucleo

Ntucleo de uma Transformacdo Linear T : U — V, representado por N(T) é o con-
junto formado por todos os vetores U que tem como imagem o vetor nulo de V, ou
seja,

N(T) = {u € U; T(u) = 0}.

Propriedades do Nticleo.

Seja T : U — V uma transformacao linear. Entdo N(T) é um subespaco vetorial de

U. De fato, sejam uq e uy € N(T), logo:
T(u1) = T(uz2) =0

a) T(uyp+up)=T(u)+T(uz) =0+0=0. Logo uy +uy € N(T).
b) Sejaa € R. Entdo T(au1) =aT(u1) =a-0=0.

Definicdo 1.24. T : U — V ¢é injetora se para todo u1,up € U, T(uq1) = T(up) — uq =

1y ou, equivalente a para todo uy, up € U se uy # up — T(u1) # T(uy).
Uma transformagdo linear T : U — V € injetora se, e somente se, N(T) = {0}.

Demonstragdo. (=) T é injetora = N(T) = {0}.
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De fato: Seja u € N(T), ou seja, T(u) = 0. Por outro lado, sabe-se que T(0) = 0. Logo
T(u) = T(0). Como por hipétese T é injetora, entdo u = 0. Portanto, o vetor nulo € o

unico elemento do nucleo, isto é N(T) = {0}.
(<=) N(T) = {0} = T é injetora.

De fato: Sejam uq, up € U tais que T(u1) = T(uy). Entdo T(uq) — T(up) = T(uq — up) =
0. Logo, u; — upy € N(T). Mas, por hipdtese, o tinico elemento do nucleo é o vetor nulo,

assim uy — up =0 <= 11 = up, logo T € injetora. d

Imagem de uma Transformagdo Linear

Imagem de uma Transformacdo Linear T : U — V, representada por Im(T) é o
conjunto formado por todos os vetores de V que sdo imagens de algum vetor de U, ou
seja,

Im(T) ={T(u) € V;u € U}.

T:U -V

Figura 12: Representacdo Grafica do nticleo e imagem de T.

N(T) # @, pelo menos um vetor existe no nticleo de uma transformacao linear que

¢ o vetor nulo, pois 0,, € N(T), ja que T(0,) = Ov.

Im(T) # @, pois 0, € Im(T), visto que o vetor nulo de V é a imagem do vetor nulo
de U.

Exemplo 1.25. Determinar o nicleo e a imagem da transformacéo linear T : R3 — R?

tal que T(x,y,z) = 2x —y +z,3x +y — 2z2).

N(T) = {u € R3, T(u) = (0,0)}, T(x,y,2) = (2x —y +z,3x +y — 2z) = (0, 0).
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Dessa forma,

2x —y+z
3x+y—2z
Dai teremos que z = 5x e y = 7x. E Portanto N(T) = {(x,7x,5x);x € R} =[(1,7,5)]
ou (x,7x,5x)=x-(1,7,5).

Agora, vamos determinar a imagem. Observe que

2x —y+z,3x+y —2z) = (2x,3x)+ (—y,y) +(z — 22) = x(2,3) + y(—1,1) + z(1, =2).

Dessa forma, Im(T) = [(2,3),(—1,1),(1, =2)].

Lembrando que a dim IR? = 2 e temos trés vetores gerando um subespaco vetorial de
IR?, significa que esses trés vetores sio L.D. Entdo vamos eliminar ao menos um desses

geradores. Esse conjunto é o mesmo conjunto que:

[(21 3)/ (_11 1)/ (11 _2)] = [(2/ 3)/ (_1/ 1)] = [(2/ 3)/ (1/ _2)] = [(_11 1)/ (11 _2)]

Observe que qualquer um desses trés conjuntos pode ser a imagem de T. Uma base
de Im(T) = {(2,3),(—1,1)}, dim Im(T) = 2. Logo, Im(T) = R2.

1.4.3 Teorema de Nicleo e da Imagem

Retomando o exemplo anterior T : R3 — R?, T(x,y,z) = 2x — y +2,3x +y — 22).
N(T) =[1,7,5], Base de N(T) = {(1,7,5)},dim N(T) = 1. E Im(T) = R*dim Im(T) = 2.

Observe que dim R3 = dim N(T) + dim Im(T).

Isso vale para todas as transformacdes lineares que tem como dominio um espaco

vetorial de dimensao finita.

Teorema do Nticleo e da Imagem

Teorema 1.26. Sejam T : U — V uma transformagdo linear e U um espago vetorial de

dimensdo finita, entdo dim U = dim N(T)+ dim Im(T).

Demonstracdo. Sejam uq,uy,...u, uma base de N(T). Como N(T) C U é subespaco

de U, podemos completar este conjunto de modo a obter uma base de U.

Observe que o sistema acima tem duas equagdes e trés incognitas, ou seja € um sistema possivel e inde-

terminado, dessa forma teremos que a solucdo depende de pelo menos uma das variaveis.
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Seja, entdo, {uy,up,..., Uy, v1,03...,0s} uma base de U. Queremos mostrar que
T(v1), ..., T(vs) é uma base de Im(T), isto é.

@ [T(v1),...,T(vs)] = Im(T).

Dado v € Im(T), queremos w € U tal que T(w) = v. Se w € U, entdo w =
ay1+- - +au, +bivy+---+bsvs. Mas, V =T(w) = T(ay1 +- - - +a,uy +b1og +-- - +
bsvs) =aT(u1)+-- - +a, T(u,)+b1T(v1) + - - - + bsT(vs). Como o vetor ajuq + - - - +
a,u, pertencem a N(T), T(u;) =0parai =1,2,...,r. Assimov = byT(v1)+---+

bsT(vs) e aimagem de T é gerada pelos vetores T(vq), ..., T(vs).
i) {T(v1),...,T(vs)} é LI

Vamos considerar agora, a combinacdo linear a1 T(v1) + axT(vp) + - - - +asT(vs) =0

€ mostraremos que 0sS 4; sdo nulos.

Como T é linear, T(a1vq + axvp + - - - +asvs) = 0. Logo a1v1 + axvp + - - - + asvs €
N(T). Entao aiv1 + apvy + - - - + asvs pode ser escrito como combinacdo linear da
base {uy,uy,...,u,} de N(T), isto é, existem by, . .., bs tais que 4101 + apvp + - - - +
asvs = biuy +bous + - - - + byu,, ou ainda a;vq + axv + - - - + asvs — by — boun —
-+ —bu, = 0. Mas {uy,up,...,u,,v1,02,...,0s} € uma base de U, e temos

ﬂ]=a2="‘:as=b1=b2:"'=br=0.

Coroldrio

Corolario 1.27. Seja T : U — V uma transformagdo linear. Se dim U = dim V, entdo

T € injetora se e somente se T € sobrejetora.

Demonstragdo. Pelo Teorema do Nucleo e da imagem, dim U = dim N(T) + dim Im(T).

(=)Suponhamos que T seja injetora. N(T) = {0} pela propriedade 2 do ntcleo
e consequentemente, dim N(T) = 0. Segue entdo do Teorema mencionado que dim

Im(T) = dim V, mostrando que T é sobrejetiva, pois Im(T) C V e portanto Im(T) =V

(«<=) Suponhamos que T seja sobrejetora, ou seja, Im(T) = V. Esses dois espa-
cos tém a mesma dimensdo, portante do teorema mencionado acima temos que dim
N(T) = 0, o que garante que N(T) = {0}. Pela propriedade 2 do nicleo , segue que T
¢ injetora. O
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Exemplo 1.28. Determinar uma aplicacdo linear T de R® em R*, tal que Im(T) =
[1,1,2,1),(2,1,0,1)].
Como os dois vetores sdo L.I., temos-os como possivel base de Im(T) = {(1,1,2,1),(2,1,0,1)} —

Im(T) = 2. E como dim R3 = dim N(T) + dim Im(T) temos que dim N(T) = 1.

Vamos escolher um vetor simples para a base de N(T) = {(1,0,0)}, e como a dimen-
sdo de R® é 3, vamos acrescentar mais dois vetores {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, uma
base de R3. Temos que {T(0,1,0), T(0,0,1)} é uma base de Im(T). Tome, entfo,

T0,1,00 = (1,1,2,1)
T(,0,1) = (2,1,0,1)
T(1,0,00 = (0,0,0,0)
Teremos
(x,y,z) = x-(1,0,00+y-(0,1,0)+z-(0,0,1)
T(x,y,z) = x-T7(1,0,00+y-T7(0,1,0)+z-T(0,0,1)

x-(0,0,0,0)+y-(1,1,2,1)+z-(2,1,0,1)
Portanto T(x,y,z) = (y +2z,y +z,2y,y + 2).

1.4.4 Espago das Transformagbes Lineares

Definicdo 1.29. Sejam U e V espacgos vetoriais sobre K. Definimos:
(i) L(U,V): o conjunto de todas as transformacoes lineares T : U — V.
(i) L(U): o conjuntos de todos os operadores lineares T : U — U.
Nisso, definimos

1. Soma: F, G € L(U,V) talque F+G : U — V, dessa forma (F + G)(u) = F(u) +
G(u), para todo u € U.

2. Multiplicacdo por escalar: F € L(U,V)e A € K, AF : U — V, dessa forma
(AF)(u) = AF(u), para todo u € U.

Com essas definicoes fica facil constatar que se F e G sdo transformacoes lineares de
U em V, entdo F + G é uma transformacao linear de U em V; ocorrendo o mesmo com
AF. Assim, F, G € L(U,V)e A € K, entdo (F+G) € L(U,V) e (AF) € L(U,V). Com

essas operacdes L(U, V) é um espaco vetorial sobre KE

12 Maiores detalhes e aprofundamento ver [|1]] ou [3] ou [[7].
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1.4.5 Composicdo

Dados dois elementos do conjunto dos operadores lineares, definimos a composicdo
como sendo F o G : U — U dada por (F o G)(u) = F(G(u)), para todo u € U.

Propriedades da composi¢cdo

Py - Associativa - Para todo F, G, H € L(U), (FoG)o H = Fo (G o H).

P, - Distributiva - Para todo F,G,H € L(U), Fo(G+ H) = (Fo G)+ (F o H), bem
como (F+G)o H = (Fo H)+ (G o H).

P; - Elemento Neutro - Existe Id € L(U), Id(u) = u para todo F € L(U), Fold =
IdoF=F.

Em geral, a composicdo ndo é comutativa.

1.4.6 Representagdo matricial de uma Transformagdo linear

Sejam U e V espagos vetoriais de dimenséo finita com bases ordenadas B = {uy, ua, ..., u,}
e C={vy,vy,...,0n}, respectivamente. Seja T : U — V linear. Entdo existem escala-

res Unicos a;; € F tais que T(uj) = }.i; a;; - v; parai < j < n.

A matriz m x n definida como A;; = a;; é designada a representacdo matricial de T

nas bases ordenadas B e C e escreve-se

A =[T)S.

SelU =V eB=C,escrevemos A =[T]p B

Sejam U e V espagos vetoriais de dimenséo finita com bases ordenadas B = {uy, up, ..., u,}
e C = {v1,v2,...,0n}, respectivamente, e T : U — V linear. Entdo, para u € U e
v =T(u) € V temos que [v]c = [T(u)]c = [T]§ - [u]p.

A partir disso temos as consequéncias importantes abaixo.

13 Resultado fundamental da defini¢do de representacées matriciais.
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1. Sejam U e V espacos vetoriais de dimensdo finita com bases ordenadas B e C,
respectivamente. Sejam T, W : U — V duas transformacoes lineares. Observe

que T+ W : U — V é linear, dessa forma
[T+WI§ = [T1§ + [W]§
[aT]} = alT];.
2. Sejam U, V e Z espacos vetoriais de dimensdo finita com bases ordenadas A, B

e C, respectivamente. Sejam T : U — Ve W : V — Z duas transformacdes

lineares. A composi¢cdo das transformacoes lineares W e T, WT : U — Z é linear

[TW15 = [W]j - [T

3. Sejam U e V espacos vetoriais de dimensao finita com bases ordenadas B e C,

respectivamente.

Se T : U — V ¢ linear, a transformacdo inversa da transformacéo linear T,

quando existe T~! : V — U também ¢ linear e, em termos matriciais,
—~11B Cy—1
[T ]c = ([T]B) .

Exemplo 1.30. Seja T : R® — R2, definida por T(x,y,z) = (x +y,2z). Determine a
matriz transformag#o linear T, isto é, [T]g,c com B e C as bases candnicas de R® e R?,

respectivamente.

Escrevendo as imagens dos elementos da base canénica B = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}
de R3, pela trasformacio T, como combinacdes lineares dos elementos da base C =
{(1,0),(0,1)} do R? temos:

T(1,0,0) = (1,0)
T(0,1,0) = (1,0)
T(0,0,1) = (0,2)

1-(1,0)+0-(0,1)
1-(1,00+0-(0,1) -
0-(1,0)+2-(0,1)

Assim, pela definicdo de matriz de uma transformacao linear, obtemos:

1 1 0
[T]B,c—lo 0 2]'

Exemplo 1.31. Seja T : R* — RR?, definida por T(x,y,z) = (x +y,2z). Determine
[T]g,c com B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,0,—1)} base de R*> e C = {(1,0),(1,1)} base de
R2.
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T(l,l,O) = (2,0) = ﬂ]l'(1,0)+a21 (1,1)
T(1,0,1) (1,2) ﬂ12~(1,0)+ﬂ22-(1,1) .
T(0,0,—1) = (0,—2) = ag-(1,0)+as-(1,1)

Através da primeira relacio teremos ay; = 0 e a11 + ap1 = 2, assim aqq = 2. Através da
segunda equacdo teremos ay =2 e ajp +ax = 1, assim ajp = —1. E, por dltimo, através

da terceira equacdo teremos a3 = —2 € a3 + dpz = —2, assim a3 = 2.

L (T] 2 -1 2
0go0, c= .
g B,C 0 2 D

1.5 ISOMORFISMO ENTRE ESPAGOS VETORIAIS

Definicdo 1.32. Dados dois espacos vetoriais U e V, um isomorfismo é uma transfor-

macao linear bijetiva entre eles. Teremos que U e V sdo isomorfos.

Teorema 1.33. Dois espacos vetoriais U e V de dimensdo finita sdo isomorfos se, e so-
mente se, dim (U) = dim (V).

Demonstragdo. (=) Como U e V sdo isomorfos, existe um isomorfismo T : U — V.
Por ser isomorfismo, T € injetora, e assim dim N(T) = 0. Além disso, T é sobrejetora,
assim dim Im(T) = dim (V). Pelo teorema do nucleo e da imagem, temos que dim
U =dim N(T)+dim Im(T), o que implica dim U = 0+ dim Im(T) = dimV.

(<=) Assumindo que dim U = dim V. Sejam By = {uy,...,u,} uma base para U
e B, = {v1,...,v,} uma base para V. Seja a aplicagdo T : U — V definida por:
T(Cin xaun) = Yy 4105

Como T é uma transformacao linear verifiquemos se T € injetora. Considere w €
N(T), isto é, T(w) = 0v. Assim teremos 0v = T(w) = T(Y 1L, aqw1) = Y. #10;. E como
os elementos v; pertencem a base B, de V, eles formam um conjunto L.I., e portanto

temosw; =0,i=1,...,n. Logo, w = Ou e assim, N(T) = {Ou} e T é injetora.

Agora, pelo Corolario do Teorema do nticleo e da imagem, temos que T é sobreje-

tora.

Concluimos que T é bijetora e portanto é um isomorfismo e assim os espacos U e V

sdo isomorfos. O

Exemplo 1.34. Exemplos de espacos vetoriais isomorfos.
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(i) P; é isomorfo a R*.
(ii) Ms;q é isomorfo a R3.
(iii) My é isomorfo a R2.
Exemplo 1.35. Provar que P>(IR) é isomorfo a IR3.

Observe que P»(R) = {ax?>+bx +c/a,b,c € R} e R® = {(a,b,c)/a,b,c € R}. Dessa
forma tome {ey, e, e3} a base de R3 e {x?, x,1} base de P>(R).

Veja que T : R® — P,(RR) linear definida por T(e;) = x, T(e2) = x e T(e3) = 1, garante
a sobrejetividade. Como as dimensdes de P»(R) e IR3 sdo iguais teremos que € injetora

também.

Exemplo 1.36. Prove que T(x,y,z) = (x+y — z, —x + 2z,2x + 2y + 3z) é um isomor-

fismo.
Precisamos mostrar que T é bijetora.

Para verificar se € injetora temos que olhar para o nucleo

T(x,y,z) =(0,0,0)

Dessa forma,

X+y—z
—Xx+2z =

2x +2y +3z

Se N(T) for trivial(vetor nulo), sabemos que T ¢ injetora.

Escalonando o sistema, teremos

X+y—z

y+z

O que garante que x = 0, y = 0 e z = 0. Dessa forma N(T) = {(0,0,0)} — T é

injetora.

Verifiquemos entdo se T é sobrejetora. Pelo teorema do ntcleo e da imagem temos
que dim R® = dim N(T) +dim Im(T), ou seja, 3 = 0+ dim Im(T), portanto dim Im(T) =

3 = dimR3. O que garante que T é sobrejetora. Logo T ¢ um isomorfismo.
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1.5.1 Corpo

Definicdo 1.37. Um corpo consiste de um conjunto ndo vazio e duas operacoes bina-

rias, + e -, que gozam das seguintes propriedades:

e As duas operacgoes sdo associativas.

As duas operacoes sdo comutativas.

H4 elementos neutros 0 para a soma e 1 para a multiplicagéo.

e Todo elemento do corpo tem um inverso aditivo.

Todo elemento diferente de 0 tem inverso multiplicativo.
e A operacao de multiplicagdo ” - ” é distributiva em relacdo a soma ” + " .
Exemplo 1.38. (Q,+,),(R,+, ) e (C, +, -) sdo corpos.
Para todos estes conjuntos as seguintes propriedades valem:
e + e - s30 associativas e comutativas;

a distributividade: a - (b + ¢) = ab + ac para quaisquer 4, b, c.

e 0 zero € neutro para a soma: a + 0 = a para todo a.
e 0 um € neutro para a multiplicagdo: 1-a = a para todo a.
e Para todo a existe um inverso aditivo (—1) - a, tal que (—1)+a = 0.
e Todo a # 0 tem inverso multiplicativo que denotamos a~ !, tal que a - a1 =1.
Ha diferencas importantes entre estes trés corpos: o corpo dos racionais nao é com-
pleto (ndo contém os irracionais, que ndo podem ser representados como fracoes). O

corpo dos reais é completo e ordenado, mas nao inclui solugdes para inequacoes na

forma x2 < 0.

Exemplo 1.39. Fixado um ntimero 7, denotamos o conjunto de todas as matrizes com

entradas num corpo K ordem n por M, «,(K).

Este conjunto ndo é um corpo com as operagoes de soma e multiplicacdo de matrizes,

porque:

e Nem toda matriz, diferente de zero, tem inversa.

10 . .
Por exemplo, ndo tem inversa.
00
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e A operacao de multiplicacdo ndo é comutativa.
2 3 10 11 12 10 2 3 2 3
Por exemplo, : = e : = .
4 5 3 4 19 20 3 4 4 5 22 29
Exemplo 1.40. Seja Q[+/2] o conjunto dos niimeros da forma a + b+/2, onde a,b € Q,

com adi¢do e multiplicacdo usuais. Este conjunto é um corpo:

e As operacdes sdo as usuais de R, portanto sdo associativas, comutativas e vale a
distributividade.

e Ha neutros: 0+ 0v/2, para a adicio, e 1+ 0+/2 para a multiplicacio.
e Para todo a + b\/2 existe o inverso aditivo —a — by/2.

e Para todo (a + bv/2) # 0 existe um inverso multiplicativo
L () () () - () v
a+by2 a+by2 a—by2 a? — 2b? a? — 2b? '

Observe que o inverso multiplicativo de a + b/2 também é da forma x + yﬁ.

Além disso é importante notar que a> — 2b* = 0 apenas quando a = b = 0.

Finalmente, a soma e multiplicacdio de elementos em Q[v/2] resulta em elemen-
tos em Q[v/2]. Somando,

(@+bvV2) + (x +yV2) = (a+x) + (b +y)V2.
Multiplicando,

(a+ b\fZ) - (x +y\f2) =ax+ ay\@+ bxv/2 + 2by = (ax +2by) + (ay + bx)V/2.

1.5.2 Subcorpos

Definicdo 1.41. Seja (K, +,-) um corpo, um subconjunto nédo vazio, de L C K é cha-
mado subcorpo de K se é fechado para a adi¢do e multiplicacdo de K, e se L também

€ uma estrutura de corpo, com as operacoes de K.

Exemplo 1.42. Q é um subcorpo de R que sua vez é um subcorpo de C.

A partir dai temos uma propriedade:

Seja K um corpo e L um subconjunto ndo vazio de K. Para que L seja um subcorpo

de K é necessario e suficiente que:
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e 0elel.
e Sex,y € L,entdo x —y € L (Logo, L € fechado para a subtragédo).
e Sex,ycLey#0,entdox -y ! € L.

Exemplo 1.43. Provar que L = {a +bv/2/a,b € Q} é um subcorpo R dos niimeros

reais.

Demonstragdo. e0eleL pois0O=0+0v2el=1+02.

e Se x,y € L, entdo esses elementos podem ser postos da forma x = a + b2 e
y = c+d+/2 de forma que a,b,c,d € Q. Logo x —y = (a — c) + (b — d)v/2. Como
(a—c),(b—d)cQ,entdiox —y € L.

e Sex,y € Ley #0, entdo esses elementos podem ser representados da forma
x =a+byv2ey =c+dy2 de forma que a,b,c,d € Q,c #0oud #0. Assim
teremos

L a+bv2 3 (a+bv2)(c—d)V2 3 (ac — 2bd)(bc — ad)V/2 3 ac—2bd+ bc —ad V2
CcHdV2 (c+dV2)(c—d)V2 2 — 242 T2l 2o

x .
Como ¢ — 2d* # 0, pois caso contrdrio § = V2, o que é impossivel, j4 que

¢, d € Q, entao [C‘E:%Zf e be__z”‘jz sdo numeros racionais, e portanto, x - yfl € L.

Logo se verificou as trés propriedades o que garante que L é subcorpo de K. O

1.5.3 Isomorfismo de corpos

Definicdo 1.44. Sejam U e V corpos, cujas operagoes, por simplificacdo, serdo ambas

identificadas por + e -. Uma aplicacdo f : U — V € um isomorfismo entre corpos, se:
1. f seja uma bijecdo.

2. f preserve a soma e a multiplicacdo.

Isto €, f € uma bijecdo entre os corpos U e V que valem as propriedades para a soma

e para o produto, ou seja, para quaisquer a,b € U teremos

fla+b)=f(a)+f(b),

fla-b) = f(a)- f(b).
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Quando existe um isomorfismo entre o corpo (U, +, ) e o corpo (V, +, -), tais corpos

sdo ditos isomorfos.



A CONSTRUCAO DOS NUMEROS COMPLEXOS

No capitulo anterior apresentamos os conceitos de Algebra Linear necessarios para
abordagem da constru¢do do conjunto dos nimeros complexos que pretendemos. Vi-
mos que as transformacoes geométricas rotacdo e homotetia (dilatagdo/contragdo) sdo
transformacoes lineares. Além disso, o espaco vetorial das transformacdes lineares

pode ser munido com a operagdo de composicao.

Foco principal do presente capitulo é o conjunto das transformacgdes geométricas do

plano formado por homotetias, rotacoes e suas composicoes.

Na construgédo veremos que o conjunto (I das transformacoes geométricas de rota-
cdo homotetia munidos das operagdes de soma e composicao herdadas do espaco das
transformacoes lineares possui estrutura de corpo, desde que se acrescente a este as

transformacoes identidade e nula.

Uma vez que (IL, +, -) possui estrutura de corpo apresentaremos um método de po-
tenciacdo e radiciacdo em IL e logo apds buscaremos um novo olhar para resolver

equacgdes polinomiais.

2.1 COMPOSICAO DE UMA ROTAGCAO COM UMA DILATAGAO/CONTRAGAO

Vimos no capitulo 1 que as transformacoes lineares entre espacos vetoriais de di-

mensao finita possuem sempre uma representacdo matricial. Assim , o operador linear

~ 5 4 ) cosf® —senf .
de rotacdo no IR~ é representado pela matriz Ry = e a homotetia
senf cos@
) 10
emR-coma>0,D=u«- )
0
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A composicao de uma rotacdo com uma homotetia tem a forma geral

RoD=u«
senf cos6

cosf —senf ]

Além disso, a composicao de duas rotagdes distintas tem o formato

01 +6 — 6;+06
R910R92=[COS(1+ 2) sen (01 + 2)]

sen (91 + 92) COS(91 + 92)

ou seja, Rg, o Rg, = Ry, 4p,- Portanto a composicdo de duas rotacdes €, ainda, uma

rotacéo.

. . cost; —senb; cosfr —senbr
Demonstragdo. Sejam Ry, = e Ry, = ,
senf; cosb senf, cosb,
entao
cosf; —senb, costh —senb,
R91 O R92 = .
| sen 01 cosb; senf, cosbr

cos b1 cosfy — senf;senfl, —(cosbqsenb; + senbq cosby) ]

senfq cos B, + cos B senf, — senb;senb, + cos by cos by

[ cos(@r+6,)  —sen(f; +65)
| sen(6y +62) cos(6h +62)

= R91 +92 .

2.2 VERIFICAGAO: CONJUNTO HOMOTETIA - ROTAGAO E FECHADO EM RELA-
GCAO A COMPOSIGAO

Considere uma transformac@o dada por D o R homotetia-rotacao.

Vamos verificar que o conjunto deles é fechado por composicdo. De fato,

D10R1=R10D1.

Agora,

(D10 Ry)o(Dz0Ry) Dio(RyoDz)oRy
D1 (0] (Dz (0] Rl) (0] R2
(D10 D)o (Ry0Ry).
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Como a composicdo de duas homotetias(dilatacdo/contragdo) ¢ ainda uma homo-
tetia e 0 mesmo vale para rotagoes, vemos que (D7 o D) o (Ry o Rp) é também uma

homotetia-rotacao.

2.3 VERIFICACAO DA INVERSA

Vamos verificar agora que a inversa de uma homotetia-rotacdo também é uma homotetia-

rotacao.

Primeiro vemos que o inverso de uma rotacdo € uma rotacao (podemos ver isto de

maneira clara geometricamente).

cosf; —senbf
senfl; cosB

Dada uma rotagdo Ry, = !

cos(—61) —sen(—01) | , . .,
Note que R_g, = € a sua inversa, ja que

sen(—61) cos(—0)

senf; cosbq sen(—61) cos(—01)

[ cosfy —senb; ] ' [ cos(—01) —sen(—6) ]

senf; cosf; — cos Oy senb; sen?6; + cos? 6;

1 0
01|
A inversa de uma homotetia também ¢ uma homotetia. Pois
10 1110 10
K1 - . — = .
01 @1 [ 0 1 0 1

Por fim dado uma homotetia-rotagdo D,, o Ry, a sua inversa serd D 1 o R_g,. De fato
“1

[ cos? 67 + sen26; cos 01 senf; — sen b cos O; ]

(szloR(-)l)o(DLOR—Gl) (D(XloDL)O(ReloR—el)
aq aq
I-1

I.



42

A CONSTRUGAO DOS NUMEROS COMPLEXOS

2.4 FECHAMENTO PARA OPERAGAO DE ADICAO MATRICIAL

Agora vamos apresentar um interessante fato que o conjunto das matrizes homotetia-

rotacdo é fechado para a operacdo de adi¢do matricial.

L cosf —senf wcosf —asenf
Primeiro temos a = e podemos chamar
senf cos6 asenf wcosf
a —b

ncosf =aeasend = b dessa forma temos Dy Ry = )
a

Agora vamos provar que dados quaisquer a,b € R existem « > 0 e 6 € R tais que

xcosf=aewnsend =b.

Demonstragdo. Sejam a,b € R.
Sea=0entdoacos =a,comd =7 ea =b.
Seb=0entdoaxsenfd =b,comf =0ea =a.

Se a e b ndo sdo nulos entdo podemos representar em RR.

y

Figura 13: acosf =ae asenf =b.

— /72 2 — a — b _b

= + = = . =
De tal forma que « a b , COS 0 o] e senf o) Dessa forma, tg9 rE
entao f = arctan b O]

a.

1 Onde se a e b positivos 6 no 1° quadrante , se a e b negativos no 3° quadrante , se a negativo e b positivo

no 2° quadrante e se a positivo e b negativo no 4° quadrante.
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Com isso vemos que os elementos do conjunto das matrizes homotetia-rotacao po-

dem ser representados por matrizes da forma

a —b
b a

m —b a —by ap+ay —(b1+b2)
Podemos ver que + = , logo o con-
b1 ai bz an b1 + bz a1 +day

junto é fechado para a soma.

Mesmo mostrando facilmente que o conjunto das matrizes homotetia-rotacdo nesse
formato é fechado para a soma matricial, ndo identificamos claramente qual é o angulo
de rotacdo e o fator de homotetia do resultado.

Ou seja, gostariamos de determinar aq, 6; tais que a1 cosf = a1 +a e a1 senby =

b1+b2
ay+ap ”°

by + by. Dessa forma, a; = \/(b1 + bp)? + (a1 +a2)?, 61 = arctan

2.5 ESTRUTURA DE CORPO

Sabendo que IL (conjunto das matrizes homotetia-rotacdo) é fechado pela soma e

multiplicagcdo matricial, vamos mostrar que (IL, +, -) € um corpo.
As propriedades associativa da soma e multiplicacdo seguem do ja visto para as

matrizes em geral.

. 00| . . . N ~
A matriz nula 0 0 ndo aparece naturalmente no conjunto IL das dilataces/contracoes

. . 0 ~
rotacoes e a identidade I = 01 ocorre quando o fator « = 1 e 6 = 0, mas sdo

fundamentais para estrutura algébrica de corpo, ja que eles representam os elementos

neutros da adicao e multiplicacdo, respectivamente .

A maior novidade ja comentamos anteriormente, a saber, a comutatividade. Por-

tanto, IL. € um corpo.

Ja que R € o corpo dos ntimeros reais e I é o corpo formado pelo conjunto das ma-
trizes homotetia-rotacdo a qual pretendemos chamar de corpo dos complexos, entéo

vem a seguinte pergunta: faz sentido dizer que R é um subconjunto de IL.?

A resposta direta é nao, ja que IL é composto de matrizes e R sdo numeros reais.

Porém, existe um subconjunto de IL. que é um subcorpo isomorfo a IR.
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0

a
subcorpo de IL que é isomorfo a IR. Portanto, em um sentido mais amplo podemos

. . a
De fato, tomando b = 0 temos que o conjunto das matrizes [ ] forma um

considerar R C IL.

Até este ponto observamos que Q, R e IL. possuem estrutura de corpo. Conforme foi
apresentado anteriormente Q C RR. Discutiremos a relagdo entre R e I, vale pontuar
que literalmente a inclusdo R C IL néo faz sentido. Contudo podemos contornar essa
dificuldade usando os conceitos de subcorpo e isomorfismo de corpo. Mais precisa-

mente mostraremos que existe um subcorpo R C IL. que € isomorfo a R.

— a 0 —
Considere o conjunto R = { [ 0 ] Jo € ]R} C L. Vamos mostrar que R é um
«

subcorpo de LL:
L x 0 . B 0 _ x+p 0 cR
|0 a 0 B 0 a+p

N [« 0_‘[[5 olzlaﬁ 0 ]e]R.
0 a 0 B 0 «ap

Portanto R é um subcorpo de L.
Resta mostrar que R e R sdo isomorfos. Para isso consideremos a aplicacio f : R —

R de modo que f(a) = [ “
0 «

] . Para isso precisamos que:

1. f seja uma bijecdo.

2. f preserve a soma e a multiplicacdo.

Demonstragdo. 1. Para mostrar que f € bijetora observe que f € injetora pois f(x1) =

a; O ay 0
fa2) = ! = 2 = a1 = ap. Além disso, f € sobrejetora por
0 5] 0 [1%)
definicéo.
2. Sejam « e $ dois numeros reais quaisquer, entdo:

|l a+p 0 |« 0 p 0|
f(ﬂé+ﬁ)—lo tx+/3]_[0 “]+[O 5]—f(rx)+f(/3).

Da mesma forma temos:

a0 a0 . g 0 _ .
f(w-ﬁ)—lo aﬁ]_lo “] [0 [3] f(@) - f(B).
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L]

. . . . . x 0
Devido ao isomorfismo de f identificamos « € R com levando a resultados
o

0

. 24 . .
correspondentes aos obtidos com « € R para . Assim o corpo R dos niumeros
0 «

reais pode ser visto como subconjunto de L.

Para nos darmos o direito de chamar I. de corpo dos complexos temos que examinar
a equaciio x>+ I = 0 em L, aqui O representa a matriz nula. Geometricamente, ja que

IL é o conjunto de matrizes rotacdo-homotetia, sabemos que a rotacéo de 7 é

cos T —senZ 0 -1
Rr = =
: sen% cos % 10
tem a propriedade de
Rx-Rx=(Rx)?=—1I
2 2 2

Logo Rz ¢ uma solucéo para x*>+1 =0em L. Portanto a matriz de rotacio de 7r/2

faz o papel de uma raiz quadrada de —I. A outra solucéo é —Rz.

2.6 POTENCIACAO DE NUMEROS COMPLEXOS

Vamos apresentar a potenciacdo de numeros complexos no conjunto I na forma

matricial.

Seja um nimero complexo z € IL, entdo z" = z.z...z (n fatores) com n > 0.

n
a —b . a —b
Escrevemos z = , entdo z" =
a b a

Por conta da simplicidade com que se obtem a composta de rotagdes e homotetia en-

. . L cosf —senf
tre si € conveniente executar a potenciacao de elementos de IL. na forma a

senf cos6
Para n = 2 temos

2
’ , | cost —sen® 5| cos260 —sen20
Z© =« =
senf cosf sen20 cos?26

Podemos generalizar

2 Ver forma mais usual utilizada nos livros didaticos em [|5].
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sennf cosnb

n
n_ | 08 6 —senf
senf cos6

o [ cosnf —sennb ]

6
-1 -1
Exemplo 2.1. Calcular [ . . ]

-1 -1
Vimos que & = Va2 +b2 entdo , & = V2 e DRy = a° !
V2

senf = 55, 0 = %”, logo

3 3 9 9
262(\/5)6 [ cos6 —sen6 ] =8lc052” —senf]

3 3 9 9
sen6T cos6T sen % oS 5

68 cosy —seny _g 0 -1
sens cos % 1 0

-5
1 —4/3
Exemplo 2.2. Calcular V3
V3 1
1 31"
Vimos que &« = Va2+b2entdo,xn =2ez > = a > [ /3 1_ ] ,cos0 = 1 e
senf = ?, 0 = 7, logo
;-5 _ 95 cos—57  —sen —57% _ 55 cos’Tg”r —sen%
sen —5% cos —5% sen_TS” cos_TS7T

T yis

_ COS — sen ¢ _

Z6=25[ 67-[ 7.[6]:25[
Seng COSg

2.7 RADICIACAO DE NUMEROS COMPLEXOS

Agora apresentaremos a radiciacdo de nimeros complexos no conjunto IL na forma

matricial Bl

3 Ver forma mais usual utilizada nos livros diddticos em [5]].
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. , ~ 1
Seja um numero complexo z € IL, entdo z; = z2, dessa forma z% =2z,k=0,1. Dessa
forma,

, | cosf —senf’

cos 6

—sen6
sen® cos@’

senf cos6

Assim, p? = a, ou seja, p = /& (positivo). Ainda cos26’ = cosf e sen26’
concluimos que 26’ = 6 + 2k, ou seja, 0’ = § +km com k=0, 1.

= senf,

6

0

COS 5 — Sen s

— 2 2
sen 5 COS 5

0 0

COS 5 — Ssen 5

2 2
Z1 = —\/& 0 0
sen 5 COs 5

. 1
Podemos fazer de modo analogo z; = z3, dessa forma zi =z,k=0,1,2.

5| cosf —senf’

cosf —senf
=q

senf cosf

senfd cos@’

que 36" = 0 + 2k, ou seja, 0’ = & + 2T

Assim, p® = &, ou seja, p = v/a. Ainda cos360’ = cos6 e sen30’ = send, concluimos
=3+5comk=0,1,2.

0 )
cosz —sensg
z=va| B3 TN

sens COS 3
, cos 9+327r — sen 9+327T
21 =V 9+2 942
3 3 i
, cos 0+§17r — sen 9+§l71’
2=V 9+4 9+4
sen &2 cos T
3 3 i
De modo geral,
) oS 0+’21k7r — sen 0+2krt
z = vV

n

sen 9+ik71 cos €+3Zk7r

,k=0,1,2...,n—1.

47
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Exemplo 2.3. Calcular as raizes quartas de 1.

Teremos z; = 1, entdo « = 1 e § = 0. Dessa forma

. cos 0+ik71 — sen O+ik7r
ze =1 ook - ,k=0,1,2,3.
sen =t cos T
4 cos0 —sen0 1 0
sen0 cos0 01
4 cos % - sen% 0 -1
Z1 = \/1 042 042 = .
sen = cos —t 10
. cos % - sen% -1 0
2=V1 0+4 0+4 -
sen =% cos 7% 0 -1
4 cos 0+46” - sen% 0 1
z3=V1 0+6 0+6 =
sen = cos % -1 0

—4 0
Exemplo 2.4. Calcule as raizes quadradas de [ 0 A ] .

Comowa =vVa2+b? entioan=4e 0 =rr.

Dessa forma,

cos 7T+§k7'[ —sen 7r+§k71
zc=V4 2%k 2%k :
sen 7'(+2 7T Ccos 7'(+2 7T
Assim,
cosy —sen’ 0 -1
Zo =2 . - = ,
sen, COS 7y 1 0
cos 37” sen 37” 0 1
Z1 = 2 3 3 =
—sen=®X cos3ZL -1 0
2 2
, s -1
Exemplo 2.5. Calcular as raizes ctibicas de .
1 1

Como a = Va2 +b2, entdon =2 e = I
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Dessa forma,

Assim,

V6+v/2 V6+v/2
1 Z
V62  V6rV2
1 Z

Cos (3—) —sen (3—”) . =2 =2
2 =2 4 4 _h| 2 2
1 sen (3 cos (%) 2

2.8 UM NOVO OLHAR DE RESOLUGAO DE UMA EQUAGAO POLINOMIAL

Vamos aplicar este ponto de vista matricial, o corpo IL, na resolucdo de equacdes

polinomiais.

Denomina-se equag¢do polinomial EFI ou algébrica de grau n na variavel x € L, toda
equacio que pode ser escrita na forma a,x" +a,_1x" ' +---+a;x+ag =0, onde q; € IL,
ap ?/ 0.

Exemplo 2.6. 1. x+2 =0 ¢ uma equacao algébrica de grau 1.

2. x> +5x +4 =0 é uma equacio algébrica de grau 2.

3. x> — 15x — 4 = 0 é uma equacio algébrica de grau 3.

O conjunto solucao da equacao é formado pelos elementos x € IL que verificam a
equacdo. Para as equacOes em que o grau ¢ um ou dois, o método de resolucédo é

simples. Nos casos em que o grau dos polindmios € 3 ou 4, existem expressdoes um

pouco menos conhecidas para as solucdes.

4 Ver Gelson Iezzi Vol. 6 [5].
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2.8.1 Teorema Fundamental da dlgebra

Sabemos que:
e ax+b=0coma #0 éuma equacdo de grau 1 cuja raiz é _72’
Logo o conjunto solucio dessa equacdo é S = {‘7”}

e ax?+bx+c=0coma #0 éuma equacio de grau 2 cujas raizes sdo: x = %Q\/Z

ex' = ’bz’a‘/g, com A = b? — 4ac.

Logo, o conjunto solucdo dessa equacéo é S = {#{;ﬂ, %}

Nas equacoes de 3° grau ou maior que 3, sdo resolvidas através de métodos, base-

ados no teorema fundamental da algebra, demonstrado por Gauss, em 1799 descrito
abaixo:

Toda equagdo polinomial P(x) = 0, de grau n (n > 0), tem pelo menos uma raiz real ou

complexa.

2.8.2 Resolugdo de equagdo polinomial de grau 1 em IL

Agora faremos a resolucdo da equacdo x +2 =0em L.
10 20
X+ =0
01 0 2
10 20
X =—
01 0 2
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2.8.3 Resolugdo de equagdo polinomial de grau 2 em 1L

Agora faremos a resolucfio da equaciio x> —5x+4 =0em L.

AR R
BRI E

2

-5 0 10][4 0
A= —4

0 —5] [0 1”0 4]

25 0 40
A= —4
[0 25] [o 4]

R 160 [90

0 25 0 16 09

1
9 0 |° 3 0
\/E: =
0 9 0 3
a=3,0=0

Entéo,
cos0 sen0 1 0
z = 3. =3.
sen0 cos0 01

1 50
X==-
2 05
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1 0
Xp = .
01

o T1o0 4 0]
LOgO as raizes sao e .
0 1 0 4 |

2.8.4 Resolugdo de equagdo polinomial de grau 3 em 1L

Vamos aplicar esse conceito matricial em uma equagdo ctbica que tanto intrigou
os matemadticos x> — 15x — 4 = 0 (por inspecio direta nio é dificil perceber que 4
¢ uma raiz) onde as féormulas publicadas por Tartaglia e Cardan(f] forneciam x =

\3/ 2+ -121+ \3/ 2 — v/ —121 uma expressdo absurda no campo numeracao dos reais.

Dando prosseguimento a equacao
X = \3/(2+ VvV—1)3+ \3/(2— Vv—1)3
x=2+vV-1+2-+v-1

Escrevendo a solucdo da forma matricial teremos

RS A R R

Que nada mais é do que o nuimero 4.

5 Heuristica da férmula de Tartdglia-Cardano. Ver [[9] cap. 9 pags. 380 a 382.
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Neste capitulo iremos apresentar outras formas, mais usuais, de representar o corpo
dos numeros complexos para fazermos uma comparagdo com a construgdo. Logo apds

mostraremos isomorfismos com L, o conjunto das matrizes rotacdo homotetia.

3.1 CORPO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Seja R o conjunto dos numeros reais. Vamos considerar o produto cartesiano R x
R = R?:
R?*={(x,y)/x € R,y € R}

isto é, R? é o conjunto dos pares ordenados (¥, y) em que x e y sdo ntiimeros reais.

Tomamos dois elementos, (a,b) e (c, d), de R? para dar trés definicdes importantes:

1. Igualdade: Dois pares ordenados sdo iguais se, e somente se, apresentarem pri-

meiros termos iguais e segundo termos iguais.

(a,b)=(c,d) <= a=cb=d.

2. Adicdo: chama-se soma de dois pares ordenados a um novo par ordenado cujos
primeiro e segundo termo sdo, respectivamente, a soma dos primeiros e a soma

dos segundos termos dos pares dados.

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d).

3. Multiplicagdo: chama-se produto de dois pares ordenados a um novo par orde-

nado cujo primeiro termo € a diferenca entre o produto dos primeiros termos e
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o produto dos segundos termos dos pares dados e cujo segundo termo € a soma

dos produtos do primeiro termo de cada par dado pelo segundo termo do outro.
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Definicdo 3.1. Chamamos conjunto dos niimeros complexos, e representamos por
C, o conjunto dos pares ordenados de nimeros reais para os quais estdo definidos a

igualdade, a adicdo e a multiplicacdo conforme vimos anteriormente.

C={(a,b)/aeR,beR}.

A partir de agora representaremos cada elemento (a, b) € C com o simbolo z, assim
z = (a,b).

3.1.1 Operagdo de adi¢do

O conjunto dos nimeros complexos em relacdo a operacdo adi¢do define em C uma

estrutura de grupo comutativo ou abeliano, isto é, verifica as seguintes propriedades:

A1l Associativa:

[(a,b) +(c,d)] + (e, ) = (a,b) + [(c,d) + (e, )]

Demonstragdo. Primeiro Membro: [(a,b) + (c,d)] + (e, f) = [a+c,b+d]+ (e, f) =
(@a+c+eb+d+f).

Segundo Membro: (a,b) +[(c,d)+ (e, f)] = (a,b)+(c+e,d+ f) =(a+c+e b+d+
1) O

A2 Elemento Neutro:

O par ordenado (0,0) é o elemento neutro dos complexos.

Demonstragdo.
(a,b)+(0,0)=(+0,b+0) =(a,b)

A3 Elemento inverso aditivo:

Dado um numero complexo (a, b) existe o nimero complexo (x, y) tal que:

(a,b)+(x,y) =(0,0).



3.1 CORPO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Demonstragdo. (a+x,b+y)=(0,0) <= a+x=0,b+y=0<=x=—a,y=—>b

Portanto (x,y) = (—a, —b). O]

A4 Comutativa: a ordem das parcelas néo altera a soma.

(a,b)+(c,d) =(c,d)+(a,b).

Demonstragcdo. Primeiro Membro: (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d)

Segundo Membro: (c,d) + (a,b) = (a+c,b +4d). O

3.1.2 Operagdo de multiplicacdo

O conjunto dos numeros complexos em relacdo a operagdo de multiplicacdo define

em C uma estrutura de grupo comutativo, isto €, verifica as seguintes propriedades:

M1

M2

M3

Associativa:

[(a, b) : (C/ d)] : (E,f) = (El, b) : [(C, d) : (E,f)]

Demonstragdo. Primeiro Membro: [(a,b) - (c,d)]- (e, f) = (ac — bd, ad +bc) - (e, f) =
((ac — bd) - e — (ad + be) - f,(ac — bd) - f + (ad + bc) - e) = [(ace — bde — adf —
bef), (acf — bdf + ade + bce)].

Segundo Membro: (a,b) - [(c,d) - (e, f)] = (a,b) - [ce —df,cf +de] = [a-(ce —df) —
b-(cf+de),a-(cf+de)+b-(ce—df)] = [(ace — bde — adf — bef), (acf —bdf +ade+
bee)]. O

Elemento Neutro:
Dado um numero complexo (a,b), existe um numero complexo (x,y) tal que

(a’ b) ’ (x’y) = (El, b)

Demonstragdo. Se (a,b) - (x,y) = (a,b) teremos que (ax — by, ay + bx) = (a,b).
Entdo ax — by = a e ay+bx = b, dessa forma x = 1 e y = 0. Portanto (x,y) =
(1,0). O

Elemento inverso multiplicativo:

Dado um ndmero complexo (g, b) # (0, 0) existe o nimero complexo (x, y) tal que
(a,b)-(x,y)=(1,0).
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Demonstragdo. Se (a,b) - (x,y) = (1,0) teremos que (ax — by,ay + bx) = (1,0).
Entdo ax —by = 1 e ay + bx = 0, dessa forma x = ;15 ey = ﬁ Portanto
(v 9) = (g i) s

M4 Comutativa: a ordem dos fatores néo altera o produto.

(ll, b) : (C/ d) = (Cr d) : (ar b)
Demonstragdo. Primeiro Membro: (a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Segundo Membro: (c,d) - (a,b) = (ca — db, cb + da). O

3.1.3 Distributiva

D - Em C, a operacdo de multiplicacdo é distributiva em relacdo a adicdo:

(El, b) : [(Cr d) + (e/f)] = (Cl, b) ' (C, d) + (El, b) ' (e/f)'
Demonstragdo. Primeiro Membro:(a,b) - [(c,d) + (e, f)] = (a,b) - (c+e,d+ f) =
[a(c+e) —b(d+ f),a(d+ f)+b(c+e)] = (ac+ae —bd —bf,ad +af + bc + be).
Segundo Membro: (a,b) - (c,d)+ (a,b) - (e, f) = (ac — bd,ad + bc) + (ae — bf,af +
be) = (ac+ae —bd — bf,ad +af + bc + be). O

O conjunto dos nimeros complexos em relacdo as operacoes de adi¢do e multi-

plicacdo, possuem estrutura de corpo. Portanto, C é o corpo dos nimeros com-

plexos.

3.2 FORMA ALGEBRICA

3.2.1 Inclusdo de R em C

Como R é conjunto de niimeros reais e C o conjunto de pares vamos considerar o

subconjunto R’ de C formado pelos pares ordenados cujo segundo termo é zero:

R’ = {(a,b) € C/b=0}.

Pertencem, por exemplo, a R’ os pares (0,0), (1,0), (a,0), (b,0), (a+b,0), (a-b,0),

etc.
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Consideremos agora a aplicacéo f, de R em R/, que leva cada x € R ao par (x,0) €
R’.

FIR = IR
Xl (x.0)

> @ (a0)

@ (a+b,0)

-~ @ (ab0)

Figura 14: Aplicacéo f.

Primeiro, notemos que f € sobrejetora pois:

1. Todo par (x,0) € R’ é o correspondente, segundo f, de x € R (isto quer dizer
que f é sobrejetora);

2. dados x € Rex’ € R, com x # x’, seus correspondentes (x,0) € R' e (x/,0) € R’
sdo distintos, de acordo com a definicdo de igualdade de pares ordenados (isto

quer dizer que f € injetora).
Segundo, notemos que f conserva as operagoes de adi¢cdo e multiplicacdo pois:

1. asomaa+b,coma € Reb € R, estd associado o par (a +b,0) que é a soma
dos pares (a,0) e (b,0), correspondentes de a e b, respectivamente: f(a +b) =

(a+b,0)=(a,0)+(b,0) = f(a)+ f(b).

2. aoprodutoabcoma € Reb € R, estd associado o par (ab, 0) que é o produto dos
pares (a,0) e (b,0), correspondentes de a e b, respectivamente: f(ab) = (ab,0) =
(ab — 0,0a + b0) = (a,0) - (b,0) = f(a) - f(b).Logo, R’ é subcorpo de C.

Como existe uma aplicacéo bijetora f : R — IR’ que conserva as operacdes de adi¢do

e multiplicacdo, dizemos que R e R’ sio isomorfos.

Devido ao isomorfismo, operar com (x,0) leva a resultados andlogos aos obtidos
operando com x; isto justifica a igualdade x = (x,0) para todo x € R que usaremos

daqui por diante.
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Em particular temos que 0 = (0,0),1=(1,0) e R =R’.

Assim, o corpo R dos numeros reais passa a ser considerado um subcocorpo do

corpo C dos numeros complexos (R C C).

3.2.2 Unidade Imagindria

Chamamos de unidade imagindria e indicamos por i o numero complexo (0, 1).

Notemos que i> =i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0) = —1, isto &,
a propriedade bésica da unidade imaginéria é i = —1.

Dado um numero complexo qualquer (a, b) temos:

z=(a,b) = (a,0)+(0,b) = (a,0) +(b,0) - (0, 1) = a + bi[l]

Assim, todo niimero complexo z = (a,b) pode ser escrito na forma z = a + bi, cha-
mado forma algébrica. O numero real a é chamado parte real de z e o numero real b é

chamado parte imaginaria de z (escreveremos a = Re(z) e b = Im(z)).

Chama-se real todo nimero complexo cuja parte imaginaria é nula. Chama-se ima-
gindrio puro todo nimero complexo cuja parte real é nula e a imaginaria ndo. Dessa

forma,z=a+0i=a,érealez=0+bi (b #0), é imaginario puro.

Vamos verificar como ficam as definicoes de igualdade, adicdo e multiplicacdo de

complexos usando a forma algébrica:

Igualdade: a+bi = c+di <= a =ceb =d, isto é, dois numeros complexos sdo
iguais se, e somente se, tém partes reais iguais e partes imaginarias iguais.
Adicao: (a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+4d)i, isto é, a soma de dois nimeros
complexos é um complexo cuja parte real é a soma das partes reais das parcelas
e cuja parte imaginaria é a soma das partes imagindrias das parcelas.
Multiplicacao: (a + bi) - (c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i, o produto de dois niimeros
complexos é o resultado do desenvolvimento de (a + bi) - (c + di), aplicando a
propriedade distributiva e levando em conta que i> = —1E]

Exemplo 3.2. Dados z;1 =1+1i,2zp=1—iez3=3+2i calcule z; + zp + z3 € 21 - 2 - z3.

Z1+224+423=(1+1+3)+(1 —1+2)i =5+2i.

1 (0,b)=(b,0)-(0,1)=®-0—-0-1,b-1+0-0) = (0, b).
2 (a+bi) - (c+di) = a(c +di) + bi(c + di) = ac + adi + bc + bdi? = (ac — bd) + (ad + be)i.
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z1-2p-23=(14+1)- (1 —1i)-(3+2i) =2 (3+2i) =6+4i.(associativa)
3.2.3 Ntimeros complexos conjugados
Definicdo 3.3. Chama-se conjugado de um ntimero complexo z = a + bi, indica-se
Z =a — bi.
Exemplo 3.4. 1. z=2+3ientdoz=2—3i.

2. z=4—5ientdoz = 4 + 5i.

3. z=—-2-—3ientdoz = —2 + 3i.

3.2.4 Poténcias de i

Observe que:

=1 t=i.i=1
it=1i P=i*ti=i
i2=—1 =i-i=-1
3 _ 2 7 _ 6

De forma geral para todo n € IN, temos

=M == YT =1 =

Portanto, i" = i", onde r = n(mod4)

3.2.5 Divisdo

Baseado no produto z -z = (a+bi)-(a — bi) = a®>+b*>. Dados z; = a+bi #0e
Zr = ¢ + di, temos:

Q_c+di_(c+di)(a—bi)_ ac+bd+ad—bci
z1 a+bi (a+bi)a—bi) \a?2+b> a2+b2 )’

Isto é, para expressar z; na forma x +iy , x,y € R, basta multiplicar o numerador e

denominador pelo conjugado do denominador.
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Exemplo 3.5.
(7-2) _(7-2)(2-3) 14-21i—4i—6 _8-25 8 25
(2+3i) (+3)2—-3i) 4+9 - 13 13 8”7

3.3 FORMA TRIGONOMETRICA
3.3.1 Norma de um nuimero complexo

Definicdo 3.6. Chama-se norma de um nimero complexo z = a + bi e indica-se por

N(z) o nimero real N(z) = a> + > =z - Z.

Dois nimeros complexos conjugados tem a mesma normaE]

3.3.2 Moddulo de um nuimero complexo

Definicdo 3.7. Chama-se mdédulo do nimero complexo z = a + bi e indica-se por p a

raiz quadrada de sua norma.
z=a+bi — p=Va2+b% € R,.
Exemplo 3.8. 1. z=3+4i — N(z)=32+42=25 — p=+/25=5.

2. z:ﬁ+i—>N(z):3—>p:\@.

3.3.3 Argumento de um niimero complexo

Definicdo 3.9. Chama-se argumento de um ntimero complexo z = a + bi, ndo-nulo, ao

angulo 6 tal que cosf = % e senf = %.

Notemos que:
1. a condigdo z # 0 garante p # 0.

2. Existe ao menos um angulo 6 satisfazendo a definicdo pois:
2 2 2.2 2. 12
cos? 0 + sen’f = <a> + <b> -2 +2b = u2+b2 =1.
P P P a’+b

3 Observe que se z = a + bi teremos que Z = a — bi e N(z) = N(Z) = a? + b2.
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3. fixado o complexo z # 0, estdo fixados cos 6 e senf mas o angulo 6 pode assumir
infinitos valores, congruentes dois a dois (congruéncia médulo 27t). Assim, o
complexo z # 0 tem argumento 6 = 0y + 2k7t, k € Z, onde 6y, chamado argu-
mento principal de z, é tal que cosfy = %,

mente trabalhamos com 6, chamando simplesmente argumento de z.

senfy = % e 0 < 09 < 27. Frequente-

Exemplo 3.10. 1. z=3+i — p=2,cos0 = ?, senf = % — 0= %+2k7'£,k €
Z.

2. z=-2i — p=2,cos0 =0, senf = -1 —>9:37”+2k7't,k€Z.

3.3.4 Representagdo Geométrica - Plano de Gauss

As nocoes de médulo e argumento tornam-se mais concretas quando representamos
os numeros complexos z = a + bi = (a, ) pelos pontos do plano cartesiano xOy, com
com a convenc¢do de marcarmos sobre os eixos Ox e Oy, respectivamente, a parte real

e a parte imagindria de z.

Assim, a cada nimero complexo z = (a,b) corresponde um tnico ponto P do plano

xOy.

Figura 15: Representacdo de um complexo no Plano.

A distancia entre P e O é o mdédulo de z, OP = p = Va? + b? e o 4ngulo formado por
OP com o eixo real é o 0 tal que cosfy = % e senfy = % portanto 6y é o argumento

principal de z.
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3.3.5 Forma trigonométrica (ou polar) de um nitimero complexo

Dado um numero complexo z = a+bi = p (% + i%) portanto z = p(cos 6 + i sen@)

chamado forma trigonométrica de z.

Exemplo 3.11. 1. z=V3+i — p=2,cos0 = @, sen 6

7T ; 7T
2(cos 7 +isen ).

2.z:—1—i—>pzﬁ,cos€z%@,sen9:%ﬁ—>9:%”—>z:

V/2(cos %’T +isen %”).

3.3.6 Multiplicagdo de niimeros complexos na forma trigonomeétrica

Dados z; = pi(cos 01 +isenb) e zp = pa(cos b +isents), z = z1 - zp serd

z=p(cosB+isenf) = pi(cosB; +isend;) - pa(cosb +isenby)
= p1p2(cos By +isenb)(cos b, +isenb)
= p1p2(cos By cos b, +isenb; cosbp + senb; cos by + i% sen 61 sen 6,)
= p1p2[(cos By cos B, — senf; senby) +i( senBy cos B; + senfy cos br)]

= p1p2[cos(0; +02) +isen (0 + 6,)].

Dessa forma p = p; - p2 € 0 = 01 + 0, + 2k, k € Z.

Z1 - 2o sera

Exemplo 3.12. Tome z; = 2(cos § +isen%) e zp = 3(cos 5 +isen %), z

z = 6[cos(g + 3) +isen (7 + )] = 6(cos 5 +isen 7).

3.3.7 Potenciagdo de niimeros complexos

Dado z; = p1(cos6; +isen6;) podemos calcular z = zZ pela forma z = p2[cos(6; +
01) +isen(6; +61)] = p%[cos(ZOl) +isen(260;)]. De modo analogo, podemos calcular

z = 25 = p3[cos(36;) + i sen (361)].

Teremos entdo a 1 Férmula de DE MOIVRE.

z =z = p{[cos(nb;) +isen (n6y)].
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Se z = p(cos 0 + i senf)) teremos que p = p} e 0 = nt +2km, k € Zﬂ

Exemplo 3.13. Calcular (—1 +)°.
Observe que p = v/2,cos = Y2 e senf = 2, dessa forma 6 = 3.

Por DE MOIVRE: z° = (v/2)%(cos 63 +isen63F), teremos assim z® = 8(cos %t +

isen %T”), ou seja, z° = 8(cos Z T +isen®) = 8(0+1i) = 8i.

Portanto (—1 +1)® = 8i

3.3.8 Radiciag¢do de niimeros complexos

Vz=zp =z} =z

Sejam z = p(cosf +isent) e z; = r(cosw +isenw), se queremos z = z; entéo
p(cos B +isenf) = r'*(cosnw +isennw). Dessa forma " = p, ou seja, r = {/p (r € Ry)

e nw = 0 + 2k, ou seja, w = @, onde k € Z.

Teremos entdo a 2% Formula de DE MOIVRE.

2 2
zk:\’yﬁ(cosmft+ise 0+nkpl)k 0,1,2,. n—l

Exemplo 3.14. Calcular as raizes quartas de 1.

Teremos z = 1, entdo p = 1 e § = 0. Pela férmula teremos z;, = %(COS% +

isen %27) com k =0, 1,2, 3.
Sek=0,zy=1(cos0+isen0) =
Sek=1,z =1(cos 5 +isen7) =1i.
Sek=2,2zp =1(cost+isenrm) = —

Se k=3,z3=1(cos 3F +isen>f) = —i

4 Para mais detalhes ver Livro [5] Gelson Iezzi.
5 Para a demonstracdo da férmula de DE MOIVRE com mais detalhes ver livro Gelson Iezzi Fundamentos

de matematica elementar vol. 6.
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Figura 16: Raizes de z = 1.

Ver interpretacdo geométrica sobre radiciacdo com detalhes em [5] (livro Gelson

lezzi).

3.3.9 Isomorfismo entre IL e C

Agora mostraremos que existe um isomorfismo entre I o conjunto das matrizes
rotacdo dilatagdo/contracdo com conjunto dos niimeros complexos expressa na forma

por exemplo algébrica .
A verificagdo que IL é isomorfo a C é realizada mediante a correspondéncia de um

. s , . fa b
numero complexo arbitradrio a + bi com a matriz , onde mostraremos que tal

—b a
correspondéncia cumpre a definicdo de isomorfismo de corpos. Observaremos que a
. . S \ . 0 1 . .
unidade imagindria i corresponde a matriz , 0 que permite-nos visualizar
-1 0

um numero complexo genérico utilizando matrizes .

Vimos anteriormente a definicdo do conjunto dos nimeros complexos na forma al-
gébrica C = {a+bi/a, b € R}
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—b
Vamos considerar a aplicacdo f : C — IL definida por f(a + bi) = (Z ) .
a

Para numeros complexos arbitrarios a + bi e ¢ + di , temos :

f[(a+bz’)+(c+dz’)]=f[(a+c)+(b+d)i]=(a+c —(b+d)>=<a —b>+<c _d>=

b+d a+c b a

= f(a+bi)+ f(c+di)

Da mesma forma para quaisquer a + bi e ¢ +di de C , temos f [(a + bi).(c +di)] =
f [(a.c + adi) + (bci + bdi?)] =

s (53 £ 26 )
ad+bc ac—D. a c
f(a+bi).f(c+di)

O que mostra que f preserva a soma e a multiplicacdo . Prova da bijecdo: Que f é

uma aplicacdo sobrejetora , segue direto da definicdo. Para verificar que f ¢ injetora,

—b —d
temos que f(a + bi) = f(c+di) = (Z >=<C >:>a=c,b=d:>a+bi:

a d ¢
c+di.

Uma vez provado que LL € isomorfo a C, esta provado que as matrizes em I comportam-

, . . a —b
S€ COmo numeros complexos . Nota-se que para uma matriz generlca <b ) =

a
a 0 0 —b 10 0 -1 . .
<0 a>+<b O):a(() 1>+b<1 O)zf(a+01)+f(0+bz)

. ) 10 0 -1 )
Essa expressdo sugere que as matrizes 0 1 e - fazem o papel de uni-

2
0 —1 0 —1 0 -1 -1 0
dade real e imagindria de C: de fato = . = =
1 0 1 0 1 0 0 -1

10 0 -1 )
— <O 1) = —Id, mostrando que <1 0 > assume um papel andlogo em IL ao do

numero i em C.






CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos uma outra constru¢ao dos nimeros complexos através
conjunto I de matrizes obtido das transformagdes geométricas do plano especifica-
mente da composicdo Homotetia rotacdo. Mostramos que esse conjunto tem uma
estrutura de corpo pois, é fechado para as operacoes soma e composicdo das transfor-
macoes lineares e sobre a discussdo da inclusdo de R em IL utilizamos os conceitos
de subcorpo e isomorfismo e com isso podemos mostrar ao aluno que aquela unidade
imagindria i adquire um papel concreto dentro desse conjunto, possibilitando o inte-
ressante resultado de identificar as unidades real e imagindria. Desta maneira acredita-
mos que podemos contribuir para uma novo olhar e uma outra possibilidade de nossos
professores de abordar os niimeros complexos no ensino médio para nossos alunos. E
além disso, o professor pode retomar o contetido sobre transformacdes geométricas no
plano, trigonometria e dar um sentido melhor para o estudo matrizes e desta maneira
poderemos, também, contribuir para projetarmos um aluno com menos deficiéncia na

parte de exatas nas universidades .
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