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Resumo

A Matematica esta constantemente presente em nosso cotidiano, sendo ferramenta im-
portante para uma melhor compreensao do mundo e facilitadora dos processos de tomada
de decisao. Neste sentido, o trabalho com resolucao de problemas ao longo da forma-
cao escolar basica faz-se extremamente necessario. Inserida neste contexto, a modelagem
matematica é uma ferramenta que permite uma melhor leitura e um tratamento mais
adequado do problema. Essa dissertacao aborda, inicialmente, conceitos basicos relativos
ao Problema de Corte de Estoque e a sua modelagem matematica, com énfase na defini¢ao
dos padroes de corte. Posteriormente, é discutido o método branch-and-bound, utilizado
na resolucao de problemas de otimizacao linear inteira, como é o caso do problema de
corte. Por fim, sao propostas duas situacoes-problema, que consideram aplicacoes do
Problema de Corte, para serem trabalhados com alunos do Ensino Médio, considerando
0s conceitos matematicos assimilados previamente.

Palavras-Chave: Otimizagao; FEnsino; Modelagem Matemaética; Problema de corte

de estoque.



Abstract

Mathematics is constantly present in our daily lives, being an important tool for a bet-
ter understanding of the world and facilitating decision making processes. In this sense,
problem-solving work throughout basic school education is extremely necessary. In this
context, mathematical modeling is a tool that allows a better reading and a better treat-
ment of the problem. This dissertation initially addresses the basic concepts related to the
Cutting Stock Problem and the mathematical modeling for the one-dimensional case, with
emphasis on the definition of the cutting patterns. Subsequently, the Branch-and-bound
method, used in solving Integer Linear Programming Problems, such as the cutting pro-
blem, 1s discussed. Finally, problem situations are proposed, which consider applications
of the Cutting Stock Problem, to be worked with high school students, emphasizing the
previously assimilated mathematical concepts.

Keywords: Optimization; Teaching; Mathematical modeling; Cutting stock problem.
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Capitulo 1

Introducao

No ensino de matematica, visando dar significado e importancia aos contetidos abor-
dados, recorre-se, a titulo de ilustracao e motivacao, a situagoes cotidianas, nas quais
somos colocados na posicao de tomador de decisao. De fato, facilitar a tomada de deci-
soes, ao desenvolver habilidades e competéncias necessarias para compreender e resolver
problemas de diferentes tipos e de diferentes areas é um dos principais objetivos da ma-
tematica. Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018), sao objetivos
da matematica, ao longo da educacao basica, que os alunos desenvolvam as seguintes

competéncias:

Utilizar processos e ferramentas matemdticas, inclusive tecnologias digi-
tais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e

de outras dreas de conhecimento, validando estratégias e resultados.

Enfrentar situagdes-problema em maltiplos contextos, incluindo-se situ-
acoes imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto prdtico-
utilitdrio, expressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utilizando di-
ferentes registros e linguagens (grdficos, tabelas, esquemas, além de texto
escrito na lingua materna e outras linguagens para descrever algoritmos,

como fluzogramas, e dados).
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Utilizar estratégias, conceitos, defini¢cdes e procedimentos matemdticos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos con-
textos, analisando a plausibilidade dos resultados e o adequacdo das so-

lugoes propostas, de modo o construir argumentacdo consistente.

A Pesquisa Operacional é umas das grandes areas da ciéncia, que lida com situ-
acoes problemas, cujas técnicas e métodos podem ser aplicados para analisar sistemas
complexos, como processos de producao e de prestacao de servicos, e tomar decisoes.

Desde séculos antes de Cristo, governantes e lideres de exércitos recorriam a consul-
toria de filosofos e cientistas para auxilid-los na tomada de decisoes estratégicas. Durante
a Segunda Guerra Mundial, com o advento dos radares, os ingleses constituiram equipes
com profissionais de diferentes areas, com o intuito de analisar e dar solucao a proble-
mas estratégicos como distribuicao de recursos e pessoal, dimensionamento de comboios
de frota, manutencao e inspecao de avioes, escolha do aviao adequado a cada missao,
controle de artilharia antiaérea entre outros.

Com o fim da guerra, a Pesquisa Operacional ganhou ainda mais for¢a com o estabe-
lecimento de grupos de pesquisa, alguns ainda ligados as forcas armadas, e de sociedades
cientificas, tanto nos Estados Unidos quanto na Inglaterra. Outros fatores que contribui-
ram para o rapido crescimento da area foram o progresso alcancado pelos computadores
eletronicos e o desenvolvimento de técnicas especificas como o método simplex para o
tratamento de problemas de otimizacao linear. J& para a propagacao dos conhecimentos
desenvolvidos na &rea foi de grande importancia a Primeira Conferéncia Internacional de
Pesquisa Operacional realizada em Oxford, no ano de 1957.

Nas décadas de 50 e 60, a Pesquisa Operacional se fez presente em empresas do
setor publico e do setor privado, nas areas de producao, logistica ou de servigos, sendo
aplicada & uma grande diversidade de problemas. No campo académico, inicialmente, a
Pesquisa Operacional era estudada apenas a nivel de pés-graduacao, passando, na década
de 70, a ser oferecida também em cursos de graduagao como, por exemplo, administragao
de empresas e engenharias.

A Otimizacao Matemaética é um dos ramos da Pesquisa Operacional, que considera
a modelagem matematica de problemas reais e a sua solucao por meio de técnicas com-

putacionais. Para a construcao de um modelo matematico, geralmente, sao necessarias
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simplificacoes do problema real e sua validagao depende de a solugao ser coerente com o
contexto original. O modelo deve ser suficientemente detalhado para captar os elementos
essenciais do problema, mas suficientemente tratével por métodos de resolugao (ARENA-
LES et al., 2011). Exemplos de modelos de otimizagao matematica sao: otimizacao linear,

otimizacao linear inteira, otimizagao em redes e otimizagao nao linear.

Segundo Arenales et al. (2011), para construir um modelo matematico, é necesséario
definir as variaveis de decisao e as relacoes mateméticas (fungoes, equagoes e inequagoes)
que irao descrever o comportamento relevante do problema real. Estes aspectos podem
ser trabalhados em sala de aula, propondo-se uma situacao problema e permitindo que
os alunos, em grupos, discutam e apresentem uma modelagem matematica que atenda as
condicoes do problema. Em seguida, técnicas de solucao, que utilizem conceitos mate-
méticos previamente aprendidos pelos alunos, podem ser propostas para a resolucao do

modelo matematico.

Na literatura, varios trabalhos consideram o uso da Otimizagao Matematica na re-
solugdo de problemas com alunos do ensino bésico (ensino fundamental e médio). Lozano
(2010) considera a teoria de grafos para a determina¢ido da quantidade de cores neces-
saria para colorir um mapa. Sao apresentadas conclusoes a partir da realizacao de uma
oficina de coloragao de mapas com alunos de uma escola publica. Crocoli (2016) aborda a
Otimizacao Linear a partir da modelagem e resolucao pelo método gréafico de problemas
de vestibulares. Lopes (2017) aborda a teoria bésica da otimizacao linear e do método
simplex, e sua aplicacao na modelagem e resolucao de problemas matematicos voltados
para o ensino médio. E proposto um material, direcionado aos professores da educacio
bésica, contendo alguns problemas para serem trabalhados com em sala de aula ou em
atividades extracurriculares. Sao apresentadas a resolucao gréafica e a obtida pelo solver
do Excel. Couto (2019) apresenta diversas desigualdades conhecidas da matemaética, em
especial a desigualdade das médias aritmética e geométrica e sua aplicagao na resolucao de
problemas de otimizacao envolvendo maximos e minimos de funcoes quadraticas. Outros
trabalhos consideram a resolucao de problemas de otimizacgao linear, utilizando o método
grafico, o método algébrico e/ou desigualdades das médias, tais como Barreto (2017) e

Ferreira (2018).

Em especial, um Problema de Otimizacao Linear consiste na maximizacao ou mini-
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mizacao de uma funcao linear, denominada funcao objetivo, respeitando-se um conjunto
de equagbes e/ou inequagoes lineares, denominado restri¢ées do problema (BAZARAA,
JARVIS e SHERMALI et al., 1990; ARENALES et al., 2011; MARINS, 2011). A fun-
¢ao objetivo e as restrigoes sao expressoes envolvendo varias variaveis reais, denominadas
varidveis de decisdo. No caso da Otimizagao Linear Inteira, as variaveis de decisao do

modelo que representa o problema real s6 podem assumir valores inteiros.

Neste contexto, o presente trabalho aborda os conceitos de Otimizagao Linear In-
teira, dando énfase ao problema de corte de estoque. O Problema de Corte de Estoque
consiste no corte de objetos de maiores dimensoes em objetos de menores dimensoes
(itens) para o atendimento de uma demanda pré-estabelecida, com o objetivo de atender
um critério de otimizagao como, por exemplo, minimizar o nimero de objetos cortados
ou a perda de material durante o processo de corte. O problema de corte é encontrado
em muitos processos industriais, em que 0os objetos, em geral disponiveis em estoque, cor-
respondem a barras de aco, bobinas de papel, chapas metalicas ou de madeira, etc. e os
itens, com dimensoes especificadas, sao em geral encomendados em grandes quantidades

e, relativamente, de pouca variedade de tipos.

Apesar da sua relevante aplicacao pratica, o problema de corte de estoque caracteriza-
se como um problema de dificil solucao. Dessa forma, desde os trabalhos pioneiros de Gil-
more e Gomory (1961, 1963), que propuseram o método simplex com geracio de colunas,
outros trabalhos da literatura trazem importantes contribuigoes, tais como as abordagens
de modelagem e solugao propostas por Valério de Carvalho (1999, 2002), Poldi e Araujo
(2016) e Delorme et al. (2016). Além disso, podemos citar como aplicagdes relacionadas
ao problema de corte unidimensional e bidimensional, os seguintes trabalhos: Poltroniere
et al. (2008), Guidini (2008), Gramani e Franca (2006), Gramani et al. (2009, 2011),
Santos e Almada-Lobo (2012), Kallrath et al. (2014), Ledo et al. (2017), Poltroniere et
al. (2016).

O objetivo deste trabalho é abordar o problema de corte de estoque de forma ladica,
com exemplos de pequenas dimensoes, considerando os conceitos matematicos que surgem
na sua modelagem e resolucao, propondo, assim, um material de apoio para professores
de matemaética do ensino médio utilizarem na preparacao e desenvolvimento de atividades

aplicadas com seus alunos. Para tanto, esta dissertacao esta estruturada como descrito a
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seguir.

O Capitulo 2 considera a modelagem matematica do problema de corte de estoque,
proposta na literatura e suas variacoes. O conceito de padrao de corte é discutido e
exemplificado para o caso unidimensional e bidimensional. No Capitulo 3, o problema de
geracdo dos padrdes de corte é modelado como um problema da mochila. E discutido o
método branch-and-bound para a resolucao de um problema de otimizacao linear inteira,
e um exemplo é resolvido para ilustrar o procedimento. O Capitulo 4 traz duas situagoes-
problema, aplicacoes do problema de corte, para serem trabalhadas em sala de aula,
com alunos do ensino médio. E apresentada a modelagem matemaética e a resolucio é
discutida passo a passo, com alguns encaminhamentos aos professores. Resolvendo as
situagoes-problema, os alunos terao a oportunidade de revisar conceitos como: equacoes,
inequagoes, resolucao de sistemas de equacoes lineares, valor numérico de um polinémio,
combinatoria, entre outros. Por fim, o Capitulo 5 apresenta as consideracoes finais deste

trabalho.
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Capitulo 2

Problema de Corte de Estoque

O problema de corte de estoque(PCE) consiste em um importante problema de
otimizacao linear inteira, com muitas aplicacoes em processos de producao industrial.
A modelagem matematica de um problema de otimizacao linear inteira esti descrita a

seguir, considerando a sua forma padrdo (ARENALES et al., 2011).

Minimizar f(z1,Za,...,2,) = 121 + C2Ta + -+ + Ty, (2.1)
(
a1 + 12T + -+ ATy — b1

o a1 %1 + A2Ts + - - + ATy = by
sujeito a: (2.2)

kamlxl + GpaZo + - F ATy = bm

21 >0,29>0,...,2, >0 e inteiros. (2.3)
sendo:
e 1; as varidveis de decisao do problema, j =1,...,n;
® ¢; os custos associados as varidveis de decisao, j =1,...,n;
e a;; os coeficientes das varidveis de decisao nas equacgoes, 1 =1,...,mej=1,... n;
e b; o termo independente da equacao i, 7 =1,...,m.

A fungdo linear f em (2.1), a ser minimizada, ¢ uma fung¢ao de n variaveis inteiras e é

chamada funcdo objetivo. O conjunto de equagdes lineares (2.2) é denominado conjunto de
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restri¢oes do problema. Em (2.3) temos as condi¢des de nao-negatividade e de integralidade
das variaveis.
O modelo (2.1)-(2.3) pode ser representado na forma matricial:
Minimizar ~ f(x) =cTx
sujeito a: Ax=Db

x > 0 e inteiros

sendo:

xT = (x1,79,...,2,) 0 vetor das variaveis de decisdo;

ct = (c1,¢,...,c,) 0 vetor de custos;
a1 a1 ... Qin
a21 Q22 ... Q2 . . Y ~

A= a matriz dos coeficientes das varidveis nas equacoes;
Am1 Am2 ... OAmn

bT = (b, b, ..., by) o vetor dos termos independentes das equacdes;

0" = (0,0,...,0) o vetor nulo de n elementos.

Na resolugao do modelo matematico (2.1)-(2.3), pretende-se encontrar o vetor x
que fornece o menor valor possivel para f(x), dentre os que satisfazem as restri¢des do
problema. Maiores detalhes sobre a modelagem e solugao de Problemas de Otimizagao
Linear podem ser encontrados em Arenales (2011) e Lopes (2017).

Para a modelagem matematica do Problema de Corte de Estoque (PCE), uma im-
portante caracteristica a ser considerada é que muitos itens devem ser produzidos, porém,
de poucos tipos, ou seja, é grande a repeticao de itens. Para a producgado dos diferentes
tipos de itens demandados, muitos objetos devem ser igualmente cortados, o que sugere
o uso de padroes de corte que serao repetidos um certo nimero de vezes. Um padrao de
corte corresponde a uma maneira de cortar um objeto em estoque em itens demandados.
O nimero de padroes de corte pode ser muito grande, o que introduz a dificuldade de
gera-los e determinar sua repeticao.

Além disso, é importante classificar o problema quanto ao ntimero de dimensées do

objeto a ser cortado, relevante para o processo de corte. Algumas regras sao necessarias
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para a definicao dos padroes de corte. A seguir, sao exemplificados os problemas de corte

unidimensional, bidimensional e tridimensional.

Unidimensional
Quando apenas uma dimensao do objeto (comprimento) é relevante, o problema é
denominado unidimensional, como ocorre, por exemplo, no corte de bobinas de papel e

barras de aco, representado na Figura [2.1b
Figura 2.1: Corte unidimensional

(a) Ttens demandados (b) Objeto e um padrao de

corte

Iy

R 7NN

'!3

Iy Iy [ Iy

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Bidimensional

No caso do corte de placas (por exemplo, placas de madeira na induastria de moveis,
chapas de aco e placas de vidro), duas dimensoes do objeto(comprimento e largura) sdo
relevantes na obtencao da solucao e o problema é dito bidimensional. Resolver este tipo
de problema consiste em distribuir geometricamente os itens retangulares ao longo do
comprimento e da largura dos objetos em estoque. Esta situacao estd representada na

Figura [2.2

Tridimensional

Quando trés dimensoes do objeto (comprimento, largura e altura) sido relevantes,
tem-se um problema tridimensional, representado na Figura 2.3] Neste caso, trata-se
de alocar itens espaciais menores, dentro de um objeto maior. Este tipo de problema
encontra aplicacao, por exemplo, no corte de espuma em industrias de colchoes. Outra

aplicacao, consiste no empacotamento de itens, ou seja, arranjar unidades pequenas dentro
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de uma unidade maior, de tal forma que um certo objetivo seja otimizado. Como exemplo,

podemos citar o arranjo do maior volume possivel de caixas (itens) dentro de um contéiner.
Figura 2.2: Corte bidimensional.

(a) itens (b) Objetos (c) Exemplo de plano de corte

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Figura 2.3: Corte tridimensional.

) itens ) Objetos c¢) Exemplo de plano de corte

‘

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

2.1 Modelagem do Problema de Corte de Estoque Uni-
dimensional

O Problema de corte de estoque unidimensional consiste em cortar um numero
relativamente grande de objetos de comprimento L em m tipos de itens de comprimentos
menores pré-definidos [y,ls,...,l,,. Cada item deve ser produzido, respectivamente, nas
quantidades demandadas di,ds,...,d,,. O problema, entao, consiste em decidir como
cortar os objetos em estoque de modo a atender a demanda de itens pré-estabelecida,
otimizando uma funcao objetivo como, por exemplo, minimizar o nimero de objetos

cortados ou minimizar a perda de material durante o processo de corte.
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2.1.1 Padrao de Corte

Suponha, como exemplo, objetos em estoque de comprimento L = 19, que devem
ser cortados em itens de comprimentos [y = 3, s =4, I3 =6 e [4, = 8, para o atendimento
das seguintes demandas: d; = 5, dy = 8, d3 = 12 e dy = 10 unidades, respectivamente.

Os dados deste exemplo estdo organizados na Tabela [2.1]

Tabela 2.1: Dados dos itens demandados

Item | Comprimento | Demanda
1 3 5t
2 4 8
3 6 12
4 8 10

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Cada maneira diferente de cortar os objetos em estoque afim de obter os itens
demandados caracteriza o que chamamos de Padrao de Corte. A Figura apresenta

alguns padroes de corte para o objeto de comprimento L = 19.

Figura 2.4: Exemplos de padroes de corte para o objeto de comprimento L = 19.

Padraol |, =3|4=3|L=3|L=3|L=3|,=3

Padtdo2 | L=4 |L=4 |L=4 |L=4 8

Padrédo 3 Ly =6 l;=6 l;3=6 1

Padrao 4 le=8 [,=8 3

Padrio5 | L =4 | L =4 |, =4 ;=6 L

Padrao6 | I, =4 | [, =4 ki =8 3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
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Cada padrao de corte pode ser representado por um vetor m-dimensional,
anr = (aqj, agj, ..., 0pj), em que cada componente «;; indica o nimero de itens do tipo i
cortados no padrao de corte j, 1 = 1,....me j = 1,....,n, sendo n o numero de padroes
de corte. Assim, temos, respectivamente, os seguintes vetores associados aos padroes de

corte ilustrados na Figura

6 0 0 0
0 4 0 0

a; = , A2 = , ag = , Ag = )
0 0 3 0
0 0 0 2
0 0 0 1
3 2 1 1

as = , dg = , Ay = , Ag =
1 0 1 2
0 1 1 0

De modo geral, um vetor a;-r = (a1, @9j, ..., ;) representa um padrao de

corte para o objeto de comprimento L se, e somente se, satisfaz:

llOélj -+ l20é2j + ...+ lmamj S L,

a1j > 0, Qgj > O, ceey Oy >0 e inteiros.

Padrao de Corte Homogéneo

Um padrao de corte que produz itens de um tnico tipo é denominado padrao de
corte homogéneo. Assim, os vetores a;, as, ag e ay correspondem a padroes de corte
homogéneos, enquanto que, os demais vetores as, ag, ay ¢ ag correspondem a padroes de
corte nao homogéneos.

De modo geral, um vetor representa um padrao de corte homogéneo se, e somente

se, possui apenas uma coordenada ndo nula, além de satisfazer as restri¢oes (2.4)), ou seja:
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Padrao de Corte Desejavel

Um padrao de corte é dito desejdvel quando a sobra/perda é inferior ao item de
menor comprimento. Assim, na Figura|2.4] os padroes 1, 3, 5, 7 e 8 sao padroes desejaveis,
enquanto os padroes 2, 4 e 6 sao padroes nao desejaveis. Importante ressaltar que os

padroes 2 e 4 sao homogéneos e, ao mesmo tempo, nao desejaveis.

2.1.2 Modelagem supondo um unico tipo de objeto em estoque

Esta secao considera a modelagem matemética do PCE unidimensional em que os

objetos em estoque, que serao cortados, sao todos de um @inico comprimento.

Suponha um estoque composto por objetos, barras por exemplo, de comprimento L,
em quantidade ilimitada. Primeiramente, definimos todos os possiveis padroes de corte,

ou seja, todas as possiveis solucoes de ([2.4).Suponha que existam n solugdes possiveis:

a1 Q12 Aip
Q21 D)) 57
a; = , A2 = ) , QAp =
A1 A2 Omn
sendo, «;; o ntmero de itens do tipo 7 cortados no padrao j, com ¢ = 1,...,m e
j=1,...,n.
Seja AT = (dy,ds, ..., d,) o vetor de demanda, onde d; representa a demanda do

item ¢. Além disso, seja x; a variavel que representa o nimero de objetos que deverao
ser cortados usando o padrao j, e considere o objetivo de minimizar o niimero de objetos
cortados. Assim, o problema de corte de estoque unidimensional pode ser formulado como

um problema de otimizacao linear inteira, como segue:
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Minimizar flxy, 20, ... xp) =21+ 20+ -+ - + 2,

aqq 5P Q1n dy
.. Qa1 Q92 Qon dy
sujeito a: T+ To+ ...+ Ty =
A1 Om2 Omn dm
1 >0,202>0,...,2, >0 e inteiros,

podendo ser escrito, também, de forma simplificada, como:

Minimizar f(x) = Za:j (2.5)
j=1

sujeito a: a;r; +agsrs+...+ayr, =d (2.6)

21> 0,290 >0,...,2, >0 e inteiros. (2.7)

A funcao objetivo (2.5) minimiza o total de objetos cortados. A restricao ([2.6))
garante que a quantidade de itens produzidos seja exatamente igual a demanda, e a

restricdo (2.7) garante que a quantidade de vezes que cada padrao de corte j é utilizado

seja um numero inteiro nao-negativo.

O modelo - pode ser representado na forma matricial:

Minimizar f(x) =cTx

sujeito a: Ax=d

x > 0 e inteiros

sendo:

ct =(1,1,...,1) o vetor de custos(de dimensdo n);

Ann = ( a; as ... an ), ou seja, cada coluna corresponde a um padrao de

corte para o objeto de comprimento L.

Outros objetivos podem ser considerados como, por exemplo, minimizar a perda

total durante o corte. Para esse caso, a fungao objetivo em (2.5)) deve ser substituida pela
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funcao Perda Total, definida por:

Minimizar f(x) = Z CjT; (2.8)
j=1
sendo que
C; = L — (CLljll + CLleQ + ...+ amjlm)
representa a perda no padrao de corte 7, 7 =1,2,...,n.

Minimizar a func¢ao f(x) em , corresponde a determinar como cortar os objetos
em estoque, de modo a atender a demanda de itens gerando a menor perda possivel.
Como, neste caso, ha um tnico tipo de objeto em estoque, minimizar o nimero de objetos
cortados ou minimizar a perda total, sao objetivos equivalentes, como demonstrado a

seguir.

Demonstragao. Considere, inicialmente, o modelo (2.5~ [2.7)) com o objetivo de minimizar
a perda total. Como ¢; = L — (ayjl1 + agjla + ... + am,ly), 0 problema pode ser reescrito

comao:

Minimizar f(x)=>» (L— Z lLioij)z; (2.9)

n
E Qi Ty = di, 221,2,...,771
J=1

sujeito a: (2.10)

1> 0,20 >0,...,2, >0 e inteiros.

A funcao objetivo (2.9) pode ser reescrita como:

j=1 i=1

Pelas propriedades comutativa da adigdo e distributiva, a fungao (2.11)) pode ser

reescrita como:

j=1 =1 j=1
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Observe que, pelo conjunto de restricoes (2.10)), temos Z%‘jl’j = d;. Logo, subs-
j=1

tituindo na fun¢ao (2.12)), obtemos uma forma equivalente de representar a fungao perda
total:
j=1 i=1

m

Como L >0e E l;d; sao constantes, ou seja, nao dependem das variaveis de decisao
i=1
z;, concluimos que minimizar a perda total, dada por (2.13)), é equivalente a minimizar o

n
numero de objetos cortados, isto ¢, minimizar E xj. [ |
J=1

2.1.3 Diferentes Tipos de Objetos em Estoque em Quantidade

Limitada

Consideremos, nesta secao, a situacao em que temos varios tipos de objetos em es-
toque, cada um com uma disponibilidade limitada, e que devem ser cortados para atender

a uma demanda pré-estabelecida de itens de diferentes tipos (comprimentos).

Para a modelagem matematica, suponha K tipos de objetos em estoque de compri-
mentos Ly e disponibilidade e;, k& = 1,..., K. Tais objetos devem ser cortados para se
obter itens de m tipos, de dimensoes [; e demanda d;, : = 1,...,m. Observe que, nesse
caso, um conjunto de padroes deve ser gerado para cada um dos tipos de objetos em
estoque.

Para um melhor entendimento, considere os objetos de comprimento L;. Um padrao

de corte para estes objetos deve satisfazer:

Lo + lagy + ..+ Lo < Ly
(2.14)

a;1 > 0 einteiros, 1 =1,...,m,
sendo a;; 0 niimero de vezes que o item de comprimento [; é cortado do objeto de com-
primento L.
Supondo que existam N; possiveis padroes de corte para o objeto de comprimento
L4, ou seja, que o sistema linear em ([2.14)) possui /V; solucoes, elas podem ser representadas

pelos vetores:
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111 121 Q1N 1
211 Q221 QN1
a1 = . ; 21 = . yeeey ANl = . )

i1 m21 QN1

sendo aj; o vetor associado ao padrao de corte j para o objetos de comprimento L,
j=1,..,Ni.
Generalizando, para o objeto de comprimento L;, teremos entao N, diferentes pa-

droes de cortes, k =1, ..., K, satisfazendo:

Lo, + loogy + ...+ Loy, < Ly,
(2.15)

a;r > 0 einteiros, 1 =1,...,m.
sendo oy, o nimero de vezes que o item de comprimento [; ¢ cortado do objeto de com-
primento L.
Supondo que o sistema tenha N}, possiveis solucoes, elas podem ser represen-

tadas pelos vetores:

Q11k Q19k Q1N E

Qo1 Q9o QoN,E
A1k = . y A2k = . yeees ANk =

A1k A2k AN,k

sendo «;j;, 0 nimero de vezes que o item de comprimento [; é cortado pelo padrao de corte
j do objeto de comprimento Ly, t=1,...m,7=1,...Nyek=1,..., K.

Dessa forma, aj € o vetor associado ao j-ésimo padrao de corte para os objetos de
comprimento Ly, k=1,... K, j=1,..., N.

Determinados todos os possiveis padroes de corte para os objetos de comprimento
Ly, k = 1,..., K, devemos determinar quantas vezes cada um dos N, padroes de corte
devem ser utilizados para atender as demandas de cada um dos m tipos de itens a serem

produzidos, considerando as disponibilidades dos objetos em estoque.

Para a descricao do modelo matematico, consideremos como variaveis de decisao:

xj,: namero de vezes que o objeto de comprimento Lj, é cortado usando o padrao
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de corte 7,

j=1,....Nyek=1,.... K

A formulacao matematica do problema é dada por:

N1 N2 NK
Minimizar f(mlly T12y - - - >xNk,k> = E Cj1T41 + E Cj2T 2 + ...+ E CiKTjK (216)

( N1 No Nk
E aA;1T;51 -+ E ;2T 92 + ... + E A KTiK = d,
Jj=1 Jj=1 Jj=1
Ny
E i < e
j=1
No
. . T o < eq
sujeito a: Z; I (2.17)
j:

€K

M=
S
=
A

\xjk20einteiros7j:1,2,...,Nk, k=1,2,...,K.

A funcao objetivo (2.16]) otimiza o processo de corte. O custo ¢;;; pode ser definido
m

por ¢ = Lj — Z liciji, representando a perda total no corte dos objetos; ou pode ser
considerado c;y, J::ék, representando simplesmente o custo do objeto k, independentemente
do padrao utilizado. Em ([2.17)), a primeira restricao, de igualdade, garante que a demanda
de cada tipo de item seja atendida, ou seja, a quantidade total de itens do tipo ¢ cortada,
em todos os objetos, deve ser igual a d;. As restricdes seguintes, as de desigualdade,
garantem que a disponibilidade de cada tipo de objeto em estoque seja respeitada. A

ultima restricao define o dominio das variaveis de decisao, garantindo que a quantidade

de vezes que cada padrao sera utilizado seja um niimero inteiro nao-negativo.

Nota-se que o modelo para um tnico tipo de objeto em estoque (2.5)-(2.7) é um
caso particular do modelo (2.16)-(2.17)), considerando-se (K = 1) e a disponibilidade em

estoque e; suficientemente grande.
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2.2 O Problema de Corte Bidimensional

Diferentemente do problema de corte unidimensional, temos agora duas dimensoes
relevantes no processo de corte, comprimento e largura. Esse problema é muito comum
nos processos de producgao, onde os objetos em estoque, placas retangulares, devem ser
cortadas para obtencao de retangulos menores (itens). Podemos considerar como exem-
plo, a producao na industria de moéveis: placas grandes de madeira devem ser cortadas em
retangulos de diferentes tamanhos (itens) para a producdo de armarios, mesas, comodas,
etc (produtos finais).

Considere o problema de cortar placas retangulares de dimensoes pré definidas: lar-
gura (L) x Comprimento(WV), para a obtengao de n tipos de placa menores de dimensoes
Iy X wy, ly X wo,..., l, X w,, em quantidades demandadas d,, ds,..., d,, sendo d; a

demanda da placa de dimensoées [; X w;.

2.2.1 Classificacao dos Padroes de Corte Bidimensionais

Analogamente ao Problema de Corte Unidimensional, cada maneira de cortar os
objetos maiores, para a obtencao dos itens demandados, segundo as condigoes e restricoes
de comprimento e largura, determina um padrao de corte bidimensional (ARENALES,
2003). Os padroes de corte bidimensionais sdao ditos requlares quando produzem itens e
sobras em forma de retangulos, e irregulares quando os produzem em quaisquer outros

formatos, como exemplificado na Figura [2.5

Figura 2.5: Padroes de Cortes Regulares e Irregulares

(a) corte regular (b) corte irregular

0000000

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
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Os padroes de corte regulares podem ainda ser classificados em corte guilhotinado,
quando cada corte produz dois novos retangulos, e nao guilhotinado, em caso contrério.

A Figura [2.6) exemplifica esta classificagao.

Figura 2.6: Padroes de corte guilhotinado e nao guilhotinado.

(a) corte guilhotinado (b) corte nao guilhotinado

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Os Padroes de corte regulares guilhotinados podem ainda ser classificados em es-
tagiados e multi-estagiados. Definimos como estdgio o conjunto de cortes guilhotinados
realizados em uma mesma direcao; cada estagio posterior é definido pelo conjunto de
cortes guilhotinados perpendiculares ao estagio imediatamente anterior.

Um padrao de corte guilhotinado N-estdgios permite cortes até o estagio de ordem
n e um padrao de corte guilhotinado multi-estagiado tem ntimero ilimitado de estagios.

As Figuras e 2.9 ilustram um padrao de corte 3-estagios:

Figura 2.7: Antes e depois dos cortes do 1° estégio.

(a) antes do 1%estégio (b) depois do 1%estagio

I i

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

30



Figura 2.8: Antes e depois dos cortes do 2° estégio.

(a) antes do 2%estagio (b) depois do 2°estéagio

B

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Figura 2.9: Antes e depois dos cortes do 3° estégio.

(a) antes do 3%estagio (b) depois do 3°estagio

I JUULL

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

O Problema de Corte Bidimensional pode ser tratado como um problema de corte
2-estagios, ou seja, pode ser resolvido cortando-se a placa em tiras, e em seguida cortando
as tiras perpendicularmente. Dessa forma, resolver um problema de corte bidimensional 2-
estagios consiste em resolver o problema de corte unidimensional duas vezes, como ilustra
a Figura [2.10] No capitulo [4] sera discutido uma atividade para a construgao de padrdes

de corte bidimensionais em 2-estagios.

Figura 2.10: Padrao de corte guilhotinado 2-estagios

* I estdgio Jv

2 estdgio
e

Lh

[SS]

Fonte: Arenales, 2003.
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2.3 Consideracoes importantes

Resolver um problema de corte de estoque pode ser uma tarefa de alta complexidade.
Em primeiro lugar, o nimero de possiveis padroes de corte cresce consideravelmente com o
aumento do nimero de tipos de itens demandados. Como exemplo, considere o problema
de corte unidimensional descrito na Se¢ao 2.1.I] Neste exemplo o objeto a ser cortado
tem comprimento L = 19 e os dados dos 4 itens demandados estao descritos novamente

na Tabela

Tabela 2.2: Dados dos itens demandados

[tem | Comprimento | Demanda
1 3 d
2 4 8
3 6 12
4 8 10

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Primeiro caso: Suponha que temos somente demanda do item tipo 1. Entao, consi-
derando padrdes desejaveis, gera-se somente um padrdo (homogéneo), que consiste em
cortar 6 itens, com perda igual a 1.

Segundo caso: Suponha uma demanda dos itens de tipos 1 e 2. Neste caso, considerando

somente os padroes desejaveis, sao obtidos 5 padroes de corte.

Tabela 2.3: Padroes com os itens de tipo 1 e 2

Padroes
6111235
0143|211

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Terceiro caso: Suponha uma demanda dos itens de tipo 1, 2 e 3. Neste caso, conside-

rando somente os padroes desejaveis, sao obtidos 11 padroes de corte.
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Tabela 2.4: Padroes com os itens de tipos 1, 2 e 3

Padroes

60011123345
0103|1243 |1]2|0]1

0(3(1]2{1{0|0[1]0]1]0
Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Quarto caso: Por fim, considerando uma demanda contendo os 4 tipos de itens, sao

obtidos 17 padroes de corte desejaveis.

Tabela 2.5: Padroes com os itens de tipos 1, 2, 3 e 4

Padroes
60011 |{1]|2|3|3|4|5/0|L 11|23
0{0|3]1]|2(4]|3|1]|2|0|1|1|0|0|2|1]0
0(3/1{2}1/0|0(2(0|1|{0]2|0|2]0[0|O0
0oj(oj0jo0j0j0j0j0y0|10}j0Jj112|1}]11|1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Além disso, na modelagem matematica, a cada padrao de corte associamos uma
variavel de decisao para representar a quantidade de vezes que o padrao devera ser usado.
Sendo assim, em problemas préticos, o nimero de variaveis ¢ muito grande. Outra dificul-
dade esté na integralidade das variaveis de decisao. Para contornar esta tltima dificuldade
na resolucao, relaxamos as restricoes de integralidade das variaveis e resolvemos o pro-
blema pelo método simplez, desenvolvido por Dantzig em 1947 (DANTZIG, 1963 e 1987)
para a solugao de problemas de otimizacao linear (a descri¢do detalhada do método pode
ser encontrada em Arenales et al. (2011) e Lopes (2017)). No entanto, o grande nimero
de padroes de corte e, consequentemente, de variaveis de decisao pode tornar o problema
dificil e, por vezes, impossivel de se resolver computacionalmente. Gilmore e Gomory
(1961) propuseram a utilizagdo do método de geracdo de colunas, através da solugdo do
problema da Mochila que, a cada iteracao do método simplex, fornece o melhor padrao
de corte para ser inserido no conjunto de padroes ja existentes. A partir da solu¢ao 6tima

do problema de corte relaxado (supondo as variaveis com valores reais nao negativos),
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utiliza-se uma heuristica de arredondamento para obter uma solucao aproximada para o
problema de corte original (com variaveis inteiras ndo negativas).
Ao longo desse capitulo vimos que resolver problemas de corte, em especial, para o

caso unidimensional, consiste basicamente em duas etapas:

e determinar os diferentes padroes de corte, ou seja, as diferentes maneiras de cortar

os objetos em estoque;

e determinar quantas vezes cada padrao serd utilizado de modo a atender a demanda,

considerando um critério de otimizacao,

agora, no capitulo [2.4) discutiremos o problema da mochila e sua utilizagdo na geracao

de padroes de corte desejaveis para o problema de corte relaxado.

2.4 Problema da Mochila

O problema da mochila consiste em escolher, entre certo nimero de itens disponiveis,
quais serao colocados em uma ou varias mochilas com o intuito de maximizar um certo
objetivo como, por exemplo, o valor de utilidade de cada item. Sua formulacao classica

pode ser entendida pela seguinte situacao hipotética:

Um muambeiro pode atravessar a fronteira com no mdzimo L quilogramas de produtos
adquiridos (por limitagdes alfandegdrias). Ele pode preencher sua mochila escolhendo
itens dentre m tipos disponiveis. Cada um dos itens possut um peso l; e gera para
o muambeiro um lucro m;, 1 =1,2,...,m. Resolver o problema da mochila consiste
em determinar a quantidade y; do item de peso l; que o muambeiro deve colocar na

mochila, com o objetivo de mazximizar o seu lucro.

2.4.1 Modelagem matematica

O problema ilustrado anteriormente pode ser modelado como a seguir:

Maximizar Y1 + TolYo + - .o + TYm (2.18)
sujeito a: Ly + by + ...+ Ly, < L (2.19)
y; > 0 einteiros, 1 =1,2,...,m. (2.20)
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O problema da mochila consiste em um problema de programacao linear inteira,

pois as variaveis de decisao devem assumir valores inteiros e nao negativos.

2.4.2 Geragao de padroes no corte unidimensional

No problema de corte unidimensional, descrito no Capitulo [2| os vetores que repre-
sentam os padroes de corte para um objeto de comprimento L precisam ser determinados
previamente. Como jé discutido, gerar todos os possiveis padroes de corte consiste em um
problema de dificil solucao. Dessa forma, a geragao de cada possivel padrao de corte pode
ser modelado como um problema da mochila, considerando as adaptacoes necessarias,

conforme descrito a seguir.

Parametros do problema:

m: quantidade de tipos de itens disponiveis;
e [;: comprimento do item de tipo i, 2=1,...,m;
e 7; : valor de utilidade do item de comprimento [;, +=1,...,m;
e [: comprimento do objeto em estoque.

Variaveis de decisao:

e y;: nimero de itens de comprimento l;, 7 =1,...,m cortados pelo padrao.

2.4.3 Resolucao do Problema da Mochila

Resolver o problema da mochila consiste em determinar dentre as solugoes factiveis
(que satisfazem todas as restrigbes) aquela que maximiza ou minimiza certo objetivo
(solucdo otima). No entanto, determinar a solu¢do Otima, caso exista, de um problema
de otimizacao inteira consiste em um trabalho arduo, mesmo computacionalmente. O
método simpler nao pode ser utilizado neste caso, pois ele foi desenvolvido para resolver

problemas de otimizagao linear com variaveis reais. Um dos métodos mais usados para
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resolver um problema de otimizacao inteira é o método branch-and-bound. Este método
consiste em fazer uso do modelo de otimizacao linear obtido pela relaxacao da restricao
de integralidade do problema inteiro original para realizar uma enumeragao implicita
do conjunto solucao e, em seguida, analisar e descartar seus subconjuntos ou por nao
conterem solugao 6tima ou por conterem solugao distinta mas de mesmo (ou menor) valor
6timo de alguma solucao ja obtida, no caso de uma problema de maximizac¢ao. O método
determina esses subconjuntos através da estratégia “dividir para conquistar” e, a cada um
desses conjuntos, estabelece-se um subproblema do problema original que, espera-se, serd
de mais simples solucdo (ARENALES et al., 2011; WOLSEY, 1998)

Para exemplificar, apresentamos no capitulo [3| a resolucao, detalhada e comentada,

de um problema de otimizacao inteira pela aplicacao do método branch-and-bound.
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Capitulo 3

Método de solucao branch-and-bound

Seja a situacao hipotética de um muambeiro que tem a disposi¢ao para compra os
itens A e B, com custos diferentes, pesos diferentes e oferecem a ele lucros diferentes,

conforme a Tabela

Tabela 3.1: Dados do problema do muambeiro

Item | Custo(em $) | Peso(em kg) | Lucro(em $)
A ) 2 10

B 9 2 16
Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Para atravessar a fronteira, ha restricoes tanto no valor total da compra, quanto
de peso transportado, nao sendo permitido atravessar a fronteira com mais de $45 e com
um peso superior a 12 kg. O problema consiste em efetuar uma compra, obedecendo as

condicoes, de forma a obter o maior lucro possivel.

Como as quantidades adquiridas de cada item devem ser valores inteiros, estamos
diante de um problema de otimizagao inteira. Sejam x; e x5 o ntimero de itens do tipo A e
B, respectivamente, adquiridos pelo muambeiro. O modelo matematico para o problema

é dado a seguir.
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(PT) maximizar z = 10z; + 16z,
sujeito a:  5x7 + 9x9 < 45
2r1 4+ 2x9 <12

x; > 0 einteiros, 1 =1,2,...,m.

A condigdo de nao negatividade das variaveis (3.4)) define que a regiao factivel (con-
junto de solugoes factiveis) fica restrita ao primeiro quadrante. As inequagoes (3.2)) e (3.3)

garantem que nao sejam ultrapassados os limites de valor e de peso, respectivamente.

Para uma boa explanacao para os alunos sobre a resolucao de um problema de oti-
mizacao inteira pelo método branch-and-bound, sugerimos alguns passos a serem seguidos,

que podem ser melhor detalhados pelo professor, caso considere necessario.

Passo 1: Construcao da regiao factivel do problema

Como trata-se de um modelo com duas variaveis, é possivel representar graficamente
a regiao factivel do problema (conjunto de todos os pontos que satisfazem as restrigoes).
Para tanto, relaxando a condicao de integralidade das variaveis do problema inteiro (PI),

obtemos o seguinte problema de otimizagao linear (PL):

(PL) maximizar z = 1027 + 1625
sujeito a:  S5r; + 9z < 45
2[E1 + 21’2 S 12

r1 20, 29 > 0.

Sejam Fp; e Fpy, as regioes factiveis do problema inteiro e do problema linear,
respectivamente. Para a representacao grafica das duas regioes, considere as seguintes
etapas:

Inicialmente, consideramos as equacoes associadas as inequacoes e do
problema linear. Essas equacoes correspondem a segmentos de reta que dividem o 1°

quadrante em duas regioes, como ilustrado na Figura [3.1
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Figura 3.1: Segmentos de reta associados as restri¢coes do PL.

(a) associado a restricao 1) (b) associado a restri¢ao 1'

N
Ia

9{L2 9] "~
8 8
7 7

8 9 0

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

A seguir, em cada grafico da Figura devemos determinar qual regiao do plano
satisfaz a inequacgao correspondente. Para isso, bastar considerar um ponto em uma das
duas regioes definidas pelo segmento de reta e testa-lo. Considerando, por exemplo, o

ponto A(2,1), verificamos que:

201 + 229 = 22 4+ 21=4 4+ 2= 6 < 12

51+ 912 = 52 + 91= 10 + 9= 19 < 45

Como o ponto A satisfaz as duas inequacoes, em ambos os casos, a regiao a ser
considerada estd abaixo do segmento de reta que representa a equacao associada, como

pode ser visualizado na Figura |3.2
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Figura 3.2: Regioes associadas as restri¢oes do PL

(a) regiao associada a restricao 1' (b) regiao associada a restricao 1}

912 9’\_1-.2
8 8
7 7
0,6
(O, 6) 4
s 5 n(O 5)
7
41 ‘ ) 41 /
44 / 2.!.'[ + 2.?"3 —_ 12 31 /5;;31 -+ 9‘[:2 — 45
2 s 2
’ ./-\ b, A /
__________ e 1.._-_-_-_-. X
: (6,0 @ i /9.0) 2
_0T123456789 ﬂ12345678910

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

A regiao factivel Fp; do problema linear (PL) é determinada pela intersecgao das
regioes definidas pelas duas inequacoes, como pode ser visto na Figura (a). No entanto,
observe que, nesta regiao, os pontos factiveis sao pares ordenados de niimeros reais. Como
no modelo matemaético - as variaveis sao inteiras, o conjunto de solucoes factiveis

¢ formado somente pelos pares ordenados de ntmeros inteiros, representados na Figura

3.3(b).

Figura 3.3: Regioes factiveis dos problemas linear e inteiro

(a) Regiao factivel do PL (b) Regido factivel do PI
oT 2o o] 72
8 8
7 7

10 0
Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
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Passo 2: Resolvendo o problema linear PL

Resolver o problema linear (PL) significa determinar, dentre todas as solugoes facti-
veis, a(s) solugao(oes) que fornece(m) o maior valor para a funcao objetivo z = 10x;+16x.
Como o modelo do problema linear (PL) possui somente duas variaveis, é possivel determi-
nar a sua solucao graficamente. Para isso, consideremos a regiao factivel IFp;, do problema,
representada novamente na Figura (3.4

Considerando que x1 > 0 e x5 > 0, temos que, quanto maiores os valores de x1 e xo,
maior serd o valor da funcao z. Sendo assim, consideremos o vetor gradiente da func¢ao
objetivo, cujas componentes sao os coeficientes de 21 e x9 em z, ou seja, ¢ = (10, 16),

representado na Figura (3.4

Figura 3.4: Regiao factivel do problema linear PL

T9
9
8 o = (10,16)
61(0, 5)
5
4
3
2
1 Fpr

(6, 0) vy

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Como o problema é de maximizacao, caminhamos na direcdo do vetor ¢, ou seja,
tracamos retas paralelas, perpendiculares ao vetor ¢, o ultimo ponto da regido factivel

tocado por uma dessas retas paralelas, denominadas Curvas de nivel, é a solucao 6tima
9 15
4’ 4 )
pois satisfaz todas as restricoes do problema e maximiza a funcao objetivo, fornecendo o

. 165 . . . .
valor maximo z = - = 82,5. O procedimento descrito e a solucao 6tima do problema

do problema linear. Portanto, o par ordenado (z7,z3) = ( é solucao 6tima do PL

linear estao representados na Figura [3.5
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Figura 3.5: Solucao 6tima do problema linear PL

8 oC = (10,16)

€I
N

0] a2 % 4 B 6 Voo 8 B
~ ~ ~ ~ ~

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

A solucao grafica do problema linear se baseia nos conceitos de vetor gradiente
e curvas de nivel de funcdes de varias varidveis. A seguir, sao destacados resultados
importantes, considerando uma funcao de duas varidveis reais.

Teorema 3.1: Seja f uma fungio de duas variaveis, diferenciavel no ponto P(x,y).
O valor méaximo da derivada direcional D, f(x,y) em P(x,y) é| V f(z,y) | e ocorre quando

u tem a mesma dire¢ao e sentido do vetor V f(z, ).

Corolario 3.1: Seja f uma func¢io de duas variaveis, diferenciavel no ponto P(x,y).
O valor minimo da derivada direcional D, f(x,y) em P(x,y) é — | Vf(x,y) | e ocorre na

dire¢do de —V f(z,y).

Teorema 3.2: Sejam f uma funcao de duas variaveis, diferencidvel no ponto
Py(xo,50) € C a curva de nivel de f que contém Fy. Se V f(xg,y0) # 0, entdo este
vetor gradiente é ortogonal a C' em F,. Assim, a dire¢ao da taxa méxima de variacao de

f(z,y) em P, é ortogonal a curva de nivel C'.

Para mais detalhes sobre os conceitos do Calculo Diferencial de Varias Variaveis que
embasam a solugao grafica, consultar Lopes (2017).

Voltando na resolugdo do exemplo, se a solu¢do 6tima do problema linear (PL)
possuir todas as componentes inteiras, entao também serd a solucao 6tima do problema

inteiro (PI). Neste exemplo, como a solucao 6tima do PL nao é solugao 6tima do PI, visto
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que 1 € T9 nao assumiu valores inteiros, continuaremos na busca de uma solucao 6tima

para o problema inteiro (PI) original.

Propriedade 3.1: Considerando Fp; e Fp;, os conjuntos solucoes do problema
inteiro e do problema linear, respectivamente, como Z!; C R, temos que Fp; C Fpy.
Logo, todas as solucoes inteiras sao também reais e, consequentemente, o valor de z
para a solucao 6tima do problema inteiro serd sempre menor ou igual ao valor de z para a
solucao 6tima do problema linear, ou seja, z < Z. Portanto, Z é denominado LIMITANTE
SUPERIOR para o valor z (para o problema de maximizagao). No caso do problema ser
de minimizacao, teremos z > Z e, assim, Z serd o LIMITANTE INFERIOR para o valor

de z.
Passo 3: Ramificacao do problema linear

Como a solucao 6tima do problema linear possui componentes nao inteiras, neste
passo, particionamos o problema linear (PL) da seguinte maneira: considerando, por
exemplo, a componente x5 da solucao 6tima, temos que 3 < x5 < 4. Logo, a primeira
ramificacdo serd considerar x5 < 3 ou x5 > 4, gerando dois subproblemas P, e P;. A
Figura ilustra os subproblemas através de uma arvore de ramificacao e a equivalente

representacao grafica.

Figura 3.6: Ramificacao do problema PL em dois subproblemas P; e P,

(a) ramificacao do problema PL (b) divisao da regiao factivel

N
919

(®) 6
s

@58 SN 2 N fop>4
) o RN
; ro < 3
2 . . . .
P1
1e . . ® . .

-
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Analisaremos, agora os dois novos problemas lineares a serem resolvidos. O problema
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linear P; foi obtido pela inclusao da restricao xo < 3 ao problema linear PL:

(P;) maximizar z = 10x; + 16z,
sujeito a:  5xr; + 9xy < 45

201 + 229 <12

o <3

r1 >0, 22 > 0.

Da mesma forma, o problema linear P, foi obtido pela inclusao da restricao s > 4 ao

problema linear PL:

(P,) maximizar z = 10x; + 169
sujeito a:  5xr; 4+ 9xy < 45

201 + 29 <12

9 >4

r1 >0, 29 > 0.

Para resolver os subproblemas lineares P, e P, pelo método grafico, consideremos

novamente as respectivas regioes factiveis, ilustradas na Figura [3.7]

N
912
& o &= (10,16)
6
54
| 'I)>-1
4P2 \ i —
3
| l 1'353
2 » L] . .
P
19 L] . . . L
Iy
- - . . - D ]
_nT 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 3.7: Regioes factiveis do problemas P, e P,

Considerando o vetor dos coeficientes da funcdo objetivo ¢ = (10, 16) e as retas
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paralelas, perpendiculares a ¢, obtemos as solucoes 6timas dos subproblemas P, e P,

representadas na Figura |3.7

A soluc¢ao 6tima do problema Py é o ponto (z1,x2) = (3,3), com valor da funcdo
objetivo z; = 78 . Como as duas componentes sao valores inteiros, nao hé na regiao factivel
de P; solugao melhor para o problema inteiro (PI). Portanto, ramificar o subproblema Py
nao trara nenhuma vantagem. Neste caso dizemos que (3,3) é uma solu¢do incumbente e

Z = 78 serve de limitante inferior para a solugdo 6tima do problema inteiro (PI).

No caso do problema linear P,, obtemos a solu¢ao 6tima (x1,z3) = (2,4), com
valor da funcgao objetivo z; = 82. Caso a solugao 6tima de P, fosse inferior a solugao
inteira z = 78, obtida para o subproblema P;, terfamos que (3, 3) seria a solu¢ao 6tima do
problema inteiro PI. No entanto, como z; > 78, pode haver uma solucao inteira melhor

que (3,3) na regido factivel do subproblema P.

.. . . 9
Particionando, o subproblema P, a partir de sua solucao linear (5,4), fazendo a

ramificagdo na variavel 1, temos ;7 < 1 ou x; > 2, como ilustra a Figura(3.8)):

Figura 3.8: Ramificacao do problema linear P, nos subproblemas P; e Py

(a) ramificacdo do subproblema P (b) regites factiveis de P3 e Py

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Consideremos os dois novos subproblemas lineares a serem resolvidos. O subpro-
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blema P; foi obtido pela inclusao da restricao x1 < 1 ao subproblema Ps:

(P;) maximizar z = 10x; + 169
sujeito a:  5xr; + 9xy < 45

201 + 29 <12

o >4

r <1

$1207 :EQZO

Da mesma forma, o subproblema P, foi obtido pela inclusao da restricao ;1 > 2 ao

subproblema Ps:

(Py) maximizar z = 10x; + 169
sujeito a:  5r; + 9xy < 45

2, + 2y <12

9 >4

Ty > 2

r1 >0, 22 > 0.

Resolvendo graficamente o subproblema Pj, encontramos a solugao 6tima (1, x2) =

40 .. 730 .
(1, 5)’ com valor da fungao objetivo 23 = 5 ~ 81,1. O subproblema P, nao apresenta
nenhuma solucao factivel, como nota-se na Figura logo ¢ infactivel e, portanto, esse

ramo é “podado ”.

Particionando o subproblema Pj, a partir de sua solugdo linear (1, 5), fazendo a

ramificacao na variavel x5, obtemos as possibilidades o < 4 ou x5 > 5, como ilustra a

Figura(3.9):
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Figura 3.9: Ramificagdo do problema P3; em dois subproblemas (Ps e FPp)

(a) ramificacdo do subproblema Pj (b) regioes factiveis de P5 e Pg

\4
9] %2

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Temos, entao, dois novos subproblemas lineares para serem resolvidos. O subpro-

blema P, é obtido pela inclusao da restricao zo < 4 ao subproblema Pj:

(Ps) maximizar z = 10x; + 16z
sujeito a:  dx7 + 9x9 < 45

201 + 2z9 <12

o >4

T <1

Ty <4

r1 >0, 22 > 0.

47



O subproblema Py é obtido pela inclusao da restricao zo > 5 ao problema Ps:

(Ps) maximizar z = 10x; + 1629
sujeito a:  dx7 + 9x9 < 45

201 + 29 <12

o >4

T <1

Ty > D

x1 20, xa = 0.

No subproblema, Ps5, temos que as restricoes xo > 4exy, < 4implicam que xo = 4.
Logo, a regiao factivel possui apenas dois pontos, ambos com coordenadas inteiras: B(0,4)
e C'(1,4). Analisando cada uma das solugoes, temos: f(0,4) =64 e f(1,4) = 74, Ambas
com valores da fungao objetivo menores que o da solugao incumbente (3, 3), encontrada
no subproblema P;. Entao, o subproblema P5 pode ser podado.

Quanto ao subproblema Py, temos que as restricoes ro > 4 e xy > 5 obrigam que
xo = 5. Logo, a regiao factivel possui apenas um ponto, que possui coordenadas inteiras:
D(0,5). Calculando o valor da func¢do no ponto D, temos: f(0,5) = 80, que é melhor
que o valor da fungao para a solu¢do incumbente (3,3) encontrada no subproblema P;.
Entao, a solucao (0,5) encontrada no subproblema Ps é a solu¢do 6tima para o problema
inteiro, com valor z = 80 para func¢ao objetivo.

A partir da resolucao grafica de um problema de otimizacao linear de duas varidveis
reais, é possivel entender o embasamento teérico do método simplex, bastante utilizado
para a resolucao de problemas de otimizacao linear, que surgem na pratica, e envolvem
um nimero significativamente grande de variaveis reais. Observe, na resolugao grafica,
que a solucao 6tima de cada problema linear é um vértice da regiao factivel. Considere
os resultados a seguir.

Teorema 3.3: Seja F = {x € R" | Ax = b e x > 0} a regido factivel de um
problema de otimizacao linear. O conjunto F é convexo.

Teorema 3.4: Se um Problema de Otimizacao Linear tem solucao 6tima, entao
existe vértice 6timo.

A demonstracdo dos teoremas podem ser encontradas em Bazaraa et al. (1990).
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Dessa forma, podemos concluir que o método simpler caminha pelos vértices da
regiao factivel, até encontrar a solucao 6tima, caso exista. Observe que o conjunto de
vértices da regiao factivel ¢ um conjunto finito. Maiores detalhes podem ser encontrados

em Arenales et al. (2011), Bazaraa et al. (1990) e Lopes (2017).
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Capitulo 4

Atividades para aplicacao em sala de

aula

Neste capitulo, propomos duas situagoes-problemas, considerando o corte de barras
de ago (aplica¢ao do problema de corte unidimensional) e o corte de placas (aplicagdo na
industria de moveis), para ser trabalhada em sala de aula com alunos do ensino médio ou

como uma atividade extracurricular.

4.1 Empresa de barras de aco

4.1.1 Objetivo

Com estas atividades, espera-se trabalhar com os alunos conceitos matemaéticos pre-
viamente estudados e, através da resolucao do problema proposto, que os alunos compre-

endam a importancia da matematica como ferramenta para a tomada de decisoes.

4.1.2 Publico alvo

Jovens da segunda ou terceira série do Ensino Médio.

4.1.3 Conteudos envolvidos

e Representacao grafica de igualdades no plano cartesiano.
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Representagao grafica de desigualdades no plano cartesiano.

Coeficiente Angular da Reta

Retas Paralelas.

Retas Perpendiculares.

Discussao e Resolugao de Sistemas Lineares.

Raciocinio Combinatoério.

4.1.4 Material necessario

Para cada grupo de trés (ou quatro) alunos sera necessario:
e 1 impressao (ou fotocopia) do problema.
e 1 jogo de esquadros.

e 3 folhas de almaco.

4.1.5 Descricao do problema

Um empresa que comercializa barras de aco, sob medida, recebeu uma encomenda

conforme o quadro a seguir:

Tabela 4.1: Dados - Problema das barras de aco

[tem | Comprimento(em metros) | Demanda(em unidades)

1 4 30
2 6 16
3 8 18

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Para atender a demanda pré estabelecida, a empresa tem, em estoque, barras de 20
metros de comprimento. O problema consiste, entao, em como atender o pedido cortando

o menor numero possivel de barras.
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4.1.6 Desenvolvimento

e Coletivamente, realizar a leitura do problema e, discutir com a sala o grau de difi-

culdade em se obter a melhor solucao para o problema.

e Propor aos alunos que, em grupos, discutam e encontrem possiveis maneiras de

cortar uma barra a fim de gerar itens demandados.

e Apods as discussoes entre os alunos, o professor devera sistematizar os resultados
obtidos introduzindo os conceitos de: padrao de corte, padroes homogéneos, padroes
desejaveis e nao desejaveis, e, ao mesmo tempo a representacao de padroes de corte

por vetores.

e O professor devera discutir, coletivamente, com os grupos a melhor maneira de
utilizar os padroes de corte, para o corte dos itens que irao compor a demanda.

Deve indaga-los sobre quais decisoes devemos tomar agora.

e Propor que os grupos, com o auxilio do professor, determinem um modelo matema-
tico que represente o problema de corte, considerando os padroes sistematizados na

lousa pelo professor.

e Apods ampla discussao entre os alunos, o professor devera sistematizar um modelo
matematico em lousa, discutindo sobre as dificuldades do mesmo (ntimero de equa-

¢oes, numero de varidveis, significado dos coeficientes e das variaveis.

e Sugerir que cada grupo escolha um par de padroes, diferentes dos demais grupos
para, posteriormente, fazer a comparacao das solugoes e, que realizem a resolucao

simplificada do problema seguindo exemplo apresentado pelo professor.

e Por fim, os grupos devem socializar as solugoes obtidas, comparando os respectivos
valores 6timos. Nesse momento, o professor deve relembrar que as solugoes foram

obtidas considerando-se a utilizacao de apenas os dois padroes escolhidos.

e O professor devera, entao, apresentar as solucoes 6timas obtidas considerando-se to-
dos os padroes e usando um pacote de otimizacao, realizando uma discussao coletiva

sobre todos os resultados obtidos.
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e Por fim, o professor pode discutir, coletivamente, qual das solucoes apresentadas

deve ser utilizada e quais as vantagens dessa solugao em relagao as outras solucoes.

4.1.7 Orientacao ao professor

Realizar, coletivamente, a leitura do problema e, discutir com a sala o grau de

dificuldade em se obter a melhor solucao 6tima para o problema.

Etapa 1: Construcao dos padroes de corte para a barra

Ao propor a geragao dos padroes, os caminhos adotados pelos grupos de alunos para

gerar os diversos padroes de corte poderao variar bastante. Alguns possiveis sdo:

e construcao de padroes homogéneos, posteriormente, padroes com dois tipos diferen-

tes de itens e, por fim, com 3 tipos diferentes de itens;

e outros poderao iniciar esgotando a barra com o maior item, para, em seguida, ir
diminuindo a quantidade de itens de maior comprimento e aumentando a quantidade

dos itens de menores comprimentos;

e também poderao iniciar esgotando a barra com o menor item para, em seguida, ir
diminuindo a quantidade dos itens de menor comprimento e aumentando a quanti-

dade dos itens de comprimentos maiores.

Independente do caminho adotado, espera-se que os alunos gerem todos os padroes
possiveis (desejaveis e nao desejaveis). Na Tabela estao listados todos os possiveis
padroes de corte para a barra de ago de comprimento 20m, considerando os itens deman-
dados. Estes padroes sao representados pelos vetores de trés componentes, indicando a

quantidade de cada item que serd cortada da barra, usando o padrao a;, j=1,...,22.
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Tabela 4.2: Padroes - Problema das barras de aco

Padrao al a9 as a4 as Qg ary as ag alpg | all

Lh=41]0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
lo=6 0 0 1 1 2 2 3 0 0 0 1
l3=8 1 2 0 1 0 1 0 0 1 2 0

Padrao | a12 | a13 | a14 | a15 | a16 | a17 | @18 | a9 | azo | a21 | a2
1 =4 1 1 2 2 2 2 3 3 3 4 5
o =6 1 2 0 0 1 2 0 0 1 0 0

Il3=38 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Os alunos poderao perceber que varios desses padroes nao sao interessantes de serem
usados, por apresentarem, por exemplo, uma perda grande de material. No entanto, eles
poderao ser uteis no atendimento exato da demanda (pois a restrigio de demanda é de
igualdade).

Etapa 2: Resolucao do problema de corte

Apos a geracao dos padroes, o professor podera discutir com os alunos a melhor
maneira de utilizar os padroes de corte, para o producao dos itens que irao compor a
demanda. O que se espera é que os alunos percebam que o problema, nesta segunda
etapa, consiste em determinar quantas barras deverao ser cortadas por cada um dos
possiveis padroes. Observe que nao ¢ necessario utilizar todos os padroes elencados.

Para essa segunda etapa, sugerimos a construcao de um modelo matematico, sendo
que a variavel de decisao x; representard o niimero de vezes que o padrao de corte j,
serd utilizado. De forma equivalente, x; consiste no ntimero de barras cortadas usando o
padrao j, sendo j =1, ..., 22.

Os alunos, com a orientagao do professor, poderao chegar no seguinte modelo ma-

tematico:
Minimizar f(xX)=x1+ 22+ ... + 2 (4.1)
sujeito a: 171 +as®y + ...+ agers =d (4.2)
21> 0,79 >0,...,799 > 0 e inteiros. (4.3)

sendo dT = (30, 16, 18).
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O professor devera enfatizar que, considerando todos os possiveis padroes, temos um
modelo com 22 variaveis de decisao. Ou seja, o sistema linear possui 3 equagoes (uma
para cada tipo de item) e 22 variaveis. Dessa forma, para ser possivel a resolugao com os
alunos, sugere-se escolher apenas dois dos padroes gerados permitindo, a resolucao grafica
dos problemas lineares. Sugere-se que cada grupo de alunos escolha uma par de padroes,
diferente dos demais grupos para, posteriormente, fazer a comparacao das solucoes. Por
fim, o professor apresentard um exemplo de resolucao , considerando um par de
padroes, entao deve propor para que os grupos resolvam o problema com os padroes

escolhidos.

O professor deve auxiliar os grupos na resolucao do problema e, ao final, realizar
a sintese dos resultados obtidos, indicando o valor 6timo obtido e determinando a perda
total associada a cada uma das solugoes.
Ainda que seja obtida mais de uma solucao com mesmo valor 6timo, o professor pode dis-

cutir coletivamente, qual delas deve ser escolhida e qual a sua vantagem sobre as demais.

Como exemplo, ao final desta secao(|4.1.10f) sao analisadas as perdas totais das trés
solugoes, de mesmo valor 6timo, obtidas computacionalmente(4.1.9) para o modelo(4.2))
que considera a utilizacao dos 22 padroes de corte e, a perda total das solugoes apresen-

tadas no exemplo de resolucao(4.1.8)) que considera apenas dois padrdes especificos.

4.1.8 Exemplo de resolucao considerando apenas dois padroes de

corte

Para exemplificar, escolhemos os seguintes padroes de corte: alTO = (1,0,2) (padrao
de corte que gera 1 unidade do item 1 e 2 unidades do item 3) e al, = (2,2,0) (padrio
de corte que gera 2 unidades do item 1 e 2 unidade do item 2). Dessa forma, o modelo
—, considerando apenas esses dois padroes contém somente duas variaveis, como
descrito pelo problema [4.4}
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Minimizar Z2=x1+ X

1 2 30
sujeito a: 0O |z1+]| 2 [22=] 16 |, (4.4)
2 0 18

x1 >0, 9 > 0 e inteiros.

sendo xy e x5 o nimero de vezes que os padroes de corte a9 e a7 serao utilizados,

respectivamente .

Equivalentemente, podemos escrever:

Minimizar Z2=x1+ 29
sujeito a: r1 + 215 =30
2x9 = 16 (4.5)
211 =18

x1 >0, 9 > 0 e inteiros.

Antes de atender o objetivo de minimizar o nimero de objetos cortados, devemos
atender as restricbes da demanda que, no caso, sao igualdades. Analisando, algebrica-
mente, temos um sistema com 3 equacoes em duas varidveis. Resolvendo, concluimos que
se trata de um sistema impossivel, ou seja, sem solucao. Logo, a regiao factivel é vazia,
como pode ser visto na Figura [{.1] Observe que, graficamente, temos trés retas que nao
possuem pontos de interseccao. O professor pode associar a ideia de que as restricoes do

problema definem o dominio da funcao.
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Figura 4.1: Regiao factivel do modelo

I |=—

Elaborado pelo autor, 2019.

Como podemos perceber, algébrica e graficamente, o problema com apenas os pa-
droes de corte selecionados e com restricoes de igualdade para a demanda, torna-se in-
factivel. Quando isso ocorre, uma alternativa é nao considerar as restricoes de demanda
na igualdade, ou seja, considerar a possibilidade de atendé-la com folga, ficando os itens

excedentes no estoque. Com a troca das relacoes, temos um novo modelo:

Minimizar Z=x1+ T
sujeito a: 1 + 229 > 30
2z > 16 (4.6)
211 > 18

1 >0, 9 > 0 e inteiros.

Analisando, agora, as desigualdades e representando-as graficamente, encontramos a
regiao de pontos que satisfazem simultaneamente as trés inequacoes. Essa regiao factivel

é ilimitada, conforme ilustra a Figura (4.2)):
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Figura 4.2: Regiao factivel do modelo

(a) Inequagoes - Problema das barras

I9 T

= -]

x1 + 2x2

£

12

10

--8-

10 12 14 16 18 20 22 24

(b) Regiao factivel - Problema das barras

Ly

| 6 8

Fonte:

10 12 14 16 18 20 22 24 26 18 30‘“‘-&3:
Elaborado pelo autor, 2019.

Anéalogo ao desenvolvido no exemplo da Secao 3.3, encontraremos a solu¢ao 6tima

do problema linear, construindo as curvas de nivel da fungao objetivo (retas paralelas) e

determinando, entre os pontos da regiao factivel, aquele que sera o tltimo a ser tocado

conforme as curvas de nivel deslocam-se no sentido contrario do vetor gradiente (pois se
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trata de um problema de minimizagdo). Sendo o vetor gradiente formado pelas compo-
nentes da funcao objetivo, logo, como a fun¢ao objetivo é dada por z = x1 + o, temos

que o vetor gradiente sera ¢ = (1,1).

Figura 4.3: Resolucao grafica do problema linear

16

14

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Pela Figural4.3] caminhando no sentido contrario do vetor ¢, o tltimo ponto da regido

factivel a ser tocado por uma reta paralela é o ponto (z7,z3) = (9, ?)7 que se trata da

. . . . 9
solugdo 6tima do problema linear (PL), fornecendo o valor minimo z = 5= 19,5. Como
a solucao 6tima do problema linear possui componentes nao inteiras, continuaremos a

busca pela solugao do problema inteiro (PI).

Particionamos, entdo, o problema linear (PL) da seguinte maneira: ramificaremos
a componente xo da solucao otima, e como 10 < x5 < 11, a primeira ramificacao sera
considerar o5 < 10 ou zo > 11, gerando dois subproblemas P, e P,. A Figura [4.4
ilustra os subproblemas através de uma arvore de ramificagao e a equivalente representacao

gréfica.
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Figura 4.4: Ramificacdo do PL em dois subproblemas P, e P,

(a) ramificacao do PL (b) divisao da regiao factivel

>

22 < 10 ;

x2 <10 x2 > 11

0 4 3 i 12 14

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Analisaremos, agora os dois novos problemas lineares a serem resolvidos. O problema

linear P; foi obtido pela inclusao da restricao xo < 10 ao problema linear PL:

(P;) Minimizar z = z1 + X9
sujeito a: 1 + 2x9 > 30
215 > 16
2x1 > 18
To < 10

x1 >0, 29 > 0 e inteiros.

Da mesma forma, o problema linear P, foi obtido pela inclusao da restricao o > 11 ao

problema linear PL:

(P,) Minimizar z = z7 + 9
sujeito a: 1 + 229 > 30
225 > 16
211 > 18
T > 11

1 >0, 9 > 0 e inteiros.
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Para resolver os subproblemas P, e P, pelo método grafico, consideremos novamente
suas respectivas regioes factiveis. Tragando retas paralelas, perpendiculares ao vetor ¢ =
(1,1), no sentido contréario, obtemos as solugoes 6timas de cada subproblema, conforme

ilustrado na Figura [4.5

Figura 4.5: Resolucao grafica dos subproblemas P; e P, do problema das barras
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

A solugao 6tima do subproblema P; é o par ordenado (10, 10), fornecendo o valor
para a funcdo objetivo Z = 20. A solugdo 6tima de P, é o par ordenado (9,11), também
com o valor Z = 20 para a funcao objetivo. Dessa forma, como ambas as solugoes possuem
componentes inteiras, obtemos dois pontos 6timos para o problema PI.

Logo, a partir da solucao obtida para o problema de corte das barras de aco, consi-

I =1(1,0,2)

derando os padroes aj, = I

e aj; = (2,2,0), concluimos que deverao ser usadas 20

barras para o atendimento da demanda.

4.1.9 Solucao considerando os 22 padroes para a barra de com-

primento 20

Na solugao obtida no exemplo (4.1.8)) para o problema inteiro, foram utilizados apenas
2 padroes de corte. No entanto, inicialmente, destacamos que ha 22 possiveis padroes.

Assim, resolvendo o problema (4.1)-(4.3), considerando todos os padrdes e usando um
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pacote computacional de otimizacao, obtemos o valor minimo para a funcao objetivo
z = 18. Isso significa que é possivel atender a mesma demanda utilizando apenas 18
barras. Trés solucoes Otimas estao descritas a seguir, que representam trés maneiras

diferentes de atender a demanda com o minimo de barras.

;

9 barras usando o padrio al, = (1,0,2)
1* Solu¢ao: ¢ 8 barras usando o padrdo al;, = (2,2,0)

\ 1 barra usando o padrio ai, = (5,0,0)

8 barras usando o padrdo ai = (0,2, 1)

2% Solugao: 4 5 barras usando o padrido aly = (1,0,2)

5 barra usando o padrio a2, = (5,0,0)

\

8 barras usando o padrdo ai = (0,2, 1)
3% Solugao:

10 barras usando o padrio aly, = (3,0, 1)
\

4.1.10 Analisando a perda total

1? Solucdo do Exemplo(4.1.8):

Neste exemplo, foram encontradas duas solucoes de valor 6timo z = 20. Na primeira
solucdo foram cortadas 10 barra segundo o padrio al, = (1,0,2) e, 10 barras segundo o
padrao a1T7 = (2,2,0). Ambos padroes ndo geram perdas, mas acabam produzindo itens
em excesso que ficam para estoque. Nesta solucao, sao produzidos 30 unidades do item

1, 20 unidades do item 2 e 20 unidades do item 3:

1 2 30
10.1 0 + 10. | 2 = 20
2 0 20

Temos, entao, um excesso de 4 unidades do item 2(6 metros de comprimento cada)

e de 2 unidades do item 3(8 metros de comprimento cada), produzindo um total de 40
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metros de itens em excesso.

2% Solucdo do Exemplo(4.1.8]): Na segunda solucgao foram cortadas 9 barra segundo
o padrdo aj, = (1,0,2) e, 11 barras segundo o padrdo al; = (2,2,0). Ambos padrdes nio
geram perdas, mas acabam produzindo itens em excesso que ficam para estoque. Nesta

solucao, sao produzidos 31 unidades do item 1, 22 unidades do item 2 e 18 unidades do

item 3:
1 2 31
9.1 0 + 11. ] 2 = 29
2 0 18

Temos, entao, um excesso de 1 unidades do item 1(4 metros de comprimento cada) e
de 6 unidades do item 2(6 metros de comprimento cada), produzindo, também, um total

de 40 metros de itens em excesso.

1* Solugao 6tima(4.1.9): Na 1% solu¢ao 6tima foram cortadas 9 barra segundo o padrao
aly = (1,0,2), 8 barras segundo o padrio al, = (2,2,0) e, 1 barra segundo o padrio
a; = (5,0,0). Nenhum dos padroes gera perda e, nesta solu¢do, sdo produzidos 30

unidades do item 1, 16 unidades do item 2 e 18 unidades do item 3:

1 2 ) 30
9.1 0 + 81 2 + 1 0| = 16
2 0 0 18

Portanto, nessa solu¢do, a demanda é atendida com exatiddo(sem sobra de itens

para estoque) e com perda total igual a zero.

2% Solugao 6tima(4.1.9)): Na 2% solucao 6tima foram cortadas 8 barra segundo o padrao
ag = (0,2,1), 5 barras segundo o padrio al, = (1,0,2) e, 5 barra segundo o padrio
at, = (5,0,0). Nenhum dos padrdes gera perda e, nesta solucdo, sio produzidos 30

unidades do item 1, 16 unidades do item 2 e 18 unidades do item 3:

0 1 5 30
8.1 2 +5.10 +5 10 |= 16
1 2 0 18
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Portanto, nessa solu¢do, a demanda é atendida, também, com exatidao(sem sobra

de itens para estoque) e com perda total igual a zero.

3* Solucao 6tima(4.1.9)): Na 3% solucao 6tima foram cortadas 8 barra segundo o padrao
ag = (0,2,1), 10 barras segundo o padrao aly = (3,0, 1). Nenhum dos padrdes gera perda
e, nesta solucao, sao produzidos 30 unidades do item 1, 16 unidades do item 2 e 18

unidades do item 3:

0 3 30
8. | 2 + 10.] 0 | = 16
1 1 18

Portanto, nessa solu¢ao, a demanda é atendida, também, com exatidao(sem sobra
de itens para estoque) e com perda total igual a zero.
Como podemos perceber, as duas solucoes 6timas do exemplo resolvido, com dois padroes,
apresentam a mesma metragem de itens produzidos em excesso, assim como, as trés
solucoes 6timas para o problema considerando o uso dos 22 padroes de corte produzem
a mesma perda(perda zero). Os resultados eram esperados tendo em vista que, para o
caso que considera apenas um tipo de item em estoque, minimizar o ntimero de objetos

cortados ou minimizar a perda total sao objetivos equivalentes.

4.2 Problema de corte bidimensional na induastria de
moveis
4.2.1 Objetivo

Com estas atividades, espera-se trabalhar com os alunos conceitos matemaéticos pre-
viamente estudados e, através da resolugao do problema proposto, que os alunos compre-

endam a importancia da matematica como ferramenta para a tomada de decisoes.

4.2.2 Publico alvo

Jovens da segunda ou terceira série do Ensino Médio.
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4.2.3 Conteudos envolvidos

e Raciocinio Combinatorio.

Composicao e decomposicao de figuras geométricas.

Representagao de figuras geométrica na malha quadriculada

Escala

Area de Retangulos.

Areas equivalentes.

4.2.4 Material necessario

Para cada grupo de trés (ou quatro) alunos sera necessario:

1 impressao (ou fotocopia) do problema.

2 réguas

4 folhas de almaco quadriculadas.

3 folhas de almago.

1 caixa de lapis colorido.

4.2.5 Descricao do problema

Suponha que em uma industria de moveis, deverao ser cortadas placas de MDF
de medidas L x W = 110 x 110cm, obtendo-se 4 tipos de retangulos menores (itens),
de dimensoes e valores de utilidade especificadas na Tabela para a producao de

determinado modelo de movel.
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Tabela 4.3: Dados - Problema na industria de méveis

Item | Comprimentox Largura (cm) | Valor de utilidade (v;)
1 20 x 30 6
2 30 x 40 12
3 50 x 60 30
4 60 x 60 36

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

O problema consiste em determinar o melhor padrao de corte, ou seja, a forma de

cortar as placas de maneira a obter o maior valor de utilidade.

4.2.6 Desenvolvimento

e Coletivamente, realizar a leitura do problema e, discutir com a sala as dificuldades

em se obter a melhor solucao para o problema.

e Propor aos alunos que, em grupos, discutam e encontrem possiveis maneiras de

cortar a placa a fim de obter o maior valor de utilidade para a placa de MDF.

e Apobs as discussoes entre os alunos, o professor devera sistematizar os resultados
obtidos introduzindo os conceitos de: padrao de corte, padroes de cortes regulares
e irregulares, padroes de corte guilhotinado e nao guilhotinado, e, detalhando o

conceito de padrao de corte guilhotinado N-estagios.

e O professor devera discutir, coletivamente, com os grupos que, em geral, nas indis-

trias de moveis os cortes sao guilhotinados e 2-estégios.

e Realizar uma breve explanacao sobre como resolver o problema utilizando apenas

padroes de corte 2-estagios

e Propor que os grupos busquem construir um padrao guilhotinado 2-estagios que

tenha o maior valor de utilidade para a placa.

e Novamente professor deve sistematizar os resultados obtidos, comparando o dife-
rentes valores de utilidade da placa alcancados por cada um dos diferentes padroes

obtidos por cada grupo.
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e O professor devera, entao, apresentar a solucao fornecida pela secao (4.2.8) reali-

zando uma discussao coletiva sobre todos os resultados obtidos.

e O professor pode propor também a comparacao entre as perdas em cada um dos
padroes apresentados calculando as respectivas areas restantes em cada uma das

placas cortadas pelos respectivos padroes.

4.2.7 Orientacao ao professor

e Neste caso, por se tratar de um problema de corte bidimensional, mais trabalhoso
de ser resolvido, sugere-se que o professor trabalhe com os alunos o conceito de
corte em 2-estagios, focando somente na geracao dos padroes de corte para a placa
de MDF. Espera-se que cada grupo de alunos apresente um conjunto de padroes de

corte.

e Os alunos devem ser orientados e encaminhados a resolver a atividade proposta de

forma empirica, sempre buscando construir a solugao, tentativa por tentativa.

e O professor deve orientar e auxiliar os grupos durante toda a realizacao da atividade,

intervindo sempre que julgar necessario.

e Ao formalizar conceitos durante as sistematizacao dos resultados obtidos, o professor

pode recorrer as capitulos anteriores desta dissertacao.

e Ao realizar a explanagdo da solu¢do fornecida na secao (4.2.8) o professor deve

fazé-la de maneira dialogada com a classe.

e Ao realizar os calculos das areas das perdas o professor pode retomar o conceito de

area equivalentes

4.2.8 Exemplo de geracao de padrao de corte 2-estagios

Um padrao de corte para a placa de dimensoes 110 x 110, considerando cortes
horizontais no primeiro estagio, sao obtidos por combinar faixas. Por exemplo, faixas de
110 x 30, 110 x 40 e 110 x 60. Sejam os conjuntos dos itens que podem ser cortados em

cada uma das trés faixas:
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Faixa 1: 110 x 30 Wy = {1}
Faixa 2: 110 x 40 W, = {1,2}
Faixa 3: 110 x 60 W = {1,2,3,4}

Observe que qualquer faixa que nao tem as larguras 30, 40 ou 60, introduz uma tira
de perda inevitavel dentro da faixa e, portanto, deve ser evitada. Por exemplo, uma faixa

110 x 35 introduz uma tira de 110 x 5 que sera inevitavelmente perdida.

Considerando as trés faixas: 110 x 30, 110 x 40 e 110 x 60, temos trés problemas
da mochila para serem resolvidos, ou seja, devemos determinar, para cada faixa, quantos
itens de cada tipo, dentre os possiveis, devem ser a alocados. Sugere-se que seja utilizado
papel quadriculado para a realizacao desta atividade, ou outro tipo de material, e que os

alunos facam esta tarefa empiricamente.

A Figura[4.6] apresenta a solucao para os trés problemas da mochila,como combinar

os respectivos itens em cada faixa.

Figura 4.6: Solucao para as faixas 110 x 30, 110 x 40 e 110 x 60, respectivamente.

1 | 3 4
11 1f1]1 <

(3]
]
[

+ L=110 » - L=110 > — [0 —*

Fonte: Arenales, 2003

O proximo passo, consiste em determinar quantas vezes cada faixa deve ser utilizada
para formar o padrao de corte bidimensional. Isto consiste em um novo problema da
mochila para ser resolvido, cuja solucao é utilizar cada faixa exatamente uma vez. A

Figura [4.7] ilustra este padrao de corte.
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Figura 4.7: Padrao de corte para a placa de MDF

W=110 z | 2 -

< L=110 >

Fonte: Arenales, 2003

Fazendo a somatoria do niimero de vezes que cada item é cortado em todas as faixas

do padrao, obtemos o vetor associado ao padrao de corte que, neste exemplo, é dado por:

_ =W O

significando que, utilizando este padrao para cortar uma placa de MDF, serao obtidos 6
itens de dimensao 20 x 30, 3 itens de dimensao 30 x 40, 1 item de dimensao 50 x 60 e 1

item de dimensao 60 x 60, gerando duas perdas de medidas 10 x 30 e 10 x 20.
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Esta dissertacao considera os conceitos basicos e a modelagem matematica do pro-
blema de corte de estoque, em especial, para o caso unidimensional. Por se tratar de um
problema de otimizacao linear inteira, foi abordado o método branch-and-bound, muito
utilizado na resolugao de problemas de grandes dimensoes, que necessitam ser resolvidos
por métodos computacionais.

As dificuldades que surgem ao se resolver um problema de corte de estoque, mesmo
de pequenas dimensoes, sao destacadas no texto, além da sua importante aplicabilidade
em problemas reais.

Foram propostos e resolvidos graficamente problemas de otimizacao linear inteira
de duas varidveis reais. Dessa forma, tais situacoes podem ser trabalhadas com alunos
do ensino médio, como aplicagoes de conceitos ja vistos em sala de aula. O texto visa
auxiliar os professores com sugestoes de como trabalhar estes problemas com os alunos.

Como propostas futuras, pretende-se investir na preparacao de outras situagoes-
problema, para o caso unidimensional e bidimensional, analisando a possibilidade de de-
senvolvimento de material concreto para a realizacao das atividades com os alunos. Dessa
forma, o trabalho desenvolvido nesta dissertacao poderé servir como base na elaboracao
de um Projeto de Extensao para ser aplicado no Ensino Médio, como uma atividade em
sala de aula ou extracurricular, visando o desenvolvimento deste contetido nas escolas
publicas, contando com a participacao dos professores da rede estadual e graduandos do

curso de Licenciatura em Matemética.
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