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Resumo

Este trabalho apresenta uma abordagem dos conceitos de Minimo Multiplo Comum
(MMC) e Méaximo Divisor Comum (MDC), partindo de como estes conceitos sdo apre-
sentados na Educacao Basica, passando por sua fundamentacao tedrica a nivel superior,
até uma proposta de ensino das defini¢coes de Minimo Multiplo Comum Generalizado e
Méximo Divisor Comum Generalizado para pares de ntimeros comensuraveis. Para ilus-

trar a relevancia de tais conceitos, trazemos exemplos de aplicagoes dos mesmos.

Palavras-chave: MMC, MDC, generalizado, comensuravel.



Abstract

This paper presents an approach to the concepts of Least Common Multiple (LCM) and
Greatest Common Divisor (GCD), starting from how these concepts are presented in Basic
Education, through its theoretical foundation for higher level until a proposed teaching
settings Generalized Least Common Multiple and Greatest Common Generalized for pairs
of commensurable numbers. To illustrate the relevance of such concepts bring examples

of applications thereof.

Keywords: LCM, GCD, generalized, commensurate.
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Introducao

Embora os conceitos de Minimo Multiplo Comum (MMC) e de Maximo Divisor Co-
mum (MDC) sejam trabalhados, em geral, para o Conjunto dos Numeros Naturais no
Ensino Fundamental e Médio, e posteriormente, para o dos Numeros Inteiros no Ensino
Superior, estes conceitos admitem uma extensao para os Racionais e até para alguns pares
de Irracionais.

Neste trabalho, veremos que tais conceitos tém como condigao principal que os pares
de Numeros Reais utilizados para calculo de MMC e de MDC sejam Numeros Reais
Comensuraveis, sendo assim, torna-se necessario entendermos o que sao os Numeros Reais
Comensuraveis e quais pares de Numeros Reais podem ser ditos Comensuraveis.

No primeiro capitulo faremos alguns comentarios sobre trechos retirados dos Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs) que estdo relacionados ao tema deste trabalho. Neste
mesmo capitulo discorremos como os conceitos de MMC e MDC sao trabalhados na
Educacgao Basica, quais as principais estratégias ensinadas aos alunos nesse nivel de ensino,
e ainda uma metodologia de apresentacao dos mesmos através da Teoria dos Conjuntos
com a utilizacao do Diagramade Venn. Utilizaremos exemplos cldssicos envolvendo MMC
e MDC para levantar alguns questionamentos sobre a forma de apresentar os dois concei-
tos nos livros de Educagao Basica, inclusive como uma das motivagoes para escrevermos
este trabalho.

No segundo capitulo mostraremos as principais defini¢oes (em especial as de nimeros
primos e de nimeros compostos), os teoremas e as proposi¢oes que fundamentam os
conceitos de MMC e MDC no Conjunto dos Inteiros, onde utilizaremos o Teorema Fun-
damental da Aritmética e o Algoritmo de Euclides como duas das principais ferramentas
para os calculos de MMC e MDC. Também apresentaremos alguns exemplos de aplicacoes
desta fundamentagao tedrica, sendo trés destes exemplos retirados de olimpiadas de Ma-

tematica.



Sumario 2

No terceiro capitulo, veremos a definicao de Numeros Comensuraveis, com exemplos de
pares de Reais Comensuraveis, as definicoes de Minimo Multiplo Comum Generalizado
(MMCG) e Méximo Divisor Comum Generalizado (MDCG), também com exemplos e
ainda algumas proposicoes e corolarios sobre os mesmos.

No final do trabalho, iremos mostrar algumas aplicagoes de MMCG e MDCG, tanto
em problemas com conotagao de nivel mais elementar, até outros com maior grau de
dificuldade, por exemplo, na determinacao do periodo de algumas funcoes periddicas,
onde que estes problemas possuem valores que nao sao necessariamente numeros inteiros,
o que traria maior dificuldade em encontrar alguns resultados.

Mostraremos que utilizando os conceitos de MMCG e MDCG, algo que antes parecia
bastante complicado, sera respondido de forma bem mais simples. E dai, surge a grande
motivacao em falar deste tema, algo que comparado a varios outros conteudos vistos no
Ensino Médio, nao seria tao dificil de ser ensinado, e que possibilitaria ao professor ter
maiores ferramentas para associar a Matematica da sala-de-aula com a vida cotidiana do
aluno.

Outro ponto relevante quanto a motivagao para escrevermos um trabalho sobre MMC e
MDC sao as Olimpiadas de Matematica, pois ambos os conceitos sao bastante explorados
nessas provas, em especial, nas duas principais olimpiadas brasileiras de matematica,
OBM e OBMEP. Dai, também citamos neste trabalho problemas de olimpiadas.

Portanto, podemos resumir como os principais objetivos desse trabalho:

i) Fazer um enfoque dos conceitos de MMC e MDC, partindo dos Naturais, passando
pelos Inteiros, até as defini¢oes de Minimo Muiltiplo Comum Generalizado (MMCG) e
Méximo Divisor Comum Generalizado (MDCG) para alguns pares de Reais, ditos Co-
mensuraveis;

ii) Através de exemplos de aplicagdes, mostrar a viabilidade de apresentar estes con-

ceitos de MMCG e MDCG na Educagao Basica, em especial no Ensino Médio.



Capitulo 1

MMC e MDC nos Naturais

Segundo Terezinha Nunes (2005), chefe do Departamento de Psicologia da Universi-
dade de Oxford: “Infelizmente, o ensino de Matematica no Brasil enfatiza muito as contas
e nao os conceitos que estao por tras das contas”.

Essa frase sintetiza bem o tema abordado por este trabalho, pois em especial, quando
se fala dos contetiddos de MMC e MDC com os alunos da Educagao Basica, principalmente
os de Ensino Fundamental, pouco se fala sobre o que eles significam, ou seja, soube suas
aplicagoes. A maioria dos alunos conhece apenas a “utilidade” do MMC na soma de
fracoes; ja para o MDC dificilmente eles conseguem citar um exemplo de aplicagao para o
mesmo, quando na verdade, os dois sao ricos em aplicacoes. Isto é facilmente constatado
pelos professores de Matematica que atuam em escolas de Educacao Basica.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), no Capitulo que trata da Caracte-

rizacao da Area de Matematica, afirmam que:

“(...)o conhecimento matemdtico deve ser apresentado aos alunos como historica-

mente construido e em permanente evolucdo”.

Quando na verdade, pouco mudou na forma de ensinar Matematica nos tltimos anos,
pois quando comparamos versoes de livros didaticos utilizados em escolas de Ensino Fun-
damental e Médio, as poucas modificacoes que existem sao geralmente nos testes ou nos
exercicios propostos. Logo, essa “permanente evolugao” citada nos PCNs nao é notada
nestes livros didaticos.

Também nos PCNSs, na parte que fala sobre os Conteidos Propostos para o Ensino de
Matematica no Terceiro Ciclo, encontra-se um trecho relacionado aos conceitos abordados

neste trabalho:
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“(...) Conceitos como os de miltiplo e divisor de wm nimero natural ou o conceito
de numero primo podem ser abordados neste ciclo como uma ampliacao do campo
multiplicativo, que jdi vinha sendo construido mos ciclos anteriores, e mao como
assunto novo, desvinculado dos demais. Além disso, € importante que tal trabalho
ndo se resuma & apresentagdo de diferentes técnicas ou de dispositivos prdticos que
permitem ao aluno encontrar, mecanicamente, o minimo miltiplo comum e mdximo
divisor comum sem compreender as situacoes-problema que esses conceitos permitem
resolver.” (PCNs, Terceiro e Quarto Ciclos do Ensino Fundamental - Matemadtica,
22 Parte, Conteudos propostos para o ensino de Matematica no terceiro ciclo, pagina

66).

Assim, os PCNs deixam bem claro quanto a importancia de fazer o aluno compreender
as aplicacgoes de tais conceitos, e falam ainda, da conexao que o professor deve fazer destes
conceitos com os ja vistos anteriormente.

J& em outro momento, nos PCNs também encontraremos a forma como, em geral, sao

abordados os conteidos na Matemaéatica:

“(...) A abordagem de conceitos, ideias e métodos sob a perspectiva de resolugao
de problemas ainda bastante desconhecida da grande maioria quando € incorporada,
aparece como um item isolado, desenvolvido paralelamente como aplicacdo da apren-
dizagem, a partir de listagens de problemas cuja resolucao depende basicamente da
escolha de técnicas ou formas de resolu¢ao memorizadas pelos alunos.” (PCNs,
Terceiro e Quarto Ciclos do Ensino Fundamental - Matematica, 1* Parte, Quadro

atual do ensino de Matemética no Brasil, pdgina 22).

Ou seja, as dificuldades em compreender alguns conceitos da Matematica estao na
abordagem de forma paralela, como se a aplicagao dos mesmos fosse algo que os alu-
nos devem “memorizar”. Percebemos também, neste mesmo trecho dos PCNs, que as
aplicagoes de alguns conceitos matematicos nem sempre sao vistas pelos alunos, basta
observarmos este fragmento: “quando é incorporada, aparece como um item isolado”.

Agora, associando tudo o que foi citado dos trechos retirados dos PCNs ao tema deste
trabalho, dois questionamentos podem ser feitos: Os principais problemas citados nos
livros de Educacao Baésica retratam os do cotidiano? E como o professor deve abordar
situagoes problemas envolvendo os conceitos de MMC e MDC? Para melhor exemplificar

estes questionamentos, citamos um problema de vestibular que envolve o conceito de
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MMC, presentes nos livros de Matematica; e outros dois problemas cujas solugoes sao

dadas através do MDC.

Problema 1. No alto de uma torre uma emissora de TV duas luzes piscam com
frequéncias diferentes. A primeira pisca 10 vezes por minuto e a segunda pisca 15 vezes por
minuto. Se num instante certo as luzes piscam simultaneamente, apds quantos segundos

elas voltarao a piscar simultaneamente?!

A solucao deste problema parte do fato da primeira lampada piscar a cada 6 segundos
(60 ~ 10 = 6), e a segunda piscar a cada 4 segundos (60 + 15 = 4); ora, os alunos
nao conseguem relacionar bem este problema com a realidade, pois sabem que qualquer
lampada tem uma frequéncia de acender e apagar bem menor do que de 6 em 6 segundos,
dai ja surge um exemplo do nosso primeiro questionamento - este problema nao retrata
bem a realidade conhecida pelo aluno.

Para chegar a solugao do mesmo que sao 12 segundos, isto é, o MMC de 6 e 4; temos
um exemplo do segundoquestionamento, por que o resultado é dado pelo MMC de 6 e 47

O Minimo Multiplo Comum pode ser compreendido como o menor niimero que per-
tence ao conjunto dos multiplos comuns aos valores dados, isso na prética, remonta a ideia
de “encontro”, na verdade de “préximo encontro”, é uma forma simples de compreender
o conceito de MMC, mas que infelizmente nao é tratado nos livros didaticos disponiveis
no Brasil, o que condiz a citacao vista nos PCNs.

Apresentamos agora dois problemas bastante comuns em livros de Ensino Fundamental

e Médio cujas solucoes sao dadas através do MDC.

Problema 2. A Editora do Livro “Como Ser Aprovado no Vestibular” recebeu os
seguintes pedidos, de trés Livrarias: A: 1300 exemplares; B: 1950 exemplares; e C: 3900
exemplares. A Editora deseja remeter os trés pedidos em n pacotes iguais de modo que
N seja menor possivel. Determine o ntimero de exemplares que devem ser colocados em

cada pacote e o nimero n de pacotes.?

E interessante percebermos os detalhes que existem num problema cujo contetido ¢ o

'FUVEST (1991)
2PUC-RJ (adaptada)
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MDC. Primeiramente, fala-se de uma “uniformidade” (no texto isto surge quando se diz
que sdo pacotes iguais) e sempre hd uma ideia de “encaixe”, isto é, de “divisao exata”
- 0 que nos remete a definicao que serd vista neste trabalho de niimeros comensuraveis.
Notamos que nesta “divisao exata” se exigi o menor resultado possivel, dai a necessidade
de usarmos o maior divisor comum aos valores dados (0 méximo de livros por pacote), ou
seja, o MDC destes valores.

Assim, para determinarmos a solucao de tal problema é necessario calcular o MDC de
1300, 1950 e 3900, que sera 650 (logo adiante faremos a justificativa deste resultado no
Exemplo 2), e este valor representa o nimero de exemplares por pacote. Na sequéncia,

como também foi pedido o nimero de pacotes, devemos fazer as seguintes divisoes:

1300 5 1950 5 3900

650 650 650
Logo, serao 2 pacotes apenas com exemplares para a livraria A, 3 pacotes apenas com
exemplares para a livraria B, e 6 pacotes apenas com exemplares para a livraria C. Dai,

concluimos um total minimo de 11 pacotes.

Problema 3. Numa escola foram matriculados na quinta série 138 meninos e 92
meninas. Todas as salas devem ter o mesmo ntumero de alunos e nao deve haver classe
mista. Determine o menor nimero de classes que a escola deve ter para esta série.?

Notamos que a “uniformidade” é exigida neste problema no trecho “nao deve haver
classe mista”, ja a ideia de “encaixe” na frase “todas as salas devem ter o mesmo nimero
de alunos”. Na sequéncia do problema é pedido o menor nimero de classes, ou seja,
necessitamos do maior nimero inteiro que possa dividir o niimero de meninos e de meninas
ao mesmo tempo, o MDC de 138 e 92, que sao 46 alunos. Logo serao 3 classes apenas de

meninos (138 + 46 = 3), e 2 classes apenas de meninas (92 + 46 = 2), ou seja, no total

temos 5 classes.

No tltimo capitulo deste trabalho, voltaremos a mostrar alguns problemas semelhan-
tes a estes abordados na Educacao Bésica, entretanto com valores nao necessariamente
inteiros. Por exemplo, o mesmo problema da lampada com uma frequéncia diferente da
encontrada no Problema 1. E veremos como os conceitos de MMC e MDC generalizados

podem ser utilizados para resolvé-los.

3UFPI/PSIU (adaptada)
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Durante a pesquisa deste tema, também tivemos a preocupacgao de citar algo relaci-
onado ao modo de ensinar o MMC e o MDC para alunos das séries iniciais. Algo que
seja de simples compreensao e bem didatico para ser trabalhado em salas de 6° ano de
Ensino Fundamental, por exemplo. E nesta perspectiva, a melhor estratégia encontrada
foi a utilizacao do Diagramade Venn, ou seja, da Teoria dos Conjuntos. O objetivo desta
estratégia ¢ facilitar o entendimento dos conceitos de MMC e MDC, e consequentemente
o célculo dos mesmos.

Nesta forma de trabalhar fatoracao, escrevemos os niimeros compostos como um con-
junto formado por “4tomos” (que sao os nimeros primos). E para facilitar o entendimento
desta estratégia ao abordar os conceitos de MMC e MDC, iremos primeiro mostrar como
sao calculados os dois da forma j& consagrada no Ensino Baésico, e em seguida, associar
estes métodos com a estratégia supracitada.

Para esclarecer bem, resolveremos dois exemplos.

Exemplo 1: Encontre o valor do MMC de 36,54 e 21.

Solucao: Primeiro, devemos fatorar cada nimero e expressa-los como produtos de

nimeros primos, donde temos:
36 =2%.3% 54=2'.3% 21=3".7.

O MM sera o produto das poténcias mais elevadas de cada um dos ntimeros primos
que surgem na fatoragdo. Onde no exemplo acima, temos que as poténcias mais elevadas
dos trés nimeros primos 2, 3, e 7 sdo respectivamente 22, 3% e 7.

Assim,

MMC(36, 54, 21) =22 -33. 71 = 756.

Também é bastante comum calcular o MMC pela chamada “Fatoracao Simultanea”,
nela os numeros envolvidos sao divididos simultaneamente por um primo comum quando
for uma divisao exata, utilizando na sequéncia do céalculo o quociente encontrado; ja
quando esta divisao nao for possivel de forma exata para todos os valores, repetimos o
nimero que nao foi dividido. Este processo segue até aparecer o ‘1’ em todas as sequéncias
de divisoes. Dai, teremos que o MMC serd o produto dos fatores primos utilizados nessa
fatoracao.

No exemplo acima, fatorando simultaneamente os niimeros 36, 54 e 21, temos:
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36 54 2112
18 27 21 |2
9 27 213
39 713
1 3 73
11 77
1 1 1

Donde observamos que surgiram como fatores primos:

2.-2-2-3-3-7=756=MMC(36,54,21).

Exemplo 2: Calcular o MDC dos ntiimeros: 1300, 1950 e 3900.

Solugao: Ja, a escolha para calcular o MDC seria a seguinte: apds a fatoracao indi-
vidualizada dos valores, selecionamos os fatores primos comuns a todos os valores dados
com 0s menores expoentes que surgem na fatoragao dos mesmos.

Assim, devemos primeiro fatorar os trés valores separadamente:
1300 =2%-5%-13% 1950 = 2% - 31 - 52131 3900 =22 - 3. 5213%.

Donde conclufmos que o MDC(1300, 1950, 3900) = 2! - 5% - 13! = 650.

Agora, vamos utilizar o Diagrama de Venn no céalculo dos dois, MMC e MDC. Nesta
forma de calcula-los temos os seguintes passos:

1°) Determinar a fatoracao de cada um dos nimeros;

2°) Colocar os fatores primos num Diagrama de Venn com um conjunto para cada um
dos ntimeros, onde os fatores em comum ficam nas interse¢oes dos conjuntos;

3°) Dai, temos que para encontrar o MMC basta multiplicarmos todos os nimeros pri-
mos que estao no Diagrama, ou seja, todos os fatores primos que surgiram na fatoragao -
o que é representado pela Uniao entre os conjuntos. Ja para encontrar o MDC, multipli-
camos apenas os fatores primos que estao na Intersecao do Diagrama, ou seja, apenas os
fatores primos que sao comuns aos nimeros dados.

Notamos também que esta forma de apresentar os dois (MMC e MDC), além de

bastante didatica, possibilitaria ao professor associar o conceito de MMC a Uniao de
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conjuntos, e o de MDC a Intersecao de conjuntos. Associacao esta bastante interessante
e conveniente para esta etapa da vida académica do aluno, pelo fato de fazer uma co-
nexao entre dois contetidos (Teoria dos Conjuntos e Fatoracdo) que geralmente ja sao

apresentados numa mesma sequéncia nos livros didaticos, vide [3].

Exemplo 3: Determine o MMC(48,180) e o MDC(48, 180).

Solugao: Devemos primeiramente fatorar os dois valores:
48=2-2-2-2-3 e 180=2-2-3-3-5

Agora, observamos que os fatores comuns sao dois fatores “2” e um fator “3”, assim
podemos representar tal fatora¢ao no Diagrama de Venn, onde F(IN) esta representando
os fatores primos que surgem na fatoragdo de N, ou seja, temos os conjuntos F(48) e

F(180) representando no diagrama abaixo as fatoracoes de 48 e 180, respectivamente:

F(48) F(180)

Figura 1.1: Conjuntos com as fatoragoes de 48 e 180.

Dai, temos que:

MMC(48,180) = F(48)UF(180) = {produto de todos os fatores} = 2:2-2-2-3-3-5 = 720

MDC(48,180) = F(48) N F(180)= {produto dos fatores comuns} = 2-2-3 = 12.

Exemplo 4: Determine o MM C(9360, 23100, 13230) e o MDC(9360, 23100, 13230).

Solugao: Devemos primeiramente fatorar os trés valores separadamente, ou seja:
9360 =2-2-2-2-3-3-5-13=2*.3%.5".13!

23100=2-2-3-5-5-7-11=2%2.31.52. 71 . 11!
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13230=2-3-3-3-5-7-7=21.3%.5L.72

Agora, observamos em qual regiao dos conjuntos cada fator ficara no grafico, e, assim,

podemos representar estas fatoragoes no diagrama a seguir:

F(9360) F(23100)

/)

F(13230)

Figura 1.2: Conjunto com as fatoragoes de 9360, 23100 e 13230.

Dai, temos que:

MMC(9360, 23100, 13230) = F(9360) U F(23100) U F(13230)
= 2-2-2-2.3-3-3-5-5-7-7-11-13

= 24.33.52.72. 11" . 13!

MDC(9360, 23100, 13230) = F(9360) N F(23100) N F(13230)
= 2-3-5

= 30.



Capitulo 2

MMC e MDC nos Inteiros

Definicao 1. Dizemos que um inteiro v é multiplo de um inteiro u, ou que W é um divisor
de v (cuja notagdo é ulv), se v =tu para algum inteiro t.

Dizemos que m € multiplo comum de dois inteiros uw e v se m € maultiplo de w e de v.

Definigao 2 (Minimo Muiiltiplo Comum). Dados dois inteiros w e v diferentes de zero;
dizemos que M € o Minimo Multiplo Comum entre w e v, e escrevemos M = MMC(u,v)
ou M = [u,v], se:

(1) M > 0;

(ii) M é maltiplo comum de w e v;

(i1i) M € o menor dos maltiplos comuns, ou seja, se M’ > 0 for outro mailtiplo comum

de w ev, entio M < M.

Definicao 3 (Méaximo Divisor Comum). Dados dois inteiros w e v diferentes de zero;
dizemos que D € o Mdzimo Divisor Comum entre u e v, e escrevemos D = MDC(u,v)
ou D = (u,v), se:

(1) D > 0;

(i) D € um divisor comum de w e v, isto €, D € divisor tanto de w quanto de v, ou
seja, Dju e D|v;

(111) D € o maior dos divisores comuns, ou seja, se D' > 0 for outro divisor comum

de u e v, entao que D’ < D.

Defini¢ao 4. Um nimero inteiro n(n > 1) possuindo somente os divisores positivos n e
1 € chamado de primo. Um niumero que nao € primo é chamado composto.
Do ponto de vista da estrutura dos naturais, os niimeros primos sao os mais simples e,

ao mesmo tempo, sao suficientes para gerar todos os ntimeros naturais, como veremos no

11
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Teorema Fundamental da Aritmética. Assim, os nimeros primos podem ser considerados

como os “elementos atomicos” que, quando combinados, formam os ntmeros compostos.

Observacao 1. Caso o MDC(u,v) = 1, dizemos que w e Vv sdo “primos entre si”.!
Exemplo 5: Os nimeros 2,3,5,7 e 11 sao primos e os nimeros 10, 15, 35 e 348 sao

compostos. O ntimero 1 é considerado um caso especial.?
Exemplo 6: Prove que o ntimero n = 22 — 254 é composto.

Solucao: Escrevemos n de outra forma, com o objetivo de facilitar nossa analise:
n = (2192 — (25?)2 = 10242 — 625

Agora, usando a diferenca de quadrados, temos:

n = 1024% — 6252

= (1024 — 625)(1024 + 625)

=399 - 1649

=3-133-1649

Portanto, podemos concluir que 3|n, ou seja, que n é um nimero composto.

Proposicao 1. Seja n > 1 um nimero inteiro. Entao:

(i) o menor divisor de n diferente de 1 é um nimero primo;

(ii) se n € composto, o seu menor divisor diferente de 1 nao € maior que /n. Em
outras palavras, se 1 ndo possui divisores diferentes de 1, menores ou igual que \/1, entdo

n é primo.

Demonstracao. (i) Seja p o menor divisor de n, diferente de 1. Se p fosse composto teria
algum divisor g tal que 1 < q < p, mas ([p e p|n, o que nos diz que g|n, e isto contradiz
a hipotese levantada sobre p.

(ii) Denotamos por p o menor divisor de n, diferente de 1. Portanto, n = pq com
q > p. Multiplicando ambos os lados da desigualdade por p obtemos: n = pq > p?, e

consequentemente vale /n > p. [l

Proposicao 2. Dados a,b,p € Z. Se plab, com p primo, entao pla ou plb.

!Também sdo chamados de “coprimos” ou “relativamente primos”.
2De modo geral o ntimero 1 néo é considerado nem primo nem composto.
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Demonstracao. Ver [6] pagina 9. O

Agora vamos enunciar um dos resultados mais cldassicos da Matematica, que garante
a existéncia de infinitos niimeros primos. Até onde se conhece a demonstragao a seguir
foi a primeira escrita utilizando o método de reducao ao absurdo, e é devida a Euclides

cerca de 300 a.C.

Teorema 1. Ezistem infinitos niimeros primos.>

Demonstracao. Suponhamos que exista uma quantidade finita de nimeros primos e de-
notemos todos estes por: pi, P2, Ps; -5 Px-

Consideremos o nimero n = pipaps...px + 1 maior do que todos os primos p;, com
1 <1< k. Como nenhum p; divide 1, temos que n nao ¢ divisivel por nenhum dos primos
do conjunto finito py, P2, Ps, ..., Px- Ou seja, n nao pertence a este conjunto. E como n
nao pode ser escrito como um produto dos fatores pi, temos que ele é primo.

Caso n seja composto, e seja g o seu menor divisor primo. Obviamente q nao coincide
com nenhum dos numeros p;i, pois caso contrario, como ele divide n, teria que dividir 1,
o que ¢é impossivel. Logo, temos uma contradi¢ao a hipétese de termos uma quantidade

finita de primos. O

Teorema 2 (Teorema Fundamental da Aritméticat). Todo inteiro maior do que 1 pode ser

representado de maneira unica, a menos da ordem, como um produto de fatores primos.

Demonstracao. Se n é primo nao ha nada a ser demonstrado.

Suponhamos n composto. Seja pi(com p; > 1) o menor dos divisores positivos de n.
Pela Proposigao 1(i) temos que p; é primo. Logo, n = py.n;.

Se n; for primo a prova esta completa. Caso contrario, tomamos ps como o menor
fator de ny. Pelo argumento anterior, ps € primo e temos que n = p; - p2 - Na.

Repetindo este procedimento, obtemos uma sequéncia decrescente de inteiros positivos
N, N, ..., .. Como todos eles sao inteiros maiores do que 1, este processo deve terminar.

Logo n pode ser escrito da forma:

n=mpi-pz2-...- Pk

3E conhecido como Teorema de Euclides.

4Também é chamado de Teorema da Fatoracao Unica.
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Como os primos na sequéncia py, pa, ..., Px N0 sao, necessariamente, distintos, n tera,

em geral, a forma:
n=p"py* Pt

onde estes expoentes ai, com 1 < 1 < k, representam as quantidades de vezes que cada
um dos primos p; existentes na fatoragao de n.

Para mostrarmos a unicidade usamos inducao em n.:

(i) Para n =2 a afirmacao é verdadeira.

(ii) Assumimos entdo, que ela se verifica para todos os inteiros maiores do que 1 e
menores do que n. Vamos provar que ela também é verdadeira para n.

Se n é primo, nao ha nada a provar.

Vamos supor, entao, que n seja composto e que tenha duas fatoracoes, isto é,

n=pi-p2---"Ps=4dq1-qz2 ... - qr.

Vamos provar que s = 1 e que cada p; (com 1 < i < s) é igual a algum qj (com
1 <i<r). Como p; divide o produto q; - gz ... gy, entdo pela Proposicao 2 ele divide
pelo menos um dos gj.

Sem perda de generalidade podemos supor que pi|q;. Como ambos sdo primos, isto
implica p1 = q;. Logo, pa ... ' Ps =q2 ... - qr.

Como 1 < py-... - Ps =d2-...- qr < M, a hipdtese de inducao nos diz que as duas
fatoracoes sao idénticas, isto é, s = 1 e, a menos da ordem, as fatoracoes pips...ps €

d142..-qr Sao iguais. [

Portanto, de acordo com o Teorema Fundamental da Aritmética um inteiro positivo é

o produto de nimeros primos, e, exceto por sua ordem, esta representacao é unica:
n=2".3" .5 .77

Onde os expoentes Ny, N3, N5, N7 ... sS40 inteiros nao negativos que representam a

quantidade de cada um dos primos (2,3, 5,7, ...) surgiu na fatoracao.?

Exemplo 7: Escreva os niimeros 84 e 90 como produtos dos infinitos niimeros primos.

50 Teorema Fundamental da Aritmética foi enunciado precisamente por Gauss (1777-1855). Seus
antecessores, Fermat, Euler, Lagrange e Legendre, utilizavam este teorema sem a preocupagao de té-lo

enunciado ou demonstrado com precisao.
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Solucao: Pelo Teorema Fundamental da Aritmética:
84 =2%-3".5%.7".11°-13°...

90 =2'-3%2.5.79.11°.13°...

Para facilitarmos a compreensao da ideia de fatoracao, geralmente sao escritos apenas

os fatores primos cujos expoentes sao maiores do que zero. Como a seguir:
84=2%.3".71
90 =2 .3%.5!

.~ o, L » . S

Proposicao 3. Se dois nimeros inteiros positivos a e b possuem fatoragoes a = [ [, p;*
b: . ., ~ . . ~

eb =TI, p" . ou seja, se jd estio escritos como produtos de fatores primos, entao o

Maximo Divisor Comum de a e b € igual a:

(a,b) = Hpi‘“, onde c; = min{a;, bi}
i=1

Demonstracao. Para que um produto de fatores primos comuns seja um divisor comum
nenhum expoente ¢; de p; podera superar nem a; e nem b;. Como estamos interessados

no maior dos divisores, basta tomarmos, para c;, o0 menor desses dois. O

Proposigio 4. Se a = pi - pS2 - pS3 . . .pn eb = pPt.pdpli. L pbn | onde

P1,P2,P3, ---, Pn SA0 primos que ocorrem nas fatoracoes de a e b, entao o Minimo Muiltiplo

Comum de a e b € igual a:

S
[Cl, bl = Hp?laX{ai,bi}'
i=1

Demonstracao. Da definicao de Minimo Multiplo Comum nenhum fator primo p; deste
minimo poderad ter um expoente que seja inferior nem a a; e nem a b;. Se tomarmos,
pois, o maior destes dois para expoente de p; teremos, nao apenas um multiplo comum,

mas o menor possivel dentre todos eles, o que conclui a demonstragao. O

Proposicao 5. Se x ey sao numeros reais entdo: max{x,y}+ min{x,y} =x+y



Capitulo 2. MMC e MDC nos Inteiros 16

Demonstra¢ao. Se x =y entdo o max{x,y} = min{x,y} = x =y e o resultado se verifica
trivialmente.
Sem perda de generalidade podemos supor que x < y. Entao, max{x,y} =y e o

min{x,y} = x, o que conclui a demonstragao. H
Teorema 3. Para a e b inteiros positivos temos: a-b = [a,b] - (a,b).

Demonstragio. Sejam a = [, pit e b =], pfi, pelas Proposicoes 3 e 4, temos:

(a,b) = [T, pr™teetd o [, b] = [T, p¥*1e | dai, temos:

i=1Fi i=1Fi
n n
min i.vbi i i.abi,
(a,b)-[a,b] :Hpi {a }_lenax{a }
i=1 i=1
Agora pela Proposigao 5, temos:

n n
l I in{ai,bi}+max{ai,b; | | i+b;

prinln{ i 1} { i 1} — pial+ t—=q- b
i=1 i=1

Proposicao 6. Sejam d,A € N e a,b,c € Z. Entao valem as sequintes propriedades:
(a) Se dla e d|b, entao d|(a,b).
(b) O (a,b) é o menor valor positivo do conjunto {ax + by/x,y € Z}.
(c) (Aa,Ab) = A(a,b).
(d) Se dla e d|b, entdo (E b) = l(a,b). Consequentemente, ( a b ) =1.

d’d) d
(e) Se (a,c) = (b,c) =1, entao (ab,c) =1.

(f) Se clab e (b,c) =1, entao cla.

Demonstragao. Vide [5] pdgina 110. O

Observacao 2. Embora essas propriedades tratem de niumeros inteiros, as notagoes que

foram utilizadas no item (d) jd remetem aos racionais.

Proposicao 7. Sejam a e b dois inteiros, entao valem as sequintes afirmacoes:

(i) Se a é maltiplo de b, entdo (a,b) =b.

(i1)) Se a =bq+c, ¢ #0, entdo o conjunto dos divisores comuns dos nimeros a e b
coincide com o conjunto dos divisores comuns dos numeros b e c.

E particularmente, (a,b) = (b, c).
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Demonstragao. (i) Com efeito, todo divisor comum dos ntimeros a e b é um divisor de
b. Isto é, como por hipotese a é multiplo de b, todo divisor de b é também um divisor
de a, ou seja, um divisor comum dos nimeros a e b. Portanto, o conjunto dos divisores
comuns dos nimeros a e b é igual ao conjunto dos divisores de b. Como o maior divisor
de b é ele mesmo, resulta que (a,b) = b.

(ii) Usando a Proposigao 6(b) temos que todo divisor comum de a e b também
divide ¢ e, consequentemente, é um divisor de b e c. Pela mesma razao todo divisor
comum de b e ¢ também divide a e, consequentemente, é um divisor de a e b. Portanto
os divisores comuns de a e b sao os mesmos divisores comuns de b e c.

Particularmente, também coincidem os maiores divisores comuns, ou seja, (a,b) =

(b,c). H

Mesmo conhecendo varias propriedades tedricas sobre o MDC entre dois inteiros, en-
contra-lo de fato pode ser uma tarefa complicada, principalmente sem o auxilio das fer-
ramentas corretas. Poderiamos pensar que basta expressarmos o conjunto com todos os
divisores de um ntmero, depois outro conjunto com todos os divisores do outro niimero e,
na sequencia, verificar qual é o maior elemento comum aos dois conjuntos, algo que para
valores pequenos funciona bem. Entretanto, essa estratégia pode se tornar bastante can-
sativa e demorada quando os valores envolvidos nao forem tao pequenos.Assim, citamos
agora, um importante método denominado Algoritmo de Euclides, que torna o célculo
do MDC bem mais simples de ser efetuado, independentemente do tamanho dos valores

inteiros a serem utilizados.

Teorema 4 (Algoritmo de Euclides). Dados dois inteiros positivos, a e b, aplicamos

sucessiwamente a Divisao Fuclidiana para obtermos a sequinte sequéncia de igualdades:

b=aq; + 11, 0<r<a
a=7Tyqs + Ty, 0 <1y
T1 =Toqs + T3, 0<r3 <1y

(2.1)

Th—2 =Th-1(n + Tn, 0 < Th < Thn-1

L Th—1 = Tndn+1

Onde estas divisoes sucessivas continuam até algum v, dividir 1. Dai, teremos que

o mdc(a,b) = 1, ou seja, o MDC deles serd o iltimo resto nao-nulo no processo de
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divisao anterior.

Demonstra¢ao. Comegamos observando que o processo de divisao (2.1) é finito. Com
efeito, a sequéncia de numeros inteiros 1y, com 1 < k < n, é estritamente decrescente
e estd contida no conjunto {r € Z, 0 < r < a}, portanto nao pode conter mais do que
'a’ inteiros positivos. Examinado as igualdades (2.1) de cima para baixo e usando a

Proposicao 7, temos que:

(a,b) = (a,11) = (r1,12) = ... = (Th_1,Th) =Tn
]
Proposicao 8. Sejam a,b,c € Z e A € Z. Entao valem as sequintes afirmacoes:
(i) se ¢ € miltiplo comum de a e b, entdo [a,b|c;®
(i1) [Aa, Ab] = Ala, b].
Demonstracao. (i) A divisao de ¢ por [a, b] com resto T nos da:
c=l[a,blg+r, onde 0 <r<[a,b]. (2.2)

Da igualdade 2.2, basta provarmos que r = 0, para obter o resultado desejado.

Suponhamos, pelo contrario, que 0 < r < [a,b]. Notemos que tanto a como b
dividem c e [a, b]. Logo, pela Proposigao 6(b) e pela igualdade 2.2, temos que a e b
também dividem r, ou seja, T é miltiplo comum de a e b e ndo pode ser menor que [a, b],
contradizendo nossa suposicao.

(ii) Observemos que Ala,b] é miltiplo comum de Aa e Ab, logo pelo item (i) desta

proposicao vale que:

[Aa, Ab]|Ala, b] = [Aa,Ab] < Ala, b]. (2.3)
L Aa, Ab]
Por outro lado, [Aa, Ab] = q1Aa = (s - Ab, para alguns inteiros q; e 2. Logo, 7\
¢ um maultiplo comum de a e b. Portanto,
[a,b] < D\a’;‘b] — Ala, b] < [Aa, Ab] (2.4)
Das igualdades 2.3 e 2.4 segue que
Ala, b] < [Aa,Ab] < Ala, b],
de onde vem diretamente o resultado. O

6[a, b] = MMC(a, b)
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Para melhor compreensao de tais teoremas e proposicoes, citamos agora alguns exem-

plos.

Exemplo 8: Utilizando o Algoritmo de Euclides, determine o Maximo Divisor Comum

dos niimeros 471 e 1176.

Solugao: Aplicando o Algoritmo de Euclides obtemos a seguinte sequéncia de divisoes

com resto:

1176 =471 -2 + 234,
AT1 =234 -2+ 3,
234 =178 - 3.
Portanto, o MDC(471,1176) = 3.

n+8
In+ 15

Exemplo 9: Prove que a fragao

¢ irredutivel para todo nimero natural n.

Solucao: Para uma fragao ser considerada irredutivel, basta mostrarmos que o MDC
entre o seu numerador e o seu denominador é igual a 1. Assim, usando o Algoritmo de
Euclides, temos que:

IM+15=2n+8)-1+2n+7
N+8=02n+7)-1+1
n+7=02n+7)-1

Entao,

MDC(4n+15,2n+8) =1

E, portanto, 4n + 15 e 2n + 8 sao primos entre si para qualquer valor de n.

100 vezes 60 vezes

— =
Exemplo 10: Determine o MDC( 111...1, 111...1).

Solugao: Primeiro escrevemos os nimeros na base decimal, isto é,

100 vezes

—N—
111..1=10"+10% + ...+ 1
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60 vezes

—~
111..1=10* + 10 + ... + 1

Aplicamos agora o Algoritmo de Euclides para obter as seguintes igualdades

100 vezes

—~—
111..1 = (10 +10%® + ... + 1)10%° + 10 + 10*... + 1,

10 4108 + ..+ 1= (102 +10% + ... + 1)10*° + 10" + 108 + ... + 1,

10% 4+10% + ...+ 1= (10" + 10" + ... + 1)10*° + 10" 4+ 10" + ... + 1.

Disto resulta que:
100 vezes 60 vezes 20 vezes

— N —
MDC(111...1,111...1) = 10* + 10®¥ + ... + 1 =111...1 .

Exemplo 11: Dois amigos passeiam de bicicleta, na mesma direcao, em torno de

uma pista circular. Para dar uma volta completa um deles demora 15 minutos e o outro

demora 18 minutos. Eles partem juntos e combinam interromper o passeio quando os dois

se encontrarem pela primeira vez no ponto de partida. Quantas voltas deu cada um?

Solucao: Percebemos de inicio que este problema trata de MMC, pois tem a ideia

de “primeiro encontro”. Assim, denotamos por n; e My, respectivamente, o nimero de

voltas que cada um dos amigos faz. Notemos que o tempo total da corrida é o menor

valor positivo de T que satisfaz as igualdades abaixo, ou seja, o MMC de 15 e 18, logo:

T= 15111 = 18112,

ou seja,
(15-18)

= 90.
3

T =[15,18] =

Portanto, o nimero de voltas que cada amigo fez é encontrado fazendo: ny; =

90
voltas e ny = 8= 5 voltas.

E:

6

Finalizamos este capitulo com dois exemplos que nos fornecem uma interpretacao

geométrica do Minimo Multiplo Comum. Estes foram propostos na OBM” e na OBMEPS,

respectivamente.

"Olimpiada Brasileira de Matemética.
80limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Ptblicas.
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Exemplo 12: Um retangulo de lados inteiros AB = m e AD = n, ¢ dividido em
quadrados de lado 1. Em cada um dos vértices ele possui um pequeno orificio. Um raio
de luz entra no retangulo por um dos vértices, na direcao da bissetriz do angulo reto, e
é refletido sucessivamente nos lados do retangulo. Quantos quadrados sao atravessados

pelo raio de luz?

D "

Figura 2.1: Interpretacao geométrica do MMC.

Solucao: Se fizermos alguns testes preliminares dando valores a m e n, veremos que
em cada caso a resposta coincidird com o MMC(m,n). Provemos que isto de fato vale
para m e n quaisquer. Para realizar a prova nos auxiliaremos da Figura 2.1.

Primeiramente, notemos que cada vez que o raio de luz atravessa um quadrado ele
avanca uma unidade tanto na direcao horizontal como na direcao vertical. Usando este
fato fazemos as observacoes a seguir.

e Se o raio entra pelo vértice A, terd que atravessar m quadrados até chegar ao
lado BC, imediatamente mais m para chegar ao lado AD, depois mais m para chegar
novamente ao lado BC, assim sucessivamente. Além disso, depois do raio percorrer pm
quadrados, com p € N, estara batendo no lado BC ou no lado AD.

e Analogamente o raio batera no lado AB ou no lado DC se, e somente se, atravessar
gn quadrados, com q € N.

e Somente nos vértices B, C e D do retangulo pode acontecer que o raio incidente
saia do retangulo, terminando assim o processo de reflexao.

Usando as observacoes acima é facil ver que o raio chegarda a um vértice quando
chegar simultaneamente a dois lados perpendiculares do retangulo. Portanto, deve ter
atravessado um numero x de quadrados tal que x = pm = gn, ou seja, x devera ser um

multiplo comum de m e n. E claro que a primeira vez que o raio chega a um vértice o
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nimero x ¢ o menor miltiplo comum de m e n, isto é, x = [m, nJ.

Finalmente, observamos que nenhum dos quadrados é atravessado duas vezes nos
percursos do raio de A até bater no primeiro vértice, pois como vemos na figura numa
das direcoes os quadrados atravessados serao todos cinzas e na outra direcao, serao todos

brancos.

Exemplo 13. Jogando sinuca - Na figura abaixo vemos uma mesa de sinuca quadri-
culada e parte da trajetoria de uma bola, tacada a partir de um canto da mesa, de modo
que, sempre que a bola bater em uma das beiradas da mesa, ela segue seu movimento
formando angulos de 45° com a beirada. A bola seguird pela diagonal de quantos desses

quadrados durante a trajetéria até cair na cacapa??

L — ®

Figura 2.2: Sinuca

Solugao: Usando os resultados do Exemplo 12, temos que a quantidade de quadrados
que a bola ird passar até cair numa das cacapas serd dada pelo MMC das quantidades
de quadrados dos lados (6 e 8) subtraido de 1, pelo fato de onde ela esta posicionada na
tacada inicial, logo temos:

MMC(6,8) — 1 =24 — 1 = 23 quadrados.

Percebemos também neste problema a ideia citada no Capitulo 1 de ”primeiro en-
contro”’para os problemas que envolvem o MMC, pois a solucao encontrada representa a

primeira cacapa encontrada pela bola.

YOBMEP, Banco de questoes 2010, nivel 2.



Capitulo 3

MMC e MDC para pares de Realis

Comensuravels

Historicamente, a nocao de comensurabilidade foi introduzida e utilizada como uma
forma de comparar o tamanho de dois segmentos de reta. Na Antiguidade os gregos
acreditaram, por muito tempo, que dois quaisquer segmentos de reta eram sempre co-
mensuraveis. Nessa época, pensava-se que os numeros racionais fossem suficientes para
comparar segmentos de reta, isto é, dados dois segmentos AB e CD, seria sempre possivel
encontrar uma unidade u contida um ntimero inteiro de vezes em AB e outro inteiro de
vezes em CD, situagao esta em que u ¢ um submiltiplo comum de AB e CD.

Por exemplo, os segmentos AB e CD sao comensuraveis, justamente por ser possivel

compara-los com a unidade de medida comum u, dada pelo segmento EF:

A — +B Fr——F

Figura 3.1: Segmentos Comensuraveis

Mas, entre 450 e 400 a.C., provou-se que o segmento que representa a diagonal de
um quadrado nao era comensuravel com o seu lado. O que gerou uma forte crise na
Matematica grega, chamada de “Crise dos Incomensuraveis”, que sé foi resolvida depois
de muitos anos de discussao, discussao esta que levou a formulacao precisa do problema

da comensurabilidade em termos de medida de segmentos de retas e que se encerrou com

23
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a criacao dos nimeros reais absolutos.

Figura 3.2: Quadrado de Lado a e Diagonal d

Embora sendo um conceito geométrico, a comensurabilidade pode ser equivalente-
mente definida como uma relacao entre dois niimeros reais quaisquer. Veremos agora as

duas definigoes.

Definicao 5. Dizemos que dois segmentos de reta sao comensurdveis quando ambos podem
ser obtidos através de um numero inteiro de partes de um mesmo segmento de reta.

Por exemplo, os segmentos da Figura 3.1 sao comensuraveis.

Definicao 6. Dois nimeros reais v € s sao comensurdveis se existem inteiros nao nulos
a e b tais que: ar = bs.

Assim, temos algumas conclusoes da definicao:

1. Dois racionais sao sempre comensuraveis.

2. Dois irracionais podem ser comensurdveis: por exemplo, v/5 e 2v/5.

3. Dois reais quaisquer podem ser ou nao comensuraveis: basta tomar um racional
e um irracional, ou escolher pares de irracionais que nao multiplos entre si, como, por

exemplo, V2 e /3. De fato, se existissem naturais a e b tais que:
av2 = bv/3, (3.1)

terfamos entao (elevando ao quadrado os dois membros)
2a’® = 3b? (3.2)

Considerando a fatoracao em primos de inteiros, temos em 3.2 um absurdo, pois é impar
o ntimero de vezes que o primo 2 aparece na fatoracao em primos de 2a?, enquanto que é
par o nimero de vezes que 2 aparece na fatoracao em primos de 3b2. Assim, concluimos

que nao existem naturais a e b para os quais 3.1 seja verdadeira.
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A partir da definicao de comensurabilidade entre dois niimeros reais podemos estender
a definicao de multiplo e divisor, e demonstrar algumas propriedades, como veremos a

seguir:

Definicao 7. Dizemos que um numero real v € um maltiplo inteiro de um real s; ou que

s € um divisor inteiro de r; se existe um inteiro t tal que r = ts.

Proposicao 9. Sejam r e s dois reais nao nulos.
As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) T es sao comensurdveis;
. T, , .
b) o quociente — é um nimero racional;
s
c) existe um niumero real t que € maltiplo inteiro comum de v e de s;

d) existe um nimero real W que € divisor inteiro comum de v e de s.

Demonstracao. (a) = (b): Se r e s sdo comensurdveis, entao existem a,b € Z*, tais que

r b
ar = bs, consequentemente, — = — € Q.
S a

(b) = (c): Suponhamos que E € Q. Digamos que g = g € Q. Entao, multiplicando
a igualdade acima por sa obtemos um t = ar = bs que é um muiltiplo inteiro comum de
T e des.

(¢c) = (d): Seja t € R um multiplo inteiro comum de 1 e de s. Digamos t = ar = bs,
com a,b € Z*. Entao o nimero u = % = % ¢ um divisor inteiro comum de 1 e de s.

(d) = (a): Seja u um divisor inteiro comum de r e de s. Digamos r = ub e s = uaq,

com a,b € Z*. Entao ar = bs. O
Considerando a proposicao anterior, ficam naturais as definicoes a seguir.

Definigao 8 (Minimo Multiplo Comum Generalizado). Sejam v e s dois reais comen-
surdveis nao nulos. Dizemos que t € o Minimo Multiplo Comum Generalizado entre v e
s; e escrevemos t = MMCG(r,s), se:

(i) t >0;

(ii) t € um mailtiplo comum de r e s;

(i11) se t' também € um maltiplo comum der es et’ >0, entao t <t'.

Definigao 9 (Méximo Divisor Comum Generalizado). Sejam v e s dois reais comen-
surdveis nao nulos. Dizemos que w € o Maximo Divisor Comum Generalizado entre v e

s; e escrevemos uw = MDCG(r, s), se:
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(1) u>0;

(i) w € um divisor comum de v e s;

(11i) se W' também é um divisor inteiro de v e de s, entdo u’ < u.

No teorema a seguir obtemos uma férmula para o MMCG e para o MDCG entre

dois reais comensuraveis quaisquer.

Teorema 5. Sejam v e s dois reais comensurdveis nao nulos.

Entao, MMCG(r,s) = |vr| = |us| e MDCG(r,s) ‘—‘ ‘ ,onde Yéa forma

v

. , ) T
wrredutivel do racional —
S

Demonstragao. Primeiramente apenas para o caso de T e s positivos’. Assim, temos a,

b, c, d inteiros tais que ar = bs e cr = ds, logo
T
s

Consequentemente, os menores naturais a, b que satisfazem a igualdade ar = bs sao
claramente obtidos quando tomamos o numerador e o denominador da fracao irredutivel

que representa o racional —

~ u ~ . P
Dai, pelas Definicoes 8 ¢ 9, se — ¢ a tal fragao irredutivel, tem-se que:
%

MMCG(r,s) = vr = us e MDCG(r,s) = th — % O

Exemplo 14: Calcule o MMCG(4, 18) e MDCG(4, 18) usando o Teorema 5.

Solucao: Fazendo uma analogia as notacoes utilizadas no Teorema 5, teriamos:

4 2
gzﬁzgzg,ouseja,rzél,s:18,u:2ev:9,logo:

MMCG(4,18) =19 - 4| =2 - 18| = 36
MDCG(4, 18) = H ’

No caso de r e s serem numeros racionais, as expressoes do teorema acima podem ser
reformuladas em termos das representagoes destes racionais em fracoes irredutiveis. O

que torna mais simples a memorizacao dos calculos do MMCG e do MDCG.

Tsso é possivel, pois podemos supor sem perda de generalidade que r e s sdo positivos devido as

igualdades: [r,s] = [r,—s] = [-7,s] = [-7,—s] e (1,s) = (1,—s) = (—7,8) = (-1, —s).
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4 6 4 6
Exemplo 15: Calcule o MMCG (E’ £> e o MDCG (ﬁ’ £>
4 4/15
Solucao: Fazendor = 5 es = %, temos E = % = 134 que ¢ a sua forma irredutivel,

logo teriamos u = 14 e v =9, usando as mesmas notagoes do Teorema 5.

Dai, temos:

4 6 4 6 12 12
MMCG|— — =19 —| =14 —|=|—| = —=
( > ‘ ‘ 35 ‘5 5’

15 35 15
€
4 6 4/15|  |6/35 2 2
MDCG ( —, - | = |4-—| = = =
G (15’35) ' 14 ‘ ’ 9 ' ‘105' 105

6 2
Observacao 3. Dividindo os dois valores, R e 35 pelo MDCG, 105" encontramos dois

numeros inteiros: 14 e 9.
A seguir, veremos a proposicao que acreditamos ser a estratégia mais viavel para ser

ensinada no Ensino Médio, para o calculo do MMCG e do MDCG.

.~ . . . . . . . . a
Proposigao 10. Sejam v, s racionais nao nulos e sejam a, b, c, d inteiros tais que 5

c . . _ ., L .
e 1 sao as representacoes para v e s, respectivamente, jd na forma de fracao irredutivel.

Entao:
ac mme(a,c)
MMCG(r, s) = MMCG (B’ E> = b (3.3)
ac mdc(a,c)

Demonstra¢ao. Aqui novamente provamos apenas para o caso de 1 e s serem positivos.
Como MDC(a,b) = 1, é necessério dividir a e ¢ pelo MDC(a, ¢); e como MDC(c,d) =

1, também é necessario dividirmos b e d pelo MDC(b, d). Dai, teremos que a fracao

I_a/b_ad_a’d/

s ¢/d  bc blc

é irredutivel, onde:

/ a / b / ¢ / d

mdc(a,c)’ mdc(b, d)’c mdc(a,c)’ mdc(b, d)

E portanto, pelo Teorema 5, temos:

a

b c

a
MM =r.b'.¢c'=—.
CG(rs) =1-b"-c b mdc(b,d) mde(a,c)

e pelo Teorema 3, temos ainda:
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mmc(a,c)

MMCG(T, S) = m,

0 que prova a equagao 3.3; e

v a mdc(a,c) mdc(b,d)
MDCG(r,s) = FTia " . :
e ainda pelo Teorema 3, temos:
mdc(a,c)
MDCG =—=
(7 s) mme(b,d)’

0 que prova a equacgao 3.4.

O

Observagao 4. A hipdtese “na forma de fra¢ao irredutivel” na Proposi¢ao 10 é im-
prescindivel, isto €, as formulas 3.3 e 3.4 quando aplicadas a fra¢oes nao irredutiveis nao
proporcionam necessariamente o MMCG (r, s) e o MDCG (r, s),como veremos no

exemplo sequinte:

. 18 . . . : .
Exemplo 16: Sejamr r = — e s = 2 que sao dois racionais, ou seja, dois comen-

8

suraveis, temos:

mmece(18,1) mme(9,1)
mdc(3,7) 79 nde(4.7) (r;s),

mdc(18,1) 1 1 mdc(9,1)
mme®.7) 567 28~ mmc(dT) (r.s)

1
Note que para encontrar os resultados corretos para MMCG e MDCG, 9 e %8’ usamos

as fracoes irredutiveis 17

7

Agora, veremos alguns exemplos que mostram o quanto é simples a utilizagao desta

teoria, em especial da Proposicao 10.
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Exemplo 17: Calcule o MMCG e o MDCG dos comensuraveis abaixo:

4 5 4,5 20
_ mmc(4, )__:20'

24 15
MMCG (2=, 2 ) = MMCG (2, 2) = e o)
2) (18’12) (3’4) mdc(3,4) 1

4 5 mdc(4,5) 1
- mme(3,4)  12°

24 15
b) MDG <1—8§) — MDCG (5, T —

24 15

18 12

Observacao 5. Também se verifica o Teorema 3 para 0s racionais, como em

360 5 1 5 s
= e 0 mesmo serd demonstrado na Proposicao 11.

206 3 127 3
T mde(2,4) 2 2

2
irredutivel 31 3 (pelo Teorema 5).

13 1,3 3 1
c) MMCG (5,1) _ mme(l,3) = — - 3, pois 3 é o denominador da fragao

g) MMCG(12v/3;5v3) = 5-12v/3 = 60/3, pois 5 é o denominador da fracio irre-

12v/3 12
dutivel V3 = — (pelo Teorema 5).
5/3 5

Observacgao 6. O item (g) também pode ser resolvido utilizando a proposi¢ao a sequir.

Mostramos agora que as principais proposicoes supracitadas com numeros inteiros se

generalizam também para MMCG e MDCG entre reais comensuraveis.

Proposicao 11. Sejam v e s dois reais nao nulos comensurdveis. Entao:

(i) r-s = MDCG(r,s) - MMCG(r,s);

(i1) dado qualquer real nao nulo k, temos ainda kr e ks comensurdveis e seque-se:

MMCG(kr,ks) = |k| - MMCG(r,s) e MDCG(kr, ks) = [k| - MDCG(r, s).

Demonstrag¢ao. Consideraremos ainda apenas o caso em que k, T e s sao positivos. Supo-

nhamos que m, n sao naturais nao nulos tais que
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n n T
= — e MDC(n,m) =1, ou seja, — ¢é a forma irredutivel de —.
m m s

-
S
Dai temos, pelo Teorema 5, que

MMCG(r,s) = mr =mns

)

MDCG(r,s) = :—1 - %

de onde segue que

MDCG(r,s) - MMCG(r,s) = %ns =Ts,

o que prova (i).

kr n
Além disso, como — = — , temos:
s m

MMCG(kr,ks) = mkr = k- MMCG(r,s)

k
MDCG (kr, ks) = f — k.- MDCG(r,s),
o que prova (ii). O

O Corolario seguinte nos mostra que as propriedades acima nos permitem calcular
o Minimo Multiplo Comum Generalizado entre dois racionais de expansao decimal finita
de uma forma mais rapida. Este resultado também vale quando substituimos a base 10

de numeracao por uma base b qualquer.

Corolario 1 (da Proposicao 11). Se r e s sdao dois nimeros racionais que podem ser

representados por uma fra¢ao decimal, digamos, T = H)lk es = % eset>ket>p
entao
10tr, 10t
MMCG(r, s) = mmel 10? s)) (3.5)
e
dc(10%r, 10"
MDCG(r,s) = mdcl 103’ s) (3.6)

Demonstracao. Basta multiplicarmos as igualdades 3.5 e 3.6 por 10" e utilizar a Pro-

posicao 11(ii). O
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Exemplo 18: Nos itens (c) e (d) do Exemplo 17, poderiamos ter calculado o

MMCG e o MDCG da seguinte forma:

Solugao:

1
MMCG (5,%) = MMCG(0,5;0,75)

mme (100 x 0,5;100 x 0, 75)

100
mme(50, 75)

100

150
100
= 1,5

13 3
da MM — ===
o que nos da CG (2,4> 5

MDCG (%Z) = MDCG(0,5;0,75)

mdc(100 x 0,5; 100 x 0, 75)

100
mdc (50, 75)

100
25

100
= 0,25

13 1
L MD — =] =-.
o que nos da MDCG (2, 4) 1



Capitulo 4

Aplicacoes do MMCG e do MDCG

Apresentamos agora algumas aplicagoes dos conceitos de Minimo Miltiplo Comum

Generalizado e Méximo Divisor Comum Generalizado.

Problema 1. Duas lampadas piscam com frequéncias diferentes, a primeira pisca 55
vezes por minuto, e a segunda pisca 70 vezes por minuto; se num dado instante as duas

piscam simultaneamente, em quanto tempo isso voltara a acontecer?

Solucao: Primeiro vamos analisar a frequéncia com que as duas lampadas estao pis-

cando, ou seja, como um minuto equivale a sessenta segundos temos que:
60 12

- A frequéncia da 1* Lampada = =—
55 11

. . 12
, ou seja, ela pisca a cada I segundos;

60 6 6
- Ja a frequéncia da 2* Lampada = i ou seja, ela pisca a cada = segundos.

Assim, teremos como o préximo instante que as duas piscaram juntas o menor multiplo
12

comum dos racionais 7° =2 o que pode ser calculo através do MMCG:
12 6\ MMC(12,6) 12
MMCG | —, = |=———==—=12 d
(11’ 7) MDC(11,7) 1 segundos

Com isso, concluimos que o préximo instante em que as duas voltaram a piscar juntas

serd exatamente em 12 segundos.

Observacao 7. Note que este mesmo problema apresentaria um certo grau de dificuldade

. . . . 1
para um aluno de Ensino Médio, pois as frequéncias encontradas, I e - representam

32
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dizimas periodicas, o que levaria geralmente o aluno a pensar em aprorimagoes numeéricas;

e com estas aproximacgoes nao encontrariamos o resultado inteiro de 12 sequndos.

Problema 2. Trés onibus de linhas diferentes (A, B e C) saem do terminal no mesmo
horario - as 6h da manha. Sabendo que o 6nibus da linha A faz quinze vezes o seu percurso
durante um dia, que o 6nibus da linha B faz um total de vinte viagens durante o dia, e
que o da linha C completa no total trinta vezes o seu percurso diario. Desconsiderando
o tempo que eles trocam de motorista e outros possiveis atrasos, como alimentacao ou
engarrafamentos no transito, qual o préximo horario em que os trés 6nibus voltaram a

sair juntos do terminal?

Solucao: Primeiro observamos a frequéncia com que os onibus completam os seus

respectivos percursos, assim teremos:

24h 8
———— = —h =1,6h = 1h36mi j
15voltas 5 ’ i, Ot Se),

ele completa uma volta no seu percurso em 1h36min;

- A frequéncia do onibus da linha A =

24 12 6
- A frequéncia do 6nibus da linha B = 0-"10" Sh = 1,2h = 1h12min, ou seja, ele
completa uma volta no seu percurso em 1h12min;

24 12 4
% = 1—5 = gh = 0,8h = 48min, ou seja,
elecompleta uma volta no seu percurso em 48min;

- A frequéncia do onibus da linha C =

Logo, temos pela Proposicao 8 e pelos comentarios vistos no Capitulo 1 que o

4
horario desejado na questao é o MMCG de g, g e g:
mmeg (5,8 4 O MMCEB.6.4) 24 _ o hismin,
5°5° 5 5,5,5 5

Logo, como eles partem inicialmente juntos as 6h, adicionando com o tempo encon-
trado como MMCG, temos:
6h + 4h48min = 10h48min.

Observacao 8. FEssa questao poderia ser feita sem nenhum tipo de aproximacdo, utili-
zando os tempos das trés linhas em minutos: 96min, 72min e 48min, respectivamente,
com 1sso poderiamos ter resolvido o mesmo problema da maneira a sequir.

2% Solugao: Primeiro fatorando os trés valores separadamente, logo:
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96=2-2-2.2.2.3=2°.3,
72=2.2.2.3.3=2%.32
48 =2-.2.2.2.3=2%.3.

E para calcular o MMC de 96, 72 e 48 = [96, 72, 48] = 25 - 32 = 288min = 4h48min.

Problema 3. Outra aplicagao bastante interessante para o MMCG esta na deter-
minacao de periodos de funcoes trigonométricas', em especial funcoes que apresentam
somas ou produtos de duas ou mais fungoes trigonométricas. Determinar o periodo de
tais funcoes geralmente é algo bastante trabalhoso, e até com certas limitacoes nos ti-
pos de funcoes em que sao cobrados estes periodos. Entretanto, utilizando o conceito de
MMCG estes mesmos questionamentos sobre periodos de algumas fungoes trigonométricas
tornam-se algo bem simples e faceis de serem realizados. Para tal aplicacao torna-se ne-
cessario demonstrar um teorema que afirma que o periodo de fungoes do tipo f + g ou

f- g é dado pelo MMCG dos periodos de ambas as fungoes f e g.

Definicao 10. Uma funcao f : R — R € dita periddica quando existe um niumero real
p # 0 tal que f(x +p) = f(x), para todo x € R. Assim, dizemos que p € um periodo de f,
ou ainda, que f é uma fungao periodica de periodo Pp.

Note que se f é uma fungao periédica de periodo p, entao kp também é um periodo

para f, para todo k € Z*.

Teorema 6. Dadas f : R — R e g: R — R funcoes periddicas de periodos ps e pg
respectivamente. Se pr e pg sao niumeros comensurdveis, entao as fungoes f+g e f-g

sao periodicas de periodo MMCG (p+,pg).

Demonstragao. (i) Demonstragao para o caso f + g. Sendo ps e pg por hipétese co-
mensuraveis, estd bem definido M = MMCG(pys,pg). Existem entdo m,n € Z* tais
que

m.pf:n.pg:M

!Contetido geralmente abordado em turmas de Ensino Médio.
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Obviamente, como m,n,ps, pg sao todos nao nulos, temos que M ¢ também nao nulo.

Agora, dado x € R, temos:

(f+g)x+M) = f(x+M)+gx+M)
= flx+m-pe)+g(x+n-pg)
= f(x)+9(x)
= (f+g)x).
Portanto, f 4 g é periédica de perfodo MMCG(p¢,pg).

(ii) Demonstragao para o caso f-g. Sendo pf e pg por hipétese comensuraveis, também

esta bem definido M = MMCG(p¢, pg). Dal existem entdao m,n € Z* tais que
m . pf = n . 'pg = M_

De forma analoga, como m,n,ps, pg sao todos nao nulos, temos que M ¢ também nao

nulo. Agora, dado x € R, temos:
(f-g)(x+M) = f(x+M)-g(x+M)
= f(x+m-pf)-glx+n-pg)
= f(x)-g(x)
= (f-g)(x).

Assim, também provamos que f - g é periédica de periodo MMCG(p¢, pg). H

Agora, mostraremos dois exemplos desta aplicacao, inclusive apresentado os graficos

de ambas as funcoes utilizadas.

Problema 4. Dadas f(x) = sen(3x) e g(x) = cos(7x) que sao fungdes periddicas de

27t 27
periodos fundamentais: pf = — e pg = —-, respectivamente. Determine o periodo da

3 7
funcao h(x) = sen(3x) + cos(7x).

Solugao: Como pf e pg sao comensuraveis, temos que a funcao h(x) dada por:
h(x) = sen(3x) + cos(7x) que é uma funcao periédica, tendo 27t como seu periodo,

pois

21 27 27
MM — — | = — =27
CG(3’7) T

Veja o grafico da funcao h(x) = sen(3x) + cos(7x) feito no GeoGebra?:

2GeoGebra é um aplicativo livre de matemdtica que combina conceitos de geometria e algebra numa
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Figura 4.1: Funcao h(x) = sen(3x) + cos(7x)

Observagao 9. O periodo das fungoes f(x) = sen(kx) e g(x) = cos(kx) sao dados por
27
k

Para efeito de comparacao com o que vem sendo trabalhado no ensino médio, citamos
agora outro exemplo de determinacao de periodo de funcao trigonométrica, e mostramos
dois métodos: primeiro o que geralmente é apresentado nos livros de Ensino Médio (uma
resolugdo mais trabalhosa); e na sequéncia, como o mesmo problema pode ser resolvido

utilizando o conceito de Minimo Multiplo Comum Generalizado.

Problema 5. Estude a variacao da funcao f : R — R dada por f(x) = sen(2x) +

cos(2x)3.

Solugao: Primeiro vamos reescrever a funcao f usando a propriedade que envolve os

N . Tt .
angulos complementares, que diz que cosx = sen (5 — x) . Assim,

f(x) = sen(2x)+ cos(2x)

= sen(2x) + sen <g — 2x> )

Em seguida, usando a propriedade da transformacao da soma em produto que diz que

Unica interface gréfica.
3Fonte [4], exercicio 235.
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senp +senqg = 2-sen (%) coS (p;q), e fazendop=2xe q = g — 2x, temos:

2
T T
2x + — —2x 2——+2x
f(x) = 2-sen 2 Cos 2
2 2
T
2 sen(ﬂ) 4X_§ 1
= . — ) cos
4 2 2

= 2-£-cos(2x—z>

2 4
= \/5-008(2)(—%)
27

= 'pf:@:ﬂ

Agora, fazendo g(x) = sen(2x) e h(x) = cos(2x), cujos periodos sao:

27
Po =
e
_27'(_7t
ph_|2|_ 9

de onde temos como o periodo de f(x) = sen(2x) + cos(2x) o nimero
MMCG(p¢,pg) = MMCG(m, ) = 7.

O que condiz com o resultado encontrado anteriormente, e com o grafico apresentado

a seguir:

Figura 4.2: f(x) = sen(2x) + cos(2x)

Problema 6. Apresentamos agora uma aplicacao geometrica para o MDCG de

nuimeros comensuraveis.
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Geometricamente, se dois segmentos AB e CD tem medidas comensuraveis r e s,
respectivamente, entdo o MDCG(r,s) é a medida do maior segmento EF que, quando
escolhido para nova unidade de medida para medirsegmentos de reta, proporciona medidas
inteiras para AB e CD, como ja vimos na Figura 3.1.

Podemos aplicar esta ideia ao ajuste de engrenagens: suponhamos que queiramos ajus-
tar duas rodas num sistema de engrenagens, fresando dentes nas mesmas, todos de mesmo
tamanho. Como cada roda deve ter um nimero inteiro de dentes para que o desgaste so-
bre as rodas seja minimo. E isto ocorre quando os comprimentos das circunferéncias
(consequentemente dos seus raios) sao comensuraveis.

De fato, denotando por 6 o dobro do comprimento do dente para levarmos em conta
o espago entre dentes (veja Figura 4.3), e denotando por 11 e 15 0s raios das rodas, temos

que existem m,n naturais tais que

2nry =md e 27mry = nd

Donde temos:
2nr; . mbd T m
— s —

2mrs . Md Ty N

Ou seja, isso ocorre se 11 e T9 forem comensuraveis, pois nr; = mrs.

Figura 4.3: Engrenagens cujos raios sao 1y € To

Ainda é interessante ressaltar a ideia citada no Capitulo 1, quando apontamos um
detalhe sobre os problemas que envolvem o MDC tem uma ideia de "encaixe”e de ”uni-
formidade” que é facilmente notada neste problema, pois as engrenagens devem se encaixar
e para isso deve existir uma uniformidade - um padrao - na medida dos dentes das duas

rodas. Sendo que um problema semelhante a este pode ser levado aos alunos de Educagao
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Basica, usando como base a sua aplica¢ao no calculo dos tamanhos dos ”dentes” da catraca
e da coroa de uma bicicleta, como veremos no Problema 7.

Concluindo o problema, temos que o maior valor de §, ou seja, o valor desejado, é
dado pelo MDCG dos comprimentos das duas rodas:

MDCG(27try, 27try) = 27t- MDCG(1,12) (Pela Proposicao 11),

e se, na pratica, este comprimento se revelar invidavel (por ser, por exemplo, muito
”curvo”um arco de comprimento 8), entao, para minimizar o desgaste, teremos que tomar

comprimentos iguais a §/k com k natural.

Problema 7. Uma bicicleta possui uma mensageira de raio R; = 9 cm e uma catraca
de raio Ry = 4,2 cm, como na Figura 4.4 . Sabemos que ambas estao conectadas por
uma mesma corrente, logo os dentes existentes nelas possuem o mesmo tamanho cada.
Temos ainda que a mensageira possui 46 dentes e a catraca possui 22 dentes. Sendo
assim, compare o dobro do tamanho de um dente com o MDCG dos comprimentos das
duas circunferéncias (mensageira e catraca), e verifique se o resultado obtido condiz com

a conclusao encontrada no Problema 6.

Mensageira

Catraca

Figura 4.4: Catraca e mensageira de raios 19 e 11, respectivamente.

Solugao: Primeiro vamos calcular o comprimento total de ambas (mensageira e ca-
traca), e daf analisaremos a medida do dobro do comprimento de um dente em cada uma
delas (D; e D).

Entao,

Ci =2nR; =2m-9 = 56,55cm

Cy = 27Ry = 271+ 4,2 = 26, 39cm



Capitulo 4. Aplicagoes do MMCG e do MDCG 40

Dali, temos:

D; =56,55cm + 46 dentes = 1,2cm
D; =26,39¢cm + 22 dentes =1,2cm

Agora, vamos comparar este resultado com o MDCG dos comprimentos das duas,

donde temos:

MDCG(27TR1,27TR2) = QT(MCDG(Rl,Rg)
42
= 2n- MDCG —
T (9, 10)
— 271.MDCG (QQ)
15
MDCG(9.21)
MMCG(1.5)
5

3, 7cm.

= 2m-

I12

Basta agora relermos o detalhe apontado no final do Problema 6, onde afirma-se que
se, na pratica, este comprimento se revelar inviavel, entao, para minimizar o desgaste,
teremos que dividi-lo por um k natural, e quando observamos o resultado encontrado

(3,7 cm) e o dividimos por k = 3, encontramos aproximadamente 1,2 cm.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Os objetivos principais deste trabalho foram: trazer uma abordagem mais ampla dos
conceitos de Minimo Multiplo Comum e Maximo Divisor Comum, com especial atencao
para os pares de comensuraveis; e associar estes conceitos com suas variadas aplicagoes.

Como a caracteristica principal do Mestrado Profissional em Matemaética, ao qual este
trabalho esta vinculado, é qualificar melhor os professores de Matematica da Educacao
Bésica, permitindo assim, uma melhor educacao para os alunos, a escolha deste tema
foi muito pertinente. Portanto, queremos com essa dissertacao transmitir aos leitores
a importancia do MMC e MDC de comensuraveis, e a viabilidade de apresenta-los nos
diversos niveis de educacao, com um maior foco no ensino médio.

Cabe ainda um prolongamento de tal trabalho: divulgar o conteiido do mesmo, e
apresenta-lo sempre que possivel a outros professores de matematica.

Finalizamos com mais um trecho dos PCNs(1997) que diz que:

“(...) A Matemadtica é componente importante na constru¢ao da cidadania, na medida em
que a sociedade utiliza, cada vez mais, de conhecimentos cientificos e recursos tecnologicos,
dos quais os cidaddos devem se apropriar. A aprendizagem em Matemdtica estd ligada a
compreensao, isto €, a apreensao do significado; aprender o significado de um objeto ou
acontecimento pressupoe veé-lo em suas relagcoes com outros objetos e acontecimentos.”
Assim, esperamos que os conceitos matematicos, de modo geral, venham sempre as-
sociados aos seus significados, e nao apenas com férmulas mecanicas, e que os alunos
tenham essa consciéncia matemaética, e, assim, possam compreender e modificar o mundo

ao seu redor.
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