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RESUMO

RIBEIRO, Cheirum Michaael. Estudo de projecoes com uma proposta de atividades para
aplicacao no Ensino Médio. 122 f. Dissertacdo - Programa de Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnol6gica Federal do Parand. Curitiba,
2019.

O estudo de projecdes € um assunto classico e de extrema importancia para diversas areas da
Matematica. Neste contexto, o presente trabalho tem por objetivo evidenciar essa importancia
trazendo inicialmente um estudo tedérico aprofundado sobre projecdes e algumas aplicagcdes na
analise numérica, através da exposi¢do dos métodos iterativos GMRES e Gradientes Conjugados,
baseados em projecao sobre subespacos de Krylov. Num segundo momento, procurou-se com o
conhecimento adquirido propor algumas atividades que podem ser utilizadas na educacdo basica.
Foram elaboradas atividades interdisciplinares envolvendo o contetido de Geometria Analitica
com as dreas de conhecimento Fisica e Educacdo Fisica, onde propde-se trabalhar as projecoes
no contexto de vetores no plano cartesiano e também nas regras de impedimento no futebol, sob
o contexto recente da tecnologia VAR (Video Assistant Referee) que vem sendo adotada pela
FIFA (Fédération Internationale de Football Association) na ultima década. Para realizagdo das
atividades, a fim de auxiliar na pratica dos experimentos e de fornecer estimulo ao estudante foi
produzido um material concreto, denominado caixa octante. Tal material representa um octante

do R?, e é um recurso que pode ser utilizado para todo contetido de Geometria Analitica.

Palavras-chave: Projec¢des. Ensino Bédsico. Geometria Analitica. Sistemas Lineares.



ABSTRACT

RIBEIRO, Cheirum Michaael. Projections study with a proposal of activities for application
in High School. 106 f. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2018.

The projections study is a classic subject of extreme importance for various Math’s fields. In this
context, the present thesis has the main goal to evidence its importance firstly bringing a depth
theoretical study about projections and some applications on the numeric analysis through the
exposure of interplay methods GMRES and Conjugates Gradients that are based on projections of
Krylov subspace. On the second moment with the knowledge acquired in this work it was sought
to propose some activities which can be apply on the basic education. It has been elaborated
interdisciplinary activities engaging the content of Analytic Geometry with the Physics and
Physical Education knowledge fields. It has proposed working the projections in the vectors
context in the cartesian plan and also in the rules of soccer offside under the currently context
of VAR (Video Assistant Referee) technology that has been assumed for FIFA (International
Federation of Association Football) in the last decade. It has been built a concrete material called
octant box to accomplish the activities as a result to assist the experiments practice as well as
giving encouragement to the students. Such material represents an octant of R® and it is a source

that can be utilized for all Analytic Geometry content.

Keywords: Projections. Basic Education. Analytic Geometry. Linear Systems.
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INTRODUCAO

Neste trabalho vamos tratar o tema projecdo sob duas perspectivas. Na primeira perspec-
tiva, visando o aprofundamento do conhecimento matemético na drea de Algebra Linear, foi feito
um intenso estudo tedrico sobre projecdes e algumas de suas aplicacdes na Andlise numérica.
Na segunda perspectiva, procurou-se com o conhecimento adquirido propor algumas atividades
que poderiam ser utilizadas na educacio bdsica. Sob essa segunda perspectiva foram elaboradas
atividades interdisciplinares envolvendo a Geometria Analitica e as dreas de conhecimento Fisica
e Educacao Fisica, onde propde-se trabalhar as proje¢des com utilizagdo de vetores no plano
cartesiano e também nas regras de impedimento no futebol, sob o contexto recente da tecnologia
VAR (Video Assistant Referee) que vem sendo adotada pela FIFA (Fédération Internationale de

Football Association) na ultima década.

Dentro dessas duas perspectivas produzimos o texto que segue, onde empenhamo-nos
para fornecer um trabalho que seja util para professores de matemadtica, dai o cuidado de fornecer

uma redacdo diddtica e um grande nimero de exemplos.

O estudo de projecdes é um assunto cldssico no estudo de Algebra Linear com muita
utilidade na 4rea de Andlise Numérica, onde projetores podem ser utilizados como ferramenta
para o desenvolvimento de métodos que podem ser utilizados para a resolugdo de diversos
problemas da érea, tais como fatora¢do de matrizes, otimizagao linear, otimiza¢do nao-linear,
resolugdo de sistemas lineares e ndo lineares, etc. Posteriormente, tais métodos desenvolvidos
podem ser empregados para aplicacdo nas mais diversas areas de conhecimento, como, Fisica,

Engenharias, Economia, etc.

Considerando um espaco vetorial qualquer £, uma projecdo é um operador linear P :
E — E que satisfaz a condicdo P> = P. O tipo de projecio mais estudado sdo as chamadas

projecdes ortogonais, em que o operador linear deve satisfazer, adicionalmente, P = P7.

A nogdo de projecdo esta intimamente ligada a no¢ao de Soma Direta. Se W;, W, sdo
dois subespacos do espaco vetorial £, dizemos que E' € soma direta de I/ e W5 se todo elemento
v € E pode ser escrito, de maneira tinica, como v = w; + wsy, onde w; € Wy e wy € Ws. Num
primeiro momento, considerando a projecdo P : &© — E, € possivel mostrar que a condic@o
P? = P garante que F é a soma direta do nicleo da projecdo com a sua imagem. Além disso,
se F pode ser escrito como soma direta dos subespagos W, e W, define-se o operador linear
P : E — E, projecdo sobre 1, paralelamente a W5, do seguinte modo: todo vetor w € V' se
escreve, de modo uUnico, como soma w = u + v de um vetor u € W, com um vetor v € W,.
Pde-se entdo P(w) = u. Neste caso, pode-se perceber que a imagem da projecéo é o espaco W,

e, além disso, o nicleo € o espago Ws.

No caso da projecao ortogonal, pode-se ainda verificar que o nicleo do operador sera
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complemento ortogonal da imagem. E que, sendo 1V subespaco de V, tem-se que V = W @ W+

e que, neste caso, a projecio sobre 1V, paralelamente a 1¥* é uma projecdo ortogonal.

Na drea de Andlise Numérica, as projecdes t€m papel importante no desenvolvimento de
métodos para resolu¢d@o dos mais diversos tipos de problema. Para trabalhar com decomposic¢ao
de matrizes, pode ser aplicado o conceito de projecOes para determinar a fatoracaio QR. Quando
se fala da resolugdo de sistemas lineares, podemos citar, por exemplo, métodos baseados em pro-
jecdo sobre subespacos de Krylov (KELLEY, 1995). A resolugdo de sistemas sobredeterminados
(mais equacOes do que incognitas) através dos métodos Quadrados Minimos, que constantemente
aparecem na drea de Otimizacao, sdo resolvidos através de projecdes em subespacos. Entre os
métodos desenvolvidos para resolu¢do de problemas de minimizacao (linear ou ndo, restrito ou
nio) podemos encontrar uma série de métodos que utilizam o conceito de proje¢do em algumas

de suas etapas ou até em sua esséncia.

Neste trabalhos, vamos estudar dois dos principais métodos iterativos para resolucdo de
sistemas lineares: Método dos Gradientes Conjugados (Conjugate Gradient Method) e o GMRES
(Generalized Minimum Residual Method) que sdo baseados em projecdes sobre subespacos de
Krylov.

Ap6s o estudo tedrico das projecdes, foi possivel elaborar algumas propostas para
trabalho em sala de aula no ensino bdsico, nas quais, partindo de algumas atividades tedricas,
desenvolve-se uma série de atividades praticas para as quais foi desenvolvido o material concreto

caixa octante.

As atividades propostas levam em consideracdo duas possibilidades advindas das ati-
vidades préticas e que constituem importantes fundamentos na aprendizagem qualitativa de

Matematica: a modelagem matematica e a interdisciplinaridade.

Sobre a modelagem matemadtica, as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio
discorrem que como estratégia de ensino, a modelagem apresenta fortes ligacdes com a ideia
de resoluc¢do de problema. Neste contexto, frente a situacdes praticas o aluno precisa mobilizar
e articular muitas competéncias, o que acaba contribuindo para sua aprendizagem, uma vez
que precisa selecionar varidveis, problematizar, formular hipéteses, recorrer ao conhecimento
matemadtico, confrontar as conclusdes tedricas e eventualmente ainda, quando surge a necessidade,
modificar o modelo para que esse melhor corresponda a situacao real, aqui se revelando o aspecto
dinamico da constru¢do do conhecimento (BRASIL, 2006a).

Ja em relacdo a interdisciplinaridade, temos que segundo os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN) para o Ensino Médio

Na perspectiva escolar, a interdisciplinaridade ndo tem a pretensdo de criar
novas disciplinas ou saberes, mas de utilizar os conhecimentos de varias disci-
plinas para resolver um problema concreto ou compreender um determinado
fendmeno sob diferentes pontos de vista. Em suma, a interdisciplinaridade
tem uma fung¢ao instrumental. Trata-se de recorrer a um saber diretamente qtil
e utilizdvel para responder as questdes e aos problemas sociais contempora-
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neos. (...) A integracao dos diferentes conhecimentos pode criar as condi¢des
necessdrias para uma aprendizagem motivadora, na medida em que ofereca
maior liberdade aos professores e alunos para a sele¢do de contetidos mais
diretamente relacionados aos assuntos ou problemas que dizem respeito a vida
da comunidade. (BRASIL, 2000)

As propostas de atividades para o uso no ensino médio tém como objetivo central
promover um reforco e um estimulo na aprendizagem de contetidos referente a Geometria
Analitica, de maneira interdisciplinar com as dreas de Fisica e Educacdo Fisica, trabalhando
com projecdes em R? e R? e priorizando conhecimentos geométricos relacionados ao estudo
do tridngulo retangulo, como as relagdes trigonométricas e Teorema de Pitdgoras, com uma

introducdo a linguagem vetorial, sobre o plano cartesiano.

Dentre as propostas, a primeira € de cunho tedrico, onde se propde um estudo sobre
projecdes de vetores do R? em retas quaisquer do plano. J4 as outras duas propostas visam
trabalhar projecdes por meio de dois experimentos praticos. Para tanto, foi desenvolvido um
material concreto, o qual chamamos de caixa octante. Tal material representa um octante do R?
e tem por objetivo ndo s6 auxiliar na pratica dos experimentos, como também fornecer estimulo

ao estudante, a ponto de o mesmo poder visualizar alguns conceitos abstratos.

Uma das atividades a ser realizada com a caixa octante estd relacionada com um experi-
mento de luz e sombra. Pretende-se trabalhar com a projecao ortogonal através do problema de
calcular o comprimento da sombra de um objeto projetada ortogonalmente por uma lampada
puntiforme presa ao teto. Nesta atividade, pretende-se sobretudo que o aluno entenda a impor-
tancia da projecao ortogonal, considerando que ela € a que fornece a menor distancia entre a

sombra e o objeto projetado.

A segunda atividade prética proposta com a caixa octante estd relacionada a uma aplica-
¢do da defini¢do de projecdo no esporte, mais precisamente a marcagdes de impedimentos em
partidas de futebol.

Conforme as regras da IFAB (The International Football Association Board), que € o
orgdo responsdvel pela formulacdo e manutengdo das regras que compdem o futebol, um jogador
estard em posi¢cao de impedimento quando qualquer parte de sua cabega, corpo ou pés (exceto
maos e bragos, inclusive dos goleiros) estiver no campo adversério e mais proximo da linha de
meta adversdria do que a bola e o penultimo adversario. Ademais, um jogador em posicao de
impedimento somente serd punido se no momento em que a bola for jogada ou tocada por um
companheiro de equipe (considerando o momento do primeiro ponto de contato com a bola)
participar ativamente do jogo, seja interferindo no jogo, interferindo num adversdrio ou mesmo

ganhando vantagem de sua posi¢do de impedimento (IFAB, 2019).

Tal atividade tem como motivagdo levar os estudantes a um pleno entendimento da
regra do impedimento por meio do estudo de projecdes minimizando a proposicao de criticas

e reclamacdes por vezes decorrentes do desentendimento dessa regra. Na pratica, o professor
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conduzird um experimento com utilizacdo de bonecos, onde os mesmos utilizardo conhecimentos

relacionados ao estudo de projecdo para verificar a existéncia de impedimentos no experimento.

A ideia € simular a tecnologia VAR (Video Assistant Referre) recentemente aprovada pela
FIFA (do francés: Fédération Internationale de Football Association) em relagdo a marcagdo de
impedimento. Um drbitro assistente de video (VAR) € um arbitro de partida que possui acesso
independente as imagens gravadas da partida, o qual poderd auxiliar o arbitro na eventualidade

de um “erro claro e 6bvio”, como por exemplo a marcag¢do de impedimento.

Quanto a organizacdo da disserta¢@o, no primeiro capitulo deste trabalho, descrevemos os
fundamentos tedricos estudados sob a primeira perspectiva (aprofundamendo do conhecimento).
Neste sentido, faremos um relato do conceito de projecio sob a tica da Algebra Linear. Para
tanto, € esperado que o leitor ja tenha alguns conhecimentos prévios relacionados a definicoes e
propriedades de matrizes, vetores e espagos vetoriais.

No Capitulo 2, ainda sob a perspectiva de aprofundamento de conhecimento, apresenta-
mos uma aplica¢cdo do estudo de projecdes no campo da Andlise Numérica através dos métodos

iterativos para resolugdo de sistemas lineares: GMRES e Gradientes Conjugados.

O terceiro capitulo € dedicado a perspectiva de aplicagdes no Ensino Bdsico. Nele,
descrevemos as nossas propostas de atividades, o material concreto desenvolvido e algumas

possibilidades de utilizacao.

Por fim, terminamos este texto com algumas conclusdes que pudemos alcancar durante a

producdo deste trabalho.
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1 TOPICOS INTRODUTORIOS

Neste capitulo estudamos conceitos importantes para a compreensdo da definicdo de
projecdo e aplicagdes relacionadas, dentre eles o de Transformagdo Linear e Ortogonalidade.
Para tanto, na composi¢do deste capitulo utilizamos alternadamente um conjunto de autores
como base tedrica, tais quais, (LIMA, 2014), (TEIXEIRA, 2015), (SANTOS, 2006), (HEFEZ;
FERNADEZ, 2016), (COELHO; LOURENCO, 2013) e (NASCIMENTO, 2013).

1.1 TRANSFORMACOES LINEARES

As chamadas transformagdes lineares, formam uma classe muito especial de funcdes que
tém muitas aplicacdes na Fisica, nas Engenharias e em vérios ramos da Matemadtica. Tais funcdes
nas quais se esta interessado na Algebra Linear sdo as fungdes cujos dominios e contradominios
sd0 espagos vetoriais e que, além disso, preservam as operagcdes de adi¢do de vetores e de
multiplicacdo de um vetor por um escalar (HEFEZ; FERNADEZ, 2016).

Definicao 1.1. Sejam E e F' espacos vetoriais sobre R. Uma transformacdo linear é uma
correspondéncia que associa a cada vetor w € E um vetor T'(u) € F de modo que valham, para

quaisquer u,v € I e qualquer o € R, as relagoes:

Tu+v) = T(u)+T(v) (1.1)
T(oau) = oT(u) (1.2)

Exemplo 1.2. A fungio T : R* — R?, dada por T'(x,y) = (22,0, x + %), é uma transformagio

linear.

De fato, se u = (21,1) € R?, v = (22,72) € R* e a € R, temos que

T(u+v)=T((z1,y1) + (22,92)) = T(21+ 22,91 + o)
(2(z1 + 22), 0, (21 + 22) + (Y1 + 42))
= (2z1 + 2220, (21 + 22) + (Y1 + 12))
(221,0,21 + 1) + (29,0, 22 + y2)
= T(u)+T(v)

T(ou) =T(o(z1,11)) = T(azr,001) = (2021,0, 021 + o)
= «a(2r1,0,21 + y1)
= oT(u).
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Exemplo 1.3. A aplicacdo

T M2—>M2
T a b _ a+b b+ec
c d c+d d+a

. . ) a, b as b .
também € uma aplicacgao linear, pois, se u = to , U= > 2 leac R, entdo
a dy cy dy

T ai bl I as b2 _ 7 a1+a2 b1+b2
¢ dy cy dy c1+cy di+do

- a1+a2+b1+b2 b1+bQ+Cl+CQ
ci+cey+d+dy di+do+ar+as

- a1+b1 bl—|—01 I a2+b2 bQ+CQ
a+d di+a co+dy dy+ as

_ 7 aq bl 4 T (05} b2
C1 d1 Co dg
a; by 49ca; aby aay + aby  ab) + acy
T (8% — T =
C1 d1 acy Oédl acy + O(dl Oédl + aaq

— 4 ar+by b+
c1 + d1 d1 + a;
b
= ol - n .
(6] d1
Exemplo 1.4. Seja P(R) o espago vetorial dos polindmios sobre R e considere a fungao

D : PR) — P(R)
plx) — p'(x)

onde D ¢ a fungdo derivagao restrita aos polindmios p(x) € P(R), D(p(x)) = p/(x). Temos que
D é uma transformag@o linear pois, se p(z),q(x) € P(R)e a € R:

D((p+q)(x)) = (p+q)(x) =p'(x) + ¢ () = D(p(x)) + D(q(x))

D((ap)(z)) = (ap)'(z) = ap'(z) = aD(p(x)).

Exemplo 1.5. Seja:
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Esta aplica¢c@o ndo € uma transformacao linear, pois em geral
det(A1 + Ag) % det(Al) + det(Az)

De fato, considerando as matrizes A1, As e A; + A, (por exemplo), tais quais:

Alz 5

I
N}
—

Ay =

A1+A2 -

W N N O

Temos que det(A;) = 5, det(Ay) = —6 e det(A; + Ay) = —12. No entanto, det(A;) +

Exemplo 1.6. Sejam E e F' espacos vetoriais. A fungdo O, que leva todo vetor de E no vetor
nulo de F, ou seja, O(v) = 6, para todo v € E, é uma transformacao linear e é chamada a
transformagdo linear nula. De fato, se v; e v sdo vetores quaisquer de F, temos que O(vy) +
O(vy) =0+0=0= O(vy + vy). Ademais, se o € R, entdo aO(v;) = a0 = 0 = O(aw,).

Exemplo 1.7. A transformacdo identidade, /, de £ em £ que leva todo vetor de £ nele mesmo,
ouseja, I (v) = v, paratodo v € F é uma transformacéo linear. Pois, se considerarmos vy, vy € E
ea € R, I(vy) 4+ I(vy) =v1 + vy = I(v; +v3) e ad(vy) = avy = ().

1.1.1 PROPRIEDADES

Proposicao 1.8. Toda transformagao linear T' : ' — F' leva o vetor nulo de E no vetor nulo
de F.

Demonstragdo. Se x € um vetor qualquer de E, entdo
TO)=T(0-2)=0-T(x) = 0.
[

Definicao 1.9. Sejam S : E — F el : E — F transformagoes lineares. Para todov € F e
a € R,

(i) Definimos a soma de S e T', denotada por S + T, como a fungdo S + T : EE — F dada por
(S+T)(v)=S)+T(v); (1.3)
(ii) Definimos o produto de o por T', denotado por T, como a fun¢do o1 : E — F dada por

(aT)(v) = aT(v). (1.4)
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Teorema 1.10. A soma de duas transformacées lineares S,'T' : E — F e o produto de uma

transformacgado linear I’ : 2 — F por um niimero o € R sdo transformagées lineares.

Demonstracdo. Sejam as transformacdes lineares S, T : E — F, e os escalares «, 5 € R, com
as operacoes de soma de duas transformacdes lineares e produto de uma transformacao linear

por um escalar, definidas respectivamente em (1.3) e (1.4) na Definicao 1.9.

(a) Mostrando que S + 71" : EF — F' é uma transformacao linear:

(S+T)(01) + (5 +T)(vz) = S(or) +T(v1) +5(v2) +T(v2)
= S(Ul + UQ) + T(Ul + UQ)
= (S+T)(v1 +v9)

BS+T)(v) = BS(v1)+ BT (vy)
= S(Bvy) + T(pv1)
= (S+T)(Bn).

(b) Mostrando que /1" : F — F' € uma transformacao linear:

(0T)(v)) + (aT)(es) = aT(vy)+aT(vs)
= a(T(vy) + T (vq))
= a(T(v; + v9))
= (aT)(v1 + vq)

]

Denotemos L(E; F') o conjunto das transformagdes lineares de £ em F'. Quando £ = F,
usaremos a notagdo L(E) em vez de L(E; E). As transformagdes lineares 7' : £ — FE do espago
vetorial £ em si mesmo sdo chamados operadores lineares em E. Por sua vez, as transformagdes
lineares ¢ : £ — R, com valores numéricos, sao chamadas funcionais lineares. Escreve-se E*
em vez de L(F;R) e o conjunto E* dos funcionais lineares ¢ : £ — R chama-se o espaco
vetorial dual de E.
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Corolario 1.11. L(E; F') é um Espago Vetorial.

Demonstracdo. Pelo Teorema 1.10 temos que a soma de duas transformacgdes lineares S, 7T :
E — F e o produto de uma transformacgdo linear 7' : £ — F' por um nimero o € R
também sdo transformagdes lineares, o que nos mostra que L(F; F') € um subespago vetorial e

consequentemente £(F; F') é um Espaco Vetorial. O

Uma fungdo T : £ — F é uma transformac@o linear se, e somente se, T'(«v; + Svy) =
aT'(v1) + BT (vq), para todos os vetores vy, v € E e todos os escalares o e /5. Pois, se 1" é linear,
entdo T'(awy + fuy) = T(avy ) +T(Pve) = aT'(vy)+ BT (ve). Por outro lado, se 7' é¢ uma fungao
tal que T'(awvy + Bve) = T (v1) + ST (v9), para todos os vetores vy, vy € E' e todos os escalares
a e (3, entdo fazendo o = 1, § = 1 e depois 5 = 0 segue-se que 7' € uma transformacao linear.
Mais geralmente, 7'(cjv; + . .. + a,v,) = o T'(v1) + ... + @, T (vy,), Yo, € Rew; € E.

Teorema 1.12. Sejam E, F espacos vetoriais e B uma base de E. A cada vetor u € B, facamos
corresponder (de maneira arbitrdria) um vetor v’ € F. Entdo existe uma unica transformacdo

linear T : E — F tal que T'(u) = ' para cada u € B.

Demonstragdo. Para cada vetor v € E temos, de modo unico, uma combinag¢do linear v =

a1uy + - - - + U, de elementos uq, - - - , u,, da base B. Definimos T : ¥ — F' pondo
T(v) = apuy + - + apul,.
Dados v, w € E temos

V=QiU; + -+ Qs

w=Byus + - + Bt

(mesmo que a base B seja infinita, podemos exprimir v € w como combinacdes lineares dos
mesmos elementos de B, completando com coeficientes zero os multiplos dos u; que aparecem

apenas numa das duas expressdes). Entao

m

VA w = (qur + A+ Qi) + (B1ur + -+ Brtin) = Y (s + B)us.
=1

Logo
Tv+w)= i(ai + Bi)u; = i ol + i Bu, = T(v) + T(w).
=1

i=1 i=1

De maneira andloga se vé que T'(av) = o1 (v), portanto T : E — F, assim definida, é uma

transformag@o linear, tal que 7'(u) = «/, para todo u € B. Quanto a unicidade, seja S : F — F
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m
outra transformacéo linear tal que S(u) = u’ paratodo u € B. Entdo, para cadav = Z oau; € E
i=1

tem-se
Sw) =18 <ZOK¢U¢> =Y ;- S(w) => a;-uy =T(v).
i=1 i=1 i=1
Portanto S = T'. Isto completa a demonstracdo. 0

Em outras palavras, o Teorema 1.12 garante que uma transformacao linear € totalmente

determinada se conhecermos seus valores nos vetores de uma base de seu dominio.

Exemplo 1.13. Vamos determinar a transformacdo linear 7' : R* — R tal que 7(1,1) =
(0,2,1)eT(0,2) = (1,0,1).

Como o = {(1,1),(0,2)} é linearmente independente e possui dimenséo 2, temos que

« é uma base de R?. Além disso, se (z,y) € R?, entdo

(z,y) = ai1(1,1)+az(0,2) = (a1, a + 2as)

T
se, e somente se, a; = T € ay = yT Portanto, pelo Teorema 1.12,

T(x,y) = aiT(1,1)+ a2T(0,2)
— 2T(1,1) + (y;x) 7(0,2)
— 2(0,2,1) + (y;”) (1,0,1)

_ <y—x2x:c+y>
N 2 7TV 9 )7

Exemplo 1.14. (Rotagio de angulo 6 em torno da origem em R?). Trata-se de uma transformagio
linear T : R* — R?, que leva cada vetor u no vetor T'(u) que dele resulta pela rotagio de angulo
¢ em torno da origem. As Figuras 1 e 2 mostram que T'(u+v) = T'(u) +1'(u) e T(au) = oT'(u)

parau € R? e a € R?, 0 que nos indica que 7" é uma transformacio linear.

Figura 1 — Rotagao de vetores I

Fonte — Autoria prépria (2019)
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Figura 2 — Rotagao de vetores II

T(u.u) = a.T(u)

o
Fonte — Autoria prépria (2019)

Considerando a base candnica de R? formada pelos vetores unitarios e; = (1,0) e
es = (0,1) e as defini¢des de seno e cosseno, o vetor unitdrio 7'(e; ), que forma com e; um
angulo 0, tem coordenadas cosf e send, ou seja, T'(e;) = (cos@, send). Além disso, como
ey forma com e; um angulo reto, temos que 7'(e2) também forma com 7'(e;) um angulo reto.
Logo T'(e2) = (— send, cos §) (Figura 3). Utilizando o mesmo raciocinio do Exemplo 1.13, se

(z,y) € R?, entdo
(z,y) = are1 + azez = a1(1,0) + ax(0,1) = (a1, az).
Logo,

T(z,y) = aiT(e1) + axT(ez)
= x(cosf, senf) + y(— send, cos )
= (xcosf, xsend) + (—ysend,ycosb)

= (xcosf — ysend, xsend + ycosh).

Figura 3 — Rotacdo de vetores 111

&5
L S ST

-sen®

Fonte — Autoria prépria (2019)
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1.2 PRODUTO DE TRANSFORMACOES LINEARES

Definicao 1.15. Dadas as transformacoes lineares T : E — F, S : F — G (note que o dominio
de S coincide com o contradominio de T'), o produto de S por T é a fungcdo ST : E — G pondo,
paracadav € F,

ST(v) = S(T(W)). (1.5)

Observe que S7T' nada mais é do que a composta .S o T" das fungdes S e 7.

E@G. (1.6)

ST

Proposicao 1.16. Se T : E — Fe S : F — G sdo transformacaes lineares, entdo a composi¢do

ST : E — G é uma transformagdo linear.

Demonstracdo. Sejam vy, vy € E e «, 3 escalares

(ST)(avy + Pva) = S(T(awvy + fvg))
= S(aT(v1) + BT (ve))
= aS(T(v)) + BS(T(v2))
= a(ST)(v1) + B(ST)(v2).

]

Proposicao 1.17. Sejam S, T e U transformacées lineares com dominios e contradominios

apropriados. Entdo

(a) Associatividade: S(TU) = (ST)U;

(b) Distributividade a direita: S(T + U) = ST + SU;

(c) Distributividade a esquerda: (S + T)U = SU + TU;

(d) Homogeneidade: o(TU) = (oT)U = T(aU), para qualquer o € R;

(e) [T =TI =T, onde I é a transformacdo identidade.
Demonstragdo. Seja v pertencente ao dominio de U e o € R.

(@) S(TU)(v) = S(TU)(v)) = S(T(U(v))) = ST((U(v));

(b) Pela linearidade de S temos que S(7'+ U)(v) = S((T'+ U)(v)) = S(T'(v) + U(v)) =
S(T(v))+S(U(v)) =ST(v)+ SU(v) = (ST + SU)(v);
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(c) Da defini¢do de S + T temos: (S + T)U(v) = S(U(v)) + T(U(v)) = SU(v) + TU (v);
(d) (1* parte) «(TU)(v) = T (U(v)) = (aT)(U(v)) = (aT)U(v);
(d) (2 parte) a(TU)(v) = T (U(v)) = T(aU(v)) = T(aU)(v);

(e) Seja I a transformacdo identidade, temos que I7T(v) = I(T(v)) = T'(v) = (T(v))] =
T(v)I = TI(v).

Observe que o produto ST s6 estd definido quando 7" toma valores no dominio de S.
Esta restri¢do desaparece, naturalmente, quando se trata de operadores lineares no mesmo espaco
E: entdo o produto ST estd definido quaisquer que sejam 77,7, € L(FE). Neste contexto, ha
diferencas notdveis entre o produto de transfomagdes lineares e o produto de nimeros reais,
como as auséncias da comutatividade, da lei do corte e da inversa multiplicativa para uma

transformacao # 0, além da presenca de transformagdes nilpotentes, para as quais tem-se 7" = 0
com T} # 0.

1.3 NUCLEO E IMAGEM

Definicao 1.18. Sejam E e F espacos vetoriais. Sejal' : EE — F uma transformagdo linear.

(a) O niicleo de T é o conjunto definido como:

N(T)={ve E|T{)=0}. (1.7)

(b) Aimagem de T’ é o conjunto definido como:
Im(T)={w € F|w="T(v), paraalgum v € E}. (1.8)

Exemplo 1.19. Sejam 7' : £ — F' a transformacdo linear nulae [ : £ — E a transformagao
identidade.

@N(T)=FEeIm(T)= 0, pois pela defini¢do de transformagdo linear nula, para qualquer
v € E, temos que T'(v) = 0, o que implica que o tinico elemento de Zm(T") é o vetor nulo

e todo elemento de E pertence ao N (T');

(b) N(I) = 0 e Im(I) = E, pois pela defini¢io de transformacio identidade, T'(v) = 0

somente quando v = 0 onde v € F, da mesma forma que T(v) =wv,ondev € E.
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Figura 4 — T : R®* — R3; Projecio ortogonal sobre plano zy

Fonte — Autoria propria (2019)

Exemplo 1.20. Seja 7 : R® — R? a projecio ortogonal sobre o plano xy (Figura 4).
Considerando a base canonica de R?, {é}, &, &5} = {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)} perceba

que a transformacio 7 : R® — R? definida como projecio ortogonal sobre o plano xy, sabendo

que T(¢,) = &, T(&) = & e T(&) = 0, algebricamente pode ser descrita como
T(x,y,z) = T(xé) + yéy + ze3)
= aT(e1) + yT'(e) + 2T'(€3)
= .21351 + y€2 + 6
= (x,y,0).
Se T'(z,y,2) = (0,0,0) = (z,y,2) = (0,0,0) = 2 = 0 e y = 0. Como nada € dito sobre a

varidvel z, temos que z é qualquer, logo V'(T) = {(0,0, z) € R* | = € R}, ou seja o nicleo de
T sdo todos os vetores que estio sobre o eixo z (Figura 5).

Figura 5 - N(T) = {(0,0,2) € R* | z € R}

Z

VEZ. e, ={002)

Fonte — Autoria prépria (2019)

A proposicdo a seguir mostra como podemos determinar geradores para a imagem de

uma transformacao linear.
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Proposicao 1.21. Seja T : E — F uma transformagdo linear. Se {vy, ..., v,} é uma base de E,
entdo a imagem de T é gerada por T (vy), ..., T(v,).

Demonstracdo. Sejaw € Im(T). Entdo, existe v € E tal que T'(v) = w. Como {vy,...,v,} é
uma base de FE, existem escalares aq, . . ., o, tais que v = av1 + ... + @, v,. Assim,

w=Tw)=T(qv1 + ...+ a,v,) = T(av)+ ...+ T(a,vy,)
= a;T(vy) + ...+ a,T(v,).
O que mostra que T'(v1), ..., T(v,) geram Zm/(T). O

Exemplo 1.22. Seja a transformacdo linear 7 : R® — R?, T'(z,y,2) = 22 —y — 2,0 —y —
z,x+y—2).Sew € Im(T) entdo w = T(z,y, z), ou seja,

w = r—y—z,x—y—z,x+y—2)
= 2(2,1,1) +y(—1,—1,1) + 2(—1,—1,—1).

Logo todo vetor que pertence a imagem de 7' é gerado pelos vetores wy = (2,1,1), wy =

(=1,—1,1) ews = (—1,—1,—1). Podemos entdo escrever que
Im(T)=1(2,1,1),(—-1,-1,1),(=1,—-1,—1)].
Exemplo 1.23. Considere a transformacao linear

T : R®— M,

b 0
T(a,b,c) = (a;r c—b>'

Um elemento (a, b, ¢) € R? pertence ao niicleo de 7" se T'(a, b, ¢) = 0. Entio,

a+b 0 B 00
0 c¢c—b) \oo
se, e somente se, a = —b e ¢ = b. Portanto,

N(T) = {(=b,b,0)/b € R}.

Por outro lado, a imagem de 7' é formada pelas matrizes de M, da forma

o) ) )6

10 1 0 0 0
= a +0 +c
0 0 0 -1 0 1
com a, b, ¢ € R. Portanto,

G2 e)

¢ um conjunto gerador de Zm(T').
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Teorema 1.24. Seja T : E — F uma transformacdo linear. Entdo:

(i) Zm(T') € um subespaco vetorial de F';

(ii) N (T') é um subespago vetorial de E.

Demonstracdo. De fato, se uj,us € Im(T) e « € R, temos u; = T(v1) e ug = T(vq),
onde vy, vy € E.Logo, u; + ug = T'(v1) + T(v2) = T(v1 +v2) € Im(T) e auy = oT'(vy) =
T(awvy) € Im(T'), o que mostra que Zm(7") € um subespaco vetorial de F', pois vy + vy, av; € E

que € um espago vetorial (provando (7)).

Por outro lado, se v1,v; € N(T) e a € R, logo T(v;) = ( 2) = 0. Assim, T'(vy + v3) =

T(v) 4+ T(vy) = 040 = 0e T(awy) = ol (vy) = — 0, o que significa dizer que
v1 + ve,av; € N(T) e consequentemente /\f (T') é um subespag:o vetorial de E (provando
(ii)). O

Figura 6 — Nucleo e imagem de uma transformacao linear 7" : £ — F'

Fonte — Autoria prépria (2019)

Definicao 1.25. Seja T' : E — F, quando Im(T) = F, diz-se que a transformagdo T é
sobrejetiva. Isto significa que, para qualquer w € F dado, pode-se achar v € FE tal que
T(v) = w.

Definicao 1.26. Uma transformagdo linear T : E — F ¢ dita injetiva quando tem-se u # v em
E = T(u) # T(v) em F. Equivalentemente: T'(u) = T(v) = u = v.

Teorema 1.27. A fim de que uma transformacdo linear T : E — F' seja injetiva é necessdrio e

suficiente que seu niicleo N'(T') contenha apenas o vetor nulo.

Demonstragdo. Seja T injetiva. Entdo v € N(T) = T(v) = 0 = T(0) = v = 0, logo
N(T) = {0}. Reciprocamente, seja N (T) = {0}. Entdo T'(u) = T(v) = T(u —v) =
Tu)—Tw)=0=>u—veN(T)=u—v=0=u=uv,logo T é injetiva. O
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Figura 7 — Transformaco injetiva Figura 8 — Transformacao sobrejetiva
g TE=E - F E i 2 F
..................... .
N(T)={0} Lasie
Easasamama lh-.
e
.......... e
PRI Tesssasasssasasasasavavaca o e coianacaianar
Fonte — Autoria prépria (2019) Fonte — Autoria prépria (2019)

b 0
Exemplo 1.28. A transformacao linear 7" : R® — M, onde T(a,b,c) = ( ag b ) do
c—

Exemplo 1.23 ndo € injetiva, pois
N(T) = {(=b,b,0)/b € R} # {(0,0,0)}.

J4 a transformacio linear S : R? — R? dada por T'(z,y) = (z — y, z + y), é injetiva, pois
(z—y,z+y)=(0,0) = (z,9) = (0,0)

e, portanto, NV'(S) = {(0,0)}.

Teorema 1.29. Uma transformacdo linear é injetiva se, e somente se, leva vetores linearmente

independentes em vetores linearmente independentes.

Demonstragdo. Sejal’ : E — F' uma transformacdo linear injetiva. Se os vetores vy, ..., v, €
FE sdo linearmente independentes (L), vamos provar que suas imagens 7'(v;), ..., T(v,) sdo

vetores linearmente independentes em F'. Com efeito,

aT() 4 ...+ a,T(v,) =0 = T(ayw)+ ...+ T(apw,) =0
= T(av + ...+ auu,) = 0

= o1+ ...+ oy, =0,

pois T é injetiva. Como vy, ..., v, sdo LI, segue-se que a; = ... = «a, = 0, portanto
T(vy),...,T(vy,)s8o0 LI.

Por outro lado, se a transformacao linear 7" : £ — F' leva vetores LI em vetores
LI entdo, de qualquer conjunto LI de vetores v # 0 em F, temos um conjunto de vetores
correspondente T'(v) # 0 em F também LI, o que significa dizer que A'(T") = {0} e portanto,

pelo Teorema 1.27, T' € injetiva. [
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Corolario 1.30. Seja T': E — F uma transformagao linear. Seja {v., ..., v,} uma base de F,
T é sobrejetiva se, e somente se, T'(vy),...,T(v,) geram F.
Demonstra¢do. Como {vy,...,v,} é base de E, pela Proposi¢do 1.21 temos que T'(vy), .. .,

T(v,,) geram Zm(T). Mas T' é sobrejetiva, logo T'(vy), ..., T (v,) geram F'. Por outro lado, se
T(v1),...,T(v,) geram F, temos que qualquer w € F' é escrito como combinag@o linear de

T(vy),...,T(v,). Como, por hipdtese, {v1, ..., v,} é base de E, temos que 1" é sobrejetiva. [

Segue-se do Teorema 1.29 que se E tem dimensdo finitane T : £ — F é uma
transformac@o linear injetiva entdo dim F' > n, pois, considerando uma base {(vy,...,v,)} de
E, logo pelo Teorema 1.29 e pela Proposi¢do 1.21 temos que {(7'(v1), ..., T(v,))} é linearmente
independente, mostrando consequentemente a impossibilidade de ocorrer em uma transformacgao
linear injetiva 7" : £ — F', que a dim F' < n. Por outro lado, do Coroldrio 1.30 temos que se &

tem dimensao finitan e 7' : ¥ — F' é uma transformacao linear sobrejetiva entdo dim F' < n.

Neste contexto, por exemplo, nio existe uma transformacao linear injetiva de R® em R?,

assim como também nio existe uma transformacdo linear sobrejetiva de R? em R?.

Exemplo 1.31. Considerando a transformago linear 7' : R* — R?, onde T'(z,y) = (—y, x,z +

y), temos que:
(1) € injetiva, pois
(=y, 2,2 +y) =(0,0,0) & (z,9) = (0,0) = N(T) = {(0,0)}.
(i1) ndo € sobrejetiva, pois
(—y,z,z+y)=(0,2,2) + (-y,0,y) = 2(0,1,1) + y(—1,0,1)

com z,y € R. O que significa dizer que o = {(0,1,1),(—1,0, 1)} € um conjunto gerador
de Zm(T). Ademais, como os vetores (0,1,1) e (—1,0,1) sdo LI, temos que « € base e

consequentemente dim/(Zm(T)) = 2 < 3 = dim(R?).

Exemplo 1.32. Considerando a transformagcéo linear 7' : R® — R? dada por T'(x,y,2) =
(r +y,y + z), temos que:

(i) ndo € injetiva, pois
(i) é sobrejetiva, pois

(x+y,y+2)=(2,0)+ (y,y) + (0,2) = z(1,0) + y(1,1) + 2(0,1)
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com z,y,z € R. O que significa dizer que o = {(1,0),(1,1),(0,1)} é um conjunto
gerador de Zm(7T'). Porém, temos que o vetor (1,1) = (1,0) + (0, 1). Logo, os vetores
(1,0) e (0, 1) sdo LI formando uma base para R? (base canonica). Logo, dim(Zm(T)) =
dim(R?).

Teorema 1.33. (Dimensdo do niicleo e da imagem). Sejam E ., F' espagos vetoriais de dimensdo
finita. Para toda transformacdo linear'l' : 2 — F' tem-se
dim(N(T)) + dim(Zm(T)) = dim(E). (1.9)
Demonstracdo. Sejam FE, F' espagos vetoriais de dimensdo finitae 7' : E — F onde N (T) #
{0} e Zm(T)) # {0}.
Dividiremos esta demonstracdo em duas etapas:

(a) Vamos mostrar inicialmente que se {7(u1), . .., T (u,)} é umabasede Zm (1) e {v1,...,v,}

¢ uma base do NV (T") entdo {uy, ..., up,v1,...,v,} é uma base de E.

Com efeito, em primeiro lugar, se tivermos
alul+...+apup+5lvl+...+5qvq:6

entdo, aplicando o operador 7' a ambos os membros desta igualdade e lembrando que

vy, ..., v, pertencem ao nucleo de 7', obtemos
T(onuy + ...+ apuy + Brog + ...+ B,) = T(0)
a1 T(uy) + ...+ a,T(up) + 51T (1) + ...+ 5,1 (v,) = 0
o T(uy) + ... +a,T(u,) = 0.
Como os vetores T'(u,), . .., T'(u,) sdo LI, resulta daf que oy = ... = a, = 0. Portanto a
igualdade cyu; + ... + apu, + Srvg + ..+ Bug = 0 se reduz a
ﬁ11}1+...—|—6q?)q:6.

Como vy, ...,v,sd0 LI, concluimos que 3; = ... = 3, = 0. Isto mostra que os vetores

UL,y oy Up, V1, ...,y 580 LI.
Em seguida, consideremos um vetor arbitrario w € E. Como T'(w) € Zm(T) e ademais
{T'(uy),...,T(up,)} é uma base da imagem de 7', temos que
Tw) = aiT(ug)+ ...+ a1 (uy)
T(w) — (T (uy) + ...+ a,T(u,)) = 0
T(w— (ayuy + ... + opuy)) = 0.
Assim, o vetor w — (auq + . .. + a,u,) pertence ao nicleo de 7', logo pode ser expresso

como combinagdo linear dos elementos de sua base {v1, . .., v, }. Temos entdo

w—(a1u1+...+apup)251’01+---+5qvq>
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ou seja, w = U + ... + opu, + Bivg + ...+ Byu,. Isto mostra que os vetores

Ui, ..., Up,V1,...,V; geram F e portanto constituem uma base.

(b) Considerando {7 (u1),...,T(u,)} uma base de Zm(T), {v1,...,v,} uma base do N (T')
e {ui,...,up,v1,...,v,} uma base de E (provado em (a)), temos que dim(Zm(T)) +
dim(N(T)) = p + q = dim(E), o que prova o resultado.

]

Exemplo 1.34. Seja O : E — F uma transformacéo linear nula, onde O(v) = 5, para todo

vetor v € E. O teorema € verificado, pois

Im(0) = {0} = dim(Im(0))=0 e
N(O)=FE = dim(N(0))=dim(E).
Exemplo 1.35. Seja 7 : E — F uma transformago linear, onde N'(T') = {0}. Perceba que se
N(T) = {6} entdo T € injetiva (Teorema 1.27). Além disso, pela Proposicdo 1.21 e pelo Teorema
1.29 temos que se {vy, ..., v, } é uma base de £ e T ¢ injetiva, logo, {T'(v1),...,T(v,)} é uma

base de Zm(T'), Sendo assim, o resultado do teorema anterior também é verificado, pois, conclui-
se que dim(Zm(T)) = dim(E).

Exemplo 1.36. (Retomando o Exemplo 1.23) Considerando a transformagao linear

T : R>—= M,

b 0
T(a,b,c) = (a—({)— c—b>'

Temos que se N (T') = {(—b,b,b)/b € R} entdo o conjunto {(—1,1,1)} é uma base do N'(T),
e consequentemente dim (N (T)) = 1.

Por outro lado, temos que o conjunto gerador da imagem de 7' € dado por

DG

Como dim(N(T)) = 1 e dim(R*) = 3, pelo Teorema da dimensio do niicleo e da imagem,

temos que dim(Zm(T')) = 2. Neste contexto, podemos concluir que 5 ndo é base para Zm(T').

Definicao 1.37. Se uma transformacdo linear T' : E — F € injetiva e sobrejetiva, entdo é

chamada isomorfismo. Neste caso, dizemos que os espacos vetoriais E e F sdo isomorfos.

Teorema 1.38. Sejam E e F' espagos vetoriais de dimensdo finita n. Uma transformacdo linear

T : E — F éinjetiva se, e somente se, é sobrejetiva e portanto é um isomorfismo.
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Demonstragcdo. Com efeito, do Teorema da dimensao do nicleo e da imagem (1.33), temos que
n = dim(N(T)) + dim(Zm(T)). Logo,
N(T) = {0} (T injetiva) < dim(Zm(T)) =n < Im(T)=F (T sobrejetiva).
O

Teorema 1.39. Sejam E e F espacos vetorias de dimensdo finita. E é isomorfo a F' se, e somente

se, dim(E) = dim(F).

Demonstracdo. Diante do exposto no Teorema 1.38, basta mostrar que se dim/(E) = dim(F),

entdo F e F sao isomorfos.

Sejam o = {uy,...,u,} e 5 = {v1,...,v,} bases de E e F, respectivemente. Pelo
Teorema 1.12, existe uma tnica transformagdo linear 7' : F — F, tal que T'(u;) = v;, para
i =1,...,n.PelaProposi¢do 1.21, a imagem de 7" € gerada pelos vetores T'(u1), ..., T (u,) e

assim
Im(T) = [T(uy),...,T(u,)] = [v1,...,v,] = F (T é sobrejetiva).

Pelo Teorema 1.33 (dimensao do nucleo e da imagem), 7' também € injetiva e portanto um

isomorfismo. ]

1.4 SOMA DIRETA E PROJECAO

Definicao 1.40. Se W, Ws sdo dois subespacos do espago vetorial E. Dizemos que I é a soma
de Wy e Wy se todo elemento v € E pode ser escrito como v = wy + wsy, onde wy € Wy e
wy € W, no caso denotamos E = Wi + Ws. Quando Wy N Wy = {6} diremos que a soma

W1 + Wy, é direta e, neste caso, escrevemos E = W, ® Wh.

b 0
Exemplo 1.41. Sejalez{(a );a,b,cER}ewgz{(g );aeR},dois
CcC a —a

subespacos vetoriais de M.

1. My =Wy + Ws. De fato, seja A = ( i i ) € Mos.

a1 Q22

b 0
SendoA:Bl—FBg,comBlz(a1 1)6W1€BQZ<GO2 )EWg,temos

G
que
11 Q12 a; b a2 0
= +

Q21 A22 C1 ap 0 —a
— _ a11+ta
ap + ax = ai ap = “HFEE
by = Qa2 by = Q12

— =
&1 = as G = 21
ay, — az = a ay = e
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€ portanto,

ai1+ta a11—a22
a1 Qe _ HEE ap " B 0
a9y Qoo a91 a11-5a22 0 a115a22

eWq eWs

2. WiNW, = {6} De fato, se A € W, N W, entdo A € W, e, portanto,

(i) A € Wy e, portanto, ay; = ago;

(ll) A S W2 c, portanto, 19 = A91 = Oe a1 = —aga.
Deste modo, por (i) e (ii) tem-se que a;; = age = 0.

Exemplo 1.42. Sejam W, e W, subespagos vetoriais de R?, gerados respectivamente pelos
vetores (1,0) e (1,1). Observe que R? = W, @ W,. E claro que se (a,b) € R?, entio podemos
escrever (a,b) = (a—b)(1,0)+b(1, 1). Por outro lado, WiNW5 = {0}, pois se (a, b) € WyNWh,
entdo (a,b) = ¢(1,0) = d(1, 1), o que implica que ¢ = d = 0.

Teorema 1.43. Sejam W, e Wy, subespacos de um espaco vetorial E. Temos que E = W, & Wy
se, e somente se, todo vetor v € E se escreve, de modo inico, como soma v = w; + ws, onde

w1€W1€w2€W2.

Demonstragcdo. Suponhamos que £ = W, @& Wy, Logo, Wy NWy = {5} Sejam uy, w; € Wi e

ug, we € W tais que
Uy + Uy = Wi + Wo.
Somando-se —w; — us em ambos os membros da igualdade acima, obtemos
Uy — Wy = Wy — U = Uy — Wy = Wy — uz € Wi NWy = {0},
—— ——
eWwr eWy
0 que implica que u; = w; € Uy = Wo.

Por outro lado, suponhamos que todo elemento de v € E se escreve, de modo Unico,
como soma v = wj; + wsy, onde w; € Wy e wy € Wy, Sejav € Wy N W,. Vamos mostrar que
v=0. Mas,

v= v + 0 = v + 0 .
eWy eWs ceWsy eWwy
Isto é, se v # 0, teriamos duas formas de escrever v como uma soma de um elemento de Wie
um de Ws. Logo, v = 0e WinNnWw, = {5} Portanto, como claramente £ = W; + W5, temos
que £ =W, & Ws.

]
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A nogdo de soma direta estd intimamente ligada a no¢do de projecdo. Se £ = W7 & W,
€ a decomposicao do espago vetorial £/ como soma direta dos subespagos W, e W, define-se o
operador linear P : E — E, projecdo de E sobre W1, paralelamente a W5, do seguinte modo:
todo vetor w € FE se escreve, de modo unico, como soma w = u + v de um vetor v € W com

um vetor v € Ws. Pde-se, entdo, P(w) = u. Veja (Figura 9).

Figura 9 — Projecao de vetores

Fonte — Autoria prépria (2019)

Observacao 1: Perceba que o operador linear P : £ — FE definido acima é, de fato,
uma transformacao linear, pois sendo Wi, W5 subespagos vetoriais de £/, com £ = Wy @ Wj, e
considerando wy, wo € E tais quais w; = u1+v1 € we = Uy +vg, cOM Uy, Uy € Wi e vy, ve € Wh.

Entdo, temos que P(w;) + P(ws) = uy + us = P(w; + ws) e P(aw;) = au; = aP(w).

Observacao 2: O operador linear P : F — E assim definido tem imagem I¥; e nicleo
W,. Além disso, temos que sobre P vale a igualdade P2 =P, pois, se w € E, onde w = u + v,

sendou € Wy ev € Ws, logo
P?*(w) = (P o P)(w) = P(P(w)) = P(u) = u= P(w). (1.10)

O teorema a seguir (1.44) mostra que, reciprocamente, todo operador linear onde P> = P é uma

projecao.

Teorema 1.44. Seja P : E — E um operador linear. Se P*> = P entdo E é a soma direta do

niicleo com a imagem de P. Ou seja, P é a projecdo sobre Im(P) paralelamente a N'(P).

Demonstragdo. Todov € E escreve-se como somav = v—(P(v)—P(v)) = (v—P(v))+P(v),
onde P(v), evidentemente, pertence a Zm(P) e, como P(v — P(v)) = P(v) — P(P(v)) =
P(v)—P(v) = 0, vemos que v— P(v) € N(P).Portanto E = N'(P)+Zm(P).Sew € N'(P)N
Tm(P), por um lado tem-se P(w) = 0 e, por outro, P(w) = w (tendo em vista que estamos
supondo que w € N'(P) e que w € Zm(P)); logo w = 0. Assim N'(P) N Zm(P) = {0} e tem-
se a soma direta E = N(P) @& Zm(P). A tltima afirmag@o do enunciado é uma consequéncia
direta da definicao de P. [
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Exemplo 1.45. Considere os subconjuntos

Wy ={(z,y) eR%z+y =0} e
Wy = {(z,y) € Rz —y = 0}.

Temos que W, + W, = R?, pois se (7, y) € R?, entdo

(=Y y—<x r+y x+y>
(I‘,y)—( 2 ) 2 )+< 2 ) 2 )

o que mostra que todo elemento de R? se escreve como a soma de um elemento de W :

(:v —Y H); e um elemento de W5 : (x ;— y, a ; y) Além disso, temos que W N W, =

2 72
{6} e, portanto podemos definir o operador linear P, projecdo de R? sobre W, paralelamente a
W,

P - (£52.55%)

Cabe aqui mencionar que ndo podemos definir projecdo se a soma nao for direta, como

veremos abaixo.

Exemplo 1.46. Sejam W, e W, subespacos vetoriais de R® sobre a base candnica, dados por

Wi ={(21,0,21);71,21 € R}  (planoy=0) e
Wa = {(22,92,0); 22,92 € R} (plano z = 0).

Note que, W + W5, pois

(a,b,c) € R* = (a,b,c) = (a,0,c)+(0,b,0).
—_—— N——
eWy €W

Mas, a soma de W, com W, ndo € direta, pois

Wy N Wy ={(z,0,0);x € R} (eixo x).

Neste contexto, ndo podemos definir projecao, pois se considerarmos, por exemplo, o
vetor (3,0, 0), temos que
(1,0,0)+(2,0,0) = (3,0,0) = (1,0,0) 4+ (2,0, 0),
——

—— —_———  ——
eWy eWs €Wy eWs

0 que contraria o fato de que a decomposi¢do deve ser unica e o fato de a decomposicdo ndo ser
unica faz com que uma possivel funcdo projecdo ndo esteja bem definida, no exemplo em questao,
poderiamos projetar (3,0, 0) tanto em (1,0, 0) quanto em (2,0, 0) (ou, ainda, em qualquer vetor
(r,0,0), com @ € R).
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1.5 ESPACO VETORIAL COM PRODUTO INTERNO

1.5.1 PRODUTO INTERNO

Definicao 1.47. Seja E um espago vetorial. Um produto interno em E é uma func¢do que a
cada par de vetores u e v em E associa um niimero real, denotado por (u,v), que satisfaz, para

quaisquer vetores u, v, w de E e qualquer niimero real o, as seguintes propriedades:

Pl (v,v) > 0;
P2 (v,v) = 0 se, e somente se, v = 0;
P3 (u,v) = (v, u);
P4 (u+ v, w) = (u,w) + (v, w);
P5 (au,v) = a(u,v).
Se estd definido um produto interno em F, dizemos que £ € um espaco vetorial com
produto interno. Vejamos a defini¢do de um produto interno em R", chamado de produto

interno usual de R™ ou produto escalar de R", generalizando a nogdo de produto escalar de R? e
de R?.

Exemplo 1.48. Sejam v = (xy,...,2,) ev = (y1,...,y,) vetores em R".
Definamos
(u,v) =21y1 + - . . + TpYn.
Note que
(u,u) = 12y + ...+ T =27+ ..+ 22 >0,
e que
(uuy =22+ ... +22=0 = 11=...=2, =0 < u=0,
mostrando que as propriedades P1 e P2 da Defini¢do 1.47 sdo satisfeitas. A propriedade P3
também € satisfeita ja que
(u,v) =1Y1 + ... + TpYp = Y121 + - .. + Ypty = (V).
Ademais, se w = (z1,...,2,) € R" e a € R, perceba que as propriedades P4 e P5 também sdo
atendidas, pois
(u+v,w) = (r14+y1)z1+ ...+ (T + Yn)zn
= 2121+ Y121+ ...+ TpZy + Ynin
= (mz1+ ...+ xpzn) + (121 + -+ Yn2n)
= (u,w)+ (v,w)
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(au,v)y = (ax)yy + ...+ (ax,)y,
= Oé(xlyl) +...+ a(xnyn)
= a(xlyl + ...+ xnyn>

= afu,v).
Proposicao 1.49. Seja E um espaco com produto interno. Se u,v,w € FE e a € R, entdo
(i) (0,u) = (u,0) = 0;
(i) (u,v + w) = (u,v) + (u, w);
(iii) (u,av) = a(u,v);
(iv) (u,v—w) = (u,v) — (u, w).

Demonstragdo. De fato, se I/ um espaco com produto interno, com u, v, w € E e a € R, diante

do exposto na Defini¢do 1.47, temos que

(i) Das propriedades P3, P4 e PS5 da definicdao de produto interno

<U, 6> = <67 u> - <U + (-U),U) = U,U) + <—U,U>
= <U, U) - <U, U)
= 0;
(ii) Das propriedades P3 e P4
(u,v+w) =w+w,u) = (v,u)+ (w,u)
= (u,v) + (u,w);
(iii) Das propriedades P3 e PS
(u,av) = (v, u) = afv, u) = alu,v);
(iv) Dos itens (ii) e (iii) (colocando o = —1)
(u, v —w) =u,v+ (—w)) = (u,v)+ (u, —w)
= <U’7 ’U> + (_1 (u,w}
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Considerando o exposto no Exemplo 1.48, note que podemos definir o produto interno

usual de R" como multiplicagdo de matrizes (SANTOS, 2006). Sejam u = (z1,...,2,) €

v = (y1,-..,Yyn) vetores em R". Escrevendo os vetores u e v como matrizes colunas, temos que
T Y1

o produto interno de U = : eV = | pode ser escrito em termos do produto entre
Ty, Yn

as matrizes como
(U, Vy=U"V. (1.11)

Definicao 1.50. Seja £/ um espaco vetorial com produto interno. Para todo vetor v € F,

definimos a norma de E denotada por ||v|| como sendo

[v]] = /(v v). (1.12)

Se ||v|| = 1, dizemos que v é um vetor unitdrio. Dado um vetor v, com ||v|| # 1, o vetor

u unitario com mesma direcdo e sentido de v é dado por

1
U= -—"u0 (1.13)
[v]]

pois,

2

1 1 1 |v]?

= U, V) = (v,v) = =1l=|ul|=1 1.14)
<HUH [l > [o][? [o]?

1
]2 = H
i

Neste caso, dizemos que o vetor u estd normalizado, o que significa que seu compri-

mento € igual a 1 unidade.

Exemplo 1.51. Vamos determinar o vetor normalizado do vetor u = (1, —2, 3).

Como |ju|| = \/<u, u) = \/12 + (—2)? 4 32 = V14, o vetor normalizado de u € o vetor:

_“_1123— S
ul—HUH—\/ﬂ(7_’)_<\/ﬂ’\/ﬁ7\/ﬁ>.

Proposicao 1.52. Seja E' um espaco com produto interno. Se u,v € E e o € R, entdo

(i) vl > 0e|v| = 0 se, e somente se, v = 0;

(ii) ||| = |al[|v]l;

(iii) |(u,v)| < ||ull||v|| (Desigualdade de Cauchy-Schwarz);

(iv) ||u+v| < |ull + ||v|| (Desigualdade triangular).
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Demonstragcdo. Se E um espaco com produto interno, entdo dados u,v € F e a € R, temos

que

(i) Decorre das propriedades P1 e P2 da defini¢do de produto interno (1.47);

(i) favl| = /(av,av) = /a2 (v,0) = Va2 \/(v,v) = |aJo];

(ii1)) Se os vetores u € v sdo linearmente dependentes, entdo existe « € R tal que u = av, e

assim temos:

[, 0)] = [(aw, v)] = Jafv, v)] = |al(v,0) = |aly/(v,v)y/(v,0)
= yJa2(v, ),/ (v,0)
= /{av, av)y/(v,0)
= w0

= ulllloll.

Por outro lado, se u e v forem linearmente independentes (LI), entdo para todo o € R
temos que (u + av,u + av) > 0 (propriedade P1 da defini¢do de produto interno (1.47)).
Logo,

(u+av,u+av) = (u,u)+ alu,v) + alv,u) + a?{v,v)
= (v,v)a?® + 2(u,v)a + (u,u) >0

que € uma inequacdo do 2° grau na varidvel a. Neste contexto, temos que a equagao
(v,v)a® + 2{u,v)a + (u,u) = 0 ndo possui raizes reais, o que significa dizer que seu

discriminante € menor que zero. Logo,

4{u, v)? — 4w, o) {u,u) <0 = 4u,v)? < 4v,v){u, u)

2

= (u,v)* < (v,v){u,u)

(u,0)* < [lul*[lv]?

=
=Vl 0)? < \f]full?]o]?
=

[ {w, )| < ullflv]l;

provando o resultado.
(iv) Temos,

|lu+v|? (u~+v,u+v)
(u, u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)
Jull* + 2(u, v) + [Jv]”

|u||? 4 2[{u, v)| + ||v]|*  pois, x < |z| paratodo x € R

IAI I

IN

l|w||? + 2||u|||v]| + ||v||*  pela desiguladade de Cauchy-Schwarz

(llllloll)*-
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Extraindo as raizes quadradas em ambos os lados da desigualdade acima obtemos a

desigualdade desejada.

]

Definicao 1.53. Definimos o dngulo entre dois vetores ndo nulos u e v como sendo o numero

real 0 entre 0 e 7 tal que

{u, v)
lulllloll

cosf = (1.15)

Perceba que pela desigualdade Cauchy-Schwarz o angulo 6 estd bem definido, pois se

dividirmos a expressdo |(u, v)| < ||ul|||v]| por ||u||||v|] obtemos

(wo)l ) e (o) (1.16)

lulllfoll = = el =

Como cos f assume, uma unica vez, cada valor no intervalo [—1, 1] quando 6 varia no intervalo
{u, v)

[0, 7], segue de (1.15) que existe um tnico # € [0, 7] tal que cos ) = TallTel
ull|jv

Exemplo 1.54. Vamos calcular o o angulo € entre os vetores u = (2, —2) e v = (6, —1). Como

lull = /224 (-2)2= V8 =22
loll = /62 + (=1)2 = V37

(u,v) = 2-6+(=2) (1) =14,

segue que
(u,v) 14 7
cosf = = = ~ 0,814
[ullllvl]l - 2v/2/37 /T4
e, portanto, 6 ~ 36°.
Exemplo 1.55. Sejam v = (z1,...,x,) e v = (y1,...,Y,) vetores ndo nulos em R". Vamos

verificar geometricamente o angulo 6 entre u e v.

Figura 10 — Diferenca v — u

Fonte — Autoria prépria (2019)
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Supondo que v e v ndo sao multiplos e aplicando Lei dos Cossenos ao tridngulo determi-

nado pelos vetores u, v e v — u (Figura 10), obtemos:

lo = ull* = flul® + [lv]I* = 2lull 0] cos .

Dai:
2[|ullf|v]| cos 8
= lull® + ol = llv —ul®
= (4 a2+ (i + ) - (=2 + (U — 20)?)
= xf+...+xi+y%+...+yi—(yf—leyl—l—xf—l—...—l—yi—anyn—l—xi)
= B+ Y Y — Y 20y — B — L — Y 2T — T
= 2xy + ...+ 22y,
= 2(m1y1 + -+ TuYn)-
Portanto,

{u, v)
lulllloll

[ullllvll cos @ = z1y1 + ... + XpYn = (u,v) & cosl =

No caso em que u e v s3o multiplos, temos que, existe um nimero real A # 0 tal que u = Av.
Logo, x; = A\y;, parai = 1,...,n. Como cos Z(Av,v) = 1se A > 0 e cos Z(Av,v) = —1 se
A < 0, segue que

(u, v) = [[Mll[[o]] = [[Av]l[lv]| cos & = [lul[[[v]| cos 6

comprovando o resultado.

1.5.2 ORTOGONALIDADE E PROJECAO ORTOGONAL

Definicao 1.56. Seja E um espaco vetorial com produto interno e sejam u,v € E. Dizemos que
u e v sdo ortogonais se (u,v) = 0. Um subconjunto W de E é chamado de ortogonal se os
seus elementos sdo ortogonais dois a dois e dizemos que W é um conjunto ortonormal se for

um conjunto ortogonal e se ||ul| = 1, Vu € W.

Perceba que pela Equagdo (1.15) u e v sdo ortogonais se, e somente se, cos # = 0, onde

z A . . Y
6 € o angulo entre u e v, e isto € verdade se, e somente se, § = 5

Usaremos a notagdo u 1 v para indicar que os vetores u € v sdo ortogonais. Perceba
que a ortogonalidade depende do produto interno, isto €, dois vetores podem ser ortogonais em

relagdo a um produto interno mas ndo em relag@o a outro.

Exemplo 1.57. Seja £/ um espaco vetorial com produto interno. O vetor nulo 0é ortogonal a

todos os elementos de F, pois (0, v) = 0, para todo v € E (item (i) da Proposicado 1.49).
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Exemplo 1.58. Considere o R® com o produto interno usual e o conjunto
X ={w; =(1,1,1),wy = (=1,1,0), w3 = (—1,—-1,2)}.
(a) W € ortogonal, pois

(wy,we) = ((1,1,1),(=1,1,0)) = -14+14+0=0,
(wi,ws) = ((1,1,1), (=1,-1,2)) = =1 — 1 +2 =0,
(we, w3) = ((—=1,1,0),(=1,-1,2)) =1 — 140 =0.

(b) Note que

lwr | = 111, 1, 1) = (1, 1, 1), (L, 1, 1)) = V3,
lwa ]| = [|(=1,1,0)]| = \/((=1,1,0), (=1,1,0)) = V2,
Hw3|| = H<_17_172)H = \/<(_17_172)7 (_17_172)> = \/6

Assim, obtendo vetores w1, us € u3 unitirios de mesma dire¢do e sentido que os vetores

(1,1,1), (—1,1,0) e (—1, —1, 2), respectivamente, temos

1 1 1 1 1
u=—w =—(1,1,1)=| —,—, — |,
T VA <\/§ : 3>

0

S
(=)

1 1 (—1,-1,2) ( 1 1 2 )
Uz = 7wz = —={—1, =1L =\ = AR
P el VG 6

Logo, {u1, us, uz} é um conjunto ortonormal.

Teorema 1.59. Num espaco vetorial E2 com produto interno, todo conjunto ortogonal X de

vetores ndo-nulos é LI

Demonstragdo. Sejam vy, ..., v, € X. Pela ortogonalidade de X, temos que (v;,v;) = 0 se

i # j, ademais, da definicio de norma (v;,v;) = |lvs|*. Se ayvy + ... + v, = 0 é uma

combinacao linear nula desses vetores entdo, para cada ¢ = 1,2,...,n, tomando o produto

interno de ambos os membros desta igualdade por v; temos que

(g + ...+ o, v;) = (0,v;) = aq(v,v) + ... 4+ @ {vp,v;) =0

= a; (v, ;) = q|jvi||* = 0.
Como os vetores pertencentes ao conjunto X sao todos ndo-nulos, temos
a;||vil]* = 0 = a; = 0,

o que significa dizer que os coeficientes da combinacdo linear a1 v; + . .. + oy, v, = 0 s@o todos

iguais a zero e os vetores do conjunto X sdo, portanto, linearmente independentes. [
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A reciproca do resultado acima é falsa, pois, por exemplo, o conjunto {(1,1),(1,0)} de

vetores em R? com o produto interno usual é linearmente independente, como se segue
a(1,1)+b(1,0)=0=a=b=0
mas nio € um conjunto ortogonal, pois

<(1> 1)7 (170» =1#0.

Se a = {vy,...,v,} € um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos de F, e além disso
dim(FE) = n, segue do teorema anterior que « é uma base de . Uma base de vetores ortogonais

€ chamada base ortogonal e uma base de vetores ortonormais ¢ chamada base ortonormal.

Teorema 1.60. Se o« = {vq,...,v,} é uma base ortonormal de E, entdo, para todo v € E,

podemos escrever
v = (v,v1)v1 + ...+ (V, V) V. (1.17)

Demonstragdo. Sejav = ayvy +. ..+ a,v, a combinagdo linear de v com relag@o aos elementos

da base «. Fixe 7, com 1 < ¢ < n. Temos

(v,v;) = (av1 + ... + ayv,, v;)

= a1 (v, v;) + ...+ ap(vp,v;) = a;

pois (v;,v;) = 0se j # ie (v;,v;) = ||v]|* = 1. Como i foi tomado de modo arbitrério, a
demostragdo estd completa. [
Se 8 ={wvy,...,v,} é uma base ortogonal de F, normalizando cada um dos vetores de

[, obtemos a base ortonormal « de E, onde

{1)1 Un }
o = .
o™ ol

Pelo Teorema 1.60, para cada vetor v em F/, temos que

v o= <v, U > U +...+<v,vn> Un
[od]l /- [lv] [onll / (ol

<U>Ul> <U,Un>
U1 —I— e —f- n-
[[v1[|? [[vn |2
O namero real
<vai>
a; = (1.18)
[[vi|?

¢ chamado de coeficiente de Fourier de v em relacdo ao vetor v;. Este escalar admite uma

interpretacdo geométrica relacionada com a nocao de projecao.
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Proposicao 1.61. Seja w um vetor ndo nulo de E. Se v € E, entdo

(v, w)  (v,w)

k= - (1.19)
(w,w) — |Jwl?
é o tinico niimero real tal que v' = v — kw é ortogonal a w.
Demonstracdo. Para que v’ seja ortogonal a w devemos ter
(v—kw,w)y=0 = (v,w)— (kw,w) =0
= (v,w) = k{w,w)
= k= (v, w) )
(w, w)
. (v, 0) -
Reciprocamente, suponhamos que k£ = - Entdo,
(w, w)
(v —kw,w)y = (v,w)—k{w,w) = {v,w) — ég}:?j}é (w, w) =0,
0 que mostra que v — kw € ortogonal a w. [

Definicao 1.62. Considerando o escalar k da Proposicdo 1.61 (coeficiente de Fourier de v em
relagdo ao vetor w). A proje¢do ortogonal de v sobre w (Figura 11) é denotada por proj,(v) e

é definida por

projy,(v) = kw = w = w. (1.20)

sy

proj,, (V)
Fonte — Autoria prépria (2019)

Exemplo 1.63. Seja o espaco vetorial R* com o produto interno usual. Vamos determinar a
projegdo ortogonal do vetor v = (3,4, 6) sobre o vetor u = (6,8, 0) (Figura 12).

Proju(v) = ) _ {3,4,6), (6’8’O)>(6,8, 0) = ;(6,8,0) = (3,4,0).

lull2 ™ ((6,8,0),(6,8,0))




Figura 12 — Projec@o ortogonal do vetor v = (3,4, 6) sobre o vetor u = (6, 8,0)
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Exemplo 1.64. Seja £ = C°[—1, 1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [—1, 1] em R

com o produto interno definido por

(f.9) = /_11 f(t)g(t)dt.

Vamos determinar a projecio de t* sobre .

By, (Bt [t 2/5, 3

(projt(t3)) (t) = £]2 b= t,t)y [1 t2dt - 2/37 gt'

Proposicao 1.65. (Generalizacdo da Proposicdo 1.61) Suponhamos que {wy, . .., w,} seja um

conjunto ortogonal de vetores ndo nulos de E. Se v € F, entdo

ki = {w,wi) _ <“’“’i2>, 1<i<r (1.21)
(wi, wi) [[ws]
sdo os unicos numeros reais tais que o vetor
vV =0 —kiw; — kows — ... — kyw, (1.22)
é ortogonal aos vetores w1, . .., W,.
Demonstragdo. Considerando que {wy, ..., w, } é ortogonal, temos que (w;, w;) = 0se i # j.
Neste contexto, para que v’ seja ortogonal ao vetor w;, 1 < ¢ < r, devemos ter
<’U—k1'll}1 _k2w2_ —kTwr,wi> =0
= (v,w;) — ky(wy,w;) — ... — k(w,,w;)) =0
= <U, U)Z> — k2<wz, U)Z> =0
= (v, wi) = ki(ws, wy),
mostrando que k; = v, wi) = w, w;}_ Por outro lado, se k; = M, entio
(wi, wi) i (wi, wi)
(v—kyw — ... = kaw,w;) = (v,w;) — ki (wy,w;) — ... — k.(w,,w;)
= (v, w;) — ki(w;, w;)
<U’ wi)
— N Cw) =0
<U7 Z> <wl,wz> <w'L7wZ> )
0 que mostra que v’ é ortogonal aos vetores wy, . . . , w,, completando a demonstragio. [
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Veremos a seguir que todo espaco com produto interno, ndo nulo, de dimensio finita tem
uma base ortonormal. A constru¢@o dada na prova do resultado abaixo € chamada de processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, pois leva os nomes de Jorgen Pedersen Gram (Dinamarca,
1850 - 1916) e de Erhard Schmidt (Alemanha, 1876 - 1959).

Teorema 1.66. O espaco E possui uma base ortogonal.

Demonstragcdo. Seja {vy,...,v,} uma base de E. Tomemos
w; = Vi,
o <U27 'LU1>
Wy = V2 — 5 Wi,
[
w3 = U3~ s, w;>w1 - s, w22> w2,
[ [l
Uy, W Uy W
w, = v, — (O ;>w1—...—7< R ;>wn_1.
[ ] [l
Pela Proposi¢ao 1.65, o conjunto {wy, ..., w,} é um conjunto ortogonal. Além disso, como o
conjunto {vy, ..., v,} é linearmente independente, cada vetor w; é ndo nulo. Assim, o conjunto
{wy,...,w,} é um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos de £. Como, por defini¢do, n =
dim(FE), segue pelo Teorema 1.59 que {wy, ..., w,} é¢ uma base ortogonal de F. O

Exemplo 1.67. Considere o espaco R* com o produto interno usual. Apliquemos o processo de
Gram-Schmidt ao conjunto 7" = {(1,0,0),(1,1,1),(0,0,1)} para obtermos uma base ortogonal
{wl, wa, U)3} de RS.

Primeiramente perceba que 7' é uma base de R?, ja que dim(R?) = 3 e ademais T é

linearmente independentes, pois

a(1,0,0) +b(1,1,1) + ¢(0,0,1) = (a + b,b,b+¢) =0 = a=b=c=0.

Facamos
w; = (1,0,0),
vo= 01 - S 0,00 = 0.
v = 001 - OEEEla0o

((0,0,1),(0,1,1)) B 11
T joLopE ehU= (0.-3-3)-
11

Assim, {(1, 0,0),(0,1,1), (O, —5 2) } ¢ uma base ortogonal de R3.

Corolario 1.68. Qualquer espago vetorial E possui uma base ortonormal.
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Demonstracdo. Como E possui uma base ortogonal (Teorema 1.66), basta normalizar cada

vetor da respectiva base para obter uma base ortonormal. 0

11
Exemplo 1.69. Do Exemplo 1.67, segue que {(1, 0,0),(0,1,1), (0, ~3 2)} ¢ uma base orto-

gonal de R®. Como

1(1,0,0)| = 4/{(1,0,0),(1,0,0)) =1,
||o,1,1| w,u, >>:f
[(o.—3 (0-33)-(32))=7
) 9 9 9 2 2 - \/57
Normalizando os vetores, temos que
_ L 00 = 100
1(1,0,0)[| " B
1 1 1 1 2 V2
7(07171) = 7(07171) 07777 = 07£7£ 5
1(0,1,1)]] V2 V2 V2 27 2

oy Oz = 20
s {100 (02 2) (32

Definicao 1.70. Seja E' um espaco vetorial com produto interno, e seja W C E um subconjunto

> } é um base ortonormal de R?.

de E. Chamamos de complemento ortogonal de W ao conjunto
={veFE:(v,u)=0,Yuec W} (1.23)
Exemplo 1.71. Para R? com o produto interno usual e W = {(1,2)}, temos

W = {(z.y) € R%{(z,y), (1,2)) = 0}

(2,y
= {(z,y) e R% 2+ 2y =0}
= {(z,y) e Rz = -2y}
= {(-2y,y) € R*y € R}.

Proposicio 1.72. Seja W um subconjunto de um espaco com produto interno E. Entdo W= é

um subespago de .
Demonstragcdo. Yu € W, a € Re vy, vy € W+, temos que
« 0 € W pois (0, u) = 0;
o (vy,u) = (vg,u) = 0. Logo, (v + va, u) = (vy,u) + (v, u) = 0, e entdo v + vy € W,

* (avy,u) = a(vy,u) = 0.
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O que garante que W= é um subespaco vetorial de £ (mesmo que W ndo tenha estrutura de

espago vetorial). 0

Proposicao 1.73. Seja E um espaco vetorial sobre R com produto interno. Sejam W C E um
subconjunto e = {wy, ..., wy} um conjunto gerador para W. Entdo v € W se, e somente se,

(v,w;) =0, paracadai=1,... k.

Demonstracdo. Sejam w € W e f = {wy,...,wg} um conjunto gerador para . Entdo,

existem o, ..., q; € Rtais que w = aqwy + ... + agwg. Logo,
(v,w) = (v, Wy + ... + W) = ag (v, wr) + ... + a(v, w).

Se assumirmos que (v, w;) = 0 paracadai = 1,...,k, segue que (v, w) = 0, o que significa
dizer que, v € W. Por outro lado, se v € W+, entdo (v,w) = 0, para cada v € W. Em

particular, (v,w;) = O paracadai =1,..., k. O
Exemplo 1.74. Seja M- o espago vetorial das matrizes de ordem 2, com o produto interno
(A, B) = a11bi1 + aizbia + ag1bay + azabss,

onde A = (aij)i,j e B = (bij)i,j’ Z,j = 1, 2. Seja

W—{( v y);m,y,weR}.
T+y w

(1) Determinar uma base ortogonal de V.

)=o)
(o) (de) ()

10 01 00
o que significa dizer que § = {( Lo ) , ( Lo ) , ( 01 )}éum conjunto gerador

de . Além disso, vé-se facilmente que 3 € LI, pois

5 0)-(00)-

Assim, § é uma base de W/. No entanto, 5 nao é ortogonal, pois

((F0) (50 ))=ree

Note que,

|
o o o

CcC =
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Aplicando o processo de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt a base 3, temos

0 0
wy = )
01

wy = (1 3) <<18)’(8 2)>(3 ?)

2
00
(7))
10 01
<(1 0)’(1 O)> 01
0 1)[ (10):(
()
Portanto uma base ortogonal para W é dada pelo conjunto
(G () (0]
o)'\1ro/'\o1/|

(i1) Determinar uma base ortogonal de W,

N[— =
|

O NI

N———

[N y—

b
Sejav = (a d) € W+, coma,b,c,d € R. Entio
C

a b 0 0

c d 01
d = 0

a b 0 1
) = =1 c —b

d 10
a = b

b b
Logo W+ = { ( ) ) b e R} e, portanto, uma base para W= é dada pelo conjunto

0
11
-10 )|
Teorema 1.75. Se W é um subespaco de E , entdo

E=WaW. (1.24)
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Demonstracdo. Vamos provar inicialmente que W N W+ = {6} Para tanto, suponhamos por
absurdo que W N W+ # {6} Isto significa dizer que existe um vetor ndo nulo v € W N W tal
que v € Wewv € W+, Como W é complemento ortogonal de W temos que ||v||? = (v, v) = 0,
o que é um absurdo pois v # 0. Portanto, W N W+ = {0}.

Vejamos que E = W + W, Pelo processo de ortogonalizagio de Gram-Schmidt, existe

uma base ortonormal {vy, ..., v,} de W. Tomemos v € E. Defina
wy = (v,u)v + ...+ (v, )V, = projw (v),
wy = v—wi.

Note que w; + wy = wy + (v — wy) = v. Além disso, w; € W, pois w; é uma combinagao
linear dos vetores da base de V. Portanto, resta mostrar que ws € W+, ou seja, wy € ortogonal a
W. Para isto, pela Proposic¢do 1.73, basta verificar que w, € ortogonal a cada vetor v; da base de
W,comi=1i,...,n, o que é verdade pelo exposto na Proposicdo 1.65, pois a base {vy,...,v,}

de W € ortonormal. L]

Do Teorema 1.75, acima demonstrado, temos que cada vetor v de E pode ser escrito de

modo Unico como
v =Wy + ws (1.25)

onde w; € Wew, € W. O vetor w; é chamado projecéo ortogonal de v em W e é denotado por
projw (v). O vetor wy é chamado componente de v ortogonal a W e é denotado por projy 1 (v).

Assim, v = projw (v) + projw 1 (v) (Figura 13).

Figura 13 — v = projw (v) + projw (v)

proj L (v)

roj,, (v
proj,, (V) W

Fonte — Autoria prépria (2019)

Exemplo 1.76. (Retomando o Exemplo 1.74) Considerando o espaco vetorial M5 com produto

W:{( v y);x,y,wER}
r+y w

interno definido,
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v {( 44 )aes)

Pelo Teorema 1.75 temos que My = W & W+,

Além disso, se supormos por absurso que W N W+ £ {6}, entdo existe um vetor
v € W N W ndo nulo tal que v € W e v € W+. Assim, como W+ é complemento ortogonal
de W temos que (v, v) = ||v]|? # 0, o que é um absurdo. Portanto, W N W+ = {0}.
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2 PROJECOES E ANALISE NUMERICA

O estudo de projecdes € um assunto cldssico no estudo de algebra linear com muita
utilidade na 4rea de Andlise Numérica, onde desempenha importante papel no desenvolvimento
de métodos para resolugc@o dos mais diversos tipos de problemas. Em se tratando da resolucdo de
sistemas lineares, podemos citar dois dos principais métodos iterativos baseados em projecao
sobre subespacos de Krylov: Métodos dos Gradientes Conjugados (Conjugate Gradient Method)
e 0 GMRES (Generalized Minimum Residual Method). Ambos serdo trabalhados nas proximas

secoes.

Vale mencionar que para a composi¢ao deste capitulo utilizamos alternadamente um
conjunto de autores como base tedrica, tais quais, (KELLEY, 1995), (BEGIATO, 2007), (SAAD,
2003), (DEMMEL, 1997), (GREENBAUM, 1997), (TREFETHEN; BAU, 1997), (HESTENES;
STIEFEL, 1952) e (LAGO, 2010).

2.1 MOTIVACAO
Considere o sistema linear
As = b, (2.1)
em que b € um vetor de R™ e A é uma matriz m X n. Escolhendo arbitrariamente s, € R™ e
aplicando ao Sistema (2.1), temos duas possibilidades:
(1) sg € solucdo do sistema, o que implica que Asy = b;
(ii) sp ndo € solucdo do sistema, implicando Asy # b.

Independente das situacdes distintas citadas acima, podemos reescrever o Sistema (2.1)

da forma
As+r=1> (2.2)

com 7 sendo denominado residuo, o que acaba implicando que a solucao do referido Sistema

(2.2) somente ocorre quando r = 0.
Exemplo 2.1. Considere o sistema linear

rT+y+=z =
20—y + 2
—r+3y—2z = -1

(2.3)
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cuja forma matricial é dada por

1 1 1\ [z
2 -1 1 y | =

-1 3 -2 z -1
N—— N—_——
A s b
-1
Tomando sy = 0 | arbitrario como possivel candidato a solu¢do, temos que o residuo
correspondente é
6 1 1 1 -1 6
ro=>b— Asg = 3 |- 2 -1 1 0Of(=141|#]| 0],
-1 -1 3 -2 1 0
-1
implicando que sy = 0 | ndo € solugdo do sistema (2.3). Por outro lado, tomando s; =
1
1
2 |, e o aplicando ao sistema (2.3) temos que o residuo correspondente é
3
6 11 1
rir=>0b—As; = 3 |- 2 -1 1 2 =01,
-1 -1 3 -2 3
o que significa dizer que s; = | 2 | é solucdo do sistema 2.3.

Neste contexto € que se desenvolvem os métodos iterativos Gradiente Conjugados e
GMRES, pois o objetivo (resguardado suas respectivas caracteristicas) € minimizar r, de modo
que se possa explicitar ou estimar (com a precisdo exigida) a solucao do respectivo sistema linear

partindo de uma estimativa inicial qualquer, no caso s.
A minimizacdo de r = As — b € obtida a partir de uma sequéncia de aproximagdes
sucessivas r1, o, ..., T, partindo-se de uma aproximacao inicial sy. No caso dos métodos

iterativos Gradientes Conjugados e GMRES, tais aproximacdes ocorrem nos subespacos de
Krylov.

2.2 SUBESPACOS DE KRYLOV

Definicao 2.2. Dada uma matriz A : n X n, ndo singular, e um vetor v : n X 1, a sequén-

cia: v, Av, A*v, A%v, ... é chamada sequéncia de Krylov de A com relacdo a v. O subespago
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Ki(A,v) = span{v, Av, A%v, A%v, ... A"} é denominado subespaco de Krylov de ordem |

de A com relacdo a v.

10 1
Exemplo 2.3. Seja a matriz A = ( 0 3 ) e o vetor v = ( 5 ) . Temos que

s = wi(3)- (o 3) (2)- (2 2) (3)
=i (5)- () (&)}

€ o subespaco de ordem 3 de A com relagdo ao vetor v.

Convém conhecermos algumas propriedades do suspaco de Krylov, a fim de justificarmos

futuros resultados.

Proposicao 2.4. O subespaco de Krylov é o subespaco de todos os vetores em R" que podem

ser escritos como x = p(A)v, onde p é um polinémio de grau ndo superior al — 1.

Demonstragdo. Seja v € Ki(A,v) = spanf{v, Av, A%v, A%, ..., A= v}, logo = pode ser ex-
crito como combinagdo linear dos elementos do subespaco de Krylov. Desta forma, temos

que
r = v+ asAv+azAPv+ ..+ AT
= (a1 4+ A+ azA’ + ..+ Ao = p(A)
onde p(A) = oy + as A+ a3zA® + ...+ oy A" é um polindmio de grau nio superioral—1. [

Definicio 2.5. Um polinomio p(z) = ag+a1x+. ..+ a,z", onde o, = 1, é chamado polindémio
ménico de grau n. O polindmio ménico ndo-nulo p de menor grau que satisfaz p(A)v = 0 é

conhecido como polindmio minimo do vetor v com relagdo a matriz A.

Definicao 2.6. Seja E um R-espaco vetorial de dimensdon el : E — E um operador linear.
O subespaco vetorial S C FE é denominado subespaco vetorial invariante pelo operador T ou
subespago T-invariante quando T'(S) C S, sendo T'(S) = {T'(s); s € S}, ou seja, a imagem de
T restritoa S.
Exemplo 2.7. Seja T : R? — R? tal que T'(z,y) = (3z, 8z — y).

O subespago S = {(z,2z); z € R é T-invariante, ja que T'(z, 2z) = (3x,6x) € S.

Por outro lado, O subespaco W = {(x,0); x € R} ndo é T-invariante, ja que 7'(1,0) =
(3,8) & W.

Proposiciio 2.8. Seja (v 0 grau do polindmio minimo de v com relagdo a A. Entdo KC,(A,v) é

um espago invariante em relagdo a matriz A e K;(A,v) = K, (A,v), para todo | > pu.
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Demonstragdo. Sejau € K,(A,v), logo, u = ayv + asAv + . .. + a, A" 'v. Temos entdo que
Au= o Av + auA%v + ... + a,Atv. (2.4)

Mas, como p € o grau do polindbmio minimo de v com relagdo a A, existe um polindmio
p(x) = Po+ Pz + ...+ puat, com 5, # 0, tal que p(A)v = 0, o que nos da:

Aty = — (ﬁov + &Av +...+ 5“114“_11)> . (2.5)
Bu Bu By

Substituindo-se (2.5) em (2.4), pode-se concluir que Au € K,(A,v), para todo u €

IC.(A, v) e, portanto, que K, (A, v) é invariante sobre A. Para prova a segunda parte, basta notar

que, como K, (A, v) é invariante sobre A, tem-se que IC,,(A,v) = K,41(A, v) e um argumento

indutivo leva-nos a conclusao. 0
Proposi¢iio 2.9. Se 1 é o grau do polindémio minimo de v com relagdo a A, entdo dim(IKC,,(A, v)) =
i

Demonstragdo. Suponha por absurdo que dim(/C,,(A, v)) < u. Se v = 0 temos que o polindmio
minimo tem grau 0 e a contradigio é 6bvia. Se v # 0, o conjunto {v, Av, A%v, ..., A* *v} ndo
seria linearmente independente e existiria (o, o, ..., ) # 0 tal que av + asAv + ... +

onA“_lv = 0 e, neste caso, terfamos o grau do polindmio minimo de v com relagdo a A menor

ouigual a u — 1, o que contradiz a hipétese. [

Corolario 2.10. Se o grau do polinémio minimo de v com respeito a A é u, entdo
dim(K;(A,v)) = min{l, u}. (2.6)

Demonstragcdo. Se | > p o resultado segue diretamente das Proposicoes 2.8 e 2.9. Agora se

[ < p o resultado segue da Proposicdo 2.9. U

2.3 METODO GMRES

O método GMRES (Generalized Minimal Residual), proposto em 1986 por Saad e

Schultz (SAAD, 2003), ¢ um método iterativo para a resolucao de sistemas lineares
As = b,

onde A é uma matriz n x n, ndo-singular.

Considerando s( a aproximacao inicial, cada iteragcdo do método GMRES consiste na
minimizacdo da norma do residuo sobre o subespago de Krylov determinado pela matriz A e o
residuo inicial (rg = b — Asg), ou seja, se estivermos na [-ésima iteracdo do método de GMRES,
devemos encontrar o passo s; que minimiza a norma do residuo » = b — As no subespaco afim
so + KCi(A, ro) (KELLEY, 1995).
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O problema de minimizacdo que devemos resolver a cada iteracdo pode ser escrito como:
min ||b — As||

.. (2.7)
sujeito a s € so + K (A, o).

Figura 14 — Projecao do residuo inicial sobre o subespagco AK;(A, o)

AL
Fonte — Adaptado de (BEGIATO, 2007)

Além disso, para que a norma do residuo r, = b — As; seja minima € necessario que
a projecdo de r; com o subespagco AK;(A,ry) seja ortogonal. Tal constatacdo pode ser facil-
mente verificada, admitindo-se, por absurdo, a existéncia de r; ndo ortogonal com o subespaco
AK; (A, r9) com norma minima (menor que a norma de r;). No entanto, nestas condigdes, seria
possivel definir um tridngulo retdngulo com os vetores 7; € 7/, 0 que implicaria em uma con-
tradicdo pelo Teorema de Pitdgoras, o que significa dizer que o residuo r; € minimo quando a
proje¢do de ; com o subespaco AKX (A, ry) for ortogonal. Sendo assim, teremos um problema
de quadrados minimos. Convém transformar a base atual do subespaco K;(A, rp) em uma base
ortonormal e para isso usaremos o processo de Arnoldi, que € um processo de ortonormalizagdo

de uma base do subespaco de Krylov.

2.3.1 ITERACAO DE ARNOLDI

A iteracdo de Arnoldi consiste em um processo semelhante a0 Gram-Schmidt, no sentido
que gera uma base ortonormal para o subespago de Krylov. Considerando a matriz A, o resultado
do processo de Arnoldi é a obtencdo de uma matriz unitdria e semelhante a matriz A, tal que
A = VHVT (< AV = V H). Este processo fornecerd uma versio mais simples para o

Problema 2.7, como veremos a seguir.

Queremos uma base ortonormal {vy, vo, . .., v;} do subspago de Krylov do residuo inicial

(1) sobre a matriz A, tal que span{ry, Arg, ..., A"y} = span{vy,vs, ..., v;}. Sendo assim,
C . . To

iniciamos 0 processo com o vetor 7, € a partir dele obtemos v; = W O vetor v, deve ser
To

obtido de modo que span{vy,va} = span{vy, Avy }. Além disso, vy deve ter norma igual a 1 e

deve ser ortogonal a v;. Segue dai que:

AU1 = h110] + hovy < AU1 = ( V1 Vg )
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Impondo condi¢@o da ortogonalidade e aplicando produto interno em ambos os lados por

v obtemos

T T T
A’Ul = huvl + hglvg = U Avl =1 h11U1 + (%1 hgﬂ}g
T T T
= ] Avy = hy1vy v1 + hovy vg

= hll = UTAUl.
Além disso

AUl = h11v1 + ho1vy = hoyvy = AU1 — hy1vy.

Como vy deve ter norma igual a 1, temos © = Av; — hyyv; e fazendo hey = ||0]|, decorre
0
que vy = —.
h21
Figura 15 — Constru¢do de uma base ortonormal {vy,vs,...,v;} do subspago de Krylov do

residuo inicial (r() sobre a matriz A por Arnoldi

o
\
1 Ry¥y
Fonte — Autoria prépria (2019)

Dado que o objetivo € construir uma base ortonormal para o subespacgo, iniciamos a
etapa seguinte com o vetor v e calculamos Avy, uma vez que vy € Ko(A, rg). Continuando este
processo, por induc@o temos que vy, vy, . . . , v; uma base ortonormal para o subespago de Krylov
IC;(A,1g). Levando em consideracdo que cada subespago de Krylov de dimensdo j + 1 pode
ser obtido a partir da base ortogonal do subespaco de Krylov de dimensao j, usando o conjunto

gerador {vq,vs, ..., v;, Av;}, temos que K 1(A, rg) = span{vy,ve, ..., v;, Av;}.
Formalizamos agora um algoritmo para o procedimento de Arnoldi.
Algoritmo 2.11. Processo de Arnoldi para Ortonormalizagcdo sobre o subespaco de Krylov

To

1. U1

’

o
2. Paraj =1,2,...,l, faca:
(@) 0 = Av;;
(b) Parai=1,2,...,7 faca:



60

. hij = UTQA),'

K]
J
> hijvis
£

L] J—
1

(S
[SH

(©) hjt1; = |[o]l;  Se, hji1,; = 0, entdo, o processo deve ser interrompido (pela
impossibilidade da realizacdo do proximo passo).

0
(d) vj1 =

hji1;

Evidentemente pode-se concluir pelo Coroldrio 2.10 que, se o polindbmio minimo de 7,
com relac@o a matriz A for de grau j < n ndo serd possivel construir uma base ortogonal com

dimensao maior que j.

Proposicao 2.12. O Algoritmo 2.11 falha na j-ésima iteragdo (isto é, hji1 ; = 0 no passo 2d)

se, e somente se, o polindmio minimo de rq com respeito a matriz A tem grau j.

Demonstragdo. Se o Algoritmo 2.11 falha na j-ésima iteracao, temos que:
hjt; =0 & o =0
J
& [JAv; =Y hyuill =0
i=1
J
= A’Uj = Z hijvi
i=1
~ AU]' = hljvl + thUg + ...+ hjjvj

O que significa dizer que Av; € span{vy,vs, ..., v;} e, consequentemente, o polindmio minimo

de ry com respeito a matriz A tem grau j. 0

Exemplo 2.13. Considere o sistema cuja forma matricial € dada por

1 0 -1 x -2
0o -1 1 y | = 1. (2.8)
0 1 z 0
A 5 b
_3
2
Tomando sy = —% arbitrdrio como possivel candidato a solucdo, temos que o residuo
1
2
correspondente €
-2 1 0 -1 —
o = b— ASQ = 1 - 0 —1 1 - -

N~ N~ MW
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0
Queremos uma base ortonormal do subspago de Krylov do residuo inicial 7o = | 0
1
1 0 -1
sobreamatrizA=| 0 —1 1 |.Assim, aplicando o Algoritmo 2.11 (processo de ortonor-
1 0 1

malizacdo de Arnoldi), temos:

0
1. v = o = 0 5
[[7oll
2. Paraj =1
1 0 -1 —1
@o=Avn=]0 -1 1 0 |= 1 |
0 1 1
(b) Parai: = 1:
—1
‘hll—Ulﬁz(O()l) 1 :1,
1
—1 0 -1
-f;:ﬁ—huvl— 1 —1 0 = 1 5
1 1 0
—1
(©) hoy = [|0]| = 1 =2
0
1
o 17! e
d = — = — p— —_— .
()UQ h21 5 1 V2
0 0
3. Paraj =2
1 1
1 0 -1 -7 ~
~ _ 1 _ 1
@ o0=Avn=|0 -1 1 = |=| 5
1
1 0 1 0 ~5
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1
V2
cmfi= (- % 0)| -k | <o
1
V2
_ 1 1
V2 1 V2
* D =0 — hipvr — hagvy = —% —<—\/§> 01-0 % =
1
-5 1 0
1
V2
_ 1
\/i ’
0
_ 1
V2
© heo = lloll = || -5 || =1
0
_ L
A V3
0]
S 1
(d) U3_h32_ V2
0
. Paraj =3
1 1
I R - L
@o=Avs=10 -1 1 -7 | = 7 |3
0 1 0 —75
(b) Para: =1,2,3:
_ 1
-0 )| & |--3
*hz=vi9=(0 0 1 Ll =——
\/5 £l
_ 1 \/§
V2
_ 1
V2
’h23=UgT’l7=(—i2 % 0) % =1;
1
V2
_ 1
V2
1
V2
_ 1 _ 1
V2 1 V2
* 0 =10—h13v1 —hogvy —h3zvz = % —<—\/§> 0 |-1 % -
1
~ 1 0
1
V2
1| )
0| —L | = ,

0 0
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(©) has = ||9|| = 0 =0;

(d) Naio realizado.

Portanto, uma base ortonormal do subspaco de Krylov do residuo inicial 7o = | 0
1 0 -1
sobreamatrizA=| 0 —1 1 | ¢édada pelo conjunto

1 0 1

_ L _ 1

V2 V2

a = {U17U27v3} = 0 ) % ) _%

1 0 0

Perceba que, de fato o € uma base, pois além de gerar o subespaco de Krylov do residuo

inicial 7y sobre a matriz A, é linearmente independente, visto que

1 1
V2 V2
1 1 _ _ _ _
a +b e tel —5 | =0 =a=b=c=0.
1 0 0 0

Além disso, « € ortonormal, pois

7 7
7 =1
<,
1 1 1 1
0 — 0 TV Vv TV
' V2 ' V2 V2 ’ V2 '

1 0 1 0 0 0

Supondo que o algoritmo ndo apresentou falha de execucdo, apds a [-ésima iteragdo,
temos 0s vetores ortonormais vy, v, . . ., vy41. Definimos entdo as matrizes V; : n x le Vi1 :

X (I 4+ 1), cujas colunas sdo dadas por esses vetores. Além disso, também podemos definir a

matriz H; : (I + 1) x [ Hessenberg superior, onde:

0, se 1>75+1

hi(z,7) = 2.9
l(ZJ) {hij; se i<j+1 (2.9)

0 que nos permite construir a seguinte relagdo:

AV, = Vi Hy (2.10)
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Exemplificando,
hii hia ... hy
| | | I hor haa ... hy
Al v ve ooy | = v v ... U Up 0 hs ... hy
| | | I : S
0 ... 0 hpy

Exemplo 2.14. Considere novamente o sistema (2.8) exposto no Exemplo 2.13, dado por

1 0 -1 x —2
0 -1 1 =
0 1 z 0
A 5 b
_3
2
com Sy = —% arbitrario como possivel candidato a solu¢do, onde seu residuo correspon-
1
2
0
denteérg=1 0
1

Pelo exposto no desenvolvimento do referido exemplo, podemos definir as matrizes
Va3 x2eVs:3 x 3, cujas colunas sdo dadas pelos vetores ortonormais vy, v2, v3 obtidos por
Arnoldi. Além disso, conforme a Equacgao (2.9) vamos definir a matriz H, : 3 x 2 Hessenberg
superior, de modo que vale a relagdo AV, = V3 H, (2.10).

De fato, temos que

1 0 -1 0 —75 -1 -5
AVp=[0 -1 1 0 = = 1 ——
1
0 1 1 0 1 -7

1 1 1

0 - —5 L -7

— 1 1 —
1 0 0 0 1

Considerando a Equagdo (2.7) onde temos que s € so + K;(A, ro) e o fato de as colunas
de V; formar uma base para o subespaco K;(A,r,), entdo existe y € R tal que s = s + Vjy.

Assim, podemos escrever:

b — As| = b — A(so + Viy)||
= b — Asy — AVy||
= |70 — AViy||

Equago 2.10
TETT o = Vi Hiyl
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Mas, pelo Algoritmo 2.11, v; = HTOH e, considerando-se 8 = ||ro||, teremos:
To
[b—As|| = |lro — Vis Hiyl|
= ||5U1 - Vl+1Hl?/H

= |[[Vig1Ber = Vi Hyy||
= ||Vita(Ber — Hyy)|| -

Contudo, temos que V;,; € uma matriz ortogonal, uma vez que as suas colunas sdo vetores

ortonormais, logo preserva norma e podemos entio reescrever o problema (2.7) como:

min [ex — Hiy| o
sujeitoa:y € R '

0 que nos permite definir o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2.15. GMRES

1. Definarg=b— Asy, p=|ro

, B=p, Ul:E e k=0,

2. Enquanto k < kmazx e p > ¢||b]|, faga:

@ k=k+1;
(b) Executar o passo 2 do processo de Arnoldi (Algoritmo 2.11) com j = k;
(¢) Definae; = (1,0,...,0)7 € R*;

(d) Encontre y € R* que minimiza ||fe; — Hyy

(® p=|Ber — Hpyil.

>

3. 2" = So + kak-

2.3.2 ROTACOES DE GIVENS

Continuando com o objetivo de se obter um sistema computacionalmente mais simples de
se resolver com relagdo ao sistema original, dado que a matriz /; é Hessenberg superior, podemos
encontrar facilmente a sua fatoracdo QR através de rotacoes de Givens. O nosso interesse para
aplicar as rotagdes de Givens € transformar a matriz de Hessenberg numa triangular superior,

anulando os elementos ;41 ,, parai =1,..., [

Iremos fatorar a matriz de Hessenberg da seguinte maneira:

Gl e GQGlHl = Rl (212)
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onde R; é a matriz triangular superior resultante e G; € a matriz de rotacdo de Givens para

eliminar o elemento h, 1 ;, que devera ter a seguinte forma:

1 0
0
1
0 —5;
G = i
C;
0
0
sendo ¢; = cosf, s; = —senf e
Piy1i
S; — —

VD2 4 (b )

(&

C; —

0

< linha 7
< linha 7+ 1

i
VO 4 (b )2

(2.13)

(2.14)

Essa multiplicagao ird produzir uma rotag¢do de angulo —6, com relagio ao eixo x, no

vetor ao qual for aplicada. Note que usamos a notacao hff 71), isso porque esse elemento ja foi

alterado, 7 — 1 vezes, pela aplicag@o das matrizes G; ... G;_1.

Exemplo 2.16. Vamos transformar a matriz de Hessenberg

h11
ha
0

0

h12
h22
h32

0 hygay

hu
ha
h3l

numa triangular superior utilizando as rotagdes de Givens.

Primeiramente valor zerar o elemento hy; utilizando a matriz de rotagao:

Gy

C1
S1

0

C1

0
0

1

0




Assim, por (2.12)

T —51 0
S1 C1 0
G H, = 0 0 1
0
(h11)%+(h21)?
(h11)2+4(h21)?
hi1ho1—hi1hoy
(h11)2+(h21)?
= 0
0
1 1
ny o by
1
0 hYY
= 0 hs
0 0

O h’ll
h21
0
0 :
0 1 0
1 1
e B
o by
hsa hs;
0 gy
1
hyy
1
hly
hsy
hiyay

hio hy
h/22 h/2l
h‘32 h’3l
0 Ay
\/(hn)2 + (hat)? B3
0 hSy
= Do
0

Vamos zerar agora o elemento /35 utilizando a matriz de rotagdo:

Utilizando procedimento andlogo, temos

G.G1H, =

h

1 0

001

S1

(1)

11

0

G

1 0

OCl

0

S1

0
sy
&1
0
0 1
hiy
(h$5)%+(hs2)?

\/ (h§5) 2+ (ha2)?
WD hao—hY hao

\/ (hS5)2+(ha2)?

0

C1

67
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Continuando o processo [ — 2 vezes obteremos uma matriz triangular superior equivalente

a matriz de Hessenberg

hiv hia ... hy

hoi hoy ... hy
0 h32 N hgl
0 RN 0 hl+1,l

Exemplo 2.17. Seja a matriz:

hll hl2 P hll
0 hyy ... hgl
& 0 0 :
hu
0 0 0
6 5 0
5 1 4
A=
0 4 3
0 0 2

- Gl e GQGlHl - Rl-

Vamos obter uma matriz triangular superior equivalente utilizando as rotacdes de Givens. Sendo

assim, primeiramente valor zerar o elemento (2, 1) utilizando a matriz de rotagao:

Assim,

onde,

G

GiA=A4 =

Substituindo , temos:

c —s 0 0
s ¢ 00
0 0 10
0 0 01
c —s 0 0 6 5
c 00 5 1
0 10 0 4
0 0 1 0 0

V62 + 5% ~ 7,8102,
cosf = 6 ~ 0, 7682,
r

senf) = 0 ~ —0,6402.

r

7,8102 4,4813 2,5607
—2,4327 3,0729
4 3

0 2

N W e~ O



Agora vamos zerar o elemento (3, 2) utilizando um pocesso andlogo.

Com a matriz de rotacao

10 0 O
G, = 0 ¢c —s O
0 c 0
0 0 1
temos
10 0 0 7,8102 4,4813  2,5607
0 —-s 0 0 —2,4327 3,0729
GoA, = Ay = €
0 s 0 0 4 3
0 1 0 0 2
com,
ro= (/(-2,4327)2 + 42 ~ 4, 6817,
—2.432
c = C080:’737%—0,5196,
r
4
s = senf = —— =~ —0,8544.
r
Logo, sustituindo
7,8102 4,4813 2,5607
0 4,6817 0,9664
Ay =
0 0 —4,1843
0 0 2

Para finalizar o processo, vamos zerar o elemento (4, 3) utilizando um pocesso andlogo.

Com a matriz de rotagcao

100 0
010 0
Gs =
0 0 ¢ —s
0 0 s ¢
temos
10 0 7,8102 4,4813  2,5607
01 0 0  4,6817 0,9664
G3A2:A3:
00 ¢ —s 0 0  —4,1843
00 s c 0 0 2
com,
ro= \/(—4,1843)2 + 22 ~ 4,6377,
c = COSGZﬂ%—O,QOQQ,
T

2
senf = —— ~ —0,4312.
r

69
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Logo, sustituindo

7,8102 4,4813 2,5607
0  4,6817 0,9664
0 04,6377
0 0 0

Para facilitar a resolugdo do problema (2.11), vamos definir Q; = G1 G4 ... G . Perceba

que G, é ortogonal para todo 4, pois, sabendo que ¢ + s? = 1, temos que

1 0 0
0
1 0
G.GT 0 c? + sf S;Ci — S8;C;
' $iC; — 8;C; c? + s? 0
0 1
0
0 0 1
1 0 0
0
= ! =1.
1
0
0 e 0 1

Além disso, temos que Q; = GT G2 ... G também é ortogonal. Para provarmos esta
afirmagio, basta lembrarmos que (AB)" = BT A” e que (A")" = A. Assim, inicialmente
(GIG3)(GIGy)" = GGy (G3)"(GY)"
= GTGta,aG,
- G{(G§G2)G1
= Gfa, =1
O que significa dizer que GT G2 é ortogonal. Continuando o processo, temos que G1 G2 G2
também € ortogonal, pois
(G1G2)G3)((G1G1)G3)" = (G1G3)G3(G3)"(G1Gy)"
(G1G3)G5Gs(G1Gy)"
= (G1Gy)(G5Gs)(G1Gy)"
( )

(
GTGTY(GTGT) = 1.
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Portanto, continuando este processo [ — 2 vezes, temos que
T T AT T (T AT T\T
QQ; = (G1 Gy .G NG G, "'Gl) =1
provando o resultado.

Neste contexto, considerando que Q); H; = R; e que (); é ortogonal e também preserva

norma, o problema (2.11) pode ser escrito como

|b— As|| = ||Ber — Hiy|| = ||5Qier — Ryl (2.15)

Para compreender as vantagens proporcionadas pelas rotacdoes de Givens, convém observar os

resultados do seguinte Teorema 2.18:

Teorema 2.18. Considere R; = G, H; como definido anteriormente e g = [3(),e1. Denotemos
por R, a matriz triangular superior | X 1, obtida eliminando-se a iltima linha de R; e §; um
vetor de dimensdo | encontrado eliminando-se o elemento g1 1 (a iltima linha) de g. Entdo

podemos dizer que:

1. O posto de AV é igual ao posto de R, Em particular, se ry; = 0 entdo A deve ser singular;
2. ovetor y* que é o minimizador da equagdo ||Se; — Hyy|| € dado por

y = R'g; (2.16)
3. a norma do residuo no passo l serd dada por g1 1.

Demonstragdo. Para provar a primeira parte considere que:
AV, = ViaQiQiH, = AV, = ViaQ(R;. (2.17)

Visto que tanto (J; quanto V;,; sdo unitdrias (norma € igual a um), temos que posto de AV] é
igual ao posto de R;, que € igual ao posto de R, ja que a ultima linha de R; € nula. Como R;
¢ triangular superior, se r; entdo R; € singular, e portanto A € singular. A segunda e a terceira
parte saem da Equacdo (2.10). Pois:

||5€1 - Hly” = Hﬁ@lel - Rl?/” = |gz+1,1| + ||§ - RI?JH- (2.18)

O residuo minimo é encontrado zerando o segundo elemento da parte esquerda da Equagao 2.18.

Logo y* = R;'§ e anorma do residuo serd dada por Gi+1,1- [

Esse resultado € um fator estimulante para a implementacdo pois, garantida a nao-
singularidade da matriz A, a aproximagao para a solugdo do sistema linear nao precisaria ser
obtida a cada iteracio do GMRES, mas somente quanto tivermos um residuo suficientemente

pequeno, ji que a norma do residuo serd dada pelo médulo do dltimo elemento do vetor
g = BQier.

Ou seja, podemos reescrever o Algoritmo 2.15:
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Algoritmo 2.19. GMRES com Rotagoes de Givens

! , Q=I:nxne k=0;

1. Definarg=b— Axy, p=|ro 50

5 /sz’ V1 =

2. Enquanto k < kmax e p > ¢||b||, faca:

@ k=k+1;
(b) Executar o passo 2 do processo de Arnoldi (Algoritmo 2.11) com j = k;

(¢) Se k > 1, aplique Qi na k-ésima coluna de Hy;
h h
(d) Faca: s, = — ktLk e ¢ = E ;
Vi) + (g 1) V Oow)? + (g 4)

(©) ik = cehir — sphiy1e € hgpip = 0;

(f) Defina Gy, como em (2.13) e faca g = Grg;

(g) Faca QQ = GQ e defina Qi a matriz quadrada correspondente as k primeiras linhas

de Q);
(h) p= |9k+1|-

3. Considere R a matriz quadrada correspondente as k primeiras linhas de H e w o vetor

correspondente as k primeiras linhas de g.
4. Encontre y;, que resolve o sistema: Ry = w.

5. 2" =x0+ Vi

O Algoritmo 2.19 pode apresentar falha no passo 2b. Conforme a Corolério 2.10, isso
acontecera se, € somente se, 0 polindmio minimo de ry em relagdo a matriz A tiver grau ¢ < n.
A Proposig¢do 2.20, citada a seguir, garante que, neste caso, teremos encontrado a solug@o exata

do sistema, € o que chamam na literatura de lucky breakdown.

Proposicao 2.20. Seja A uma matriz ndo-singular, entdo o Algoritmo 2.19 ird falhar na l-ésima

iteragdo (isto é, hy11; = 0) se, e somente se, sy, € a solugdo exata do sistema As =b.

Demonstragdo. Considere que hy41; = 0. Da ndo-singularidade de A temos, pela primeira parte
do Teorema 2.18 que f%” = hél_l # 0. Sendo assim por (2.14) temos que s; = 0. O vetor g atual
€ obtido através do produto da matriz (; pelo vetor g anterior aumentado em uma dimensao.
Chamando de g = (g1, ...,4;,0)" este vetor g anterior, temos que g = (71, . . ., 1g1, 5:91). Pela

tltima parte do Teorema 2.18, tem-se que ||r;|| = |gi+1| = |s191| = 0.

Para provar que a condicdo € suficiente, devemos notar que se a solucio exata € encontrada
no passo [ e ndo no passo [ — 1, logo vamos ter ||r;|| e entdo |g;1| = |s:9:] = 0, 0 que implica
que s; = 0 e, por (2.14), hy41,; = 0. L]
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Teorema 2.21. Seja A uma matriz n X n ndo-singular. Entdo o Algoritmo 2.19 encontrard a

solugdo para o problema linear As = b em no mdximo n iteragoes.

Demonstragcdao. Ver (KELLEY, 1995). ]

Exemplo 2.22. Considere novamente o Sistema (2.8) trabalhado nos Exemplos 2.13 e 2.14 ,

dado por
1 0 -1 x —2
0 -1 1 = ,
1 0 1 z 0
A s b
_3
2
com sy = —% arbitrario como possivel candidato a solu¢do, onde seu residuo correspon-
1
2
0
denteéro=1 0
1

Nosso objetivo agora € aplicar o método GMRES a fim de obter a solugdo desejada, com

a aplicacdo das rotacdes de Givens.

No Exemplo 2.13 aplicamos o algoritmo de Arnoldi e obtivemos uma base ortonormal
de rg em relagdo a matriz A. Na ocasido, verificou-se uma falha no passo 2d da terceira iteragao.
Consequentemente, ao aplicarmos o Algoritmo 2.19, havera falha na terceira iterac@o no passo 2b,
o que significa dizer, pela Proposicdo 2.20 e Teorema 2.21, que nesta terceira iteracdo obteremos

a solugo exata do sistema encontrando i € R® que minimiza || 3Qse; — R3y||.

Diante do exposto, fazendo a terceira iteracdo do Algoritmo 2.19, a fim de obter a solucdo

x*, tal que
1 0 —1 T -2
0 —1 1 = ,
0 1 z 0
A T b
temos
0
To
l. Definarg = | 0 |, p=|rof = 0 :1’621’01:E: ,
1
_ 1 _ 1
V2 V2
Vg = % V3 = —% e k= 2,
0 0
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* Defina a Matriz Hj : 4 x 3 de Hessenberg superior dada por

1
V2

0
0
* Defina a Matriz Hs, dada pelo produto G,G1 Hs, onde G5 e (G s@o as matrizes de

rotagdo para zerar respectivamente os elementos hgs € hoy da matriz Hs.

H3 = GQGng

1 0 0 0 S 200 1 -1 L
1 V3 V2 o1
|0y RO - HF 00 V2 0 1
0 - L g 0 0 10 0 1 0
0 0 0 1 0 0 01 0 0 0
1 V2 g 9 B3 1 1
Vi VB Vi TV %
_V2 1 V3 0o 2 L
— \2[\/32\/32 = V3 VB
2 1 1
0 0 0 1 0 0 0
e Defina
g = BGyGre
1 0 0 0 B 200 1 +
1 V3 v2 o1 V2
T R S M N v S SN B I v
0 - 1 g 0 0 10]]|O0 2
0 0 0 1 0 0 01 0 0

. Considerando R a matriz quadrada correspondente as 3 primeiras linhas de 3 e w o vetor

correspondente as 3 primeiras linhas de g, temos

3 1 1 1
V3 V6 V6 \/\§f
_ 2 1 _ 2
E=10 7 B | ¢ v=| 23
0 0 -1 2
Resolvendo o sistema Ry = w, com y € R?, temos
3 11 1 1
3 V6 V6 Y1 7\3[ Y1 3
2 1 2 _
0 5 & 2| = 5|7 % |~ 0
0 0 -1/ \ws 2 Vs —2
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5. Por fim, a soluc¢do do problema é dada pelo vetor

o= xo+ Vay
3 1 1 1 3 1
—3 0 -5 —% 3 —3 3 -1
_ 1 1 1 _ [ N
= | i l+]0 & -4 of = -1 Ll=1] o
1 2 1 1
3 10 0 =% 3 3 1

2.4 METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS

O Método dos Gradientes Conjugados (Conjugate Gradient Method) foi criado na década
de 50 do século passado por Hestenes e Steifel (HESTENES; STIEFEL, 1952) para resolver

sistemas lineares As = b onde A é uma matriz simétrica e definida positiva, isto €,
A=A" ¢ 27Az >0 paratodox #0 (2.19)

Inicialmente desenvolvido como um método direto, posteriormente foi verificada uma forte
viabilidade de utilizd-lo também como um método iterativo, principalmente em problemas de

grande porte.

Considere o sistema
As =0, (2.20)

onde A é uma matriz simétrica e definida positiva e * = A~'b é solugdo. A k-ésima iteracio do

Método dos Gradientes Conjugados consiste em minimizar a funcao

f(z) = ;xTAx —27b. (2.21)

Note que se f(Z) é o valor minimo (em R") entdo
Vf(Z) = AT —b=0 (2.22)
e portanto T = x,.

Definicao 2.23. Seja A uma matriz de ordem n simétrica e definida positiva e seja x um vetor

ndo nulo de R, a fungdo || - |

4, denominada A—norma em R", é definida como
|z||la = VaT Ax. (2.23)

Lema 2.24. Seja S C R". Se xy, minimiza f entdo x;, também minimiza ||x. — x||4 = ||7]|a—

sobre S, onde r é o residuo. (2.1).
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Demonstracdo. Seja A simétrica e Az, = b. temos que:

los =23 = (2. —2)" Alw, — )
((z)" = 2" Az, - )
= (v)" Az, —2) — 2T A2, — T)
(z,)" Az, — ()" Az — 27 Az, + 27 Az
()" Az, — 227 Az + 27 Ax
= 2f(x)+ (z.)" Az..
Perceba que (z,)” Az, independe de , logo minimizar f é equivalente a minimizar ||z, — x|,
0 que consequentemente equivale minimizar ||z, — || 4. Ademais, chamando e = x, — x, temos
que
lel|iZ =efde = (z, —2)T Az, — 1)
= (2, —2)AT (AT A) (2, — 2)
= (Az. —2)) A7 (A2, — 7))
= |l Az, — 2)[3-

= b= Az|i = [Irlh-

e, portanto a A-norma do erro é também a A~ '-norma do residuo. 0

Neste contexto, considerando o Sistema 2.20 com z, = A~'b como sendo a solugdo e
€, = T4 — &, O eITO NO passo n, temos que a iteragdo do gradiente conjugado pode ser descrita
como um sistema de férmulas de recorréncia que gera a sequéncia tnica de itera¢do {z,, € K, }

com a propriedade que no passo n, ||e, || 4 € minimizado.

Exemplo 2.25. Considere o sistema As = b, onde

3 2 2
A= e b=
2 6 -8
Perceba que A é simétrica e definida positiva pois, se s = ( v ) entao
Y

3 2 T
T Ax = = 32?4 day + 61>

= 22°+ (z +y)* + 5y > 0.

Logo, obter a solugdo do sistema Az = b é o mesmo que encontrar as coordenadas (z,y) que

oG

22 4 2zy + 3y* — 2z + 8y

minimizam a funcio

1
f(z) = 5:1:TA3: —2Th =

N W N~
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Veja as ilustragdes abaixo (Figura 16) e (Figura 17):

Figura 16 — Grifico de f(x): o ponto minimo dessa superficie é solu¢do de As = b

Fonte — Autoria prépria (2019)

Figura 17 — Curvas de nivel: interse¢do da superficie com hiperplanos

Fonte — Autoria prépria (2019)

A seguir vamos deduzir um conjunto de fomulas de recorréncia que compreendem
o método dos gradientes conjugados. Para isto, seguiremos 0 mesmo raciocinio exposto por
(LAGO, 2010) e (SHEWCHUK, 1994).

Suponha que dispomos de um conjunto de vetores ortogonais S = {po, p1, - - ., Pn—1},
onde p; € R". Chamaremos estes vetores de direcdes de busca. A principio seria possivel

escrever
n—1
€ =Xy — Ly = — Z Qp;. (2.24)
i=0

Baseado nesta possibilidade e supondo que conhecemos os «;, a cada iteragdo k daremos “um

passo a;”’ na direcao de busca py, obtendo

k

Tpi1 = To+ D 4D = Tp, + Qppy. (2.25)
i=0
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Vamos encontrar agora o coeficiente o, que define o tamanho do passo a ser dado na direcao py.

Das Equacdes (2.24) e (2.25), temos que

k—1 k—1 n—1 n—1
€ =Tk — Tu = (xo + Z aiPi) — Ty = Z P — Z a;p; = — Z a;p;  (2.26)
i=0 i=0 i=0 i=k

e, devido a ortogonalidade de .S, tem-se que e;, L p;, para j < k. Para facilitar o calculo de o

vamos escrever o erro da seguinte forma:

k
Chi1 = €0+ D D = € + Qg (2.27)

=1
For¢ando a condi¢@o de ortogonalidade e, L pj e aplicando produto interno a Equagao (2.27)

teremos
0= <pk>€k+1> = <pk>€k + Oék:pk> = (pk,6k> + ak<pk>pk>>

€ consequentemente

(Pk, ex)
<pk:7 pk>
Mas como ndo dispomos de ey, pois caso tivéssemos teriamos resolvido o problema fazendo

(2.28)

ap — —

T — ex = x,. Uma solugdo seria exigir uma A-ortogonalidade das diregdes de busca, ou seja,

(pi, Apj) =0, i # . (2.29)

Isto faz com que o erro seja A-ortogonal as dire¢des de busca, ao invés da ortogonalidade que
mostramos em (2.26). Com isto, da Equacdo (2.28) e sabendo que Ae, = Az — b = —ry entdo

temos que

o = _<pk7A€k> _ (Prs k) (2.30)

(Pk, Apr) (1, Apr)
O que pode ser calculado, pois podemos obter o residuo fazendo

k
i1 = —Aeppr = —Ale + arpr) = 11 — apApe = 10 — Y @i Ap;. (2.31)
=0

Entretanto, cabe notar que, caso A seja ndo-singular, Ap, pode ser zero o que impede o calculo

de Q.

Vamos agora mostrar como encontrar o conjunto de dire¢des de busca de modo que
sejam mutuamente A-ortogonais. Uma ideia intuitiva seria partir de um conjunto de vetores
ortogonais de facil obtengdo, como a base candnica, definir p;, = e}, e entdo A-ortogonalizar py
com os vetores anteriores. Entretanto, se tomarmos os residuos ao invés da base canOnica, ou

seja, se fizermos

k-1
Dk =Tk + Z B,y Pi (2.32)
i=0

para algum conjunto de [3; ;), come¢ando com p, = 7y, teremos uma facilidade muito grande
para o calculo dos B(k,j), como mostraremos a seguir. Primeiramente, consideremos dois teoremas

do residuo.
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Teorema 2.26. No Gradiente Conjugado o residuo é ortogonal as direcoes de busca anteriores.

Demonstragcdo. Multiplicando (2.26) por — A teremos uma expressio para r em funcido das

direcdes de busca p;:
n—1
re =Y a;Ap;. (2.33)

i=k

Portanto, fazendo o produto interno entre 7, € qualquer p; onde j < k teremos

n—1 n—1
(pj, i) = <pj7 > aiApi> = ai(pj, Ap;) =0 (2.34)
i=k i=k
provando que o residuo € ortogonal as dire¢des de busca anteriores. [

Teorema 2.27. Os residuos sdo mutuamente ortogonais.

Demonstragdo. Vamos fazer o produto interno entre p; € 7, que jd sabemos que € zero para
todo j < k

j—1 Jj—1
0= (pj,r) = <7“j + Zﬁ(j,i)pi7rk> = (rj, i) + D Bl (pis ) (2.35)
=0 1=0
Do Teorema 2.26 eliminaremos os (p;, ry), e ficaremos com
(rj,re) = 0. (2.36)

Como (rj, ;) = (rx, ;) = 0, entdo temos que isto também serd verdade para j > k, ou seja,
(rk,rj) = 0 para j # k. O

De posse dos Teoremas 2.26 e 2.27, nosso objetivo serd calcular os 3 ;) da Equagdo

(2.32). Faremos o produto interno entre p;, e Ap; (com j < k). Da Equagéo (2.32) obtemos

k—1 k—1
<Pk, Apj> = <7’k + Z ﬁ(k,i)pia Apj> = <7"k:, Apj) + Z ﬁ(k,i) <pi, Apj>

=0 1=0

0 = (rk, Apj) + Br.g)(pis Ap;)
€, portanto

<7“k,APj> )
N 2 At o N 37
B(k,g) <pj7Apj> ( )

Agora vamos finalmente mostrar que o célculo dos f3; ;) pode ser significativamente

simplificado. Aplicando produto interno por 7, na Equacao (2.31) temos

(rr, 1) = (1w, 15) — (e, Apj)

aj(ry, Ap;) = Tk, 75) — (Th, 7))



80

Pela ortogonalidade mostrada no Teorema 2.26 concluimos que, se j = k

<7,k7Apk> — <7’k,71k> - <,rk7,rk+1> — <Tk7,rk>’ (2.38)
e QL

e que caso j = k — 1, teremos

(r, App_1) = (ks Th—1) — (Thy Th) _ _<Tkark> (2.39)

ap—1 a1

e todos os demais (ry, Ap;) serdo zero. Como o célculo de [ ;) s6 é efetuado para j < k, entdo
Bk,j) 86 serd diferente de zero para j = k — 1. Para simplificar a notagdo faremos 3 j—1) = Sy.

Assim,

Pk = Tk + BrPr—1- (2.40)

Com o objetivo de simplificar ainda mais o cdlculo de [, isolando [ e aplicando produto

interno por Ap,_; na Equacdo (2.40) temos

BrkPk—1 = Dr — Tk

5k<pk—1,Apk—1> = (pk - Tk,Apk—ﬁ = <pk,Apk—1> - (Tk>14pk—1>
(Tr, Apr—1)

= —-—— 2.41
P <Pk71, Apk71> ( )

De posse das Equagoes (2.39) e (2.30), podemos siplificar a equagdo (2.41):

e, Apr) _ 1
P = <Pk—1,Apk—1> B <Tk’Apk_1>< <pk—1,Apk-—1>>

- <_<Z€;;ff>> <_<Pk—1;zpk—1>>

1 <7’k, rk)
Qg1 <pk717 Apk—l)
(Pk—1, Apr_1) (T, ) o (T, )

<pk—17 T‘k_1> <pk—1, Apk—1> <pk—17 Tk—1>.

Mas, aplicando produto interno por r; na Equacao (2.40) temos

(D, k) = Tk, Th) + Br{Pk—1, %) = (Ths k), (2.42)
portanto
2
Bk; — <lr‘k77ﬂk> — "rk|’22 (2.43)
<7"k—177”k:—1> ||7“lc—1||2
e
2

(D, Apr) (P, Api)

De modo mais geral, as etapas do método gradiente conjugado podem ser divididas em

duas partes:
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¢ Passo inicial: Selecionar uma estimativa inicial arbitraria z, e calcular o residuo ry € a

direcdo py pelas formulas (1.a) e (1.b).

* Rotina geral: Tendo determinado a estimativa s;, o residuo r; e a direcdo p;, calcular s, 1,

7511 € pi+1 sucessivamente pelas formulas (2.c¢), (2.d), (2.e), (2.f) e (2.2).

Algoritmo 2.28. Gradiente Conjugado

1. Defina A, b, s

(a) Ty = b— ASO;
(b) po = 7o.
2. Para1=0,1,2,... faca:
7]l
(© o=
d) siy1 = @ + ap;;

(€ rip1 =1 — a; Ap;;

2
® fi = Il

lrll*

(8) pit1 = Tiy1 + BiyaDi

Exemplo 2.29. Considere o sistema

2 -1 0 T -3
-1 2 —1 y | = 3 1. (2.45)
0 -1 2 z -1
A b

Nosso objetivo € obter a solucdo do sistema através da aplicacdo do método dos Gradientes

Conjugados.

Perceba inicialmente que A é simétrica (visto facilmente que A = A”) e definida positiva
x

pois,se x = | y | entdo

z

2 -1 0 x
a:Tsz(xyz) -1 2 -1 Y
0 -1 2 z
= 22% —ay —xy + 2% — yz — yz + 222
= 2’ +2—2zy+y°+y° —2yz+ 27+ 2
= 2+ @—-y)?+y—2)7+2">0.

Logo, aplicando o Algoritmo 2.28,



2 —1 0 -3 —%
1. Definan A =| —1 2 —1 |,b= 31,8 = 0
0 -1 2 1 -1
-3 2 -1 0 -3 0
@) ro=b— Asy = 31— -1 2 -1 0|=1|1
~1 0 -1 2 —3 0
0
b) po=ro=1 1
0
2. Para: = 0:
2
0
1
© ay = Ilroll* 0 1
(o, Apo) 0 2 -1 0 0 2
11, —1 2 -1 >
0 -1 2 0
4\ (o) (-
(d) s1 =50+ agpo = 0 +§ 1| = L
_1 0 _1
2 2
0 2 —1 0 0 %
1
(e) rm=1r9o—apdApy =1 1 5 —1 2 —1 = 0
0 0 —1 2 0 %
1 2
2
0
o5 Int _I\i/l _2 1
1 = == = - = =
[[rol[? o\IF 1 2
1
0
AT
@ pi=ri+bip=1| 0 +§ 1 | = %
1 0 1
2 2

3. Para: = 1:



2

1
2
0
[l 3
© ar = =
(1, Ap1) ! 1 -1 0 !
1 1
-1 1 -1 ! >
1 1
. 0 1 1 1
3 1
—3 3 —1
(d) So = S1 +a1p; = % +1 % = 1 ;
1 1
~3 3 0
1 1
. 1 -1 0 .
e rm=r—aApy=| 0 |[—-1] -1 1 -1 .
1 1
1 0 1 1 1

E portanto, temos que a solugcdo do Sistema (2.45) é dado pelo vetor
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3 PROPOSTAS DE ATIVIDADES PARA USO NO ENSINO MEDIO

Com base nas Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006a), a forma
do professor trabalhar os contetidos da disciplina de matemadtica deve sempre agregar um valor
formativo no que diz respeito ao desenvolvimento do pensamento matemadtico. Isto significa dizer
que além do estudante estar envolvido diretamente em sua aprendizagem, € dever do professor
colocar os alunos em um processo de aprendizagem que valorize o raciocinio matematico em
todos os seus aspectos, seja na formulacdo de questdes e hipdteses, ou mesmo na explicacdo e

deducdo de férmulas utilizadas.

Nexte contexto, pretende-se propor atividades para o uso no ensino médio, durante o
conteudo referente a Geometria Analitica, em que o tema Projegdo seja tratado em diferentes
momentos, com o intuito de enriquecer a formagao dos alunos. As atividades visam trabalhar
projecdo em R? e R?, onde serdo priorizados conhecimentos geométricos relacionados ao estudo
do tridngulo retangulo, como as relagdes trigonométricas e Teorema de Pitdgoras, com uma

introducido a linguagem vetorial, sobre o plano cartesiano.

Sao trés as atividades a serem propostas (Figura 18): Uma tedrica, onde a intengdo é
verificar a projeciio de vetores em retas no R?, e duas préticas, sendo a primeira relacionada ao
problema de calcular o comprimento da sombra de um objeto projetada ortogonalmente por uma
lampada puntiforme presa ao teto e a segunda relacionda com um exemplo de aplicacdo real
utilizado no esporte, mais precisamente no futebol, através da marcacdo de impedimentos, onde

¢ utilizada a tecnologia VAR (video assistant referee) ou drbitro assistente de video.

Figura 18 — Fluxograma das atividades

PROPOSTAS
PEDAGOGICAS

v Li
ATIVIDADE 1: ATIVIDADE 2: ATIVIDADE 3:
Teorica (projetando f<e—»- Pratica com luz e £ Pratica com VAR
vetores em retas no sombra. (verificando
plano) .o impedimentos no
I’ futebol)

Fonte — Autoria prépria (2019)

Pelo exposto no fluxograma acima, percebe-se que duas atividades sdo independentes,

isto €, o professor pode escolher a ordem que lhe seja conveniente para o trabalho com sua turma.
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3.1 MODELAGEM MATEMATICA E INTERDISCIPLINARIDADE

Duas caracteristicas importantes advindas das atividades préticas que constituem impor-
tante fundamento na aprendizagem qualitativa s3o a modelagem matematica e a interdisciplinari-
dade.

Levando em consideracao as propostas de atividades, a modelagem matematica se aplica
muito bem a este trabalho, uma vez que para todo problema proposto € nossa intencdo fazer

o aluno pensar sobre formas de resolvé-lo. Sobre a modelagem matematica as Orientagcdes
Curriculares para o Ensino Médio discorrem que

A modelagem matematica, percebida como estratégia de ensino, apresenta
fortes conexdes com a idéia de resolugdo de problemas (...). Ante uma situacio
problema ligada ao “mundo real”, com sua inerente complexidade, o aluno
precisa mobilizar um leque variado de competéncias: selecionar varidveis que
serdo relevantes para o modelo a construir; problematizar, ou seja, formular
o problema tedrico na linguagem do campo matemético envolvido; formular
hipéteses explicativas do fendmeno em causa; recorrer ao conhecimento ma-
tematico acumulado para a resolugdo do problema formulado, o que, muitas
vezes, requer um trabalho de simplifica¢cdo quando o modelo originalmente
pensado é matematicamente muito complexo; validar, isto é, confrontar as
conclusdes tedricas com os dados empiricos existentes; e eventualmente ainda,
quando surge a necessidade, modificar o modelo para que esse melhor corres-
ponda a situacdo real, aqui se revelando o aspecto dindmico da constru¢io do
conhecimento. (BRASIL, 2006a)

A interdisciplinaridade também constitui um elemento muito importante que pode ser
agregado a este trabalho. Conforme os Paramentros Curriculares Nacionais (BRASIL, 2000)
"Na perspectiva escolar, a interdisciplinaridade ndo tem a pretensao de criar novas disciplinas
ou saberes, mas de utilizar os conhecimentos de vérias disciplinas para resolver um problema

concreto ou compreender um determinado fendmeno sob diferentes pontos de vista".

Neste contexto, as atividades podem ser organizadas na forma de projeto interdisciplinar.
Por exemplo, considerando a terceira atividade relacionada a pritica com VAR (verificagdo de
impedimentos), pode-se desenvolver uma proposta interdisciplinar envolvendo as disciplinas de

Matematica, Fisica e Educacao Fisica.

Na disciplina de Fisica os alunos trabalham com aspectos vetoriais no que diz respeito a
definicdo e propriedades; na discipina de Matematica o professor trabalha aspectos relacionados
a projec¢do; enquanto na disciplina de Educagdo Fisica os alunos buscam entender e verificar a
definicao de impedimento numa perspectiva pratica. No soméatério desta atividade, o problema
de se verificar corretamente impedimento acaba sendo compreendido pelo aluno de forma muito
mais completa, a0 mesmo tempo em que uma atividade conjunta acaba sendo muito mais atrativa

para o estudante.
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3.2 ATIVIDADE 1: PROJETANDO VETORES EM RETAS NO PLANO

Piblico alvo: 3° ano do Ensino Médio
Tempo previsto: 2 aulas
Pré-requisitos: Congruénca de tridngulos; Teorema de Pitdgoras; Equacdo de

retas no plano cartesiano

Recursos: Material de escrita

3.2.1 OBIJETIVOS

¢ Definir vetores em R?;
* Relacionar uma reta no plano cartesiano com um vetor dado;

 Utilizar propriedades relacionadas ao tridngulo retangulo na resolu¢cdo dos problemas

propostos, com o intuito de compreender a defini¢do de projecao ortogonal.

3.2.2 DESENVOLVIMENTO DA PROPOSTA

3.2.2.1 LINGUAGEM VETORIAL

Inicialmente faz-se necessario que o professor dé uma nog¢ao introdutdria sobre a defini-
¢ao de vetores. Para tanto, é sugerido que o professor trabalhe primeiramente com a ideia de
segmento orientado para vetores. Tal abordagem € mais simples de ser absorvida pelo aluno,
uma vez que os mesmos tem maior familiaridade com o termo "segmento", e a no¢do de vetores
vai sendo construida ao longo da atividade. Ao final o professor pode concretizar a definicdo de

vetores, como 0 conjunto segmentos orientados equipolentes.

Exemplo 3.1. Dados os pontos A = (—5,1) e B = (—2, 3), vamos definir o segmento orientado

que tem A como ponto de partida e B como ponto de chegada. Segue que

AB=B—A=(-2,3)— (=5.1) = (=2 — (=5),3— 1) = (3.2).

Figura 19 — Representacao geométrica do vetor definido pelos pontos A e B

¥

5 4 3 -2 1 o0lo 1 2

Fonte — Autoria prépria (2019)
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Com a representagdo geométrica o professor pode mostrar ao aluno que zﬁ = O? ,
através da congruéncia dos tridngulos ABC' com OE D, e justificar a vantagem do trabalho com
vetores. Em seguida, sugere-se que o professor repita a atividade, variando os pontos, de modo

que os estudantes consigam definir um vetor tendo dois pontos quaisquer.

Como estamos trabalhando basicamente com triangulo retangulo e levando em conside-
racdo a abordagem de segmento orientado para vetores, o professor tem condi¢des de mostrar
que o comprimento de um vetor (norma) ¢ dado basicamente pela aplicacdo do teorema de
Pitagoras, o que se resume ao cédlculo da distancia entre dois pontos (os pontos que definem o

vetor em estudo).

Figura 20 — H@H =d(A,B) = \/(xg —21)% 4+ (Y2 — 11)?

¥

0 X, X5 X

Fonte — Autoria prépria (2019)

Figura 21 — Vetor com extremidade na origem: ||v|| = d(0, A) = \/2? + 4?

¥
A

0 X,] X

Fonte — Autoria prépria (2019)

3.2.2.2 PROJECAO DE VETORES SOBRE EIXOS COORDENADOS

Neste momento, no qual os estudantes estdo familiarizados com a ideia de vetores, o
professor conduzird um estudo sobre como projetar vetores nos eixos coordenados. Para tanto,
apos a definicio do vetor que se quer trabalhar e o eixo coordenado, € definido um tridngulo
retangulo, e a partir deste tridngulo o professor construird a ideia de projecao com utilizacao de

propriedades geométricas.

A seguir, alguns exemplos de exercicios que o professor pode realizar com seus alunos.
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Exemplo 3.2. A projecdo do vetor (3, 2) no eixo x é dada pelo vetor (3, 0). Note que, como a
projecdo ortogonal € sobre o eixo x, temos que a componente y da coordenada da projecdo é

zero. Logo, a projecdo € definida pela componente x da coordenada do vetor escolhido.

Figura 22 — Representacdo geométrica da projecdo do vetor (3, 2) sobre eixo x

y
(3.2

.(3.0)

4 X

(AT

2 0 1 2

Fonte — Autoria prépria (2019)

Exemplo 3.3. Vamos obter a projecdo ortogonal do vetor definido pelos pontos A = (2,0) e
B = (5,4) sobre o eixo x. Neste caso, temos que a projecio desejada é o vetor definido pelos
pontos A = (2,0) e C' = (5,0), isto é, AC =C— A= (5,0) — (2,0) = (3,0).

Figura 23 — Representacdo geométrica da projecao do vetor B sobre eixo x

¥

Fonte — Autoria prépria (2019)

Exemplo 3.4. A projecio do vetor AB definido pelos pontos A = (0,1) e B = (—4,2) sobre o
eixo y é dada pelo vetor AC=C— A= (0,2) — (0,1) = (0,1).

Figura 24 — Representacdo geométrica da projecdo do vetor 1@ sobre eixo y

B (-4, 2) =
I:IQ C(0,2)

b1

A0, 1)

5 4 -3 -2 1 0 1 X

Fonte — Autoria prépria (2019)

Exemplo 3.5. A projecdo ortogonal de qualquer vetor peralelo ao eixo y em relagdo ao eixo x €

o vetor nulo, isto €, apenas um ponto.
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Figura 25 — Representacao geométrica da projecao de vetor paralelo ao eixo y em relagao ao
eixo X

B (X;. Yy)

A (x4, 0)

0 X ’ X

Fonte — Autoria prépria (2019)

3.2.2.3 PROJECAO DE VETORES SOBRE RETAS NO PLANO

A ideia aqui € similar a anterior, no entanto agora a intencao € projetar um determinado
vetor sobre uma reta qualquer no plano. Para isso, sugerimos que inicialmente se trabalhe
alguns exemplos de projecdes de vetores sobre retas paralelas aos eixos coordenados, para em
seguida formalizar projecdes sobre as demais situacdes de retas. A seguir alguns exemplos desta

aplicacao.

Exemplo 3.6. Vamos projetar o vetor determinado pelos pontos A(—1,1) e B(4, 3) sobre a reta

y = 1. Neste caso, conforme Figura 26 temos que a projecdo desejada € o vetor definido pelos
pontos A(—1,1) e C'(4,1), ou seja, AC=C— A= (4,1) — (=1,1) = (5,0).

Figura 26 — Representagdo geométrica da proje¢do de vetor determinado pelos pontos A(—1, 1)
e B(4,3) sobre retay = 1

¥ B (4, 3)

Fonte — Autoria prépria (2019)

Note que em todos os exemplos acima, podemos mostrar que o resultado obtido pela
andlise da representacdo geométrica € vdlida através da aplicacdo do Teorema de Pitagoras.
Esta € uma observacao importante a ser feita, pois mostra uma relagdo direta do quanto uma
represantacdo geométrica (quando possivel) contribui no entendimento de algumas defini¢des

importantes na matemdtica, em especial a defini¢do de projecdo que € nosso objeto de estudo.

Exemplo 3.7. (Retomando o Exemplo 3.6) Vamos mostrar que o vetor 1@ =C—-A=
(4,1) — (—1,1) = (5,0) definido pelos pontos A(—1,1) e C(4, 1) é proje¢do ortogonal do vetor
determinado pelos pontos A(—1, 1) e B(4,3) sobre aretay = 1.
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Se o ponto C'(4,1) é tal que 1@ € ortogonal a ﬁ Logo, aplicando o Teorema de
Pitdgoras ao tridngulo ABC, temos

[4B]" = [ac] + B
& d(A,B)? = d(A,C)?+d(B,C)?
= (VBT 2) = (VB ) 4 (VR 22)
= 29 = 29,

provando o resultado.

Vamos agora trabalhar com um exemplo onde se quer projetar um vetor v sobre uma reta

obliqua aos eixos coordenados.

Exemplo 3.8. Como projetar o vetor definido pelos pontos A(3,2) e B(1,3) sobre a reta
1
Y == 1?7
Ty 3:E+

Geometricamente, temos a seguinte situacao:

Figura 27 — Representacdo geométrica da projecdo de vetor definido pelos pontos A(3,2) e

B(1,3) sobrearetar :y = 37 +1

B (1, 3)

Fonte — Autoria prépria (2019)

Nosso objetivo é determinar (a, b) tal que B? seja ortogonal ao vetor 1@ . Assim, pelo

Teorema de Pitdgoras, temos

B = (A + B
& d(A,B)? = d(C,A)*+d(B,C)?
= 5 = 3-a)?+2-0*+(a—1)>%*+(b—3)>2 (3.1)

Mas, (a, b) pertence a reta r, logo

b=—-a+ 1 (3.2)
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Substituindo a equacao 3.2 em 3.1, obtemos

5 = 3—a)’+(2-0)7+(a—1)>+(b—3)
= (3—&)2—{—(2—;@—1) +(a—1)2—|—(;a+1—3>

s (- e (o)

2

2 1 1 4
= 9—6a+a2—i—1—§a+§a2+a2—2a+1+§a2—§a+4
20
= 5a2—10a+15.

Logo, basta verificar as raizes da equacao

290a2—10a+10:0

< 2002 —90a+90=0
& 202 —9a+9=0.

Assim, pelo teorema de Pitdgoras,

a_9i\/(—9)2—4-2-9_9i\/§_9i3
N 2.2 4 4

3 . . o
e, consequentemente segue que a = 3 ou a = —. Mas, a = 3 contraria nossa hipétese inicial de

3 3
- — + 1 = —, e portanto obtemos que

1
ortogonalidade. Entao, tomando a = 5 obtemos, b = 373 5

3 3
0(2’2)'

: 1 )
Neste contexto, o vetor correspondente a projecdo de zﬁ sobrearetar :y = gx +1¢é

ovetor AC = C — A = (3 3) - (3,2) = <—3 —1).

22 2 2
3.2.3 AVALIACAO

Acreditando que o processo avaliativo se d4 como um todo e acontece processualmente
durante as aulas, a avaliagdo da presente proposta de atividade se dard por participacdo e
envolvimento dos alunos com questionamentos e contribui¢cdes e o envolvimento da turma na
resolug@o dos problemas propostos durante toda a atividade, podendo o professor avaliar também
todo o material produzido pela turma neste processo. Contudo, muito além dos registros feitos
pelos estudantes, estd a compreensdo de cada etapa do processo que foi desenvolvido com a
aplicacdo das etapas desta atividade. Essa compreensao, ainda que ndo apareca nos registros, € o

que deve determinar a conclusdo do processo avaliativo.
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3.3 ATIVIDADE 2: PRATICA COM LUZ E SOMBRA

Piblico alvo: 3° ano do Ensino Médio
Tempo previsto: 3 aulas
Pré-requisitos: Semelhanca de tridngulos; Trigonometria no tridngulo retan-

gulo; Teorema de Pitdgoras

Recursos: Caixa octante, régua, transferidor e material de escrita

3.3.1 OBIJETIVOS

¢ Definir vetores em R? e introduzir no¢ao de vetores em R3:

 Utilizar propriedades relacionadas ao tridngulo retangulo na resolu¢cdo dos problemas

propostos, com o intuito de compreender a defini¢do de projecdo ortogonal;

* Diferenciar projecdes ortogonais e ndo ortogonais.

3.3.2 CAIXA OCTANTE

Com o objetivo de tornar pratico a visualizagdo dos conceitos preliminares relacionados
a vetores, assim como a constru¢ao da definicdo de projecdo com os estudantes, foi produzido
um material concreto para ser utilizado, a qual a chamamos de "caixa octante"”. Tal material
também serd util na aplicagdo da 3° atividade que veremos mais adiante. Além disso, espera-se
que este material forne¢a um estimulo maior aos estudantes, uma vez que os mesmos podem

experimentar uma situacao pratica e interativa de aprendizagem.

Tal material representa um octante do R?® (para fins de calculos, utilizaremos a caixa
octante para representar especificamente o 1° octante). Uma vantegem desse material concreto
€ que sua construcao leva materiais de facil acesso e de baixo custo, viabilizando reproducao.
Ademais, a montagem desse objeto leva em consideragdo aspectos praticos de transporte e
manejo, facilitando o trabalho de locomocg¢ao do professor bem como de armazenagem de tal

objeto. Veja (Figura 28).

Uma caracteristica muito importante da caixa octante é que ela pode ser adaptada (com
inclusdo de acessdrios) para que qualquer atividade a ser realizada na mesma possa também ser
aplicada a alunos com deficiéncia visual. Tal adaptacdo favorece a inclusao de qualquer aluno,

independente de sua condicao.
Materiais estruturais bésicos utilizados:
* 3 paineis de metal: 2 pecas de 50cm x 35cm x 2cm e 1 peca de 50cm x 52cm x 0,001cm;
* 1 placa de mdf (expositor com fura¢do): 50cm x 52cm X 0,5cm.

* 1 metro de cano pvc com 4 "joelhos" e 2 "T" compativeis;
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¢ 1,2 m de mdf de 2cm X 2cm;

* 25 parafusos com porca e arruela compativeis € uma lanterna pequena com laser.

Figura 28 — Caixa octante

Fonte — Autoria prépria (2019)

Figura 29 — Exemplo de atividade a ser realizada na caixa octante

Fonte — Autoria prépria (2019)

Conforme podemos visualizar na (Figura 29), além da caixa octante possibilitar ao
professor trabalhar caracteristicas de pontos e principalmente de vetores no espago R?, ela
permitird o trabalho de calcular o comprimento da sombra de uma luz projetada ortogonalmente
sobre um objeto (que é o objetivo desta 2% atividade). A seguir algumas fotos da caixa octante

montada:
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Figura 30 — Caixa octante montada I

Fonte — Autoria prépria (2019)

Figura 31 — Caixa octante montada II

4
0

Fonte — Autoria prépria (2019)

3.3.3 DESENVOLVIMENTO DA PROPOSTA

3.3.3.1 LINGUAGEM VETORIAL

Assim como na primeira atividade, faz-se necessario que o professor inicie o trabalho
inserindo uma linguagem vetorial bésica, através da defini¢do de vetores. No entanto, caso o
professor ja tenha desenvolvido a 1* atividade (levando em consideracdo que as atividades sdo
independentes, e que o professor tem a liberdade para aplicar as atividades na ordem que lhe for
conveniente), basta que o mesmo complemente tal etapa inserindo uma nog¢ao introdutéria do

R?, que abordaremos em seguida.

Sobre a construgio da definicio de vetores em R?, o desenvolvimento é analogo ao
exposto na primeira atividade. Inicialmente, é sugerido que o professor trabalhe com a ideia de
segmento orientado para vetores. Tal abordagem € mais simples de ser absorvida pelo aluno,

uma vez que os mesmos tém maior familiaridade com a definicdo de segmento. Neste contexto,
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a no¢do de vetores vai sendo construida a medida que a atividade vai se desenvolvendo. Ao final
da atividade o professor pode concretizar a defini¢cdo de vetores como o conjunto segmentos

orientados equipolentes.

Exemplo 3.9. Dados os pontos A = (—5,1) e B = (—2, 3), vamos definir o segmento orientado

que tem A como ponto de partida e B como ponto de chegada. Segue que

AB = B—A=(-2,3)—(-51)=(-2—(=5),3—1) = (3.2).

Figura 32 — Representacao geométrica do vetor definido pelos pontos A e B

¥

5 4 3 -2 1 o0lo 1 2

Fonte — Autoria prépria (2019)

Com esta representacdo geométrica o professor pode mostrar ao aluno que /@ = @,
através da congruéncia dos tridangulos ABC com OE D e justificar a vantagem do trabalho com
vetores. Em seguida, sugere-se que o professor repita a atividade exposta no exemplo anterior,
variando os pontos, de modo que os estudantes consigam definir um vetor tendo dois pontos

quaisquer.

Como estamos trabalhando basicamente com triangulo retangulo e levando em conside-
racdo a abordagem de segmento orientado para vetores, o professor tem condi¢des de mostrar
que o comprimento de um vetor (norma) € dado basicamente pela aplicacdo do teorema de
Pitdgoras, o que se resume ao cdlculo da distancia entre dois pontos (os pontos que definem o

vetor em estudo).

Figura 33 — H@H =d(A,B) = \/($2 —x1)? + (Y2 — y1)?
y

0 X, Xy X

Fonte — Autoria prépria (2019)
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Figura 34 — Vetor com extremidade na origem: ||v|| = d(0, A) = /23 + 43

¥
A

0 5(1x

Fonte — Autoria prépria (2019)

Para introduzir a definicio de vetores no espaco em R?, inicialmente é necessario
que o professor contextualize ao estudante o que vem a ser o R?, inserindo principalmente sua
composi¢do e no¢do de coordenadas. Para tanto, o professor pode fazer uso da caixa octante, tanto
na exposi¢do das principais caracteristicas e definicdo quanto no entendimento da composi¢do das
coordenadas no espago. Isso permitird ao estudante uma melhor visualizacio e contextualizagdo

do conteudo.

Exemplo 3.10. Segue na Figura 35 a representacio na caixa octante dos pontos:

A(13,14,0), B(20,10,15), C(0,45,5) e D(40,35,20)

Figura 35 — Representagdo dos pontos A, B, C'e D

o B 20, 10, 15) C 0,45, 5
L ]
L ]
T D [0, 35, 200 ST
L ]
A13,14,0)

Fonte — Autoria prépria (2019)

Outra forma interessante de abordar as coordenadas no R® é sob o ponto de vista de
geometria espacial. O professor pode inserir algum sélido geométrico (caixa de leite, caixa
de cereal entre outros) na caixa octante e instigar seus alunos a expor as coordenadas de seus

vértices. Mesmo que o professor nao tenha trabalhado com a turma os sélidos geométricos a
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atividade ainda é vidvel, levando em consideracdo que o objetivo é mostrar a localizacdo do

sélido escolhido com base nas coordenadas de seus vértices.

Exemplo 3.11. Veja na Figura 36 as coordenadas de um paralelepipedo posicionado de forma

arbitraria na caixa octante.

Figura 36 — Representacdo das coordenadas do paralelepipedo ABCDEFGH

]
T ||
E|[19, 19, 15) | F[19,|2|!|3, 15)
o
A (30, 19, 15) £— B (30, 29, 15)
: | A
H(19,19,0) 1 G i19=| |29= 0)
D (30, 19, 0) L

Fonte — Autoria prépria (2019)

A seguir algumas fotos de exemplos préticos para ilustrar a marcagdo de pontos com a
utilizag@o da caixa octante. Para a marcacdo de pontos foram utilizados alguns acessérios, dentre

eles, massinha de modelar, palito de churrasco e ima.

Figura 37 — Coordenadas de pontos em R na caixa octante I

Fonte — Autoria prépria (2019)
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Em seguida, sugere-se que o professor repita a atividade exposta no exemplo anterior,
variando os pontos, de modo que os estudantes consigam definir um vetor tendo dois pontos

quaisquer.

Perceba que como estamos trabalhando basicamente com triangulo retdngulo também
em R? e levando em consideracdo a abordagem de segmento orientado para vetores, o professor
também tem condi¢des de mostrar que o comprimento de um vetor (norma) ¢ dado basicamente
pela aplicacdo do teorema de Pitdgoras (duas vezes), o que se resume ao cédlculo da distancia

entre dois (os pontos que definem o vetor em estudo).

Figura 40 — H@H =d(A,B) = \/(l‘g —x1)2 + (Y2 —y1)? + (22 — 21)?

B {xz,yz, 22]

» C[xz,yz,z,'}

¥

“b (X1, ¥2. z1]/

Alxy. ¥y 2q)
s

y

Fonte — Autoria prépria (2019)

3.3.3.2 ESCOLHA DE UM OBJETO PARA EXPERIMENTO

Como nosso objetivo € obter o comprimento da sombra de um objeto projetada ortogo-
nalmente por uma lampada puntiforme presa ao teto, precisamos inicialmente definir um objeto
de trabalho. Para isso, pedir para turma, em geral, selecionar um objeto, como por exemplo
lapis, caneta, régua, entre outros. A ideia é que sejam selecionados objetos que caibam na caixa

octante, tendo em vista que € de interesse utilizar esse material concreto.

Neste instante cabe ao professor mostrar a turma que o experimento pode ser ampli-
ado para um objeto de qualquer tamanho simplesmente utilizando semelhancga de tridngulo

envolvendo algum objeto "pequeno” com o objeto escolhido pelos alunos (Figura 41).
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Figura 41 — Exemplo de atividade realizada na caixa octante com semelhanga de triangulos

@ LAMPADA (fixa)

Objeto: [rleo o NG

Guarda-chuva, bengala,
vassoura, escada, ...

Sombra
Fonte — Autoria prépria (2019)

3.3.3.3 EXPERIMENTO COM OBJETO

De posse do objeto, pedir para algum estudante primeiramente posicionar o objeto na
caixa octante de modo que o mesmo possua alguma inclinacao em relacao a base da caixa. Em
seguida, ligar a lanterna (com laser) de modo que a mesma esteja ortogonal a base da caixa, em
relacdo a extremidade do objeto escolhido, conforme Figura 42. Para fins de cdlculo, nesta 2*
atividade todos os objetos dos exemplos foram posicionados na caixa paralelos a um dos planos

laterais.

Figura 42 — Sombra de um objeto projetada ortogonalmente por uma lampada puntiforme fixa

Fonte — Autoria prépria (2019)

Como estamos interessados em fazer um estudo de projecdo ortogonal, vamos modelar o

experimento de calcular o comprimento da sombra como um triangulo retangulo. Neste contexto,



101

precisamos garantir a existéncia de um angulo reto, que € dado pelo correto posicionamento da
lanterna em relacao ao objeto (Figuras 43 e 42). Para isso, basta o professor mostrar ao aluno
que a medida do comprimento da sombra do objeto varia conforme posicionamento da luz e
que para garantir a ortogonalidade precisamos utilizar algum instrumento de medi¢ao de angulo,

como por exemplo o transferidor.

Figura 43 — Proje¢@o ndo ortogonal com 6 < 90°

Fonte — Autoria prépria (2019)

Figura 44 — Proje¢ao ndo ortogonal com ¢ > 90°

Fonte — Autoria prépria (2019)

Em seguida, propor aos estudantes que pensem em formas para se calcular a medida do
comprimento da sombra projetada ortogonalmente pela luz fixa em relacdo a base da caixa pelo
objeto posicionado. Apesar de parecer natural a ideia de medir com uma régua o comprimento

solicitado, a inten¢do desta proposta € que os alunos utilizem algum argumento matematico para
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obter a medida solicitada, ou mesmo provar o resultado obtido pela simples medi¢gdo com uma

régua.

Contudo, valem algums consideragdes sobre as hipdteses deste nosso problema. Primei-
ramente, a partir do momento que um objeto foi escolhido pelos alunos e consequentemente
posicionado de forma arbitraria na caixa octante, partimos da ideia de que "conhecemos" este
objeto e sua localizacdo, ou seja, € de nosso conhecimento o comprimento deste objeto, o angulo
de inclinagdo deste objeto com relagdo a base da caixa (medido com transferidor), assim como

sua localizacdo em termos das coordenadas do ponto onde tal objeto foi fixado.

Exemplo 3.13. Vamos obter o comprimento da sombra de uma lapiseira de 14 cm posicionada no
ponto A(20, 3,0) e projetada ortogonalmente com relagio a base da caixa octante com inclina¢do
de 45° (Figura 45).

Figura 45 — Obtendo comprimento da sombra de uma lapiseira posicionada no ponto A(20, 3, 0)
com inclinagdo de 45° com relag¢do a base da caixa

Sombra

Fonte — Autoria prépria (2019)

Do triangulo retangulo modelado pelo problema, temos que:

150 Comprimento da sombra ~ Comprimento da sombra
cos = =

Comprimento da lapiseira 14

e, portanto, o comprimento da sombra € de aproximadamente 9,9 cm.

Neste momento, sugere-se que o professor repita a atividade exposta no exemplo anterior,
variando o objeto, sua localiza¢do e inclina¢do, de modo que os estudantes consigam ao final
verificar a relacdo entre a defini¢dao de projecdo ortogonal com o simples exercicio de calcular a

sombra de objetos.

Em seguida, a partir da inser¢cao de uma linguagem vetorial apropriada, vamos obter o

vetor que corresponde a sombra de tal objeto em fun¢do das coordenadas do ponto onde o objeto
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escolhido foi posicionado, além do angulo de inclina¢do e comprimento do objeto escolhido.
Contudo, consideraremos que o objeto foi posicionado paralelamente a uma das laterais da caixa
octante, no caso, paralelo ao plano z = 0. Nos demais casos, o desenvolvimento € andlogo ao
que sera exposto a seguir. Tal exercicio serd util na realizacdo da 3* atividade que serd discutida

na proxima se¢ao.

Exemplo 3.14. Seja AB correspondente ao objeto escolhido, onde A(z,y1,0) e B(z, ys, z) com
x,Y1,Y2, 2 € R (sendo A o ponto de contato deste objeto com a caixa octante). Considere ainda

que ||1ﬁ | = k e que o Angulo de inclinagdo deste objeto com relagdo a base da caixa é 6 (Figura
46).

Figura 46 — Sombra de um objeto qualquer posicionado em ponto arbitrario e com inclinacao de
f com relagdo a base da caixa

T2

B(x,¥,,2)

s C{x,¥,,0) Sombra  A{x,¥,0)
X -~ /',.f"

Fonte — Autoria prépria (2019)

Queremos obter C(z, 2, 0) em funcdo das coordenadas de A, do comprimento do objeto
e do angulo de inclinagdo de tal objeto, tal que o 1@ seja ortogonal a ﬁ . Desta forma, aplicando

defini¢do de cosseno ao tridngulo retangulo ABC, temos que

) NAC] _ @—eP+a =2+ 0=0P 4y,
|AB| k k

e, portanto
Y1 = Yo — kcosb. (3.3)

Exemplo 3.15. Retomando o exemplo 3.13, vamos obter o vetor /@ correspondente a sombra
de uma lapiseira de 14 cm posicionada no ponto A(20, 3,0) e projetada ortogonalmente com

relac@o a base da caixa octante com inclinag¢@o de 45° (Figura 45).

Desta forma, aplicando a equagdo 3.3, temos que y = 3+ 14 -cos45° ~ 3+ 9,9 = 12,9.
Consequentemente, temos que C'(20;12,9;0), e portanto, 1@ =C—A=(20;12,9;0) —
(20,3,0) = (0;9,9;0).

Em seguida, como forma de fixa¢do e formalizacao da defini¢do de projecao ortogonal,
proporcionado pelo exemplo anterior, € sugerido que o professor repita a atividade exposta acima,

variando o objeto, sua localizagdo e inclinagdo.
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334 AVALIACAO

Acreditando que o processo avaliativo se dd como um todo e acontece processualmente
durante as aulas, a avaliagdo da presente proposta de atividade se dard por participagdo e
envolvimento dos alunos com questionamentos e contribui¢des € o envolvimento da turma na
resolugdo dos problemas propostos durante toda a atividade, podendo o professor avaliar também
todo o material produzido pela turma neste processo. Contudo, muito além dos registros feitos
pelos estudantes, estd a compreensdo de cada etapa do processo que foi desenvolvido com a
aplicagdo das etapas desta atividade. Essa compreensdo, ainda que ndo apareca nos registros, € o

que deve determinar a conclusao do processo avaliativo.

3.4 ATIVIDADE 3: VERIFICANDO IMPEDIMENTOS NO FUTEBOL

Publico alvo: 3° ano do Ensino Médio
Tempo previsto: 3 aulas

Pré-requisitos: 2* atividade

Recursos: Caixa octante, régua, transferidor e material de escrita

3.4.1 OBIJETIVOS

* Fixar defini¢des de vetores em R? e R?;

* Verificar aplicagao direta da defini¢ao de projecdo ortogonal no futebol, mais precisamente

no que diz respeito a avaliacdo de uma das regras de jogo: o impedimento.

A ideia geral desta atividade tem como motivacao levar os estudantes a um pleno enten-
dimento da regra do impedimento por meio do estudo de projecdes minimizando a proposicao
de criticas e reclamacdes por vezes decorrentes do desentendimento dessa regra. Além disso,
esta atividade lidica também objetiva instigar € motivar o aluno no estudo da disciplina de
Matematica, a0 mesmo tempo em que busca aproximar teoria e pratica de topicos relacionados

com geometria analitica através de uma aplica¢do bem popular no esporte.

3.4.2 DESENVOLVIMENTO DA PROPOSTA

3.4.2.1 REGRA DE IMPEDIMENTO

Conforme as regras da IFAB (The international football association board), que € o
orgdo responsavel pela formulagdo e manutengao das regras que compdem o futebol, um jogador
estard em posi¢cdo de impedimento quando qualquer parte de sua cabega, corpo ou pés (exceto
maos e bragos, inclusive dos goleiros) estiver no campo adversério e mais proximo da linha de
meta adversaria do que a bola e o penultimo adversario. Ademais, um jogador em posicao de

impedimento somente serd punido se no momento em que a bola for jogada ou tocada por um
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companheiro de equipe (considerando o momento do primeiro ponto de contato com a bola)
participar ativamente do jogo, seja interferindo no jogo, interferindo num adversdrio ou mesmo

ganhando vantagem de sua posi¢do de impedimento (IFAB, 2019).

O responsdvel por esta observacdo simultanea (observacdo do jogador e da bola no
momento do passe, para quaisquer posi¢des da bola e do jogador no campo de futebol) € o
arbitro (juiz) assistente, também conhecido como “bandeirinha”. Este 4rbitro se locomove em
uma das laterais do campo de futebol procurando sempre a melhor posi¢do para marcar, entre
outras infracdes do futebol, o impedimento (DELFIM; JESUS, 2011).

Vejamos alguns exemplos.

Figura 47 — Exemplo de impedimento I

Interferindo com o jogo
™ I | | 1 v
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)y Atacante ® Ay i E
g 5 E
-, Juiz HE
----= Movimento do jogador -
Movimento da bola )
[A] Atacante impedido (B} Utimo defensor
Fonte — Adaptado de (IFAB, 2019)
Figura 48 — Exemplo de impedimento 11
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Fonte — Adaptado de (IFAB, 2019)
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Figura 49 — Exemplo de impedimento I1I

Interferindo com um adversario
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Fonte — Adaptado de (IFAB, 2019)
Figura 50 — Exemplo de impedimento IV
Ganhando vantagem
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Fonte — Adaptado de (IFAB, 2019)

Apesar da popularidade do futebol, ndo sdo todos os alunos que conhecem a regra
do impedimento numa partida de futebol. Sendo assim, num primeiro momento o professor
conduzird um trabalho (simples) a fim de que todos os alunos entendam a regra. Neste momento,
caso haja necessidade de maior compreensao e disponibilidade de computador, sugere-se que o

professor exiba a sua turma alguns videos de situagdes de impedimentos.

3.4.2.2 FUNCIONAMENTO DA TECNOLOGIA VAR

Por muito tempo a forma como esta regra foi "avaliada" durante uma partida de futebol
foi tema de longos debates por especialistas devido a erros cometidos pela equipe de arbitragem,

seja na marcagdo equivocada de um impedimento, ou mesmo na ndo marcacdo de lances
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claros de impedimentos, os quais interferiam diretamente nos resultados das partidas. Uma das
principais causas destes erros de marcagdo estd relacionado com o fato de o arbitro assistente ser
humano, sujeito a erros. Nem todos os lances de impedimentos sao claros (visualmente), o que

consequentemente dificulta o trabalho dos arbitros.

Muitas criticas a marcagdes de impedimentos aos arbitros assistentes, por parte das
pessoas que assistem ao jogo (seja num estadio de futebol ou mesmo numa televisdo), t€m como
referéncia imagens diferentes das que um drbitro assistente (bem posicionado) tem num jogo, e

acabam tirando conclusdes precipitadas sem levar em conta seu ponto de visio (Figuras 51 e 52).

Figura 51 — Posicionamente de camera para verificacdo de impedimento |

g | [ ] | s
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. Atacante ® . e 3
(i, Juiz
----# Movimento do jogador
Movimento da bola .,
[A] Atacante impedido {B) Ultimo defensor
Fonte — Adaptado de (IFAB, 2019)
Figura 52 — Posicionamente de camera para verificacdo de impedimento II
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@ Defensor i
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[A] Atacante impedido {B) Ultimo defensor

Fonte — Adaptado de (IFAB, 2019)
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Para tanto, recentemente foi aprovada pela FIFA (do francés: Fédération Internationale
de Football Association) a tecnologia VAR, (video assistant referee) ou drbitro assistente de
video, com o objetivo de extinguir estes erros de arbitragem. Aqui nao estamos fazendo nenhuma
critica a forma como era avaliada situacdes de impedimento, mas mostrar as vantagens advindas
com esta tecnologia no que diz respeito a marca¢do de impedimentos, relacionando com o estudo

de projecoes.

Um érbitro assistente de video (VAR) € um arbitro de partida que possui acesso indepen-
dente as imagens gravadas da partida, o qual podera auxiliar o drbitro na eventualidade de um

“erro claro e 6bvio”, como por exemplo a marcac¢io de impedimento (IFAB, 2019).

Para andlise de um lance de impedimento, levando em conta que a regra do impedimento
(mencionada na etapa anterior) leva em consideracdo a menor distancia entre o atacante e o
defensor rival mais proximos em relagdo a linha de meta, o sistema primeiramente traca a
projecao ortogonal da parte do corpo mais proxima da linha de meta destes dois jogadores em
questao (exceto maos e bragos, inclusive dos goleiros) em relagdo ao campo. Em seguida é
definido uma reta paralela a linha de gol para cada projecao, isto é, para cada jogador, para por
fim ser analisada a menor distincia entre as retas paralelas e a linha de gol. A visualizag¢do destas
retas paralelas para cada jogador torna este sistema pratico para a arbitragem e a0 mesmo tempo
didatico. Vejamos um exemplo de participa¢dao do VAR (Figura 53):

Figura 53 — Lance capturado por emissora de TV

Fonte — (O DOCUMENTO, 2019)

Tal aplicacdo ocorreu numa partida de futebol no dia 12/06/2019 valida pela série A
do campeonato brasileiro de futebol, entre Internacional e Bahia. Na ocasido houve muitas
reclamacdes por conta da ndo marcacio de um suposto impedimento no 1° gol do internacional
(Figuras 54 e 55).
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Figura 54 — Reacgdo de torcedores

TORCEDORES PAN 2019 GAMES FUTEBOL  COPALIBERTADORES  DAZN  TORCEDORAS SEJA UM COLABORADOR

Internautas questionam uso polémico do VAR na vitoria
do Inter sobre o Bahia

Inter x Bahia se enfrentaram nesta quarta-feira (12), em dia de homenagens para D'alessandro, e os gatichos venceram os
balanos por 3 x 1. MNo entanto, quermn roubou & cena ndo fof o capitdo colorado, e sim o VAR,

For Andressa Fischer 00:15 de 13/06/19

Fonte — (TORCEDORES, 2019)

Figura 55 — Reacdo de dirigentes de um dos clubes envolvidos

Apos gol polémico do Inter,
Bellintani pede imagens do VAR e
descarta anulacao da partida

Presidente do Bahia diz que clube |uta pela evolucdo do futebol brasileiro e afirma: "Se houve erro,
gue essas pessoas sejam punidas”

Por GloboEsporte.com — Porto Alegre 0 vy ®©
13/06/2018 D1h03 - Atualizade ha um mas

Fonte — (GLOBOESPORTE, 2019)

Com o objetivo de minimizar as criticas, o chefe de arbitragem da CBF (Confederac¢ao
Brasileira de Futebol) divulgou as imagens analisadas pelo VAR e explicou o funcionamento do

VAR, justificando a correta decisdo tomada pelos arbitros (Figuras 56, 57 e 58).

Figura 56 — Declaracdo do chefe de arbitragem

Chefe de arbitragem da CBF
divulga imagem e explica lance
polémico do VAR em Inter x Bahia

Imagem analisada pela equipe de arbitragem indica que Lindoso estava em posicdo legal no
primeiro gol dos galchos

Por SporTV.com — Porto Alegre n vy ©
13/06/2019 11047 - Atualizado ha um més

Fonte — (SPORTYV, 2019)
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Figura 57 — Imagem capturada e analisada pelo VAR com projecoes

Fonte — (SPORTYV, 2019)

Figura 58 — Funcionamento do VAR

REDACAO SPORTV

- Nés tomamos a decisdo de fazer a divulgacio dessas imagens pelza
credibilidade do projeta. Nao temas autarizagdo para mostrar essas
imagens em todos os momentos, mas acho gue nesse momento €
importante mostrar que o gol foi legal e por que a equipe do arbitro de
video chegou a essa conclusdo. O que ¢ pessoal vé em casz € a imagem
emdiagonal. A imagem da transmissdo ndo estava exatamente na linha
de impedimento e, quando a gente olha a imagem em diagonal, & gente
tem uma distorcdo visual. O que a gente utiliza na cahine do VAR? E feita
uma calibragem de todas cdmeras, € parada a imagem no momento do
toque do jogador de cabeca e, a partir dai, a gente trabalha com a linha
vertical. A gente puxa essa linha em relag3o a linha de fundo, vé qual o
ponto do jogador, nesse caso o ponto dele mais préoximo da linha de
fundo € o ombro, faz uma projecdo ao solo e vai até o jogador do Bahia,
pois com a imagem em diagonal a gente ndo consegue ver o pé do
jogador, que esté dando condicdo - explicou Gaciba.

Fonte — (SPORTYV, 2019)

E muito importante que os estudantes realmente entendam a regra e o funcionamento da
VAR, principalmente no que diz respeito a "distancia" do jogador com a linha do gol, que esta
relacionado a distancia da projecao da parte do corpo do jogador mais préoximo da linha de gol

com relagdo ao campo até a linha do gol.
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3.4.2.3 EXPERIMENTO COM VAR

A ideia desta atividade € fazer os alunos experimentarem na pratica o funcionamento
do VAR por meio de um experimento controlado, e mostrar a relacao direta com o estudo de
projecao que propomos. Resumidamante, a ideia € simular situacdes de impedimento na caixa

octante com base em andlise de projecoes.

Primeiramente utilizando a caixa octante, pedir para os estudantes selecionarem dois
(ou mais) objetos, que representardo os jogadores, e posicionarem lado a lado na base da caixa
voltados para um dos planos que compde os lados da caixa octante. Defina a reta de interse¢cdo

da base da caixa com o plano escolhido como lado como sendo a linha de meta.

Para que a atividade seja mais atrativa para os estudantes, o professor pode sugerir
a utilizagdo de bonecos em miniaturas de jogadores de diversos formatos, ficando a critério
dos estudantes a escolha. A utilizacdo de bonecos em miniatura também ¢ interessante para
mostrar aos alunos as vantagens do VAR em relacdo a avaliagdo de um lance apenas pelo arbitro
assistente, principalmente no que se refere as partes do corpo analisadas nestes lances. Para um
maior realismo do experimento € interessante que também seja feito uma escolha entre qual

objeto serd o atacante e qual o defensor adversario (Figura 59).

Figura 59 — Experimento simulado do VAR

AN
&

O Atacante
]
\51. O Defensor adversario

Linha demeta
Fonte — Autoria prépria (2019)

ApOs os objetos serem posicionados pelos estudantes, inicia-se o processo de andlise de
existéncia ou nao de impedimento. O processo que buscaremos desenvolver € andlogo ao exposto
no Exemplo 3.14. Vale mencionar que como estamos buscando ver o jogador mais proximo da
linha do gol (meta) por meio da andlise das suas respectivas projecoes, vamos trabalhar com

vetores ortogonais a linha de gol.
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Inicialmente vamos definir um vetor correspondente para cada jogador envolvido com
norma fixada inicialmente. Estes vetores deverdo ser definidos de modo que seus pontos iniciais
devem pertencer ao plano da base e seus pontos finais deverao ser respectivamente o ponto do
corpo de cada jogador mais préximo da linha de gol (Ilembrando que devem ser excluidos maos e

bragos) (Figura 60).

Figura 60 — Definicdo de vetores correspondentes a cada jogador envolvido na jogada
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O Atacante

O Defensor adversario

Al (x2: y-fl.: 0)

\

Linha de meta
Fonte — Autoria prépria (2019)

Como a definicdo da regra de impedimento estd vinculada a definicdo de projecdo
ortogonal do ponto do corpo de cada jogador mais préximo da linha de gol, vamos verificar a
projecao ortogonal desses vetores correspondente aos jogadores envolvidos. Para isso, definamos

um tridngulo retangulo para cada vetor (Figura 61).

Figura 61 — Defini¢ado de tridngulo retangulo correspondente a cada jogador com relagdo a base
da caixa (campo)
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Fonte — Autoria prépria (2019)
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Analisando a ilustracdo acima, perceba que pela forma como definimos a linha de
gol (eixo x) e vetores correspondentes aos jogadores (ortogonais a linha de gol), basta que
verifiquemos a componente y dos pontos C' e C’, que definem respectivamente os vetores 1@ €

—
A'C" que sdo as projecdes ortogonais dos vetores de cada jogador envolvido.

Além disso, como inicialmente fixamos a norma de cada vetor bem como 0s posicionamos
na caixa octante em nosso experimento, temos que € de nosso conhecimento as coordenadas
dos pontos onde tais vetores foram fixados na caixa, o angulo de inclinag@o desses vetores com

relacdo a base da caixa (verificado com auxilio de transferidor) além da norma de cada vetor.

Seguindo desenvolvimento andlogo ao realizado no Exemplo 3.14, temos que nosso
objetivo é obter C'(z1, y1,0) em fungdo das coordenadas de A, da norma do vetor definido e do
angulo de inclinacgao de tal vetor, tal que o 1@ seja ortogonal a B? e C'(2,y3,0) em fungdo
das coidf;nadas de A, da nﬂil do vetor definido e do dngulo de inclinagdo de tal vetor, tal
que o A'C’ seja ortogonal a B'C". Desta forma, aplicando defini¢do de cosseno aos tridngulos

retingulos ABC e A'B'C’, temos que as componentes y dos pontos C' e C” sdo respectivamente
% ,
Y1 = Ys — ||1@||c089 e yz=uys— ||A'B’| cosh . (3.4)

Assim, a verificagdo da existéncia de impedimento pode ser feita com base na anélise das retas

da base paralelas a linha do gol passando pelos pontos y; e y3 (Figura 62).

Figura 62 — Verifica¢do da ndo existéncia de impedimento
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Fonte — Autoria prépria (2019)

Tendo o entendimento do processo, € sugerido ao professor que estimule sua turma
a variar o posicionamento dos bonecos de jogadores com intuito de que os alunos consigam

comprovar analiticamente a existéncia ou ndo de impedimentos.
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A seguir uma foto relacionada a um exemplo de defini¢do do vetor correspondente a um

jogador em estudo na caixa octante.

Figura 63 — Exemplo de defini¢do de vetor correspondente a um jogador
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Fonte — Autoria prépria (2019)

Exemplo 3.16. Vamos verificar se o atacante da Figura 64 estd em posi¢do de impedimento.

Figura 64 — Verificando se atacante estd em posi¢do de impedimento
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Fonte — Autoria prépria (2019)

Inicialmente precisamos definir os vetores que corresponderdo ao atacante e ao defensor,
assim como as informacdes de norma, localizagao na base da caixa em termos das coordenadas

do ponto de cada vetor pertencente ao plano da base, assim como suas respectivas inclinagdes
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(com utilizagcdo de régua para medi¢do do comprimento do vetor e de transferidor para medicao
do angulo de inclinacao dos vetores). Em seguida, modelamos o problema como um tridngulo
retangulo correspondente para cada jogador definido pelo vetor do jogador com sua respectiva
projecdo ortogonal em relagdo a base da caixa octante para assim aplicar definicao de cosseno

em ambos os tridngulos (Figuras 65 e 66).

Figura 65 — Verificando projecao ortogonal do atacante

16
C@,y,,0 A(9,220)

Linha de meta O Atacante

Fonte — Autoria propria (2019)

Neste caso, da equagdo 3.4, segue que y; = 22 — 18 - cos 60° = 22 — 9 = 13.

Por outro lado, analisando o defensor temos que y3 = 31 — 18 - cos 45° ~ 18, 27 (Figura
66).

Figura 66 — Verificando projecdo ortogonal do defensor

A (43,31,0)
1

Linha de meta O Defensor adversario

Fonte — Autoria prépria (2019)

Portanto, como y; = 13 < 18,27 = y3 concluimos que o atacante estd em posi¢ao de
impedimento. Neste caso, podemos dizer que o atacante estd aproximadamente 5,27 cm mais

adiantado que o ultimo defensor (Figura 67).
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Figura 67 — Verificacdo da existéncia de impedimento
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3.43 AVALIACAO

Acreditando que o processo avaliativo se d4 como um todo e acontece processualmente
durante as aulas, a avaliagdo da presente proposta de atividade se dard por participagdo e
envolvimento dos alunos com questionamentos e contribui¢des e o envolvimento da turma na
resolugdo dos problemas propostos durante toda a atividade, podendo o professor avaliar também
todo o material produzido pela turma neste processo. Contudo, muito além dos registros feitos
pelos estudantes, estd a compreensdo de cada etapa do processo que foi desenvolvido com a
aplicagdo das etapas desta atividade. Essa compreensdo, ainda que ndo apareca nos registros, € o

que deve determinar a conclusao do processo avaliativo.
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4 CONCLUSAO

Este trabalho prop6s uma série de atividades para o Ensino Médio onde através do estudo
de projecdes pretende-se reforgar topicos de Geometria Analitica, principalmente, Trigonometria.
Ademais, desenvolveu-se um material concreto para o trabalho (caixa octante) cujo custo é
altamente compativel com a realidade das escolas nacionais, podendo inclusive ser produzido na
propria escola e pelos proprios alunos se houver material e espaco para este fim. Cabe destacar
que devido a suas caracteristicas, a utilizagdo do material concreto elaborado neste trabalho é
bem ampla, ndo restrigindo as atividades aqui propostas, podendo atender também alunos com

deficiéncia visual.

Embora o fato do tema proposto (projecdes) nao estar no curriculo, ele permite trabalhar
com contetddos curriculares, nomeadamente Trigonometria e Geometria Analitica, além de
conteudos de outras disciplinas de maneira interdisciplinar. Dessa maneira, pode-se afirmar que
0 que se propOs neste texto € a utilizagdo do tema projecdes de maneira motivacional para a

aprendizagem de outros temas, estes sim curriculares.

Ao propor as atividades para o Ensino Médio, buscamos ter um cuidado especial em
mostrar ao aluno de forma concreta e estimulante um contetido essencialmente abstrato com
utilizacdo de recursos concretos e dindmicos, sem deixar de lado importantes fundamentos
tedricos. Neste contexto, o estudante ndo s6 tem um envolvimento com o estudo de projecoes
como também o faz de forma lidica, propiciando um ambiente que julgamos favorecer o processo

de ensino-aprendizagem.

Sobre a proposta de trazer atividades diversificadas neste trabalho, com possibilidade
de serem aplicadas de forma interdisciplinar, vamos ao encontro das Orienta¢des Educacionais
Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais.

E importante uma preocupagio consciente e explicita para atender adequa-
damente todos os alunos de uma classe heterogénea, propondo o trabalho
diversificado na sala de aula e o trabalho coletivo dos diversos professores de
um mesmo aluno. O trabalho diversificado pressupde o reconhecimento de que
a situa¢do normal em uma sala de aula ¢é a diferenca de ritmo, de motivagdo
e de formacdo, e de que queremos respeitar o direito de todos de acesso ao
conhecimento. Finalmente, é importante lembrar que o desafio de fazer com
que todos aprendam ndo € tarefa para um sé professor, mas pressupoe o tra-
balho coletivo dos diferentes professores desses alunos e do envolvimento da
escola em um projeto pedagdgico comum. A Matematica tem papel relevante
nessa agdo coletiva porque frequentemente ela € mitificada por sua pretensa
dificuldade. E importante deixar claro que todos podem aprendé-la (BRASIL,
2006b).

Esperamos que esta proposta possa ser uma ferramenta util, para professores e alunos,
no complemento do estudo de Geometria Analitica. Que os alunos possam perceber que mesmo

contetidos abstratos, como o de projecdes por exemplo, possuem aplica¢des diversas, inclusive no
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esporte, e que o correto entendimento dos conceitos matematicos envolvidos acabam permitindo
uma melhor compreensiao do problema e contribuindo no desenvolvimento de uma solugao

adequada.
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