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Resumo

Este trabalho tem como foco central a utilizacdo de grafos no ensino-aprendizado, mais
especificamente no ensino médio. Para tal, é feita uma investigagdo sucinta sobre a Teoria
de Grafos contendo um breve apanhado histérico seguido de um aporte tedrico introdutorio.
Além disso, é apresentada uma correlagao entre grafos e topicos de analise combinatoéria.
Por fim, sao sugeridas trés atividades praticas para exemplificar o seu uso, sendo a
primeira atividade um plano de estudos de analise combinatoéria utilizando os grafos como
facilitadores visuais. As outras duas atividades, de aspecto mais pratico, apresentam uma

forma mais efetiva de atrair a participacao dos alunos para o estudo desta teoria.

Palavras-chave: Teoria de Grafos. Analise Combinatoéria. Triangulo de Pascal. Ensino.






Abstract

This work focuses on the use of graphs in teaching and learning, more specific in high school.
For this, a brief investigation on the theory of graphs is made containing a brief historic
followed by a theoretical summary. In addition, it is a correlation between graphs and
combinatorial analysis topics. Finally, three practical activities are suggested to exemplify
their use, the first activity being a combinatorial analysis study plan, using the graphs as
visual facilitators. The other two activities, the more practical aspect, presents a more

effective way of displaying student participation for the study of this theory.

Keywords: Graph Theory. Combinatorial Analysis. Pascal’s Triangle. Education.
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1 Introducao

A Teoria dos Grafos teve a sua formalizagao em meados do século XVIII a partir da
resolucao pelo matematico sui¢o Leonhard Euler do problema das sete pontes de Konigsberg,
que é observada de forma sucinta no capitulo 2 deste trabalho. Este feito foi essencial para
as futuras aplicabilidades de grafos como diagramas correlacionando elementos de um dado
conjunto como, por exemplo, em redes (de transporte, de comunicagao, de distribuigao,
dentre outras) e estruturas (da genética, da quimica, da geografia, da matemaética, da

programagao computacional, etc.).

Neste trabalho sao estudados pontos especificos da Teoria de Grafos e apresentadas
formas de emprega-los no ensino-aprendizado. Uma das formas trata-se da sua utilizagao
como metodologia de ensino-aprendizado de principios fundamentais da contagem. Mais
especificamente serd vista a utilizacao de grafo-arvore como ferramenta para facilitagdo da
contagem de agrupamentos obtidos por arranjos, combinagao e permutacao simples em

problemas béasicos de Anélise Combinatoria.

Sendo a Analise Combinatoéria observada como um conjunto de estratégias para:
analisar, organizar, combinar e contar diversas formas de agrupamentos com um nimero
finito de elementos, seu ensino trata de tornar suas funcionalidades aplicaveis em situ-
acoes reais. Dentre elas se destacam: logistica de transporte, logistica administrativa,
probabilidades genéticas, e outras mais. Intuito endossado pelas Orientacoes Educacionais
Complementares aos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN’s) do Ensino Médio como
segue:

E preciso que o aluno perceba a mateméatica como um sistema de c6digos
e regras que a tornam uma linguagem de comunicacao de ideias e permite
modelar a realidade e interpretd-la. (BRASIL, 2000, pag. 40)

Porém, em anos de experiéncia em docéncia do autor, lecionando topicos basicos de
analise combinatoria em uma escola publica estadual em Vigosa-MG, fora possivel perceber
a tendéncia do aluno em memorizar mecanicamente férmulas levando-o a superficialidade
no aprendizado neste conteido. Um dos fatores que colabora para essa tendéncia é a forma
como ¢ feita a abordagem das férmulas combinatérias em livros didaticos , nao primando
pela construcdo mas, com uma consideravel frequéncia, simplesmente pela apresentagao
delas. Além disso, em muitos dos livros os contetidos de ensino sao divididos por sessoes,
ficando evidente nos exercicios de cada sessao o raciocinio (que se trata, muitas vezes da
mera utilizagao de formula) para aborda-los. Explanando sobre esse ensino de combinatéria,
os PCN’s exortam quanto a utilizacao superficial de formulas:

A Contagem, ao mesmo tempo que possibilita uma abordagem mais
completa da probabilidade por si s, permite também o desenvolvimento
de uma nova forma de pensar em Matematica denominada raciocinio
combinatério. Ou seja, decidir sobre a forma mais adequada de organizar
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nimeros ou informagoes para poder contar os casos possiveis nao deve
ser aprendido como uma lista de férmulas, mas como um processo que
exige a construcdo de um modelo simplificado e explicativo da situacio.
(BRASIL, 2006a, pag. 126)

Explicita-se, ainda, na citagdo anterior “a construgao de um modelo simplificado
e explicativo(...)” em vista de organizar as informagoes para a contagem simples, bem
como para casos mais gerais. O que é proposto neste trabalho, ao apresentar, escolhendo
dentre diversas de suas aplicacoes, a utilizacao de grafos para facilitar a visualizacao de
problemas em andlise combinatoria. Isto é: utiliza-se grafos como uma forma de contagem
intuitiva para resolucao de problemas de combinatéria buscando estabelecer uma base
teodrica que facilite o entendimento de situagoes mais gerais, e conduza, assim, a reflexdes

e argumentacoes mais abstratas.

Encontrou-se incentivo a busca de uma nova metodologia em discussoes como as do
estudo de Xavier e Nunes (XAVIER; NUNES, 2015, pag. 74), de onde se pode inferir quanto
a expectativa de que estudantes com faixa etaria entre 15 e 17 alcangariam determinado
estagio cognitivo, “...no entanto, nem todos os adolescentes atingiriam o periodo operatorio
formal e a capacidade de abstracao...”. Consequéncia, segundo as autoras, da “. .. falta de
elementos responsaveis pelo desenvolvimento. ..”. Objetiva-se, entao, entender e atender
as diferencas de cada adolescente em seu processo de desenvolvimento cognitivo, primando
pela construcao de raciocinios abstratos através de ferramentas que simbolizam bases

concretas para eles.

Mostra-se, entao, na secao 4.3 como etapa da metodologia citada, o relato sobre a

resolucao em sala de aula de duas listas de exercicios por grupos discentes.

Em outro ambito, é aqui apresentado, também, um trabalho elaborado por estu-
dantes (com a supervisao do autor desta disserta¢ao) para uma “feira do conhecimento”
nessa escola focando em aplica¢oes praticas da teoria. Ambas agoes observam sugestoes

da Secretaria de Educacao Basica e do Ministério da Educagdo como se vé a seguir:

Hoje, as feiras de ciéncias sdo conhecidas como uma atividade pedagogica
e cultural com elevado potencial motivador do ensino e da pratica cienti-
fica no ambiente escolar. Tanto para alunos e professores, quanto para
a comunidade em geral, as feiras vém constituindo uma oportunidade
de aprendizagem e de entendimento sobre as etapas de construgao do
conhecimento cientifico. (BRASIL, 2006b)

Nesse trabalho para feira, elementos especificos da Teoria de Grafos sao utilizados
com o intuito de verificar a abrangéncia do campo visual de cameras de seguranca da
escola e de mapear caminhos entre essa escola e o ponto de 6nibus principal da regiao

onde ela se encontra.
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Por fim, constata-se que a Teoria de Grafos é uma ferramenta facilitadora para o
ensino-aprendizado, em especial, auxiliando na consolidacao de conceitos basicos de analise

combinatoria.

Esta dissertacao esta dividida em 5 capitulos, sendo o primeiro esta introducao.
O segundo e terceiro, capitulos que apresentam uma breve introducao aos conceitos
e resultados basicos da Teoria de Grafos, trazendo um pouco de sua historia, as suas

principais defini¢oes, e como ela pode ser relacionada com anélise combinatoria.

O 1ltimo e mais importante capitulo descreve as trés atividades de ensino que
utilizam os grafos como facilitadores e motivadores no processo de ensino-aprendizado.
Por fim, o capitulo 5, apresenta as conclusoes e consideragoes finais obtidas ao longo da

construgao desta dissertagao.
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2 O surgimento da Teoria de Grafos na his-
toria

Este capitulo tem o objetivo de apresentar informalmente tragos da historia da

Teoria de Grafos.

2.1 A Geénesis da Teoria de Grafos

Considera-se que a Teoria de Grafos possui sua génese no século XVIII tendo como
seu precursor Leonhard Euler (1707-1783), um importante matemaético e fisico daquele

século.

Figura 1 — Leonhard Euler.

Fonte: https://sites.unicentro.br/wp/petfisica/2016,/06/30/leonhard-euler-1707-1783//.

Este fato ocorre em vista de sua publicagao “Solutio problematis ad geometriam
situs pertinentis. Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae” de 1741 (cuja capa

é vista na Figura 2) em que ele traz a resolucao do “enigma das pontes de Konigsberg”.

O enigma foi proposto quanto a uma situacao na cidade de Kénigsberg no antigo
império da Prussia (atual Kaliningrado, municipio russo). Conforme se vé na Figura 3,
o rio da cidade forma duas ilhas ao longo do seu percurso, subdividindo-a em quatro
regides. Havia, naquela época, sete pontes de interligacao dessas regioes. Buscava-se, entao,
verificar a possibilidade de si sair de um dos quatro territérios terrestres citados, perpassar

por todas as pontes e retornar ao mesmo ponto.

Euler simplificou a visualizagao através do mapa (conforme Figura 3) ao restringir

a observagao somente as quatro regioes de margens distintas e as sete pontes.
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Figura 2 — Capa do artigo de Euler de 1741.

COMMENTARII

ACADEMIAE
SCIENTIARVYM

IMPERIALIS

PETROPOLITANAE.

TOMVS VIIL
AD ANNVM MDCCXXXVL

PETROFOLI,
TYTIS ACADEMIAE dbexii.

Fonte: (SANTOS; MOTA, 2010, pag. 12)

Sua solucao pontua que para se verificar a situagao buscada seria necessario percorrer
cada extremidade de cada ponte uma tnica vez. Sendo assim, cada margem contendo uma
extremidade como chegada de uma ponte que a intersecta, deve conter uma extremidade
de outra ponte como saida. Dessa forma, o nimero de extremidades que intersectam as
margens deve ser par. Porém, isto nao ocorre na situacao enunciada, conforme fica mais
evidente no esquema (Grafo) da Figura 5. Considerando, neste esquema, os circulos A, B,
C e D como as regioes terrestres e as linhas como as pontes, por contagem se evidencia
um numero impar de extremidades de pontes em cada regiao. A saber, 3 para B, 3 para
C, 3 para D e 5 para A, indicando nao ser possivel encontrar uma rota por essas pontes

como se buscava.

Apéds a publicacao de Euler, considera-se que problemas analogos ao de Koénigsberg

passam a ser facilitados por grafos para suas resolugoes.

Outro problema tipico da utilizacdo de grafos na histéria, trata-se do Problema
do Caizeiro Viajante. Isto é, a busca pelo caminho mais vantajoso em vista de percorrer
varias cidades (visitando cada uma, uma tnica vez) e retornando ao ponto inicial. Situagao

muito comum atualmente na logistica de redes de entrega.

E importante perceber que as situacdes-problema relacionadas ao Problema do
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Figura 3 — Diagrama das pontes de Konigsberg.

Bridges of Kdnigsberg

© 2010 Encyclopzedia Britannica, Inc.

Fonte: https://www.britannica.com/science/Konigsberg-bridge-problem.

Figura 4 — Mapa das pontes de Konigsberg por Euler.

Fonte: (SANTOS; MOTA, 2010, pag. 13)

Caixeiro Viajante sao, em geral, de simples solu¢ao matematica, uma vez que basta escolher
a melhor dentre todas as possibilidades. No entanto tal solucao s6 é viavel para um niimero
pequeno de cidades a serem visitadas, tendo em vista que o nimero de possiveis caminhos
é de ordem fatorial, e para niimeros elevados a solugao se torna inviavel do ponto de vista
computacional. Como exemplo, havendo cinco cidades a serem visitadas, com estradas
que interligam todas uma a uma, o nimero de possibilidades de se sair e retornar a uma
delas é dado por 4! = 24, enquanto que para quarenta cidades o nimero de possibilidades

possui 47 algarismos!
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Figura 5 — Grafo das pontes de Konigsberg.

Fonte: o autor.

2.2 Diagramas similares a grafos em outros periodos da histéria

Muito embora considera-se sua abordagem tedrica mais formal com génese em
escritos do século XV II1, Belmira Mota (SANTOS; MOTA, 2010) observa, de tempos
mais remotos, representacoes esquematicas alusivas aos atuais grafos, conforme ilustram

as Figuras 6 e 7 trazidas neste texto a titulo de curiosidade.

Observa-se, enfim, ja ha um tempo consideravel, a utilizacdo de grafos para repre-
sentagao de redes de diversos géneros, facilitando e simplificando resolucao de situagoes-

problemas nas mesmas.
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Figura 6 — Arvore Genealdgica, de meados do século XII, da Dinastia dos Saxoes.

Fonte: (SANTOS; MOTA, 2010, pag. 5)

Figura 7 — Manuscrito do século XIII de Speculum Virginum - arvores de “Virtudes” e
“Vicios™.

i,

TA, 2010, pég. 5)

Fonte: (SANTOS; MO
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3 Estudo sucinto sobre Grafos

Este capitulo tem o intuito de explanar de forma sucinta conceitos basicos da teoria

de grafos, em vista de facilitar o entendimento de suas aplicagoes neste trabalho.

3.1 Conceitos Basicos
Inicialmente é importante observar que:

Muitos problemas do mundo real podem descrever-se (definir-se) na
linguagem de “grafos” - ou seja, por intermédio de um figura que consiste
num conjunto de pontos e um conjunto de linhas que ligam alguns pares
de pontos. (CARDOSO; SZYMANSKI; ROSTAMI, 2009, pag. 329)

Dada sua vasta utilizacao, nao existe uma unicidade para a designacao de termino-
logias, notagoes e significados referentes aos elementos relacionados a grafos, e tal fato pode
ser observado por exemplo nas principais referéncias bibliograficas utilizadas neste trabalho:
(CARDOSO; SZYMANSKI; ROSTAMI, 2009) e (NETTO, 2012). Porém, em vista de
auxiliar no estudo desta teoria no texto que se segue, serao admitidas algumas designagoes

como as de vértices e arestas (arcos) para os pontos e linhas citados anteriormente.

3.1.1 Grafos orientados e n3o orientados

Sendo V um conjunto qualquer e V® o conjunto de todos os pares nao ordenados dos
elementos de V', dada v uma fungdo que relaciona elementos de V' cujos pares relacionados
formam um conjunto A C V) designa-se por grafo ndo orientado (denotando-o por
G) a associacao da terna (V, A, 1), na qual denomina-se V' como um conjunto de vértices,
A como um conjunto de arestas e ¥ como a fungdo de incidéncia. Ordenando o(s)
par(es) advindo(s) da fungao de incidéncia, tem-se um grafo ordenado ou digrafo cuja
associagao torna-se: de G A terna (V, A, 1), com A sendo designado agora como conjunto

de arcos. E comum simplificar as associagoes citadas anteriormente com a simbologia

G=(V, A, ) e G=(V, A, )

Diz-se que uma aresta é incidente a seus vértices extremais, e que estes sao
adjacentes. Neste texto o vértice é denotado por v para casos gerais, ou v; cujo indice
especifica seu rétulo posicional (em que os vértices estao ordenados em um conjunto pelo
indice j). Ja a aresta é denotada por a para casos gerais, a; para diferenciar j arestas,
ou ainda a; ; nos quais os indices indicam seus vértices extremais. A uma aresta cujos
extremos coincidem em um so vértice denomina-se lago. Ja arestas distintas cujos vértices

extremais coincidem sao chamadas arestas paralelas.
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Denomina-se por grafo simples a um grafo sem arestas paralelas e sem lagos.
Neste caso é possivel associd-lo apenas ao conjunto de seus vértices V' e o de suas arestas A:
G=(V, A) ou é’:(V, A). E importante frisar que a notacdo de um grafo, assim como de
um digrafo, pode ser indicada simplesmente por G quando se tem clareza de seu conjunto
de vértices, do de arestas e da fungao de incidéncia. Designa-se, ainda, por multigrafo ao

grafo que possui lagos e/ou arestas paralelas.

Figura 8 — Exemplo de Grafos Simples.

Fonte: o autor.

A Figura 8 apresenta um exemplo de grafo simples.

Figura 9 — Exemplo de Multigrafo.

Fonte: o autor.

Observa-se na Figura 9 que no vértice 5 ha um laco, enquanto que 6 e 7 sao ligados

por arestas paralelas.

A Figura 10 exibe um digrafo simples, pois por exemplo a aresta que une os vértices

1 e 2 possui orientagao especifica, a saber: partindo de 1 e chegando em 2.

Tem-se na Figura 11 um lago no vértice 5 e duas arestas paralelas que incidem nos

vértices 6 e 7, caracterizando assim um multidigrafo.

Designa-se por ordem e dimensdo de um grafo GG, respectivamente, seus nimeros
de vértices |V| e arestas |A|, denotados por v¢ e ag (ou simplesmente v e a no caso

de clareza do grafo para o qual se referem). Define-se, também, como grau (ou valéncia)
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Figura 10 — Exemplo de Digrafo Simples.

Fonte: o autor.

Figura 11 — Exemplo de Multidigrafo.

Fonte: o autor.

de um vértice v deste grafo ao ntimero de arestas incidentes a ele (denotado por d,),
considerando-se dupla a incidéncia de um lago. Denota-se, ainda, para o maior grau dentre
os vértices de G: A, e para o menor: §. Ja para um digrafo G assume-se o0s semi-graus,
sendo dj‘ o semi-grau de saida (definido como o nimero de arestas orientadas que
saem do vértice v) e d o semi-grau de entrada (definido como o niimero de arestas
orientadas que chegam no vértice v) de um vértice v deste digrafo, obtendo-se o grau de v
por: d, = d + dj.

Em um digrafo chama-se fonte um vértice v cujo d,, = 0, e sumidouro um vértice

v que d = 0.

Um grafo é dito vazio se v = 0 (podendo ser denotado por Gy), trivial se v = 1,
e finito se a < 00 e v < oo. Neste trabalho ao se designar G por um grafo, fica implicito

ser ele finito.

Define-se a igualdade de dois grafos quando ha as respectivas igualdades entre seus

conjuntos de vértices, de arestas, bem como entre suas fungoes de incidéncia.

Teorema 1 (Grau e dimensdo em um grafo). A soma dos graus dos vértices de um grafo

é igual ao dobro de sua dimensao.
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Demonstracao. A prova sera por indugao sobre a dimensao de um grafo GG. Inicialmente,

note que o resultado é imediato para o caso ag = 0.

Supondo, por hipdtese de indugao, que o resultado seja valido para ag = k, ou

seja,
> d,, =2k.
j=1

Considerando G=(V, A) um grafo de dimensao a¢ = k + 1. Seja a; ; uma aresta de G, e
definindo G'=(V, A\{a;;}). Claramente tem-se que a dimensao de G’ é ag = k e além
disto:

vg

>dy = dyy+dy,+...Fdy . A dy, ..+ d

=1

’UuG

= du;+du;+...+(dv§+1)+...+(dvg+1)+...+d%/
= (dvi+dvé+...+dv§+...+d%+...+d1,,/>+2
igel

l/G/
= Zdv{ + 2= 204(;/ + 2= 2(0&@*/ + 1)
=1 7
= 201@.
Observa-se que a antepenultima igualdade ocorre em vista da hipotese de indugao. Logo

verifica-se o enunciado. ]

3.1.2 Conceitos métricos

Dado um grafo G, com vy, vy,..., vx € V e ay, as,..., a. € A, uma sequéncia
P=vqa v1as...a,v, é designada como um passeio de vy a v,. Caso nesta sequéncia todas
as arestas sejam distintas, este passeio é designado por um trajeto; e se, além disto, todos

os vértices sejam distintos, é denominado caminho.

Um trajeto nos quais os vértices extremais coincidem é chamado trajeto fechado
ou circuito. Define-se analogamente um caminho fechado, que ¢ também nomeado

por ciclo.

Para exemplificar estes conceitos vé-se, coloridos em azul, na Figura 12 o caminho
(1-2-3-4-5-6-7), na Figura 13 o ciclo (3-4-5-3). Nas Figuras 14 a 16 tem-se, respectivamente
os trajetos que nao sao caminhos: (1-2-3-4-5-5-6), (1-2-3-4-5-3) e (1-2-3-4-5-6-7-6). J& na
Figura 17 vé-se o circuito (3-4-5-5-3) e na 18 o passeio (1-2-3-5-4-3-5-6).

O comprimento de uma sequéncia P, trata-se do nimero de arestas entre os
vértices extremais, e ¢ denotado por £p. Sendo P um caminho, £p coincide com seu niimero
de arestas. E importante observar, no caso de P nao ser um trajeto, que para obter esse

numero, algumas arestas sao contadas repetidamente.

A distdnecia entre dois vértices de G é definida como o niimero de arestas do

menor caminho ligando esses vértices.
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Figura 12 — Exemplo de Caminho.

o @ °©

® ®

Fonte: o autor.

Figura 13 — Exemplo - Ciclo.

©

Fonte: o autor.

Figura 14 — 1° Exemplo de Trajeto.

e — —©

® ®
0 (5

Fonte: o autor.

3.1.3 Grafos particulares e definices

Denomina-se por grafo completo a um grafo simples GG, com v =n > 0, no qual
todos seus vértices sao adjacentes, e é facil ver que a dimensao deste grafo é C,, 5. Este
grafo é normalmente denotado por K,,. Um subgrafo de um grafo GG ¢ identificado como
um grafo cujo os conjuntos de vértices e arestas aos quais se associa sao, respectivamente,
subconjuntos do conjunto de vértices e arestas associados a G, bem como a sua fungao de

incidéncia é uma restricao da funcdo de incidéncia associada a este.
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Figura 15 — 2° Exemplo de Trajeto.

®
-~
® © %

© ©

Fonte: o autor.

Figura 16 — 3° Exemplo de Trajeto.
o @
9,
O, ©

Fonte: o autor.

Figura 17 — Exemplo de Circuito.

®

Fonte: o autor.

Um grafo regular, trata-se daquele no qual os vértices tém o mesmo grau. Sendo
assim, um grafo em que cada vértice possui grau k£ é regular e pode ser designado por

grafo k-regular (veja a Figura 19).

Denomina-se por grafo conexo aquele em que todo par de vértices é ligado
através de um caminho, ou ao grafo trivial (por convengao). Caso contrario, diz-se que

ele é um grafo desconexo. Dois vértices sao ditos vértices-conexos quando existe um
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Figura 18 — Exemplo de Passeio.

® Q
™ O
© (e)

Fonte: o autor.

Figura 19 — K4, um exemplo de grafo 5-regular.

2 AN

Fonte: o autor.

caminho no grafo que os liga. Uma componente conera ou componente de um grafo
G, trata-se de um subgrafo conexo maximal nele contido, isto é, do maior subgrafo préprio
de G. O ntimero de componentes conexas de um grafo é denotado por ccg . Uma aresta e
um vértice cuja sua exclusao de seu grafo o transforma em uma uniao de dois grafos nao

nulos, sao denominados, respectivamente, ponte e vértice de corte.
A Figura 20 é um de exemplo grafo conexo, assim como a Figura 19.

Na Figura 20 vé-se, ainda, um grafo em que v5 é exemplo de vértice de corte, e que
ass e as ¢ de pontes. Ja na Figura 21 observa-se os subgrafos conexos maximais gerados
pela remogao da aresta as 5, enquanto na Figura 22 os subgrafos conexos maximais gerados
pela remocao do vértice vs. Destaca-se que ao removermos um vértice consequentemente

as arestas que sobre ele incidem sao removidas.

Como se vé os grafos das Figuras 21 e 22 sao, cada um, formados pela unido de

dois grafos conexos. Sendo assim, tais figuras também sao exemplos de grafos desconexos.

Teorema 2. Sendo G um grafo simples, entao: vg — ccqg < ag.
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Figura 20 — Exemplo de grafo conexo.

Fonte: o autor.

Figura 21 — 1° Exemplo de grafo com duas componentes conexas: 1-2-3-4 e 5-6.

Fonte: o autor.

Demonstracao. Utilizando-se do principio de inducao finita sobre ag, vé-se, para ag = 0,

que o numero de componentes conexas de GG € igual ao nimero de seus vértices, isto é:
vag=ccg = Vg —ccag =0=vg—ccqg < agq.

Como se queria mostrar.

Assumindo como hipétese de inducao vg — ccg < ag, quando ag = k > 0. Para

ag =k + 1, sendo a € Ag, tem-se dois casos:

a) Quando a ndo ¢ uma ponte de G, entao cc(g—q) = cCa, 0(G—q) = k, € por hipétese de

indugao v(g—q) — €C(G-a) < Q(G—a)- Daf:

VG — CCG = V(G—a) — CC(G—a) < Qa—a) = ag — 1 < ag
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Figura 22 — 2° Exemplo de grafo com duas componentes conexas: 1-2-3-4 e 6.

©

Fonte: o autor.

b) Quando a é uma ponte de G, consequentemente cc(g_q) = ccg + 1. Assim:
CC(G-a) — 1 = ccg = —ccg =1 — ce(g-q)-
De onde segue:

vg—ccag= vVg+1-— CC(G—a) = V(G—a) T 1-— CC(G—a)

V(G-a) — CC(G—a) + 1 < ag_q) +1
= (Oég—l)+1:OzG

Logo tem-se que vg — ccg < ag, como se buscava.
O

E possivel construir um grafo completo a partir de um desconexo, ao se conectar
todos os seus vértices. Esta construcao trata-se da uniao do grafo desconexo dado com
o seu grafo complementar. Denomina-se por grafo complementar (exemplificado nas
Figuras 23 e 24) de um grafo simples G, ao grafo denotado por G, que possui 0 mesmo

conjunto de vértices GG, porém com arestas formadas pelos seus vértices nao adjacentes.

Decorre imediatamente do Teorema 2 o interessante fato:

Corolario 3. Sendo G um grafo simples, conexo e sem ciclos. Tem-se que
g = Vg — 1.

Demonstracao. Seguindo a demonstragao pelo principio de indugao finita sobre v, é claro
que se vg = 1 entdo ag = 0, visto nao haver lago, por G ser um grafo simples. Admitindo

por hipdtese, para um grafo simples, conexo, sem ciclos e com vg < k, ser ag = vg — 1.
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Figura 23 — 1° Exemplo de grafo complementares.

Fonte: o autor.

Figura 24 — 2° Exemplo de grafo complementares.
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Fonte: o autor.

Seja GG um grafo simples, conexo, sem ciclos e com vg = k + 1. Ao remover um de seus

vértices v tem-se um novo grafo G’ também simples e sem ciclos.

No caso em que G’ é conexo, é facil ver que d, = 1, dai: agr = ag — 1 e vg =

vg—1=(k+1)—1=k. E, considerando a hipétese de inducao, tem-se, ainda, que:
Oégl:V(;/—1:>Oég—1:(Vg—1)—1:>CXG_1:V0—2:>(IG:I/(;—1.

J4 no caso em que G’ é desconexo, d, = s > 1. Disto tem-se que ccgr = s,
S

ver =vg — 1 e ag = ag — s. E escrevendo G = | ] G, sendo G suas componentes, segue

=1

S S
que vor = z; vgr e agr =) agr, e daf:
1=

=1
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s

s
aG/:ZOzGi_ZZ(Vgg—1):Vgl—8$agl+S:Vgl:>Ozgzyg—1.
=1 =1

Observa-se que a segunda igualdade se da em vista da hipétese de indugao. Assim

com a demonstracao destes dois casos tem-se o resultado buscado. O

Define-se por base de um digrafo o conjunto formado por suas fontes. Ja a anti-
base, trata-se do conjunto formado por seus sumidouros. Caso seja um conjunto unitério,

seu elemento é denominado raiz no caso da base, e de anti-raiz na anti-base.

Figura 25 — Base de um grafo.

Fonte: o autor.

Na Figura 25, sao anti-base A e base B os conjuntos A = {vy, vs, v7, 19, V14} €
B = {wvy,v11}. Observa-se que este digrafo é formado pela unido disjunta de dois subdigrafos
nos quais se vé v; e vy como suas respectivas raizes. Além disto, no subdigrafo com menor
numero de vértices observa-se ser vy4 sua anti-raiz. Caso seja invertida a orientacao desse

digrafo, os subdigrafos terao como respectivas anti-raizes: v1 e vq;.

3.1.4 Arvores e florestas

Designa-se por floresta a um grafo simples sem circuitos. J& a uma floresta conexa
denomina-se drvore. Define-se, em um digrafo, uma arborescéncia como uma arvore
que possui uma unica raiz. Observa-se que o digrafo da Figura 25 é também uma floresta
na qual os subgrafos disjuntos que a formam sao arvores e, além disto sao arborescéncias.
Neste trabalho sera considerado nivel de um vértice de uma arborescéncia, o sucessor do

nimero equivalente a distancia dele a fonte.
Teorema 4. Dado um grafo simples G, sio equivalentes as sequintes afirmacoes:

(a) G € uma drvore,
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(b) G nao contém ciclos e « = v — 1,

(¢c) G € conexo e v =v — 1,

(d) G € conezo e cada aresta é uma ponte,

(e) quaisquer dois vértices de G sao ligados por um sé caminho,

(f) G ndo contém ciclos, mas acrescentando uma aresta obtém-se um ciclo.

Demonstragio. (a)=(b): Para v = 1 vé-se que o grafo é uma drvore com o =v — 1 = 0.

Fato evidente visto que um grafo simples com apenas um vértice nao possui aresta.

Admitindo-se por hipétese de inducao para um grafo simples G, que se ele é uma
arvore com vg = k > 1, entao ele nao contem ciclos e ag = k — 1. Tem-se, para um grafo
simples com v = k + 1, que se ele é uma &arvore, por definicdo também é uma floresta
conexa. Removendo, assim, qualquer aresta sua, obtém-se um grafo formado por duas
arvores (podendo inclusive uma delas ser degenerada, isto é, ser um tnico vértice) cuja
a = k. Mas pela hipdtese de inducao estas arvores nao possuem ciclos, pois ao se realocar
a aresta anterior o grafo original também teria esse mesmo ciclo em sua composic¢ao,
contradizendo a hipétese do grafo nao possuir ciclos. E como é, também, um grafo simples

e conexo por defini¢ao, conclui-se pelo Corolario 3 que: a = v — 1.
n
(b)=>(c): Supondo ser G um grafo desconexo, com a = v — 1. Tem-se entdo que: G = | J G;,
i=1
sendo G; suas componentes conexas duas a duas distintas, e n > 1. Observa-se, ainda,

que (G; nao possui ciclos em vista de G nao os conter. Dai, pelo Corolario 3 segue que:
n

n
ag,=ve,—1=> ag, = (vg,—1) = a=v—-—n=v—1= n=1. Dessa forma
i=1 i=1
tem-se uma contradi¢ao pois pela hipétese n > 1, demonstrando a implicacao pedida.
(¢)=(d): Sendo G um grafo conexo, removendo uma de suas arestas tem-se um novo grafo
H com vy = v e ag = a — 1. Por outro lado, do Teorema 2 segue que vy — ccy < agy.
Dal:vg —ccgy <ag=v—-—ccg<a—1=v—2= —ccg < —2 = ccyg > 2. Desta forma
H possui ao menos duas componentes conexas, e nesse caso a aresta retirada possui seus
vértices extremais em componentes distintas deste grafo, isto é: a aresta retirada de G é

uma ponte.

(d)=-(e): Pela hipdtese o grafo em questao é conexo, e por definigdo cada par de seus
vértices estao ligados por um caminho. Também por hipotese cada aresta é uma ponte.
Assim, em qualquer caminho deste grafo, suas arestas sao pontes. Isto é, retirando-se
qualquer uma delas havera dois vértices desconexos, indicando nao haver outro caminho

que os ligue; ou seja: todos os vértices interligados o sao por um tnico caminho.

(e)=(f): Se o grafo possui ciclos seus pares de vértices sao ligados por ao menos dois

caminhos. Além disto, se a um grafo sem ciclos acrescenta-se uma aresta, nos dois vértices
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aos quais ela incidir forma-se um ciclo - visto ja haver ai um caminho que os ligue, por

hipétese. Assim obtém-se o que si queria mostrar.

(f)=(a): Sendo uma &arvore um grafo simples conexo, basta, com a hipdtese, mostrar
a conexidade do grafo em questdao. Supondo ser este desconexo, ligando dois vértices

desconexos por uma aresta nao se forma ciclo. E por contradi¢do demonstra-se o enunciado.

]

3.2 Principios Fundamentais de Contagem e Grafos

Esta sessao estuda uma curiosa relagdo entre principios fundamentais de con-
tagem e grafos. Em outras palavras, sdo utilizados, aqui, digrafos para representarem
contagens, facilitando a visualizacao dos elementos contados; e auxiliarem no processo
ensino-aprendizado de principios de contagem da andlise combinatéria. E evidenciado,
entdo, que calcular o nimero procurado em contagens é equivalente a enumerar vértices

especificos em grafos que as representam.

Os principios de contagem elementares sao os principios aditivo e multiplicativo, os

quais sao enunciados a seguir.

O principio aditivo trata-se da contagem do ntiimero de maneiras de ocorréncia de k
eventos mutuamente exclusivos Fy, Fs, ... ou Fj , cujas possibilidades respectivas sao my,

My, ... e my maneiras (k € N e my € Z,), o que se obtém pela soma my + mgy + ... + my.

Observa-se nesta situagao ser possivel utilizar um grafo para representar os elementos
contados. Basta a cada evento E; (i € {1, 2, ..., k}) construir um grafo G; desconexo
com Vg, = m,;, isto é, cada vértice deste grafo representa uma dentre as m; maneiras

de ocorréncia do evento, e dada a unido destes grafos obtém-se um novo grafo G com

k
vg = Z m; (conforme o enunciado), cuja ilustracdo estd na Figura 26.
i=1

Figura 26 — Grafo do Principio Aditivo.

NoXOIRO

Fonte: o autor.

J& no principio multiplicativo dados k (k € N) eventos Fy, Fs, ... e E; com
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respectivas possibilidades de ocorréncia my, ma, ... e my (my € Z), de tal modo que a
cada uma das m; maneiras de ocorrer F; estao associadas msy possibilidades de ocorrer Ey
e assim sucessivamente até que a cada uma das my_; maneiras de ocorrer Ej_; estejam
associadas as my possibilidades para a ocorréncia de Ej. A contagem do numero de

maneiras de ocorréncia de F;, Es, ... e E; é dada pelo produto my - mo - ... - my.

Sem perda de generalidade, escolhendo-se a ordem canénica, isto é, Ey, Fs, ...
e Fj, dentre os eventos dados. O grafo representativo deste principio trata-se de uma
floresta desconexa com m; componentes, as quais sao arborescéncias de k — 1 niveis
cada, cujo o j-ésimo (j > 0) nivel possui m;;; vértices representando cada possibilidade
de escolha do evento E;.; para tal nivel. A representacao de cada escolha possivel na

primeira arborescéncia é dada por cada caminho da raiz a um sumidouro dela. Para esta

k
arborescéncia ha H m; destes caminhos, obtendo-se, visto haverem m; arborescéncias, o
=2
k k
numero total destes caminhos por m; - H m; = H m;. Resultado que equivale ao produto
7=2 7j=1

enunciado e ao nimero total de sumidouros destas arborescéncias, podendo ser, assim,
obtido pela contagem deles. Na Figura 27 observa-se um exemplo da utilizacao de um
grafo para contagem de possibilidades de ocorréncia de trés eventos concomitantes (o azul,
o amarelo e o verde), com respectivamente 4, 2 e 3 maneiras de ocorréncia em cada; nesse
grafo se observam 24 sumidouros equiparando-se ao resultado 4 - 2 - 3 advindo do principio

enunciado.

Figura 27 — Exemplo de Grafo para o Principio Multiplicativo.

B,

Derivados dos principios elementares advém outras formas de contagem, dentre
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elas: arranjo simples, permutacao simples e combinagao simples que serao apresentadas

aqui.

Dado um conjunto com n elementos distintos (n € Z,), contar o nimero de
subconjuntos (considerando a ordem de seus elementos) formados por k (k < n) destes
elementos trata-se de observar k eventos em que a cada uma das suas n possibilidades
no 12 evento estao associados (n — 1) de ocorrer o 22, (n — 2) de ocorrer o 3% e assim
sucessivamente até (n — k 4 1) de ocorrer o k% evento. Dai, pelo principio multiplicativo, o
nimero de subconjuntos possiveis trata-se do produto: n-(n—1)-...- (n —k+1), ou
ainda:n-(n—1)-...-(n—k+1)-[(n—k)!/(n — k)] =n!/(n—k)!, simbolizado por A,, .

O grafo que representa esta contagem é uma variagdo do grafo representativo do
principio multiplicativo. Todavia neste grafo, o nimero de vértices por niveis é sempre o

antecessor do nivel anterior.

Como exemplo de representacao por grafo de um arranjo simples, observa-se na
Figura 28 a construcao de um digrafo referente ao A4 3. Trata-se de uma floresta com
24 sumidouros que formam, com suas fontes, caminhos com 3 niveis. Observa-se que
estes caminhos possuem todas as filas em trios possiveis dentre os vértices: 1, 2, 3 e 4.
E interessante perceber que esta esquematizacao traz uma forma concreta de contagem

ordenada dos elementos em questao (filas de 3 vértices).

Figura 28 — Exemplo de Grafo para o Arranjo Simples.

RAEASEARENAY

Fonte: o autor.

Agora, considerando-se um conjunto com n elementos distintos, contar o niimero de
subconjuntos (considerando a ordem de seus elementos) formados com todas as permutagoes
possiveis desses elementos, trata-se de observar o niimero de subconjuntos (considerando
a ordem de seus elementos) formados por estes n objetos. Desta forma esta contagem é
um arranjo simples A, , = n!, denotado por P,. O grafo representativo desta contagem
trata-se, assim como para o arranjo simples, de um uma floresta com arborescéncias; porém
seu numero de niveis é o mesmo do de arborescéncias. A representagao da contagem dos

elementos de Py ¢é vista na Figura 29 como exemplo.

Na combinagao simples, dado um agrupamento com n objetos dos quais se pode
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Figura 29 — Exemplo de Grafo para a Permutacao Simples.

Fonte: o autor.

formar subagrupamentos com k (k < n) objetos, contar de quantas formas se pode obter tais
subagrupamentos, desconsiderando a ordem de seus objetos, trata-se de contar os arranjos
possiveis, A, ;, desconsiderando a permutacao dos elementos em cada subagrupamento,

P, Isto é:
An,k . n!

Contagem que recebe a notagao C, i, ela, também, pode ser representada por florestas de

arborescéncias construidas de forma que cada um dos caminhos, das raizes aos sumidouros,
sao tais que o conjunto de vértices que os compoem sejam dois a dois distintos. Outra
forma de construgao destas arborescéncias ¢é através da escolha nos caminhos, das raizes aos
sumidouros, do grafo A,, 5, somente de um caminho representante daqueles que possuem os
mesmos vértices em ordem distintas. Para ilustrar, a Figura 30 traz a representacao da Cj 3.
Neste digrafo observa-se um decrescimento no niimero de sumidouros das arborescéncias,
visto que, nesta contagem, toma-se os trios dentre os vértices 1, 2, 3, 4 e 5. E, desta forma,
s6 hé, aqui, caminhos (das fontes aos sumidouros) dos quais os conjuntos dos seus vértices

coincidam.

Figura 30 — Exemplo de Grafo para a Combinagao Simples.

@ (2)
) O ©
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Fonte: o autor.

E interessante observar um padrao nos grafos representantes das diversas contagens.
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Como exemplo, apresenta-se aqui o padrao da combinacao simples verificando-se uma

equivaléncia do resultado da contagem de seus sumidouros com a expressao algébrica:
n+l—k J1 Jk—2

Z Z Z Jk—1 e o da Cy .

J1=1 jo=1 Jr—1=1
Proposicao 5. Com a notacao acima, dados n >k > 2, tem-se
n+l-k j1 Jk—2 n

Z Z Z Jk—1 = m = Cn,k- (3-1)

J1i=1 j2=1 Jrk—1=1

Demonstracio. A verificagao é feita através do principio de indugao finita sobre £ > 2 na

igualdade apresentada em (3.1) para cada valor de n previamente fixado (n > k > 2):

(i) Para k = 2 vé-se que:

n+1-2 n—1

, , n(n —1) n!
Soh=Y =142+, -1)= = = Ch2.
L T TR DS T S gy
Ji= J1=

(ii) Para k = 3,tem-se:

n—3+1 J1 n—2 Jji n—2
o Yh= Y= Y 04+24+.. +5)
Ji=1 j2=1 j1=1 jo=1 j1=1

I+(1+2)+(1+243)+...+(1+2+...+(n—2))
= 02724—03724-04,2—1‘...—i—Cn,l’Q :Cn73.

Observando que esta tltima igualdade se justifica pela regra da soma dos elementos

de uma coluna do Tridngulo de Pascal (Veja Proposigao 9).
(iii) Para k < p < n, admitindo por hipdtese serem
n+l—-p j1 Jp—2

Z Z Z Jp—1 = On,p- (3-2)

J1=1 j2=1 Jp—1=1
Antes, nota-se que em (3.2)

e cxistem p — 1 somatorios iterados;

e 0o indice superior do primeiro somatdério corresponde ao primeiro indice do sim-
bolo de combinatoério a direta da igualdade subtraido do nimero de somatorios

envolvidos. Vale destacar os seguintes casos:

a) Se ha p — 1 somatoérios e o indice superior do primeiro somatério é a, entao
a=n—(p—1), ouseja, n=a+ p—1 e deste modo,

a 7 Jp—2

Z Z Z Jp—1 = Cotp-1p-

J1=1j2=1 Jp—1=1
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b) Se hé p — 1 somatérios e o indice superior do primeiro somatério é n — p,
entdo n —p=n'— (p—1), ou seja, ' =n — 1 e deste modo,

n—p ji Jp—2

Z Z Z Jp—1= Cn’,p = Cn—l,p-

J1=1j2=1 Jp—1=1
(iv) Tem-se para k = p + 1 < n, utilizando a propriedade b) acima para a terceira
igualdade, a relacao da soma de elementos de uma coluna do tridngulo de Pascal

para a penultima coluna, e a Regra de Stifel (veja a Proposi¢ao 6) para a tltima,

que:
n—(p+1)+1 g1 J(pt1)—2 ‘ n—p ji Jp—1 ‘
)OEED DRI DR MV I DK D
ji=1 2=l jpyn—1=1 n=lja=1  jp=l
n—p—1 j1 Jp—1 ‘ n—p j2 Jp—1 ‘
= Z Z...ij+zz...sz
=1 ja=1  jp=1 Je=1ljs=1  jp=1
’n,—p—l jl jp—l

Y (z-~-2jp)+on1,p

=1l \Jj2=1 Jp=1
n—p—1

= Z Cj1+p—1,p +Cn—l,p

Ji=1
= (Cp,p + Cp+1,p +. Tt Cn—lp) + Cn—l,p
= Cnfl,erl + Cnfl,p - Cn,erl-

Como se queria mostrar.

]

E interessante, ainda, notar que pelo estudo anterior uma relacao entre combinagao
simples e arranjo simples é inferida, relacao que pode ser explicitada algebricamente como

segue:

3.3 Regras no Triangulo de Pascal

Tendo em vista a importancia na analise combinatéria, e a utilizagao de algumas
delas em demonstragoes deste trabalho, algumas regras no Tridngulo de Pascal (Figura

31) sdo apresentadas nesta segao.

Talvez uma das mais conhecidas relagoes da Analise Combinatoria, a Regra de
Stifel (ou Relagdo de Stifel) possui uma interessante visualizacao no Tridngulo de Pascal,

a qual é exemplificada na Figura 32, mas antes, uma de suas demonstracoes.

Proposicao 6 (Regra de Stifel). Sendo k e n niumeros inteiros nao-negativos, tais que
k < n, tem-se que
Che + Cnir1 = Crgtjg1- (3.3)
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Figura 31 — Triangulo de Pascal.

®
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Fonte: o autor.

Demonstragio. (Regra de Stifel)

C . iC B n! n n! n! [ 1 N 1 ]

N AT (n—k—l)(k:+1) (n—k—l)'kz' n—k  k+1
B n! _ k+1—|—n— n+1
C(n—k-=DK |(n—k) (n—k—1DK |[(n—Fk(k+1)

(n+1)! _ ( _|_ ) _
(n—KVk+1)!  [(n+1)—(k+D](E+1)! n 1k

]

Para exemplificar o padrao no Triangulo de Pascal da Regra de Stifel, na Figura 32

vé-se que a soma dos valores contidos nos circulos azuis resultam no do circulo amarelo.

Um fato curioso é a relacao entre grafos e a Regra de Stifel. Para exemplificar
esta curiosidade exibe-se, na Figura 33, como se relacionam os grafos representativos do

primeiro e do segundo membro de cada uma das igualdades dos casos particulares a seguir:

(a) C59=Co1+ Cyo. (b) Cus=Cs9+ Css.

E importante observar que tais grafos sao construidos do mesmo modo que Cs 3 na Figura
30.

Um outro fato bastante conhecido nos Tridngulos de Pascal é o de que valores
equidistantes quanto aos extremos de uma mesma linha sao idénticos, fato enunciado a

seguir.
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Figura 32 — Ilustracao da Regra de Stifel.
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Fonte: o autor.

Proposicao 7 (Regra das combinagoes complementares). Sendo k e n nimeros inteiros

nao-negativos, tais que k < n, tem-se que
Cn,k = Cn,n—k‘ (34)

Demonstracao. Segue direto da definicdo algébrica de combinagao como se vé:

o n! n!
PR kKT Kln—k) R

]

Na Figura 34 os circulos de mesma cor tém posi¢oes simétricas no Tridngulo de
Pascal, e as combinagoes neles contidas possuem o mesmo valor, conforme caracterizacao

desta regra.

Uma outra curiosidade do Tridngulo de Pascal é o fato de que a soma de todos os

elementos de uma de suas linhas possui um notério padrao que serd apontado em seguida.

Proposicao 8. Sendo n um numero inteiro nao-negativo, seque-se que:

Cro+Cha1+...+Chp =2
Demonstracao. Sera utilizado o principio de indugao finita sobre n.

(i) Para n = 0 tem-se que Cp = 1 = 2°, como se queria.
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Figura 33 — Exemplo da relagdo de grafos com a Regra de Stifel do Triangulo de Pascal.

ol 686 0o

Csa G Caz

Total de vértices do Gitimo nivel = 3 Total de vértices do dlitimo nivel = 3

g8 Rl

4.3 EE,E E&,E

Total de vértices do altimo nivel = 4 Total de vértices do ultimo nivel = 4

Fonte: o autor.

(ii) Para n =k > 0, admite-se por hipétese de indugao ser Cy o+ Ci1 + ... + Crp = ok,

(iii) Para n =k + 1, tem-se que:

Cit1,0 + Crgpig + Crpro+ ..+ Crgr e + Crgr 1 =

Crt10+ (Coo+ Cra) + (Cra + Cra) + ...+ (Crp—1 + Crk) + Crs1 i
Crt10+Cro+2-[Co1 +Cra+ ...+ Crpo1] + Crg + Cri1 ot
Cro+Cro+2-[(Crp) + (Crz)+ ...+ (Crp1)] + Crp + Crpe
2-[Cho+ Cri+ Crot ...+ Crpy + Cpp] =228 =281,

Em que a primeira e a pentiltima igualdade ocorre, respectivamente em vista da Regra de

Stifel e da hipdtese de indugao. O

Observa-se na Figura 35 um exemplo dessa regra ilustrando o valor dessa soma na

linha 3 do Tridngulo de Pascal.

A préxima relagao do Tridngulo de Pascal a seguir, utilizada na Proposicao 5 acima,

diz que a soma dos primeiros p + 1 elementos de uma coluna a partir de seu topo possui

uma férmula fechada conforme a Proposigdo 9 enunciada abaixo.
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Figura 34 — Combinag¢des Complementares.
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Figura 35 — Soma dos elementos da linha 3 no Tridangulo de Pascal.
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Proposicao 9 (Regra da soma de elementos de uma coluna). Sendo n e p nimeros

inteiros nao-negativos, tem-se que:
Cn,n + On+1,n +...F On+p,n = On+p+1,n+1- (35)

Demonstracao. Fixando um nimero natural n, e utilizando os passos de inducao finita

sobre p, segue que:
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i) Parap=0,C,, =1=C,11 .41, COMO Se queria.

( ) p Y 5 5 9 q.

ii) Para p =k > 0, admite-se por hipotese de indugao que
(i)

Cn,n + On—i—l,n + ...+ On-i—k,n = Untk+1n+1-

(iii) Para p =k + 1, observa-se que:

On,n + On—i—l,n +...+ Cn+(k+1),n - On,n + On-l—l,n + ...+ On-l—k,n + Cn+k+1,n
Cn+k+1,n+1 + Cn—i—k—i—l,n
= Cn+k+2,n+1-
Justifica-se a pentltima igualdade pela hipotese de inducgao, e a ultima pela regra de Stifel.

]

Vé-se na Figura 36 que a soma dos valores contidos nos circulos azuis resulta no
do amarelo, mostrando um exemplo da regra da soma de elementos de uma coluna no
Triangulo de Pascal, bem como das disposi¢oes padrao dos elementos somados quanto ao

que possui o valor deste resultado.

Figura 36 — Soma de elementos de uma coluna no Tridngulo de Pascal.
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Destacado na Figura 37 um exemplo do que sao, aqui, considerados como elementos
de uma diagonal principal no Tridngulo de Pascal (elementos dos circulos azuis). A
Proposicao 10 a seguir traz a regra padrao da soma de seus elementos. E importante

observar que a soma destes resulta no valor contido no circulo amarelo da figura citada, e
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Figura 37 — Diagonal principal no Triangulo de Pascal.

® ®
®© Yo

©O® o Jo
OO olol Jo
PE®®E olojclolo
PEOE® - ® 00O - O

que a localizacao no tridngulo em que este se encontra exemplifica também uma disposi¢ao

padrao para os resultados de somas deste tipo.

Proposicao 10 (Regra da soma de elementos de uma diagonal principal). Sendo n e p

numeros inteiros nao-negativos, tem-se que:
Cn,O + C’n—‘,-l,l +.. .+ Cn—i—p,p = YUn+4p+1,p- (36)
Demonstragio. (Regra da soma de elementos de uma diagonal principal)

Cn,O + Cn-‘,—l,l +...+ Cn+p,p = Cn,n + Cn—i—l,n +...+ Cn-‘,—p,n = Cn+p+1,n+1 = Cn-i—p-l—l,p'

Onde a primeira e a ultima igualdade se justificam pelas combinagoes comple-
mentares, e a pentltima pela regra da soma de elementos da coluna n do Tridngulo de
Pascal. O

A Figura 38 traz uma ilustracdo do que sao, aqui, consideradas como diagonais
secundarias no Tridngulo de Pascal. Além disto, exemplifica que a soma de resultados
das somas destas diagonais se comportam como a soma de elementos da sequéncia de

Fibonacci (sequéncia recordada a seguir). Fato também estabelecido na Proposicao 11.

Proposicao 11 (Regra da soma dos elementos de uma diagonal secundaria). Dados n e

p numeros inteiros nao-negativos, com n > p, seque que:

1 <1+\/5>"“ - <1 - ﬁ)"“] | 57)

Cn,O + Cn—l,l + e + Cn—p,p e ﬁ .

2 2
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Figura 38 — Diagonais secundarias no Triangulo de Pascal.

FOOOE - ©BOOOE - O

Fonte: o autor.

Aqui é importante observar que o segundo membro da igualdade 3.7 trata-se do
termo de ordem n + 1 da sequéncia de Fibonacci. Sequéncia (denotada, aqui, por F),) que

¢é caracterizada pela féormula de recorréncia F,, o = F}, + F},.1 com n inteiro nao negativo.

Demonstracao. Utilizando os passos de indugao finita sobre n, segue:

1
(i) Paran =0, que Cop=1= —-

V5

() - (5

2 2

1
) ] , como se inferia.

(i) Paran =%k > 0e 0 < p < k fixado, admite-se por hipdtese ser:
(1 n \/g>k+1 ) (1 B \/§>k+1]
2 2 '

(iii) Paran=k+1e 0 < p < k+ 1 fixado, segue que:

1
Ck»o + C’C—l,l 4+ ...+ Ok—p,p = —.

V5

<1+\/3>k+2 - (1 — \/5>k+2 _

2 2

(57 (50 [ [0) ()
2 2 /5 2 2

= (Cy10+Cho21+Crso+ -+ Chpp1) + (Cro+ Cro11+Cra2+ -+ Cipp)

= Cro+ (Chc10+ Cro11) + (Cr—21 + Cra2) + ... + (Crpp—1 + Crpp)

= Cro+Cri+Choip+ ... +Chpiip

= Cip10+Cra +Chmip+ ...+ Crprap

1

SI= %l-
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Expressao justificada pela utilizagao da regra de recorréncia para o termo de ordem k + 2
da sequéncia de Fibonacci na primeira igualdade, da hipdétese de indugao na segunda

igualdade, e da regra de Stifel na pentltima. [

E concluindo este estudo quanto as regras no Triangulo de Pascal, segue a Regra

de Fermat.

Proposicao 12 (Regra de Fermat). Com n e k nimeros inteiros nao-negativos, e n > k,

obtém-se: (n— )
Chk 1) = Ch k- (3.8)
Demonstracao.
(n—k n! (n—k n!
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4 Aplicacao de Grafos no  Ensino-

Aprendizado

Este capitulo apresenta a motivacao para o estudo, e as praticas didaticas exibidas
neste trabalho. A secao 4.1, intitulada motivacdo, traz uma breve contextualizacio tedrica
buscando uma metodologia para o ensino-aprendizado em vista da observacao de fases do

desenvolvimento cognitivo.

Em seguida, as duas primeiras atividades apresentadas (resolu¢ao de duas listas
de exercicios em grupo) trazem uma apropriacao de grafos como facilitadores do ensino-
aprendizado. A primeira atividade, propoe o desenvolvimento dos conceitos basicos de
analise combinatoéria utilizando esquematizagoes de alguns problemas introdutoérios selecio-
nados com o objetivo de despertar no aluno uma intuicdo combinatéria. Tais esquemas na
realidade sao grafos, mais especificamente arvores, cujo propédsito é determinar o niimero
de vértices existentes em seu ultimo nivel. A segunda atividade dispde ao discente a livre
escolha do método de resolucao dos problemas com o intuito de observar a influéncia da

esquematizacao por grafos nos passos para as solugoes.

As secoes 4.3 e 4.4, trazem uma breve exposicao sobre as apresentagoes discentes
de trabalhos praticos, envolvendo a Teoria de Grafos, em uma feira de ciéncias da escola

em que estudam.

4.1 Motivacao

Dada a observacao (pelo autor deste trabalho), em 3 anos consecutivos (2015 a
2017), no ensino-aprendizado quanto ao contetido Anélise Combinatéria de estudantes do
2° ano do ensino médio de uma escola publica do municipio de Vigosa no estado de Minas
Gerais, ao se ater a situagoes que necessitam de intervencao torna-se notéria a relagao
direta de questoes quanto ao grau de abstragao discente e o seu nivel de aprendizado. Fato

apresentado brevemente através de (XAVIER; NUNES, 2015):

Na adolescéncia, Piaget identificou algumas peculiaridades de pensa-
mento que ele atribuiu & capacidade logica, abstrata e denominou estagio
operatorio formal. Neste estdgio, situado aproximadamente entre 11 e
15 anos (ressalte-se que, para Piaget, as idades sdo apenas referéncias),
observa-se a inteligéncia formal. Como caracteristicas dessa nova modali-
dade de pensamento, temos: o dominio da habilidade em aplicar regras
légicas e raciocinar frente problemas abstratos e hipdteses; o pensamento
combinatério (capacidade de pensar em todas as combinagGes e variantes
de um fendémeno - o que permite ao adolescente julgar muitas variaveis
ao mesmo tempo e "pensar sobre o pensar'); e o pensamento hipotético-
dedutivo (capacidade de raciocinar por meio de hipéteses, pensar nao sé
sobre o que existe, mas sobre o que poderia ser).
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As mesmas autoras propoem, entao uma reflexao sobre a didatica de ensino:

Algumas conquistas fundamentais a serem obtidas, nesta fase, consis-
tiriam na capacidade do aluno de: agir com autonomia, argumentar,
contrapor, compreender, interpretar, reorganizar conhecimentos, analisar,
classificar, comparar, conceituar, criticar, deduzir, generalizar, levantar
hipéteses, imaginar, julgar, localizar, observar, resumir, seriar, transferir,
solucionar problemas. Ao fazer o seu planejamento didatico que elementos
desses estao sendo contemplados?

Reflexao que incita a uma busca de metodologias para auxiliar o adolescente na
transicao de fase no seu desenvolvimento cognitivo, em meio a uma ampla discussao
de variaveis que interferem quanto ao sucesso desse processo trazido pelas autoras ja

referenciadas, conforme se vé:

No entanto, nem todos os adolescentes atingiriam o periodo operatério
formal e a capacidade de abstracdo. A falta de alguns elementos res-
ponséaveis pelo desenvolvimento, citados anteriormente, pode impedir a
conquista desses ganhos. Pode ser um dano neurolégico, pode ser falta de
estimulagao, pode ser falta de oportunidades, dificuldades em desenvolver
0s esquemas necessarios, pela auséncia de politicas ptblicas que permitam
a oferta de situagdes que promovam apoio e desafios para os adolescentes.

Frente a esta breve alusao dos estudos desta area, na observacao feita as turmas

discentes pode-se observar:

a) A superficialidade do aprendizado quanto a resolugao de problemas do contetido
em questao, visto se observar um numero consideravel de estudantes com um nivel elevado

de dependéncia de férmulas para resolvé-los.

b) A dificuldade de raciocinio légico-abstrato em situagoes-problema, tendo em

vista os erros na resolugdo de exercicios de carater mais gerais.

¢) A imprecisao frequente diante da resolugao de exercicios, quanto a influéncia da

ordenagao de elementos na forma de contagem de seus agrupamentos.

Elencando causas quanto as situa¢oes pontuadas anteriormente, pdde-se perceber

que:

A) Alguns livros didaticos primam pela apresentacao de formulas para resolugdo de
situagoes-problema, desta forma o ensino baseado nesta metodologia gera uma tendéncia a
memorizagao delas, minimizando a construgao e apropriagao do raciocinio logico-abstrato

necessario para um verdadeiro aprendizado do contetido aqui discutido.

B) O raciocinio légico-abstrato tem sido, cada vez mais, um desafio do ensino nas
escolas publicas em vista da defasagem do aprendizado concreto em anos basicos do ensino
(aqui caberia uma discussdo em termos nao sé pedagdgicos, mas também politicos e sociais,

dadas as novas politicas educacionais que levam o discente a protelarem ao maximo o
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aprendizado e as novas tendéncias culturais da sociedade de valorizagao cada vez menor do
esforgo para a construcao do conhecimento, sobretudo o formal - discussao deixada, porém,
apenas como uma reflexdo). Desta forma se torna necessério buscar, nas metodologias de
ensino, o estabelecimento do aprendizado em parametros concretos para, entao, caminhar

a niveis mais abstratos.

C) A mera utilizacao de férmulas e a real dificuldade para o raciocinio légico-
abstrato sdo, sem duvida, os vetores de base para esta imprecisdo. Sem perder de vista
a dificuldade de interpretacao dos textos nos enunciados dos problemas propostos, que
revelam as nuances que determinam a influéncia da ordenacao de elementos na contagem

de agrupamentos por eles formados.
Inferindo intervencgoes possiveis a essas trés causas, respectivamente, tem-se:

i) Trabalhar com uma metodologia que construa o raciocinio para resolu¢ao dos
problemas em questao com menor utilizacao possivel da memorizacao de férmulas, indepen-
dentemente do livro-didatico utilizado pela turma. E, para os casos em que tais férmulas

sao necessarias, primar pela construcao das mesmas, em detrimento da memorizacao.

ii) Muito embora a mudanga da estrutura politico-social do ensino ptublico-bésico
seja a solucao ideal, os entraves burocraticos, necessarios para a sua realizacao, a torna
impraticavel. Desta forma inserir metodologias que trabalhem situacoes concretas pode
ativar o raciocinio logico-abstrato nao estimulado nos anos anteriores, intervém sobre
possiveis geradores de atraso na transicao do estagio cognitivo. Mas especificamente neste
caso, utilizar-se de grafos como meio concreto para a contagem em situacoes problema de

analise combinatoria.

iii) Trabalhar exemplos que esclaregam a influéncia da ordenagao de elementos na
contagem de agrupamentos entre eles, sublinhando a necessidade da leitura interpretativa
dos detalhes nos enunciados dos problemas em prol dessa elucidacao. Dar especial atencao
ao nao seccionamento do estudo das diversas contagens (destoando da sugestao de alguns
livros diddticos), mas trabalha-las paralelamente, sobretudo, quanto aos exercicios para

consolidagao do aprendizado.

Retrata-se, assim, o contexto de onde nasce a motivacao para a utilizacdo de uma
metodologia concreta (grafos) como auxilio ao ensino-aprendizado de conceitos basicos da

Analise Combinatéria, estabelecendo condigbes a raciocinios mais gerais nestes conceitos.

4.2 Utilizando grafo no ensino de analise combinatoéria

Nesta secao, sera apresentada uma proposta de ensino utilizando grafos para o
aprendizado de conceitos basicos de andalise combinatéria. Em um primeiro momento, serao

exibidos os objetivos para sua realizagao. Posteriormente, sera visto um plano de ensino
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no qual sao detalhados os contetidos abordados, tempo investido, descricdo das etapas da

atividade e dos recursos necessarios. Logo apos sao sugeridas duas listas de exercicios para

serem utilizadas para avaliacdo do processo de ensino-aprendizado, e por fim, exibe-se

uma breve avaliacao do aprendizado dos estudantes envolvidos na atividade.

O principal objetivo desta atividade é desmistificar a importancia de féormulas para

a resolugao de problemas béasicos de analise combinatoéria, e instigar a construgao de um

raciocinio l6gico-dedutivo em tais solu¢oes. Além disso, elenca-se os seguintes objetivos

secundarios:

Treinar, com o intuito de aprimorar nas resolu¢ées dos problemas propostos, o
reconhecimento da contagem a ser realizada conforme influéncia da ordem sobre
os elementos dos agrupamentos em questao, através da leitura e interpretacao dos

dados enunciados.

Utilizar grafos para contagem conforme sugerido no capitulo 3. (Propde-se exemplos

a seguir).

Definir o operador fatorial e a construcao de féormulas, isto €, definir e utilizar fatoriais
para construcao das férmulas usuais de combinatoéria (arranjo simples, permutagao

simples e combinagao simples).

Interpretar textos afins ao contetido, mais especificamente, atentar, nas leituras dos
enunciados dos problemas propostos, quanto aos detalhes que indicam a influéncia

da ordenacao sobre os elementos dos agrupamentos a serem contados.

4.2.1 Plano de Ensino

(1)

(i)

(iii)

Toépicos abordados nesta atividade: principio aditivo, principio multiplicativo, arran-

jos simples, permutagao simples e combinagao simples.

O tempo investido para a realizacao da atividade é de cinco aulas de 50 minutos
cada, organizadas em 2 categorias: aulas expositivas (3 aulas), e dois trabalhos de

metodologia ativa (2 aulas).

Descricao detalhada para as aulas

1* e 2* Aulas: Apresentagao de grafos para contagem em exemplos basicos que
abarquem: os principios fundamentais da contagem, arranjo simples, combinagao
simples e permutacao simples, pautando na forma de construcao desses grafos

(conforme exemplos que serdao aprensentados posteriormente) .

3* Aula: Defini¢ao de fatorial para desenvolver a construcao intuitiva das férmulas

usuais de combinatéria. Apresentacao da resolucdo dos problemas propostos sem
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a utilizacdo de grafos, atentando, porém, para o auxilio destes no entendimento
de outras formas de resolucao. Comparacao dessas duas formas de resolucao de

problemas, observando as situagoes as quais cada forma melhor se adéqua.

4* Aula: Atividades de combinatéria com utilizagdo obrigatéria de grafos, nos grupos
em sala de aula com acompanhamento e orientagao aos estudantes pelo docente,

quando solicitado.

5% Aula: Atividades de combinatéria sem a obrigatoriedade da utilizagdo de grafos,
nos grupos em sala de aula com acompanhamento e orientacao aos estudantes pelo

docente, quando solicitado.

Recursos para a atividade.

Os materiais utilizados durante as aulas foram: lousa e giz, lista de atividades
impressa e um local com possibilidade de distribuir os estudantes em equipes de
trabalho.

Conforme anunciado, o exemplo a seguir apresenta situagdes bésicas cujo o objetivo

é facilitar a instrucao de discentes do ensino médio na construgao de grafos que representem

os elementos a serem enumerados numa contagem em combinatoria.

Exemplo 1. Se sao efetivos num setor de uma empresa 5 homens e 6 mulheres acima de

35 anos, e 4 homens e 3 mulheres abaizo dessa faixa etdria, entdo:

a)

b)

Para determinar o total de funciondrios desse setor, basta inicialmente considerar
um grafo que relacione cada uma destas pessoas a um vértice de um grafo de vértices
desconexos (conforme jd visto no grafo do principio aditivo da se¢io 3.2). Desta
forma, o nimero procurado trata-se do total da contagem destes vértices, resultando
em 18.

Para precisar o numero de duplas compostas por um homem e uma mulher com faiza
etdria acima de 35 anos constréi-se um grafo (baseado no principio multiplicattivo
da se¢ao 3.2) do sequinte modo: o conjunto dos homens e o conjunto das mulheres
serdo ambos representados por vértices que serdo dispostos em dois niveis (cuja
ordem destes niveis nao interfere no resultado). Para facilitar, supée-se que o grupo
de vértice que representam as mulheres ficarao no primeiro nivel. Dai tomando-
se um vértice arbitrario deste nivel, tem-se que ele pode ser conectado por uma
aresta a cada um dos vértice que representam os homens, estabelecendo deste modo
uma arborescéncia. Ao se considerar agora uma arborescéncia para cada vértice do
primeiro nivel, passa-se a ter um floresta desconexa cujo niumero de componentes
¢ o numero de mulheres. Ja seus sumidouros representam o conjunto dos homens,

repetido em cada arborescéncia. Em nimeros, tem-se uma floresta de 6 arborescéncias
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com 5 sumidouros cada, ou seja, uma floresta com 30 sumidouros (ou caminhos das
raizes ao sumidouros). E interessante frisar que estes caminhos sio formados por
dois vértices, isto €, formam as duplas da contagem. Assim, obtém-se o total de 30

duplas nesta contagem.

¢) Buscando estipular o nimero de equipes com trés funciondrios, do sexo masculino
com faixa etaria acima dos 35, para ocuparem o cargo de coordenador, secretdrio e
tesoureiro, recorre-se a um grafo andlogo ao de arranjos simples da secao 3.2. Neste
caso 0s cargos indicam trés niveis para as arborescéncias. Para a construgcdo de uma
arborescéncia nestes termos, toma-se: para raiz um dos 5 homens em questdo, para
vértices do sequndo nivel os 4 homens restantes, e para sumidouros destes vértices
os trés homens remanescentes do conjunto inicial, de forma a se obter da raiz aos
sumidouros caminhos distintos com trés vértices, totalizando 12 caminhos. Desta
forma podem ser obtidas 5 arborescéncias distintas, formando-se, entao, uma floresta
com 60 sumidouros (ou caminhos das raizes aos sumidouros). Mais uma vez vé-se os
caminhos citados realcando as equipes de trés pessoas, isto é, os agrupamentos da

contagem.

d) Em vista de apontar o nimero possivel de trios de funciondrios abaizo de 35 anos
para revezamentos no setor de recepcao da empresa, tomando cada funciondrio como
vértices, basta no grafo que represente todos os seus enfileiramentos em trés vértices
(construcio andloga ao item anterior), pontuar apenas um representante dentre o0s
enfileiramentos de trés permutados. Sendo assim, na nova configuracao desse grafo,
tem-se uma floresta com o mesmo niumero de arborescéncias, a saber 5, porém, o
sequinte decrescimento do numero de seus sumidores: 15, 10, 6, 3 e 1. O que totaliza,
entdo, um nidmero de 35 sumidouros ou caminhos orientados com 3 vértices. E
importante notar que esta construgdo é baseada no grafo de combinacao simples da

secao 3.2.

Esta forma de construgao de grafos é, entao, proposta como método de resolucao
de problemas de contagem aos discentes em vista de solucionarem as listas de atividades

mostradas a seguir.

1% Lista de Problemas Propostos

1. Utilizando-se os algarismos 1, 2, 3 e 4, esboce esquematicamente a contagem, obtendo

quantos nimeros impares com 3 algarismos distintos podem ser formados.

2. Utilizando-se os algarismos 0, 1, 2 e 3, esboce esquematicamente a contagem, obtendo

quantos nimeros com 3 algarismos distintos podem ser formados.
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3. Em um posto de saiide Andrey, Brena, Carlota e Délcio sdo funcionarios do setor de

recepcao. Esboce esquematicamente a contagem, obtendo o ntimero total, de:

a) revezamentos por trios possiveis neste setor, se a porta principal necessita de trios

para recepcionarem os pacientes.

b) revezamentos dentre os quatro funciondrios citados acima possiveis, se hd uma
ala de triagem, uma de curativos e outra para emergéncia, necessitando cada uma

delas de um recepcionista.

¢) revezamentos dentre os mesmos quatro funcionérios possiveis, se for acrescentado

ao item anterior uma ala para entrega de medicamentos.

d) revezamentos por trios possiveis neste setor, se Elcy foi contratado como recepcio-

nista, mas nao pode trabalhar com Brena.

Comentarios sobre as soluces propostas pelos discentes para a 1? Lista

As solucgoes dos exercicios desta lista sao, aqui, comentadas a partir das observagoes
realizadas durante a sua realizacdo por parte dos alunos. Algumas fotografias sao utilizadas

como recurso visual para consolidar os comentarios feitos.

E importante destacar que convencionou-se a dire¢ao vertical do primeiro ao tltimo
nivel nos grafos obtidos a seguir pelos estudantes, em vista de facilitar a construcao das

figuras pelos mesmos.

No exercicio 1, formam-se arvores desconexas com trés niveis, nos quais os caminhos
do primeiro ao tultimo vértice representam os nimeros com trés digitos formados com 1, 2,
3 e 4. Destes serao contados somente os impares, isto é, os com vértices impares no ultimo
nivel. Fato realizado pelos estudantes ao enumerarem sob estes vértices, conforme mostra
a Figura 39, que resultou em 12 ntimeros impares. Houve apenas um pequeno erro destes

alunos ao referenciarem 12 “algarismos”e nao 12 nimeros como se esperava.

Figura 39 — Grafo - Exercicio 1 - 1* Lista

Fonte: o autor.
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Ja na Figura 40, referente ao exercicio 2, excetua-se na contagem a arvore cujo
vértice no primeiro nivel representa o zero, tendo em vista a contagem de niimeros com trés
algarismos distintos no sistema de numeracao decimal posicional, em que o zero a esquerda
¢é desconsiderado. Exclusao evidenciada na figura dos estudantes ao desconsiderarem a

arvore que possui o vértice do primeiro nivel representando o 0.

Figura 40 — Grafo - Exercicio 2 - 1* Lista

Fonte: o autor.

A Figura 41 esquematiza o exercicio 3a) em que os vértices representam os funcio-
nario e os caminhos que ligam os vértices do primeiro nivel ao terceiro sao os trios a serem

contados. Resultando, assim, em 4 trios.

Figura 41 — Grafo - Exercicio 3a) - 1* Lista

Fonte: o autor.

As arvores desconexas da Figura 42 no exercicio 3b), representam em seus caminhos
que ligam o vértice do primeiro nivel ao do tdltimo, todos os revezamentos possiveis de
quatro funcionarios em trés postos de trabalho. Tem-se entao seis vértices no ultimo nivel
de cada uma destas arvores gerando 24 destes vértices, que equivale a contagem do niimero

de revezamentos buscado.

E importante observar que a ordem entre os funcionarios fez toda a diferenca no
resultado. No exercicio 3a) a expressao trios indica que a ordem entre os funcionéarios nao

altera a equipe a ser revezada. Em contrapartida ao exercicio 3b), pois a ordem entre os
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Figura 42 — Grafo - Exercicio 3b) - 1* Lista

Fonte: o autor.

funcionarios predispoe a mudancga de ocupacgao entre eles, configurando equipes distintas.
Interpretacao textual que, ao ser evidenciada, auxilia os estudantes na diferenciagao entre
uma combinagao simples (exercicio 3a)) e um arranjo simples (exercicio 3b)), nestas e em

outras situagdes analogas.

Para o exercicio 3c), busca-se o total da contagem de equipes com quatro funcioné-
rios distribuidos em quatro alas de trabalho, isto é, as permutacoes possiveis destes quatro
funcionarios. Obtém-se na Figura 43 representacao da situagdo, dada por quatro arvores
desconexas com seis vértices no quarto nivel de cada. O que totaliza uma contagem de 24

destes, ou 24 revezamentos como se buscava.

Figura 43 — Grafo - Exercicio 3c) - 1* Lista

Fonte: o autor.

Na Figura 44, referente ao exercicio 3d), exclui-se da contagem os caminhos (do
primeiro ao ultimo nivel) que possuem Brena e Elcy (exclusao indicada pelos estudantes
com a marca de um “X” sob os vértices dos ultimos niveis destes caminhos), dentre os
caminhos que representam todos os trios possiveis no setor. Observa-se nesta situacao
a importancia do grafo para identificacao de 3 equipes que, pelo enunciado, nao podem
ocorrer para o revezamento proposto, dentre 10, o que totaliza um ntmero de 7 equipes

possiveis para a questao disposta.
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Figura 44 — Grafo - Exercicio 3d) - 1* Lista

Fonte: o autor.

22 Lista de Problemas Propostos

1. Quantos nimeros se pode formar:

a)
b)

c)

Com trés digitos distintos e usando os algarismos 0, 2, 5 e 77
Que sejam pares e com trés digitos distintos e usando os algarismos 1, 3, 4 e 77

Que sejam divisiveis por trés, com trés digitos distintos usando os algarismos 1,
3,5eT?

2. Em uma escola ha 3 mulheres e 4 homens para cuidarem da limpeza. Calcular o

numero que se pode formar de:

Duplas para dois banheiros, sendo um funcionéario em cada: um homem para o

masculino e uma mulher para o feminino.
Duplas femininas para a cozinha.

Trios masculinos para o almoxarifado.
Duplas para limparem o hall principal.

Duplas femininas onde cada pessoa deve coordenar um dos segmentos do ensino

fundamental: séries basicas ou séries finais.

Trios masculinos onde cada pessoa deve coordenar um dos turnos: manha, tarde

ou noite.

Quartetos masculinos para revezarem nos laboratérios de: biologia, quimica,

fisica ou informaética.

Trios para o auditério, dentre os funcionarios Alan, Bernardo, Calel, Daniel e

Ercilia, onde Calel e Ercilia ndo devem compor a mesma equipe.

De trios para treinamento profissional, tomando uma pessoa de cada um dos

grupos de funcionérios seguintes:

G1 = {Alan, Bernardo}, funcionérios com 5 anos de trabalho.
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G2 = {Calel, Daniel, Ercilia, Flavia}, funcionarios com 7 anos de trabalho.

G3 = {Gean, Hélio, Inés}, funciondrios contratados no dia.

Comentarios sobre as solucGes propostas pelos discentes para a 22 Lista

As solugoes exibidas, aqui, através de grafos, tém como objetivo complementar
a elucidagao deste método de resolugao. Haja vista citagdo anterior, a livre escolha do

método pelos alunos para a resolucao desta lista .

Em alguns dos grafos seguintes utiliza-se o simbolo A como indicador da contagem
dos elementos favoraveis aos termos do enunciado da questao, enquanto que o simbolo *

como indicador da contagem dos elementos desfavoraveis.

Observa-se no grafo la) da Figura 45 que os alunos obtiveram o niimero de vértices
no ultimo nivel de uma &arvore, dai inferiram haverem somente 3 delas, pois a que possui o
vértice do primeiro nivel representando 0 é descartada visto esquematizar agrupamentos,
distintos 2 a 2, com 3 numeros iniciados por 0 os quais no sistema de numeragao decimal
posicional ndo configuram um nimero de trés digitos. Assim, essa formagcao, resultou em

6 - 3 = 18 ntimeros com trés digitos distintos.

Figura 45 — Grafo - Exercicio 1a) e b)- 2* Lista

Fonte: o autor.

Ainda nesta figura, no grafo 1b) hé a formacao de 24 agrupamentos, distintos 2 a
2, com 3 nimeros , dos quais 6 terminam em 4 (o tnico digito par possivel dos algarismos
enunciados) formando, entdo, 6 nimeros pares com trés digitos distintos. Aqui os alunos
evidenciam a contagem através da marcagao comum um “C” em vértices do nivel final

das arvores construidas.

No exercicio 1c¢), muitos erros foram cometidos pelos estudantes, mas voltados

a interpretagao quanto a regra de divisibilidade por 3. Assim, segue as arborescéncias
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que representariam esta resolu¢ao na Figura 46. Nela ha a formagdo de 24 agrupamentos

(distintos 2 a 2) com 3 numeros, dos quais observa-se serem 12 divisiveis por 3.

Figura 46 — Grafo - Exercicio 1c) - 2* Lista
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Fonte: o autor.

Mesmo nao utilizando o grafo sugerido para situagoes nas quais se recorre ao
principio multiplicativo. A resolucdo disposta por este grupo para o exercicio 2a) foi
bastante interessante, utilizando-se também de grafos. Elencando o grupo de mulheres:
A, Be (C,eodehomens: D, E, F e GG, a Figura 47 mostra a formacao possivel de 21
duplas dentre sete pessoas. Destas duplas os alunos marcaram com “C* somente as que
possuiam um homem e uma mulher, resultando em 12 duplas. Este exemplo consolida
o auxilio de grafos como ferramenta no ambito concreto para estabelecer um raciocinio
légico-abstrato para resolugoes de problema. Na mesma figura, o grafo referente a 2b), os
alunos o constroem obtendo as duplas possiveis dentre trés mulheres representadas pelos

vértices A, B e C. Dispondo assim, 3 duplas.

Figura 47 — Grafo - Exercicio 2a) e b)- 2* Lista

Fonte: o autor.

Representando o grupo de homens pelos vértices: 1, 2, 3 e 4, o grafo construido

pelos alunos, conforme Figura 48, mostra a formacao de 4 trios masculinos.
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Figura 48 — Grafo - Exercicio 2¢) - 2* Lista

Fonte: o autor.

No exercicio 2d), os grupos discentes optaram pelo raciocinio algébrico 7 - 6/2!. No
entanto, segue a construgao do grafo desta resolu¢ao. Sendo o grupo de funcionarios: fi,

fay f3, f1, f5, fo € f7, a Figura 49 mostra a formacao de 21 duplas possiveis neste grupo.

Figura 49 — Grafo - Exercicio 2d) - 2* Lista

Fonte: o autor.

Para o exercicio 2e) os alunos representaram o grupo de mulheres pelos vértices: 1,
2 e 3, na Figura 50 em que a coordenacao de cada hall dispos a influéncia da ordem sobre

os agrupamentos gerando 6 deles.

Figura 50 — Grafo - Exercicio 2e) e f) - 2* Lista

Fonte: o autor.

Ja no grafo referente ao exercicio 2f) representando os homens pelos vértices: 1, 2,

3 e 4, mostra-se a formagao de 6 agrupamentos possiveis em uma arvores deles. Inferindo
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haver mais trés destas arvores, os estudantes obtém o resultado final algebricamente:
6-4=24.

Nos exercicios 2g) e h) os estudantes optaram pela resolucao algébrica. Respectiva-
mente: 4-3-2=24¢ (5-4-3—-3L(3-1-1))/3! =10 — 3 = 7. Mas segue, também, nas

Figuras 51 e 52 a resolucao através de grafos.

Figura 51 — Grafo - Exercicio 2g) - 2* Lista
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Fonte: o autor.

Dado o grupo de homens: hy, hs, hs e hy, a Figura 51 mostra a formacao de 24

agrupamentos possiveis com 4 deles.

Figura 52 — Grafo - Exercicio 2h) - 2* Lista

) ¢ ©

0. ) © © © ©
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A A A A A A A
Fonte: o autor.

Dado o grupo de funcionério: a, b, ¢, d, e e, a Figura 52 mostra a formacao de 10
trios dentre eles. Excetuando-se os que possuem c e e (que sao 3), observa-se entao serem
7 os trios procurados.

Considerando no exercicio 2i) da 2* lista o grupo G; = {A, B}, Go = {C, D, E, F'},

Gs = {G, H, I}, a Figura 53 mostra como os estudantes, mesmo de forma distinta aos
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método sugerido, escolhem por utilizar arvores desconexas para a resolu¢ao, demonstrando
uma apropriacao de grafos como ferramenta para a contagem do enunciado. Obtém-se,

assim, 24 agrupamentos possiveis com 3 deles.

Figura 53 — Grafo - Exercicio 2i) - 2* Lista

Fonte: o autor.

Comparacao do aprendizado do contelido quanto aos anos anteriores

Diante da prévia sugerida por livros didaticos com férmulas de resolucao para
problemas de combinatéria, a memorizacao destas era o objeto principal dos estudantes.
Ja, apés a utilizagdo de grafos para a resolucdao de problemas desse estilo, observou-
se o desenvolvimento de um raciocinio mais intuitivo e menos mecanico dos alunos ao
analisarem os elementos a serem contados nas situacdes em questao. Desta forma, as
formulas usuais de combinatoéria tornaram-se consequéncia de uma solugao construida,
minimizando a necessidade de sua memorizacao. Corroborando o texto anterior as Figuras
54 a 58 mostram situagoes nas listas de atividades em que os estudantes correlacionam
as expressoes algébricas de calculo em contagens combinatérias com os grafos que o
representam. Fato que leva a inferéncia de um despertar do raciocinio abstrato nestes

calculos apés a utilizacdo das representagoes concretas dispostas nos grafos.

Assim, infere-se que as arvores de grafos auxiliam para maior clareza no raciocinio
quanto a diferenciacao da forma de contagem a ser feita na situagao-problema proposta.
Facilitando, ainda, a compreensao da melhor forma de resolucao a ser escolhida para

situagoes distintas.
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Figura 54 — Exercicio 3c) da 1* Lista resolvido por estudantes correlacionado grafos e
calculos algébricos

Fonte: o autor.

Figura 55 — Exercicio 3d) da 1* Lista resolvido por estudantes correlacionado grafos e
calculos algébricos

Fonte: o autor.

4.3 Entendendo as cameras de seguranca na escola

Esta secao apresenta uma curiosa aplicacao de grafos, de aspecto mais pratico,
cujo objetivo ¢é atrair a atengdo e motivar a participagdo dos discentes no seu processo de

ensino-aprendizado.

A aplicagdo aqui exposta é baseada no texto Como Proteger um Museu (AIGNER;
ZIEGLER, 2002, cap. 28), em que os alunos foram instigados a verificarem e analisarem o

sistema de cameras dispostas em alguns pontos da escola.

A observacao proposta nesta situagao, foi a de interpretar tais pontos como vértices
de grafos, em que as arestas sdo construidas de forma a representarem o alcance visual
dessas cameras, e entao, esquematizar, com a area interna da figura assim obtida, as

regides na escola realmente visualizadas.

A investigagao do alcance das cAmeras foi feita pelos estudantes, sob orientagao
docente, da seguinte forma: 3 estudantes (observadores) verificaram a central de imagens

geradas pelas cameras de seguranca na dire¢ao da escola e rascunharam, com o apoio
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Figura 56 — Exercicio 2b) da 2* Lista resolvido por estudantes correlacionado grafos e
calculos algébricos

Fonte: o autor.

Figura 57 — Exercicio 2d) e e) da 2 Lista resolvido por estudantes correlacionado grafos e
calculos algébricos

Fonte: o autor.

docente, grafos sobre a planta do perimetro investigado, em seguida, perfizeram diversos
caminhos pelo perimetro escolar investigando o alcance visual dessas. No momento da
investigacao foram precisados os caminhos alcangados visualmente e configurados de forma
mais exata as arestas do grafo em construcao. Foram elaboradas, entdo, nas Figuras 59 a 61,
o esbogo da planta escolar com a localizagdo das cameras, bem como a esquematizagao do
alcance visual que possuem. Para melhor entendimento destas figuras seguem as seguintes

observagoes:

1°) Os campos em amarelo sdo os de alcance com nitidez das cAmeras ja existentes
(cAmeras indicadas por “séis” amarelos - cujo os nimeros indicam a numeragao

disposta na tela de visualizacao da diregao).

2°) Os campos verdes sao os que poderao ser visualizados com nitidez com a inser¢ao
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Figura 58 — Exercicio 2i) da 2* Lista resolvido por estudantes correlacionado grafos e
calculos algébricos

Fonte: o autor.

de novas cameras (cadmeras indicadas por “séis” verdes sem numeracao), ou pela
mudanga de posigao de algumas cdmeras (cadmeras indicadas pelos “séis” verdes com

a mesma numeragao de suas posigoes anteriores).

3°) Na Figura 61 sdo explicitados os grafos observados nas plantas cujos entornos sao

representados nas arestas, e as cameras nos vértices.

Dessa forma o mapa sugere a inser¢ao de algumas cameras para que haja uma

abrangéncia maior e mais nitida de espacos da escola.

Um fator interessante constatado fora a presenga de pontos cegos (apresentados nas
figuras citadas pelas dreas verdes) no perimetro inspecionado pelas cameras, que levou a
investigar pontos estratégicos de relocalizacao dessas e, como outra alternativa, a insercao

de mais unidades para sanar o problema.

O trabalho foi realizado em cinco reunioes. A primeira tratou da apresentacao
aos discentes da observacao proposta e da teoria de grafos, utilizada em aplicativos
para investigacdo de percursos entre dois pontos escolhidos, como uma ferramenta para

esquematizar o observado.

A segunda dedicou-se a construcao pelos alunos, com orientacao docente, de um
esbogo de planta do perimetro escolar a ser observado (especificando a localizagao das
cameras), e a impressao de varias copias para serem utilizadas como base para se rascunhar

os grafos de representagdo das areas visualizadas pelas cameras.
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A terceira voltou-se a observacao, pelos estudantes, do perimetro escolar alcancado

pelas cameras e a elaboracao de um rascunho de grafos para representacao desse alcance.

A quarta problematizou os pontos cegos das cameras e, paralelamente, a outra
observacao da central de imagens geradas por elas, rascunhou-se na planta alguns reposici-

onamentos, bem como a inser¢ao de mais unidades das cameras.

A quinta consolidou os resultados obtidos organizando os dados elaborados para

confecgao de um banner para apresentacao na feira de ciéncias da escola (Veja o Anexo A).

4.4  Caminhos entre a escola e o ponto de onibus principal mais
proximo

Esta secao apresenta uma aplicacao inspirada no célebre problema do Caizeiro
Viajante, o qual possui como objetivo obter uma melhor rota/itinerario que inclua diversos
destinos dentre todos os possiveis. Tal problema, apesar de sua elementar solu¢ao matema-
tica, é ainda muito atual pois os recursos computacionais para executar esta solugao na
maioria dos casos sao insuficientes ou ineficientes. Insuficiéncia advinda do crescimento
fatorial da quantidade de possibilidades de rotas em relagao ao ntimero dos destinos que

ela deve percorrer.

Nesta aplicagao os alunos foram instigados a determinar qual seria a melhor rota a

se tomar entre a escola e o ponto de 6nibus principal mais proximo a ela.

Todavia, ha algumas formas distintas de se fazer esse percurso. O proposto aos
discentes nesta situacao foi elaborar um esquema com os caminhos (a pé) que interligam

estes locais.

A elaboracao proposta ocorreu como segue: trés estudantes pesquisaram em apli-
cativos de GPS, Google Maps e Waze', o mapa dos varios caminhos. Notou-se, porém,
que alguns caminhos feitos a pé nao constam nos aplicativos. Desta forma esquemas que
representam estas rotas foram elaborados. Como vértices foram tomados figuras, dispostas
por estes aplicativos, de pontos estratégicos, interligados por arestas de duplo sentido

indicando a possibilidade de ida e volta nestes percursos.

No grafo exposto na Figura 62 tem-se uma sintese do trabalho realizado pelos
discentes, em que os vértices E e O representam respectivamente a escola e o ponto de

onibus. Os discentes perceberam a existéncia de seis caminhos:

1. Caminho Vermelho: E-1-2-3-6-8-9-0;

2. Caminho Azul: E-1-3-2-6-7-10-0O;

Aplicativos disponiveis gratuitamente para smartphones nas lojas virtuais Play Store e App Store.
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3. Caminho Amarelo: E-4-8-10-0O;
4. Caminho Verde: E-1-5-6-7-10-0O;
5. Caminho Rosa: E-1-5-6-8-9-O;
6. Caminho Marrom: E-1-5-6-8-10-0.
Além disso, os discentes determinaram, em seu experimento, o tempo gasto em

cada caminho: Vermelho - 10min, Azul - 9min, Amarelo - 8min50s, Verde - 6min40s, Rosa

- 8mind0s e Marrom - 8minlbs.

Durante as reunides necessarias para implementar este estudo, as pautas foram as

seguintes:

1*) Apresentagao aos discentes da observagao proposta e da teoria de grafos, utilizada
em aplicativos para otimizacao de percursos entre dois pontos escolhidos, como uma

ferramenta para esquematizar o observado.

2%) Elaboragao de um grafo baseado em pesquisa nos aplicativos Google Maps e Waze
dos percursos em questao. Célculo do tempo gasto em cada percurso conforme

explicitado anteriormente.

3*) Apreciacdo de caminhos (a pé) nao observados pelos aplicativos, confec¢ao de um

grafo que os contenha, bem como dos tempos neles gastos.

4*) Elaboragao da conclusao do trabalho quanto ao percurso étimo e organizacao dos

dados obtidos pra confec¢ao de um banner para mostra na feira de ciéncias da escola.

O Banner citado nestes dois trabalhos é disposto no Anexo A.
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Figura 59 — Plantas e Grafos de representacdo do campo visual de cameras de seguranca
na escola
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Figura 60 — Plantas e Grafos de representacao do campo visual de cameras de seguranca

na escola
5 3 8 7 8 7 f 7
N ) m - Sala 10 Sala 03 Sals 08 | .2 0 g B | Sawo7 Sala 06
= (=]
2z 1 = E i@ mom E o m g
@ = k5 2 |mon [mom
0 Ey T il w32 w2
a 2| 23 22
— = 0 @ o o
£ = @ Salz 113 T -
] = =2 F: H
o | 2 g
o W S =
B| % :
. = £ @ .
P O - - Sols 139 Aras 3 2 Cozinha Cozinha 3 o
o o 5 m5 ozin o
= ! = = descoberts| W © d==cotic ]
E— E' wm Almcrriduds % I‘E
o 2 2
o &« P 2 e - o ]
m .{ .
= "y
ol
1]
= T
E o
w . h
- =
E ] E‘ Sala oA Sala 01 | Sals 02 | Sals 03 £
% g ] Sala D4 Biblioteca
=1 [
i o
= £
- =4 Banhming [=]
‘; o=
™ acheiro [}
r_% % L] Fam
E arfde
T ﬁ B Falea

Fonte: o autor.



4.4. Caminhos entre a escola e o ponto de onibus principal mais prézimo 75

Figura 61 — Grafos de representacao do campo visual de cameras de seguranca na escola

%2 238 87 ¢ 3

Fonte: o autor.
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Figura 62 — Representacao de rotas (a pé) entre a escola (vértice E) e o ponto de énibus
(vértice O)

Fonte: o autor.
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5 Conclusao

Tendo por principal objetivo a aplicagdo da Teoria de Grafos como ferramenta
facilitadora no processo de ensino-aprendizagem em matematica no 2° ano do ensino médio,
desde a revisao bibliografica sobre sua histéria, foi possivel observar a vasta aplicabilidade
herdada desde os seus primoérdios. Revisao que aponta Leonhard Euler como fundador
dessa teoria em vista da resolugao de uma situagao relacionada a rotas de percursos (o
famoso “Enigma de Kénigsberg” no século XVIII), muito embora figuras mais antigas
(citadas por alguns tedricos) apresentem um prelidio do que é hoje significado pela ciéncia
como grafo. Sendo assim, tornou-se obrigatoério estender a revisao a teoria em si, a qual
o estudo fora apropriado por areas diversas, dentre elas a Ciéncia da Computagao e a
Matematica, o que dispoe uma inexisténcia na unicidade de terminologias, notagoes e

significados para seus conceitos, nao obstante sejam estes bem estabelecidos.

Especificada a aplicacdo desta teoria sobre o ensino de Analise Combinatoria,
realizou-se, ainda, o estudo teérico de conceitos principais deste arcabougo teérico. Arca-
bouco que possui vinculos, também, com o Triangulo de Pascal no qual se observa diversas
relacoes entre seus elementos. Além disto, para esse ensino se apresentou um método de
facilitacdo para o seu aprendizado utilizando grafos, o que consolidou um elo entre a Teoria

de Grafos e a Anédlise Combinatoria.

O elo citado é, entao, inserido a metodologia de ensino no planejamento e elaboracao
de algumas aulas, momentos em que através de exercicios de classe para grupos de
estudantes ocorreram a avaliagao do aprendizado do método e da aprendizagem quanto a
combinatoria. Observa-se, entao, sua eficicia para o ensino-aprendizagem uma vez que nos
exercicios propostos nas aulas citadas, pode-se constatar a apropriacao, pelos discentes,

do método sugerido para resolucao de problemas em andlise combinatoéria.

Logo apds essa etapa, propds-se aos discentes trabalhos de aplicacdo de grafos
para maior conhecimento de sua aplicabilidade. Baseadas no texto Como Proteger um
Museu (AIGNER; ZIEGLER, 2002, cap. 28) e no problema Caizeiro Viajante as atividades
propostas foram, respectivamente, para o entendimento e a investigagao de cameras de
seguranca da escola, e a otimizagao de caminhos (a pé) de menor tempo entre esta escola e
o ponto de 6nibus principal mais proximo dela. Trabalhos apresentados na feira de ciéncia

da escola com éxito.

Em uma anélise da contribuicao a docéncia, este trabalho é um incentivo a busca de
instrumentos concretos para a construgao de raciocinios loégico-abstratos em matematica,
tornando em muitas vezes, a aula mais atrativa ao discente. Com tais recursos, o discente

tende a se apropriar com mais facilidade do saber, potencializando, dai, a acdo do professor
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no aprofundamento do conhecimento adquirido.

Considera-se, ainda, proeminente o resultado das atividades propostas por este
trabalho. Muito embora tenha ocorrido a concentracao principal em situagoes mais simples
de problemas em Analise Combinatéria. Fator que motiva um aprofundamento, das
atividades aqui abordadas, para situa¢oes mais complexas voltadas para o ensino deste

conteudo.

Observando, sobretudo, as atividades praticas de aula, fora possivel concluir ser o
grafo uma ferramenta em potencial para ensino-aprendizado tendo em vista, principalmente,
o seu papel para representagao concreta de elementos em contagens. Ferramenta que

estimula o raciocinio logico-abstrato, contribuindo para este avanco cognitivo.
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A Banner da Feira de Ciéncias

Este apéndice traz fotos (Figura 63) de registro da apresentagao dos alunos na feira
de ciéncias da escola em que estudam em Vigosa/MG, bem como slides (elaborados pelos

discentes e o autor) que formaram o banner que fora apresentado pelos mesmos.

Figura 63 — Apresentacao sobre a Teoria de Grafos por alunos da escola.

Fonte: o autor.
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Figura 64 — Slides que compde a apresentacao: Teoria de Grafos - Feira de ciéncias da
escola

Aplicacoes da
Teoria de Grafos

Objetivo

Este trabalho tem o intuito de apresentar
um breve estudo sobre a Teoria de Grafos,
trazendo como foco principal algumas de suas
aplicagOes praticas.

Conceitos da Teoria de Grafos

v Sinteticamente, pode-se definir um grafo
como um conjunto de vértices e arestas.

v/ Os vértices, de forma geral, simplificama
representacao de: locais, pessoas, objetos,
fontes de distribuicao, ...; e as arestas indicam
a relagao existente entre eles.

Fonte: o autor.
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Figura 65 — Slides que compde a apresentagao: Teoria de Grafos - Feira de ciéncias da
escola

Conceitos da Teoria de Grafo
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¥’ Caso a aresta possua como extremidades um sé
vértice, tem-se um lago. Ao se escolher direcdo
para cada aresta, esta torna-se um arco e o grafo
agora € denominado por digrafo.
v Além disto, a relagd@o entre estes vértices pode
ser dimensionada, conforme sera visto nos
exemplos a seguir.

Primérdios da formalizacao da
Teoria de Grafos

v Por voltade 1736 Leonhard Euler
autentica uma linguagem
esquematica que recolhe os dados

| principais em situacdes dessa

N categoria.

i

éfwé (Cotir

" v A partir dai considera-se a génesis de
uma nova teoria consumada em sua
publicacdoelaboradaentre 1736 e
1741, hoje conhecida como Teoria de
Grafos.

Primodrdios da formalizacao da
Teoria de Grafos

Bridges of Kénigsberg

Fonte: o autor.



82

Apéndice A. Banner da Feira de Ciéncias

Figura 66 — Slides que compoe a apresentagao: Teoria de Grafos - Feira de ciéncias da

escola

Primordios da formalizagdo da
Teoria de Grafos

Primordios da formalizagdo da
Teoria de Grafos

Primordios da formalizacao da
@ Teoria de Grafos

v Apds a publicacdo de Euler, problemas analogos
ao de Konigsberg podem, ent&o, ser facilitados
por grafos como o esbocado anteriormente.

v’ Convencionou-se a nomeacao de seus circulos
(ou pontos) por vértices ou nos, e das linhas que
os interligam por arestas ou arcos.

Fonte: o autor.
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Figura 67 — Slides que compoe a apresentagao: Teoria de Grafos - Feira de ciéncias da
escola

Contextos de aplicacdo de grafos
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Fonte: o autor.
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Figura 68 — Slides que compoe a apresentagao: Teoria de Grafos - Feira de ciéncias da
escola
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Fonte: http://wwwl.folha.uol.com.br/ciencia/1073849-analise-matematica-da-fala-
lagraesquizofrenia.shtml.
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Figura 69 — Slides que compoe a apresentagao: Teoria de Grafos - Feira de ciéncias da

escola

Aplicando Grafo como esquema para representacao
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Figura 70 — Slides que compoe a apresentagao: Teoria de Grafos - Feira de ciéncias da
escola

\ a Situagio em 2018

Aplicando Grafo como
esquema para representacdo

Aplicando Grafos em demandas de decisao

v/ Como minimizar a suspensio de distribuicdo
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femgimerie ra Siavibuicks S2 g (uplm o iate pode iszes m)
[ ) i o= 2 e pratey ar gy e e, arige B3.247]

Aplicando Grafos em demandas de decisdo

Registros mais proximos do rompimento Registros candidatos a ser fechados

= vértices que devem ser explodidos
" =
¥ 3t
Vértice | \
Lregisto_ |
bt -
ok
4 * ; y \

\"‘ P . / Vértice
e eservatino
¥ 4 7 /

Fonte: o autor.
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Figura 71 — Slides que compoe a apresentagao: Teoria de Grafos - Feira de ciéncias da
escola

Aplicando Grafos em demandas de decisdo

v Apds andlise dos registros a serem fechados,
observa-se a seguinte redistribuicdo narede.

——eL

fempimeoris ra Satibuicks b g (el mosit pd i vomdbc)
I T weaew g B s vl o= 2 Metcatons) graften/ar bgea Pama L ar g D4 81]

Aplicando Grafos em demandas de decisdo

Exemplo 8: Mapeamento simplificado quanto a caminhos, a pé, entre a
escola e o ponto de dnibus principal mais proximo & ela, especificando:

a) o percurso de cada;

b) o tempo de cada percurso;
c) o caminho dtimo.

Conclusao

Pode-se constatar neste estudo a
aplicabilidade diversa da Teoria de Grafos, seu
carater facilitador para visualizacao de redes
variadas e para resolugdes de situagdes-
problema relacionados.

Fonte: o autor.






89

Referencias

AIGNER, M.; ZIEGLER, G. M. As provas estao n’O livro. [S.1.]: Blucher, 2002.

BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais: Ciéncias da natureza, matematica e
suas tecnologias. Brasilia/DF, 2000.

BRASIL. Orientagées Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN+): Ciéncias da natureza, matematica e suas
tecnologias. Brasilia/DF, 2006.

BRASIL. Programa Nacional de Apoio as Feiras de Ciéncias da Educacao
Basica Fenaceb. Brasilia/DF, 2006.

CARDOSO, D. M.; SZYMANSKI, J.; ROSTAMI, M. Matematica Discreta:
Combinatoria, teoria dos grafos, algoritmos. Lisboa: Escolar Editora, 2009.

MORGADO, A. C.; CARVALHO, P. C. P. Matematica Discreta. Rio de Janeiro/RJ:
SBM, 2013. (Colegao PROFMAT).

NETTO, P. O. B. Grafos: Teoria, modelos, algoritmos. 5. ed. Sao Paulo/SP: Blucher,
2012.

SANTOS, J. C.; MOTA, B. Histéria da matematica: Teoria de grafos. Faculdade de
Ciéncias do Porto, Porto, 2010. Disponivel em: <https://www.academia.edu/6342431/
Teoria de Grafos - Historia>. Acesso em: 01 dez. 2019.

XAVIER, A. S.; NUNES, A. 1. B. L. Psicologia do Desenvolvimento. 4. ed. Rio de
Janeiro/RJ: EAUECE, 2015.


https://www.academia.edu/6342431/Teoria_de_Grafos_-_Hist�ria
https://www.academia.edu/6342431/Teoria_de_Grafos_-_Hist�ria

	Folha de rosto
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	Introdução
	O surgimento da Teoria de Grafos na história
	A Gênesis da Teoria de Grafos
	Diagramas similares a grafos em outros períodos da história

	Estudo sucinto sobre Grafos
	Conceitos Básicos
	Grafos orientados e não orientados
	Conceitos métricos
	Grafos particulares e definições
	Árvores e florestas

	Princípios Fundamentais de Contagem e Grafos
	Regras no Triângulo de Pascal

	Aplicação de Grafos no Ensino-Aprendizado
	Motivação
	Utilizando grafo no ensino de análise combinatória
	Plano de Ensino

	Entendendo as câmeras de segurança na escola
	Caminhos entre a escola e o ponto de ônibus principal mais próximo

	Conclusão
	Banner da Feira de Ciências
	Referências

