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Resumo: A misica e a matematica estao interligadas e a proposta deste artigo é mostrar uma
forma de compor utilizando os niimeros de Fibonacci e congruéncia aritmética a fim de utilizar
a musica como ferramenta complementar de ensino da matematica para alunos do Ensino
Médio. A sequéncia de Fibonacci é um assunto que nao é abordado com frequéncia nos livros
didaticos, mas esta presente em concursos, vestibulares e questoes olimpicas de matematica.
Sera explorado a sequéncia de Fibonacci, a relacao entre a musica e a matemaética, a utilizacao
de niimeros de Fibonacci por compositores famosos, a formacao de sequéncias generalizadas
de Fibonacci através de F(mod m) e a geragao de ciclos de residuos de F(mod m) para criar
melodias e poder utilizar a musica como uma ferramenta lidica do ensino da matemaética.

Abstract: Music and mathematics are intertwined and the purpose of this article is to
show a way of composing using Fibonacci numbers and arithmetic congruence in order to
use music as a complementary mathematics teaching tool for high school students. The
Fibonacci sequence is a subject that is not often addressed in textbooks, but is present in
competitions, college entrance exams, and Olympic math questions. The Fibonacci sequence,
the relationship between music and mathematics, the use of Fibonacci numbers by famous
composers, the formation of generalized Fibonacci sequences through F(mod m), and the
generation of residue cycles of F(mod m) to create melodies and to be able to use music as
a playful mathematical teaching tool.
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1 Introducao

Leonardo Fibonacci foi um matematico italiano nascido na Idade Média que aprendeu
matematica durante suas viagens pelo Mediterraneo. Fibonacci publicou um livro, o Liber
Abacci com regras para o calculo e problemas sobre lucros, conversao de moedas, dentre
outros.

E foi no Liber Abacci que apareceu o famoso problema do crescimento de uma populacao
de coelhos que deu origem a famosa sequéncia de Fibonacci.

A sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia infinita, tem seus dois primeiros termos iguais
a 1 e os demais termos sao obtidos pela soma dos dois termos anteriores a ele.

O fascinio pelos numeros de Fibonacci é devido a sua presenca em varios fendmenos da
natureza e sua ampla aplicacao.

Ao construir quadrados, cujos lados correspondem a sequéncia de Fibonacci e dispo-los
como a figura abaixo, é possivel tracar uma espiral perfeita chamada de Espiral de Fibonacci.
Essa espiral esta presente em diversas formas na natureza e nas artes.
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Figura 1: Espiral de Fibonacci

A espiral de Fibonacci estd presente na concha de caramujos, em plantas, em construcgoes
como a escada em espiral da Igreja Sagrada Familia em Barcelona, nas obras de Leonardo
da Vinci, como Monalisa e o Homem Vitruviano e na musica.

Figura 2: Monalisa e a espiral de Fibonacci
Fonte: Disponivel em: <https://www.hipercultura.com/sequencia-fibonacci/>. Acesso em: 24/11/2019.



A sequencia de fibonacci é muito utilizada no mercado financeiro, principalmente por
analistas técnicos, para tragar possiveis pontos de suportes e resisténcias dos precos, bem
como estimar preco alvo de uma operagao e em programacoes na linguagem C, C++ para
producao de jogos 2D, por exemplo.

A presenca dos nimeros de Fibonacci na musica estd na construgao de instrumentos, na
teoria musical, na formacao de acordes e nas composigoes de grandes artistas como Mozart,
Beethoven, Bach, Villa-Lobos e Béla Bartok e de musicas de bandas atuais como Queen,
P!nk e The Lumineers.

O ensino de musica nas escolas ptblicas e privadas se tornou obrigatoéria pela Lei N° 11.769
no dia 8 de agosto de 2008 pelo presidente Lula. Mesmo apds 11 anos da obrigatoriedade,
o ensino de musica ainda nao ¢é realidade na grande maioria das escolas brasileiras devido a
falta de verbas e condigoes estruturais. A musica pode ser utilizada como uma ferramenta de
aprendizagem da matematica, pois possibilita o envolvimento dinamico e criativo dos alunos
no assunto que sera estudado, aumentando o interesse e o desempenho da turma.

No Pisa 2018 (Programa Internacional de Avaliagdo de Alunos), o Brasil ocupa a 65°
posicao em matematica dentre os 70 paises participantes. Estudos apontam que grande
parte dos alunos sofrem de “ansiedade matematica”, adquirida culturalmente no inicio da
vida escolar. A matematica é uma das disciplinas que mais causa medo nos alunos devido ao
mito criado de que aprender matematica é algo muito dificil e a falta de conectividade com o
cotidiano faz com que os alunos nao compreendam que a matematica esta presente o tempo
todo em suas rotinas.

O primeiro passo para a mudanga desse pensamento € trazer a matematica para o dia a
dia dos alunos, tentando sempre interligar disciplinas e mostrar a aplicacao na pratica.

Apesar de ser muito utilizada e conhecida, a sequéncia de Fibonacci nao é tao abordada
nos livros didaticos do ensino médio, porém, existem questoes de vestibulares, concursos e
de olimpiadas de matematica referentes a ela.

A proposta deste artigo é encontrar uma forma de composicao utilizando os niimeros de
Fibonacci como uma alternativa lidica do ensino desta sequéncia matematica para alunos do
ensino médio, facilitando o entendimento e mostrando que a matematica pode ser divertida.

2 Numeros de Fibonacci

2.1 Origem

Leonardo de Pisa, mais conhecido como Leonardo Fibonacci, foi um matemaético italiano
nascido no século XII, considerado um importante matematico europeu da Idade Média.
Filho de Guglielmo Bonacci, um rico mercador e representante dos mercadores de Pisa em
Bugia, Argélia. Leonardo viveu alguns anos no norte da Africa, aprendendo o idioma e
costumes da cultura arabe.



Figura 3: Leonardo Fibonacci

Fonte: Disponivel em: <https://www.thefamouspeople.com/profiles/leonardo-fibonacci-3791.php>. Acesso em: 20/10/2019.

Fibonacci viajou por boa parte do Mediterraneo, o que lhe rendeu o apelido Leonardo
Bigollo (o viajante), onde percebeu que a aritmética era mais simples e eficiente com os
algarismos arabicos do que com os algarismos romanos. Ao retornar para a Italia, Leonardo
publicou o Liber Abacci, o livro do Calculo, onde introduziu os nimeros hindu-arabicos na
Europa e estao contidas regras para o calculo utilizando esses numerais, bem como problemas
relacionados ao calculo de lucros, sobre movimentos, conversao de moedas e o problema do
Resto Chinés. O Liber Abacci também apresenta métodos para a soma de séries.

No capitulo 12 do Liber Abacci, Fibonacci apresentou e resolveu um problema envol-
vendo o crescimento de uma populacao hipotética de coelhos dando origem a uma das mais
conhecidas sequéncias matematicas, a sequéncia de Fibonacci.

2.2 Sequéncia de Fibonacci

O problema dos coelhos diz o seguinte:

“Um homem pos um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados. Quantos pares
de coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano, se, supostamente, todos os meses
cada par da a luz um novo par, que é fértil a partir do segundo meés?”.

A figura abaixo ilustra o crescimento da populagao de coelhos citada no problema.
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Figura 4: Crescimento hipotético da populagao de coelhos
Fonte: Disponivel em: <https://sites.google.com/site/leonardofibonacci?/o-problema-dos-coelhos>. Acesso em: 11/07/2019.

Considerando que nao ha morte de nenhum coelho, nao ha problemas genéticos no cru-
zamento entre coelhos consanguineos, no primeiro meés o casal de coelho é jovem, no segundo
meés ha o mesmo casal de coelhos, porém adultos e férteis. Logo, no terceiro més havera o
casal adulto mais um casal jovem. No quarto meés, o casal original ird ter mais um par de
coelhos jovens e o que havia nascido no terceiro més tera atingindo a idade adulta. Logo,
no quarto meés tem-se 2 casais adultos e 1 casal jovem. No quinto més tanto o casal original
quanto o casal primogénito terao um par de coelhos cada e o jovem nascido no quarto meés
estara fértil, totalizando trés casais adultos e dois casais recém-nascidos, e assim por diante.

Observando o aumento dos casais de coelhos més a meés, conclui-se que a partir do terceiro
meés, a quantidade de casais é dada pela soma de casais dos meses anteriores. Assim, obtém-se
uma sequéncia, cujo os dois primeiros termos sao iguais a 1 e os demais termos sao a soma dos
dois termos anteriores. Assim, a sequéncia em que a posicao dos termos representa os meses
e o termo a quantidade de casais de coelhos, formando a famosa sequéncia de Fibonacci:

(0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, ...).

Definicao 2.1 Sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia onde os dois primeiros termos sao
iguais a 1 e os demais termos sao iguais a soma dos dois termos anteriores a ele. A sequéncia
de Fibonacci € definida recursivamente por:

FO - 0, F1 =1
Fn+2:Fn+1+FnaanO
Uma vez que a recorréncia acima define a sequéncia de Fibonacci, basta encontrar uma
formula fechada para ela, resolvendo a recorréncia linear de segunda ordem.

Supondo que 7™ (com 7 # 0) seja uma solugdo para a recorréncia acima, entao F, =
Como F, 5 = F, 11 + F,,, tem-se:

,r,n+2 — rn+1 + rn



Assim, a equagdo caracteristica serd 72 = r + 1 e suas raizes serdo r; = (1 + v/5)/2 e
ry = (1 —+/5)/2. A sequéncia sera:

e R N

2 2
onde C; e (5 sdo constantes.

Como Fy = fo = 1 e Fy = 0, substituindo na equagao (1), encontram-se os valores das

1
constantes ) = —= e Cy = —=

o L (1+v5) 1 (1-vBY
RV 2 V5 2 '
Teorema 2.1 (Fdrmula de Binet) Para todo inteiro positivo n,

1 (1B 1 (1=

Demonstracao: Utilizando o Principio da inducdo, verifica-se que para n = 1:

n_ L 1+v5) 1 (1-v5)
U5 2 V5 2
IR S IR

S
Sl L

Assim,

Para n = 2, tem-se:

1 245 6 1 2v5 6
L5 6 1 2vs 6

VB4 T VB 4 4B

Como a verificacdo € valida paran =1 e n = 2, supondo que a formula € vdlida para
algum n =k en =k + 1, pode-se concluir que também serd valida para n = k + 2.

Como F, o = F,1 + F,, substituindo a hipdtese de inducdo, tem-se que:

Fryo = Fpp + by

_ \/5<1+\f> _%(1—2\/5> . %(12%) _%(1—2\/5>
S() (575 (57) (57)

A () (50) (50 ()

e (255) (28] (25) (155 e

)-



1 (1) (14vB)T 1 (1=v5) [1=v5)
fk“_ﬁ 2 2 IV 2 2

) _i L5 k+2_L L5 k+2
k+2—\/5 5 75 9

Logo, a formula de Binet € vdlida para todo inteiro.

2.3 Sequéncias Generalizadas de Fibonacci

Pode-se definir uma sequéncia generalizada de Fibonacci como sequéncias em que cada
termo subsequente serd soma dos termos anteriores, comegando por quaisquer pares de in-
teiros diferentes dos pares (0,1) ou (1,1). Como exemplo, tem-se:

Exemplo 2.1 Sequéncia de Lucas - A sequéncia de Lucas € definida pela recorréncia:

fl = 27f2 =1
fn+2 = fn+1 +fn7vn > 0

Os termos da sequéncia sao: (2,1,3,4,7,11,18,29,47,...).

Exemplo 2.2 A sequéncia (5,13,18,31,49,80,129,209,...) é uma sequéncia de Fibonacci
onde f1 =5, fo =8 e 0s demais termos foram gerados a partir da soma de fi e fs.

2.4 Sequeéncia de Fibonacci escrita por Matrizes

Uma das formas mais populares de se estudar os nimeros de Fibonacci é a matriz Q-
Fibonacci. Para calcular os nimeros de Fibonacci muito grandes, com o auxilio de um
computador, é utilizada a equacgao matricial abaixo:

1 1\" _ (F.. F,
10/ "\ FE F.,

As propriedades da matriz Q-Fibonacci foram investigados por Charles H. King em sua
tese de mestrado pelo State College San Jose, California em 1960 [1], caracterizando a matriz

Q- G é)

~ . s . ~ 7 FTL Fn
Demonstracao: Pelo Principio da Inducao, sera mostrado que Q" = ( A )

Fn Fn—l
Q' = 11 _ F F
10 o Fy
Como a verificagao é valida para n = 1, supondo que a férmula é valida para algum n = k,

pode-se concluir que também sera valida para n = k + 1.

. . - F F
Como, por hipétese de inducao, Q**! = ( b2 k+1>, tem-se que:
Fryw o Fy

Para n = 1, tem-se:



F; F; 1 1
kE+1 _ 0k ) — k+1 k
er=aa=( gt )-(1 )
Fepr + Fr Frepr _ (Frez Frna
Fy+ Fryw Fy Fry  F

Logo, Q" = (F]:L“ FFT_ZI) ¢ vélida para todo n > 1. O

2.5 Proporcao aurea

Proporcao aurea ou numero de ouro é uma constante algebrica irracional, cujo valor
arredondado a trés casas decimais é igual a 1,618 e representado pela letra grega phi ¢.

Dois termos estao em proporcao aurea se a sua razao é igual a razao da sua soma pelo
maior dos dois termos. Sejam a,b > 0 e a > b, entao:

a _ a+b __
b= e =0

Como § = ¢, entao a = ¢b. Assim:

db+b __ ¢b
¢b b
+1

_¢¢ = ¢

Multiplicando ambos os lados da equacao acima por ¢, tem-se:

¢’ =¢+1

Resolvendo a equacao quadrdtica ¢?> — ¢ — 1 = 0, tem-se que a Unica solucdo positiva é
b= 1+v5
5

O nuimero de ouro aparece na natureza, no corpo humano, e pode ser aplicado na arqui-

tetura, nas artes, musicas, literatura.

2.5.1 Fibonacci e niumero de ouro

O numero de ouro esta presente na sequéncia de Fibonacci. Dividindo um nimero de
Fibonacci pelo seu anterior obtem-se resultados que convergem para o nimero de ouro, que

¢é aproximadamente 1,618. Por exemplo:

2 _ 1. 3 _ . 8 __ . 13 __ . 89 __ . 6765 __
2=1; =15 2=1,6; 2=1,625; ¥ =1,61818.; % =1 6180339....

3 Teoria Musical e Matematica

A relagao entre musica e matematica é algo antigo. Gregos do século VI a.C. acreditavam
que a musica tinha uma aritmética oculta. Grandes matematicos como Descartes, Leonhard
Euler e Mersenne eram também musicélogos. Pitagoras também tem sua contribuicao ma-
tematica na teoria musical. Para entender essa relacao, é necessario entender alguns conceitos
bésicos de teoria musical.



3.1 Teoria Musical

A musica é uma organizagao dos sons (instrumentais ou vocdlicos) e siléncios, composta
por harmonia, melodia e ritmo. Melodia é o conjunto de notas musicais, ou seja, a combinagao
dos sons tocados suscessivamente, organizadas de forma que proporcionem sentido musical
para quem ouve. Harmonia é a sobreposicao de notas ou acordes de forma que o som seja
agradavel ao ouvido de quem ouve, ou seja, a combinagao dos sons tocados simultaneamente.
Ritmo é a marcacao do tempo de uma musica. A teoria musical é o estudo de como a mtusica
funciona e suas propriedades.

3.1.1 Definigoes basicas

O elemento minimo de um som é a nota musical. A nota musical é o sinal grafico que foi
criado para representar as variagoes da altura de som musical, a fim de organizar a linguagem
musical e facilitar na composicao de melodias.

No sistema musical ocidental, existem sete notas musicais: do, ré, mi, fa, sol, 14 e si. As
notas podem ser representadas por letras para facilitar a escrita e aumentar a velocidade de
leitura. A notagao universal é a seguinte:

do | ré | mi | f4 | sol | 14 | si

C|DE|F|G]|A|B

Tabela 1: Notas e letras correspondentes.

Outra forma de representacao para as notas, que nao utiliza letras, é a partitura. Uma
partitura contém a pauta, onde sao escritas as notas musicais e as claves, simbolos que
sinalizam a nota e linha de referéncia que estd sendo adotada naquela partitura. A clave
mais utilizada é a clave de Sol. A figura abaixo mostra o exemplo de partitura com as claves
de sol, fa e dé, respectivamente.

Q 1 | i i
A T } I ‘1 - r.
o1 - -
 Cam| r r r r i I
11%—" i I I I’ i. i
L
=

> *

Figura 5: Exemplo de partitura e algumas claves

Na musica ocidental existem 12 sons, as 7 notas citadas acima e as outras 5 sao identifi-
cadas por um sustenido (#) ou bemol (b) dessas notas, chamadas também de acidentes. O
sustenido ou o bemol é a menor distancia entre duas notas. A diferenca na nomenclatura é
para indicar se estamos nos referindo uma nota abaixo ou acima da nota de referéncia. Por
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exemplo, C# ou Db sao notas iguais, a utilizagao do bemol ou sustenido ira depender da
escala utilizada.

A distancia entre as notas podem ser chamadas de tom ou semitom. Um tom ¢é a distancia
entre dois sustenidos e um semitom ¢é a menor distancia entre as notas, e vale a metade de
um tom, ou seja, a distancia entre um sustenido. Como mostra a figura baixo.

Cﬂf D# FﬂJ‘ G# A#
& & NG % NG %
&£ 2 S %2, & ) % 5 %
C TOM 4 ) TOM _,, [ SEMITOM ¢ My G TOM A ToM ,, B SEMITOM

Figura 6: Distancia entre notas

A distancia entre dois sons é chamada de intervalo. Essas definicdes sao importantes para
entender a formacao de escalas.

3.1.2 Escalas

Escala é a sequéncia ordenada de notas com um intervalo conhecido. Neste trabalho
iremos focar nas escalas essenciais, que sao as escalas diatonicas, pentatonicas e a cromatica.

A escala diatonica pode ser maior ou menor, também conhecida como escalas naturais,
por serem as mais basicas e primitivas no estudo da musica. Na escala diatonica maior a
construcao ¢ seguindo o seguinte intervalo: tom, tom, semitom, tom, tom, tom, semitom.
Abaixo, uma tabela com a escala maior das sete notas musicais.

D6 maior | C | D E F | G A B | C
Rémaior | D| E | F# | G | A B |[C#|D
Mimaior | E | F# |G# | A | B | C# | D# | E
F4 maior | F | G A |Bb| C D E | F
Sol maior | G| A B C| D E | F# | G
Lamaior | A| B |C# | D | E | F# | G# | A
Simaior | B|C# |D# | E |F# | G# | A# | B

Tabela 2: Escalas maiores das sete notas fundamentais

Jé& a escala diatonica menor, é formada pelo seguinte intervalo: tom, semitom, tom, tom,
semitom, tom, tom. Abaixo, um exemplo das escalas menores das sete notas musicais:
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Démenor | C| D |[Eb| F | G | Ab|Bb | C
Ré menor | D | E F| G| A |Bb| C|D
Mimenor | E|F# | G | A | B | C | D |E
Famenor | F| G |Ab|Bb| C | Db |Eb|F
Solmenor | G| A |Bb| C | D |Eb| F | G
La menor | A| B C | D | E F | G|A
Simenor | B|C# | D | E |F#| G| A |B

Tabela 3: Escalas menores das sete notas fundamentais

A escala pentatonica é a escala mais utilizada para improvisagoes. Ela consiste em cinco
5 das 7 notas da escala diatonica. Alguns exemplos de escalas pentatonicas:

D6 maior | C | D E G A
Rémaior | D | E | F# | A B
Mimaior | E | F# | G# | B | C#
Fa maior | F | G A C D
Sol maior | G | A B D E
Lamaior | A| B |C# | E | F#
Si maior | B | C# | D# | F# | G#
D6 menor | C | D# | F G | A#
Ré menor | D | F G A C
Mimenor | E | G A B D
Famenor | F | Ab | Bb | C | Eb
Sol menor | G | Bb C D F
La menor | A | C D E G
Simenor | B| D E |F# | A

Tabela 4: Escala pentatonica maiores e menores

Por dltimo, a escala cromatica, que consiste em uma escala com 12 notas e intervalos de
semitons entre elas. Assim, a escala cromatica é C, C#, D, D#, E, F, G#, A, A#, B, C.

3.1.3 Compassos e composicao musical

Para interpretar ou escrever uma partitura é necessario estabelecer qual o tempo da
musica, ou seja, qual a quantidade maxima de notas pode-se ter em um compasso.

Compasso é a divisao de uma musica em intervalos de tempos iguais para organizar e
facilitar a leitura de partituras. Em uma partitura, o compasso é representado por barras
verticais, como mostra a figura abaixo.

0 | T I 1 } T 1
i e P | J e g

Figura 7: Compasso em partituras

Na figura 7 percebe-se que cada intervalo possui uma quantidade de notas diferentes.
Para saber a quantidade de notas de cada compasso, deve-se conhecer as figuras ritmicas.
Abaixo, tem-se cada figura ritmica, seu nome e sua duragao:
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Figura Nome Duracao
— Semibreve 4
7 Minima 2
i Seminima 1
ﬁ Colcheia %
— | Semicolcheia }l
N

)
Y A Fusa %
i Semifusa %

Tabela 5: Figuras ritmicas e suas duragoes

No diagrama abaixo, é facil de observar a relagao nimerica entre cada figura ritmica. Por
exemplo, uma semibreve equivale a 16 semicolcheias. Musicalmente, se uma semicolcheia
durar 1 segundo, a semibreve devera durar 16 segundos.

) ) ) .

L P
SAINIINDNIRIRIANA

Figura 8: Figuras ritmicas e valores musicais

Fonte: Disponivel em: http://xmusic.pt/images/recursos/educacao_musical/Fig_Musicais_Imag_10.png. Acesso em:

14/09/2019.

Assim, para preencher o compasso, deve-se respeitar os valores de duracao de cada figura


http://xmusic.pt/images/recursos/educacao_musical/Fig_Musicais_Imag_10.png
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ritmica e o tempo pré-estabelecido no inicio da partitura ou o escolhido pelo compositor.

3.2 Histéria da relagcao musica e matematica

Na Grécia antiga, a musica era considerada uma parte da matematica. A educacao grega
matematica era dividida em quatro partes: teoria dos numeros, geometria, astronomia e
musica. Essa divisao durou até o final da Idade Média [13].

Durante o Renascimento, movimento cultural italiano que ocorreu durante o século XV, a
musica passou a ser um campo independente, mantendo suas ligacoes com a matematica. Du-
rante esse periodo os miusicos eram considerados tedricos da miusica e nao artistas. Pitdgoras,
por exemplo, era um geometra e musicélogo.

Entre os séculos XVII e XVIII varios matematicos importantes se dedicaram ao estudo
da musica. Como exemplo, René Descartes escreveu o livro Compendium Musicae (1618),
onde fala sobre teoria musical e a utilizacao da razao como meio de andlise do som, Marin
Mersenne, matematico, filésofo e tedrico musical, é conhecido como pai da acustica e escreveu
varios artigos sobre musica.

A matematica pode ser utilizada como uma forma de facilitar os estudos a respeito da
estrutura musical. A teoria dos conjuntos, a algebra abstrata e a teoria dos nimeros, a
proporc¢ao aurea e o numero de Fibonacci estao presentes na estrutura musical e em algumas
cOmMposicoes.

Analisando a musica europeia, é notavel que os diagramas utilizados na musica sao pa-
recidos com os graficos matematicos de fungdes em coordenadas cartesianas, onde o eixo x
representa a duracao da miusica e o eixo y a ordem das notas, e as notas representam as
coordenadas, como mostra a figura 9.

£ 1 A p—
= | 1 51 I 1 | - I I )|
1 - Y1 1 =1 1 LI L 1 | Iy | -~ )|
- k = E d

Figura 9: Plano cartesiano e partitura

3.3 Numeros de Fibonacci e musica

Os numeros de Fibonacci na musica estao presentes desde a construgao de instrumentos
musicais, teoria musical e nas composigoes de alguns artitas.

Um dos mais importantes luthiersEL Antonio Stradivari, projetou o violino Stradivarius,
que esta entre os melhores instrumentos de cordas ja criados no mundo e de alto valor
economico. Violinos Stradivarius possuem som com qualidade superior aos violinos comuns.
Stradivari construiu o famoso violino utilizando a proporcao durea, como mostra a imagem
abaixo:

3Profissional especializado na construcéo e no reparo de instrumentos de corda com caixa de ressonancia
(guitarra, volino etc.).
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Figura 10: Foto do violino Stradivarius, arrematado pelo valor de US$16M em 2011.
Fonte: Disponivel em: <http://blog.dubspot.com/fibonacci-sequence-in-music/>. Acesso em: 14/09/2019.

Existem outros exemplos de instrumentos que foram construidos, como por exemplo o
bocal de saxofone JodyJazz DV, feito por Jody Espina. O bocal foi projetado tendo todas as
suas medidas seguindo a proporcao durea. Desde o comprimento do furo, largura das paredes
da haste, a profundidade do furo e outros aspectos importantes do bocal. De acordo com
Jody Espina, a quantidade de harmonicos no som e a projecao do bocal é bem grande. O
resultado é um som mais alto, cheio e mais facil de se tocar.

Figura 11: Bocal para saxofone alto projetado por Jody Espina.
Fonte: Disponivel em:<https://jodyjazz.com/dvny-metal-sax-mouthpieces/>. Acesso em: 14/09/2019.

Em passagem pelo Brasil em 2013, Nathan Lerohl, baixista do Cirque du Soleil, ganhou
um contrabaixo em formato de gota, feito pelo brasileiro Fernando Fonterrada. Segundo
Fonterrada [§], o formato do contrabaixo foi inspirado em uma gota d’dgua, uma forma
da natureza que segue a proporcao aurea e a sequéncia de Fibonacci. Todo o desenho do
instrumento foi baseado por férmulas matematicas para que a propagagao do som fosse a mais
suave e harmonica possivel. Seu objetivo era criar um instrumento de facil transporte, baixo
peso e que o som acustico se mantivesse fiel mesmo quando amplificado. Fonterrada nao
revela se a utilizagao da proporcao aurea e os nimeros do Fibonacci foi apenas no corpo do
contrabaixo ou também na disposic¢ao interna do instrumento. Mas, os musicos que utilizam
o instrumento garantem que ele possui um som diferenciado e nao perde a qualidade quando
ligado a um amplificador.
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Figura 12: Baixo gota de Fernando Fonterrada

Fonte: Disponivel em: <https://noize.com.br/fibonacci-na-musica-e-na-natureza/>. Acesso em: 14/09/2019.

Outro instrumento que utiliza dos ntimeros de Fibonacci é o piano. Na figura abaixo,
é possivel ver os numeros de Fibonacci na organizacao de um teclado de piano. Em uma
oitava tem-se 13 teclas no total, 8 teclas brancas, 5 teclas pretas que estao dispostas em dois
grupos, um com 2 teclas e outro com 3 teclas. Veja, 2, 3, 5, 8 e 13: niimeros de Fibonacci.

Figura 13: Fibonacci e as teclas de um piano

Outro exemplo, é na formacao de um acorde. Para montar qualquer acorde musical é
necessario combinar trés notas: a primeira, a terceira e a quinta nota de qualquer escala, ou
seja, 1, 3 e 5, nimeros de Fibonacci.

A utilizagao de niimeros de Fibonacci e o nimero aureo nas composi¢oes musicais € algo
muito frequente e datam de varios séculos. Nao se sabe se a utilizacao pelos compositores
era proposital ou nao. Classicos como a Prelude in C major de Mozart, Choro n°5 de Villa-
Lobos e a 5* sinfonia de Beethoven, utilizam os nimeros de Fibonacci e o nimero de ouro
na divisao de compassos e na insercao novos instrumentos musicais ou na criacao do climax
da musica.

Mozart compos 19 sonatas e a estrutura de composicao de uma sonataﬂ consta de trées
movimentos, sendo dois deles mais rapidos e um mais lento. Cada movimento consistia em
trés segoes principais: Exposigao (apresentagao do tema), Desenvolvimento e Recapitulagao.
John F. Putz [7] analisou os movimentos das sonatas de Mozart que seguiam essa divisao.

Putz contou os compassos da Exposi¢ao (chamou de a) e o nimero de compassos do
Desevolvimento e Recapitulagao (chamou de b) e dispos em uma tabela:

4Composicio para instrumentos solistas, geralmente piano, em trés movimentos.



Sonata | a b | a+b
279.1 38 | 62 | 100
279,11 | 28 | 46 | 74
279, IIT | 56 | 102 | 158
280, 1 | 56 | 83 | 144
280,11 | 24 | 36 | 60
280, IIT | 77 | 113 | 190
281, 1 | 40 | 69 | 109
281,11 | 46 | 60 | 106
282, 1 | 15 | 18 | 33
282, 11T | 39 | 63 | 102
283, 1 | 53 | 67 | 120
283,11 | 14 | 23 | 37
283, IIT | 102 | 171 | 273
284,1 | 51 | 76 | 127
309, 1 | 58 | 97 | 155
31,1 | 39 | 73 | 112
310, 1 | 49 | 84 | 133
330, 1 | 58 | 92 | 150
330, III | 90 | 155 | 245
332, 1 | 93 | 136 | 229
333, 1 | 63 | 102 | 165
333,11 | 31 | 50 | 81
457, 1 | 74 | 93 | 167
533, 1 | 102 | 137 | 239
533,11 | 46 | 76 | 122
545, 1 | 28 | 45 | 73

16

Tabela 6: Quantidade de compassos das partes dos movimentos das sonatas de Mozart [7]

Apés construir a tabela, Putz construiu um grafico de dispersao de (a + b) por b. Ao
analisar, ele percebeu a linearidade dos dados e, junto ao grafico, acrescentou a reta b =

¢(a+b), onde ¢ é o nimero de ouro.
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y = 0,60759x + 0,1048

0 50 100 150 200 250 300

Figura 14: Gréfico de dispersao (a + b) x b[7]

A equagao obtida pela regressao linear, utilizando o Excel, foi igual a b = 0, 6079240, 1048,
com 72 = 0,9898 ¢ b = qlﬁ’ comprovando sua linearidade. Putz justificou com esses dados,
a utilizacao da proporcao aurea nas composicoes de Mozart. Ouvindo as sonatas, percebe-
se que exatamente no compasso da propor¢ao aurea ha uma mudanca da musica, seja a
insercao de um novo instrumento, ou retomada do tema ou encerramento de uma secao.
Mozart sempre altera sua musica no momento que alcanga a proporcao de aproximadamente
61,8% da musica.

Alguns analistas musicais ja perceberam que a utilizacao dessa técnica de dividir a musica
em duas partes e que a relacao entre elas era igual a propor¢ao aurea, foi bastante comum
entre varios compositores importantes e famosos, mas nao encontraram a explicagao para
que esse método sempre funcionasse.

Béla Bartok, compositor hiingaro, utilizou dos ntimeros de Fibonacci em sua pega musical
Muisica para Instrumentos de Corda, Percussio e Celeste [6]. A peca é dividida em 89
compassos. Béla dividiu a obra em duas partes principais. A primeira vai até o compasso
55 (ntimero de fibonacci) e a outra parte do compasso 56 ao compasso 89. A obra de
Béla estava dividida de acordo com a proporcao aurea. A musica que comegou apenas com
um instrumento em pianissimo (pp)ﬂ e, depois, aparecem outros instrumentos exatamente
em numeros de fibonacci e cada um vai crescendo lentamente até ao ponto culminante no
compasso 55, onde todos os instrumentos entram em fortissimo (fff)ﬂ

Musicas atuais, como Just Give me a Reason, da cantora P!nk, Ho Hey dos The Lumineers
e Somebody to Love do Queen, tem a divisao do tempo da misica conforme os niimeros da
sequéncia de Fibonacci, e atingem o climax exatamente na proporcao aurea.

A partitura abaixo mostra uma composicao baseada na sequéncia de Fibonacci:

5Pianfssimo: trecho musical executado muito suavemente, com pouquissima sonoridade.
SFortissimo: nota, passagem ou trecho executado ou cantado com intensidade sonora além do forte, ou
méxima.
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Fibonacci sequence
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Na musica acima, o autor desconhecido determinou a seguinte relacao: 1 = D6 maior, 2
= Ré maior, 3 = Mi maior, 4 = F4 maior, 5 = Sol maior, 6 = La Maior, 7 = Si maior e 8 e
9 ao dé e ré uma oitava acima, respectivamente, e o 0 seria o Si uma oitava abaixo. Quando
o numero ¢ maior que 9, por exemplo o niimero 13, seriam tocadas as notas relativas aos
nimeros 1 e 3.

Usar numeros de Fibonacci para compor é complicado, devido ao tamanho dos ntimeros
da sequéncia. Por exemplo, se for usado o fi99, um nimero de Fibonacci com 21 algarismos,
tornaria mais dificil construir uma musica conforme a légica utilizada na partitura acima.

Como a maioria dos nimeros de Fibonacci possuem muitos algarismos, para facilitar na
composi¢ao musical neste artigo, serao utilizados os residuos da divisao de cada F;, por algum
inteiro m para reduzir a quantidade de algarismos e facilitar na escolha das notas.

4 Periodo de Pisano

Definigao 4.1 Periodo de Pisano € o periodo (m(m)) da sequéncia de nimeros de Fibonacci
feita modulo m repeticoes. Joseph Louis Lagrange é o responsdvel pela descoberta das funcoes
periodicas de Fibonacci em 177/. Para qualquer inteiro n, a sequéncia de Fibonacci tomada
mddulo n é periddica. O periodo de Pisano, denotado por w(n), € a dura¢ao do periodo dessa
sequéncia.

A tabela abaizo mostra os residuos dos nimeros de Fibonacci na divisao por 2, 3, 5 e 8.
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Tabela 7: Restos dos nimeros de Fibonacci na divisao por 2, 3, 5, 3 e

4.1 Periodicidade dos residuos dos termos de Fibonacci

Teorema 4.1 ' (mod m) forma uma sequéncia periodica.

Demonstracao: Seja ' (mod m) os residuos ndao negativos dos termos da sequéncia de
Fibonacci. A série ird se repetir, pois hd wm nimero finito m? de pares de termos possiveis,
e a recorréncia de um par resulta na recorréncia de todos os termos sequintes. Pela lei
de formagao da sequéncia de Fibonacci, F,,_1 = F,y1 — F,, se F.1 = Foyy (mod m) e
F,=F;, (mod m), entio F;_y = Fys_1,...F;_s1 = F1, e F,_y = Fy. Assim, a série Fib
(mod m) € periddica. O

Uma consequéncia direta do teorema é:

Corolario 4.1 Fy(,) =0 (mod m)

Consequentemente:

Q"M =Q°=1 (mod m).

4.2 Periodo, classe, multiplicador e ordem de F(mod m)

Seja F' (mod m) a sequéncia dos residuos da sequéncia de Fibonacci médulo m.

4.2.1 Periodo - 7(m)

Definicao 4.2 Denomina-se periodo o menor inteiro positivo w(m), tal que Froy =0 (mod  m)
e que Frppyn =1 (mod m), quando Fy = Fy = 1.

Como mostrado no Teorema 4.1, o periodo é dado pelo menor inteiro positivo em que
Frm) = 0 e a sequéncia comega a se repetir.
Abaixo, um grafico dos valores de w(m) para 2 < m < 1500.



Figura 15: Gréfico m x 7(m) [4

4.2.2 Classe - a(m)

Definicao 4.3 A classe a(m) é o menor inteiro positivo em que Fomy =0 (mod m).
Assim, Fymy € o menor nimero de Fibonacci que € divisivel por m.
Na tabela abaixo, tem-se alguns valores de a(m) para 3 < m < 10:
m F (mod m) a(m) Fom)
3 0,1,1,20 2 2 1 4 Fy =
4 0,1,1,2 3 1 6 Fe =8
5 0,1,1,23,0,3 3, 1,4,0,4,4,3,20,2, 2 4 1 5 Fs =5
610 1,1,23521,341,50,55,43,1,45,3, 205 1| 12 | F1a— 144
7 0,1,1,2,3,51,6,0,6 6 5, 4,2, 6,1 8 | Fy=21
8 0,1,1,2,3,5 0,55, 2 7, 1 6 Fp —
90 1,1,235843,7,1,80,8876,41,56 28 1| 12 | Fy— 144
0,1,1,2,3,58 3, 1,45 9,4 3 7,0,7,7,4 1,5,
10| 6,1,7,853,81,90,9098 7,5 279,651, 15 | Fys =610
6,7,3,0,3,3,6,9 549 3 257209 1

Tabela 8: Classe de F(mod m) para 3 < m <

10

20

Como Fuim) | Fram) (ver Apéndice A.1), entao os zeros de F(mod m) estdo uniformente

espacados, pois Fu(m) = Fram) (mod m).

4.2.3 Multiplicador - u(m)

Definigao 4.4 O multiplicador p(m), € o primeiro residuo depois do primeiro zero em F

(mod m). Assim, p(m) = Fymmy+1  (mod m).

Na tabela abaixo, tem-se alguns valores de p(m) para 3 < m < 10:
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m F (mod m) pu(m)
3 0,1, 120221 2
4 0,1, 1,231 1
5 0,1,1,2,3,0,3 3 1,4,0,4,4,3,20,2, 2 4 1 3
610,1,1,2,3,5,2,1,3,4,1,5,0,5,5,4,3,1,4,5,3,2,5, 1 )
7 0,1,1,2,3,5,1,6,0,6, 6, 5,4, 2,6, 1 6
8 0,1,1,2,3,5,0,5,5,2,7, 1 5
90,1,1,2,35,84,3,7,1,8,0,887,6,41,5,6,2,8 1| 8
0,1,1,2.3 58 3 1,45, 9 4 3,7,0,7, 7, 4 1, 5,
10| 6,1,7,853,81,90,99 875 2709,6,5, 1, 7
6,7,3,0,3,3,6,9,5,49,3,2,5,7,2,9, 1

Tabela 9: Multiplicador de F(mod m) para 3 <m < 10

Teorema 4.2 Sejam o(m) e p(m) a classe e o multiplicador, respectivamente, de Fib (mod
m) e Q a matriz de Fibonacci. Assim:

Q™ = pu(m)I  (mod m).

Demonstragao: Como Q" = (F}“ FFnl), Fom)y = 0, Fammyr1 = p(m) e Fymyq1 =

Fa(m) + Fa(m)—h tem-se:

Qo = (Fa<m>+1 Fam) ) _ (M(m) 0 )
Fa(m) Fa(m)fl 0 Fa(m)Jrl - Fa(m)
_ (u(m) 0 ) _
L0 um) N

Assim, Q™ = pu(m)I (mod m). O

4.2.4 Ordem - w(m)

Definigao 4.5 A ordem de F(mod m) € o nimero de zeros presentes no periodo da sequéncia
F(mod m).

Para que w(m) seja o nimero de zeros presentes em F(mod m), o primeiro residuo apés
o ultimo zero da sequéncia (Fr(,)), deve ser igual a 1 para que o periodo de F(mod m) seja
completado e que comece a repeticao da sequéncia F(mod m).

Como o multiplicador de F(mod m) é o primeiro residuo ap6s o primeiro zero em F(mod
m), a ordem de F(mod m) é o menor inteiro onde:

p(m)*™ =1 (mod m).
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4.3 Propriedades do Periodo de Pisano
1. F(mod m) é periédico.

2. Para todos os inteiros positivos m > 2, w(m) é par.
Demonstragao: Assumindo que exista 7w(m) e pelo cololario 4.1:
Frmy=Fy (mod m) = Q™™ =qQ° (
Seja a matriz Q Fibonacci, e que a matriz Identidade é o elemento neutro da multi-
plicacao das matrizes, entao Q" = I.

mod m)

Assim:
Qw(m) -7
det [Q™™) =det I ~ mod(m).
Como o detQ) = —1 e, pela propriedade de determinante, tem-se que det(Q™™) =
(detQ)™m).
Assim:

det [Q™™)] = [det Q"™ =det I (mod m)
(=)™ =1 (mod m)

Logo, m(m) deve ser par quando m > 2.

3. Os zeros de F(mod m) estdo espagados uniformemente.

Demonstragao: Como F,a | Fram) (ver Apéndice A.1), entao os zeros de F(mod
m) estao uniformente espacados, pois Fuim) = Framm) (mod m). O

4. Em uma sequéncia F(mod m), o nimero de zeros presentes no periodo deve ser igual a
1, 2 ou 4.

Demonstracao: Como w(m) é o nimero de zeros no perido de F(mod m) e que
Q) = p(m) -1 (mod m), comparando os determinantes, tem-se:

(1) = p(m)*  (mod m)
Elevando-se ambos os lados ao quadrado:

(mod m)

Como a ordem de F(mod m) é w(m), entdo, w(m) deve ser um divisor de 4. Logo, o
nimero de zeros presentes em F(mod m) deve ser igual a 1, 2 ou 4. U
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5. w([my,me]) = [7(my), m(m2)],Ym,n € N.
Demonstracao: Seja m = [mq, ms).

Como Q™™ =1 (mod m), entdo Q™™ =1 (mod m;) para cada i =1, 2. Logo,
mw(m;) | m(m), para cadai = 1, 2. Portanto, w(m) | [r(my), m(m2)].

Por outro lado, sabe-se que QIF(m)-m(m2)l _ 1 = (mod m;), para cada i = 1, 2,
entdo QT M2l =0 (mod m). Portanto, m(m) | [x(m1), 7(ms)]. O

6. Se n|m, entao w(n)|w(m).

Demonstracao: Como n|m, entao [n,m] = n. Entao, pela propriedade 5 tem-se que
mw(n) = [r(n), 7(m)]. Portanto, 7(n)|r(m O

k

7. w(mk) = m*F1 x 7(m); para todo m primo e k € Z.

Essa conjectura foi proposta por D. D. Wall em 1960 e sua prova estd no Teorema 5[3].

8. Sem =2 x5"paran=1,23,..., entdo m(m) < 6m.
Demonstracao: Sejam =2 x 5".

Pela propriedade 5, tem-se:
(2 x 5™) = mme(w(2), 7(5™)).
Pela propriedade 7:

7(5") = 5"t x 7(5) = 5" x 20.

Entao:
7(2 x 5") = mme(m(2), 7(5"))
7(2 % 5") = mme(3, 57 x 20)
(2 x 5") = mmc(3,4 x 5")
(2 X 5") = mme(12,5")
Logo, mmc(12,5™) <12 x 5" =6 x (2 x 5™) = 6m. O

9. a(m) -w(m) = n(m).

Demonstracao: Como os zeros de F(mod m) estao uniformente espagados, e a(m) é
o indice do primeiro zero da sequéncia, entao existe algum k € N tal que a(m)k = 7(m).
Entao:

I=Q™™ = Q*™F = y(m)*I  (mod m)
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Consequentemente:

I =pu(m)*I (mod m)

1=pu(m)k (mod m).

w(m)

Como w(m) é o menor inteiro tal que u(m) = 1, portanto omega(m) < k.

Caso w(m) < k, entao a(m) - w(m) < 7w(m).

Mas, Q*“ = pu(m)“(m)-I =1 (mod m), a-w(m) < m(m) contradiz a minimalidade
de m(m) ja que m(m) é o menor inteiro tal que Q™ =1 (mod m). Portanto, tem-se
que k = w(m).

g

5 Ciclos de Fibonacci modulo m

Ao reduzir a sequéncia de Fibonacci a uma sequéncia dos residuos dos ntiimeros de Fibo-
nacci médulo m, criam-se vérias outras novas sequéncias. Todas as sequéncias F(mod m), ini-
ciadas por quaisquer pares (a, b) ird criar uma sequéncia finita e ordenada de niimeros inteiros,
dentro de sua classe de residuos e com um ciclo de repeticao. A essas sequéncias chamam-se
de ciclos de residuos de Fibonacci médulo m iniciadas por a e b (F(mod m):C"(a,b)), e n
indica qual ciclo pertence essa sequeéencia.

Exemplo 5.1 F(mod 4), iniciando-se por (0,1), obtém-se a sequéncia: 0, 1, 1, 2, 3, 1, 0.
Caso o par de inicio seja (2,3), a sequéncia obtida serd: 2, 3,1, 0, 1, 1, 2. Assim, obtém-se
a mesma sequéncia, porém transladada, comecando por (2,3), isto €, produzindo o mesmo
ciclo. Ao se iniciar pelo par (3,3), a sequéncia serd: 3, 3,2, 1, 3, 0, 3. A sequéncia iniciada
por (3,3) € diferente da sequéncia iniciada por (0,1).

Em cada C™(a, b), escolhendo qualquer par de nimeros adjancentes pertencentes a sequéncia
formada, teremos o mesmo valor de n.

Seja o ciclo C°(0,0) trivial a todas as sequéncias iniciadas por (0,0) e C*(0,1) o ciclo
derivado da sequéncia de Fibonacci e suas translagoes. Assim, com os ciclos bem definidos,
é possivel prever quantos ciclos diferentes uma sequéncia Fib (mod m) é capaz de gerar.

Sabendo que a e b podem ter m possiveis valores, pois ao se fazer F(mod m), sdo possiveis
m classes residuais, serao formados m? pares possiveis para iniciar a sequéncia.

Exemplo 5.2 Quantidade de ciclos possiveis para m = 8.
Quantidade de pares iniciais possiveis: 82 = 64

C(0,0) C(0,1) C(0,2) C(0,3) C(0,4) C(0,5 C(0,6) C(0,7)
C(1,0) C(1,1) C(1.2) C(1,3) C(1,4) C(1,5) C(1,6) C(1,7)
C(2,0) C(2,1) C(2,2) C(2,3) C(2,4) C(2,5) C(2,6) C(2,7)
C(3,0) C(3,1) C(3.2) C(3,3) C(3,4) C(3,5 C(3.6) C(3,7)
C(4,0) C(4,1) C(4,2) C43) C4,4) C4,5) C4,6) C4,7)
C(5,0) C(5,1) C(5.2) C(5,3) C(5,4) C(55 C(5,6) C5,7)
C(6,0) C(6,1) C(6,2) C(6,3) C(6,4) C(6,5 C(6,6) C(6,7)
C(7,0) C(7,1) C(7,2) C(7,3) C(1,4) C(7,5) C(7.6) C(7,7)
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Comparando cada sequéncia, percebe-se que:
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CH0,1) C2(0,2) C3(0,3) C40,4) CY0,5) C3(0,6) C*(0,7)
C1(1,1) CY1,2) C%(1,3) CO7(1,4) C7(1,5) C7(1,6) C*1,7)
C5(2,1) C2(2,2) CY(2,3) C(2,4) C5(2,5) C5(2,6) C(2,7)
O7(3,1) C9(3,2) C3(3,3) C%(3,4) CY(3,5) C3(3,6) C%3,7)
C7(4,1) C5(4,2) C%(4,3) CY4,4) C7(4,5) C2(4,6) C%(4,7)
C7(5,1) C'(5,2) C3(5,3) C7(5,4) C'(5,5) C7(5,6) C%G5,7)
03(6,1) C2(6,2) C7(6,3) C%6,4) C3(6,5) C°(6,6) C7(6,7)
CU7,1) C9(7,2) C%(7,3) CS(7,4) C7(7,5) C3(7.6) C*7,7)

ssim, os possiveis ciclos de residuos diferentes de F(mod 8) sdo:
8) :

C°(0,0) = [0]

. C1(0,1) =0,1,1,2,3,5,0,5,5,2,7,1]
£ C2(0,2) = [0,2,2,4,6,2]

. ¢3(0,3) = [0,3,3,6,1,7,0,7,7,6,5, 3]
£ C*40,4) = [0,4,4]

. C(0,6) = [0,6,6,4,2, 6]

£ C%(1,3) = [1,3,4,7,3,2,5,7,4,3,7,2]
. C7(1,4) = [1,4,5,1,6,7,5,4,1,5,6, 3]

—~

a, b), ao escolher qualquer par de niimeros adjacentes pertencentes

a um ciclo, ird gerar o mesmo ciclo, porém transladado.

5.1 Computando o niimero de ciclos de residuos

Com o auxilio de um programa feito para este artigo, consegue-se calcular a quantidade
de ciclos de residuos para m < 200.

Nos graficos abaixo, pode-se ver a variacao do tamanho do periodo e quantos ciclos
diferentes, respectivamente, existem para 2 < m < 100 (C°(0,0) nao estd incluido).

: ..|||.||.|||||||||||||m|. I||‘|L||||‘I‘|I| H‘L”” |I|‘ml|
0 10 20 30 40 50 (1] 7

=]

Figura 16: Tamanho do perfodo para residuos de Fib (mod m): C*(0,1) x 0 < m < 100

Fonte: HAEK [4]
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Figura 17: Quantidade de ciclos de residuos de Fibonacci
Fonte: HAEK [4]

Calcular o ntimero de ciclos de uma sequéncia F(mod m) pode ser algo trabalhoso. Por
exemplo, ao utilizar m = 100, tem-se 10000 possiveis pares iniciais, e verificar cada caso
e eliminar os pares que ji apareceram em algum ciclo de F(mod 100) pode levar bastante
tempo e a chance de erro é bem alta.

Ao utilizar um programa para esse fim, ganha-se tempo e resultados precisos. O robo
utilizado para o calculo de ciclos deste artigo é limitado, com o valor maximo de m = 200. Ele
esta programado para entregar a quantidade de ciclos e quais sao esses ciclos, qual o primeiro
ciclo, o tamanho do periodo m(m) e quantidade de ciclos de todos os valores menores que o
m.

| - m} *

Mod

Varios Ciclos | Maximo 200

| Apenas Primeiro Ciclo |

Mod x Periodo |
Mod x Ciclox Periodo | Maximo 200

Figura 18: Tela inicial do programa para calculo de ciclos e periodos de inteiros positivos
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Com o auxilio desse programa, serao criados os ciclos das sequéncias F(mod m) a fim de
criar sequéncias de notas e compor novas cangoes.

6 Composicao musical utilizando ciclos de residuos de
F(mod m)

Como mostrado na secao 3.3, Fibonacci e musica tem uma relacao de harmonia e bons
resultados. Construir uma musica a partir dos ntimeros de Fibonacci, utilizando o método
de colocar cada nota musical como um nimero natural de 0 a 13, seria bastante trabalhoso
quando fossem utilizados nimeros de Fibonacci com muitos algarismos, a composicao se
tornaria mais complicada. Para facilitar, a composicao sera a partir da combinacao dos ciclos
de F(mod m), relacionando cada residuo a uma nota na escala escolhida e suas respectivas
oitavas.

6.1 Técnica de composicao

Para compor uma misica utilizando os ciclos de F(mod m), o primeiro passo é escolher o
valor de m. A escolha é importante, pois deve-se atentar a escolha de um nimero que possua
varios ciclos e, além disso, possua um grande periodo, para que haja uma maior quantidade
de notas e, consequentemente, uma duragao maior da muisica.

Ao escolher o m, é importante decidir qual a escala serd utilizada, criar uma relacao entre
as notas e os residuos de m e colocar em uma partitura, facilitando a definicao da sequéncia
de notas que irao aparecer de acordo com o ciclo escolhido.

Exemplo 6.1 Ao escolher m = 13, teremos 13 notas possiveis para a composi¢ao. Na
figura 19 tem-se o exemplo das 13 possiveis notas nas escalas de Do maior, cromdtica e na
pentatonica de Do maior, respectivamente.

4] o ©O
\ 4 O [@ ) ~F
P 4 O O Rl
[ £an O O b
AN\1VJ O O O b
e O ©
4] 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 1 12
\J
N L Iy O
[fan A o o O o ©
A\3V 1 O O Py O %() Rt E - A bl
4] 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 1 12
o X ©
) 4 Py O
P 4 O b=
[ Fan) O O
ANV O ~F
J e O
1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

Figura 19: Exemplos de notas para m = 13
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O passo seguinte é determinar o niimero de compassos, que € a duragao da musica. Quanto
maior o nimero de compassos, mais longa serd a musica. Em seguida, escolhe-se o tempo
das notas, isto é, quantas notas cabem em cada compasso, de acordo com a duracao de cada
figura ritmica.

Feito isso, basta escolher os ciclos que serao utilizados e criar a sequéncia de notas.

6.2 Composigoes F(mod m)

A melodia abaixo foi criada a partir da combinagao dos ciclos de F(mod 10) utilizando o
software MuseScore, o software de notagao musical livre, que pode ser utilizado por qualquer
pessoa, independente do seu nivel de conhecimento musical.



Fibonacci mod 10

Escala maior

Clarice Rezende
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Ao escolher m = 10, verificou-se que existem 5 ciclos diferentes (excluindo-se o C°(0,0))
e cada um dos ciclos possuem periodos diferentes. Apds determinar que seria baseada na
escala de dé maior, ter 37 compassos e o tempo de 2, foi feita a relacio das notas com os

8
residuos de m = 10:

1 4 Pay
7\ Pay [®] ~F
N Pay [ © ) b
ANV o> [ @) b
e) O ©- O

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 20: Relacao entre os residuos de m = 10 e as notas da escala de D6 Maior

A melodia inicia-se com o F(mod 10): C*(0,1). Como possui o maior periodo (m(10) = 60)
dentre todos os ciclos, ele ocupara a maior parte dos compassos. O segundo ciclo escolhido
foi o F(mod 10): C*(1,3), pois inicia-se com o mesmo nimero que termina o ciclo anterior.
Como o periodo agora ¢ igual a 12, o tempo das notas desse ciclo sera menor que o primeiro
ciclo utilizado, aumentando a velocidade da musica e utilizando menos compassos que o ciclo
anterior. O préximo ciclo que foi utilizado foi o C°(2,6) e as figuras ritmicas que foram
utilizadas foram as mesmas do primeiro ciclo, porém o ciclo foi repetido trés vezes, pois
possui um perfodo igual a 4. O quarto ciclo utilizado foi o C?(4,6) que possui o segundo
maior perfodo e comecgaria pelo mesmo niimero que termina o ciclo C*(2,6) e continuaria
o aumento de velocidade da musica, uma vez que a nota escolhida para esse ciclo seria a
semicolcheia, que tem a metade da duragao das notas do ciclo anterior. Para finalizar, o ciclo
escolhido foi o inverso do ciclo C'(4, 3).

A melodia da musica acima esta disponivel na plataforma Sound CloudE] no link https:
//soundcloud.com/clarice-rezende/fibonacci-mod-10.

A melodia abaixo foi composta utilizando F(mod 13), porém de um modo diferente da
““Fibonacci mod 10”mostrada acima.

"Plataforma online de publicacdo de dudio utilizada por musicos profissionais e amadores.


https://soundcloud.com/clarice-rezende/fibonacci-mod-10
https://soundcloud.com/clarice-rezende/fibonacci-mod-10

Fibonacci mod 13
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F(mod 13) possui 6 ciclo diferentes (excluindo-se C°(0,0)). Todos os seus ciclos possuem
periodos iguais a 28. Para comecar a musica foi determinado que ela teria 32 compassos e as
notas correspondentes a escala de dé maior. A divisao foi feita da seguinte maneira:

- O primeiro ciclo a ser utilizado foi o C*(1, 3), foram 28 notas, 8 compassos e as figuras
ritmicas utilizadas foram seminimas e semibreve. - O segundo ciclo utilizado foi o inverso
do C°(2,1) (mod 8). Utilizou-se um dos ciclos de Fib (mod 13) encontrando os residuos
modulo 8 e invertendo os valores encontrados moédulo 8. Foram utilizados 5 compassos e as
figuras ritimicas utilizadas foram minima, seminima e colcheia. - O terceiro ciclo utilizado foi
0 C*(1,4) de F(mod 13). Foram 7 compassos, e utilizado apenas seminimas na composigao.
- O quarto ciclo foi o inverso de C?(0,2) (mod 12). Nessa etapa da miusica as figuras
utilizadas foram todas colcheias, para aumentar um pouco a velocidade da musica. - O
tltimo ciclo, para finalizar a melodia, foi o C'(0,1), com todas as notas representadas por
seminimas, retomando a velocidade anterior e finalizando a melodia.

A musica tem uma mudanga de velocidade no compasso 20. Essa mudanga ocorre quando
a melodia alcanca 62,5% de sua duracao, valor préximo a proporcao durea, assim como nas
sonatas de Mozart.

Abaixo, a relagdo entre as notas e os residuos possiveis de F(mod 13).

o) o o ©
\y ey [ @] ~F
N ey [ ] ~F
[ Fan Pay [ © ] ~F
ANV > [® ] ~F
Jd o O -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 21: Relacao entre os residuos de m = 10 e as notas da escala de D6 Maior

A melodia de “ “Fibonacci mod 13" também estd disponivel no Sound Cloud no link https:
//soundcloud.com/clarice-rezende/fibonacci-mod-13.

7 Aplicacao

Como mostrado no capitulo 3, musica e matematica estao intimamente ligadas. Pode-
se dizer que a musica é a linguagem matematica traduzida em sons. Como uma forma de
trazer uma aplicagao direta da matematica, a proposta para a sala de aula é um trabalho em
conjunto entre o professor de matematica e o professor de musica.

A congruéncia modular e a sequéncia de Fibonacci podem ser utilizadas com alunos do
ensino médio na abordagem de sequeéncias e divisibilidade dos ntimeros.

Ao introduzir o assunto de sequéncias e progressoes em turmas do primeiro ou segundo ano
do Ensino Médio, o professor pode mostrar aos alunos o problema hipotético do crescimento
de uma populacao de coelhos proposto por Fibonacci, sem mencionar que se trata de uma
sequéncia e perguntar aos alunos quantos casais de coelhos terao apds o primeiro ano em
que o casal de coelhos foi colocado juntos. Apds deixar os alunos livres, o professor deve
pedir que eles mostrem como chegaram a uma possivel solugao. Caso nenhum aluno perceba
a sequéncia formada, o professor deve mostrar a sequéncia de Fibonacci e comentar suas
propriedades. Através dessa atividade, introduzir os conceitos de sequéncias, como termo,
ordem e regra de formagao.


https://soundcloud.com/clarice-rezende/fibonacci-mod-13
https://soundcloud.com/clarice-rezende/fibonacci-mod-13
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Feito isso, dividir os alunos em grupos e pedir uma pesquisa sobre os nimeros de Fibonacci
na natureza e na musica.

O professor de matematica deve apresentar o conceito de congruéncia modular e suas
propriedades, a fim de facilitar na resolucao de problemas com resto e de divisibilidade,
muito frequentes em vestibulares e presente na Olimpiada Brasileira de Matemaética das
Escolas Publicas.

Proposta de atividade: utilizacao da musica como forma lidica do ensino de ma-
tematica.

Atividade: Composicao musical utilizando os ntimeros de Fibonacci.

Apoés os alunos aprenderem sobre os numeros de Fibonacci e congruéncia modular, o
professor deve separar a turma em grupos e pedir que cada grupo escolha um nimero inteiro
qualquer, desde que seja maior que 6, para que a quantidade de residuos seja maior que o
nimero de notas.

Utilizando o método de composicao do capitulo 6, pedir aos alunos que criem uma nova
sequéncia do tipo Fib (mod m) e, que eles observem que nem todos os residuos de Fib
(mod m) estarao presentes. Assim, propor que eles criem sequéncias baseadas em Fibonacci,
utilizando os possiveis residuos de Fib (mod m).

Feito isso, os alunos deverao escolher quais sequéncias eles irao utilizar na composicao e
relacionar os valores dos residuos com as sete notas naturais da escala ocidental e criar uma
sequéncia de notas.

Com o auxilio do software MuseScore 3, os alunos poderao colocar as notas em uma par-
titura, dividindo da maneira que eles quiserem. O programa pode ser utilizado por qualquer
pessoa, mesmo quem nunca teve contato com teoria musical. A divisao do tempo de cada
nota ¢é feita pelo software. O aluno devera apenas escolher a figura musical e qual nota ele
deseja e o programa calcula a quantidade de notas de cada compasso.

Assim, os alunos irao trabalhar sequéncias e lei de formacao, observar como os niimeros
de Fibonacci podem aparecer e utilizar a congruéncia modular para resolver questoes de
vestibulares, facilitando os cédlculos.

O professor pode trabalhar, ao mesmo tempo, os assuntos de fracoes e proporcao, visto
que o tempo escolhido da musica determina a quantidade de notas por compasso e, assim,
trabalhar a relagdo ntimerica entre cada figura ritmica.

7.1 Questoes de vestibulares envolvendo Sequéncia de Fibonacci e
congruéncia modular

Apoés a prética e o entendimento do aluno sobre sequéncia de Fibonacci e congruéncia

modular, o professor devera mostrar aos alunos a forma que essas duas disciplinas podem

aparecer em questoes de vestibulares ou concursos. Seguem abaixo algumas questoes de
provas antigas que envolvem a sequéncia de Fibonacci e congruéncias:

(OBM - 2003) Na sequéncia de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 7 cada termo,
a partir do terceiro, é igual a soma dos dois termos anteriores. Quanto vale a soma
infinita

_+ +3 +16+32+64+128+256+512+1024+

onde o0 n-ésimo termo é o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci dividido por 2™7

A) 2

2
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2. (Banco de questoes OBMEP) A arvore de Emilia cresce de acordo com a seguinte regra:
apos duas semanas do aparecimento de um galho, esse galho produz um novo galho a
cada semana e o galho original continua crescendo. Depois de cinco semanas, a arvore
tem cinco galhos, como mostra a figura. Quantos galhos, incluindo o galho principal, a

arvore tera no final de oito semanas?

Figura 22: A arvore de Emilia
Fonte: Disponivel em: <http://www.obmep.org.br/bq/bq2010.pdf>. Acesso em: 24/11/2019

3. (IME 2008) Uma série de Fibonacci é uma sequéncia de valores definida da seguinte
maneira:

- Os dois primeiros termos sao iguais a unidade, ou seja, T3 = T, = 1.

- Cada termo, a partir do terceiro, é igual a soma dos dois termos anteriores, isto é:
Ty=Ty 2+ T,

Se Tig = 2584 e Ty = 10946 entao Ty é igual a:
A) 12225

B) 13530
C) 17711
D) 20412
E) 22121

4. (UFRS) O resto da divisao do produto 123456 x 654321 por 6 é:
0

IR ARSI N
o o B~ N
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5. Observando a figura abaixo, em qual posigao (1, 2, 3 ou 4) o quadrado vermelho estara
apos a 4372 rotacgao?

Figura 1 Figura 2 Figura 3

6. (OBMEP 2017 - Nivel 3) Somando 1 a um certo niimero natural, obtemos um multiplo
de 11. Subtraindo 1 desse mesmo nimero, obtemos um multiplo de 8.

Qual é o resto da divisao do quadrado desse niimero por 887
A) O

B) 1
C) 38
D) 10
E) 80

7. (Colégio Naval - RJ) O numero a, dividido por 11, deixa resto 2 e b, dividido pelo
mesmo divisor , deixar resto 3. calcule o menor nimero a ser subtraido de a® + b%, para
que se obtenha um multiplo de 11.

8. (ENEM 2009) Para cada individuo, a sua inscricdo no Cadastro de Pessoas Fisicas
(CPF) é composto por um numero de 9 algarismos e outro nimero de 2 algarismos, na
forma dids,em que os digitos d; e ds sao denominados digitos verificadores. Os digitos
verificadores sao calculados, a partir da esquerda, da seguinte maneira: os 9 primeiros
algarismos sao multiplicados pela sequéncia 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2 (o primeiro por 10,
o segundo por 9, e assim sucessivamente); em seguida, calcula-se o resto r da divisao
da soma dos resultados das multiplicacoes por 11, e se esse resto r for 0 ou 1, d; é zero,
caso contrario dy = (11 — r). O digito dy é calculado pela mesma regra, na qual os
nimeros a serem multiplicados pela sequéncia dada sao contados a partir do segundo
algarismo, sendo d; o ultimo algarismo, isto é, dy é zero se o resto s da divisao por
11 das somas das multiplicagoes for 0 ou 1, caso contrario, d, = (11 — s). Suponha
que Joao tenha perdido seus documentos, inclusive o cartao de CPF e, ao dar queixa
da perda na delegacia, nao conseguisse lembrar quais eram os digitos verificadores,
recordando-se apenas que os nove primeiros algarismos eram 123.456.789. Neste caso,
os digitos verificadores d; e dy esquecidos sao, respectivamente:
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8 Conclusao

Ao conhecer as diversas formas em que os numeros de Fibonacci se fazem presentes na
musica, é possivel encontrar uma caminho para a composicao utilizando a sequéncia e obter
uma melodia harmonica.

Apesar de nao ser abordado com frequéncia nos livros didaticos e nas aulas do ensino
médio, a sequéncia de Fibonacci se faz presente em questoes de vestibulares e olimpiadas
matematicas, assim como congruéncia modular.

Os alunos que ja tiveram um primeiro contato com esses assuntos, terao um desempenho
melhor, visto que terao mais facilidade para reconhecer a sequéncia e sua lei de formacao,
assim como a aplicacao de congruéncia modular nas cléssicas questoes de divisibilidade sempre
presentes nos vestibulares e nas provas do ENEM.

Portanto, ensinar sobre a sequéncia de Fibonacci aos alunos de ensino médio é importante,
e deve ser apresentado antes ou durante o conteido de sequéncias e progressoes.

Fica a sugestao para possiveis trabalhos futuros a aplicagao por um professor na parte
didatica em turmas de ensino médio, analisando o desempenho e aprendizado dos alunos com
a utilizacao da musica como uma ferramenta de ensino da matemaética.
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A Apéndice

A.1 Foérmulas complementares

Todas as demonstragoes podem ser encontradas facilmente em [2].
1. Fosm =EFp + FoaF, m,n € N
2. mneN;m|n=F,|F,

3. Sejam a,m € Z,comm > 1l e (a,m) =1. Tem-se quea” =1 (mod m) se, e somente
se, ordm,(a) | n.

4. Sejam a,b € Z e m,n,my, ..., m, inteiros maiores que 1, entao:

a=b (mod m;),Vi=1,.,rea=b (modm,..,m).

A.2 Fonte para o programa de calculo de ciclos

O arquivo com a fonte do programa ou o programa pronto para download estao disponiveis
em https://www.dropbox.com/sh/58bwzhmt06kfeeq/AAAI0d60owpAtpbpmT62TEY0Ga?d1=0.
Lembrando que o valor maximo para o calculo do ciclos é 200.

A.3 Tutorial para donwload do MuseScore

O software MuseScore 3 é um freewareﬁ] de composicao musical. Utilizado por misicos
amadores e profissionais pode ser encontrado no site https://http://musescore.org/pt-br.

Ao abrir o site, clique na aba ““Baixar”e serd direcionado para a pagina de download.
Escolha o sistema operacional do seu computador (Windows, Mac ou Linux) como mostra a
figura abaixo.

8Software gratuito, programa de computador que nio implica o pagamento de licencas de uso ou royalties.


https://www.dropbox.com/sh/58bwzhmt06kfeeq/AAAiOd6owpAtpbpmT62TEYoGa?dl=0
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Figura 23: Pagina inicial do site e escolha do sistema operacional

Apoés efetuar o download, basta instalar o software no computador.
programa, abra o instalador baixado anteriormente, clique em
licenca do MuseScore e clique em ““next”, clique novamente em

““Install”.

18 MuseScore 3 Setup. - X

Welcome to the MuseScore 3 Setup
Wizard

Please wait while the Setup Wizard prepares to guide you
through the instalation.

Computing space requirements

18 MuseScore 3 Setup —

End-User License Agreement

X
)
Please read the following license agreement carefully I I l
A

free and open source music notation software.
Copyright (C) 2002-2019 Werner Schweer and others.

[This program is free software; you can redistribute it
and/or modify it under the terms of the GNU General Public
License version 2 as published by the Free Software
Foundation and reproduce below with the following
lexception:

- If you create a document which uses fonts included in

[]1 accept the terms in the License Agreement @

M e

75 Musescore 3 Setup - X
Destination Folder o]
Click Next to instal to the default folder or dick Change to choose another. ( 1 U

Print Back Next Cancel

18 MuseScore 3 Setup -

x
Ready to install MuseScore 3 rTUm
ly to in: lu: re

Install MuseScore 3 to:

|c \Program Files\MuseScore 3|,

Change... @

Click Install to begin the installation, Click Back to review or change any of your
installation settings. Click Cancel to exit the wizard.

C

Back Instal Cancel

Figura 24: Telas da instalacao do MuseScore

Durante a instalacao, aparecera a seguinte tela:

39

Para instalar o
““next”, aceite os termos de
““next”e por fim, clique em
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#8 MuseScore 3 Setup -

3> -

Installing MuseScore 3

Please wait whie the Setup Wizard installs MuseScore 3.

Status:

Figura 25: Tela de instalacao final

Aguarde o final da instalagao e clique em " “Finish”. Pronto! O MuseScore esta instalado
em seu computador.

Para comegar a compor, ao abrir o programa, a tela inicial serd uma pauta com a clave
de sol e o tempo j—i e alguns compassos, como mostra a Figura 25.

@ MuseScore 3: Sem titule - X
Arquivo Edtar Visualizar Adiconar Formatar Ferramentas Extensdes Ajuda

OB s= 100% - | vewkagosapigna ~ | [ED| 14 » O ] B B roveces @3 B Feedback
N-8 h b J J o . fr &5 & 0 b (5 1291 e

Paletas . Inspetor °
Adidonarp... | | Pesquisar

Claves .
P Title
Férmulas de compasso

Addentes Composer
Articulagbes

Omamentos

Linhas

B
]

Barras de compasso

Texto

Andamento
Dinsmicas
Repetigio & Saltos

Quebrase

Propriedades da barra de |l...

Gl

1:01:000

Figura 26: Tela inicial MuseScore

Para comecar a colocar as notas na partitura, basta apertar a tecla “"N”do teclado e
escolher a figura ritmica que deseja comecar sua composicao. As figuras podem ser escolhidas
na barra de ferramentas acima da partitura, mostrada na figura abaixo:
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Figura 27: Escolha das figuras ritmicas

Basta colocar as figuras ritmicas na posi¢do da nota desejada ou clicar em Adicionar /
Notas e escolher a nota desejada. O programa calcula a quantidade de notas que cabem em
cada compasso facilitando a composicao de pessoas leigas ou amadoras em teoria musical.

Apds compor toda a melodia, é possivel ouvir a composicao no préprio programa. Basta
clicar no botao play na barra de ferramentas e o programa executa a melodia criada. A
partitura pode ser salva em formato PDF, JPEG e é possivel salvar o dudio da paritura em
formato mp3.

A.4 Sugestao de solugao dos exercicios propostos

Questao 01:
A soma pode ser dada por:

_1,1,.2.3 .5 8 _ 13 _ 2
S_2+4+8+16+32+64+128 256 """

lg_ 1,1, 2.3 .5 8 13
25_4+8+16+32+64+128 256
lg_ 141,23 _ 5 , 8

45_8+16+32+64+128+256+’”

Fazendo S — %S — 19 tem-se:

1 1 _ 1 1 1 2 1 1 _
S_§S_ZS_§+Z_Z+§_§_§+“‘_

N =

S = 2, alternativa B.

Questao 02:

Seja G, o numero de galhos da arvore apds n semanas. Pela regra de crescimento da
arvore Emilia é que apds duas semanas do aparecimento de um galho ele produza um novo
galho a cada semana, entao apds duas semanas aparece um galho, assim: G5 = 1. Na terceira
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semana, esse galho produz um novo galho, entao, G3 = 2. Assim, o nimero de galhos em
uma semana serd igual ao nimero de galhos da semana anterior mais os novos galhos.

Pela regra, para gerar um novo galho, o galho deve ter pelo menos duas semanas. Assim,
na semana n + 1 serd um galho novo para cada galho que existia na semana n — 1. Assim,
Gn+l = Gn + Gn—l-

Como G5 =1 e G5 = 2, tem-se:

Gy=2+1=3
Gs=3+2=5
Gg=5+3=28

G;=8+5=13
Gg=13+8=21

Assim, na oitava semana serao 21 galhos na arvore Emilia.

Questao 03:
Como T,, =T,,_o+T,_1, T1g = 2584 e T5; = 10946, entao:

Toe =T + 12 (3)
Ty =Thg + 120 (4)
Ty =Tis + Thg (5)
Subtraindo (5) de (4):
Ty — Too =T — Tis
Ty — Toy + Tis (6)

2
Substituindo (6) em (3):
Tyy = Ty + T2dhs
Ty = 10946 + 1094612588 — 17711
Ty, = 17711, alternativa C.

Questao 04:
Pela propriedade a =b  (mod m;),Vi=1,...,r<a=0b (modlm,...,m,]), tem-se:

123456 =0 (mod 2)

123456 =0 (mod 3)

123456 = 0 (mod  [2,3]).

Logo, 123456 = 0(mod 6). Assim:

123456 x 654321 = 0 x 654321 (mod 6)
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Portanto, o resto da divisao do produto 123456 x 654321 por 6 é igual a 0, alternativa A.

Questao 05:

Existem 4 posigoes possiveis para cada cor, o resto da divisao de n rotagoes por 4, consi-
derando a posi¢cao 1 como a original do quadrado vermelho, indicara exatamente a posi¢ao
desta cor na n? rotagao. Assim:

437=436+1=1 (mod 4)
Logo, o quadrado vermelho estard na posicao 1 na 4372 rotacao.

Questao 06:
Seja N um numero natural, tal que:

N+1=0 (mod 11) (7)
N—-1=0 (mod 8) (8)
Assim, por (7):
N+1=1lg= N=11¢g— L (9)
Substituindo (9) em (8):
11g—1—-1=0 (mod 38)
11g=2 (mod 8)
3-11¢=3-2 (mod 8)
33¢g=6 (mod 8)
32¢+q=6 (mod 8)
g=6 (mod 8) (10)

Por (10) tem-se que ¢ = 8r + 6. Substituindo em (9):

N=118r+6) —1=88r+65 N =83r+65=65=—-23 (mod 88)
N?2=(-23)2=529=1 (mod 88)

Portanto, o resto da divisao do quadrado do ntimero natural N por 88 ¢ igual a 1, alter-
nativa B.

Questao 07:
Pelo enunciado, tem-se:

a=2 (mod 11)
b=3 (mod 11)

Assim:
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Somando (11) e (12):
@ +¥P=8+9=17=6 (mod 11)

Assim, a®> + b2 —6=0 (mod 11). O menor nimero que deve ser subtraido de a® + b
para que seja um multiplo de 11 é 6.

Questao 08:
- Calculo de dy:
1I0X14+9X248X3+7TX44+6Xx54+5Xx64+4xT+3x8+2%x9 =10+36+48+56+60 = 210

10+36+48+564+60=10+3+4+1+5=23=1=r (mod 11)

Como r =1, entao d; = 0.

-Célculo de ds:
I0X249X3+8X44+TX5+6X06+5XT+4x8+3x94+2x0=20454+64470+36

204+54+64+704+36=9+10+94+44+3=35=2=s (mod 11)
Como s = 2, entao do = 11 — 2 =9. Logo, dy =0 e dy = 9, alternativa A.
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