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Resumo: Este trabalho tem por objetivo apresentar uma visao geral da teoria da proba-
bilidade passando pela distribuicao normal ou gaussiana seguido pelo Teorema Central do
Limite e suas aplicagoes até apresentar a Distribuicao de Lévy e por fim os Voos de Lévy.
O trabalho também propoe uma atividade voltada para o ensino médio que consiste em um
jogo onde os estudantes irdao construir dois modelos de caminhadas (Browniana e Lévy) em
que uma delas segue uma distribuicao normal enquanto outra segue a distribuicao de Lévy.

Palavras-chave: Probabilidade, Distribuicao Normal, Teorema Central do Limite, Distri-
buigao de Lévy.

Abstract: This work aims to present an overview of the probability theory passing through
the normal or Gaussian distribution followed by the Central Limit Theorem and its appli-
cations until presenting the Lévy Distribution and finally the Lévy Flights. The work also
proposes an activity aimed at high school that consists of a game where students will build
two models of walks (Browniana and Lévy) in which one follows a normal distribution while
another follows the distribution of Lévy.
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1 Introducao

Existe uma grande diferenca entre aquilo que se espera que acontega e o que realmente tem
chances de acontecer, em termos praticos acreditar que um time ird ganhar um campeonato
motivado apenas pelo amor de torcedor e apostar valiosos recursos, nao garante que o mesmo
saird vencedor, da mesma forma, acreditar que ird chover apenas baseado no senso comum,
pode levar a perdas de plantios inteiros devido exatamente a falta de chuva.

Assim sendo, tentar prever o futuro sempre esteve entre as grandes aspiragoes do homem,
prever eventos naturais, periodos de cultivos, vitérias ou derrotas em campeonatos, sucesso
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ou fracasso em lancamento de produtos, etc. Na maioria dessas situacoes nao somos capazes
de prever com exatidao o que ira acontecer, o melhor que podemos fazer é quantificar com
qual probabilidade um dado resultado pode ocorrer.

Logo, o presente trabalho tem o objetivo de apresentar ao leitor o uso da probabilidade
e da estatistica, e seu carater aleatério e imprevisivel. Sera discutido o uso da Distribuigao
Normal e a tendéncia que distribuicoes quaisquer tendem a assumir quando se toma amostras
aleatérias e independentes em um numero suficientemente grande e por fim a limitacao que
elas tendem a apresentar quando se deseja prever a ocorréncia de eventos raros.

Esse trabalho esta estruturado da seguinte forma, na secao 1 é feita uma introducao a
fim de contextualizar o tema e apresentar o leitor ao fundamento proposto na secao 2, para
trazer maior clareza ao trabalho, sao apresentadas as principais definicoes de probabilidade
e estatistica passando pelos caminhantes aleatorios; ao passo que na secao 3 ¢ destinada a
apresentacao da distribuicao normal ou gaussiana com suas caracteristicas e propriedades; a
secao 4 serd destinada a apresentacao do Teorema Central do Limite e a sua aplicagao. Secao
5, a apresentacao do Voo de Lévy iniciando pelas caracteristicas das distribuicoes de Lévy e
em tempo, sera apresentado uma comparacao com a Distribuicao normal. Na secao 6, sera
apresentada uma proposta para o uso nos anos finais do ensino médio e por fim na secao 7 a
conclusao do trabalho com a relevancia do estudo como alternativa para a normal.

2 PROBABILIDADE E ESTATISTICA

“A Humanidade precisou de centenas de anos para se acostumar com um mundo onde al-
guns eventos nao tinham causa... ou eram determinados por causas tao remotas que somente
podiam ser razoavelmente representados por modelos nao-casuais” por M. G. Kendall.

Imagine um individuo que participe de um jogo de moeda (cara ou coroa) honesta em
que para cada cara obtida ele dé um passo para a direita e para cada coroa obtida ele dé
uma passo para esquerda. Apds algumas jogadas sucessivas, qual serd a posicao esperada
desse individuo? Ou entao, imagine um outro jogo entre dois individuos (A e B) em que a
cada rodada, apenas um dos dois marca um ponto. Suponha que o jogador A precise de dois
pontos para vencer enquanto o jogador B precise de 3 pontos para a vitora. Devendo o jogo
ser interrompido nesse exato momento, qual a divisao mais justa da premiacao?

Situacoes como as apresentadas acima que levaram o desenvolvimento da probabilidade e
da estatistica aos dias atuais. Em situacoes como essas é impossivel acertar antecipadamente
0 que ird acontecer, porém é possivel prever o que poderd acontecer e com que frequéncia
podera acontecer. A teoria da probabilidade trata de analisar os fenomenos aleatoérios e
dar a eles um significado menos abstrato, o espago de probabilidade (2, F, P) é a estrutura
matematica capaz de modelar um processo real que consiste de estados que ocorrem de forma
aleatéria. O espago de probabilidade consiste do seguinte tripleto

e (): O espaco amostral que é o conjunto de todos os resultados possiveis de um experi-
mento. Por exemplo, no experimento de jogar uma vez uma moeda teremos:

Q={K,C}
onde K é cara e C' é Coroa. Ha nesse caso, 2 possibilidades para as faces da moeda.

e A g-algebra F é uma colecao de todos os eventos que queremos considerar. No expe-
rimento de jogar uma vez uma moeda temos: F = {{},{K},{C}, {K,C}}



e P é medida de probabilidade que retorna a probabilidade de um evento acontecer.

A probabilidade de um envento pode ser definida de acordo com trés visoes, a classica, a
frequentista e a axiomatica.

A visdo classica, é dada intuitivamente [8] como a chance de um evento desejado acontecer
sob determinadas situagoes. Para isso, consideremos um espaco amostral {2 com w eventos
simples, equiprovavel e seja E um evento de €2 composto de n(E) eventos simples. A proba-
bilidade de F, que denotaremos por P(FE), é um valor obtido para a rela¢ao entre o nimero
de casos favoraveis n(F) e o nimero de casos possiveis w.

P(E) __ numero de casos favordveis ou P(E) _ n(E)

numero de casos possiveis

Na definicao classica, ha duas restri¢oes para o seu funcionamento:

1) todos os casos possiveis devem ter a mesma probabilidade ou seja, devem ser equi-
provaveis;

2*) nimero finito de casos possiveis.

E possui as seguintes propriedades:
1*)VECQ, temos 0 < P(E) <1

28) P(Q) = 1;

3)Se ECQ, KCQeENK =0 entdao PIEUK) = P(E) + P(K).

Uma outra forma de definir a probabilidade com que um evento acontece é segundo
a visao frequentista. Nessa visdo, um experimento é repetido nas mesmas condicoes um
numero n grande de vezes. Consideraremos um espago amostral {2 com w eventos simples e
E um evento de €2 composto de n(E) eventos simples. O experimento serd repetido varias
vezes, estimando-se a probabilidade de F, pela sua frequéncia relativa de ocorréncia, ou seja,
probabilidade do evento F ¢ dada como:

P(E) = lim nik)

n—o0 n

(1)
A visao frequentista possui as seguintes propriedades:
1)V E CQ, vale que 0 < lim,, o, nTE) <1;

22) lim,, 0o "2 = 1;

3)Se ECQ, K CQeENK =0 entio lim, e "2 = lim, . "2 4 lim,, ., ")

E por fim, temos a visao axiomatica, em que as propriedades comuns das visoes de
probabilidade clédssica e frequentista sao colocadas como axiomas. Assim, P(w) é definida
como a frequéncia limite de w, tomando um experimento cujo espaco amostral seja 2. Para
cada evento w do espago amostral €2, assumimos que a probabilidade do evento w, P(w),
satisfaca os trés axiomas:



Axiomas 2.1
Axiomas 2.2

Axiomas 2.3

(o] (o)

i=1 i=1
Para cada sequencia de eventos mutuamente exclusivos wy, ws, - - -, wy,, para os quais w;Nw; =
107}

Y

Baseados nos axiomas 1, 2 e 3, podemos concluir que:

e Dados dois eventos F; e Es:

P(E, U Ey) = P(E)) + P(Ey) — P(E, N E»)

e P(E°)=1- P(F) em que E° é o evento complementar de E.
e Se Fy C F; entao P(E,) < P(E,)

e P(E) <1

2.1 Variavel Aleatoria

Imagine o experimento, um individuo lan¢a uma moeda (honesta), caso a moeda dé cara
ele da um passo para a direita, se a moeda der coroa ele da um passo para esquerda ou seja ele
tem duas opgoes de descolamento, mover aleatoriamente para a esquerda e ou para a direita
d com igual probabilidade entre elas. O espago amostral do experimento que consiste em dar
um tnico passo é: Q = {e,d}. O espago amostral do experimento que consiste em dar dois
passos é: Q = {ee, ed,de,dd}. Nesse caso, como em varios outros casos, o espago amostral
associado ao experimento nao estd associado a um ntmero, portanto para quantificarmos o
resultado desse experimento é necessario introduzir o conceito de variavel aleatoria.

Definicao 2.1 Uma varidvel aleatoria X em um espago de probabilidade (2, F, P) é uma
fungao real definida no espago 2 tal que [X < x| € um evento aleatorio para todo x € R

No caso do experimento que consiste em dar dois passos podemos definir a variavel
aleatoria X : (2 — R como:

e X(d,d) =2, associou ao evento de dar 2 passos para a direita o niimero 2
e X(d,e) = X(e,d) =1, associou ao evento de dar 1 passo para a direita o niimero 1

e X(e,e) =0, associou ao evento de nao dar passos para a direita o nimero 0

Uma variavel aleatéria é discreta, como no caso acima, se assume um numero finito ou
enumeravel de valores ou seja se existe um conjunto finito ou enumeravel {z, xq,--- } C R, tal
que X (w) € {zy, 29, }, Vw € Q. A fungdo p(z;) que tem a caracteristica p(z;) = P(X = z;),
1=1,2,---, é chamada funcao de probabilidade de X.

A probabilidade de X assumir cada um dos valores 0,1 e 2 é dada abaixo:



e P(X =2)= P(d,d) =
e P(X =1)= P(d,e) + P(e,d) = 121 — 1
e P(X =0)= P(e,e) =

A média ou esperanca de uma variavel aleatoria X que assume valores no conjunto
{z1, x9,...} com probabilidades p(z;) = p; é denotada por E(X) ou p e é dada por:

E(X) ZMZZIEz‘Pi (2)

Por sua vez, chamamos de variancia de X o valor esperado da varidvel (X — u)?, e seu
calculo é dado por:

o’ = Z(«Tz — 1)’pi
i=1
Um modo alternativo de expressar a variancia de uma variavel aleatéria discreta pode ser
dada por:
0? = B(X?) - B(X)?

E o desvio padrao, é dado por:

oc=Vo?

2.2 Caminhante Aleatdrio

Agora vamos analisar com mais detalhes o experimento proposto acima, i.e, analisar
a evolucao de um caminhante aleatério. O passeio aleatério mais simples é um caminho
unidimensional construido de acordo com as seguintes regras:

e H&4 um ponto de partida, vamos supor, o ponto 0.
e A distancia de um ponto no caminho até o proximo é constante.

e A direcao de um ponto no caminho para o préximo é escolhido aleatoriamente, e ne-
nhuma direcao é mais provavel do que outra.

e Nao hd memoéria entre os passos.

Supondo que o caminhante esteja inicialmente na origem, no instante seguinte, ele pode
se deslocar para a posicao 1, por convencao, para a direita ou para a posicao —1, também
por convencao, para a esquerda e com a mesma probabilidade. Com um tnico movimento,
temos duas trajetorias possiveis de 0 —+ 1 e 0 — —1. Com dois movimentos temos quatro
trajetorias possiveis e com trés movimentos, teremos oito o trajetdrias possiveis. O ntimero
de trajetorias possiveis é dado por 2" onde n é o niimero de passos e como cada movimento
é equiprovavel, cada trajetéria final possui uma mesma chance de acontecer, dado por 2%
A pergunta que queremos responder é: Qual é a probalilidade P de um caminhante atingir
uma posicao x apos ter dado n passos?
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Figura 1: Distribuicao do caminhante aleatério com 3 movimentos

Apds n passos, sua posigao sera x = ng — N, onde ng, n. € o numero de passos para
direita, esquerda respectivamente. A probabilidade de uma sequéncia de passos que tenha
ng passos a direita e n, passos a esquerda é:

na e

~

—_— e
(pxpx---p)x(gxgx---xq))=piq

Onde p é a probabilidade de mover para a direita e ¢ = 1 — p a probababilidade de mover
para a esquerda.

Observando a figura (1), é possivel observar que ha véarias possibilidades de atingir a
posicao —1, ou posicao 1, ou seja, ha diferentes formas de alcancar uma certa posicao, no
caso da posicao —1 temos {F, E, D}, {E,D,E}, {D, E, E} que corresponde exatamente a
uma combinacao simples de n. Assim apds n passos, o nimero de sequéncias possiveis com
ng passos a direita sera:

n!
ng'ne!

Apés n passos a probabilidade de uma trajetoria com ny passos para a direita e n. passos
para a esquerda é dada por:

n!
Po(ng) = ——p" (1 —p)™
nNg:Me-
Como a posicao é r = ng—n, e o nimero de passos n = ng+n,. podemos reescrever a equacao
anterior em funcao da posicao final e do nimero de passos dados. Para n par temos:

ot (1 — )" se x par
P(z) = { T PPl sexp (3)
0 se xr impar

para n impar temos uma expressao similar a essa:

n!

Pu(z) = § O

(n;w)(l —p)*z7), se x fmpar ()
0 se x par
Podemos através das equacoes acima, calcular a probabilidade do caminhante estar em
qualquer posigao e usando a expressao (2), tendo em vista que o movimento é equiprovavel,
ie. p=gq= % podemos calcular o valor esperado dado por:

E(X)=p=)Y aP(z)=n(p—q)



O que resulta em F(X) = 0.
Enquanto a variancia é dada por:

Var(X) =o* = ' (x — p)* x p(x) (5)
= B(X?) — (B(X))? (6
= 4npq (7

E para o caso do caminhante com movimentos equiprovaveis temos o2 = 4n%(1 —s)=n

Na figura (2), (3) e (4), mostramos o comportamento da distribuigdo binomial para um
caminhante com p = ¢ = 1/2, & medida que o nimero de passos n aumenta. E possivel
observar que a média é igual a zero (distribuigao simétrica) e a forma da distribuigdo das
probabilidades, comeca a indicar um padrao caracteristico de uma distribuicao Normal ou
Gaussiana, como serd visto em segao 3.

Probabilidade P{x) Distribui¢cdo da probabilidade para 4 passos
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Figura 2: Distribuicao de probabilidade para 4 passos
Probabilidade P(x)  Distribui¢do da probabilidade para 9 passos
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Figura 3: Distribuicao de probabilidade para 9 passos

E possivel perceber que a medida que n aumenta, a variancia também aumenta, conse-
quentemente o desvio padrao também, ou seja, a probabilidade do caminhante estar mais
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Figura 4: Distribuicao de probabilidade para 100 passos

distante da origem aumenta, o deslocamento médio do caminhante sera zero pois ¢ igual-
mente provavel que tenha deslocado para a direita e para a esquerda. No entanto, a medida
que n aumenta, existe a probabilidade do caminhante se distanciar cada vez mais da origem,
essa tendéncia é dada pelo desvio padrao, entao teremos um deslocamento quadratico médio
igual a y/n como pode ser visto na figura (5).

Deslocamento

Passos

i

Figura 5: Relacao entre posicao do caminhante em relagao aos passos dados

Vamos analisar de forma intuitiva o que esta acontecendo quando o nimero de passos n
aumenta indefinidamente [7]. Considere que o caminhante que no tempo ¢t = 0 se encontre
na posicao Xo = 0 e que a cada tempo At move-se uma distancia Az para a direita ou
para a esquerda com probabilidade % A variancia de < (Az)?> > cresce com a variagao
At, ou seja, o caminhante tem o movimento dado pela raiz quadrada da escala do tempo,
entdao (Az)? = At. Chamaremos de X; a posi¢io do caminhante no instante ¢ = nAt. Seja
Y, = {+1,—1}, k € N, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes com

PV, =1)=3parak=1,2, ...
“@‘{mn:—ni%

além disso, vamos definir como S,, = Zﬁzl Y}, desse modo, X; = S, Az.



Xt = SnALU

multiplicando numerador e denonimador por y/n e assumindo (Az)? = At temos:

Sy, Sy
X, = | —= Ar = —= VA
t (ﬁ)ﬂ ! (\/ﬁ)\/ﬁ '
como t = n/At obtemos:

X, =S5, Ax = (i) Vit
Vn

Antecipando o Teorema Central do Limite que serd visto na segao 4, pode-se deduzir
que X, converge para uma distribui¢cao normal, X; ~ N(0,t), é possivel ainda perceber que
se o tamanho dos passos tenderem a zero, quando n — 00, o processo limite sera continuo
como funcao do tempo t, intuitivamente, ao realizar um salto no intervalo de tempo discreto
At ~ 1 — 0, o tamanho do salto serd de AX ~ —= — 0, o0 que ocasionard movimentos
passando de discretos para continuos e este é o principio do Movimento Browniano.

Assim, pode-se concluir que um caminhante ao realizar sucessivos passos aleatérios, pos-
sui a probabilidade de estar em uma determinada posi¢ao de acordo com uma distribuigao

binomial e se o niimero de passos for suficientemente grande, a distribuicao normal.

2.3 Variavel Continua

Nas segOes anteriores nos restringimos a variaveis aleatérias discretas, mas em varias
situagoes nos deparamos com variaveis aleatorias continuas, i.e. uma funcao X, definida
sobre um espago amostral €2 e assumindo valores num intervalo de nimeros reais [5]. Alguns
exemplos de variaveis continuas sao: dimensoes de pecas produzidas por uma maquina, altura
de alunos em uma sala, peso de um grupo heterogéneo de individuos, entre outros. O valor
de uma variavel aleatoria continua pode ser pensada como um valor presente em um intervalo
ao redor do valor observado, por exemplo, quando dizemos que um valor de peso medido foi
de 60kgf, na verdade ele estd entre dois valores, por exemplo 59 e 61kgf.

2.4 Funcao Densidade de Probabilidade - F.D.P.

Imagine que uma pesquisa consista em medir a altura de uma amostra de adultos e
registrar as medidas encontradas. Nesse caso, a variavel aleatéria X serd o comprimento
encontrado e essa medida, podera assumir uma grande variedade de valores dentro de um
intervalo, portanto sera considerada uma variavel continua.

Ao tentar prever a probabilidade de encontrar uma altura especifica dentre a infinidade
de valores possiveis de comprimentos, retornaremos com a chance nula. Portanto, em casos
envolvendo variaveis continuas, calcula-se a probabilidade para valores em intervalos da reta
real que sao determinados por uma fungao f(x) denominada fungao densidade de probabili-
dade (f.d.p.) de uma varidvel aleatéria X.

A funcao densidade de probabilidade deve satisfazer as propriedades:

1. f(z) > 0;V x € R. As probabilidades de um evento qualquer nao podem ser negativas.
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2. Pa< X <b) = fab f(z)dz. A probabilidade de uma varidvel aleatéria contida em um
intervalo é definida como sendo a area sob a curva da f.d.p. naquele intervalo.

3. [ f(x) dz = 1. A probalilidade de todo o espago amostral ¢ igual a 1.

A funcao

_0 27

¢é conhecida com distribuicao normal e é um exemplo de uma densidade de probabilidade
para uma variavel aleatoria continua.

Figura 6: Funcao densidade de probabilidade

Observe que pela figura acima, a probabilidade de um evento se encontra entre intervalos
e nao mais em um ponto especifico como acontecia com variaveis discretas.

2.5 Funcgao Densidade de Probabilidade Acumulada - F.D.A.

Enquanto a fungao densidade de probabilidade associa cada intervalo da variavel aleatoria
X a sua probabilidade de ocorréncia P(x) a fungao densidade de probabilidade acumulada é
uma fun¢ao que a cada ntmero real x € R associa o valor

F(z)=P(X <) €]0,1]
A FDA é dada pela regiao abaixo da curva integrando de —oo até x, uma vez que o
proposito é acumular todas as probabilidades anteriores até x.
A fungao densidadede de probabilidade acumulada F(x), possui as seguintes caracteristicas:
1) lim, o F(x) =0,
22) lim, 00 F(x) =1,

3*) F(x) ¢é continua e nao descrescente.
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Figura 7: Funcao densidade de probabilidade a esquerda e a funcao densidade de probabili-
dade acumulada a direita, ambas referentes a uma distribuicao normal padrao

3 MODELO NORMAL OU GAUSSIANO

A distribuicao normal, também conhecida como distribuicao de Gauss ou distribuicao
gaussiana, ¢ uma curva simétrica em torno de um ponto médio que apresenta como carac-
teristica, um formato de sino. A curva normal representa o comportamento de diversos
processos e muitos fendomenos comuns, como por exemplo, altura ou peso de uma populagao,
a pressao sanguinea de um grupo de pessoas, a tendéncia em lancamentos de dados e moedas
entre outros e devido a sua observagao tao comum em eventos naturais, nos primérdios de
seu estudo, muitos acreditavam que todos os fenémenos deveriam seguir o mesmo modelo,
o que levou a adocao do nome Normal e muito frequentemente, quando alguma observagao
fugia ao padrao, era comum suspeitar dos dados. Hoje sabe-se que ha outras distribuicoes
para variadas aplicacoes.

Além do fato de representar muitos fendomenos comuns ao cotidiano, uma distribuicao
normal possui grande campo de estudo pelo fato de que as médias extraidas de qualquer
distribuicao, mesmo nao sendo normal, tendem a apresentar comportamento normal a medida
que o tamanho da amostra aumenta, algo que veremos em se¢ao posterior.

Sempre que uma variavel aleatéria continua X com os parametros média (u) e desvio
padréo (o) é dada pela fungao densidade de probalbilidade

flz) = Lef%(%V
o/ 2m

para -oco < x < o0, dizemos que ela tem distribui¢ao normal.

P(x)

5 45 4 35 -3 -25 2 16 - 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 o

Figura 8: Distribuigao normal construida com o auxilio do Software Geogebra y=0e o =1
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Caracteristicas de uma distribuicao normal:

o A funcao f(x) é simétrica em relacdo a = = p.
e A funcao f(x) — 0 quando x — + oo,

e O maior valor de f(x) acontece em x = p,

E comum usar uma notacao reduzida:
X ~ N(p,0%)

ao se referir a uma distribui¢ao normal.

Outro detalhe importante de ser mencionado é que em relacao ao formato de uma distri-
buigao normal, tudo dependerd dos parametros p (média) e o (desvio padrao). A variagao de
tais parametros, causard um achamatento e/ou translagdo da curva, porém mesmo com essas
variacoes, o formato continuara assemelhando-se ao formato de um sino e ainda simétrica em
relagdo & média (u). Veja alguns graficos com a variagoes dos parametros.

P(x)
0.8
Curva 2
0.6 Xy N(ﬂ?gz)
X ~ N(2;0,25)
Curva 1 _Oedt—
X ~ N(p,0%) "3
X~N@1) - 0.2 \
2 35 3 25 2 15 1 05 0 "3 35 4 0

-0.2

Figura 9: Distribuicao normal construida com o auxilio do Software Geogebra Curva 1: pu =
Oeo?=1eCurva2: p=2eoc?=0,25

Observando a representacao das duas curvas, é possivel perceber que a média (1) indica
exatamente o centro de cada distribuigdo enquando o desvio padrao (o) indica a dispersao
dos valores do conjundo em relacao ao centro, ou seja, a curva 1 cujo desvio padrao é o =1
estd mais achatada do que a curva 2 cujo desvio padrao é o = Vo2 é o = 0, 5.

3.1 Calculo de probabilidade envolvendo distribuicao Normal

O célculo da probabilidade envolvendo uma distribuicao normal se baseia em resolver a
integral da fungao densidade de probabilidade no intervalo desejado e é equivalente a area
abaixo da curva de f(z).

P(a<:c<b):P(agxgb):/bf(x)dx

Importante observar que no calculo da probabilidade de um intervalo, nao héa diferenga
entre ser aberto ou fechado uma vez que a probabilidade em um ponto especifico em uma
variavel aleatéria continua ser nula.
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Uma distribui¢ao normal apresenta algumas particularidades:
Retomando o caminhante aleatério simples cujo movimento é equiprovavel, temos p = 0
e 0? =n , podemos calcular através da f.d.p:

L e L
o\ 2w

a probabilidade do caminhante estar em uma posicao qualquer dentro de um certo intervalo.

e Aproximadamente 68% da drea da curva estd localizada entre o valor de u + o,

pto
P(,u—a<x<,u+0):/ f(z)dx =0, 6826

u—o
e Aproximadamente 95% da drea da curva estd localizada entre o valor de p + 20,

e Aproximadamente 99,7% da drea da curva esta localizada entre o valor de u + 30,

O célculo da integral da funcao densidade de probabilidade ¢ feita por aproximagcao usando
o métodos numeéricos visto que ela nao possui uma integral elementar. Porém para efeitos
praticos, nao ¢ necessario calcular a integral, bastando utilizar valores ja listados em tabelas.
Uma tabela possui valores das integrais para varios intervalos da variavel z ~ N (0,1).

P(x)

Probabilidade = 0.68269

Probabilidade = 0.95503

Probabilidade = 0.9973

p'=09973

—45 — -35 -3 -25 -2 -15 =1 -05 0 05 1 15 2 25

Figura 10: Distribui¢do normal X~ N (0,1), drea sob os intervalos + o, &+ 20 ¢ £+ 30

E f4cil perceber pelos graficos acima, que a maior parte da drea sob a curva (68%) esta
compreendida entre o intervalo de + o em torno da média p. E da mesma forma, também é
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possivel verificar que praticamente toda a area esta no intervalo u + 30. E com a ajuda da
tabela, também é possivel perceber o quao raro é a probaliliade de ocorréncia de eventos raros
em uma distribuicao normal quando a variavel x se encontra muito afastada da proximidade
da média, como por exemplo, a ocorréncia de um evento afastado + 3,620 da média, teria
cerca de 0,02% de chance de ocorrer.

4 TEOREMA CENTRAL DO LIMITE - TCL

Na secao destinada ao Caminhante aleatério, nas figuras (2), (3) e (4) é possivel perceber o
comportamento da distribui¢ao binomial quando o niimero de passos n aumenta, o histograma
gerado se aproxima cada vez mais da curva normal. Se o nimero de passos do caminhante
fosse ainda maior o histograma seria ainda mais aproximado da curva normal e isso se deve
ao Teorema Central do Limite.

O Teorema Central do Limite descreve como a distribuicao das médias de uma amostra
aleatoria de uma populacao com variancia finita se comportam quando o tamanho amostral
é suficientemente grande. O teorema aplica-se independentemente da forma da distribuicao
da populagao.

Em sua forma mais conhecida, o TCL ¢é anunciado como:

Teorema 4.1 (Teorema Central do Limite [8]) Seja X, Xo, ... uma sequéncia de varidveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, cada uma com média u e variancia o2
finita e positiva. Entdo, a distribuicao de:

Xy 4+ X,
o\/n

Isto é, para qualquer a € R,

— 7, ~ N(0,1) quando n — oo

lim P{X1+---+Xn—nu Sa} —>L
ovn V2

A utilidade do uso do Teorema do Limite Central reside no fato de que se tomarmos
repetidamente amostras aleatorias e independentes em uma distribuicao qualquer, com n
amostras, se n for suficientemente grande, a distribuicao das médias amostrais se aproximara
de uma distribuicdo normal. Assim, é possivel prever comportamentos de fenomenos do
cotidiano conhecendo apenas os parametros p, o e n.

Esse teorema é a explicac¢do por tras das figuras (2), (3) e (4) que mostram a distribuic¢ao
da probabilidade da posicao do caminhante aleatério. No primeiro instante, a probabilidade
de ir para posi¢ao +1 ou —1 é quase certamente a mesma e apos 4, 9 e 100 passos percebemos
que a distribuicao se aproxima de uma normal, como previsto pelo teorema do Limite Central.

a .2
/ e 2 dx quando n — oo (8)

n—oo

4.1 Aplicagoes do Teorema Central do Limite

O Teorema Central do Limite se refere ao comportamento da distribuicao das médias
amostrais dada por X,, & medida que o tamanho n da amostra cresce, independentemente de
qual seja a distribuicao inicial dos X;. O principal objetivo agora é mostrar que, através do
Teorema Central do Limite, podemos aproximar essa média por uma distribui¢cao normal.
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Na segao (2.2) foi apresentado o conceito de caminhante aleatério simples em uma di-
mensao. Vimos que a probabilidade do caminhante estar em uma posicao qualquer z =
ng — ne, sabendo que nimero de passos n = ng + n. ¢ dada pela equacgao:

n' n+x n—x
("5 ,(%55)
n+—arx n—r p 2 q
(TN
Agora suponha que se queira calcular a probabilidade da posigao do caminhante estar
entre a posi¢ao 12 e 16 apds 30 passos dados para p =q = 1/2:

Pu(z) =

P3y(12 <2 <16) = P(x = 12) + P(x = 14) + P(xz = 16)

Para realizar essa conta temos que calcular diversos fatoriais para encontrar Psy(12) =
0,01332, P3y(14) = 0,00545 e P3y(16) = 0,00189
Assim a probabilidade do caminhante estar entre a posicao 12 e 16 em 30 passos sera:

Observe que para valores pequenos de n, o calculo da probabilidade é relativamente sim-
ples, porém a medida que o valor n aumenta, o calculo do valor de n! e a poténcia de p e g
se tornam bastante trabalhosos sem o auxilio de métodos computacionais.

Com o auxilio do Teorema Central do Limite, basta que tenhamos a média i e a variancia
o? para determinar uma estimativa de probabilidade.

E(X)=p=n(p—q) =0

Var(X) = 0 = 4npq = 30
Como queremos descobrir a probabilidade do caminhante estar
P3(12 < 2 < 16)
Entao pelo TCL temos:
16/v30

1 / -
V 2T 12/\/%

e 2 dx
E ao calcular por métodos numéricos ou através de consulta de tabelas normal padroni-
zadas, encontramos:

P30(12<9§'< 16) =

Py(12 < < 16) = 0,017

Que é um valor bastante razoavel, visto que a dificuldade de tabalhar com binomiais é
eliminada.

5 VOOS DE LEVY

Apesar do modelo normal estudado a partir da se¢ao 3 possuir uma grande aplicacao em
situacoes do cotidiano, pode se mostrar insuficiente para descricao mais precisa de eventos
fisicos cuja chance e ocorréncia sejam raras, uma vez que em uma distribuicao normal tais
eventos assumirao valor que tenderao a zero, enquanto na verdade poderao apresentar uma
probabilidade diferente de zero. Estudos empiricos nos mostram que os processos de Lévy
descrevem de forma mais realistica alguns tipos de eventos por permitir caudas pesadas e
apresentar assimetria quando comparadas com uma distribui¢ao normal.
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5.1 Processo Estocastico

Um processo estocastico é uma familia de variaveis aleatérias que evolui no tempo: preco
de uma acao, cotacao de moedas, temperatura em uma regiao. Formalmente, pode ser
definido por uma lei de probabilidade para a evolucao da variavel X ao longo de um periodo
de tempo t. De modo que t; < ty < t3 e assim, sucessivamente, obtendo a probabilidade de
que os correspondentes X, X5, X3... ou seja, no tempo t; observa-se o valor X;, no tempo
to observa-se o valor X, e assim sucessivamente, portanto:

X ={X|teT}

é definido como uma colegao de variaveis aleatérias { X; } indexadas por um parametro t
pertencente a um conjunto T. X; representa uma caracteristica mensuravel de interesse no
tempo t, por exemplo, posicao de um caminhante aleatério no tempo ;.

Exemplo 1: Seja X = { X; | t > 0 }, onde X; = Prego de uma agao no instante ¢. No
caso, t € [0,00), X; € [0,00).

Exemplo 2: Seja X = { X, | n > 0} onde X,, = Nimero de ligagoes atendidas no dia n,
em um escritério. Aqui, n =0, 1,2, ... e X,, € N.

Na figura a seguir, temos a simulagao de 5 trajetérias do movimento Browniano no in-
tervalo [0, 1]. Todos as 5 trajetérias sao formuladas de acordo com as mesmas regras, porém

cada uma delas, apresentou um trajeto diferente.

Trajetorias - Movimento Browniano

v It
w0 N
o v v
= A AL/
o, MA
z i L i $ \\'\‘ .'\
S ¥ L L : '
;r'l . = 2 :'-"‘. /M 't /
§ -1 tb\,.'\‘.'- W / 'ﬂl H".\ f b ? | L.; i’ e \/Jf‘”" \"'\
1~(’\: W / ‘ \_\ M ‘\
,«\ i f\/ jﬁl L\’ /(”"I \ r\-{j\fﬂ\("‘"’\ l\a{\’% N ﬂ I\ W
R W oy Y FL A A Aaperd [ M
W J\"\‘n \ i N s l'/"f\, ‘.\ M v ApgN A W A A ¥ J WA
_ N\Vf S
8 | Vi,
L
A N\-\VR M M '.', Y
\ f‘ i .'\J‘l
-
T T T T T T
00 02 04 06 08 10
Tempo

Figura 11: Trajetéria de um movimento Browniano ao longo do tempo

O processo estocastico pode ser classificado em 4 categorias: Tempo discreto e espago de
estado discreto, se ambos t e X; € N, podemos citar como exemplo o niimero de atendimento
de telefonemas a cada hora. Tempo continuo e espago de estado continuo,se ambos t e X,
€ R, visto no estudo do Movimento Browniano que é o limite de uma distribuicao binomial
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com tempo e passos continuos. Tempo discreto e espaco de estado continuo, se ot € N e
a imagem X; € R, encontrado no estudo de séries temporais e por tltimo, Tempo continuo
e espaco de estado discreto, se t € R e X; € N, como exemplo no estudo de populagao de
bactérias a cada instante ¢ do tempo.

5.2 Processo de Lévy

O Processo de Lévy, é um processo estocédstico que contém incrementos independentes e
estacionarios, ou seja, ele representa o movimento de um ponto cujos deslocamentos sucessivos
sao intervalos aleatorios e independentes, e estatisticamente idénticos em diferentes horérios
do mesmo comprimento.

Um exemplo elementar de processo de Lévy, é o movimento Browniano visto na subsecao
sobre Caminhantes Aleatorios.

Mais precisamente um processo estocédstico X = { X; | t > 0 } é denominado processo de
Lévy se satisfaz as seguintes condigoes:

e X, = 0 quase certamente.

e Independéncia dos incrementos: Para qualquer 0 <t <ty < ... <1, <00, Xy, - Xy,
Xiy - Xyy, Xy, - Xy, , sao independentes.

Um processo estocastico de tempo continuo atribui uma variavel aleatéria X; para cada
ponto t > 0 no tempo. Os incrementos de tal processo sao as diferengas X;, - X;, |
entre os seus valores em momentos diferentes ¢,,_; < t,. Um processo é independente
quando os incrementos X;, - X;, , e X, — X,_1 sao variaveis aleatérias independentes
sempre que os dois intervalos de tempo nao se sobrepoem.

e Incrementos estacionarios: Para qualquer t,,_; < t,,, X;, - X;,_, é igual em distribuigao
de th72 - th73.

Considerar um incremento como estacionario significa que a distribuicao de probabi-
lidade de qualquer incremento X; - X; , depende apenas do comprimento ¢, — ¢,
do intervalo de tempo, incrementos em intervalos de tempo longos sao igualmente dis-
tribuidos de forma idéntica.

e Continuidade em probabilidade: Para qualquer € > 0 e ¢ > que considera que lim,_,q P(|X;1p—

Xt‘ >€) = 0.

Ja foi mencionado anteriormente que uma distribuicao qualquer com média bem definida
e variancia finita, tende a uma distribuicao normal, e esta, devido a sua natureza, apresenta
valores concentrados em torno da sua média, ou seja, os valores de |z| < o, da parte central
da distribuicao, possuem maior probabilidade de ocorréncia em detrimento da probalilidade
de ocorréncia nas suas caudas, e esse fato, apresenta uma limitacao para a determinacao de
informacoes relativas aos valores extremos.

A tabela abaixo apresenta a probabilidade de um evento esperado ocorrer fora do intervado
i £ no. Por exemplo, sabe-se que a probabilidade de um evento esperado ocorrer dentro do
intervalo de p + 10 é de 0,68269, assim, a chance de ocorréncia fora desse intervalo é de cerca
de 0,317, ou seja, ha uma chance ocorréncia de um evento esperada de 1 vez a cada 3 eventos,
supondo cada evento como 1 dia, podemos dizer que a ocorréncia aproximada é de 1 vez a cada
3 dias. O mesmo ocorre quando n e igual a 2, ou seja u £ 20, a probabilidade de ocorréncia
fora desse intervalo é de 0,045 e ocorrerd 1 vez a cada 22 eventos ou aproximadamente 22 dias.
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Tabela 1: Probabilidade P(|X| > n), ser maior ou igual a n vezes o desvio padrao

n | P(|X| > n) Eventos

1 0,317 1 vez a cada 3 eventos

2 0,045 1 vez a cada 22 eventos

3 0,0027 1 vez a cada 370 eventos
41 6,3x107° | 1 vez a cada 15.787 eventos

Porém, em certo momento, quando os valores se afastam muito da média, a probabilidade se
torna cada vez menor como por exemplo, valores fora do intervalo de p + 40, cuja chance de
ocorrencia seria de apenas 1 vez a cada 15.787 eventos.

E o que aconteceria se uma distribuicao tivesse grandes valores para a variancia ou até
mesmo uma variancia infinita?

“+oo
/ 2 f(x)dr — oo

—0o0
Esse foi o questionamento levantado por Paul Lévy em 1925 quando generalizou o Teorema
Central do Limite desconsiderando a necessidade da variancia ser finita. Em seus trabalhos
ele mostrou que uma distribuicao normal ou gaussiana é um caso especial e uma categoria
mais geral chamada de distribuicao Estaveis de Lévy .
Uma expressao em termos de fungoes elementares para a densidade de probabilidade,
também conhecida como Alfa-Estével (AE), s6 é encontrada em trés tipos especiais:

X ~ AE(a, 3,7, 61, 1)
e Distribuicao normal: paraa =2e =0

g
X ~ N(p,0?) = AFE(2,0, —, 11,1
(n,0%) = AB(2,0, 75,1, 1)

1

fle) = —=e 27
oV 2T

e Distribuigao de Cauchy: paraa =1e¢ =10
X ~ Cauchy(d,v) = AE(1,0,v,0,1)

1
f(x):m

e Distribuicao de Lévy: para a = % ed=1
1
X ~ Levy(d,v) = AE(ﬁ’ 1,7,0,1)
1 —
fx) =/ 7=————=€9,0 <z < o0
No caso geral uma distribuicao estavel descrita por sua funcao caracteristica:

(i6t — ~[t|* [1 — iftan™Esign(t)]) se o # 1
(i6t — ~[t|* [1 +iB2 In|t|sign(t)]) se a =1

Ing(t) = InE(e"™) = {
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—1set<0
sign(t) =<0 se t =0
1set>0

E como visto um pouco acima, a partir da funcao caracteristica, e possivel formular uma
forma fechada para as trés distribuigoes: Normal, Cauchy e Lévy.
Os parametros «, 5,7, e ¢ tem suas definicoes a seguir:

e a € (0,2], chamado de expoente caracteristico ou indice de estabilidade. Expoente

caracteristico, 0 < a < 2, no caso da distribuicao de Lévy, a:%, é um numero que
determina o indice de cauda, quanto menor o valor de o, mais pesada sera a cauda com
picos maiores. Comparada com a distribuicao normal a massa de probabilidade nas
abas é tanto maior quanto menor for o valor de o« . A variancia de uma distribuicao
serd finita quando o caso limite de « for 2 . Quando o < 2, os momentos absolutos de
ordem inferior a « existem, enquanto que os momentos de ordem superior ou igual a «

nao existem. Portanto, a média existe sempre desde que o > 1.

e € [—1,1] O parametro /5 é um indice de assimetria, em distribui¢ao simétrica 5 =0 ,
é assimétrica positiva quando 5 > 0 e é assimétrica negativa quando 5 < 0 (o grau de
assimetria é tanto maior quanto menor for o valor de ).

e 7 € (0,400) O parametro de escala, é positivo e mede a dispersao ou a escala da
distribuicao. E andlogo a variancia de uma distribui¢ao normal.

e 0 € R é um numero real qualquer e pode ser visto como uma medida de posicao.
E analogo 4 média de uma distribuicao. A medida que § aumenta, a distribuicao se
desloca para a direita.

Uma distribuicao de Lévy, ao contrario de uma distribuicao normal em que apresenta
simetria e um formato caracteristico de um sino, possui um grau de curtose maior, possui
uma forma leptoctrtica, o que faz com que apresente um volume de dados muito maior
ao longo da cauda. Além disso, podem permitir assimetria dependendo das varidveis que
sejam tomadas. Outra caracteristica que a difere de uma normal é o fato de possuir uma
variancia infinita. O formato das caudas exibe um comportamento de uma Lei de Poténcia

[4], aproximadamente do tipo
P(z) ~ Cla| =0+,

quando
r— 00,0 < a<?2,
se a < 2, terd uma cauda mais pesada e mais precisamente no caso da distribuicao de Lévy,
tera a = %
A tabela a seguir [6], traz um comparativo entre a probabilidade de um evento estar
acima de n desvios padrao ou n parametros de escala em uma distribuicao normal e uma

distibuicao Lévy respectivamente.
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Tabela 2: Probabilidade de ocorréncia de um evento acima de n desvios padrao ou n
parametros de escala

Normal Lévy
0,5 aprox. 1

0,1587 0,6827

0,0228 0,5205

0,001347 0,4363
0,00003167 0,3829
0,0000002866 | 0,3453

QY| W N~ OB

e Distribuicao normal: para y=0e o = 1.

e Distribuicao de Lévy: parad =0e vy = 1.

—_

1 1
g(r) = E(w)%

Probabilidade
14
f(x)
X
o /\’/g( )
I 1V ————— . —
1.5 0g 05 1 i.5 2 25 3 35 4 45 5 O— 011/‘)/
-05 1 -
O para dist. normal

o 7Y para dist. de Lévy

Figura 12: FDP da Normal com média 0 e desvio padrao 1 e FDP da distribuicao de Lévy
com parametro de escala 1 e medida de posicao igual a 0

Na tabela (2) temos n representando desvios padrao (o) no caso da distribuigao normal
ou parametros de escala () no caso da distribuicao de Lévy, em ambos os casos, p e § sao
iguais a 0. Quando n = 0 (acima de 0 desvios padrao), significa que a chance de um evento
ocorrer exatamente acima da média na distribuicao normal é de 0, 5, enquanto na distribuicao
de Lévy é de aproximadamente 1, quando n = 1, temos a chance do evento ocorrer acima
de 1 desvio padrao em relacao a média na distribuicao normal igual a 0, 1587, enquanto na
distribuicao de Lévy a chance de ocorréncia igual a 0, 6827, da mesma forma, ao tomar n = 4,
significa que a chance do evento ocorrer acima de 4 desvios padrao em relagao a média na
distribuicao normal é extremamente reduzida, apenas 0,00003167 enquanto na distribuicao
de Lévy ¢é relativamente facil 0, 3829.

Vejamos algumas representacoes do formato das distribuicoes ao variar os parametros vy
e 0 na Distribui¢ao de Lévy X ~ Levy(d, )
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Figura 13: Densidade de probalibidade: FDP de Lévy mantendo § = 0 e f(x) com v = 1,
g(x) com y=2e h(x) comy=5

. 11 N R / 1 1 L o 1 1 —
® f(’]j) = %1; € 2z - g(')’j) = %Wﬁ 2(z-1) @ h(l’) — gwc ’2(.1"1—2)
2 T — 2 xTr — 2
P(x)
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o T o2 04 0.6 08 179 12 14 16 1.8 2h 22 24 216 28 3 32 34 36 38 4 7

-02

Figura 14: Densidade de probalibidade: FDP de Lévy mantendo v = 1, f(z) com § = 0,
g(x) com §d =1e h(x) com 6 =2

E possivel perceber claramente nos dois graficos acima, o quanto a cauda é mais longa
quando comparada com uma distribuicao gaussiana.

5.3 Voos de Lévy

Os voos de Lévy, representam uma classe de processos aleatorios nao gaussianos cujos
incrementos estacionarios sao distribuidos de acordo com uma distribuicao estavel de Lévy.
Os voos de Lévy sao processos estocasticos cujos passos individuais tém comprimentos dis-
tribuidos com a funcao de densidade de probabilidade P(x) decaindo em uma cauda pesada
de acordo com

P(x) ~ Cla] "0+,

Devido a divergéncia de sua variancia, passos extremamente longos podem ocorrer, e tra-
jetorias tipicas sao auto-similares, em todas as escalas mostrando grupos de passos mais
curtos, intercalados por longos trajetos.

Na imagem seguinte (15) é mostrado um comparativo entre o movimento Browniano e
um voo de Lévy, ambos com o mesmo nimero de movimentos, n = 7000. De forma similar
a figura, na sessao (6) serd apresentado um jogo em que serao comparados movimentos de 2
tipos de caminhantes, um caminhante simples, em que a cada instante pode se movimentar
em 4 direcoes distintas em igual probabilidade e com o mesmo tamanho de passo, enquanto o
outro caminhante adaptado que simula um movimento com caracteristicas dos Voos de Lévy,
podendo se movimentar em 4 diregoes porém, o tamanho dos passos obedecerda uma regra
diferente em que na maior parte das vezes, serao curtos e em algumas raras ocasioes, poderao
ocorrer passos muito grandes, algo impossivel no caminhante simples.
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Figura 15: Comparativo entre trajetoria Gaussiana a esquerda e uma trajetéria de Lévy a
direita, ambas com 7000 movimentos [2]

A construcao de um voo de Lévy pode ser executada seguindo a seguinte estratégia:

e O caminhante d& saltos ou passos onde o tamanho é retirado de uma distribuicao cuja
variancia é infinita. No caso de um Voo de Lévy, o tamanho do salto é retirado da
distribuicao de Lévy

1
X ~ Levy(d,v) = AE(E’ 1,7,6,1)
f(x) = —.—3.62(;1‘5),5 < x < 00,

e O tempo de espera para realizacao do salto seguinte é retirado de uma distribuicao cuja
variancia seja finita, podendo ser utilizado qualquer tipo de distribuicao, desde que a
condicao de ter variancia finita seja cumprida, por exemplo, um salto a cada 1 seg.

6 VOOS DE LEVY E UMA PROPOSTA PARA O
USO NOS ANOS FINAIS DO ENSINO MEDIO

Esta secao destina-se a apresentar algumas propostas de atividades a serem aplicadas
no Ensino Médio. Estas atividades vao buscar o conceito intuitivo que os alunos possuem
acerca de probabilidade e estatistica, o principal objetivo desta secao é mostrar que esses dois
conceitos nao estao apenas nos estudantes ou profissionais das areas afins como matematica
e estatistica, encontra-se nas pessoas, independentemente de seu grau de escolaridade ou
area de atuacao, isso porque estes conceitos estao no mundo em que vivemos. Infelizmente,
muitas pessoas nao se deparam ou nao sao estimuladas a refletir nestas situacoes que exigem
tal compreensao e por isso julgam como dispensaveis.

Segundo a proposta curricular da Secretaria de Educacao para o Ensino Médio, em con-
junto com o PCNEM (BRASIL, 1999), o aluno, no dever de suas atribuigoes, deve ser capaz
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de utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a construcao de
argumentacao com o intuito de avaliar propostas de interven¢ao na realidade que o cerca.
Vamos apresentar duas atividades em sala de aula onde os alunos colocarao em pratica seus
conhecimentos, mostrando o quanto aprenderam acerca do conteido que estao estudando
agora ou que ja estudaram. A primeira atividade relaciona conceitos de probabilidade. A
segunda atividade relaciona o conceito de média ou valor esperado enquanto a terceira, se
destina a construir dois trajetos, um seguindo movimento gaussiano através do caminhante
aleatorio e outro na tentativa de apresentar um movimento nao gaussiano em que passos mais
longos do que o esperado podem acontecer.

Atividade 01:

Separar a sala em 2 grupos os quais chamaremos de grupo A e grupo B. Ao grupo A sera
dado um dado de 4 faces numerado de 1 a 4 e uma folha A3 quadriculada e ao grupo B,
serd entregue 1 dado de 4 faces numerado de 1 a 4, uma roleta identificada como tamanho
de passo e uma folha A3 quadriculada.

Nesta atividade o professor questionara aos alunos:

e (): Espaco amostral no lancamento dos dados de 4 faces.

e F: Cada evento do espaco amostral (2). Questionar alguns eventos possiveis em cada
grupo.

e P(E): Probabilidade de um evento acontecer.

e n(FE): numero de vezes que um evento F ocorre nas primeiras n repetigoes do experi-
mento.

Algumas perguntas pertinentes para o grupo A:

Qual é o espaco amostral para uma tunica jogada de dados?

Qual a probabilidade de sair cada face em uma jogada?

Qual a probabilidade de sair par e impar em uma tnica jogada?

E se o dado for jogado 2, 3 ou mais vezes, qual seria o espaco amostral em cada caso?

Qual seria a probabilidade de ocorrer digamos, face 1, 2, e 3, nesta ordem, no langamento
do dado 3 vezes seguidas?

Algumas perguntas pertinentes para o grupo B:

e Qual é o espaco amostral para uma tnica jogada de dados?

Qual a probabilidade de sair cada face em uma jogada?

Qual a probabilidade de sair par e impar em uma unica jogada?

E se o dado for jogado 2, 3 ou mais vezes, qual seria o espago amostral em cada caso?

Qual seria a probabilidade de ocorrer digamos, face 1, 2, e 3, nesta ordem, no langamento
do dado 3 vezes seguidas?
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e Observando a roleta referente ao tamanho dos passos, qual tamanho tem maior proba-
bilidade de ocorrer?

e Sabendo que cada cor destacada, equivale a um tamanho de salto, qual seria o tamanho
do salto com menor probabilidade de ocorrer?

Apoés a realizagao desta atividade, o professor trocara os dados e roleta entre os grupos
para que todos tenham as mesmas experiéncias.

Atividade 02:

Com os grupos ja devidamente separados vamos construir os caminhantes.
O grupo A seguira as seguintes regras:

e Em posse da folha A3 quadriculada, marcar no centro dela, a origem do plano cartesi-
ano.

e Partindo da origem, marcar um ponto em uma coordenada qualquer para servir de alvo
do caminhante aleatério, digamos que o alvo esteja em A(6,5).

e Jogar o dado de 4 faces para cada passo do caminhante sendo que cada nimero indica
o sentido e a direcao do movimento como a seguir:
— Face 1 - mover 1 unidade para a direita.
— Face 2 - mover 1 unidade para cima.
— Face 3 - mover 1 unidade para a esquerda.
— Face 4 - mover 1 unidade para baixo.

e Jogar o dado simulando 50 passos ligando cada ponto atingido pelo caminhante e ob-
servar a posi¢ao em relacao ao alvo.

e Continuar os movimentos até atingir 100 passos e observar a posi¢ao em relacao ao
alvo.

e Continuar os movimentos até atingir 200 passos e observar a posicao em relagao ao
alvo.

Resultados possiveis:
Um exemplo possivel de movimento construido com 50 passos, completado até 100 passos e
na sequéencia 200 passos.

Figura 16: Exemplos de trajeto realizado (Movimento Browniano) - Elaborado pelo autor
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Figura 17: Trajeto realizado pelo caminh
ano) - Elaborado pelo autor

ante aleatério apds 50 passos (Movimento Browni-

«ALvo

Figura 18: Trajeto realizado pelo caminhante aleatério apds 100 passos (Movimento Brow-

niano) - Elaborado pelo autor
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Figura 19: Trajeto realizado pelo caminhante aleatério apds 200 passos (Movimento Brow-

niano) - Elaborado pelo autor

Observe que as figuras acima seguem o movimento Browniano.
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Tabela 3: Construcao dos intervalos e distancia entre tracos na roleta

Cor Intervalo | Distancia entre tragos
Roxa 0a25 1
Azul 25 a 125 5
Verde Escuro | 125 a 600 25
Verde Claro | 600 a 1600 50
Amarelo 1600 a 3000 100
Laranja 3000 a 6000 500
Vermelho 6000 2500
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Tabela 4: Funcao densidade acumulada de cada intervalo

Cor FDA Intervalo (valor de x)
Roxa & f(x)dx 0<x<25
Agul 30 f(z)dr | 25 < x < 125

)
% f(a)
Verde Escuro | [2° f(z)dx 125 < x < 600
Verde Claro Oﬁ f(z)dx 600 < x < 1600

(z)

(z)

(z)

Amarelo | [0 f(z)da | 1600 < x < 3000
Laranja 250 f(x)dx 3000 < x < 6000
Vermelho J2° f(x)d x > 6000

e Rodar a roleta para determinar o tamanho do passo. Aqui é exigido um pouco de
cuidado pois ela foi construida na tentativa de simular um voo de Lévy. O local de
parada da roleta indica o tamanho do passo de acordo com a regra.

Para a sua construcao, foi levado em consideracao o fato de que, em geral os passos
dados pelo caminhante sao pequenos em sua grande maioria, porém eventualmente e
nao muito raro, grandes saltos podem acontecer. Diversas tentativas foram testadas
utilizando a distribuicao de Lévy, mantendo § = 0 e variando o paramentro v e apds
diversas construcoes, o parametro v = 0, 1 foi o que apresentou os melhores resultados.

e O angulo formado entre cada intervalo da roleta é calculado da seguinte forma:

— 1°) Para cada intervalo, calcular a FDP acumulada e em seguida multiplicar por
360°. Assim, dada a distribuicao de Lévy.

1 =7
f(z) = l.—g.ew*é) com~vy=01ed=0

2. (CE’ — 5) 2
basta calcular por algum recurso computacional a FDA para cada intervalo:
e O tamanho do passo é calculado por:

_ valor de cada trago
B 10

Assim, caso o ponteiro da roleta pare em 325, o deslocamento sera igua a 32,5 quadrados.

e Jogar o dado e a roleta, simulando 50 passos ligando cada ponto atingido pelo cami-
nhante e observar a posicao em relacao ao alvo.
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e Continuar os movimentos até atingir 100 passos e observar a posicao em relagao ao
alvo.

e Continuar os movimentos até atingir 200 passos e observar a posicao em relagao ao
alvo.

Resultados possiveis:
Um exemplo possivel de movimento construido com 50 passos, completado até 100 passos e

na sequéencia 200 passos.
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Figura 21: Exemplos de trajeto realizado (Movimento Browniano) - Elaborado pelo autor
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Figura 22: Trajeto realizado pelo caminhante aleatério utilizando voos de Lévy apds 50 passos
- Elaborado pelo autor

Os alunos perceberao que a probabilidade de dar saltos com tamanho entre 0 e 1 é bastante
grande, porém os saltos raros, quando acontecem, extrapolam muito um movimento habitual
o que faz com que a varredura do campo seja bem mais eficiente do que um caminhante
aleatorio anterior.
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Figura 23: Trajeto realizado pelo caminhante aleatério utilizando voos de Lévy apds 100
passos - Elaborado pelo autor

= =
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Figura 24: Trajeto realizado pelo caminhante aleatério utilizando voos de Lévy apds 200
passos - Elaborado pelo autor

Apos a realizacao desta atividade, o professor trocard, os dados e roleta entre os grupos
para que todos tenham as mesmas experiéncias.
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Professor podera estimular os alunos questionando sobre:

Qual dos dois caminhantes possuem deslocamentos mais concentrados e quais estao
mais dispersos?

e Qual dos dois tipos de movimentos possuem maior chance de atingir o alvo?

e Se um animal segue um dos dois movimentos para busca de alimentos, qual seria o mais
interessante em locais com fartura de alimento?

e E qual seria mais interessante para locais com pouca fartura?

e Imagine que um alvo esteja préximo do ponto de partida do caminhante (origem) qual
dos dois tipos de movimento seria mais iteressante para atingir aquele alvo? Por que?

e Observe o desenho formado pelos dois tipos de movimentos e tente caracteriza-los:
Varredura minuciosa em uma area menor e varredura superficial em um area maior.

7 CONCLUSAO

Neste trabalho foi feito de forma objetiva, uma introducao aos principios béasicos da te-
oria da probabilidade e da estatistica. Foram abordados os tipos de variaveis estatisticas,
discretas e continuas, as caracteristicas de uma caminhante aleatério unidimensional e o
comportamento que assume ao serem realizados um numero suficientemente grande de movi-
mentos. Foram abordados também as distribuicoes normais e o Teorema Central do Limite
e sua importancia para aplicacoes praticas.

Por fim, foi apresentado a Teoria dos voos de Lévy, e suas principais diferencas quando
comparada com uma distribuicao normal. Como uma proposta de apresentacao do tema a
alunos do ensino médio, foi criada uma aplicacao didatica através de um jogo que simula um
caminhante aleatorio simples e um caminhante Lévy, em busca de um alvo.

Com a aplicacao do jogo do caminhante, é esperado que os alunos sejam capazes de
compreender o fator aleatoriedade e perceber a diferenca entre um caminhante Browniano e
um caminhante que simula um Voo de Lévy. Por fim, refletirem sobre qual o melhor tipo de
movimento quando um alvo estd préximo do ponto de partida (busca local) e qual o melhor
quando o alvo estd longe do ponto de partida (busca global).
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