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Resumo

Neste trabalho faremos um breve estudo a respeito do calculo de areas e compri-
mentos destacando como esses podem ser apresentados no ensino médio, em seguida
faremos uso do calculo diferencial e integral para estendermos os célculos de areas e
comprimentos. Para isso, estudaremos um pouco da evolugao do célculo na historia
e seus conceitos “bésicos”, além das defini¢oes de areas, comprimentos, e aplicacoes
do limite, derivada e integral. Ressaltamos que a disposicao contida neste material

didatico nao se encontra em um unico livro didatico adotado nas escolas.

Palavras-chave: Calculo, Integral, Geometria, Areas, Comprimentos.



Abstract

In this work we will make a brief study on the calculation of areas and lengths
highlighting how these can be presented in high school, then we will use the differen-
tial and integral calculus to extend the calculations of areas and lengths. Therefore,
this study some of the developments in the history of calculus concepts and their
“basic”, beyond the definitions of areas, lengths, and applications of limit, derivative
and integral. We emphasize that the provision contained in this learning material

is not in a single textbook adopted in schools.

Keywords: Calculus, Integral, Geometry, Areas, Lengths.
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Introducao

O século XVIII foi extremamente produtivo para o desenvolvimento da mate-
mética, gracas, em grande parte, as novas e vastas areas de pesquisa que nela se
abriram. Sem duvidas, a realizacao na matemaética mais marcante do periodo foi
a invencao do calculo infinitesimal, criado por Isaac Newton e Gottfrie Wilhelm
Leibniz, proximo do final do século. A partir dessa invencao, a matemaética criativa
passou a um plano superior, finalizando a histéria da matemaética elementar.

E relevante citar que o desenvolvimento histérico do calculo segue a ordem in-
versa da que encontramos nos livros atuais, onde, historicamente surgiu primeiro o
calculo integral e s6 muito tempo depois o calculo diferencial. A ideia de integracao
teve origem em processos somatorios ligados ao cdlculo de certas areas, volumes e
comprimentos. A diferenciagao, criada bem mais tarde, resultou de problemas sobre
tangentes a curvas, além dos problemas envolvendo maximos e minimos. Mais tarde
ainda, verificou-se que a integracao e a diferenciacao estao “relacionadas” entre si,
podendo ser vistas como operacoes “inversas’.

Através dos processos utilizados para calculo de areas e comprimentos no ensino
médio, muitas vezes as formulas sao apresentadas sem nenhuma justificativa, nesse
trabalho procuraremos no Capitulo 1 contar um pouco da histéria do célculo, desde
o método da exaustao de Eudoxo, até Newton e Leibniz, em seguida, nos Capitulos 2
e 3, realizamos a aplicacao da integral no calculo de areas e comprimentos, respecti-
vamente. Na parte inicial desses dois capitulos, procuraremos mostrar justificativas
matematicas para cada uma das formulas de areas e comprimentos utilizadas no
ensino basico.

Por fim, no Apéndice A, apresentamos um estudo de limites, continuidade, deri-
vadas e integrais, para podermos enunciar o Teorema Fundamental do Célculo, uma

importante ferramenta presente nos Capitulos 2 e 3. No Apéndice B sugerimos dois

X



exercicios que podem ser aplicados no ensino béasico com o intuito de expandir o

calculo de areas e comprimentos.



Capitulo 1

Um Pouco da Historia do Calculo

Estudaremos neste capitulo um pouco do desenvolvimento histérico do célculo,

desde Eudoxo, até Newton e Leibniz.

1.1 O Método de Exaustao de Eudoxo

Os primeiros problemas da histéria do célculo falava a respeito do célculo de
areas, volumes e comprimentos de arcos. Em suas abordagens encontram-se indi-
cios de duas suposicoes, onde nelas é valido admitir-se que uma grandeza pode ser
subdividida indefinidamente ou que essa é formada de um nimero muito grande de
partes atomicas indivisiveis.

O método da exaustao é um método utilizado para determinar a area de uma
figura inscrevendo-se dentro dela uma sequéncia de poligonos em que a soma das
areas converge para a area da figura desejada. Quando a sequéncia é corretamente
construida, a diferenca entre o n-ésimo poligono e a figura que os contém serd muito
pequena quando n for muito grande. A medida que essa diferenca se torna arbitra-
riamente pequena, os valores possiveis para a area da figura sao sistematicamente
“exauridos” pela limitacao inferior imposta pelos poligonos cada vez maiores. A
teoria foi colocada em termos rigorosos por Eudoxo de Cnido.

Nesse método admite-se que uma grandeza possa ser subdividida indefinidamente

e sua base é a proposicao abaixo.

Proposicao 1.1 Se de uma grandeza qualquer subtrai-se uma parte nao menor que

sua metade, do restante subtrai-se também um parte nao menor que sua metade,
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e assim por diante, se chegard por fim a uma grandeza menor que qualquer outra

predeterminada da mesma espécie.

No método da exaustao normalmente requeria-se uma forma de prova por con-
tradicao, conhecida atualmente por reducao ao absurdo, que se resume a encontrar
a area de uma regido comparando-a primeiro a area de uma outra regidao (que pode
ser “exaurida” de forma que se aproxime da verdadeira area). A prova requer que
se assuma que a area verdadeira seja maior que a segunda area e entao provar que
essa suposicao é falsa, e em seguida que se assuma que a verdadeira area é menor
que a segunda provando que essa assercao também é falsa, donde por uma dupla

reducao ao absurdo demonstra-se o que ¢ solicitado.

1.2 O Método de Equilibrio de Arquimedes

Um dos maiores mateméaticos do periodo helenistico e de toda a antiguidade foi
Arquimedes (287—212 a.C.). Suas mais importantes contribui¢oes & Matematica fo-
ram feitas no dominio daquilo a que agora chamamos Cdlculo Integral, com teoremas
sobre areas, figuras planas e volumes de corpos solidos. No livro de Arquimedes so-
bre A esfera e O cilindro encontra-se a expressao para a area da esfera (apresentada
como sendo quatro vezes a de um circulo méaximo).

Dos antigos, uma das aplicacoes mais elegantes do método da exaustao foi dada
por Arquimedes, onde um dos exemplos mais antigos diz respeito a area de um seg-
mento parabodlico, a qual é conhecida como Quadratura de um Segmento Parabolico
(ou Quadratura da Pardbola).

A expressao de Arquimedes nos conduz ao seguinte teorema:

Teorema 1.1 A drea de um segmento parabolico é quatro tercos da drea de um
triangulo inscrito com a mesma base que o segmento da pardbola e cujo vértice é o

ponto onde a tangente a pardbola € paralela a base.

Demonstracao: Sejam A e B extremidades do segmento parabolico, além disso,
sejam C', D e E os pontos do arco de segmento paraboélico obtidos tracando-se LC,
MD e NE paralelos ao eixo da parabola pelos pontos médios L, M, e N de AB,

CA e CB, respectivamente, conforme a Figura 1.1.



O Meétodo de Equilibrio de Arquimedes CAPITULO 1

Figura 1.1

Usando a geometria da parabola, Arquimedes mostrou que:

ACDA+ ACEB = AACE

Repetindo esse raciocinio sucessivas vezes, obtém-se que a area do segmento para-

bolico é dada por:

AABC | AABC | AABC

1 12 JE
1 1 1

— AABC. (1+Z+E+E+”'>

N J/

ASeg. Par. — AABC +

P
Soma dos termos de uma P.G. infinita

L=

= %AABC’

O método da exaustao é visto como maior precursor dos métodos do célculo,
porém o método de exaustao é rigoroso mas estéril, pois uma vez que conhecida uma
formula, o método da exaustao pode ser uma importante ferramenta para demonstra-
la, porém o método por si s6 nao descobre essa formula. Entao surge a pergunta:
Como Arquimedes descobria as formulas que tao elegantemente demonstrava pelo
método da exaustao?

A resposta veio em 1906 com a descoberta de um tratado, intitulado O M¢é-
todo, enviado por Arquimedes em forma de carta a Eratostenes, tratado esse que se

encontrava perdido desde os primeiros séculos de nossa era. A ideia central de O
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Meétodo era a seguinte: Para determinar uma drea ou um volume, corte a regiao cor-
respondente num numero muito grande de tiras planas, ou de fatias paralelas finas,
e (mentalmente) pendure esses pedagos numa das extremidades de uma alavanca
dada, de tal maneira a estabelecer o equilibrio com uma figura de drea ou volume e
centroide conhecidos.

Em todos seus trabalhos, Arquimedes combinou uma originalidade de raciocinio
surpreendente com uma admiravel técnica de calculo e rigor na demonstracao. Ar-
quimedes diferia-se da maior parte dos mateméaticos gregos pela sua capacidade de
calculo. Nas suas abordagens de areas, Arquimedes chegou a resultados equivalentes
a muitas integrais definidas que utilizamos nos dias de hoje, onde com os métodos
atuais de calculos de limites podemos verificar que o método de equilibrio de Ar-
quimedes é perfeitamente rigoroso, e esse confunde-se com a esséncia da moderna

técnica de integracao.

1.3 Primeiros Passos da Integracao na Europa Oci-

dental

No periodo que vai das notaveis realizacoes de Arquimedes até, praticamente, os
tempos modernos, a teoria da integracao quase nao foi utilizada. Sé por volta de 1450
os trabalhos de Arquimedes chegaram & Europa Ocidental, através de uma traducao,
achada em Constantinopla, de uma copia (do século IX) de seus manuscritos. Essa
traducao foi revisada por Regiomontanus e impressa em 1540. Alguns anos mais
tarde apareceu uma outra traducao. Mas s6 por perto do inicio do século XVII as
ideias de Arquimedes passaram por outros desdobramentos.

Dois dos primeiros matematicos dos tempos modernos a usarem métodos com-
paraveis aos de Arquimedes foram o engenheiro Flamengo Simon Stevin (1548-1620)
e 0 matematico italiano Luca Valerio (1552-1618). Ambos tentaram evitar a dupla
“reduction ad absurdum” do método de exaustao, fazendo uma passagem direta
ao limite, de maneira bastante parecida com o procedimento aplicado no calculo da
area de um segmento parabolico visto na Secao 1.2, onde é realizada a soma dos
termos de uma Progressao Geométrica (P.G.) infinita. A ideia de Stevin era em

dividir figuras em faixas, onde esse é o principio utilizado nos textos elementares de
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calculo de hoje em dia.

1.4 O Método dos Indivisiveis de Cavalieri

Bonaventura Cavalieri nasceu em Milao em 1598, foi aluno de Galileu e atuou
como professor de matematica da Universidade de Bolonha de 1629 até 1647, ano
de sua morte. Deixou uma obra vasta abrangendo matematica, 6ptica e astronomia.
Foi um dos grandes divulgadores dos logaritmos pela Europa, e com isso se tornou
um matemaéatico muito influente. Das suas obras, a que mais o projetou e contribui
para matematica, foi o tratado “ Geometria indivisibilibus”, publicado em sua versao
inicial no ano de 1635. Neste trabalho ele apresenta seu método dos indivisiveis,
cujas raizes remontam a Democrito (410 a.C.) e Arquimedes (287-212 a.C.).

Para muitos autores e estudiosos, o tratado de Cavalieri é demasiado prolixo e
pouco claro, sendo dificil até descobrir o que ele entendia por “indivisivel”. Tudo
indica que um indivisivel de uma porcao plana dada é uma corda dessa porcao e um
indivisivel de um so6lido dado é uma seccao desse solido. Considera-se que uma por-
cao plana seja formada de uma infinidade de cordas paralelas e que um sélido seja
formado de uma infinidade de seccoes planas paralelas. Entao, argumentava Cava-
lieri, fazendo-se deslizar cada um dos elementos do conjunto das cordas paralelas de
uma porcao plana dada ao longo de seu proprio eixo, de modo que as extremidades
das cordas ainda descrevam um contorno continuo, a area da nova porcao plana é
igual a da original, uma vez que ambas sao formadas das mesmas cordas.

Um procedimento analogo com os elementos do conjunto das secgoes planas para-
lelas de um soélido dado forneceréd um outro sé6lido com o mesmo volume do original.
Esses resultados, ligeiramente generalizados, fornecem os chamados principios de
Cavalieri. Os principios de Cavalieri representam ferramentas poderosas para o cal-
culo de areas e volumes, e sua base intuitiva pode facilmente tornar-se rigorosa com

o calculo integral moderno.

1.5 Fermat, Wallis, Barrow, Newton e Leibniz

Para muitos autores, a diferenciacao é motivada de problemas relativos ao tra-

cado de tangentes a curvas e de questoes objetivando a determinacao de maximos



Wallis, Barrow, Newton e Leibniz CApriTULO 1

e minimos de fungoes. Embora essas consideracoes remontem aos gregos antigos,
parece razoavel afirmar que a primeira manifestacao realmente clara do método di-
ferencial se encontra em algumas ideias de Fermat, expostas em 1629. Para Kepler,
os incrementos de uma funcao tornam-se infinitesimais nas vizinhancas de um ponto
de maximo ou de minimo comum. Fermat transformou esse fato num processo para
determinar esses pontos de maximo ou de minimo, porém em seu método ele nao
distinguia entre valor méximo e valor minimo.

Os predecessores imediatos de Isaac Newton na Inglaterra foram John Wallis
e Isaac Barrow. Wallis foi um dos primeiros a discutir as conicas como curvas de
segundo grau, em vez de considera-las como seccoes de um cone. Wallis procurou
sistematizar e estender os métodos de Descartes e Cavalieri e induzir muitos resulta-
dos notéaveis a partir de casos palrticulares. Assim, ha a afirmacao de que a formula
que hoje escreveriamos como / x"dx = ;, em que m é inteiro, também vale

0 m+ 1

quando m é fracionario ou negativo, mas diferente de —1. Foi Wallis quem deu

argumentos razoaveis para defender que o comprimento de um elemento de arco de

dw\21?
uma curva é dado por ds = |1+ <d—y) dx.
x

Enquanto as principais contribuicoes de Wallis ao calculo situam-se na teoria
da integracao, as mais importantes de Isaac Barrow talvez sejam aquelas ligadas
a teoria da diferenciacao. Apods 1675, no desenvolvimento do calculo diferencial e
integral j& se tinham feito muitas integragoes, muitas cubaturas, quadraturas e reti-
ficacoes ja haviam sido efetuadas, ja aflorara um processo de diferenciacao, muitas
tangentes ja haviam sido construidas, a ideia de limite j& fora concebida e o teorema
fundamental reconhecido. Porém se faltava ainda a criagao de um simbolismo geral
com um conjunto sistematico de regras analiticas formais e também um redesen-
volvimento, consistente e rigoroso, dos fundamentos da matéria. Trabalhando de
forma independente, Newton e Leibniz procuraram criar um calculo manipulavel e
proveitoso, por isso, embora Newton e Leibniz tenham tido muitos precursores, a
criacao do calculo em geral ¢ atribuida a eles.

No proximo capitulo discutiremos o calculo de area de figuras planas fechadas,

isto é, capacidade de armazenamento destas figuras.



Capitulo 2

Calculo de Areas

Este capitulo esta voltado ao o cdlculo de area. Faremos uso da integral para
calculo de areas de regioes que nao sejam, necessariamente, delimitadas por poligo-
nos, nem por uniao finita de poligonos. No final do capitulo utilizaremos processos
de aproximacao da integral através da Regra do Ponto Médio, Regra do Trapézio e

Regra de Simpson.

2.1 Area

Definicao 2.1 A drea de uma figura plana F é um nimero real nao negativo, que
indicaremos por a(F) que indica quantas vezes a figura F' contém a unidade de drea

pré-determinada.

Observacao 2.1 Para nossos propdsitos tomaremos como unidade de drea um qua-
drado cujo lado tem como comprimento uma unidade de medida. Logo qualquer
quadrado, cujo lado tenha uma unidade de comprimento, tem drea iqual a 1, e esse

quadrado serd chamado de quadrado unitdrio.

Axioma 2.1 Tem-se que:

. Figuras congruentes tém dreas iguais.

Observagao 2.2 Duas figuras sao congruentes se elas possuem a mesma forma
e tamanho. Mais formalmente, dois conjuntos de pontos geométricos sao di-
tos “congruentes” se, e somente se, um pode ser transformado no outro por

wsometria, ou seja, uma combinacao de translagoes, rotagoes e reflexoes.
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1. Se P € um quadrado cuja medida do lado € uma unidade de comprimento,

entao a drea de P € igual a 1.

1i. Se F' pode ser decomposta como reuniao de n figuras Fy, Fs, ..., F, tais que
duas quaisquer delas tenham em comum no mdzximo suas fronteiras, entao a
n

drea de F € igual a Za(Fi) (soma das dreas de F;).

i=1

2.2  Area do Quadrado

2.2.1 Area de um quadrado cujo lado é um ntmero inteiro

Um quadrado ) no qual o lado tem como medida um nimero inteiro n pode ser
decomposto, através de paralelas aos seus lados, em n? quadrados justapostos, cada
um deles com lado unitario e, portanto, com area igual a 1. Com isso a area do
quadrado @ serd n%. Como exemplo, temos na Figura 2.1 um quadrado de lado 3,

decomposto em 3% = 9 quadrados unitarios.

Figura 2.1

2.2.2 Area de um quadrado cujo lado é um ntamero racional

Se o lado de um quadrado tem por medida %, em que n é inteiro, entao o quadrado
unitario se decompde por meio de paralelas aos seus lados, em n? quadrado justa-
postos, todos congruentes a ). Estes n? congruentes a ) compondo um quadrado
de area 1, com isso temos que a area de @) deve satisfazer a condigao n.a(Q) = 1 e,
portanto, a(Q) = #

De forma mais geral, se o lado de um quadrado () tem por medida um ntmero

. m ~ p
racional —, entao é possivel decompor cada lado de ) em m segmentos, cada um dos
n

1
quais tem comprimento —. Tracando paralelas aos lados de ) a partir dos pontos
n
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de divisao, obtemos uma decomposicdo de Q em m? quadrados, cada um dos quais

1 1
tem lado com medida —. Como a drea de cada um desses quadrados menores ¢ —.
n n

Temos que a area de () devera ser:
1 m?
2
a =m".|—=)=—
@@=t (%) =2
Portanto a area de um quadrado ) cujo lado tem para medida um ntmero
m
racional [ = — é dada por:
n

a(Q) =1*

2.2.3 Area de um quadrado cujo lado é um ntimero irracional

Existem quadrados cujos lados sao incomensuraveis com o segmento unitario.
Seja @@ um desses: o lado de ) tera como medida um numero irracional /. Também

podemos mostrar que, mesmo nesse caso, a(Q) = [2.

Figura 2.2

Na Figura 2.2, o quadrado de lado r esté contido no quadrado @), de lado [. Logo

r? < area de Q. Como Vb < r, temos b < 12 < area de Q.

Raciocinando de modo indireto. Dado qualquer nimero b < [2, mostraremos
que b < a(Q). Em seguida, mostraremos que [* < ¢ implicara a(Q) < c¢. Com isso
mostraremos que a(Q) nao podera ser um niimero b menor que [? nem um nimero
¢ maior que a?, logo concluiremos que a(Q) = [2.

Seja b um ntimero tal que b < [?. Seja r um nimero racional menor que [, porém,

tao proximo de [ que se tenha b < r? < [%. (Para isso tomemos um r, com uma

10
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aproximacdo por falta de [, com erro inferior a I — v/b. Entdo vb < r < [ e com isso
b<r?<lI?)

No interior de Q, tomamos um quadrado @’ de lado r, como r é racional, a area
desse quadrado é 2. Como @’ esta contido no interior de Q, temos que a(Q’) < a(Q),
ou seja, r? < a(Q), mas b < r%, logo b < a(Q). Com isso, todo ntimero real b inferior
a [? & também menor do que a area de Q.

De modo analogo, se mostra que todo niimero real ¢, maior do que /2, é maior
que a area de (). Logo, a area de Q ndo pode ser menor, nem maior, do que [°.

Portanto, por exclusao, deve-se entao ter
a(Q) = %

Observacao 2.3 O método utilizado acima € conhecido como método da eraus-
tao, onde através dele demonstramos uma formula mostrando que a desigualdade é

impossivel.

De modo geral, temos: seja [ um nimero real que representa a medida do lado

de um quadrado @), a area desse quadrado sera dada por

a(Q) = 1%

2.3 Area do Retangulo

Para calcularmos a area do retangulo R faremos essa area recair na area do
quadrado, onde procedendo assim estamos mostrando sua validade quando a medida
de seu lado é qualquer nimero real.

Dado o retangulo R, com medida da base b e altura a, podemos construir um
quadrado @) de lado a + b, o qual contém 2 copias de R e mais dois quadrados, um

de lado a e outro de lado b.

Figura 2.3

11
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Na Figura 2.3, O quadrado @ contém dois retangulos iguais a R mais um qua-
drado de lado a e outro de lado b.

Temos:
a(Q) =1?
a(Q) = (a+b)?* = a(Q) = a® + 2.a.b + b (2.1)

Como os quadrados de lados a e b tem 4reas iguais a a® e b?, respectivamente, temos:
a(Q) = a® + b* + 2.a(R) (2.2)
Comparando as Equagoes (2.1) e (2.2), obtemos:
2a(R) = 2a.b.

Logo,
a(R) =a.b

Teorema 2.1 As dreas de dois retdngulos que tém alturas iguais estao entre si assim

como suas bases.

Demonstragao: Faremos apenas uma demonstracao geométrica do Teorema 2.1,
onde podemos perceber que o retangulo de base nx e altura y é a reuniao de n
retangulos justapostos, de base x e altura y, com isso A(nz,y) = n.A(x,y), ou seja,
A(nz,y) nx . / < / -
————= = — =n. Além disso, se x < 2, entao A(z,y) < A(z',y), pois quando
Alz,y) =

x < 2’ o retangulo de base x e altura y estd no interior do retangulo de base z’ e

altura y.

De posse do Teorema (2.1), indiquemos por A(z,y) a drea de um retangulo cuja
base mede z e a altura mede y.

O Teorema (2.1) afirma que:

Escrevendo z’ = c.x, vale:

12
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No caso do retangulo, qualquer um dos lados pode ser considerado como base,
logo também temos:

Az, dy) = d.A(z,y).
Com isso temos que:

Alz,y) = A(z.1,y) = 2. A(1,y) = . A(1,y.1) = z.y. A(1, 1).

Mas, A(1,1) é a area do retangulo de base e altura iguais a um, ou seja, é a area

do quadrado unitéario, que tomamos inicialmente como 1, assim:
Alz,y) = vyl = A(z,y) = 2.y

Ou seja, mais uma vez obtemos a formula que nos diz que a area do retangulo é

igual ao produto da base pela altura.

2.4 Area do Paralelogramo

Em um paralelogramo, conforme a Figura 2.4, chama-se altura ao segmento que
vai de um dos lados e é perpendicular ao outro lado (ou ao prolongamento deste

outro lado).

/ ~

/ ’

:
&
N
«
-
C - C 3
! ~
i ~
| ~
|
|
|
|
|

7/

|
|
[
|
:
|
A E f B

Figura 2.4

No paralelogramo ABC D, baixamos uma perpendicular do ponto C' a base AB,
sendo E o ponto de interseccao entre a altura e a base AB, temos que C'E é a altura
do paralelogramo. Se toméassemos outra perpendicular C'FE’, ligando C' em CD a
E' em AB terfamos outra altura, com CE = C'E’, pois AB//CD, e com isso todas

as alturas relativas & base AB possuem o0 mesmo comprimento.

13
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Considerando BD como base, entao um segmento XY perpendicular, simulta-
neamente, a AC e BD seria uma altura relativa a base BD, emm que XY nao teria

necessariamente o mesmo comprimento que as alturas relativas a base AB.

A B E
Figura 2.5

O retangulo AEDF, cuja area vale ba + ca, é formado pelo paralelogramo, cuja
area a(P) queremos calcular, mais dois triangulos que, colocados juntos a direita,
formam um retangulo de base c e altura a e consequentemente area igual a ca.

O paralelogramo ABDC' esta contido num retangulo AEDF de base b+ c e
altura a, a area desse retangulo é dada por (b + ¢).a = ba + ca, além disso esse
retangulo é formado pelo paralelogramo dado, cuja area denotamos por a(P), mais
dois triangulos que juntos formam um retangulo de area ca. Dai, a area do retangulo
AEDF é igual a area do paralelogramo ABDC' mais a area do retangulo formado

pelos dois triangulos, com isso temos: ba + ca = a(P) + ca, portanto a(P) = b.a.

Temos que a area de um paralelogramo ¢é igual ao produto do comprimento de

qualquer uma de suas bases, pelo comprimento da altura relativa a essa base.

2.5 Area do Triangulo

Temos que todo triangulo ¢ metade de um paralelogramo, pois dado um tri-
angulo ABC' podemos tracar pelos vértices B e C' retas paralelas aos lados AC e
AB, respectivamente, as quais se interceptam num ponto D, e com isso temos um

paralelogramo ABDC, conforme a Figura 2.6.

14
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Figura 2.6

Por C tracemos uma perpendicular, relativa ao lado AB, e marquemos o ponto
E sobre o lado AB (ou seu prolongamento), temos que C'E serd a altura do para-
lelogramos ABDC' e também a altura do triangulo ABC. Seja AB =be CE = h.
Entao a area do paralelogramo ABDC' é dada por b.h. Os triangulos ABC' e BC'D
sao congruentes (caso angulo, lado, angulo). Logo, possuem a mesma area, com

isso a area do paralelogramo ABDC' é igual a duas vezes a area do triangulo ABC),

portanto:
a(P) =2.a(T)
b.h = 2.a(T)
dai, -
a(T) = 7

Temos que a area de um triangulo é igual a metade do produto do comprimento

da medida de uma base, pelo comprimento de sua altura correspondente.

Observacao 2.4 Para um poligono qualquer, o processo de calcular sua drea con-
siste em subdividi-lo em tridngulos, paralelogramos ou quaisquer figuras que jd sabe-
mos calcular sua drea e, assim, a drea do poligono dado serd a soma das dreas das

figuras em que o decompusermos.

2.6 Area do Trapézio

Seja ABDC' um trapézio, em que os lados AB e C'D sao paralelos, conforme

Figura 2.7. Denotemos AB por by, C'D por by e por h a distancia entre AB e CD.

15
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+ D

h

i_|

Figura 2.7

Temos que a diagonal AD divide o trapézio nos triangulos ABD e ACD, os quais
possuem bases by e by, respectivamente, e altura h, com isso temos que a area do
trapézio ABDC' é igual a soma das areas dos triangulos ABD e ACD, denotando
a area do trapézio ABDC por a(T) e a area dos triangulos ABD e ACD por a(T})

e a(Ty), respectivamente, temos:

Q(T) = CL(Tl) + CL(TQ)
bi.h  ba.h

a(T):T+T

by + bs)

a(T) = ( 5 h

Temos que a area do trapézio é igual & semi-soma do comprimento das bases,

vezes o comprimento da altura.

2.7 Area do Losango

Seja ABC'D um losango e AC' e BD suas diagonais, conforme a Figura 2.8.
Denotemos AC' por dy e BD por ds.

Figura 2.8

16
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Temos que a diagonal AC' divide o losango nos triangulos ABC' e ADC', os quais
possuem bases di, e altura %2, com isso temos que a area do losango ABC'D é igual
a soma das areas dos triangulos ABC e ADC', denotando a area do losango ABC'D
por a(L) e a area dos triangulos ABC e ADC por a(1}) e a(T,) respectivamente,

temos:

a(L) = a(Ty) + a(Ty)

dy. %
L)=2—2
a(z) =25
dy.dy
L) —
(1) = =

Temos que a area do losango é igual ao semi-produto de suas diagonais.

2.8 Area de um Poligono Regular

Seja um poligono regular de n lados de medidas iguais a [ e de apotema (segmento
de reta que parte do centro do poligono e é perpendicular a um dos seus lados) com
medida m. A medida do perimetro desse poligono sera n.l a qual denotaremos por
2p. A partir do centro desse poligono regular, podemos decompor esse poligono em
n triangulos de base de base [ e altura m, logo a area do poligono regular sera n
vezes a area do tridngulo. Além disso a area de cada triangulo sera a(T') = I'Tm, com

isso a area do poligono regular sera:

Q(pol) = T0-A(t)
l.m
a(pol) = TLT
2p
A=~
n.l .m
a(l’(’l) = 2
2.p.m
Q(pol) = T

a(pgl) =p.m

Temos que a area de um poligono regular ¢ igual ao produto do seu semi-

perimetro pelo seu apotema.

17
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2.9 Area de um Poligono

Para calcularmos a area de um poligono, basta decompormos esse poligono em

figuras com areas conhecidas e aplicarmos o item (iii.) do Axioma 2.1.

2.10 Calculo de Areas Utilizando a Integral

Observacao 2.5 Salvo meng¢ao contrdria, em todo o restante de nosso trabalho,
f serd uma funcao definida em um intervalo nao degenerado, isto €, que nao seja

apenas em um ponto, ou em uma uniao finita de intervalos nao degenerados.

Seja f continua em [a, b], com f(x) > 0 em [a,b]. Queremos determinar a area da
regiao A do plano, delimitada pelas retas z = a, t =b, y =0 e y = f(z), ilustrada
na Figura 2.9.

Figura 2.9

Seja P:a=xy <z <23 <--- <z, =0buma partigao de [a,b] e sejam ¢; e ¢

em [x;_1, ;] tais que f(¢;) é o valor minimo e f(¢;) o valor maximo de f em [z;_1, x;].

Temos que a area de A estd dada entre as somas de Riemann por falta, que é

dada por Z 1 cz )JAx; e por excesso, que é dada por Z f( c2 JAx;, ou seja,

=1 =1

i f(C_z)A$z <AL i f(CZz)AZL‘Z
i=1 i=1

18



Calculo de Areas Utilizando a Integral CAPITULO 2

Figura 2.10

b
Como as somas de Riemann da Figura 2.10 tendem a / f(z)dx  quando
a

maz{Az;} — 0, temos:

[ rwar<as [ s

Definicao 2.2 Seja f continua em [a,b], com f(x) >0 em [a,b]. A drea da regiao

A do plano, delimitada pelas retas x =a, x =b, y =0 ey = f(x) é dada por:

A:ln@mu

Sendo f(z) <0 em [a,b], obtemos a Figura 2.11,

Y A

\_/

Figura 2.11

temos que — f(x) serd positiva, definimos, nesse caso

A:—lv@mp

19



Calculo de Areas Utilizando a Integral CAPITULO 2

De modo geral: Seja A o conjunto hachurado da Figura 2.12,

y

—~ /
N, $
~__~ b

Figura 2.12

temos que: . \
A= dxr — d d
/a f(z)dx /c f(x) m—l—/d f(z)dx

Sejam f e g continuas em [a, ], tais que f(z) > g(x),Vx € [a,b], temos que a

area da regiao A limitada por x =a, x = b, y = f(z) e y = g(z) é dada por:

b
A= / f(@) - g(x)) d.

Exemplo 2.1 Determinar a drea do conjunto do plano limitado pelas retas x = 0,

r=2,y=0 e pelo grifico de f(x) = 2*

Solugao: A area procurada é dada por

23 03
3 3

8 8
:——0:—

3 3

2.10.1 Area do circulo

A equacao da circunferéncia que limita um circulo, com centro na origem e raio
r é dada por 22 + y? = r2, resolvendo essa equacio para vy, temos: y = +vr2 — 22

com 0 <zx<r.
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Figura 2.13

Através da Figura 2.13, podemos observar que a area do circulo (A,) é quatro

vezes a area hachurada. Com isso:
T
A, = 4./ Vr?2 — 2%dx
0

Fazendo a substituicao:

x =r.senf = Z—g =r.cosf = dx = r.cos Odu
Além disso:

Quando z = 0 temos senf =0 = 6 = 0.

Quando z =r temos senf) =1 =60 = Z.

[\

Como
A =14, /0 Ve

Entao,

A, = 4. /5 Vr2 — r2.sen 20.r. cos Odf

0
A, = 4. /og V/72(1 — sen 20).r. cos 0d0
A, = 4.2, /5 V'cos? 6. cos Odf
0

Ay = 4.2 /og cos® 0df)

Mas,

cos(20) = cos(6 + 0)
= cosfcosf — senfsend

= cos? 0 — sen 20
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Pela Relagao Fundamental da Trigonometria
sen 2 + cos’ =1 = sen?0 = 1 — cos*

Assim,

cos® 0 = %(1 + cos 20) (2.3)

[ ()
47«2/ [ 9+—sen(29)]2
(e

0
) 1 1~

Com isso,

4>|=1
»-lklr—l

A, = 7mr?

2.10.2 Area da elipse

Dados dois pontos F' e Fy e um namero r > d(Fy, F'), o conjunto dos pontos P

do plano tais que

d(P,F)+d(P, f1)=r

é chamado de elipse de focos F} e F' e eixo maior 7.
Consideremos uma elipse cujos focos estao sobre o eixo x, seu eixo maior tenha
medida 2a, seu eixo menor com medida 2D e seu centro esteja na origem conforme a

Figura 2.14.

Figura 2.14
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Seus elementos podem ser observados na Figura 2.15:

Figura 2.15

Aplicando a defini¢ao, obtém-se facilmente a equacao:

ZEQ y2
@ et

Resolvendo a equagao da elipse para y, temos:

2 22
=1-5
b a
2 a2 — 22
2 @2

dai,

b
y=+—-va®—2?
a

Através da Figura (2.14) podemos observar que a elipse é simétrica em relagao aos
eixos x e y, logo a area total A da elipse é quatro vezes a area da regiao delimitada
pelos eixos (abscissas e ordenadas) e a elipse.

A parte da elipse no primeiro quadrante é dada pela funcao

b
y=—-Vva?—2x%2 com0<z<a.

a

“b
Como / —va? — x2dx nos fornece a area do primeiro quadrante, a area da elipse
0 a

serd dada por:

)
A:4./ —Va? — x2dx
0 a

Para avaliarmos essa integral, podemos fazer a substituicao x = a.senf, assim,

dx = a.cos 8d6.
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Quanto aos limites de integracao, notemos que:
Quando z =0, senf = 0, dai § = 0.
Quando x = a, sen =1, dai 0 = 7.
Além disso: Va? — 2% = Va? —a’sen?d = Va?.cos?0 = a.|cos| = a.cosb,

pois 0 <60 < 7.

Portanto:

/ Va2 — 22dx

A

20
a
b
4.—
a

. / a.cos 0.a. cos 0.d0
0

s

2
A= 4ab/ cos? 0do
0

Utilizando a equagao (2.3) temos,

A =mab
Com isso temos que a area de uma elipse com semi-eixos a e b é wab.

Observacao 2.6 Tomando a = b =r, obtemos a formula da drea de um circulo de
Taio T que é:

A = 12,

2.11 Integracao Aproximada

Vimos anteriormente que vérios problemas podem ser resolvidos pelo céalculo
de integrais delzlnidas. Além disso, observamos que para calcularmos uma inte-
gral definida / f(z)dz por meio do Teorema Fundamental do Céalculo é necessério
encontrarmos uma antiderivada de f. Quando nao conseguimos encontrar essa an-
tiderivada, podemos recorrer a métodos numéricos para, a0 menos, aproximarmos a
integral com uma precisao desejada. J& conhecemos um método para aproximagao

da integral, vimos que a integral definida é estabelecida como o limite das somas de
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Riemann, assim, qualquer soma de Riemann pode ser usada como uma aproximacao
para a integral.
b
Como estamos interessados em avaliar o valor numérico de / f(z)dz, podemos
a

proceder da seguinte maneira: dividimos [a, b] em n subintervalos de comprimentos

b—

. . a ~
iguais a Ax = , entao temos

[ e Y s

onde ¢; é um niimero arbitrario no i-ésimo subintervalo [z;_1,x;]. Claramente per-
cebemos que a precisao da aproximacao depende da natureza de f e da magnitude
de Ax. Pode ser necessario fazer Ax muito pequeno para obter o grau desejado de
precisao, isto, por sua vez, significa que n é grande e que a soma precedente contém
um nimero grande de termos.

Se ¢; é escolhido como o extremo esquerdo do intervalo, entao ¢; = x;_1, e temos

/ f()dx ~ Z flzi) Az (2.4)

De modo analogo, se ¢; é escolhido como o extremo direito do intervalo, entao ¢; = x;,

e temos

b n
/ f(x)dx =~ Z f(x)Ax (2.5)

Observagao 2.7 As aprozimagoes obtidas em (2.4) e (2.5), sao denominadas apro-

rimagao por extremo esquerdo e aproximacao por extremo direito, respectivamente.

2.11.1 Regra do ponto médio

Podemos considerar o caso onde ¢; pode ser tomado como ponto médio ¢; do
subintervalo [z;_1,%;], onde essa aproximacao, normalmente, serd melhor que as

aproximagoes obtidas em (2.4) e (2.5), e com isso

/ f(@)de ~ Aalf () + FT2) + -+ F@), (2.6)

b—a
n

1
eT; = 5(%_1 + ;) = ponto médio de [z;_1,x;].

onde Ax =
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2.11.2 Regra do trapézio

Pode-se obter outra aproximagao, em geral, mais precisa utilizando-se a média

das aproximacoes obtidas nas equagoes (2.4) e (2.5), isto é:

(2.7)

% [Z flxi) Az + Zf(xz)Ax

Com excegdo de f(zg) e f(x,), cada valor funcional de f(z;) aparece duas vezes,

assim podemos escrever a ultima expressao como

Az

2

f(zo) + Z_: 2f (k) + f(xn)] (2.8)

Como Az = b_T" e sendo f continua em [a,b]. Definindo-se uma parti¢ao regular de

[a,b], por a = xg, 21, ..., T, = b, entao

b —a
/ f(x)dx ~ %[f(xo) +2f(x1) + 2f(x2) + -+ 2f(xp_1) + f(x)] (2.9)

A razao para o nome Regra do Trapézio pode ser vista na Figura 2.16 abaixo,
pois cada quadrilatero obtido por x; 1x;f(z;)f(x;_1) € um trapézio cuja altura é

Ax; = x; — x;_1. Além disso podemos observar que f(x) é nao-negativa em [a, b].

Yy P, P,

L
P, » / \
Py Py /
r = s i
AT

Figura 2.16

A area do trapézio que esta acima do i-ésimo subintervalo é

Ag (f(ﬂfi—l) +f($z‘)) _ Az

5 5L (@ie1) = f ()] (2.10)

e se adicionarmos as areas de todos os trapézios teremos o lado direito da aproxi-

magao obtida em (2.9).
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2
1
Exemplo 2.2 Aproxime a mtegml/ —dz, utilizando a:
LT
a. Regra do Trapézio, com n = 5.

b. Regra do Ponto Médio, com n = 5.

Solucao:

9 _
a. Comn =5 a=1eb=2, temos Ax = 5 = 0, 2, utilizando a Regra do

Trapézio, temos:

/1 Lo C250) £ 2(1,2) + 2014+ 20(1.6) +2£(1,8) + £2)

o124 2y 22 2]
T\ 1,2 1,41, 1,80 2

~ (,695635

b. Os pontos médios dos cinco subintervalos sao 1,1; 1,3; 1,5; 1,7 e 1,9; assim,

utilizando a Regra do Ponto Médio, temos:
2
1
[ e~ Aalf (1) + £(1,3) + F0L5) + S0.T) + F(1.9)
1
Sl o111
“s5\1,1 1,3 1,5 1,7 1,9
~ 0,691908

2.11.3 Regra de Simpson

Sejam f continua em [a,b] e n um nimero inteiro par. Definida uma partigao

regular por a = xg, x1,...,r, = b, entao

/ f(z)dz =~ b_—a[f(xo)+4f($1)+2f($2)+4f(133)+' 4 2f (wn—2)+4f (Tn1)+f (2n)]

3n
(2.11)
A ideia por tras da prova da regra de Simpson é que, em lugar de utilizarmos
trapézios para aproximarmos o grafico de f, utilizamos porc¢oes de graficos de equa-
coes da forma y = Az? + Bx + C, com A, B e C constantes, ou seja, utilizamos

porgoes de parabolas ou retas.
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Como anteriormente, dividamos [a, b] em n subintervalos de iguais comprimentos,
e seja h = Az = b_Ta, mas dessa vez assumindo que n é um ntmero par. Entao, em
cada par consecutivo de intervalos podemos aproximar a curva y = f(z) > 0 por
uma parabola. Se Py(zo, o), Pi(z1,y1) e Pa(x2,y2) sdo pontos da parabola tais que
ro < 11 < T9, entao podemos substituir as coordenadas de Fy, P, e P, na equacao
y = Az? 4+ Bx + C e obtermos trés equacoes, que podem ser resolvidas com relacao
aA, BeC(C.

Como caso especial, suponhamos h, 4, y1 € y2 positivos, e consideremos os pontos

Py(=h,yo), P1(0,y1) e Py(h,ys), conforme ilustrado na Figura 2.17 abaixo.

Yy

Figura 2.17

A 4rea (S) da regiao sob a pardbola y = Az + Brx +C,de x = —h até x = h é
dada por

h
S:/ (Az® + Bx + C)dx

—h
3 2 h
5= |4 By Og;]
3 2 »
h 2

Mas, como a parabola y = Az?+ Bz + C passa por Py(—h,yo), P1(0,y1) e Pay(h,ys),
temos que:

yo = A(=h)*+ B(=h) + C = Ah®> — Bh + C

y=C

yo = Ah? + Bh + C

Assim, yo+4y; +1y2 = 2Ah?+6C, por isso, podemos reescrever a area sob a parabola
como

h
S = g(yo + 4y + 1)
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Transladando horizontalmente os pontos Fy, P; e P, a area sob o grafico per-
manece a mesma. Consequentemente, a formula precedente para area S é verdade

para quaisquer pontos Fy, P; e P, desde que x1 — x¢g = x5 — 7.

y P, P,

=
. I
o AT

Yo Y1 Yz Ys Yi |Yn—2|Yn-1| Yn

i} &y &y T3 T Tp-2 Tn-1 In

Figura 2.18
Similarmente, a &rea sob a pardbola através de P, Py e Py, de x = x5 ax =14 é

h
S = g(yg + 4yz + y4)

Continuando o processo até atingirmos o iltimo terno de pontos P, o, P,_1, Py, a

aproximacao correspondente da area sob o grafico seria

S = Yn—2 + 4yn71 + yn)

3

Somando estas aproximacoes, que podem ser obtidas na Figura 2.18, vem

/f

D‘

h
(Yo +4ys +ya) + -+ 5 (WUn—2 + W1+ Yn)

4
(1/0‘1‘ y1+yz)+3 3

(Yo + 4y +2y2 +4ys + 2us + -+ + 2Yp—o2 + 4Yn—1 + yn)

COIE col

Como, h = Az = =% e y; = f(z;), temos

/abf(x)d:c

Observacao 2.8 Embora tenhamos obtido essa aprorimacao para o caso no qual

O ) A a2 ()4 )2 (o) A o)+ )

f(x) >0, essa € uma aprorimagao razodvel para qualquer fungdo continua f.

Observacao 2.9 FEsse processo é chamado Regra de Simpson, por causa do mate-

madtico inglés Thomas Simpson (1710-1761).
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2
Exemplo 2.3 Use a Regra de Simpson com n = 10 para aprorimar / —dzx.
1T

Solugao: Colocando f(z) = %, n =10 e Ax = 0,1 na Regra de Simpson, temos:

/12 ldx ~ %[f(l) +4f(1,1) +2f(1,2) + -+ 2f(1,8) +4f(1,9) + f(2)]
2

x
~o1y, 4t 2 4,02 4 02 4,2 2 1
T3 1,1 '1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2

~ 0, 693150
| ]

2
1

Observacao 2.10 Nos exemplos 2.2 e 2.3 fizemos aprorimagoes para / —dx, uti-
LT

lizando a regra do Ponto Médio, do Trapézio e de Simpson, mas essa aprorimacao

também poderia ser obtida utilizando o Teorema Fundamental do Cdlculo, uma vez

que podemos encontrar, “facilmente”, uma antiderivada da fun¢ao f(z) = 316 Apli-
2
1
cando o Teorema Fundamental do Cdlculo, teriamos: / —dx = [1nx]§ =In2 -
L T
Inl=In2—-0=1In2, com o auzilio do computador, obtemos, In2 = 0,69314718, ou

2
seja, 0s resultados obtidos nos fornecem uma “boa” aprorimacgao para / —dx.
. T

2.11.4 Aplicagao da integracao numeérica

Um aspecto importante da integracao numérica é que ela pode ser usada para
aproximar a integral definida de uma func¢ao descrita por meio de uma tabela, grafico
ou determinada por um experimento cientifico por meio de leituras de instrumentos

ou dados coletados (pode nao haver formula para a funcao).

Exemplo 2.4 Determinado aluno se deparou com wma parede, a qual tinha um
formato um pouco exdtico, e ficou interessado em determinar a drea da superficie
dessa parede, para isso ele utilizou um instrumento de medida de comprimento, e

coletou os sequintes dados:

x| 1,0[1,5]20]25|3,0(3,5]4,0
y!3,1(140]423,8/2,9]|2,8]2,7

Onde x representa a abscissa da parede, e y representa sua, respectiva, altura.

Com base nas informagoes obtidas, qual a drea (aprozimada) da superficie da parede?
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Solugado: A Figura 2.19 é o grafico dos pontos (z,y).

Figura 2.19

Considerando y como fungao de x, digamos y = f(x) com f continua, entao a area

da superficie A pode ser obtida por:

A /1 )

Utilizando a regra do trapézio vista em (2.9), com n =6 e 1’2_—”"“ = 41;21 = 0,5, temos:

A= /4 f(z)dx
~ 0,253, 1+ 2.(4,0) + 2.(4,2) + 2.(3,8) + 2(2,9) + 2(2,8) + 2, 7]

~ 10,3

No que segue-se passamos a discussao do comprimento de curvas planas.
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Capitulo 3

Calculo de Comprimento de Curvas

Planas

Neste capitulo faremos um estudo a respeito da medida de um segmento e em
seguida utilizaremos conhecimentos de calculo diferencial e integral para calcularmos

comprimentos de curvas.

3.1 Medida de um Segmento

Inicialmente fixemos um segmento de reta u, o qual chamaremos de segmento
unitdrio (ou unidade de comprimento). Por definicdo, o comprimento de u sera
igual a 1. Ainda por defini¢ao, todos os segmentos de reta congruentes a u terao
comprimento 1.

Dado um segmento de reta AB, se existir um ponto intermediario C' (situado em
AB) tal que os segmentos AC' e C'B sejam congruentes a u, entdo o comprimento

de AB sera 2, e escrevemos AB = AC + CB = 2.

De modo mais geral, dado um ntmero inteiro positivo n, se for possivel obter
n — 1 pontos intermediarios Ay, A, ..., A,,_1 no segmento AB, de tal modo que os
n segmentos AA;y, A1 As, ..., A,_1 B sejam todos congruentes ao segmento unitario u,

entdao o comprimento de AB seré n, e escrevemos:

AA1+A1A2—|—"'—|—An_1B:7’l
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Figura 3.1

Diremos que AB = n, porque AB se decompde em n segmentos de retas justa-
postos, todos de comprimento 1. Estes sao os segmentos de reta cujos comprimentos

Sao numeros inteiros.

Observacgio 3.1 Quando AB = n (n inteiro), é natural dizer que AB contém n

vezes o segmento unitdrio u.

Podemos conseguir um segmento AB que nao contém o segmento unitario u
um numero inteiro de vezes. Por exemplo, o segmento AB pode ser menor do
que o segmento unitario u, neste caso, a medida de AB ndo pode ser um nimero
inteiro. Para definirmos o comprimento de AB, facamos inicialmente uma hipotese.
Suponhamos que, embora AB nao contenha v um ntmero inteiro de vezes, exista
entretanto um segmento menor, w, tal que w esteja n vezes contido em u e m vezes
contido em AB, sendo m e n nimeros inteiros.

O segmento w é chamado, por definicdo, de submiltiplo comum de AB e .
Neste caso, dizemos que os segmentos AB e u sao comensurdveis. Como w estéi

n vezes contido em wu, é natural dizer que a medida de w é 1 e, portanto, que o

3

comprimento de AB é m vezes %, ou seja, AB = ™.
Muitos segmentos nao sao comensuraveis, ou seja, fixado o segmento unitéario u,
nao existem inteiros m e n, tal que um segmento w esteja contido n vezes em u e m

vezes em AB.

Exemplo 3.1 Mostre que se tomarmos o lado de um quadrado como segmento uni-
tario, a diagonal desse quadrado nao pode ter comprimento racional, ou seja, o lado

e a diagonal de um quadrado unitdrio sao grandezas incomensurdveis.
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Solucao:

Figura 3.2

Se o lado e a diagonal de um quadrado unitario fossem comensuraveis, tomando o
lado como unidade, obteriamos para comprimento da diagonal um ntimero racional
%’. Aplicando o “Teorema de Pitagoras” ao triangulo formado pelos lados e a
diagonal do quadrado, conforme Figura 3.2 temos:

r\’ P’
(—) =1’4+1’= —=2= p? = 2¢%, com p e q inteiros.
q q
Que é uma contradicao, pois os fatores primos dos inteiros p? e ¢? aparecem um
, . ~ . 2 4
nimero par de vezes, pois estao elevados ao quadrado, e com isso, 2¢° contém um

nimero impar de fatores iguais a 2, assim 2¢? nao pode ser igual a p?, com isso o

lado e a diagonal de um quadrado unitario nao sao comensuraveis.

Observacao 3.2 A medida de um segmento incomensurdvel com o segmento uni-

tdrio u € um numero irracional.

Para encontrarmos os valores aproximados (por falta e por excesso) de um seg-
mento nao comensuravel, procedemos da seguinte maneira:

Seja dado um nimero inteiro positivo n (por exemplo, n = 1000 ou n = um
milhao). Dividimos o segmento unitario u em n partes iguais. Cada uma dessas
partes ¢ um segmento de comprimento % Seja w uma dessas partes, existe um
inteiro positivo m tal que AB contém m segmentos congruentes a w e ainda sobra

alguma coisa, porém m + 1 segmentos congruentes a w, justapostos, formam um

segmento maior do que AB. Quando isso ocorre, tem-se:

m—+1
n

< AB <

s[3
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Ou seja, o nimero racional =* é uma aproximagao por falta para o comprimento

de AB, com erro inferior a %, da mesma forma mTH é uma aproximacao por excesso

1

n"

do nimero irracional que expressa a medida do segmento AB, com erro inferior a

3.2 Comprimento de Grafico de Funcao

Sejam y = f(x) com derivada continua em [a,b] e P:a =129 < 2] <y < -+ <
x, = b uma partigdo de [a,b]. Indicaremos por L(P) o comprimento da poligonal

de vértices P; = (x4, f(x;)), i =1,2,...,n.

y Pnf i P, n

[
E.g b o —— —— — — ——— i ——— - -

B e e e e e -
Blree——— e e ——————

E.i o o ——— e —— o =

T ey

2
Il

Figura 3.3

Aplicando o Teorema de Pitagoras para calcular o comprimento de cada segmento

P;P;,_4, conforme Figura 3.3, temos:

PPy = /(5 — zi1)? + (fz:) — f(zi21))2

Assim,

L(P) = Z V(@i — i)+ (f(a) — f(2i-1))?

Pelo Teorema A.9, para cada i, i = 1,2,...,n, existe ¢; € (x;,x;_1) tal que

f(l'z) - f(l'i—l) = f’(Ci)A%, em que Ax; = ; — Ti_1.

35



Comprimento de Grafico de Funcio CAPITULO 3

Com isso,

=3 \/Am? + (f'(ci)Ar;)?
-y \/Ax?[l +(f'(c:)?]
— Z L+ (f'(c;))? Az

b
Para max{Ax;} tendendo a a zero, L(P) tendera para / V 1+ (f'(c))?dx.

Definig¢ao 3.1 Seja f suave em |a, b], deﬁmmos o comprimento L do grdfico de f,

ou da curva y = f(z), de A(a, f(a)) até B(b, f(b)) € dado por:

/ ”1+ dx (3.1)

Definicao 3.2 Seja © = g(y) com g suave no intervalo [c,d]. O comprimento do L

do grdfico de g, ou da curva x = g(y g(c),c) até (g(d),d) é dado por:

/,/1+ dx dy (3.2)

Exemplo 3.2 Encontrar o comprimento do arco da curva y = 23 do ponto (1,1) a

(8,4).

Solugao: Como y = f(z) = s, W= f(z) = 273, Aplicando a equacdo (3.1),

i [ [

5
1
3

sdzx.

OOI[\')

temos

Utilizando a substituicao v = 9z’ + 4, temos du = 6x~
Parar=1=u=13 e x =8 = u = 40. Com isso
1[40

L=— u%du
18
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QL

3
5 T

3
De modo analogo poderiamos ter feito z = g(y) = y?2, o= g (z) = Ey%.

Aplicando a equacao (3.2), terfamos:

L9
L:/ 1+ —ydy
1 4

1 /4
:—/ v 4+ Yydy
2./

12 h
= — |2 (4+9y)2
_ (40% — 13%)
Y
L~T7,6
n
< . ipt . . dy\’
Observagao 3.3 (Interpretacao Geométrica da Diferencial (/1 + dr dx)
x
Seja s = s(x),x € [a,b], o comprimento do trecho do grifico de extremidades

(a, f(a)) e (x, f(x)), conforme Figura 3.4. Sejam As e Ay as varia¢oes em s e

y correspondentes a variacao dxr em x, com dxr > 0. Para dx suficientemente pe-

queno, Ay ~ dy e A%s ~ d?s + A%y, ou seja, As ~ /1 + (%)Qdm.
)

Figura 3./

3.3 Comprimento de uma Curva dada em Forma
Paramétrica

Definicao 3.3 Por uma curva em R? entendemos uma funcdao que a cada t perten-
cente a um intervalo I associa um ponto (z(t),y(t)) em R?, em que z(t) e y(t) sdo
fungoes definidas em I. Dizemos que x = x(t) ey = y(t), t € I sao as equagoes
paramétricas da curva.

C={(z(t),yt) : t € I}
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Suponhamos que s = s(t), t € [a,b], seja 0o comprimento do trecho da curva de
extremidades A = (z(a),y(a)) e P(t) = (z(t),y(t)). Sejam Az, Ay e As as variagoes
em x,y e s correspondentes a variacao At em t, com At > 0. Através da Figura 3.5,

podemos observar que para At suficientemente pequeno,

y=y(t)

Figura 3.5

Temos que (As)? ~ (Az)? + (Ay)? e, portanto, As ~ /(Az)? + (Ay)?, multipli-

. g 2 .
cando e dividindo por At, obtemos: As ~ \/(%)2 + (ﬁ—i’) At, com isso, é razoavel

esperar que a diferencial da funcao s = s(t) seja:

dz\ dy 2
= (%) 4 (2)

Defini¢ao 3.4 O comprimento da curva x = x(t), y = y(t), t € [a,b], por:

b= (%) (%Y 39

Observagao 3.4 O grdfico da fungao y = f(z),x € |a,b], pode ser dado em forma

paramétrica por x =t ey = f(t), com isso a férmula para o comprimento do grdfico

de uma fun¢ao é um caso particular da Equagao (3.3).

3.3.1 Comprimento da circunferéncia

Uma parametrizacao para a circunferéncia de raio R e com centro na origem é:

r = Rcost e y = Rsent, com t € [0,27].
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d d
Temos que: & _Rsent e d—i{ = Rcost, segue da Equacao (3.3) que:

dt
2m de\? dy
L, = — dt

Ly = \/ —Rsent)? + (Rcost)?dt
0
L, —/ \/R2 sen %t + cos” t)dt
L, = RJt]
Ly =27R
[
3.3.2 Comprimento da elipse.
Uma parametrizagao para a elipse com centro na origem é: x = acost e y =
bsent, com t € [0,27]. Temos que: Z—f = —asent e d—? = bcost, segue da equacao

(3.3) que:

elzpse / \/ dt ) dt

Leiipse = / v/ (—asent)? + (beost)2dt

Lejipse = / Va2sen 2t + b2 cos? tdt
0

Onde a tltima integral nao pode ser representada usando fungoes elementares, pois
a® # bv*. Com isso nao conseguimos calcular, de modo analogo ao feito no calculo
do comprimento da circunferéncia, o comprimento da elipse.

No entanto é possivel realizarmos uma estimativa para o comprimento de uma

elipse através do método de aproximagao numérica de integrais.

3.4 Comprimento de Curva em Coordenadas Pola-
res

Consideremos a curva dada em coordenadas polares por
p=p(0), a<0<p

39



Comprimento de Curva em Coordenadas Polares CAPITULO 3

como sendo o grafico de uma fungao f no intervalo [a, §]. Reescrevendo a curva em

coordenadas paramétricas, teremos
x=p(@)cosh e y=p(@)send, a <6 <4
Utilizando a equacao (3.3), e substituindo o parametro t por 6, temos:

= L) )

Utilizando o Teorema A.5, temos que:

Z—z:%cosﬁ—psene e fig ngen0+pcosé’

Assim:

() + (i)

dp 2 dp 2
<% cos ) — psen 9) + (@sen 0 + pcos 6)

= @COSQ 2—2@(3089 sen  + (psen §)” + @se 7 2+
~ \as B R N 6™

dp
+2 desenﬁ pcosf+ (pcosh)?

2
= <%> (sen?0 + cos® ) +p* (sen 0 + cos® 6)

N

g

1 1
d 2
Sy

Com isso, o comprimento da curva p = p(f) com a < 0 < 3, dada em coordenadas

polares, é:

(3.4)

Observagao 3.5 (Interpretacao Geométrica da Diferencial \/p? + (%)Qde)

Seja s = s(#), 0 € [a, (], o comprimento da curva de extremidades (o, p(a)) e
P = (0,p(0)), aléem disso, sejam As e Ap as variagoes em s e p correspondentes a
variacao df, em 6, com df > 0. Temos que o comprimento do arco de circunferéncia
PM de abertura df e raio p = p(#) é pdf, além disso, o comprimento do segmento
MN é Ap. Na Figura 3.6, Tomando-se df suficientemente pequeno, temos Ap = dp
e PMN ¢é bem proximo de um triangulo retangulo, com isso, aplicando o Teorema

de Pitagoras, temos:
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Figura 3.6

I\ 2
(As)? = (pdf)* + (Ap)?, ou seja, As ~ 1/ p? + (dg> do

Exemplo 3.3 Calcular o comprimento curva de equac¢ao polar p = 2cosf, com

0<6<m.

Solugao: Temos que o comprimento L de uma curva em coordenada polar pode

~ d, o .
ser calculado pela equagao (3.4), e como 55 = —2sen ) temos:

= /7T v/ (2cos0)? + (—2sen 6)2 df

/ V4 cos? 6 + 4sen 26 df

/ \/ sen 20 + cos 0) do

Observagao 3.6 Vimos no Exemplo A.1/4 que a representacao grdfica de p = 2 cos @,
€ uma circunferéncia, com isso, se tomarmos curva dada por p = 2rcosf também

temos uma circunferéncia, porém com raio r. Aplicando a equagio (3.4), mais uma
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vez, temos que o comprimento da circunferéncia de raio r serd:

= / V/(2r cos 0)2 4 (—2rsen )2 df

/ V4r2 cos? 0 + 4r2sen 26 do

/ \/47“ sen29+cos ) do
= 2r/ do
0

— 20 (6]

= 27r

Para encerrar, apresentaremos os apéndices descritos no sumaério, apresentamos

as nocoes basicas utilizadas no desenvolvimento do nosso trabalho.
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Apéndice A

Definicoes, Lemas e Teoremas do

Calculo Diferencial e Integral

Neste apéndice faremos um estudo de limites, continuidade, derivadas e integrais,
onde ao término dele, enunciaremos o teorema fundamental do calculo e faremos uma

breve demonstracao do mesmo.

A.1 Limite de uma Funcao

Intuitivamente, dizemos que o limite de uma funcao f(x), quando x tende a um
niamero a é L, se quanto mais aproximarmos = de a, mais proximo f(z) estara de
L.

Notagao:

lim f(z) =L

r—a

Que significa: f(z) — L quando x — a (Lé—se: f(x) tende a L quando z tende a

(a) (b)

Figura A.1
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Na Figura A.1, temos o grafico de trés funcoes, onde em (c), f(a) ndo esté
definida e, em (b), f(a) # L. Mas em cada caso, ndo importando o que acontece em

a, temos que lim f(x) = L.
Tr—a

Definicao A.1 Sejam f uma funcao e a um ponto do dominio de f, ou extremidade
de um dos intervalos que compoe o dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em

a, se, dado € > 0, existir um 6 > 0 tal que, para todo v € Dy,

O<l|r—a|<d=|flx)—L|<e (A.1)

Uma interpretagao geométrica de limite pode ser dada em termos do grafico
de uma funcao, conforme a Figura A.2. Se dado € > 0, entao tracamos as retas
horizontais y = L + e e y = L — ¢, além do grafico de f, conforme a figura abaixo.
Se lim,_,, f(z) = L, entao podemos achar um nimero § > 0 tal que, se limitarmos
x ao intervalo (a —d,a+0) e tomarmos x # a, a curva y = f(x) ficara entre as retas
y=L—eey= L+e Podemos perceber que se d tiver sido encontrado, entao para

qualquer 6 menor também funcionaré, independentemente de quao pequeno ele for.

Y Y Y

a—0d a-+ 48

quando @ esta aqui

Figura A.2
Observacao A.1 O niumero L quando existe € unico.

Exemplo A.1 Sejam f(x) = ¢, em que ¢ é uma constante, e g(x) = x (fungao

identidade), mostre que:

i. lim f(z) =c

Tr—a

0. glgl_r)rtllg(x) =a
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Solucao:

i.

|f(xz)—c| = |c—c| =0, com isso dado € > 0, e tomando-se um 0 > 0 qualquer,

temos 0 < |z —a| <0 = |f(z) — ¢| = |c — ¢|] < ¢, portanto, lim f(z) = c.
T—a

ii. |g(x) —a| = |r — a|, tomando-se 6 = € temos 0 < |z —a| < = |g(z) —a| =

|z — a| < €, portanto, lim g(z) = a.
r—a

Teorema A.1 (Propriedades Operatérias do Limite) Se lim f(x)=L e

T—a

lim g(z) = M, entao:

Tr—a
1. lim[e.f(z) £ g(x)] =c. L+ M
r—a
2. lim[f(z).g(x)] = L.M
Tr—a
L
3. }:1311 [chgﬂ = desde que M # 0.
Demonstragao:
1. Mostremos inicialmente que lim c.f(x) = c.L.

Tr—a
De fato: se ¢ = 0 entao c.f(z) = 0, Vz e, dai, lime.f(x) = lim0 = 0 =
Tr—a r—a
0.lim f(z) = ¢.L. Se ¢ # 0, como lim f(z) = L, dado € > 0, existe 6 > 0
T—a Tr—a
€

tal que se 0 < |z —a|] < 0 entdo |f(z) — L| < o ou seja, |cf(x) — cL| < e.
c

Mostrando, assim, que lim cf(x) = cL.
Tr—a

Agora mostremos que lim[f(z) + g(z)] = L + M, logo dado € > 0 devemos
Tr—a

encontrar um 6 > 0 tal que

| (f(x) +g(z)) — (L+ M)| <e, sempreque0 < |z —al <9
Utilizando a desigualdade triangular temos:

| (f (@) + g(2) = (L+M)| = [(f (2) = L)+(g(x)=M)| < |(f(z)=L)|+[(g(z)—M)]

Como lim f(x) = L e lim g(z) = M, existem 0; e 0o tais que,
r—ra r—a

|f(z)—L| < %, sempre que 0 < |x — a| < 0y
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lg(x) — M| < %, sempre que 0 < |z — a| < dy

Seja 6 = min{dy, b2}, como | (f(x) + g(x)) = (L+M)| < [(f(x) = L)[+[(9(x) -
M)| entao,

€

2

= €

|f(z) + g(x) — (L+ M)| = |(f(x) = L) + (9(x) — M)| < §+
Logo | (f(z) + g(z)) — (L + M)| < € sempre que 0 < |xr — a| < 4, com isso,

lim(f(z) + g(z)] =L+ M

r—a

Como lim c.f(x) = c¢.L e im[f(z) + g(z)] = L + M, temos que:

r—a

limfe.f(z) £ g(z)] = c.L £ M.

Tr—a

2. Notemos que:

F(a)g(x) — LM = f(2)g(x) — f(x)M + f(a)M — LM

= f()lg(z) — M| + [f(z) — LIM

Além disso, lim[g(z) — M] =0e lim[f(x) — L] = 0.

r—a T—a

Utilizando o item anterior temos:

lim [/ («)g() — LM] = lim [f(2)[g(x) — M] + [f(2) — LIM]

Tr—a T—a

= lim[f(2){g(x) — M]) + lim[f(x) — L] M]

0, quando r—a 0

— tim(f () foCe) — M)+ M Tn[7 () — 1)
lim [ f(2)g )] ~ lim[LM] = 0
dai,
lim [ (2)g(x)] = lin[LM]
portanto,

lim[f(x).g(x)] = L.M

T—a
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1

3. Mostremos inicialmente que lim — = — com g(z) # 0 e M # 0. Para
=ag(z) M
isso, consideremos que
1 1 M — g(z) 1
= - lgw) - M1
‘g(ﬂf) M‘ | glx).M | |M].[g(z)

Como lim g(x) = M, existe um §; > 0 tal que se 0 < |z — a| < d1, entao

r—a
M
jgta) — Mi < L
e portanto
| M]
|M[ =M = g(z) +g(2)| < [M = g(2)[ +]g(2)] < == +g(z)]

M
Isso mostra que |g(z)| > % sempre que 0 < |z — a| < d;.
Dai, para esses valores de =z,

11 12 2
(M.g(@)]  [M]|g(x)] — [M]'|M] M?

Também existe d; > 0 tal que |g(x) — M| < MTQ.G sempre que 0 < |z —al < Js.

Seja 6 = min{dy,02}. Logo, para 0 < |x — a| < 4, temos

-

gle) M| |Mg(x)] ~M*> 2
I t li L !
sso mostra que lim — = —.
au T—a g(m) M

Aplicando a propriedade anterior, temos que:

imﬁzim{ L}:im im 1 :£
it e Bl R S R v

Exemplo A.2 Sendo m, b e a nimeros reais, mostre que: lim(mx + b) = ma + b.
r—a

Solugao: Pelo Teorema A.1 lim(mx +b) = lim(mx) + lim b, e pelo exemplo (A.1)
r—a T—ra r—a

temos que lim z = a e lim b = b, portanto lim(ma + b) = ma + b.
r—a T—a r—a
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A.2 Continuidade

Dizemos que uma funcao f é continua em um nimero a, se:
1. f(a) é definida.

2. lim f(z) existe.

Tr—a

3. lim f(z) = f(a).

r—a
Estas condi¢oes podem ser resumida apenas no item (3.), pois se lim f(z) = f(a),
Tr—a
entdo f(a) é definida e lim f(x) existe, ou seja, as duas primeiras condi¢oes estao
T—ra

satisfeitas. Assim, podemos também definir:

Definicao A.2 Sejam f uma funcao, e a um ponto de seu dominio. Entao [ €

continua em a se, e somente se,
Ve > 0,36;Ve € Dy, |z —al <6 = |f(z) — f(a)| <e.

Observacao A.2 Se ao menos uma das trés condigcoes nao forem satisfeitas, dize-
mos que a func¢ao € descontinua em a, ou que, a fungao tem uma descontinuidade

em a.

Exemplo A.3 Mostre que a funcao constante f(x) = ¢, € continua qualquer que

seja a € R.

Solugao: Temos que: |f(z) — f(a)| = |c—¢| = 0,Vx e Va, com isso, dado € > 0 e
tomando-se um 0 > 0 qualquer, temos: |z —a| < § = |f(x) — f(a)| = |c — ¢| <,

portanto a fungao constante é continua.

Exemplo A.4 Mostre que a funcao afim f(x) = bx+c, (b e c constantes) é continua

qualquer que sejam b,c € R.

Solugao: Temos que: se b =0, f(x) é constante. Logo, pelo Exemplo A.3, f(z) é
continua.

Se b # 0, temos |f(z) — f(a)| = |bx 4+ ¢ —ba — ¢| = [b(x — a)| = |b].|x — a|. Com
€
lal’

isso, Ve > 0,|f(z) — f(a)| < e |z —al| <

€
Tomando-se 6 = —, temos:

lal
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[z —a| <= [f(x) = fla)] <€

logo a funcao afim é continua.

Teorema A.2 Sejam [ e g funcoes continuas em a, e ¢ uma constante. Entao as

sequintes funcoes também sao continuas em a:
1. c.ftyg

2. f.g

3. %, desde que g(a) # 0.

Demonstracdo: f e g sao fungoes continuas em a, logo lim f(z) = f(a) e
r—a

lim g(x) = g(a), utilizando as propriedades do limite, temos:
r—a

1. lim(c.f £g) = }E}z[cf(x) +g(a)] = c lim f(z) £ lim g(x) = (c.f £ g)(a) .

Tr—a Tr—a Tr—a

2. lim(f.g) = lim[f(z).g(a)] = lim f(z). lim g(z) = (f.g)(a).

r—a r—a r—a

s m(3) -] - - [l

Exemplo A.5 Mostre que qualquer polinémio é continuo em todo seu dominio, ou

seja, é continuo em R = (—o0, +00).

Solugao: Uma vez que um polinémio é uma funcao da forma P(x) = c,2™ +

Cn1Z" N+ oo 4 1w + ¢, onde g, ¢y, ..., ¢, S30 constantes e pelo Exemplo (A.1),

temos que: limcy = ¢ e limz™ = a™ (fazendo g(x) = f(x) no Teorema A.1,
r—a T—a

item 2. ), com isso f(x) = 2™ é continua e g(z) = c.2™ também é continua, como

P(z) = ¢z + ¢p12™ ' + -+ 4+ 17 + ¢ € uma soma de fungoes continuas, logo

qualquer polinémio é continuo em todo seu dominio.
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A.3 Derivada de uma Funcao

Definicao A.3 Sejam f uma funcao e a um ponto de seu dominio, a funcao f €

derivdvel em a se o limite lim M =LeR.
r—a T — Q

Quando existe o limite lim f(@) = fla)
Tr—a €Tr— Q

f no ponto a, e € denotado pelo simbolo f'(a).

esse € chamado de a deriwada da funcao

Se [ admite derivada em a, entao dizemos que [ € derivdvel ou diferencidvel em

a.

Utilizamos a seguinte notagao f’(a) (lé-se: f linha de a).

Dizemos que f é derivdvel ou diferencidvel em A C Dy se f for derivavel em
cada a € A.

Na Defini¢ao A.3 temos que:

e — i L0 = (@

r—a T —a
Fazendo: © —a = h, temos que se t - a = x —a — 0= h — 0, dai,

/ 1 f(a+h)_f(a)
f'(a) = lim .

h—0

Se substituirmos a por uma variavel x, obtemos

o) — i L) = @)

h—0 h

Observacao A.3 A funcao [’ é denominada derivada de f. O dominio de f' € o

conjunto {x : f'(x) existe }, note que esse dominio pode ser menor que o dominio

de f.

Observagao A.4 (Notagoes Usadas para Derivada) Utilizando a notagaoy =
f(x) para indicar que a varidvel x € independente, algumas notagées usadas para

denotar a derivada sao:

d d d
= pw=2

= 20— ey = T = T (@) = Df(x) = Dufa).

Y

Exemplo A.6 Calcular a derivada da funcao afim f(x) = kx +0b, com k,b € R,

em um ponto a qualquer do dominio de f.
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Solugao: Temos que:

fla+h) = fla)

/ BT
o)==
— lim |k.(a + h) +b] — (ka+b)
o h—0 h
. ka+kh+b—ka—-0b . )
= lim =lim — =limk
h—0 h h—0 h h—0

#'(a) = k,Va € R.

Teorema A.3 Se f for diferencidvel em a, entao f € continua em a.

Demonstracao: Para provarmos que f é continua em a, devemos mostrar que
x)— f(a

lim f(z) = f(a). Por hipotese, f é diferenciavel em a, logo lim M

r—a r—a T — a

é igual a f'(a). Sendo x # a, temos que: f(z) — f(a) = M(:U — a), aplicando

r—a

existe e

limite, temos:

{10

o) = 1) = iy | 5= e o
dai,
lim f(z) — lim f(a) = f'(a).0
lim f(z) — lim f(a) =0
logo,

lim f(x) = f(a)

Tr—a

Observacao A.5 Pelo Teorema A.3 temos que: Se f nao for continua em a, entao

f mao poderd ser derivdvel em a.

Observacao A.6 A reciproca do Teorema A.3 € falsa, ou seja, se uma fungao é
continua em um ponto a nao estd garantido que ela seja diferencidvel em a. Por

exemplo, a funcao f(x) = |x|, que € continua em 0, nao é diferencidvel em 0.
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Teorema A.4 Seja n um nimero natural, entio <= (z") = n.a™*.

flz+h) - [f(x)
h

Demonstragao: Por definigao, temos que f'(x) = lim

, fazendo
h—0

x + h =1, quando h — 0 temos que t — x. Dali,

th — "
/ —
fw) = fim=—
: (t—l’) n—1 n—2 n—3 .2 n—2 n—1
—%gr;@_x).(t +t" Tt L2 2T

=" " 2 a3 "

Portanto,

f'(z) =n.a"?

Teorema A.5 (Propriedades Operatoérias da Derivada) Sejam f e g fungoes

diferencidveis e ¢ uma constante. Entao:

d d

1 —lef(@) £g(2)] = c.0 flz) £ ——g()

d
&z
2 L [7(@) gla)] = gla) - F (@) + F(2) ()

d (@) _ 9@)-gflz) = f) Lg(x)
> (mw)‘ PGE

dx

Demonstragao:

1. Seja F(z) = c.f(x) £ g(z), temos que:

F(z+h) — F(x)

Pe) = i
oS ) g+ )] = [ef (@) £ g(@)]
h—0 h
g LD Sy e ) =gl

— cf () £ ¢'(a).
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2. Seja G(x) = f(x).g(x), temos que:

i flx+h).glx+h)— f(z).g(x)
h—0 h

_ i L@ R)gle 1) — f2).g(@+h) + fl2).g(z +h) — f2).9(z)
h—0 h

[f(x+h) = f@)].9(x+h) lg(z +h) — g(x)].f(2)

= lim + lim

h—0 h h—0 h
o e+ h) = f(2)] : . g(z +h) — g(x)]
B N A

hir(l) h
o S h)ge) — f@)gle ) 1
h—0 h (z +h).g(z)
_ iy FEH1)-9(2) — f(2).9(2) + f(2).9(x) - f(2).9(z +h)
h—0 h
1

1
10 gla + 1).g(x)
! _ / 1
f'(x).9(x) — f(x).g'(x)
9*(z)
]
Exemplo A.7 Determinar f'(z), sendo f(x) = %4_4
Solucao: Utilizando o Teorema A.5 e o Teorema A.4, temos que:
gy (P 4) —x(2®+4)  L(2®+4)—2.(2040)  4-—2?
PO T @ @
]
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Teorema A.6 (Limites Trigonométricos Fundamentais) Temos que:

im 260 | i L0050
60—0 60—0 (9

A demonstra¢ao do Teorema A.6 pode ser encontrada em Swokowski [18], pg.

151.

Teorema A.7 (Derivada de FungGes Trigonométricas) Para as fungoes seno,
cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante, sao vdlidas as sequintes regras

de derivacao:
1. Dy senx = cosx
2. D,cosx = —senx
3. D, tgr = sec’x
4. Dycotgx = —cscix
5. D, secx = secx.tgx

6. D,cscx = —cscs.cotgx

Demonstragdo: Demostraremos (1.) e (2.), os demais itens podem ser obtidos

facilmente utilizando o Teorema A.5.

. sen(x+h) —senx
D, senx = lim
h—0 h
sen z.cos h + cosx.sen h — sen x

= lim
h—0 h
. senx.(cosh — 1) 4 cosz.sen h
= lim
h—0 h
. [ (cosh—l) (senh)}
= lim |senxz. | ——— | + cosx
h—0 h h
h 1-— h
Pelo Teorema A.6 lim ot — 1 e lim — 2" — 0,
h—0 h—0

Logo,

D,senz = (senz).(0) + cos(z).1

D, senz = cos .
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2. De modo analogo, mostremos que:

D, cosx = —senx

. cos(x+ h) —cosz
= lim
h—0 h
cosz.cosh — senx.sen h — cosx

= lim
h—0 h
iy €08 x.(cosh — 1) — sen x.sen h
= lim
h—0 h

_ cosh —1 B sen h
= hli% CoS . — sen . .

Mais uma vez, utilizando o Teorema A.6, temos:

D, cosz = (cosx).(0) — (senz).(1)

D, cosx = —sen .

Teorema A.8 (Regra da Cadeia) Sejam I e J intervalos abertos e a € 1. Supo-

nha que g : I — J e f:J — R sao fungoes derivdveis em a e g(a), respectivamente.

Entao a funcao composta fog: I — R € derivdvel em a e vale

(fog)(a) = f'(g(a))g'(a).

Demonstragao: Vamos, primeiramente, dividir a demonstracao em dois casos:

1. ¢'(a) #0.

Neste caso, existe § > 0 tal que g(z) # g(a) para todo = € (a — d,a + 0) \

{a}. Além disso, como ¢ é continua em a, pois é derivavel em a, segue que

i FW@) = flgla)) _ . fu) — flg(a)

z>a g(z) — g(a) ugla)  u—g(a)
o £0060) = Flol@) _ o Flow) = Fola) o) = o0) _

r—a Tr— a r—a g(m) — g(a) r—a

= f'(g(a)). E, portanto,

Note que na segunda igualdade usamos que o limite do produto é o produto

dos limites. O que mostra que (f o g)’(a) existe e coincide com f'(g(a))g'(a).

2. ¢'(a) = 0.

Agora, temos que mostrar que (f o g)'(a) = 0. Vamos dividir novamente a

prova em 3 subcasos, o que concluird a prova do teorema:
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2.1. Eziste § > 0 tal que g(x) = g(a) para todo x € (a — §,a + 0).

Neste caso, (fog) é constante em (a—d,a+06) e, portanto, (fog)'(a) = 0.

2.2. Eriste § > 0 tal que g(z) # g(a) para todo x € (a — d,a+0) \ {a}.

Analogo ao Caso 1.

2.3. Para todo § > 0, existem x1,x9 € (a—0,a+9)\{a} tais que g(x1) = g(a)
e g(z2) # g(a).
Defina A = {x € I : g(z) = gla)} e B = {x € I : g(x) # g(a)}.
Como, por hipotese, a é ponto de acumulacao tanto de A quanto de
B e I é a uniao disjunta de A e B, para mostrar que (f o g)'(a) é
igual a 0, é suficiente mostrar que lim g(@)) = flg(a))

TEA, z—a r—a
i 1) — flg(a))
zEB, x—a Tr—a

=0 e que

= 0.
O primeiro limite é obviamente igual a 0, pois f o g é constante igual a
f(g(a)) em A e o segundo mostra-se da mesma forma que no Caso 1 que

ele coincide com f'(g(a))g'(a) = 0.

Observacao A.7 Esta regra € conhecida como regra da cadeia.

Lema A.8.1 Se uma func¢ao f é continua em um intervalo fechado [a,b] e toma
seu mdzrimo ou minimo em um ponto ¢ do intervalo aberto (a,b), entao ou f'(c) =0

ou f'(c) nao existe.

Demonstragdo: Suponhamos que f tem um extremo local em c. Se f'(c¢) nao
existe, nao ha mais nada a demonstrar. Se f’(c) existe, entao ocorrera um dos trés

Casos:

iii. f'(c)=0

Se (i) e (7i) ndo ocorrem, logo pela tricotomia, provamos a validade de (iii).

26



Derivada de uma Funcdo APENDICE A

Suponhamos que f’(c) > 0, dai f'(c) = lim f(z) — f(c)
Az—0 T —cC
um intervalo aberto (a,b) contendo ¢ tal que —f(i):_f(c) > 0, para todo x em (a,b)

> 0, e portanto existe

diferente de c. Esta tltima desigualdade implica que se a < x < b e x # ¢, entao
[f(z) — f(c)] e (x — ¢) sdo ambos positivos ou ambos negativos, dai f(z) < f(c)
sempre que = < c ou f(x) > f(c) sempre que = > ¢, segue-se que f(c) ndo é nem
méximo , nem minimo, contrariando nossa hipétese. De modo analogo, mostramos

a contradigdo para (7i.). Como (i.) e (ii.) nao ocorrem, temos f’(c) = 0.

Lema A.8.2 (Teorema de Rolle) Se f é continua em um intervalo fechado [a, b
e diferencidvel no intervalo aberto (a,b) e se f(a) = f(b), entao f'(c) = 0 para ao

menos um nimero ¢ em (a,b).

Demonstracao: Existem trés casos para f:

i. f(z) = f(a), Yz € (a,b). Neste caso, f é uma fungao constante e, consequen-

temente, f'(z) = 0,Vz. Dai f'(c) =0.

ii. f(z)> f(a) para algum x em (a,b). Neste caso, o valor maximo de f em [a, b]
¢ maior do que f(a) ou f(b), logo deve ocorrer em algum ntimero ¢ no intervalo

(a,b). Como a derivada existe em todo (a,b), pelo Lema A.8.1, concluimos

que f'(c) = 0.

iii. f(x) < f(a) para algum z em (a,b). Neste caso, o valor minimo de f em [a, 0]
é menor que f(a) ou f(b), de modo analogo a (i) mostramos que deve ocorrer

algum numero ¢ em (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema A.9 (Teorema do Valor Médio) Seja f uma fungao continua no in-
tervalo fechado [a,b] e derivdvel no intervalo aberto (a,b). Entao existe um nimero

c em (a,b) tal que:

f'(e) = W ou, equivalentemente, f(b) — f(a) = f'(c).(b — a).
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Demonstracao: De posse do Lema A.8.1 e do Lema A.8.2, consideremos inici-

almente a reta s que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), isto é: s:y — f(a) =

b)—f(a
fb)=f(a) 1))—£( ).(iL‘—(I).

Esta reta é o grafico da funcao

f(b) = f(a)

s(w) = b—a

(z —a)+ f(a)

Seja g a fungao que ¢é a diferenciagao entre f e s, isto é, g(x) = f(z) — s(x).

Assim,

Quando z = a,

f(b) = f(a)

o) = flo) - | HH =

e quando z = b

o) = 10— | TO=LD o) 4 )] = 10) - 0) - @)+ 5@] =0

«a—w+fmﬂ=fww<ﬂ@:o

Como ¢ é diferenca entre duas fungoes continuas em [a, b] e derivaveis em (a, b),
g é continua e derivavel em (a,b).

Aplicando o Lema A.8.2 (Teorema de Rolle) em g, concluimos que existe um
nimero ¢ no intervalo (a,b), tal que ¢'(c) = 0, mas ¢'(z) = f'(x) — §'(z), e (z) =

[—f(bl);f:(a)}, com isso ¢'(z) = f'(z) — [W], portanto,

f(b) — fla)
b—a

f(b) = f(a)

40 = o) - | |=0=r0=10=1

ou seja,

Observacao A.8 A interpreta¢ao geométrica do Teorema (A.9) € que se s é uma
reta passando pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), entao existird pelo menos um ponto

(¢, f(¢)), com a < ¢ < b, tal que a reta tangente ao grifico de f, neste ponto, é

paralela a reta s, conforme Figura A.3. Como % € o coeficiente angular de s

e f'(c) € odeT (em queT € tangente a f em (c, f(c))), entao W = f'(c).
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Figura A.3

A.4 Primitivas

Definigao A.4 Uma funcio F é uma antiderivada (ou primitiva) de f em um

intervalo I se F'(x) = f(x), para todo x em I.

Observacao A.9 Veremos mais adiante que toda fungao continua em um intervalo

I admite, neste intervalo, uma primitiva.

Teorema A.10 Sejam F e G antiderivadas de uma funcao f em um intervalo I,

entao G(z) = F(z) + C, para todo x em I e alguma constante C'.

Demonstracao: Sejam F' e GG antiderivadas de f, e H a funcao definida por

para todo x em I. Devemos mostrar que G(z) — F'(z) = C, para alguma constante
C, ou seja, H(z) é uma fung¢ao contante, de modo que: G(z) = F(z) + C.

Sem perda de generalidade, sejam a e b nimeros em [, tais que a < b. Para
mostrar que H é constante em I, basta provar que H(a) = H(b).

Como F e G sao antiderivadas de f, temos que, H'(z) = G'(z) — F'(x) =
f(z) — f(z) = 0, para todo = em I. Como H é derivavel em I segue que H é
continua em I. Em particular H é continua em [a,b] e derivavel em (a,b). Logo,
pelo Teorema A.9, existe um nimero ¢ em (a,b) tal que

H(b) — H(a)

H'(c) = b—a
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Como ¢ esta em I, H'(¢) = 0, com isso, 0 = T8 — H) — H(a) = 0, sendo

assim

Definicao A.5 A notagao

/f(:v)d:p =F(z)+C

em que F'(X) = f(x) e C é uma constante arbitrdria, denota a familia de todas

antiderivadas de f(x) em um intervalo I.

Observacao A.10 O simbolo / € o sinal de integral. Chamamos /f(x)dx a
integral indefinida de f(x). A expressao f(x) € o integrando e C € a constante
de integrag¢do. O processo de determinag¢ao de F(x) + C, quando /f(x)dx é
dada, é designado como integragdao indefinida, ou integrar f. Usa-se o adjetivo
indefinida porque /f(x)dx representa uma familia de antiderivadas, e nao uma

funcao especifica.

Teorema A.11 Sejam f(zx) e g(x) fungoes que possuem antiderivadas em um in-

tervalo I, e ¢ uma constante, temos que:

[ler@) £ g@ds = e [ ardnz [ ooyt

Demonstracao: Sejam F' e G antiderivadas de f e g, respectivamente, a demons-

tracao é imediata utilizando as Definices A.4 e A.5 e o Teorema A.5.

A.5 Particao de um Intervalo

Uma parti¢ao P de um intervalo [a, b] € um conjunto finito P = {x¢, x1, T2, ..., Tp}
em que a =29 < T < Tg < -+ < x, =b.
Uma particao P de [a,b] divide este intervalo em n subintervalos [x; 1, z;], i =

1,2, ...,n, conforme a Figura A.4 .
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Figura A .4
A amplitude do intervalo [z;_1,x;], serd indicada por Az; = x; — x;_;. Assim,
Axry =121 — 29, Axy = X9 — X1, ..., AT; = Ty, — Tpp_1.

Os numeros Azy, Ax,, ..., Ax, nao sao necessariamente iguais; o maior deles
denomina-se amplitude da particao P e indica-se por maz{Ax;},1 <i < n.

Uma particao P = {xg, 21, ..., z,} de [a, b] serd indicada por

Pa=zo<zi1 <9< <2, =0

A.6 Soma de Riemann

Sejam f uma fungao definida em [a,b] e P:a =20 <21 <23 < -+ <X, =b
uma parti¢ao de [a,b]. Para cada indice ¢ (i = 1,2,...,n) seja ¢; um nimero em

[z;_1, x;], conforme a Figura A.5, escolhido aleatoriamente.

{ | { i
a = &y Ty o &Ti 1 €T; Tn—1 T,=0b
Figura A.5

Ao nimero

n

D Fle)Azi = fler)Ary + f(ea) Aza + -+ + f(en) Ay

=1

denomina-se soma de Riemann de f relativa a particao P e aos ntimeros c¢;.
Temos que, se f(c;) > 0, f(c;)Ax; serd a area do retangulo R; determinado pelas

retas x = x;_1, ¢ = x; e y = f(¢;), conforme a Figura A.6, enquanto que se f(c;) < 0,

a area do retangulo sera —f(c;)Ax;, conforme Figura A.7.
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st Al Ry
it

i
C;
Ti-1 x; &L

f(c;)Ax; =areade R;

Figura A.6

Y

dreade R; = — f(c;) Ax;
Figura A.7
Geometricamente podemos interpretar a soma de Riemann

Z fle) A

como a diferenca entre a soma das areas dos retangulos R; que estao acima do eixo

xr e a soma das areas dos que estao abaixo do eixo .

A.7 Integral de Riemann

Sejam f uma funcdo definida em [a,b] e L um namero real. Dizemos que

Z f(ci)Az; tende a L, quando max{Ax;} — 0, e escrevemos
i=1

maz{Axz;}—0

lim Z fle)Az; =L
i=1

se, para todo € > 0 dado, existir um ¢ > 0 que s6 dependa de € mas nao da particular

escolha de ¢;, tal que

<€

=1

para toda parti¢ao P de [a,b], com max{Az;} < 0.
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Tal ntmero L, quando ex1ste ¢ Gnico, e denomina-se integral (de Riemann)

de f em [a,b] e indica-se por / f(z)d.

Entao, por definicao, temos:

Definicao A.6

b n
/a fl)de = lm Z; flei)Az;.

Observacao A.11 Temos, ainda por definicao que:

| fayin -
u[}@mx:—lfﬂ@mma<m.

Teorema A.12 Sejam f, g integrdveis em [a,b] e ¢ uma constante. Entao:
b
1. Se f(z) >0 em [a,b), entdo/ f(z)dz > 0.

2. Se c €]a,b], e f € integravel em [a,c] e em [c,b] entao

/f @_/f M+/f

Demonstracao:

1. Como f(z) > 0 em [a, b], para toda particao P de [a,b] e qualquer que seja a
escolha dos ¢;

i=1
b
Supondo, por absurdo, que / f(z)dz < 0, tomando-se € > 0 de modo que

b
/ f(z)dz + € < 0, existiria um ¢ > 0, tal que

/abf(x)dx —€e< if(cz)AxZ < /abf(x)da:—i—g

para toda particao P de [a,b] com max{Az;} < §. Assim, para alguma

particao P teriamos
n

Z f(Cz)Al’fL < O,

i=1
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que é uma contradigao, pois

logo,

C1 Cz Cin Cmil Cn
i i A ; i i
a &, Ty Em-1 ¢ Emi1 Tp—1 b
| | Il
&y L
Figura A.8
Temos:
m

<

=1
n

> fle) -

i=m-+1 ¢

gf(ci)mi — Uacf(x)dx + /cbf(:v)dx}
b

+ f(x)dx

Zf(ci)Axi — /Cf(m)dx

+

Como, por hipotese, f é integravel em [a, c] e em [c, b], dado € > 0, existe 6 > 0

tal que, para toda partigdo P de [a,b], com ¢ € P, e max{Az;} <9

S He) — | Flaydr] <3
i=1 a
e
n b €
> f(e) = | Sw)da| <3
e, portanto,

Da integrabilidade de f em a,b, temos que

/abf(ac)dx = /acf(:c)d:c + /Cb f(z)dx.
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A.8 Teorema Fundamental do Calculo

Temos que se f for integravel em [a, b], o valor do limite

maz{Az;}—0

lim z”: f(e)Ax;
i=1

b
serd sempre o mesmo, independentemente da escolha dos ¢;, e é igual a / f(z)dz.
a

Assim, se para uma particular escolha dos ¢;, tivermos

lim Zf(cz)sz =L
i=1

maz{Ax;}—0

b
entdo teremos L = / f(z)dx.

Teorema A.13 (1° Teorema Fundamental do Calculo) Se f for integrivel em

[a,b] e se F' for uma primitiva de f em [a,b], entao

/ f@)dz = F(b) — F(a).

Demonstragao: Supondo que f seja integravel em [a, b] e que admita uma primi-
tiva F'(z) em [a,b], isto é, F'(z) = f(x) em [a,b]. Seja P:a=x) <21 < X9 < --- <
x, = b de [a,b], uma particdo qualquer de [a,b], podemos escolher, pelo Teorema

A9, ¢ em [x;_1,x;] tal que

n

F(b) — F(a) = Z F'(&)Az; = F(b) — F(a) = Y _ f(&)Az;

=1

Se, para cada particao P de [a, b] escolhermos convenientemente os ¢;, teremos

maz{Az;}—0

lim Z f(e)Az; = F(b) — F(a)

portanto, ,
L/ﬂ@M=F@—F@

Demonstra-se que toda fun¢ao continua em [a, b] é integravel em [a, b], com isso,
segue do 1° teorema fundamental do célculo que se f for continua em [a,b] e F' uma

primitiva de f em [a, b] entao
b
| #a)dz =P - Fla)
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A diferenga F'(b) — F'(a) sera indicada por [F(x)]f, com isso

/ f(@)dr = [F(2)2 = F(b) — F(a).

2
Exemplo A.8 Determinar/ 3dzx.
—5
Solugao: Consideremos a fungao F'(z) = 3z que é uma primitiva de f(z) = 3,
2

aplicando o 1° teorema fundamental do calculo, temos que / 3dxr = [31‘]2_5 =

(3.2) = (3.(=5)) =6+ 15 = 21 ”

b
Exemplo A.9 Sendo c uma constante, determmar/ cdzx.
a

Solugdo: Através do 1° teorema fundamental do calculo, como F'(z) = cx é uma
b

primitiva de f(z) = ¢, e f é continua [a,b], temos: / cdr = [cx]’ = cb — ca =

c(b—a).

2
Exemplo A.10 Sendo f(z) = 22, determz'nar/ f(x)dz.
0

2
Solugao: Temos que / f(z)dz pode ser obtida através do 1° teorema fundamental
0

do célculo, onde consideramos F(z) = 32® que ¢ uma primitiva de f(z) =a?e f é
2 2
1 1 1 8 8
continua em [0, 2], com isso /0 ridr = [éxﬂo = 5.23 - 5.03 =3~ 0= 3
]

Teorema A.14 Seja f uma func¢io continua em um intervalo fechado [a,b], se

definirmos a fungcao G por
Glz) = / F(#)dt ¥z € [a, ]
entio G € uma antiderivada de f em [a,b].

Demonstragao:  Vimos que, sendo a > ¢ > b e f integravel em [a,b] temos
b a b c b

/ f(:c)dx:—/ f(x)dxe/ f(:c)d:c:/ f(:c)d:c—i—/ f(z)dx.

a b a a c
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Sejam = e = + h pertencentes a [a, b], entdo:

G(x+h) —G(z) = /:M f(t)dt — /: f®)dt = /:+h

logo,

(t)dt + / " (e

Gz + h) — /f dt+/ Ft)dt = / F(t)

Consequentemente, se h # 0,

G(x+h / 50

Sem perda de generalidade, se h > 0, entao, pelo Teorema do Valor Médio, existe

um nimero z no intervalo aberto (z,x + h) tal que

z+h
[ = ren

G(x + h) — G(z)
h

Como x < z < x + h, decorre da continuidade de f que

e portanto,

= f(2)

lim f(z) = lim f(z) = f(x)

h—0+ vt
e dai, . oo
Jim SR ZOD ) = g
De modo anélogo para A < 0 temos hli)%l— Gz + h})L — G(=) —

unilaterais acima, implicam que

G'(z) = lim Glz+ h}i — G) = f(x)

h—0

com isso, temos que

ou seja, G é uma antiderivada de f.

f(z). Os dois limites

Uma outra maneira de demonstrarmos o 1° teorema fundamental do célculo,

seria tomando F' uma antiderivada de f e sendo G a antiderivada especifica de
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G(z) = / f(t)dt, como F e G sao antiderivadas de f, sabemos que elas diferem

apenas por uma constante, ou seja,
G(z) =
para todo x em [a,b]. Logo, como G(x / f(t)dt temos que, / f(t)

F(z) + C, para todo x em [a,b]. Fazendo x = a, e lembrando que / (t)dt = 0,

obtemos que
ou seja,

como/f (x) +CeC = —F(a),

/U@ﬁzﬂ@—ﬂm

Como essa identidade ¢ valida para todo = em [a, b], podemos substituir z por b

e a variavel ¢t por uma outra z, obtemos que:

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Com isso podemos enunciar o Teorema Fundamental do Calculo da

seguinte maneira:

Teorema A.15 (Teorema Fundamental do Calculo) Se f : [a,b] = R ¢ uma

fungao continua e F é uma primitiva de f em [a,b], entao:

Ji%l%@ﬁzﬂ@

b
2. / F'(z)dx = F(b) — F(a)

Na visao de Stewart [16], o teorema fundamental do célculo é inquestionavel-
mente o mais importante, e é realmente um dos grandes feitos da mente humana.
Antes de sua existéncia, desde os tempos de Eudoxio e Arquimedes até os de Galileu
e Fermat, os problemas de encontrar dreas, volumes e comprimentos de curvas eram
tao dificeis que somente um génio poderia fazer. Agora, com essa importante ferra-
menta em maos, que Leibniz e Newton configuraram, problemas antes desafiantes

tornam-se acessiveis para todos nos.
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A.9 Mudanca de Variavel na Integral

Teorema A.16 Sejam f continua num intervalo I, ea ebem I. Seja g : [c,d] — I,

com ¢' continua em [c,d], tal que g(c) = a e g(d) = b. Nestas condigoes

/f dx—/f

Demonstragao: Temos que f é continua em I, com isso f admite uma primitiva

F em 1. Assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

/ J(2)de = F(b) — F(a) (A.2)
A funcao H(u) = F(g(u)),u € [c,d], & uma primitiva de f(g(u)).¢'(u), pois temos

que F' = f e, pelo Teorema A.8 (Regra da Cadeia)

H'(w) = [Flg(w)]' = F'(g(w).¢'(w) = f(g(u)).g'(w)
dai, .
/ F(g(u)).g/ (w)du = [F(g(w)]’ = F(g(d)) — F(g(c)).

Inicialmente admitimos, g(c¢) = a e g(b) = d, tendo em vista (A.2), temos

[ sty g @an=rw) - F@ = [ s

jus

Exemplo A.11 Calcular /4 (1+ sen(22))?. cos(2x)dz.
0

d
Solugdo:  Podemos fazer u = (1 + sen (2x))3, daf d_u = 2cos(2x) = dx =
T

d
—u, além disso se z =0, temos u = 1 +sen(0) =14+0=1esex = E, temos
2. cos(2x) 4
u =1+ sen (g =1+ 1= 2 com isso temos:

ISR

/0 (1 + sen(21))°. cos(2z)dx :/ v COS(%)'#SU(?@

\

|
| e
A;|§
| I

—_
CD
—_

~—

ool»—loolH N — [\Dln—

ot~
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A.10 Coordenadas Polares

Fixando no plano um ponto O e um semi-eixo Ox, denominado eizo polar e o

ponto o sera chamado de polo, conforme Figura A.9.

P (r,0)

polo<—"1 ~—=FEizo polar

Figura A.9

Cada ponto P do plano fica determinado por suas coordenadas polares (6, p),
sendo # é a medida em radianos do angulo entre os segmento OF e o eixo polar,
em que o angulo é contado a partir do eixo polar no sentido anti-horario. p é o
comprimento de OP, com isso p > 0.

Se considerarmos no plano um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas, em
que a origem coincide com o polo e o semi-eixo Ox com o o eixo polar e se (6, p)

forem as coordenadas polares de P.

Y
" P
P, |
0 xX
Figura A.10

Aplicando as razoes trigonométricas na Figura A.10, entao as suas coordenadas

cartesianas serao dadas por:
x = pcosf ey = psenf (A.3)

Além disso, se P nao coincide com o polo, podemos utilizar o Teorema de Pitagoras,

e obtermos

b= VETP (A4)
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tgh =2 (A.5)
x
Até o momento, utilizamos apenas p como um nimero positivo. Porém, para
aplicagoes é importante que p possa assumir, também, valores negativos. Podemos
interpretar (6, p), na Figura A.11, da seguinte maneira:

Yyl __ (p cos 8, p sen 0)

p>0 v

| p <0
4 |

|

|

(cos 6, sen 6)

(cos 0, sen 8)

@
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

(p cos B, p sen 6) O y

Figura A.11

Onde, se p < 0, (0, p), & o simétrico, em relagdo ao polo, do ponto (6, —p).

Para podermos trabalhar com p < 0, é mais conveniente olharmos para o eixo
polar como uma reta com um sistema de abscissas: sobre tal reta marcam-se dois
pontos, um o polo O representando o zero e outro representando o 1. O sentido posi-
tivo serd o de 0 par 1 e a unidade de comprimento serd o segmento de extremidades
0 e 1. Para representar no plano um ponto de coordenadas polares (6, p) procedemos
da seguinte maneira: primeiro giramos o eixo polar, no sentido anti-horario, de um
angulo 6, em seguida, sobre este novo eixo, marcamos o ponto que tenha abscissa p,

conforme a Figura A.12.

(6, p)comp>0 s (6, p)comp<0 .

e

Figura A.12
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Observacao A.12 As equagoes do tipo r = a £ asenf e r = b=+ bcosf represen-
tam curvas polares chamadas cardioides, o nome cardioide, vem da semelhanca da

representacao grdfica dessas curvas com o formato de um coragao.

Exemplo A.12 Determinar as coordenadas retangulares do ponto P cujas coorde-

5 27
nadas polares sao (6, ?)

2
Solucao: As coordenadas polares sao | 6, —W), com isso, p=6e 6 = %’r, substi-
3
tuindo esses valores em (A.3), temos:
2 1 2m V3
x—6cos?—6(—§) =—-3e y—6sen?—6<7>
ou
2
2 +y* =36 e E:tg<—7r) =3
Y 3
Logo as coordenadas retangulares de P sio (—3,3v/3).
]

Exemplo A.13 Determinar as coordenadas polares do ponto P cujas coordenadas

retangulares sao (—2,2v/3).

Solugao: Primeiramente vamos encontrar as coordenadas polares (p, ) de P que
satisfazem as condigbes p > 0e 0 <6 < 27.
Temos ¥ = —2 e y = 2v/3, substituindo esses valores em (A.4) e em seguida em

(A.5), temos, respectivamente, que:

PP=(=22+(2V3)?=4+12=16=>p=4

_2V3_ _ 5

g = 2Y°
9V ="

Como (—2,2v/3) esta no segundo quadrante e tgd = —/3, temos 0 = 23”, com isso
as coordenadas polares de P sdo (4, %”)

Todas as demais coordenadas polares de P podem ser expressas como

(4, 2% + 2/€7T) ou <—4, 5% + 2]{71')
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Exemplo A.14 Seja a curva em coordenadas polares dada por r = 2cos6:
a. Esbocar a curva.
b. Encontrar a equagao cartesiana para essa curva.

Solugao:

a. Podemos atribuir valores convenientes para 6, em seguida plotarmos os corres-

pondentes pontos (p, ) e depois juntarmos esses pontos para esbocar a curva.

0 | p=2cosb (p,0)

0 2 (0,2)

i V3 (5, V3)
5l V2 (5. v2)
5 ! (3:1)
£l I (5 -1
T -v2 (V2
TLO-v3 (& VB
T -2 (7, —2)

Usamos os valores de 6 apenas entre 0 e 7, ji que, se tomarmos valores para

6 além de m, obtemos 0s mesmos pontos novamente.

Juntando os pontos para esbocarmos a curva, obtemos uma circunferéncia,

conforme a Figura A.13.

(2.0)

Figura A.13
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b. Para converter a equacao polar dada em uma equacao cartesiana, utilizaremos
as Equagoes (A.3) e (A.4).

Como z = rcosf, temos cosf) = ¥, com isso a equagao r = 2cost torna-se

r =22 dai
T

2r=r’=2*+y =22+ - 20=0
Completando quadrados, temos

(r—1)2+(y—-02=1

que é a equagao do circulo com centro C(1,0) e raio r = 1, confirmando o

esboco feito no item a.

A seguir faremos algumas sugestoes de exercicio de aplicacao no ensino bésico.
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Sugestoes de Exercicios para

Aplicacao no Ensino Basico

Trazemos aqui alguns exercicios que, ap6s a leitura deste trabalho, podem ser
aplicados no ensino basico de forma a expandir a maneira convencional que o céalculo

de areas e comprimentos sao realizados.

B.1 Area de uma Regido Delimitada por uma Pa-
rabola

Exemplo B.1 Considere a pardbola de equacio y = 2% +4 com 0 < x < 10,

determine a drea da regiao compreendida entre a pardabola e o eiro-z, utilizando:

a. Uma aproximacao, por falta, com 2 retangulos.
b. Uma aproximacao, por falta, com 5 retdingulos.
c. Uma aproximacao, por falta, com 10 retingulos.

d. Uma aproximacao, subdividindo o intervalo em 10 partes e utilizando a regra

do ponto médio.

e. Uma aprorimacao, subdividindo o intervalo em 10 partes e utilizando a regra

do trapézio.

f. Uma aproximacao, subdividindo o intervalo em 10 partes e utilizando a regra

de Simpson.
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g. Utilizando a integral.

Solucao:

a. Temos que a situacao pode ser representada pela figura abaixo,

104]

10

Figura B.1

Através da Figura B.1, podemos perceber que temos dois retangulos, abaixo

da parabola, cujas areas representaremos por A; e As, e sao dadas por:
A =5.f(0)=54=20 e¢ Ay=5.f(5) =5.29=145

Com isso, a aproximacao, por falta, para area abaixo da parabola, ¢ dada por:

An A+ Ay =20+ 145 = 169

b. Temos que a situacao pode ser representada pela figura abaixo,

-

N Mmp-—-—--——————————-

Figura B.2
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Através da Figura B.2, podemos perceber que temos cinco retangulos, abaixo

da parabola, cujas areas representaremos por A, A, As, Ay e As, e sao dadas

por:
A =2.£(0)=24=28
Ay =2.f(2) =28 =16
Ay =2.f(4) =2.18 = 36
Ay =2.f(6) = 2.40 = 80

As = 2.f(8) = 2.68 = 136

Com isso, a aproximacao, por falta, para area abaixo da parabola, é dada por:

A A1+ A+ A3+ Ay + A5 =8+ 16 + 36 + 80 + 136 = 276

c. Temos que a situacao pode ser representada pela figura abaixo,

Figura B.3

Através da Figura B.3, podemos perceber que temos dez retangulos, abaixo
da parabola, cujas areas representaremos por Ay, As, A3z, Ay, As, Ag, A7, As,

Ag e Ay, e sao dadas por:
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Ay =1f(2) =18 =8
Aj=1.f3)=113=13
As = 1.f(4) = 1.20 = 20
Ag=1.f(5) =1.29 =29
Ay = 1.£(6) = 1.40 = 40
As =1.f(7) =153 =53
Ag = 1.f(8) = 1.68 = 68

Com isso, a aproximacao, por falta, para area abaixo da parabola, é dada por:

A A+ Ay + A3+ Ay + As + Ag + A + Ag + Ag + Ay
~44+54+8+134+204+29+40+ 53+ 68+ 85

~ 325

d. Temos que a situacao pode ser representada pela figura abaixo,

~ MH-————— - - -

~ 1nl---=----

~a 10,25 — — = = — |

Figura B.4

Através da Figura B.4, podemos perceber que temos dez retangulos, abaixo
da parabola, cujas areas representaremos por Ay, As, As, Ay, As, Ag, A7, Asg,

Ag e Ay, e sao dadas por:
Ay = 1.£(0,5) = 1.4,25 = 4,25
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Ay =1.f(1,5) = 1.6,25 = 6,25
As =1.f(2,5) = 1.10,25 = 10,25
Ay =1.f(3,5) = 1.14,25 = 14,25
As =1.f(4,5) = 1.24,25 = 24,25
Ag=1.f(5,5) = 1.34,25 = 34,25
A; = 1.f(6,5) = 1.46,25 = 46, 25
Ag = 1.f(7,5) = 1.60,25 = 60, 25
Ay = 1.f(8,5) = 1.76,25 = 76,25

A =1.f(9,5) =1.94,25 = 94,25
Com isso, a aproximagao para area abaixo da parabola, ¢ dada por:

A%Al—|—A2—|—A3—|—A4—|—A5—|—A6+A7+A8—|—A9+A10
~ 4,25+ 6,25+ 10,25 + 14,25 + 24,25 + 34, 25 + 46, 25 + 60, 25 + 76, 25+
+ 94,25

~ 372,5

e. Temos que a situacao pode ser representada pela figura abaixo,

\ 104

Figura B.5

Através da Figura B.5, podemos perceber que temos dez trapézios, cujas areas
representaremos por Ay, Ag, Az, Ay, As, Ag, Az, Ag, Ag e Ajg, e sao dadas

por:
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AL = (fo+2f1)~1, Ay = (itfo)l 4 (fotf10)-1

2 ) s 4110 2 )
ou seja,

A = (fi—l;fi)-17 1<i<10

Com isso, a aproximacao, para area da superficie abaixo da pardbola, é dada

por:
A%Al+A2+A3—|—A4+A5+A6+A7—|—A8—|—A9—|—A10
1
~ S AFO) + 2[f (M) + £(2) + -+ FO)] + f(10)}
1
z5(4—1—1O+16+26+40+58—|—80+1O6+136+17O+1O4)

~ 375

f. A regra de Simpson, nos diz que uma boa aproximacao pode ser obtida através

da férmula

A b:),_—na[f(fvo)+4f(x1)+2f(x2)+4f(l‘3)+' 22 (@) +4S (T01) 4 (20)]

onde a e b sao os extremos do nosso intervalo, e n indica o nimero de partes

que nosso intervalo foi subdividido.

No nosso exemplo, temos a =0, b = 10 e n = 10, com isso, temos:

A [FO) +4f(1) +2f(2) +4F(3) + -+ 2f(8) +4(9) + f(10)]
A+ 45+ 2.8+ 4.13 +2.20 + 4.20 + 2.40 + 4.53 + 2.68 + 4.85 + 104]

~
~

(44204 16 + 52 + 40 + 116 + 80 + 212 4 136 + 340 + 104)

~
~

g. Podemos observar a area abaixo da parabola através da Figura B.6.
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Figura B.6

Utilizando a integral, temos que a area é dada por
b
A= / f(z)dz
no nosso caso, a = 0, b =10 e f(z) = 2> + 4, com isso:

10 133 10 103
A—/ (2% + 4)dx = [—+4x1 = — +4.10~373,3
0 3 0 3

B.2 Comprimento de Curva
Exemplo B.2 Considere a pardbola de equagio y = 2> +4 com 0 < x < 10:

a. Dé uma aprorimagao para o comprimento do arco da pardbola de A(0,4) a

B(10,104), subdividindo o intervalo em 5 partes.

b. Estabeleca uma integral para achar o comprimento do arco da pardbola de

A(0,4) a B(10,104).

c. Aproxime a integral obtida em (B.), utilizando a Regra de Simpson, com n =

10, e arredonde a resposta para duas casas decimais.

Solugao:
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a. Através da Figura B.7, podemos perceber que os comprimentos Ly, Lo,L3, Ly
e L5, sao hipotenusas de triangulos retangulos, cujos catetos sao z; — z;_2 €

f(z;) — f(zi—g), com i € {2,4,6,8,10}.

*\ 104

N
~ 40)

Figura B.7

Com isso, temos que uma aproximagao para o valor de comprimento da para-
bola, é dada por
L=L+ Lo+ L3+ Ly+ Ls

Utilizando o Teorema de Pitadgoras para calcularmos cada um dos Ly, k €

{1,2,3,4,5}, temos:

Ly = (v — wi2)” + [f(m:) — f(zimo)]?

Ly = \/(% —xi0)? + [f(z;) — f(z2))?

Com isso: L, = 4,4721, Ly = 12,1655, Ly = 20,0098, L, = 28,0713 e
Ls = 36,0555

Dai,

L =~ 4,4721 + 12,1655 + 20,0998 + 28,0713 + 36, 0555 ~ 100, 8642

b. Podemos observar o comprimento da parabola esta representado por L na

Figura B.8.
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Figura B.8

Considerando a funcao f(z) = z? + 4 e aplicando a equacao (3.1), temos que

o comprimento do arco da parabola pode ser dado por:

L:/OIO\/IJr{W]de:/Ommdx

c. Podemos aplicar a Regra de Simpson, fazendo g(z) = /1 + (22)?, n = 10,

a =0 e b= 10. Para facilitar os calculos, consideremos a seguinte tabela:

k| xk | glxg) | m| mg(zg)

0 [ 1,0000 | 1 | 1,0000
11 1] 2,2361 | 4 | 8,9444
2 1 2 | 41231 | 2 | 8§,2462
3| 3| 6,0828 | 4 | 24,3312
4] 4| 80623 | 2| 16,1246
5 | 5 10,0499 | 4 | 40,1996
6 | 6 | 12,0416 | 2 | 24,0832
7| 7 | 14,0357 | 4 | 56,1428
8 | 8 16,0312 | 2 | 32,0624
9 |9 | 18,0278 | 4 | 72,1112
10 | 10 | 20,0250 | 1 | 20,0250

Tabela B.1
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Temos que a soma dos nimeros da ultima coluna é igual a 303,2706, como
b—a 10—-0 1
= = —, temos:
3n 30 3

10 10
1
/ V1 (22)% = / g(x)dr = 3303,2706 ~ 101,090 ~ 101,09
0 0
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