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Resumo

Os critérios de divisibilidades sdo tido por alunos e até mesmo por alguns professores
como simples "macetes", pois eles facilitam na resolucao de exercicios e evitam o uso de
tantos calculos, no entanto esse assunto remete na sua esséncia uma aritmética rica e pro-
funda. Tratamos neste trabalho sobre os critérios de divisibilidades comuns, aqueles que
se aprende no ensino basico e outros inéditos. Para tanto, estudamos inicialmente alguns
preliminares algébricos e aritméticos, como: Principio da Boa Ordem (PBO), Principio da
Indugao Matematica (PIM), divisdo euclidiana, divisibilidade, nimeros primos, algoritmo
de Euclides, equagoes Diofantinas, sistema decimal bem como a aritmética modular. Em
seguida apresentamos, demonstramos e exemplificamos os critérios de divisibilidade mais
usuais, buscando estimular o interesse do leitor por esse conhecimento. Finalizamos com

a criacdo, demonstragao e exemplificacdo dos critérios de divisibilidade mais sofisticados.

Palavras-chave: Principio da Indugdo Matemadtica (PIM); Critérios de divisibilidade;

Sistema decimal; Algoritmo de Euclides; Equagoes Diofantinas; Aritmética modular.



Abstract

The criterion of divisibility is known by students and some teachers as simples "tricks" .
They facilitate the resolution of exercises and avoid the use of multiple accounts, how-
ever this subject in essence brings a rich and deep arithmetic. We deal with this work
on the criterion of common divisibility, those that one learns in basic education and
other unpublished ones. Algebra and Arithmetic , such as: Well - Ordering Principle
(PGO) , Principle of Mathematical Induction (PMI) | Euclidean division, divisibility, pri-
mary numbers , Euclides algorithm , diophantine equations, decimal system and modular
arithmetic. After , we present, demonstrate and exemplify the most common divisibil-
ity criterion, seeking the reader’s interest in knowledge. We finished with the creation,

demosntration and exemplification of the most sophisticated criterion of divisibility.

Key-words: Principle of Mathematical Induction (PMI); Criterion of Divisibility ; Dec-
imal System; Fuclides Algorithm; Diophantine Equations; Modular Arithmetic.
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Introducao

Os nimeros foram considerados durante muito tempo como entes intuitivos e até algumas
das suas propriedades, como por exemplo a comutatividade e a associatividade da adi¢ao
e multiplicacdo, eram consideradas inerentes a sua prépria natureza, sendo assim, nao

havia necessidade de serem demonstradas.

Segundo [10, p. 05], a aritmética é apresentada sob a dtica de duas vertentes, a primeira
como sendo o ramo da matematica que lida com os niimeros e com as operagoes possiveis
entre eles..., sendo assim o ramo mais elementar e antigo da matematica. A segunda
vertente é voltada para teoria dos nimeros, a autora afirma que é o ramo da matemética

pura que estuda mais profundamente as propriedades dos niimeros em geral.

Ja [4] afirma que o estudo das propriedades dos niimeros em especial os inteiros remota
das civilizagGes mais antigas. Entretanto é na Grécia que primeiro identificamos a teoria
de ntmeros tal como a entendemos hoje em dia. No que se refere aos inteiros, os gregos
diferenciavam entre a logistica, ou a arte de calcular com os niimeros inteiros, e a aritmé-
tica, ou estudo das propriedades fundamentais dos inteiros. A primeira era dominio dos

comerciantes; a segunda dos matematicos e filésofos.

O conjunto dos numeros inteiros, usualmente denotado por Z, é o exemplo natural da
estrutura algébrica chamada dominio de integridade. Isto significa que sobre Z estéo
definidas duas operagdes, soma e produto, que satisfazem as propriedades operatorias
usuais: associatividade, existéncia do elemento meutro, inverso aditivo, comutatividade e

distributividade do produto em rela¢io a soma. Para mais detalhes veja [7] .

Do ponto de vista algébrico, a principal dificuldade esta no fato de que em Z néo é possivel
realizar divisdes em geral, ou seja, nem sempre um numero inteiro é divisivel por outro.
De fato, ndo podemos calcular inversos multiplicativos, o que impossibilita a resolucao de
equagoes lineares simples como ax = b com a ¢ {—1,0, 1}, por exemplo. A tnica soluc¢ao

para esta equacao seria x = a~'h, mas a~! = — ¢ Z nestas condigoes.
a

O principal objetivo desse trabalho é despertar o interesse e a curiosidade tanto dos alunos
dos cursos de matemaética ou dreas afins, quanto os da educacio bésica para aritmética,
em especial & aritmética modular, bem como expor e desenvolver alguns fatos curiosos
a respeito desse assunto. Além disso, queremos que esse trabalho sirva de apoio para a

formacgao continuada do professor e que sirva também de material didatico para ser usado
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por alunos dos cursos de licenciatura em matematica ou os da educacao bésica.

Para isso, usamos nesse trabalho os critérios de divisibilidade como fio condutor. A
ideia central é identificar os ingredientes bésicos da aritmética que ja sdo usadas nos
critérios mais usuais e os implementarmos de forma sistematica na criacio de critérios de

divisibilidade incomuns.

No primeiro capitulo, intitulado Preliminares Algébricos e Aritméticos dos Inteiros, re-
visitaremos o conjunto dos inteiros Z, nesse estudo daremos um tratamento axiomatico,
tendo como objetivos analisar suas propriedades elementares do ponto de vista algébrico
e aritmético, bem como introduzir os conceitos necesséarios ao entendimento dos préximos

capitulos. Trataremos também de fatos curiosos relacionado ao tema.

No capitulo 2, intitulado Critérios de Divisibilidade Usuais, apresentaremos a definigao,

demonstragdo e exemplificagdo dos critérios de divisibilidade comuns.

O dultimo capitulo, Construcao dos Critérios de Divisibilidade Incomuns e Curiosos, é
reservado para a construcao, desenvolvimento, demonstracao e exemplificacdo dos novos

critérios de divisibilidade, tomaremos como base os critérios de divisibilidade usuais.
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1 Preliminares Algébricos e Aritméticos dos

Inteiros

Neste capitulo revisitaremos algumas propriedades e alguns resultados dos nimeros in-
teiros do ponto de vista algébrico e aritmético que sdo de fundamental importancia para
o entendimento e acompanhamento dos capitulos subsequentes. As principais referéncias

utilizadas na elaboracao desse capitulo sdo [1, 2, 3, 4, 5,7, 9, 10] .

1.1 O dominio bem ordenado Z

Como dissemos, o conjunto dos niimeros inteiros Z = {..., —1,0,1, ...} é o exemplo mais
simples da estrutura algébrica denominada de anel comutativo com unidade. De acordo
com [6] isto significa que sobre Z estao definidas duas operacoes, denominadas soma ()

e produto (-) satisfazendo, para todo z,y, z € Z, as propriedades operatérias usuais:

(i) associatividade: x+ (y+z2)=(x+y)+zex-(y-2)=(r-y)-z;
(ii) comutatividade: v +y=y+zvex-y=y-z;
(iii) distributividade: v(y+2)=x-y+x- 2
(iv) existéncia de elementos neutros: existem 0,1 € Z tal que 0+ x =x e 1 -2 = x;

(v) existéncia de inverso aditivo: dado x € Z, existe —z € Z tal que x + (—z) = 0.

Além disso, Z nao possui divisores de zero; isto é, dados z,y € Z,z-y=0=x=0ouy =
0. Um anel com esta propriedade é chamado de dominio de integridade ou simplesmente

um dominio.

Também esta definida uma relagdo de ordem: dados x,y € Z dizemos que x é menor
que y, escrevendo x < y, se existe 0 # n € N tal que v +n = y. Esta é uma relacdo de
ordem total significando que dados x,y € Z uma e somente uma das seguintes condigoes
é verificada:

r<youy<zxouzxr=y.

Além disso, esta relagdo é compativel com as operagdoes de soma e produto em Z no
seguinte sentido: dados z,y € Zcomz < y,entdor + 2 <y+2, Vz € Z; ese 0 < z,

entao Tz < yz.
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Uma vez que Z é um conjunto ordenado podemos definir o que se chama cota inferior
para um subconjunto S de Z. Dizemos que ng € Z é uma cota inferior para @ # S C Z
se ng < s para todo s € S (onde temos que a < b significa a < b ou a =b). Um conjunto
que possui uma cota inferior é dito ser limitado inferiormente. Quando uma cota inferior
ng pertence a S dizemos que este conjunto possui um elemento minimo ng, ou que ng é o

menor elemento de S.
De posse destas defini¢bes podemos enunciar o Principio da Boa Ordem:

Principio da Boa Ordem (PBO): Todo subconjunto S de Z que é nao vazio e limitado

inferiormente possui menor elemento.

E importante destacar que embora aparentemente intuitivo, o principio da boa ordem néo
¢é valido no anel ordenado dos nuimeros reais R. De fato, se considerarmos o conjunto de

nuameros inteiros:
S={re€Z:1<z<6}={234,5},

temos que S é um conjunto limitado inferiormente (qualquer inteiro menor ou igual a 1 é
uma cota inferior para S) e seu menor elemento é 2. Por outro lado, se considerarmos S

como um subconjunto de R; isto é
S={reR:1<z <6},

temos que S é um intervalo aberto de extremos 1 e 6. Como antes, S é limitado inferior-
mente (qualquer nimero real menor ou igual a 1 é uma cota inferior para S), mas agora

S nao possui um menor elemento.

Duas consequéncias bésicas do PBO s&o o Principio de Inducdo Matemaética e o Algoritmo

de Divisdao com Resto, que serdo abordados nas préximas segoes.

1.2 O Principio de Inducao Matematica

A inducao matemédtica ou indugdo finita (como as vezes é chamada), é uma ferramenta

muito poderosa utilizada em muitas demonstragoes de resultados sobre os inteiros.

Explicitamente, se B é um subconjunto de N = {n € Z : n > 1} satisfazendo

(i) 1€ B;

(ii) dadon > 1,n € B implican + 1 € B,
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entdao B = N.

A justificativa que iremos usar foi inspirada em [5], como mencionamos, tomaremos como
base o PBO. A ideia é argumentar por contradi¢ao, supondo ser falsa a tese B = N mesmo
sendo validas as hipdteses i. e ii.. Isto implica que o conjunto S = N — B = {n € N :
n ¢ B} é nao vazio. Como S C N, segue que S também ¢ limitado inferiormente, o que
nos permite aplicar o PBO ao conjunto S. Desta forma existe o menor elemento sg € S.
Desde que a hipétese i. implica 1 € B concluimos que sg > 1. Disto sg — 1 > 1 e ndo
pertence a S pois so—1 < sq e este é o menor elemento de S. Isso mostra que sp—1 € B e,
pela hipétese ii. (hipdtese de indugdo) (so—1)+1 = so € B. Mas isto é uma contradi¢ao
pois sg € S = N — B. Esta contradicao surgiu em consequéncia de supormos B # N, que

precisa ser falso, portanto B = N. B

A inducdo matematica estd presente no nosso cotidiano, como por exemplo, no jogo da
torre de Handi. Este jogo é formado por trés hastes em uma das quais estd empilhada
alguns discos de didmetro diferentes. Nao ha um disco de didmetro menor sob um de
didmetro maior, como mostra a figura Figura 1. O objetivo é mover todos os disco
desta haste (um de cada vez) para uma outra, usando a terceira como haste auxiliar,
respeitando a regra inicial: nao se pode colocar um disco de didmetro menor sob um de
didmetro maior. A pergunta entdo é a seguinte: qual o menor nimero de movimentos

necessarios para se mover n discos?

Figura 1 — Jogo Torre de Handi.

Fonte: Produzida pelo autor.

Em [4, p. 87] encontramos uma discussiao sobre o principio de indu¢do matematica como
pano de fundo o jogo Torre de Handi, que resumimos aqui. Como dissemos, o objetivo
é determinar o menor nimero de movimentos necessarios para completar o jogo com n
discos. Argumentando de forma intuitiva, se tivermos um disco apenas; isto é, se n = 1,

entdo serd necessario 1 = 2° movimentos. Se n = 2 entdo precisamos mover o disco
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menor para a haste auxiliar (haste B). O disco maior é movido para a outra haste (haste
C), e s6 entdao o disco menor é movido para 14 também. Sao, portanto, 3 = 22 — 1
movimentos no minimo. Supondo agora n = 3 precisamos mover entdo o menor disco
para haste C (movimento 1). O disco médio para haste auxiliar (movimento 2), em
seguida movemos também o disco menor para haste auxiliar (movimento 3). Apds isso
movemos o disco maior para haste C (movimento 4), movemos novamente o disco menor
para haste A (movimento 5). O disco médio para haste C (movimento 6) e finalmente o
disco menor para haste C (movimento 7). Mais uma vez observamos que sao necessarios
no minimo 7 = 2% — 1 movimentos. Podemos continuar experimentando mais casos, o que
empiricamente nos levard a supor que o nimero minimo de movimentos necessarios para
n discos é N(n) =2" — 1.

O problema com o argumento acima é que indugdo empirica nao é a mesma coisa que
indugdo matemética. Em [8, p. 43] encontramos um exemplo que esclarece perfeitamente
a diferenca entre as duas. Suponhamos que fizemos a seguinte afirmagcao sobre os niimeros

naturais:

P(n):n=n+n-1)-(n—2)---(n—10°).

Certamente esta afirmacio e verdadeira para o primeiro milhdo de nimeros naturais; isto
é, temos um milh&o de evidéncias que nos leva, empiricamente, a acreditar que P(n) é
verdadeira para todo n > 1, mas P(10% + 1) é falsa.

Voltando ao nosso exemplo, para mostrarmos que N(n) = 2" — 1 usamos indugdo mate-
matica. Para tal definimos P(n) : N(n) =2"—1e

B ={n € N: P(n) é verdadeira}.

No passo inicial buscamos saber ser P(1) é verdadeira; ou seja, se o niimero necessario para
mover apenas um disco é N(1) = 2! —1 = 1. Como vimos na discussao que fizemos acima;
este é o caso e P(1) é verdadeira. Para a etapa indutiva supomos que P(n) é verdadeira
para algum n > 1; isto é, para este n sdo necessarios N(n) = 2" — 1 movimentos (esta é a
chamada hipdtese de indugao). Precisamos mostrar, a partir desta hipétese, que P(n+1)

é verdadeira; isto é, que N(n + 1) = 2"+ — 1.

Suponhamos agora que temos no jogo da torre de Handi n + 1 discos. Para movermos o
ultimo disco da haste A para C, devemos primeiro mover todos os n discos anteriores para
a haste B; isto é, movermos os n discos de A para B, usando a haste C como auxiliar.
Isto implica em fazermos no minimo N (n) movimentos. Depois movemos o tltimo disco
para a haste C, implicando em mais um movimento. Finalmente, movemos os n discos
que estavam na haste B para a haste C, usando a haste A como auxiliar. Isso nos fornece
mais N(n) movimentos. Ao todo fizemos no minimo N(n) + 1 + N(n) = 2N(n) + 1
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movimentos; isto é

N(n+1)=2N(n)+ 1.
Usando a hipétese de indugdo temos N (n) = 2"—1, logo N (n+1) = 2(2"—1)+1 = 2" 1.
Disto P(n + 1) é verdadeira sempre que P(n) for. Desta forma, segue do principio de

indugdo matematica que

B ={neN: P(n) é verdadeira} = {n € N:n > 1}.

1.3 Divisao Euclidiana

Como nem sempre é possivel expressar uma relacdo de divisibilidade de um inteiro por
outro, segue do Principio da Boa Ordem que embora em Z ndo possamos fazer divisdes
em geral, existe um processo de divisao muito 1til e importante chamado de divisdo com

resto. Mais precisamente:

Definigao 1.1 Dados dois inteiros D e d # 0 (chamados de dividendo e divisor, res-
pectivamente), existem inteiros q e r (chamados de quociente e resto, respectivamente),

unicamente determinados por D e d, tais que

D =gqd+r, com0<r<]|d.

Como dissemos, vamos apresentar uma justificativa para esta afirmacao como consequén-
cia do PBO. A ideia é considerar o conjunto dos possiveis restos; isto é, o subconjunto

S C N cujos elementos sao da forma D — dg, para algum inteiro q € Z:
S={D—-qdeN: comqecZ}

Como S C N, segue que S ¢é limitado inferiormente. Para usarmos o PBO precisamos

mostrar que S # .

Contudo vamos usar um resultado intermediario, chamado por sua vez de propriedade
arquimediana dos inteiros e que é enunciada da seguinte forma: sejam a e b dois

inteiros, com b # 0. Entao existe g € Z tal que ¢ - b > a.

A demonstracao dessa propriedade decorre do fato de que, como b # 0, temos que | b |> 1,
disto |a || b]>|a|.

Seb<0, entdo |b|=—b,dai (—|a|)b>|al,istoég=—]a|.Seb>0,entdo |b|=0b

elalb>|al,logo q=|al| Em qualquer situagio, existe q € Z tal que:

gb >|al> a.
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Essa propriedade mostra que existe ¢ € Z tal que ¢(—d) > —D.(basta fazer b= —d e a =
—D e usar o lema para esses valores), logon = D —qd > 0 € S, o que implica em S # &,
como Z ¢é bem ordenado, existe um menor elemento so em S, facamos r = so = D — qod

para o qo € Z correspondente. Disto D = qod 4+ r com r > 0.

Sendo assim, estamos aptos agora para apresentar uma demonstracdo do teorema da
divisdo com resto nos inteiros, usualmente encontrada nos livros de dlgebra, como em [1,

p. 74] entao:

Se r <| d |, suponhamos por absurdo, que r >| d |. Entao existe s € N tal que r =| d | +s,
como r = D — god substituindo, obtemos s+ | d |= D — qod, disto:

s=D—qd—|d|=D—(q+1)d

Onde o sinal (4) ocorre quando d > 0 enquanto que o sinal (-) ocorre quando d < 0.
Em qualquer situacao s satisfaz a descricdo dos elementos de S; isto é, s € S. Porém
r=s+|d|ed# 0 mostram que s < r entao s ¢ S, visto que 7 é o menor elemento de

S, esta contradicao é o absurdo que procuravamos.

Dela segue que r >| d | é falsa , isto é, r <| d | . Mostramos até aqui que existem ¢.r € Z
tais que D = qd +r, com 0 <r <| d |.

Resta - nos mostrar a unicidade desses ntiimeros, para tal, suponhamos que existam dois
outros numeros ¢, 7; com as mesmas propriedades, entdo temos:
D=qd+r=qd+r, com 0<rmr <|d]

Desta forma temos (¢ —q1)d = r1 —r o que implica | g—¢q; | - | d |=| r1 —r |. Da condicdo
sobre r e ry segue 0 <|ry —r |<| d |, o que implica | g —q; | - | d |=| r1 — 7 |<| d |. Tsto

s6 é possivel se | ¢ — ¢; |= 0, consequentemente |7 — 7 |=0, logog=q er;=r. A
1.4 Relacao de Divisibilidade nos Inteiros
Como em Z nem sempre é possivel dividir exatamente um inteiro por outro, a nogdo de

divisibilidade assume um papel importante.

Definicao 1.2 Sejam a e b dois inteiros, com a # 0. dizemos que a divide b se e somente
se existe um inteiro q tal que b= a - q. Se a divide b dizemos também que a € um divisor

de b, que b € um maltiplo de a, que a € fator de b ou que b € divisivel por a
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A afirmacdo a divide b, serd simbolizada pela notagio a | b e sua negagao por a 1 b.

Teorema 1 Quaisquer que sejam os inteiros a, b e c. Tem -se

(i)al0,1|aealq

(ii) Se a | 1, entdo a = +1;

(iii) Sea | besec|d, entdao ac | bd;
(iv) Sea |beseb | ¢, entdao a | ¢

(v) Sea|beseb]| a, entdo a = +b;
(vi) Se a | b, com b # 0, entdo |a| < |b];

(vii) Se a | b e se a |c, entdo a|(bx + cy), Vz,y € Z

A demonstragao de i) e ii) saem direto da definigdo de divisibilidade, faremos a prova de

iii) e iv). A demonstracdo das outras propriedades podem ser encontradas em [1, p. 69]
iii) Com efeito
alb=b=a-q,comq€Z
cld=d=c-s,comseZ

Portanto:

b-d=ac-qs = ac|bd.

iv) Com efeito
alb=b=a-q,comqeZ" =7 —{0}

blc=c=b-s,comsecZ

Portanto:

c=a-(gs) = alc

Na proxima secao apresentaremos o Algoritmo de Euclides, um método que permite cal-

cular efetivamente o maximo divisor comum entre dois inteiros.
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1.5 Algoritmo de Euclides

Antes de falarmos sobre esse algoritmo, iniciaremos com a definicdo de mdximo divisor
comum (mdc). O méximo divisor comum entre a e b, que denotaremos por (a,b), é o
maior inteiro positivo d que é divisor comum de a e b. Se (a,b) = 1, dizemos que a e b
sdo primos entre si ou coprimos. Podemos generalizar essa ideia para calcular o mdc de

uma quantidade finita de nimeros inteiros, vejamos a defini¢cdo a seguir:

Definicao 1.3 Sejam ay,--- ,as elementos do anel Z. Diremos que d € Z € um mdzimo

divisor comum (mdc) de ay,--- ,as, se as sequintes condigoes sao verificadas:

(i) d|a;,Vi=1,---,s;

(ii) Ve € Z, se ¢ | a;,Vi=1,--- s, entao ¢ | d.

Segundo [9, p. 29], o algoritmo de Euclides ja era conhecido na Grécia Antiga, cuja
descricao estd feita nos elementos de Fuclides, escrito em 300 a.C. O método é um primor
do ponto de vista computacional e pouco conseguiu - se aperfeicod - lo. A origem da
palavra algoritmo é curiosa, inicialmente a palavra era escrita algorismo. Algorismo
ganhou um "t" por conta da palavra "aritmos', que também significa nimero em grego. O

sentido atual da palavra algoritmo é recente, sendo atestada, em inglés, apenas em 1812.

Nao faremos aqui a demonstracdo do Algoritmo de Euclides minuciosamente, pois a
mesma se da de forma construtiva, ou seja, a partir da demonstracdo desse algoritmo
podemos de fato calcular o mdc de dois niimeros, mas para quem tiver interesse nos
detalhes ela pode ser encontrada em [9]. . Sejam a e b inteiros tais que a > b. Queremos
calcular o maximo divisor entre a e b. O algoritmo de Euclides consiste em dividir a por
b, achando o resto ri. Se r1 # 0, dividimos b por 71, obtendo o resto 9. Se 9 # 0, dividi-
mos 71 por ry, obtendo o resto r3. E assim sucessivamente. O tltimo resto diferente de
zero desta sequencia é o maximo divisor comum entre a e b. Com ajuda de um quadro

resumimos o algoritmo da seguinte forma:

qi1 | 92 | 43 | " | Gn—1 dn dn+1
a | b |ri|re | | T | Thot | Th = (a, b) .
Ty | To | T3 | Tg | - Tn

Onde r,, = (a,b) é o tltimo resto ndo nulo das divisdes sucessivas. Vejamos o seguinte
exemplo, calculemos o mdc de 392 e 260. Aplicando o algoritmo no quadro acima,

teremos:
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Quociente | 1 1 1 |32
392 260 | 132 | 128 | 4
132 128 | 4 0

Logo o (392,260) = 4.

Notemos que a sequencia de divisbes nao ¢é infinita, isto é, num certo momento este
processo acabard, pois da divisdo euclidiana temos d > rg > 71 > r9 > -+, € se a
sequencia de restos nao acabasse, em algum momento teriamos um resto negativo, o que

é um absurdo). Sendo assim, o ultimo resto ndo nulo serd o maximo divisor comum.

Teorema 2 Dados inteiros a e b, quaisquer, mas ndo ambos nulos, existem dois inteiros
x ey tais que (a,b) = a-x+b-y. Em outras palavras, a relagio diz que o (a,b) pode ser

escrito como combinagdo linear de x e y.

A demonstragdo desse teorema pode ser encontrada em [6, 8]. Na proxima se¢do discuti-

remos um pouco sobre as Equagoes Diofantinas.

1.6 Equacoes Diofantinas

O estudo das Equacoes Diofantinas é tarefa basica dos cursos de aritmética e de intro-
ducéo a algebra. Diofanto viveu no século III em Alexandria, foi praticamente o tnico

matematico de renome na Grécia Antiga que se dedicou a teoria dos nimeros [8].

Atualmente as Equacoes Diofantinas sao conhecidas como equagoes polinomiais com co-
eficientes inteiros, para as quais s6 se estd interessado em solugbes inteiras ou racionais.

As equagobes Diofantinas das quais trataremos aqui sdo do tipo:
axr +by=n

com a,b e n nimeros inteiros. Dada uma equacdo é natural fazermos alguns questio-
namentos tais como, sob quais condi¢does a equacdo admite solucdo? Quando existem
solucoes, como determind - las? As respostas desses questionamentos serdo dadas pelas

duas proposigoes a seguir.
Teorema 3 A equacio ax + by = n admite solugao se, e somente se, (a,b) | n.

Demonstragdo: Suponhamos que a equacao admita uma solugao xy, 4o, isto é, a-xo+b-yo =

n. Como (a,b) divide a e divide b, segue que divide a - o + b - yo = n. Por outro lado,
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suponhamos que (a,b) | n. Entao existe um inteiro ¢ tal que n = ¢ - (a,b). Como existem
inteiros mg e ng tais que mg - a + ng - b = (a,b), segue que n =t - (a,b) =t - (a,b) =

(t-mg)-a+(t-ng)-b. Logo os inteiros xy = t-my e yo = t-ny sdo uma solugdo da equagao.

O resultado seguinte mostra como determinar as solugoes das equagoes Diofantinas.

Teorema 4 Seja xo,yo uma solucao particular da equacdo ax + by = n. Tem - se que

x,y € uma solugdo se, e somente se,

l‘:$0+t'

(a,b)

para algum ¢ € Z. Omitiremos a sua demonstragiao, mas ela pode ser encontrada em |8,

p. 102] . Para fixar bem esse assunto faremos os seguinte exemplos:
Exemplo 1: A equacao 9z + 12y = 1 possui solugdo nos inteiros?
Solugao Nao, pois (9,12) = 3 e 3 ndo divide 1.

Exemplo 2: A equacdo 28z 4+ 90y = 22 possui soluc¢do nos inteiros?

Solugao Primeiramente temos que calcular o (28,90). Usando o Algoritmo de Euclides

temos:

Quociente | 3 |4 |12
90 28| 6| 4|2 ,dal como (28,90) =2e 2|22,

6 4 1210
segue que a equagao admite solugoes. Usando o algoritmo de tras para frente, temos

2 =6-1-4
4 = 28—4-6
6 = 90—-3-28

Segue que:
2=6—-1-(28—4-6) = (—1)-2845-6

— (=1)-28+45-(90 —3-28)
— (—16)-28+5-90
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Portanto, 2 = (—16) - 28 4+ 5 - 90, multiplicando ambos os membros desta igualdade por
11, obtemos:
22 = (—176) - 28 + 55 - 90

Sendo assim, uma soluc¢ao particular da equagao é dada por (xg,y0) = (—176,55). Por-

tanto, pelo teorema (4), a solugao geral é:
r=—-176+4+1t-45 e y=55—t-14, teZ

O préximo resultado é conhecido como Lema de Gauss.

Lema 1.1 Dados d,m,n € Z. Sed|m-n e (d,m) =1, entio d | n.

Demonstragio: Da primeira hipdtese temos que, se d | m - n ,entdo existe um nimero e
inteiro tal que: d-e = m - n, enquanto que a segunda hipdtese afirma que (d,m) = 1,
entao da relacdo de Bézout, existem inteiros z e y tais que d -z +m -y = 1, multiplicando
essa igualdade dos dois lados por n ficamos com d-x -n+m-y-n = n, substituindo m - n

pord-e temosd-z-n+d-e-y=n=d-(r-n+e-y)=n,entdod|n.

Teorema 5 Sejam a, b € Z e n € N. Temos que a —b | a™ — b".

Demonstragdo: Usaremos indugdo sobre n . E claro que a afirmacgdo é verdadeira pra
n=1,poisa—b|lal —b =a—0.

Suponhamos, que a — b | a™ — b™. Escrevamos:
a™t — bt = qa™ — ba™ + ba" — bb" = (a — b)a" + b(a™ — b").

Como a—b | a—b e, por hipbtese, a—b | a™—b", segue da igualdade acima e do teorema (1),
que a—b | a® — " logo por indugdo matematica a proposicao é verdadeira para todo
n € N.

Uma importante aplicagao dessa proposicao é o fato de que todo niimero na forma 10" —1,
onde n é natural, seja divisivel por 9. Com efeito, basta tomara = 10eb=1,daia—b =9
divide o — 0" = 10" — 1

Teorema 6 Sejam a,b€Z ¢ n e NU{0}. Temos que a + b divide a*** + p*" !

Teorema 7 Sejam a,b € Z e n € N. Temos que a + b divide a®™ — b*"
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As demonstragoes dessas proposicoes também sdo feitas por inducdo sobre n, elas po-
dem encontradas em [9, p. 48] . Daremos énfase na préxima se¢gdo aos nimeros primos,
cuja sua importancia ocupa lugar de destaque na matematica e desempenham um papel

fundamental no desenvolvimento da teoria dos ntmeros.

1.6.1 Numeros Primos

Um dos assuntos mais importantes da mateméatica sem duvida nenhuma sdo os niimeros
primos, pois eles desempenham um papel importante na teoria dos nimeros, sem falar
que eles sdo os principais responsaveis por existirem muitos problemas famosos que até

hoje depois de algumas geragdes de matematicos permanecem em aberto.

E de conhecimento da grande maioria que a matéria é formada por pequenas particulas:
os dtomos. Segundo [3], os gregos antigos foram os primeiros a saber que a matéria
é formada por tais particulas e o filésofo grego Demécrito (que viveu entre 546 e 460
a.C.) foi quem denominou essas particulas de dtomos (do grego — a: ndo; tomo: divisdo),
pois acreditava que, de fato, elas eram indivisiveis. Hoje se sabe que os atomos podem
ser divididos em particulas menores, mas a ideia de que a matéria existe em “unidades

minimas” segue vigente. . .

Na aritmética, essa ideia de “unidades minimas” também existe e também remete da
Grécia Antiga. S6 que o papel dos d4tomos, neste caso, é exercido pelos chamados niime-
ros primos. Os pitagoéricos (de 500 a 300 a.C., mais ou menos) foram os primeiros a se
interessarem pelas propriedades “misticas” desses nimeros. Mas, diferentemente dos ato-
mos de verdade, os niimeros primos continuam, e vao continuar, funcionando como blocos
numeéricos fundamentais, responséveis por gerar todos os niimeros naturais diferentes de
0 e de 1, ou seja, sempre serd possivel escrever um niimero natural que ndo é primo e que
seja diferente de 0 e de 1 como produto de niimeros primos, conforme ilustra a figura a

seguir.

Esta propriedade é conhecida como Teorema Fundamental da Aritmética — TFA, que sera

apresentada na subse¢ao seguinte.

Definicao 1.4 Um ndmero inteiro p é primo se p # £1 e os unicos divisores de p sdo
+1 e +p Um inteiro que nao € primo é chamado de composto, ou seja, possui mais de

dois divisores.

Exemplos: Os numeros 2, 3, 5, 7, 11, 13 sdo primos, j4 os nimeros 4, 6, 9, 12 sdo

compostos Um importante teorema dessa se¢do é o seguinte:
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Figura 2 — Bloco dos Primos.

840
2 | 420 > 138;3
2 [ 2 [ a0 B =
2 [ 2 [ 2 [ 105
2 | 2] 2]3]ss 22277(11
2 [ 2]2]3]s |7
= 1386
2 2]2[3]5s ]z : N - [

840=2x2%x2x3x5x%x7 1386 =2 x3x3 x7x11

Fonte: Clube de Matematica, adaptada pelo autor.

Teorema 8 (Teorema Fundamental da Aritmética) Dados um inteiro positivo n >

2 podemos sempre escrevé - lo, de modo unico, na forma
— mél €2 €3 €k
n=7py Py P3Py

onde 1 < p; < py < pg < -+ < P SG0 NUMETOS PrimMOS € €1, €, -« + - € S0 INteiros positivos

Este teorema nos diz duas coisas, a primeira é que todo inteiro pode ser escrito como
produto de poténcias de primos, e a segunda é que s6 ha uma escolha possivel de primos
e expoentes para a fatoracdo de um inteiro dado. A demonstragdo pode ser encontrada
em [5, 6].

Um resultado muito importante para o nosso estudos é o chamado lema de Euclides.

Lema 1.2 Dados a,b,p € Z, com p primo. se p | ab, entdo p | a oup|b.

Demonstragao: Basta provar que, se p | ab e p 1 a, entdo p | b. Com efeito, suponhamos
entdo que p | ab e p t a. Segue que (p,a) = 1, dai segue do teorema (2) que existem r e
s inteiros tais que ra + sp = 1. Multiplicando esta ultima igualdade por b tem -se que

rab+ spb =b. Mas p | ab e p | p, portanto p | b como desejdvamos.

A fatoracao de ntimeros inteiros em primos revela toda a estrutura multiplicativa desses
numeros, permitindo entre outras coisas, determinar facilmente o méaximo divisor comum
(mdc) e o minimo multiplo comum (mmc) de um conjunto de niimeros naturais, como
mostra o teorema seguinte. Usamos a notagdo: [a,b] = mmc(a,b) para representar o

minimo multiplo comum entre dois ntimeros.
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Teorema 9 Sejam a = +pi*---pi* e b = :I:p’fl - pBn pondo ;= min{ay, Bi}; 0 =

max{a;, i}, com i=1,---n, tem -se que

(a,b) = pi* - -pim e a,b] = pi* - pir.

Demonstragio: De fato, como p]* - - - p¥s é um divisor comum de a e b. Seja ¢ um divisor
de a e b, logo, ¢ = +pi*---pir, onde ¢; < min{w;, f;} e, portanto, ¢ | p{*---pI». Do

mesmo modo, prova - se a outra afirmagdo do mme.

Daremos um passo importante no nosso trabalho a partir da préxima se¢do, visto que ela

¢é o elo que unira todos os conceitos abordados anteriormente com os conceitos posteriores.

1.7 Sistema de numeracao

O sistema universal de numeracao utilizado pelas pessoas para representar os numeros
inteiros é o sistema decimal posicional, desenvolvido pelos chineses e indianos. No
entanto, esse nao foi o primeiro sistema de numeracao, antes desse usavam - se o sistema
de numeracao egipcio, romano e babilénicos, mas devida a pouca praticidade operatoéria

o sistema decimal posicional comegou a ser amplamente difundido.

Segundo [8, p. 60] foi no Oriente Médio que a introdugao do sistema posicional foi bem
aceita e as caravanas ajudou a difundi - 14, porém por causa do preconceito, a difusdo na
Europa foi tardia somente partir de 1202, quando Fibonacci fez a publicagdo no seu livro
Liber Abacci, mas somente apds varios séculos, esse sistema foi adotado sem restrigoes

pelos europeus.

Atualmente existem outros sistemas de numeragao em uso, como por exemplo o sistema
binério, que é bastante usado na computacao. E importante enfatizar que tanto o sistema
decimal, quanto o bindrio e outros sdo sistemas posicionais com base constante. Focaremos
na representacdo dos nimeros naturais, pois 0 tem seu préprio simbolo e os inteiros
negativos é precedido pelo sinal -, faremos também algumas conversoes da base de um

sistema para outra.

1.7.1 Alguns sistemas de numerac3do posicional

Iniciaremos explorando o sistema decimal, todo niimero inteiro é representado por uma
sequéncia formada pelos algarismos 1,2, 3,4,5,6,7,8,9 acrescido do simbolo 0. Esse sis-

tema recebe esse nome por ser constituido de 10 algarismos.
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De acordo com a posicao, cada algarismo assumird um peso além do seu valor préprio,
esse peso, sempre é uma poténcia de dez, comegando da direita do niimero, ou seja, o
algarismo da extrema direita tem peso um; o seguinte peso 10; o seguinte peso 100, sempre

da direita para esquerda; o seguinte peso 1000 e assim por diante.

Por exemplo, o niimero 13079, na base 10, é representado por:

1-10*+3-10°+0-10>°+7-104+9

Cada algarismo possui uma ordem contada da direita para esquerda e a cada terna de

ordens, também contada da direita para esquerda, forma - se uma classe. isto é,

Classe das unidades.

33ordem  2%ordem  12ordem

(centenas, dezenas, unidades),

Classe do milhar

62ordem 520rdem 42ordem

(centenas de milhar, dezenas de milhar, unidades de milhar)

Classe do milhao

92ordem 82ordem 72ordem

(centenas de milhdo, dezenas de milhdo, unidades de milhao)

Utilizando o niimero acima como exemplo temos:

320rdem 22ordem 1%ordem 62ordem 5%ordem 4%ordem
. ~ =~ =~ ~ =~ . ~ =~ ~ = ~ =~
Classedasunidades. ( 0 , 7 |, 9 ), Classedomilhar( 0 , 1 , 3 )

A préxima proposicdo é uma aplicacio muito importante da divisdo euclidiana e uma

forma muito eficaz de representar um niimero ¢ numa base b qualquer.

Teorema 10 Sejam dados os nimeros inteiros a e b, com a > 0 e b > 1. Ezxistem nime-
ros intetrosn >0 e 0<rg,1,...,7 <b, comr, # 0, univocadamente determinados,
tais que a = ro + b+ 1rob® + - - + b

Demonstragao: Essa demonstragao é feita por [9, p. 68], usando inducao completa sobre

a. Se 0 < a < b, basta tomar n = 0 e 7g = a. A unicidade da escrita é clara nesse
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caso. Suponhamos o resultado valido para todo natural menor do que a, onde a > b.

Provaremos para a, pela divisdo euclidiana, existem q e r, inicos, tais que:
a=bq+r, com0#r<b.

Como 0 < ¢ < a, pela hip6tese de inducao, segue - se que existem ntmeros inteiros n’ > 0

e0<ry, - rpi1 <b, com ryyq # 0, univocamente determinados, tais que:
g=1r1+rob+---+ Tn/+1bn’.
De acordo com essa ultima igualdade, temos que
a=>bq+r=>b(r +r2b+~~~+rn/+1b"/)+r,

donde o resultado segue -se pondo g =1 ¢ n=n'+1.

Essa representacao acima é chamada de expansdo relativa a base b, quando b = 10, essa

expansao € dita expansdo decimal, e quando b = 2 recebe o nome de expansdo bindria.

Para obtermos a expansdo de um niimero numa, base b qualquer, basta aplicar sucessiva-

mente a divisdo euclidiana, como segue.
a="bgy+1ry, 7To<b,

o =bqi +1r1, 11 <D,
@1 =bga + 12, 19 <D,

e assim por diante. Como a > gy > q; > --- , deveremos, em um certo momento, ter
qn—-1 = an + Ty

Decorre que g, = 0, o que implica 0 = ¢, = ¢ui1 = Guio = ---, € portanto, 0 =, =
Tnyo = -+ . Assim, temos:

a=ry+rb+---+r,b"

A préxima proposicao aborda como devemos comparar dois nimeros inteiros escritos em

bases diferentes.

Teorema 11 Sejam dados os nimeros inteiros b > 1,n,n’ > 0,0 < r9,---1, < b ¢

0<r{,--,r, <b, tem -se:

(i) 7o +71b+ - bt < O

(i) n>n" er, 0= 1o+ rib+ 10" >r)+ 70+ -+ 00"
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(i) n=n"er, >r, = ro+rb+---1,b" >r{+rib+ -+ b"

A demostracao dessa proposi¢ao pode ser encontrada no livro do [9]. Para expandir um

certo nimero numa certa base, necessitamos de um conjunto S de b simbolos.

S = {80, Sty 751)—1},
Assim um ntimero natural a na base b escreve - se na forma:
Tplp—-1-*"T1To.
Com ,,x,_1, - T1,xg € S e n variando, dependendo de a, representando o niimero
To+ 210+ -+ 2,0 .
Na base b = 10, usa - se
S={0,1,2,---,9}

Se b < 10 usaremos os simbolos {0,1,2,--- ,b — 1}. Se b > 10, usaremos os simbolos
anteriores acrescido de outros.

Na base 2, temos que

S ={0,1}.

Na base 12, temos que

S=1{0,1,---,9,A, B},

onde os dois tultimos simbolos foram inventados para representar a quantidade 10 e 11.

Resumindo, temos:
base 2 = {0,1};

base 3 = {0,1,2};

base b= {0,1,--- ,b—1}.

A ideia de poder escrever um mesmo numero em qualquer base numérica é bastante
evidente. Logicamente, dependendo da base numérica utilizada, o nimero é representado
de uma forma diferente, por exemplo o nimero 3 na base 10 é representado por 11 na
base 2.

Para evitar confusdo, usaremos a notagao [z, ---x1x¢], para significar que o nimero é
representado por x, - - - 1T na base b. Se a base numérica nao for especificada, considere

a base numérica usual, ou seja, a decimal. Assim, temos que:

[ZL‘n"'l‘ll’o]b:$0+$1b+“'+$nbn
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Logo [100]y = 04+0-24+1-22 = 4, [111]y = 14+1-24+1-22 = 7,[1210]3 = 0+1-3+2-3%+1-3% =
48,[11)5 =1+1-5=6,[123]5 =3+2-5+1-5% = 38.
Faremos a conversdo do nimero 37 na base 10 para base 3. Faremos isso por divisoes

euclidiana sucessivas,

37 = 12-3+4+1

12 = 4-340
4 = 1-3+1
1 = 0-3+1

Dal, temos que 37 = [1101];.
No préximo exemplo faremos o contrario, isto é converteremos o nimero [257]g para
base dez. Comecamos notando que para escrever um numero na base 8 s6 sao utilizado

algarismo de 0 a 7, assim:
[257)s =T+ 5-8+2-8 = 175.

Perceba que os exemplos anteriores ou queriamos passar da base 10 para outra base b
qualquer ou queriamos o contrario, mas se quiséssemos ir de uma base b para uma outra

base b’ qualquer sem ser a base 10, como fariamos?

Bom para responder a essa questao, faremos essa conversdo em duas etapas, primeiro
passaremos da base b para base 10 e em seguida da base 10 para base I/, para ficar claro,
mostraremos como converter o nimero [1124]5 para base 11. Assim a primeira etapa é

converter para base 10:
[1124]5 =4+2-54+1-5°+1-5° = 164
a segunda etapa é realizar as divisOes sucessivas para converter para base 11:

164 = 14-11+10
14 = 1-11+3
1 = 0-11+4+1

encontrando [13A];;. Portanto [1124]5 = [13A]y;.

A proxima secao é de grande importancia, ndo apenas por ser um dos temas centrais desse
trabalho, mas também para uma boa compreensdo dos capitulos seguintes, pois a partir
dela ganharemos uma bagagem algébrica e aritmética que serd intensamente usada nas

demonstragoes das proposicdes seguintes.
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1.8 Aritmética modular

O conhecimento da aritmética modular tem grandes utilidades nao sé tedricas, mas tam-
bém praticas no nosso cotidiano, comegaremos esta secdo com um exemplo dessa segunda
utilidade. Como se identifica as pessoas aqui no Brasil? Muitos diriam que se identifica
uma pessoa pelo seu nome, porém existem varias pessoas que possuem O mesmo nome,

logo apenas o nome néo é suficiente para a identificacdo de uma pessoa.

Em sua dissertagao, [2, p. 86], afirma que é através do Cadastro de Pessoas Fisicas - CPF,
junto a Receita Federal que ocorre a identificagdo de uma pessoa, pois o mesmo além de
ser unico, é intransferivel, o CPF é composto por 11 digitos, no qual os dois ultimos
digitos sdo de controle, a congruéncia modular aparece quando se quer determinar os dois

digitos de controle.

Figura 3 — Cadastro de Pessoa Fisica - CPF

% MINISTERIO DA FAZENDA

Secretaria da Receita Federal

000.000.000-00

NOME DA PESSOA

01/01/1990

Fonte: Produzida pelo autor.

Para isso basta usar congruéncia médulo 11 de um ntimero e seguir o algoritmo. Primeiro
atribuimos pesos a cada um dos 9 digitos, isto é ajasasasasagaragag devem ser multipli-
cados pela base {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} nessa ordem, o segundo passo é somar todos
os produtos obtido, essa soma serd denotada por S e o décimo digito ayg, serd o resto da
divisao da soma S por 11, isto quer dizer que S — ajp é multiplo de 11, ou que S menos

a1p € congruente a zero mddulo 11.

Se tomarmos o CPF, cujo os 9 primeiros digitos sao 046 876 654, poderemos calcular os

digitos de controle seguindo o que foi dito:
0-1+4-246-3+8-447-54+6-6+6-7T4+5-8+4-9=247

Fazendo a divisao euclidiana de 247 por 11, temos 247 = 22-11+5, logo a1y = 5, para achar
o décimo primeiro digito (segundo digito de controle), basta seguir o mesmo algoritmo,
porém agora devemos acrescentar o ajg aos noves primeiro digitos e multiplicamos agora
pela base {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, Novamente o resto da divisdo da soma S por 11

resulta no décimo primeiro digito. Assim:



31
0-0+4-14+6-2+8-3+7-44+6-54+6-6+5-7+4-84+5-9=246

Da divisdo euclidiana de 246 por 11, temos 246 = 22 - 11 4 4, logo ay; = 4, se o resto
da divisdao em algum dos dois caso fosse 10 usarfamos o digito zero. Portanto o CPF
completo é 046 876 654 54.

Uma outro exemplo, mas agora tedrico seria determinar o resto da divisao de 7'° por
51, deixaremos para mostrar a solucao desse exemplo depois que explorarmos algumas

definigbes e resultados.

Definigao 1.5 Sejam a,b € Z e m € N, dizemos que a e b sdo congruentes modulo m se

o resto da divisdo euclidiana por m sdo iguais, escrevemos: a =b mod m

a=bmodm

Um exemplo é 35 = 5 mod 10, pois ambos deixam restos iguais na divisao por 10. Se a

congruéncia acima for falsa dizemos que a e b sdo incongruentes maddulo m e escreveremos
a Z b mod m

Como o resto da divisdo de um nimero qualquer por 1 é sempre nulo. Entdo a = b mod 1,
quaisquer que sejam a e b € Z. Logo torna - se pouco interessante a aritmética dos restos

médulo 1, logo m > 1.

Nao é necessario dividir dois niimeros por m para saber se eles sdo congruentes modulo

m, basta aplicar a seguinte proposicao:

Teorema 12 Suponha que a,b,m € Z, com m > 1. Tem - se que a = b mod m se, e

somente se, m | b — a.

Demonstragdo: Faremos a divisao euclidiana de a e b por m obtendo entao que: a = m-q+r

eb=mq¢ +1',onde q,¢,r,7" € Z e 0 < r,r <m. Entdo, temos que:
b—a=m-¢+r")—(m-q+7)

b—a=m-(d—q)+ (" —7),

Portanto, segue que a = b mod m se, e somente se, r = r’, o que da igualdade acima é

equivalente a m | b — a, ja que | ' —r |< m.
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Os proximos trés itens da proposicdo abaixo nos fornecem que a congruéncia moédulo m
¢é na verdade uma relacdo de equivaléncia, os demais resultados sdo de compatibilidade
da relacdo de adicdo e multiplicacdo e nos auxiliaram nas demonstragoes dos critérios de

divisibilidade. As demonstragoes sdo semelhantes as encontradas em [1, p. 152].

Teorema 13 Sejam a,b,c,d,m,n € Z, com m >1 en > 1. Temos que:

(i) a = a mod m;

(ii) Se a =0b mod m, entao b =a mod m;

(iii) Se a=bmod m e b= c mod m, entdo a = c mod m;

(iv) Sea=bmod m e c=d modm entio a+c=0b+d mod m;
(v) Sea=bmodm ec=dmodm, entio a-c=0b-dmodm

(vi) Se a=b mod m, entio a™ = b" mod m

Demonstragao: Comegaremos com a primeira propriedade (i), conhecida como reflexiva.
De fato a diferenca a — a é multiplo de m, pois o zero é multiplo de qualquer inteiro. A
segunda propriedade (ii) é a simétrica, se a = b mod m, entdo a — b é multiplo de m,
mas b —a = —(a — b), logo b — a também é multiplo de m, portanto b = a mod m. A
terceira propriedade (iii) é a transitividade, suponhamos que a = b mod m e b = ¢ mod m,
assim temos que a — b é miltiplo de m e b — ¢ é multiplo de m somando multiplos de
m resulta em multiplos de m. Logo (a —b) + (b — ¢) = (a — ¢) é um multiplo de m,
dai concluimos que a = ¢ mod m. Sendo assim, a congruéncia moédulo m é de fato
uma relacdo de equivaléncia. As proximas propriedades ndo tem um nome especifico,
(iv) temos que m | b —a e m | d — ¢, logo temos que m | (b — a) + (d — ¢), ou seja,
m | (b+d) — (a + c), consequentemente a + ¢ = b+ d mod m, (v), temos que m | b—a e
m|d—c,assimm | (b—a)-dem|(d—c)-a,entdom | (b—a)-d+ (d—c)-ae como,
b—a)-d+(d—c)-a=b-d—a-d+a-d—a-c=b-d—a-c,entdiom |b-d—a-c.

Portanto a - ¢ = b-d mod m. A sexta propriedade (vi) segue imediatamente da (v)

Agora estamos aptos a mostrar a solugao do segundo exemplo que mencionamos no inicio
dessa secdo, no qual querfamos descobrir saber qual o resto da divisdao euclidiana de 71°
por 51. Sabemos que 72 = 49 e que 49 + 2 = 0 mod 51, entdo 7> + 2 = 0 mod 51 =
72 = —2 mod 51, pelo teorema (12) e pelo item (vi) do teorema (13), temos que (7°%)° =
(—2)° mod 51 = 7° = —32 mod 51 e pela divisdo euclidiana segue que - 32 por 51 é
—32=51-(=1)+ 19, isto é, —32 = 19 mod 51. Portanto 7*° = 19 mod 51.
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Teorema 14 Sejam a,b,c,m € Z com m > 1. tem - se que a+c=b+ c mod m < a =

b mod m.

Demonstragao: Como a = b mod m e pelo item (i) do teorema (12), temos ¢ = ¢ mod m,
dai, pelo teorema (13) item (iv), temos a + ¢ = b+ ¢ mod m. Reciprocamente se a + ¢ =

b+ ¢ mod m, temos entao pelo teorema (12):
m|(b+¢)—(a+c)mas (b+c¢)— (a+c¢c)=b—a, entdo m | b — a.

consequentemente a = b mod m.

Teorema 15 Sejam a,b,c,m,n € Z com m > 1. tem - se que.

(i) Sea-c=b-cmodm < a=bmod );
(ii) Sea-c=b-cmod m, com (¢c,m) =1, entio a =b mod m.;
(iii) Se a =bmod m e sen | m, entdo a =b mod n;

(iv) a = b mod m e a = b mod n se, e somente se, a = b mod [n,m|, onde [n,m] € o

minimo maltiplo comum entre n e m.

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [1, p. 154] .

Apresentaremos no préximo capitulo, alguns critérios de divisibilidade usuais, bem como

as suas respectivas demonstragoes.
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2 Critérios de Divisibilidade Usuais

As demonstracoes dos critérios de divisibilidade que vamos apresentar foram inspiradas
em [3] e [11]. Chega a ser intrigante quando nos deparamos pela primeira vez com "ma-
cetes", regras ou os chamados critérios de divisibilidade, pois nos vem logo a mente os
seguintes questionamentos: Como surgiram? Sempre funcionam para qualquer nimero
inteiro? J& foram testadas? Neste capitulo iremos responder a esses e outros questiona-

mentos.

2.1 Definicao

Os critérios de divisibilidade surgem da necessidade de saber se um niimero n é divisivel
por um numero m sem precisar de fato realizar o algoritmo da divisdo euclidiana. FEles
tem, portanto, o papel no que diz respeito a praticidade. Os critérios s@o consequéncias
da maneira como representamos usualmente os niimeros naturais: utilizando o sistema

decimal, tema esse abordado no capitulo anterior.

Definicao 2.1 Fizado um numero natural nao nulo d, um critério de divisibilidade é uma
condicao P mecessdria e suficiente para que um numero natural seja divisivel por d,ou seja

um numero natural n € divisivel por d se, e somente se, a condi¢cao P é satisfeita.

Isso nao sé significa que “se P for satisfeita, entdo n ¢é divisivel por d”, mas também

significa que “se a condi¢ao P néo for satisfeita, entdo n nao é divisivel por d”.

Na secao 1.7 do capitulo anterior apresentamos que representamos os nimeros naturais por
uma sequéncia finita de um ou mais dentre os dez algarismos que caracterizam o sistema
{0123456789 }. Em cada sequéncia, os algarismos (também chamados de digitos)
representam miultiplos de poténcias de dez, o que caracteriza o sistema que utilizamos
como um sistema posicional. A soma dos multiplos das poténcias de dez relativas a uma

dada sequéncia determina, de modo Unico, o niimero que ela representa. Um exemplo:
675 =6-10>+7-10" +5- 10°.

Iremos abordar nas proximas sec¢oes os critérios de divisibilidade mais usados tais como
os critérios de divisibilidade por: 2, 3, 4, 5,6, 7, 8,9, 10 e 11.
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2.2 Critério de divisibilidade por 2

Um namero natural n = a,a,_1---asarag € divisivel por 2 se, e somente se seu ultimo

algarismo for terminado em 0, ou 2, ou 4, ou 0, ou 8.

Demonstragdo: Para demonstrar esse primeiro critério, basta observar que se n é um

numero natural na base 10 da forma
n=a, 10" +a,_1 - 10"  +--ay-10* + a; - 10" + aq - 10°

, entdo podemos reescrevé-lo na forma n = 10-k+ag, com k € N. Como 10 é divisivel por
2, entdo n sera divisivel por 2 se, e somente se, ag(algarismo) for divisivel por 2, ou seja,
ag sera divisivel por 2 se, e somente se, ag = 0, ou ag = 2, ou ag =4, ou ag = 6 ou ag = 8§,

apresentaremos outra justificativa desse critério usando a linguagem da congruéncia.

Consideremos n € N na base dez tal que n = a, - 10" + ---ay - 10*> + a, - 10! + ag - 10°.
Observemos que 10 = 0 mod 2 e pelo teorema (13) no item vi, temos que 10" =0 mod 2,
com r € N, assim temos que 10' = 0 mod 2,10? = 0 mod 2, e assim por diante até 10" = 0
mod 2. Do item v do mesmo teorema, segue que n = a, - 10" +- - -+ay-10>+a; - 101 +ag =

ag mod 2, ou seja, 2 | n se, e somente se, ag é divisivel por 2. B
Exemplos: O niimero n = 6749029876539871375986 ¢ divisivel por 27

Usando o critério temos que n termina em 6, logo é divisivel por 2. J& o nimero 7629817

nao ¢ divisivel por 2, pois termina em 7.

2.3 Critério de divisibilidade por 3 e 9

Seja n = aya,_1 -+ asaia9 um ndmero natural escrito na base 10, entdo n serd divisivel
2
por 8, respectivamente por 9 se, e somente se, a, + - -+ as + a1 + ag seja divisivel por 3,

respectivamente por 9.

Demonstracio: Temos que, n = a, - 10" 4 --- 4 ay - 10? + a1 - 10" + a¢ subtraindo a, +
<-4 ag + a; + ag dos dois lados da igualdade ficamos, n — (a, + -+ + ag + a1 + ag) =
a, 10"+ +a9-102+a; - 10 +ag— (a, +- - -+as+ay +ag) = a,- (10" =1)+- - -+ay-(10—1).

Sabemos do teorema (5) que 9 | 10" — 1, ou seja:
n=(a-+--+a+ap)+ 9.

Onde 9k = a, - (10" — 1) +--- +a; - (10 — 1), dai n é divisivel por 3, respectivamente por

9 se, e somente se, a, + - -+ + as + a1 + ag for divisivel por 3, respectivamente por 9.



36

Apresentaremos outra justificativa por meio da linguagem de congruéncia, primeiro ana-
lisaremos os restos das poténcias de 10 por 3 e 9, isto é¢: 10° = 1 mod 3 ou mod 9,
10 = 1 mod 3 ou mod 9, 10> = 1 mod 3 ou mod 9, ou seja, para todo i € N, segue que
10° = 1 mod 3 ou mod 9. Assim, temos: n = a,.-10"+---+ay-10*+a, - 10 +ag = a, +- - -+
as~+ay +ag mod 3 ou mod 9, ou seja 3 ou 9 | n se, e somente se a, +- - -+a;+ag = 0 mod 3
ou mod 9.

Exemplos: Verifique se n = 754371 ¢é divisivel por 3 e 9.

Aplicando o critério temos, 7 + 5 + 4 + 3 + 7 + 1 = 27, assim como 3 | 27 e 9 | 27,
concluimos que de fato, 754371 ¢é divisivel por 3 e por 9. J4 o niimero 7865 nao é divisivel
por 3 nem por 9, pois 7 + 8 + 6 + 5 = 26.

2.4  Critério de divisibilidade por 4

Um nimero natural n = a,a,_1 - - - asaiag, com mais de dois digitos é divisivel por 4 se, e

somente se, o numero formado por seus dois ultimos algarismos for divisivel por 4 ou 00.
Demonstracgao:

Seja n = a, - 10" + -+ 4+ ag - 10> + a1 - 10! + ag, logo podemos reescrever n da seguinte
forma: n =100k + (a1 - 10 4+ ag), com k € N. Assim como 100 é divisivel por 4, entao
n serd divisivel por 4 se, e somente se a; - 10 4 aq for divisivel por 4, ou seja 4 | n se, e

somente se ajag também for divisivel por 4.

Apresentaremos outra demonstracao desse critério usando congruéncia, notemos que a, -
10"+ +ag-10? = (a,- 1072+ - - +a3)100, como 100 = 0 mod 4 e 10 = 2 mod 4, temos
pelo teorema (13), item (v) que (a, - 10772 + - -+ 4+ a2)100 + 110 + ag = 2a; + ag mod 4,
sendo assim concluimos que um numero é divisivel por 4 se o dobro do algarismo da

dezena somado com o algarismo da unidade também for. B
Exemplo: Verifique se o niimero n = 472856 ¢é divisivel por 4.

De fato, pelo critério temos que n tem o 56 como os dois tltimos algarismos e como 56 é

divisivel por 4, concluimos entdo que 472856 também é divisivel por 4.
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2.5 Critério de divisibilidade por 5 e 10

Sejan=a—ra,_1---asaiag, um numero natural na base 10, uma condi¢do necessdaria e
suficiente para que n seja divisivel por 5 é que ag seja 0 ou 5 e para se divisivel por 10 é

que aqy seja 0.

Demonstracio: Como n = a, - 10" + - -+ + ay - 10? + a; - 10* + ag, entdo pondo o 10 em
evidéncia obtemos: n =10 (a, - 107! 4+ -+ + ay - 10! + a1) + ag, como 10 é divisivel por
5, temos que n é divisivel por 5 se, e somente se, ag é divisivel por por 5, isto é ag = 0 ou
aop = 5, por outro lado n ¢é divisivel por 10 se, e somente se, ag é divisivel por 10, ou seja

(1020.

Por congruéncia sabemos que 10 = 0 mod 5 ou mod 10, portanto temos que a; - 10° =
0 mod 5 ou mod 10, para todo i € N, logo seja n = a, ---ay - ag, na base 10, temos pelo
teorema (13), item (v) que n = a, - 10" 4 - -+ + as - 10* + a; - 10" 4+ ay = ag mod 5 ou
mod 10. O que nos diz que n é divisivel por 5 ou 10 se, e somente se, ag é divisivel por 5
ou10. W

Exemplos: Verifique se o niimero n = 76890 ¢é divisivel por 5 e por 10.

De acordo com o critério o niimero 76890 ¢ divisivel por 5 e por 10, pois n termina em 0.
J& o nimero 34895 s6 ¢é divisivel por 5, pois seu tultimo algarismo é divisivel por 5, mas

nao por 10.

2.6 Critério de divisibilidade por 6

Um nidmero natural n = a,a,_1 - - - agaaq € divisivel por 6 se, e somente se, n for divisivel
simultaneamente por 2 e 3. Uma justificativa desse critério vem do Teorema Fundamental
da Aritmética - TFA, de fato notemos, que a decomposicio em fatores primos do 6 €
6=2-3.

Demonstragio: Seja n um nimero natural, tomando n = 6-t = 2-(3-t), se fizermos = = 3-t,
entdo n = 2 - x, com x € N, dai n é divisivel por 2. Analogamente n =6t =3-(2-1),
se fizermos z = 2 - t, entdo n = 3 - z, com z € N, assim 3 | n, logo se n é divisivel por 6,

entdo n ¢é divisivel por 2 e 3.

Por outro lado, suponhamos, que n seja divisivel por 2 e 3, como 2 | n, entdo 3 k € N
tal que n = 2 - k, notemos que 3 - 2 = 1, multiplicando essa igualdade por k, obtemos
3-k—2-k=k=3-k—n=k (i), por outro lado, existe também ¢ € N tal que n = 3 - ¢,
pois 3 | n (ii), logo, por (i) e (ii) temos que k =3-k—n=3-k—3-t =3-(k—1),
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finalmente, fazendo y = k — ¢, e como k —t > 0, entdo k = 3 -y, com y € N. Logo,
n=2-k=2-3-y=6-y, com y € N e isso garante que n ¢é divisivel por 6. Concluimos,

portanto, que se n for divisivel por 3 e 2, entdo n serd divisivel por 6. B
Exemplo: Verifique se o nimero n = 489324 é divisivel por 6.

De acordo com o critério temos: 4 + 8 + 9 + 3 + 2 4+ 4 = 30, o que implica que 3 | 30
ou seja, o namero n ¢é divisivel por 3, por outro lado o ntimero n tem o 4 como algarismo
da unidade, logo 2 | n. Portanto, como n é divisivel por 2 e 3, entao n é divisivel também

por 6.

2.6.1 Outro Critério de Divisibilidade por 6

Um nimero natural n = a, - 10" + - - - 4+ ay - 10> 4+ a1 - 10* 4+ ag - 10°, na base 10 é divisivel
por 6 se, e somente se, a soma do algarismo da unidade com o quddruplo de cada um dos

outros algarismos € divisivel por 6.

Demonstragio: Sejan = a, - 10" + -+ + ay - 10 + a1 - 10" + a4 - 10°, note que:
10" = 4 mod 6

10> = 4% mod 6 = 4 mod 6

10" =4" mod 6 = 4 mod 6,

Dai temos pelo teorema (13) item (v) que:

n=a, 10"+ -+ay-10>+a; - 10" +ag-10° =4+ (a, +- - - +ay +a;) + ag mod 6, portanto

6 | n se, e somente se, 4 (a, +---+a1) + a9 =0mod 6. R
Exemplo: Verifique se o niimero n = 489324 ¢é divisivel por 6.
Pelo segundo critério temos: 4-(4+8+9+3+2)+4 =16+32+36+ 12+ 8+4 = 108,

repetindo o critério, obtemos 4 - (1 4+ 0) + 8 = 12, dai concluimos que 12 ¢ divisivel por 6,

portanto o niimero n também ¢é divisivel por 6.

2.7 Critério de Divisibilidade por 7

Sejam Se; e Sep a soma dos nimeros das classes impares e pares respectivamente. Um

numero natural n = a, - - - asaiag, escrito na base 10 é divisivel por 7 se, e somente se:
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Sei —Sep = 0 mod 7, ou seja, quando a diferenca ndo negativa entre a soma dos nimeros

das classes impares e a soma dos numeros das classes pares é divisivel por 7.

Demonstragdo: Analisando os restos da divisao de das poténcias de 10 por 7, temos:

10° = 1mod 7
10" = 3mod 7 ou 10' = —4 mod 7
10> = 2mod 7 ou 10> =—5mod 7

10> = 6mod7 ou 10°=—1mod 7
108 = 4mod7 ou 10*=—-3mod 7
10° 5mod 7 ou 10° = —2 mod 7
10° 1 mod 7 ou 10°= —6 mod 7

Assim por diante, até 10". Seja k € N, note que se k for par, entdo 10 = 1 ou 2 ou —
3 mod 7, caso k seja impar 10 = —1 ou — 2 ou 3 mod 7, logo:

n=a, 10"+ +ag-10>+a;- 107 + ag - 10% + a5 - 10° + a4 - 10* + a3 - 10° + ay - 10% +
a; - 10" +ag-10° = (ap+3- a1 +2-as) — (a3 +3-ag +2-as) + (ag +3-ar +2-ag) —
(ag+3-a0+2-an) +-+ + (@p5+3-a,_4+2-a,_3)—(@,2+3-a,_1+2-a,) =
(asaiag + agarag + ap_s5a,_4a,_3) — (asagas + ajraioag + - -+ + ap_2a,_1a,) mod 7, entdo

n sera divisivel por 7 se, e somente se, (S — S,) for divisivel por 7. B
Exemplo: Verifique se o nimero n = 22389651536 ¢é divisivel por 7.

Aplicando o critério, ficamos: 536 — 651 + 389 — 22 = —115 4 367 = 252, como 252
é divisivel por 7, concluimos que n é divisivel por 7. Notemos que esse critério é mais

utilizado quando o nimero tem muitos algarismos na sua composicao.

2.8 Critério de divisibilidade por 8

Um numero n = a, - - - asayag, com mais de trés algarismos, € divisivel por 8 se, e somente

se, o numero formado por seus trés ultimos algarismos for divisivel por 8.

Demonstragio: Seja n = a, - 10" + - - -az - 103 + ag - 10? + a; - 10* + ag - 10°, desta forma
colocamos 1000 em evidéncia ficamos com, n = 1000 - (a, - 10773 + -+ + a3) + ag - 10 +
ay - 10" + ag = 1000 - k + ay - 10> + a1 - 10 + ag, onde k = (a, - 1073 + .-+ +a3) e k € N
ja que 1000 = 10* < 10* < --- < 10". Daf como 8 | 1000, segue que n serd divisivel por
por 8 se, e somente se ay - 102 + a; - 10! + aq for divisivel por 8, ou seja, se os dltimos trés

algarismos for divisivel por 8. B
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Outra demonstracao pode ser feita por congruéncia, basta analisarmos os restos da divisao

das poténcias de 10 por 8, isto é:

10° =  1mod8
100 = 2mod8
102 = 4 mod8
10° = 0mod8
10 =  0mod8
10" = 0 mod38

Entdon = a,-10"+- - -+a3-10*>+as-10>+a,-10' +ay = 0+- - - +0+asa,a9 mod 8, portanto
8 | n se, e somente se, azajag = 0 mod 8, podemos também pensar da seguinte forma,
notemos que a, - 10" + --- +ag - 10° = (a - 1073 4 - + a3)1000, como 1000 = 0 mod 8,
100 = 4 mod 8 e 10 = 2 mod 8, temos (a, - 10773 + - -+ + a3)1000 + a»100 + a110 + ag =
4das + 2a9 + ag mod 4, sendo assim concluimos que um nimero é divisivel por 8 se o
quadriplo do algarismo da centena somado com o dobro do algarismo da dezena somado

com o algarismo da unidade também o for. B
Exemplo: Verifique se o niimero n = 589120 ¢é divisivel por 8.

De fato pelo critério, temos que os trés ultimos algarismos é 120 e como ele é divisivel por

8, entdo n também é divisivel por 8.

Na proxima se¢ao faremos uma generalizacio dos critérios de divisibilidade por qualquer

poténcia de 2.

2.9 Critério de divisibilidade por poténcias de 2

Comecaremos esta se¢do relembrando que, um niimero é divisivel por 2 quando o tltimo
algarismo ¢é divisivel por 2. O ntimero ¢ divisivel por 4, ou 22, quando o niimero formado
pelos dois 1ltimos algarismos é divisivel por 4. O ntimero é divisivel por 8, ou 2%, quando
o numero formado pelos trés ultimos algarismos ¢é divisivel por 8, respectivamente. Diante

desses casos, podemos generalizar esse critério para qualquer poténcia de 2, ou seja:
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Um numero € divisivel por 2" quando o nimero formado pelos ultimos n algarismos €

divisivel por 2.

Demonstragdo: Sabemos que 10 = 2 - 5, dai temos que 10" = 2™ - 5. Dado um niimero
natural N, seja b o nimero formado pelos seus tltimos n algarismos. Entdo N = 10™ + b.
Como 10™ ¢ divisivel por 2". Se b for divisivel por 2" entdao N também é divisivel por 2".
|

Por outro lado, se o resto da divisao de b por 2" for m, entdo é possivel escrever b =
2" g+ m,comq € N, logo N = 10"a+b = 10"a+(2"q + m), ouseja, N = 2"(5"a + q) +m
o que significa que o resto da divisdo de N por 2" é m. Em outras palavras, os critérios
exibidos acima nédo s6 apontam quando um numero é divisivel por uma poténcia de 2,

como também determinam o resto da divisdo por essa poténcia de 2.

Por exemplo, o nimero 349854 nao é divisivel por 4 pois 54 nao é divisivel por 4. Além
disso, como 54 deixa resto 2 quando dividido por 4, o niimero 349854 também deixa resto
2 quando dividido por 4. Da mesma forma, 349854 deixa resto 6 quando dividido por 8,

pois esse é o resto que 854 deixa quando dividido por 8.

2.10 Critério de divisibilidade por 11

Um nimero natural n = a,a,_1---asai1ag € divisivel por 11 se, e somente se, a soma
alternada dos algarismos de ordem par e dos algarismos de ordem impar for divisivel por
11.

Demonstragio: Como 10 = —1 mod 11, pelo teorema (13), temos que 10% =1 mod 11 e
10%+! = —1 mod 11, dai seja n = a, - - - agazasa;ag um nimero na base 10, segue que:
apg = agmod 1l
a;-100 = —a; mod 11
as-10> = as mod 11
as - 10> = —a3 mod 11
a,-100 = (=1)"a, mod 11

Do teorema (13) item (iv) encontramos:

n=a,-10"+---+as3-10>+as-10* +a; - 10" +ay =
(-1)"a, +---—az+as—ar +agmod 11 = > (=1)*a; mod 11,
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ou seja 11 | n, se, e somente se, a soma alternada dos algarismos de ordem par e dos

algarismos de ordem impar for divisivel por 11.
Exemplo: Verifique se o nimero n = 187896346 ¢é divisivel por 11.

De acordo com o critério, primeiro somaremos os algarismos de ordem par em seguida os
de ordem impar e por fim faremos a diferenca entre essas duas somas. Aplicando esse
critério temos: 6 +3 +94+ 7+ 1=26e4 + 6 + 8 + 8 = 26, dai 26 - 26 = 0, como zero

¢ divisivel por qualquer nimero, concluimos portanto que n é divisivel por 11.

No ultimo capitulo faremos a construcao, a demonstracao e exemplificacdo dos critérios
de divisibilidade mais sofisticados, as demonstrages usarao essencialmente a linguagem

das congruéncias.
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3 Construcao dos Critérios de Divisibilidade

Incomuns e Curiosos

Em decorréncia dos assuntos estudados anteriormente seremos capazes de apresentar nesse
capitulo um resultado interessante e inédito a respeito dos critérios de divisibilidade para
todos os niimeros primos. E importante relembrar que um dos nossos objetivos é despertar
o interesse e a curiosidade dos alunos dos cursos de matematica e areas afins para arit-
mética, tendo como fio condutor os critérios de divisibilidade, embora os que sdo tratado
aqui ndo tenha necessariamente utilidade do ponto de vista pratico. Ressaltamos que o
ineditismo aqui mencionado se refere ao fato de que todos os resultados foram elaborado

por conta propria.

3.1 Uma quebra nas unidades

Seja n = a,a,_1 - --ajap um numero natural. Nesta se¢do apresentamos alguns critérios
de divisibilidade que consistem em “quebrar” o niimero n no algarismo das unidades,
obtendo, a partir deste, o nimero m = a,a,_1---a; + rag para algum inteiro x a ser
determinado. A ideia é mostrar que um determinado primo p divide n se, e somente se,

p divide m.

3.1.1 Critério de divisibilidade por 11

Um nidmero natural n = a,a,_1 - - - arag € divisivel por 11 se, e somente se, m = a,a,_1 - a1+

xag € divisivel por 11.

Demonstragao: Suponhamos que 11 | m, ou seja:
m = a,a,_1-+-a; +xag =0 mod 11 (3.1)
Multiplicando (3.1) por 10, tem - se:
10m=a,-10"+---+ as-10> + a1 -10 + 10zay = 0 mod 11.
Notemos que a, - 10" 4+ -+ +as + a;-10 =n — ag, logo:

n—ag+ 10xag = 0 mod 11
n+ (10z —1)ag = 0 mod 11
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Assim para que 11 divida n, deveremos encontrar a solugdo da congruéncia linear 10z =
1 mod 11, calculando o inverso multiplicativo de 10 médulo 11, encontramos x = —1.
Portanto m = a, - 107! +--- 4+ ay-10 + a; — ay.

De fato, multiplicando m por 10, ficamos com a, - 10" +---+4 a-10*> + a;-10 — 10-ag =
0 mod 11, dai temos: n— ag — 10-ag =0 mod 11 = n— 11-ay = 0 mod 11, como

11| 11 concluimos que n = 0 mod 11.

Reciprocamente, se n = 0 mod 11 e m = a, - 10"™' +---+ ay-10 + a; + xay, segue que:
10m =n —ag + 10zag = n + (10x — 1)ag =n — 11

Assim, como 11 | —11, concluimos que m = 0 mod 11, sendo assim o critério é de fato

verdadeiro para z = —1. W
Exemplo: Verifique se o nimero n = 22737 é divisivel por 11.

Aplicando o critério temos, 2273 - 7= 2266, repetindo o processo temos: 226 —6 = 220 =
22 — 0 =22 e como 11 | 22 segue 11 | n.

3.1.2 Critério de divisibilidade por 13

Um niumero natural n = a,a,_1 - - - ayag € divisivel por 13 se, e somente se, m = a,Qp_1 - a1+

xag € divisivel por 13.

Demonstragao: Suponhamos que 13 | m, ou seja:
m= a,a,_1-++a; +xag = 0 mod 13 (3.2)
Multiplicando (3.2) por 10, tem - se:
10m =a, - 10"+ -+ a-10*> + a;-10 + 10zag = 0 mod 13.
Notemos que a, - 10" +---4+ay + a1 -10 =n — ag, logo:

n—ag+ 10zay = 0 mod 13
n+ (10z —1)ag = 0 mod 13

Assim para que 13 divida n, deveremos encontrar a solugao da congruéncia linear 10z =
1 mod 13, usando a tabela da multiplicacao das classe de equivaléncia médulo 13, encon-

tramos x = 4. Portanto m = a, - 100" +---+ as-10 + a; + 4ao.
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De fato, multiplicando m por 10, ficamos com a, - 10" +---+ 10-4-ag = 0 mod 13,

daf temos: n — ag +40ap = 0 mod 13 = n+ 39-a9 = 0 mod 13, como 13 | 39

concluimos que n = 0 mod 13.

Reciprocamente, se n = 0 mod 13 e m = a, - 10"™! +---4+ ay-10 + a; +xag, segue que:
10m =n — ag + 10xag = n + (102 — 1)ag = n + 39

Assim, como 13 | 39, concluimos que m = 0 mod 13, sendo assim o critério é de fato

verdadeiro para z = 4. B
Exemplo: Verifique se o niimero n = 15678 ¢é divisivel por 13.

Aplicando o critério sucessivas vezes, temos:
15678 — 1567 +4-8 =1599 — 159+4-9=195 — 19+4-5=39

portanto como 13 | 39, entdao 15678 ¢é divisivel por 13 também.

3.1.3 Critério de divisibilidade por 17
Um nimero naturaln = a,a,_1 - - - ayag € divisivel por 17 se, e somente se, m = a,Qp_1 - a1+
xag € divisivel por 17.
Demonstragao: Suponhamos que 17 | m, ou seja:
m = QpGr_1 a1 + xzag = 0 mod 17 (3.3)

Multiplicando (3.3) por 10, tem - se:

10m =a, - 10"+ -+ a-10* + a;-10 + 10zag = 0 mod 17.
Notemos que a, - 10" 4+ -+ +as + a;-10 =n — ag, logo:

n—ag+ 10xag = 0 mod 17
n+ (10z — 1)ag = 0 mod 17

Assim para que 17 divida n, deveremos encontrar a solucao da congruéncia linear 10x =

1 mod 17, usando a tabela da multiplicacdo das classe de equivaléncia médulo 17, encon-

tramos x = —b. Portanto m =a, - 100" + .-+ ay-10 + a; — 5ag.
De fato, multiplicando m por 10, ficamos com a,. - 10" +--- — 10 - 5ag = 0 mod 17, dai
temos: n — a9 — 50agp = 0 mod 17 = n — 5l-ay = 0 mod 17, como 17 | —51

concluimos que n = 0 mod 17.
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Reciprocamente, se n = 0 mod 17 e m = a, - 10”1 +---+ ay-10 + a; + xag, segue que:
10m =n — ag + 10xag = n + (102 — 1)ag = n — 5lag

Assim, como 17 | —51, concluimos que m = 0 mod 17, sendo assim o critério é de fato

verdadeiro para x = —5. H
Exemplo: Verifique se o niimero n = 456722 ¢é divisivel por 17.

Aplicando o critério sucessivas vezes, temos:
456722 — 45672—5-2 = 45662 — 4566—5-2 = 4556 — 455—5-6 = 425 — 42—5-5 = 17

Como 17 é divisivel por 17, segue que 456722 também ¢é divisivel por 17.

Por outro lado, é importante ressaltar que o resto que m e n deixam na divisao por p nao
sdo iguais, entretanto existe uma correlagao entre os mesmos, para esclarecer essa tltima
afirmagao, apresentaremos a correlacdo entre os restos que m e n deixam na divisdo por

11, quando o 11 1 m, considerando que z = —1 e supondo que:
m=a, 10" 4+ +ay-10+a; —ay = k mod 11,

com k € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, fazendo a multiplicacdo dessa congruéncia por 10,

encontramos:
ar- 10" + -4 ay-10> 4+ a1 -10 — 10- ay = 10k mod 11
Como a, - 10" 4 ---4+as - 10> + a; - 10 = n — ag, ficamos com:

n—ag— 10ag = 10k mod 11 —
n—1lay = 10k mod 11 como 11|11 =
n = 10k mod 11

Sendo assim, temos que quando k = 0, obtemos m = 0 mod 11 = n = 0 mod 11,
porém se k # 0 temos que m = k mod 11 = n = 10k mod 11, ou seja, a segunda

congruéncia é multipla da primeira.

Em outras palavras se m = 5 mod 11 = n = 50 mod 11, se m = 7 modll = n =
70 mod 11 e assim sucessivamente. Logo se m deixa resto 5 na divisdo por 11, entdo n
deixa resto 6 na divisdo por 11, visto que 50 = 6mod 11. Portanto concluimos que os
restos ndo sdo necessariamente preservados. Podemos observar de forma resumida tudo

que foi dito antes na seguinte tabela:
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k | Resto de m na divisdo por 11 | Resto de n na divisdo por 11
0 0 0
1 1 10
2 2 9
3 3 8
4 4 7
5 5 6
6 6 5
7 7 4
8 8 3
9 9 2
10 10 1

Para finalizar, vale a pena notar que a partir dessa discussdo surge uma curiosidade
interessante que é o fato de ndo ser mais necessario dividirmos o n por 11 para sabermos
quem é seu resto basta para isso dividir o 10k por 11. Para facilitar a compreensao
tomaremos o exemplo seguinte, seja n = 3899 e m = 389 — 9 = 380, dai temos m = k =
6 mod 11 entdo n = 10-6 = 60 = 5 mod 11. Essa correlacdo também se aplica para os
primos 13 e 17, isto é, se m deixa resto k na divisao por 13 e 17, entdo n deixa resto 10k

na divisdo por 13 e 17.

Diante dos critérios de divisibilidade vistos até aqui, apresentaremos a seguir uma gene-

ralizacdo desses critérios para qualquer nimero primo p > 11.

Teorema 16 Um natural n = a,a,_1---aijag € divisivel por um primo positivo p > 11 se
e somente se m = a,0,_1 -+ a1 — xag € divisivel por p, onde x € uma solugdo inteira da

congruéncia linear 10z = 1 mod p.

Demonstragido: Suponhamos que p divide n = a, - 10" + - - - 4+ as - 10> +a; - 10 + ay. Como

m=a, 1071+ .- 4 ay- 10 + a; + zao, segue que
10m =n — ap + 10zag = n + (102 — 1)ay. (3.4)

Assim, para que p divida m basta que p divida 10z — 1, visto que p | n. Isto mostra que
basta determinar um inteiro x tal que 10z — 1 = 0 mod p, isto é, x é uma solugdo da
congruéncia linear

10z = 1 mod p.

Reciprocamente, se x é uma solu¢do da congruéncia acima e p | m segue de (3.4) que

pln A
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3.2 Duas quebras, nas unidades e nas dezenas

Seja n = a,a,_1 - --ajap um numero natural. Nesta secdo apresentamos alguns critérios
de divisibilidade que consistem em “quebrar” o nimero n no algarismo das unidades e
das dezenas, obtendo, a partir deste, o nimero m = a,a,_1 - - - as + ya; + xag para algum
inteiro « e y a serem determinados. O objetivo aqui é o mesmo da segao anterior, mostrar

que um determinado primo p divide n se, e somente se, p divide m.

3.2.1 Critério de divisibilidade por 13

Um nimero natural n = a,a,_1 - - - a1aqg € divisivel por 13 se, e somente se, m = a,Qp_1 - - - Qo+

yay + xag € divisivel por 13.

Demonstragio: Inicialmente suponhamos que 13 | m, ou seja: m = a, - 1072 + - -+ +ay +

ya; + xag = 0 mod 13. Multiplicando a congruéncia por 102, obtemos:
a, - 10" + -+ ay- 10> + 100ya; + 100xay = 0 mod 13.

Sabendo que a, - 10" 4+ - - + ay - 10> = n — 10a; — ag, substituindo na tltima congruéncia
obtemos:
n — 10a; — ag + 100ya; + 100xag = 0 mod 13 (3.5)

n+ (100y — 10)a; + (100z — 1)ag = 0 mod 13
Portanto para que 13 | n, nosso problema consiste em resolver o seguinte sistema de

congruéncia independente:

100y — 10 = 0 mod 13
100z — 1 =0 mod 13

Como 100 = 9 mod 13, obtemos o sistema equivalente:

9y = 10 mod 13
92 =1 mod 13

Dai usando a tabela da multiplicagdo das classes de equivaléncia médulo 13, encontramos:
y =4 e x = 3. Portanto, m = a, - 1072 + - - - 4 ay + 4a, + 3ay, sendo assim, substituindo

y=4ex=3em (3.5), obtemos:

n — 10a; — ag + 100 - 4a, + 100 - 3ag = 0 mod 13 =

n—10a; —ag+400-a; +300-a9 = 0 mod 13 =
n+390-a;+299-a9p = 0 mod 13

Como 390 = 0 mod 13 e 299 = 0 mod 13, concluimos que n = 0 mod 13.
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Reciprocamente, se n = 0 mod 13 e m = a, - 1072 + -+ + ay + xa, + yag = 0 mod 13,

segue que:
100m = n—10a;—ap+100ya; +100zay = n+(100y—10)a;+(100x—1)ag = n+390a;+299a.

Dad, segue que m = 0 mod 13, assim concluimos que o critério é de fato verdadeiro para
r=3ey=4.1

Exemplo: Verifique se o niimero n = 13728 ¢é divisivel por 13.

Aplicando o critério sucessivas vezes, temos:
13728 = 137+4-2+3-8=169=—=1+4-6+3-9=052

Como 52 é divisivel por 13, segue que 13728 também ¢ divisivel por 13.

3.2.2 Critério de divisibilidade por 17

Um nimero natural n = a,a,_1 - - - araqg € divisivel por 17 se, e somente se, m = a,Qp_1 - - - Qo+

yay + xag ¢ divisivel por 17.

Demonstragio: Inicialmente suponhamos que 17 | m, ou seja: m = a, - 1072 + - -+ +ay +

ya; + xag = 0 mod 17. Multiplicando a congruéncia por 102, obtemos:
a, - 10" + -+ ay - 10> + 100ya; + 100zag = 0 mod 17.

Note que a, - 10" 4 --- 4+ ay - 10> = n — 10a; — ay, substituindo na 1dltima congruéncia
obtemos:
n — 10a; — ag + 100ya; + 100zay = 0 mod 17 (3.6)

n+ (100y — 10)a; + (100z — 1)ay = 0 mod 17

Dai, para que 17 | n, nosso problema consiste em resolver o seguinte sistema de congruén-

cia independente:
100y — 10 = 0 mod 17
100x — 1 =0 mod 17

Como 100 = 15 mod 17, obtemos o sistema equivalente:

15y = 10 mod 17
152 =1 mod 17

Dai usando a tabela da multiplicagao das classes de equivaléncia mdédulo 17, encontramos:

y=12o0uy = —5e x = 8. Portanto, m = a, - 102 + - - - + ay — 5a; + Say, sendo assim,
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substituindo y = —5 e z = 8 em (3.6), obtemos:

n — 10a; — ag + 100 - (=5)a; +100-8ay = 0 mod 17 =
n—10a; — ag — 500 -a; +800-a9 = 0 mod 17 =
n—>510-a; +799-a9 = 0 mod 17

Como —510 = 0 mod 17 e 799 = 0 mod 17, concluimos que n = 0 mod 17. Recipro-
camente, se n = 0 mod 17 e m = a, - 1072 4+ - -+ + ay + ya, + zag = 0 mod 17, segue

que:
100m = n—10a; —ap+100ya; +100zae = n+(100y—10)a;+(100x—1)ag = n—510a;+799ay.

Dai, segue que m = 0 mod 17, assim concluimos que o critério é de fato verdadeiro para
r=8ey=—-5.1

Exemplo: Verifique se o nimero n = 65790 é divisivel por 17. Aplicando o critério

sucessivas vezes, temos:
65790 =657 —-5-94+8-0=612=6—-5-14+8-2=17

Como 17 é divisivel por 17, segue que 65790 também ¢é divisivel por 17.

3.2.3 Critério de divisibilidade por 19

Um nidmero natural n = a,a,_1 - - - ajag € divisivel por 19 se, e somente se, m = a,a,_1 - - - ao+

yay + xag € divisivel por 19.

Demonstragio: Suponhamos que 19 | m, ou seja: m = a, - 1072 + - - + ag + ya; + zag =

0 mod 19. Multiplicando a congruéncia por 10, obtemos:
a, - 10" + -+ ay-10* + 100ya; + 100zag = 0 mod 19.

Note que a, - 10" + --- 4+ ay - 10> = n — 10a; — ay, substituindo na tltima congruéncia
obtemos:
n — 10a; — ag + 100ya; 4+ 100zay = 0 mod 19 (3.7)

n + (100y — 10)a; + (1002 — 1)ag = 0 mod 19

Dai, para que 17 | n, nosso problema consiste em resolver o seguinte sistema de congruén-

cia independente:
100y — 10 = 0 mod 19
100z — 1 =0 mod 19
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Como 100 = 5 mod 19, obtemos o sistema equivalente:

5y = 10 mod 19
5z =1 mod 19

Transformando essas congruéncias num sistema de equacgdes Diofantinos independente,

temos:

6 10K — 1 com k, k' € Z
€Xr — =

Usaremos o algoritmo de Fuclides para resolver essas equagbes Diofantinas, conforme

{ 5y — 19k = 10

explorado no capitulo 1, resolvendo a primeira equagao temos:

Quociente
19 514
Resto

Reescrevendo esses niimeros de forma conveniente, obtemos as igualdades a seguir:

4 = 19-3-5 (1)
1 = 5-1-4 (2

Substituindo (1) em (2), ficamos com:

1 = 5-1-(19-3-5)
1 = 5-1-19+3-5
1 = 4-5-1-19.

Multiplicando a tltima igualdade por 10 teremos: 40 -5 — 10 - 19 = 10, logo temos a
solucao particular y = 40 ou y = 2, pois 40 = 2 mod 19 e k = 10, de maneira analoga

resolveremos a segunda equacéo, ou seja:
Quociente | 3 | 1|1

19 51414 reescrevendo obtemos as igualdades a seguir:
Resto 41110

4 = 19-3-5 (3)
1 = 5-1-4 (4)
Substituindo (3) em (4), ficamos com:
1 = 5-1-(19-3-5)
1 = 5-1-1943-5
1 = 4.-5-1-19.
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O que resulta na solucgao particular z = 4 e k¥’ = 1. Dai, encontramos finalmente x = 4 e
y = 2. Logo podemos reescrever m da seguinte forma: m = a,-10" "2+ - - 4+ay +2a; +4aq,

sendo assim, substituindo y = 2 e = 4 em (3.7), obtemos:

n — 10a; — ag + 100 - 2a; + 100 - 4a9 = 0 mod 19 —
n —10a; — ag+200-a; +400-a9 = 0 mod 19 =
n+190-a; +399-a9 = 0 mod 19

Como 190 = 0 mod 19 e 399 = 0 mod 19, concluimos que n = 0 mod 19. Reciprocamente,

sen=0mod19em =a, 1072+ .-+ as + ya; + zag = 0 mod 19, segue que:

100m = n—10a; —ap+100ya; +100zay = n+(100y—10)a;+(100x—1)ay = n+190a;+399ay.
Dai, segue que m = 0 mod 19, assim concluimos que o critério é de fato verdadeiro para
r=4ey=2 1

Exemplo: Verifique se o niimero n = 14991 ¢ divisivel por 19.

Aplicando o critério sucessivas vezes, temos:
14991 = 149+4+2-9+4- 1 =1494+18+4=17"11=1+2-74+4-1=19.

Como 19 é divisivel por 19, segue que 14991 também ¢ divisivel por 19.

Por outro lado, assim como na se¢ao anterior aqui também existe uma correlagdo entre
os restos que m e n deixam na divisdo por um primo p, analisaremos a correlacdo entre
os restos que m e n deixam na divisdo por 13 quando 13 t m, considerando que x = 4 e

y = 3, suponhamos que:
m = a, - 1072 + -+ ay + 4ay + 3ag = k mod 13 (1)

Onde: k € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} Fazendo a multiplicacao dessa congruéncia
por 100, obtemos: a, - 10" + -+ + ay - 10> + 400a; + 300ay = 100k mod 13. Sabendo

que a, - 10" 4 -+ -+ ay - 10> = n — 10a; — ag, substituindo na 1ltima congruéncia obtemos:

n — 10a; — ag + 400a; + 300ag = 100k mod 13 —
n+390a; +299a9 = 100k mod 13 como 13]390 e 13299 —
n = 100k modl3 (2').

Dai concluimos que (2’) é multipla de (17).

Em outras palavras se m = 4 mod 13 = n = 400 mod 13, se m = 9 mod 13 = n =

900 mod 13, portanto se m deixa resto 9 na divis@o por 13, entdo n deixa resto 3 na
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divisdo por 13, pois 900 = 3 mod 13. Podemos observar isso resumidamente na seguinte

tabela:

k | Resto de m na divisdo por 13 | Resto de n na divisdo por 13
0 0 0
1 1 9
2 2 5
3 3 1
4 4 10
5 5

6 6

7 7 11
8 8

9 9

10 10 12
11 11 8
12 12

Faremos o seguinte exemplo: Sejam n = 8973 e m = 89+ 4 -7+ 3 -3 = 126, logo
m =k =9 mod 13, entdo n = 100 -9 = 900 = 3 mod 13. Os primos 17 e 19 também

possui essa correlacao.

Encerraremos esta secao apresentando uma generalizacao desses critérios de divisibilidade.

Teorema 17 Um natural n = a,a,_1---aiaq € divisivel por um primo positivo p > 13
se, e somente se M = Q.Qr_1 - - - Qg + Yyai + xag € divisivel por p, onde x e y sdo solucoes
inteiras do sistema de congruéncia lineares independentes:

100y — 10 = 0 mod p

100z — 1 =0 mod p

Demonstragio: Suponhamos que p divide n = a, - 10" + - - - +ay - 102 + a1 - 10 + ag. Como

m=a, - 10772 + - - + ay + ya; + zay, segue que:
100m = n — 10a; — ag + 100ya; + 100zay = n + (100y — 10)a; 4+ (100x — 1)ag. (3.8)
Assim, para que p divida m basta que p divida 100y — 10 e 100z — 1, visto que p | n.

Isto mostra que basta determinar os inteiros x e y tais que 100y — 10 = 0 mod p e

1002 — 1 = 0 mod p, isto é, x e y sdo solugdes do sistema de congruéncia linear:

100y — 10 = 0 mod p
100x — 1 =0 mod p
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Reciprocamente, se x e y sao solugoes das congruéncias acima e p | m segue de (3.8) que

pln A

3.3 Trés quebras, nas unidades, nas dezenas e nas centenas

Seja n = a,a,_1---ajap um niamero natural. Nesta secdo apresentamos um critério de
divisibilidade que consistem em “quebrar” o nimero n no algarismo das unidades, das
dezenas e das centenas, obtendo, a partir deste, o nimero m = a,a,_1 - - - ag+zas+ya;+xagy
para alguns inteiros z,y e z a serem determinados. O objetivo aqui é o mesmo das segdes

anteriores, mostrar que um determinado primo p divide n se, e somente se, p divide m.

3.3.1 Critério de divisibilidade por 23

Um nimero natural n = a,a,_1 - - - a1aqg € divisivel por 23 se, e somente se, m = a,Q,_1 - - - a3+

zag + yay + xag € divisivel por 23.

Demonstragio: Inicialmente suponhamos que 23 | m, ou seja: m = a, - 1073 + -+ + a3 +
zay +yay +xag = 0 mod 23. Multiplicando a congruéncia por 10, obtemos: a, - 10" +- - -+
as-10® + 1000zas + 1000ya; + 1000zag = 0 mod 23. Note que a, - 10" +-- -+ az-10° =

n — 100ay — 10a; — ag, substituindo na dltima congruéncia obtemos:
n — 100ay — 10a; — ag + 1000zay + 1000ya; + 1000zaq = 0 mod 23 (3.9)

n + (10002 — 100)as + (1000y — 10)a; + (10002 — 1)ag = 0 mod 19

Dai, para que 23 | n, nosso problema consiste em resolver o seguinte sistema de congruén-

cia independente:
1000z — 100 = 0 mod 23

1000y — 10 = 0 mod 23
1000z — 1 = 0 mod 23

Como 1000 = 11 mod 23, obtemos o sistema equivalente:

11z = 8 mod 23
11y = 10 mod 23
11z = 1 mod 23

Transformando essas congruéncias num sistema de equagdes Diofantinos independente,

temos:
112 — 23k =8
1ly — 23k =10 com k, k' k" € Z
11z — 23K =1

Todas essas equagoes tém solucao, pois (11,23) =1e1|8,1|10e1 | 1, usando novamente

o algoritmo de Euclides para resolver essas equagoes Diofantinos, temos:
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Quociente | 2 | 11
23 1|1 ou seja, 1 =23 —2-11.
Resto 110

Multiplicando essa igualdade por 8 encontramos:

8 =11-(—16) +23-8 = 11 - (—16) — 23 - (—8) o que implica em z = —16, realizando
o mesmo procedimento para as outras equagoes encontramos: y = —20 e x = —2, mas
como —16 = 7 mod 23 e —20 = 3 mod 23 segue que z = 7 e y = 3. Portanto n é divisivel
por 23 se, e somente se, m = a,10" 3+ - - +az +7ay + 3a; — 2ay também for. Substituindo

r="T,y=3ez=—2em (3.9), obtemos:
n — 100ay — 10a; — ag 4+ 1000 - 7as + 1000 - 3a; + 1000 - (—=2)ag = mod 23 =

n — 100as — 10a; — ag + 7000 as + 3000 a; — 2000 ag = mod 23 =
n + 6900ay + 2990a; — 2001lag = 0 mod 23

Dai, como 6900 = 0 mod 23, 2990 = 0 mod 23 e —2001 = 0 mod 23, concluimos que
n = 0 mod 23. Reciprocamente, se n = 0 mod 23 e m = a, - 10" 3 4+ - - - 4+ a3 + zas +ya; +

zag = 0 mod 23, segue que:
1000m = n — 100ay — 10a; — ag 4+ 1000zaq + 1000ya; + 1000xag =
n + (10002 — 100)as + (1000y — 10)ay + (10002 — 1)ag = n + 6900as + 2990a; — 2001ay.

Dad, segue que m = 0 mod 23, assim concluimos que o critério é de fato verdadeiro para
r=-2y=3ez="7.1

Exemplo: Verifique se o nimero n = 9867359812 ¢é divisivel por 23.

Aplicando o critério sucessivas vezes, temos: 9867359812 = 9867359 + 7-8 + 3-1 — 2:2 =
9867414 — 9867 + 7-4 + 3-1 — 2-4=9890=9 4+ 7-8 + 3-9 — 2.0=92 =
7-0 + 3-9 — 2-2=27 — 4 = 23. Portanto como 23 ¢ divisivel por 23, segue que

9867359812 também é divisivel por 23 como queriamos verificar.

Generalizando esse resultado para qualquer primo p, obtemos o seguinte teorema:

Teorema 18 Um natural n = a,a,_1---aiag € divisivel por um primo positivo p > 23
se, e somente se m = a,a,_1---a3 + zaz + ya, + xag € divisivel por p, onde x,y e z sdo

solugoes inteiras do sistema de congruéncia lineares independentes:

1000z — 100 = 0 mod p
1000y — 10 = 0 mod p
1000z — 1 =0 mod p
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Demonstragio: Suponhamos que p divide n = a, - 10" + - - - + ay - 10 + a1 - 10 + ao. Como

m=a, 10773 + .- + a3 + zas + ya; + ray, segue que:
1000m = n — 100as — 10a; — ag + 1000zas + 1000ya, + 1000za) = (3.10)

n + (10002 — 100)as + (1000y — 10)a; + (1000z — 1)ag.

Assim, para que p divida m basta que p divida 1000z—100, 1000y—10 e 1000x—1, visto que
p | n. Isto mostra que basta determinar os inteiros z, y e z tais que 1000z — 100 = 0 mod p
1000y — 10 = 0 mod p e 1000z — 1 = 0 mod p, isto é, z,y e z sdo solugdes do sistema de

congruéncia linear:
1000z — 100 = 0 mod p

1000y — 10 = 0 mod p
1000z — 1 =0 mod p

Reciprocamente, se z,y e z sdo solugoes das congruéncias acima e p | m segue de (3.10)

quep|n. B

Antes de encerrar esta se¢io, chamamos a atengdo para um fato curioso sobre tais crité-
rios. Observamos que a incégnita usada para multiplicar o algarismo das unidades nos
critérios com uma quebra é sempre a mesma que multiplica as dezenas nos critérios com
duas quebras, isso ndo é simplesmente uma coincidéncia, pelo contrario percebemos que as
equagoes modulares gerada com uma quebra pelo algarismo das unidades é igual as equa-
¢oes geradas com duas quebras pelo algarismo das dezenas. Para ficar mais claro vejamos
o seguinte exemplo, note que as equagoes modulares: 10z = 1 mod 13 e 10x = 1 mod 17
sdo iguais, respectivamente as equacoes 9y = 10 mod 13 e 15y = 10 mod 17, ou seja, tanto
a primeira e a terceira equagoes possui solugoes iguais (z = y = 4), quanto a segunda e

quarta equagoes possui solugoes iguais (r =y — 5).

3.4 Exercicios de fixacao

Com objetivo de fixar mais os temas que foram tratados nesse trabalho. Apresentaremos
nesta secao uma lista de exercicios com as respostas comentadas, encontraremos aqui

questoes de vestibulares e de olimpiadas, bem como outras elaboradas pelo préprio autor.

Questao [01] O algarismo das unidades do nimero w =1-3-5-7 --- 2013 é:
a) 2 b) 3 c)b d) 6 e) zero

Solugdo: Esse nimero w s6 pode ser impar, uma vez que todos os fatores envolvido
na multiplicagdo sdo impares, notemos que um dos seus fatores é o 5 o que implica pelo
critério de divisibilidade que o ultimo algarismo sé pode ser o 5. Dai, a alternativa correta

é a letra C.
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Questao [02] Qual o valor de a para que 50002« seja divisivel por 667

Solugdo: Notemos que um numero serd divisivel por 66, se ele for divisivel simultanea-
mente por 2, 3 e 11, como o ultimo algarismo é 6, entao 66 é divisivel por 2, como a
soma dos algarismos de 66 ¢é divisivel por 3, entao 66 também ¢, analisaremos agora o
critério de divisibilidade por 11, usando o critério temos que a diferenca entre a soma dos

algarismos de ordem impar e dos algarismos de ordem par é:
G+a+a)—(0+2)=3+2a

Como, a € (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9), e queremos que a expressao 3 + 2« seja um multiplo
de 11, temos: 3+2a =11 — a =4.

Questao [03] (EPCAR - 2000) Seja o nimero m = 488a9b, onde b é o algarismo das
unidades e a o algarismo das centenas. Sabendo - se que m é divisivel por 45, entdo a + b
é igual a:

a) 1 b) 7 c)9 d) 16

Solugdo: Como m ¢é divisivel por 45, entdo m serd divisivel por 9 e 5, o niimero m sera

divisivel por 5 se:

b=0
ou
b=5

Como, a e be (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) temos que analisar os dois casos a seguir, se b = 0,
entdo m sera divisivel por 9 se: 4+8+8+a+9+0 =29+ a = 9k, onde k é um nimero
inteiro. Se b = 5, entdo m serd divisivel por 9 se: 4+8+8+a+9+5 =34+ a = 9k,
onde k' é um numero inteiro. Portanto, para que 29 + a e 34 + a sejam multiplos de 9,
segue que @ = 7 ou a = 2, nas duas situagdes temos que a soma a + b = 7, a resposta é a

alternativa B.

Questao [04] (ESA) Se o ntimero 724 ¢ divisivel por 18, entéo o algarismo z:

a) nao existe b) vale 4 c) vale 7 d) vale 9 e) vale 0

Solugao: Como z € (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) , entdo 7z4 é divisivel por 18 se for divisivel
por 2 e9, dai: 74+ x +4 =18 = x = 7. Portanto, a resposta certa é a alternativa C.

Questao [05] O resto da divisao por 11 do resultado da expressdo: 121129 + 911932 - 343%
é: a0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4

Solucdo: Perceba que 1211 = 1 mod 11, 9119 = 0 mod 11 e 343 = 2 mod 11, dai temos:

121120 4911932 .3436 = 120 4 0%2. 2% = 14+0=1
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Portanto a alternativa B é a correta.

Questao [06] Conforme estudado nesse trabalho, responda o que se pede abaixo:

A) Construa um critério de divisibilidade para o primo p = 7,

B) Faga a demonstragao do critério criado;

C) Usando o critério criado, verifique se o nimero n = 1785 ¢ m = 1786 sdo divisiveis
por 7.

Solugao: A) Um nimero n € N é divisivel por 7 se, e somente se, a diferenga entre o
numero obtido de n retirando - se o algarismo das unidades e o dobro dos algarismo das
unidades for divisivel por 7, isto é: n = 10b + ag ¢é divisivel por 7 se, e somente se b — 2ag

é divisivel por 7.

B) Fazendo a volta primeiro temos que, se b — 2aq = 7k, € Z, multiplicando essa tltima
igualdade por por 10, obtemos 10b — 20aq = 70k = 100 — 20ay = 7k, onde k' = 10k,
adicionando 21ay dos dois lados da igualdade, ficamos com 10b — 20ag + 21lag = 7k +
2lag = 10b+ a9 = 7q, onde ¢ = (k' + 3ay), logo se b — 2ay é divisivel por 7, entdo
10D + ag também é divisivel por 7. Por outro lado, se 100 + ag = 7k, k € Z reescrevendo
essa equacao da seguinte forma 10b 4 21ag — 20aqg = 7Tk = 100 — 20ag = Tk — 21lag =
100 — 20ay = 7K' = 10(b — 2ag) = 7K', de (13), como (7,10) =1, entdao 7 | b — 2ay, ou
seja, b—2a9 =Tk", k" € Z. 1

C) Aplicando o critério, segue que: 178 — 2 -5 = 168, repetindo o critério mais uma vez
temos: 16 — 2 -8 = 0, como 0 é divisivel por qualquer ntimero, entdo 1785 é divisivel por
7. J& o nimero m néo é divisivel por 7, pois 178 —=2-6 =166 =16 —2-6 =4, mas o0 4
nao é divisivel por 7, assim o ntmero m nao é divisivel por 7. Observemos que o 4 nao
é o resto da divisdo de 1786 por 7, tendo em vista que 1786 é o sucessor de 1785 e nesse
caso o resto seria 1. O critério ndo preserva o resto ele indica apenas que o nimero m

nao ¢ divisivel por 7.
uestao ual o resto de por 6
Q 20[07] Qual de 743%8 67

Solugdo: Sabemos que 743 = 5 mod 6, como 5 = —1 mod 6, segue que 743 = —1 mod 6,

daf obtemos 743 = (—1)*® = 1 mod 6, logo 1 é o resto que 743%® deixa na divisdo por 6.

Questao [08] Conforme visto no teorema 1, prove o corolario: um natural n = a,a,_1 - - aiap

¢é divisivel por 19 se, e somente se, m = a,a,_1 - - - a1 + 2aq é divisivel por 19.

Solugdo: Basta encontrar = tal que 10z = 1 (mod 19). Como 20 = 1 (mod 19), segue

que x = 2 (mod 19), assim basta considerar z = 2.
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Questao [09] Conforme visto no teorema 2, prove o corolario: um natural n = a,a,_1 - - ajag

é divisivel por 23 se, e somente se, m = a,a,_1 - - - as + ya; + xag é divisivel por 23.
Solugao: A prova é feita de maneira andloga as estudadas na secdo 2 deste capitulo.
Questao [10] Conforme visto no teorema 3, prove o coroldrio: um ntmero natural n =
GrQp_1 - -+ a1ag € divisivel por 29 se, e somente se, m = a,a,_1---az + zas + yay + xag €

divisivel por 29.

Solugdo: A prova ¢ feita de maneira andloga as estudadas na se¢do 3 deste capitulo.
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos como sao criados os critérios de divisibilidade de alguns nu-
meros primos, ressaltamos que a criagao desses critérios podem ser expandidos para quais-
quer primo como ficou apresentado nas generalizagoes, tinhamos como objetivo principal
despertar o interesse e a curiosidade tanto dos alunos de cursos de matematica, quanto

os da educacdo basica para o estudo da aritmética.

A metodologia usada no ultimo capitulo estruturou - se principalmente da ideia de mostrar
que um determinado primo p divide n se, e somente se, p divide m. Portanto, nosso
objetivo era identificar e aproveitar os elementos presentes nos critérios de divisibilidade

usuais e implementd - los no desenvolvimento dos critérios incomuns e curiosos.

Inicialmente revisitamos o conjunto dos ntimeros inteiros, estudamos suas principais pro-
priedades tais como principio da boa ordem, principio de indug¢ao matematica, algoritmo

da divisdo, aritmética modular entre outras.

Observamos que a eficiéncia deste método nao se caracteriza apenas em afirmar se o
nimero n é ou nao divisivel por p mais também pela redugdo de uma ordem de magnitude
em cada etapa de sua aplicacdo. Caso n nao for divisivel por p esse processo nao garante
a preservacao do resto de n em todas as etapas, ou seja, o resto que n deixa na divisao

por p nao sera necessariamente igual a resto que m deixa na divisdo por p.

Embora alguns assuntos tratados aqui sejam de matemaética superior, os teoremas bé-
sicos da aritmética se mostram de facil entendimento, além do mais compreendidas as
proposicoes, tais critérios de divisibilidade, antes apresentados de forma mecénica e sem

justificativa, passam a fazer mais sentido.

Além disso, esta pesquisa também tem a finalidade de servir como material de apoio para
ser utilizado em formagdo inicial e continuada de docentes, bem como servir de material
didatico para ser usado pelos alunos em sala de aula, com objetivo de praticar a aritmética

bésica de maneira curiosa e divertida.

Finalizamos esse trabalho deixando o seguinte desafio, serd que é possivel desenvolver
critérios de divisibilidade para qualquer nimero com método de quebra de algarismos em

diferentes posicoes sem levar em consideracido necessariamente a sua ordem?
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