UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA A
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza AA
Ab

Y
NRUEEY  Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional

UFPB PROFMAT

Departamento de Matematica

Métodos de Contagem

por

Luis Rodrigo D’Andrada Bezerra

2013



UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza

A
AA
o & A
Departamento de Matematica AAAA

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
PROFMAT

Métodos de Contagem

por
Luis Rodrigo D’Andrada Bezerra
sob orientacado da

Prof?. Dr?. Elisandra de Fatima Gloss de Moraes

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado
ao Corpo Docente do Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional PROFMAT CCEN-
UFPB, como requisito parcial para obtencdo do

titulo de Mestre em Matematica.

Agosto/2013

Jo3o Pessoa - PB

t O presente trabalho foi realizado com apoio da CAPES, Coordenacdo de

Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior.



Métodos de Contagem

por
Luis Rodrigo D'Andrada Bezerra

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado ao Corpo Docente do Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional PROFMAT-CCEN-UFPB, como

requisito parcial para obten¢do do titulo de Mestre em Matematica.

Aprovada por:

luonda jp @QQM di VNoges
Prof?. Dr?. Elisandra de Fatima Gloss de Moraes -UFPB
(Orientadora)

%&@M 2D Heaoun Z{:}uo&w

Prof. Dr. Flank David Morais Bezerra - UFPB
alb

Prof. Dr. Marcelo/Fernandes Furtado - UnB

—

Agosto/2013



Agradecimentos

Primeiramente, manifesto todo o meu carinho a minha familia: irmaos,
avos, tios, primos e principalmente minha mae e o meu pai, que sempre me
concederam estrutura e tranquilidade para que eu pudesse concluir o ensino
médio e o superior com sucesso.

Ao bem mais precioso da minha vida, minha filha Clara. A minha
esposa, pelo apoio e carinho. Todos os meus amigos e colegas de profissao
contribuiram com essa monografia, as idéias e experiéncias compartilhadas,
foram, de forma indireta, colocadas nesse trabalho. Agradeco a minha
orientadora Dra. Elisandra, pela paciéncia em esclarecer diversas dividas
além da dedicacao que teve com esse projeto. Os meus professores e
colegas de turma, que com debates e discussoes, foram amadurecendo idéias
que contribuiram bastante neste trabalho. Um agradecimento especial aos

amigos Laércio, Charlesson, Zé e Mignac. A capes pelo apoio financeiro.



Dedicatoria

A todos 0s meus entes queridos que
partiram desse mnosso plano, amo a

todos.



Resumo

O presente trabalho apresenta uma introducao ao estudo de problemas de
contagem, nao apenas através dos conceitos tradicionalmente abordados
em cursos de Analise Combinatoria, tais como os principios bésicos,
as permutagoes, os arranjos, as combinacoes, as equacgoes lineares com
coeficientes unitarios e outros, mas também, ferramentas sofisticadas de

contagem, tal como o uso de grafos.

Palavras-chave: Problemas de Contagem, Combinatoéria, Grafos.



Abstract

This paper presents an introduction to the study of counting problems,
not just through the concepts traditionally covered in Combinatorial
Analysis courses, such as the basic principles, permutations, arrangements,
combinations, linear equations with unitary coefficients, among others, but

also using sophisticated tools, such as the use of graphs.

Keywords: Counting Problems, Combinatorial, Graphs.
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Introducao

Este trabalho trata de Analise Combinatéria ou simplesmente
Combinatoria ou ainda de Métodos de Contagem. Acreditamos que a
Anélise Combinatéria seja uma importante ferramenta que o cidadao
inserido no mundo das informacoes, das novas tecnologias e do dia-a-dia das
transacoes financeiras necessita para resolver problemas reais. Por outro
lado, observamos que o ensino da Analise Combinatoria nao estd sendo
desenvolvido de forma a possibilitar que os cidadaos a utilizem na resolucao
de problemas reais. O ensino escolar limita-se quase sempre ao treinamento
no uso de férmulas e algoritmos para encontrar o ntmero de arranjo,
combinagoes ou permutagoes. Para Morgado [3], embora combinagoes,
arranjos e permutacgoes fagcam parte de Analise Combinatoria, sao conceitos
que permitem resolver uma classe de problemas: os de contagem de certos
tipos de subconjuntos de um conjunto finito, sem que seja necessario
enumerar seus elementos. No entanto trataremos nesse TCC de outras
técnicas de contagem, algumas de certa forma bem sofisticadas, como é o
caso do uso de grafos na resolucao de problemas de contagem.

O objetivo deste TCC ¢é estudar algumas das principais técnicas de
contagem, priorizando as aplicacoes nas mais diversas areas. Esperamos
assim, que o mesmo possa servir como fonte de consulta para professores,

estudantes e admiradores da Analise Combinatoria. No presente trabalho



INTRODUCAO

procuramos apresentar todos os conceitos posteriormente a resolucao, ou
pelo menos uma enunciagao, de problemas contextualizados, que servirao
como elementos motivacionais. A seguir, damos uma breve descricao do
trabalho.

No Capitulo I, apdés algumas notacoes e defini¢oes, apresentamos
dois principios: o principio da inclusao e exclusao e o principio
multiplicativo, introduzidos através de uma sequéncia de problemas
resolvidos. Posteriormente foram construidos os conceitos de permutacao
simples, permutagao circular, combinacao simples e permutacao com
repeticao. Em seguida, estudamos algumas aplicacoes dos conceitos
anteriormente listados, tradicionalmente rotuladas de problemas de:
Arranjo Simples, Arranjo Completo, Permutacdo Caodticas, nimero de
solucoes de uma equagao linear nos inteiros positivos ou nos inteiros nao
negativos, 1° Lema de Kaplansk, 2° Lema de Kaplansk e termo geral do
Binoémio de Newton.

No Capitulo II, trataremos de trés problemas classicos da matematica
discreta, o de coloracao de mapas, o problema das pontes e o problema
das ligacoes de agua, luz e telefone. Sera dado um embasamento teodrico
da teoria dos grafos que servird como subsidio para as resolugoes dos trés
problemas apresentados. No final propomos duas atividades para serem

aplicadas no ensino médio.



Capitulo 1

Conceitos Basicos de

Combinatoéria

Estudaremos na primeira parte desse capitulo os principios basicos
de combinatéria tais como principio aditivo, principio multiplicativo,
permutacao (simples, circular e com repeti¢do) e combinagao simples, que
servirao como ferramentas de construcao dos demais topicos da Anélise
Combinatoria que encontraremos em sequéncia nesse capitulo. Para que
cada conceito seja facilmente compreendido, inicialmente resolveremos
problemas especificos que funcionarao como facilitadores dos casos gerais,
explorando-os por meio de contextualizacao, valorizando assim o raciocinio
e as ideias gerais ao invés do uso excessivo de formulas e de casos
particulares. Nao estamos aqui preocupados em criar uma infinidade de
formulas, uma para cada modelo de questao, apenas os principios basicos
terao suas expressoes generalizadas, os demais conceitos serao tratados como
aplicagoes diretas. Devemos entao nesse momento resistir a tentacao da
generalizacao dos fatos, tao prazeroso para nés matematicos mas fatalmente

sem o mesmo efeito para boa parte dos alunos de uma sala de aula do ensino
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médio extremamente heterogénea. Afinal, ainda insisto em dizer que nao
queremos aqui trocar os principios basicos da Anélise Combinatoria por
formulas associadas aos modelos de questoes. Resolveremos a seguir um
problema de contagem, fazendo uso de um dos principios fundamentais da
Combinatoria. Para esse trabalho, usaremos a notagao |A| para indicar a

quantidade de elementos que o conjunto finito A possui.

1.1 Principio Aditivo

Observe o seguinte problema:

Exemplo 1 Num sorteio de uma promocao da rddio Nova Recife, Bira
foi contemplado com um par de convites para o Forrd da Capitd, para lhe
acompanhar nesse evento ele dispoe de seus 3 irmaos e de 5 colegas de

trabalho. De quantas formas diferentes ele pode ir acompanhado?

Solugao: Se Bira ir4a acompanhado de uma tnica pessoa, ele pode ir
acompanhado do seu 1° irmao ou do seu 2° irmao ou do seu 3° irmao ou
ainda, do seu 1° colega ou do seu 2° colega ou do seu 3° colega ou do seu
4° colega ou do seu 5° colega. Temos entao 8 companhias distintas para ir
ao Forro da Capita com Bira.

O exemplo acima ilustra bem o que chamamos de Principio Aditivo para
dois conjuntos disjuntos. Note que no enunciado do problema, podemos
reescrever a pergunta final por:

“De quantas formas diferentes ele pode ir acompanhado de um colega de
trabalho ou de um irmao?”

Nota-se que o conectivo “ou” estd intimamente ligado ao Principio
Aditivo, sendo portanto uma ferramenta importante na identificacdo desses

problemas. Podemos agora entao enunciar tal principio.
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Principio Aditivo: Se uma decisdao A pode ser tomada de  maneiras, uma
decisao B pode ser tomada de y maneiras e as decisoes sao independentes,
entdo o numero de maneiras de se tomarem as decisdes A ou B é z + y.
Usando a notacao de conjuntos podemos reescrever o Principio Aditivo
como segue:
Principio Aditivo: Se A e B sao dois conjuntos disjuntos, com p e q
elementos, respectivamente, entdo A U B possui p + ¢ elementos.
Agora iremos generalizar o Principio Aditivo, para tanto observe o

problema a seguir.

Exemplo 2 Mignac ofereceu a Marcos 3 livros de Algebra, 7 livros de
Combinatoria e 5 livros de Geometria e pediu-lhe para escolher um unico

livro. De quantas maneiras Marcos pode realizar essa escolha?

Solucao: Considere os trés conjuntos de livros:

A = {ay,ay,a3}, conjunto dos livros de Algebra.

C = {c1, ¢, c3, ¢4, 5,6, C7 }, conjunto dos livros de Combinatoria.

G ={a1,92,93, 94, g5}, conjunto dos livros de Geometria.
Marcos devera escolher apenas um livro dentre os trés conjuntos, como
temos 3 opgoes em A, 7 opcoes em C e 5 opcoes em (G, portanto ao todo
obtemos 15 opcoes de escolha.

Podemos agora enunciar o caso geral do Principio Aditivo.
Extensao do Principio Aditivo: Se Ay, A, ---,A, s3o conjuntos
disjuntos dois a dois (isto é A; N A; = () para i # j), e se A; possui q;

elementos, 1 = 1,2,3,--- ,n, entao:

[AiU A U UA, | =a1+az+ -+ an.
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1.2 Teorema da inclusao e exclusao

Na secao anterior, fizemos referéncia a um principio elementar de
contagem que estabelece que o nimero de elementos da uniao de conjuntos
disjuntos finitos é a soma do nimero de elementos de cada conjunto.
Queremos agora ampliar para casos onde os conjuntos envolvidos nao sao
necessariamente disjuntos. Admitindo o principio aditivo podemos provar o
Teorema da inclusao e exclusao, apesar de boa parte dos livros denominéa-lo
Principio da inclusao e exclusao. Segundo Morgado et. al [3] o Principio da
inclusao e exclusao é uma férmula para contar o nimero de elementos que
pertencem a uniao de varios conjuntos nao necessariamente disjuntos. Para

entendermos melhor do que se trata, observe o exemplo a seguir.

Exemplo 3 Em uma cooperativa de agricultores do municipio de Vitoria
de Santo Antao, 45 dos cooperativados cultivam o sorgo, 60 cultivam o
milho e 30 cultivam ambos. Sabendo que todos os cooperativados cultivam
pelo menos uma dessas duas culturas, qual é o nimero de agricultores da

cooperativa?

Solucao: Inicialmente percebemos que o principio aditivo nao pode ser
aplicado nesse problema, pois os dois conjuntos envolvidos (dos agricultores
que plantam milho e dos agricultores que plantam sorgo) nao sao disjuntos.
Resolveremos nosso problema de dois modos distintos.

(i) Consideremos um diagrama, onde representaremos pela letra S o
conjunto das pessoas que cultivam o sorgo e pela letra M o conjunto das
pessoas que cultivam milho, sabemos que ha 30 agricultores que cultivam
“milho e sorgo”, entao primeiramente colocaremos 30 na intersecao dos

conjuntos,
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Figura 1.1:

O segundo passo é preenchermos as outras duas regioes. Como temos
60 agricultores que plantam milho, devemos ter essa quantidade dentro
da respectiva circunferéncia, porém ja ha 30 na intersecao dos conjuntos
(e portanto dentro do conjunto M) restando apenas 30 para a regido
correspondente aos agricultores que plantam apenas milho. De forma
analoga, ja que temos 45 agricultores que plantam sorgo, dos quais 30

também plantam milho concluimos que 15 plantam apenas sorgo. Observe:

S

Figura 1.2:

Como todos os cooperativados cultivam pelo menos uma dessas duas

culturas, o nimero de agricultores da cooperativa é
15+30+30 =75

(ii) Considere S o conjunto das pessoas que cultivam o sorgo e M o
conjunto das pessoas que cultivam milho. Queremos determinar o ntimero
de elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos. Para contar os

elementos de SUM contamos todos os 45 elementos de S (]S|) e todos os 60

7
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elementos de M (|M]). Ao fazermos isso os agricultores que plantam sorgo
e milhos foram contados duas vezes, uma em |S| e outra em |M|, portanto

devemos descontar a segunda contagem desses elementos e obtemos
|ISUM| =45+ 60— 30 =105 — 30 = 75.

Assim concluimos que ha 75 agricultores nessa cooperativa.

O que iremos apresentar agora ¢ um resultado, que pode ser visto
como o caso geral do Principio Aditivo, para dois conjuntos, porém
agora nao necessariamente disjuntos. Trata-se de um teorema (apenas
quando anteriormente é assumido que o principio aditivo é valido), também
conhecido como principio da inclusao e exclusao, que pode ser facilmente

demonstrado utilizando o principio aditivo.
Teorema 1 Sejam Ay e Ay dois conjuntos finitos quaisquer. Entao:
| A1 U As| = |Aq] + | A2 — A1 N Ayl

Demonstragao: Observe que A; U Ay = (A; — Ay) U A,, onde no segundo
membro da igualdade temos uma uniao de dois conjuntos disjuntos. Pelo

principio aditivo, temos que
| A1 U Ay| = |A1 — As| + |Asl. (1.1)
Analogamente, aplicando novamente este principio, temos que
|A1] = |A1 — Ao + A1 N Al = |41 — Ao = | A4 — |[A1 N Ayl (1.2)
Substituindo em temos
| A1 U Ag| = [As] — [A1 N Az| + | A,

como querfamos demonstrar. ]
Iremos agora tratar do teorema da inclusao e exclusao para trés

conjuntos. Inicialmente pensemos no seguinte problema.
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Exemplo 4 Numa enquete sobre as atividades aercbicas, constaltou-se
que: 400 pessoas praticam natacao; 270 praticam ciclismo; 290 praticam
atletismo; 140 praticam natagcao e ciclismo; 90 praticam natacao e
atletismo; 100 praticam ciclismo e atletismo; 20 praticam os trés esportes

pesquisados. Quantas pessoas praticam natacao ou ciclismo ou atletismo?

Solugao: Consideremos o diagrama abaixo, onde representamos pela letra
N o conjunto das pessoas que praticam natacao, a letra C o conjunto
das pessoas que praticam ciclismo e a letra A o conjunto das pessoas
que praticam atletismo. Consideremos também a seguinte numeracao dos

subconjuntos de N UC U A:

N Cc

a
o
>/

A
Figura 1.3:

Resolveremos nosso problema de dois modos distintos.
(i) Usando diagrama, sabemos que ha 20 pessoas que praticam natacao,
ciclismo e atletismo, entao primeiramente colocaremos 20 na intersecao
dos trés conjuntos (subconjunto I). O segundo passo é preenchermos os
subconjuntos 11, 11 e IV da Figura[l.3] Sabemos as pessoas que praticam
natacao e ciclismo correspondem aos subconjuntos I e I, portanto temos
que [ e Il somam 140, como ja ha 20 no subconjunto I restam 120 para
o subconjunto I (praticam exclusivamente nata¢ao e ciclismo). De modo

analogo temos que o subconjunto /1] terd 90 — 20 = 70 elementos e o
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subconjunto IV 100 — 20 = 80 elementos.

N Cc

/o
4OA
./

A
Figura 1.4:

Por fim preencheremos os subconjuntos V', VI e VII. Como 400 pessoas
praticam natacao, temos que os subconjuntos I, 1, II1] e V somam 400
elementos. Como ja ha 20 elementos no subconjunto I, 120 no I e 70
no /11, restam 400 — 20 — 120 — 70 = 190 elementos para o subconjunto
V' (praticam apenas natagao). De modo anélogo temos que o subconjunto
VI terda 270 — 20 — 120 — 80 = 50 elementos e o subconjunto VII terd
exatamente 290 — 20 — 70 — 80 = 120 elementos. Temos portanto o seguinte

diagrama

N Cc

/o
0
o/

A
Figura 1.5:

totalizando 190 4 120 + 50 4+ 70 + 20 + 80 + 120 = 650 pessoas que praticam

natacao ou ciclismo ou atletismo.

10



Teorema da inclus3o e exclusdo CAPITULO 1

(ii) Consideremos N o conjunto das pessoas que praticam nata¢do, C
o conjunto das pessoas que praticam ciclismo e a letra A o conjunto
das pessoas que praticam atletismo. Queremos determinar o niimero de
elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos. Para contar os
elementos de N U C'U A contamos todos os elementos de N (|N]), todos
os elementos de C' (|C|) e todos os elementos de A (|C]). De uma forma

equivocada teriamos:
INUCUA| =|N|+|C|+ 4]

De fato, essa soma nao representa a uniao, observe na figura o nimero de

contagens de cada subconjunto quando a mesma ¢ realizada.

o
AN

Figura 1.6:

Ao fazermos isso as pessoas que praticam apenas natacao e ciclismo, as que
praticam apenas natacao e atletismo e as que praticam apenas ciclismo e
atletismo foram contadas duas vezes. Para corrigir esse excesso devemos
descontar uma vez cada uma das interseccoes duas a duas dos conjuntos,

assim sendo, nossa expressao se torna:
INUCUA| =|N|+|C|+ Al = |INNC|—|NNA|l—|CnNA|
e o novo numero de contagens de cada subconjunto seré:

11
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N Cc

o
ATA
\o/

A

Figura 1.7:

Entretanto geramos um novo problema, a intersecao dos trés conjuntos
nao estd sendo contada e para corrigir esta auséncia, devemos acrescenté-la

uma vez. Obtendo:
INUCUA|=|N|+|C|+|Al = INNC|—=|NNA|—|[CNAl+|NNCNA|

Chegamos entao na expressao do ntimero de elementos da uniao de trés

conjuntos, substituindo os valores, temos:
INUCUA| =400+ 270 + 290 — 140 — 90 — 100 + 20 = 650.

Assim concluimos que hé 650 pessoas pessoas que praticam natacao ou
ciclismo ou corrida.

Demonstraremos em seguida o Teorema da inclusao e exclusao para trés
conjuntos, para isso usaremos o Teorema demonstrado anteriormente,

além do Principio Aditivo.

Teorema 2 Sejam Ay, Ay e As trés conjuntos finitos quaisquer. Entao,

A1 U Ay U As| = [Ay| + |As| + |45 + |41 N Ay N As
—(|A1 N Ag| + |A; M Az| + |Ay N Az)).

Demonstragao: Pelo Teorema (1| temos que,
|A1 U A2 UA?,’ = |A1 U (A2 U A3)| - |A1| + |A2 UA?,’ - |A1 N (A2 UAg)’

12
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Lembrando que
AN (AU A;) = (A1 N Ag) U (A1 N Ag)

pelo Teorema [I| podemos afirmar que
|A1 U A U Ag| = Ay + A2 U As| — [(A1 N Ag) U (A1 N A3)|
= [Ai] + [Az| + |As] — [A2 N A3 (1.3)
—[(A1 N Ag) U (A1 N As)|

e ainda que

(A1 N A) U (A NAz)| = |ArNAg|+ AN Az|— (1.4)
[(A1 N Ag) N (AN A3)|.
Substituindo em (L.4), temos que
A1 U A U As| = [Ai] + |As| + | As| — [Aa N As| — (|AL N Ay
+|A; N Azl — [(A1 N Ag) N (A N Ag)).
Ja que (Al N AQ) N (Al N Ag) = A1 N AQ N A3 concluimos que
|A1 U Ay U Ag| = |AL| 4 |42 + |As| — |[A1 N Ay — |A; N As
—[As N As| + |A1 N A N As|
como desejado. [ ]

O préximo passo é encontrar uma regra geral do Teorema da inclusao
e exclusdo para n conjuntos. Usando a nota¢do de somatorio ) podemos
enunciar o Teorema 2| da seguinte maneira:

3
UL Al =D A= ) A nAnl+ Y A NA, DA
i=1

1<41<i2<3 1<i1 <12<i3<3

De uma forma geral, dados os conjuntos finitos Ay, Ay, - -+ , A,,, as expressoes

anteriores nos levam a definir os niimeros:

St = 1Al
=1

Sp= 3 |4 N4yl

1<i1<i2<n

13
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Sy > |A;, N A, M- NA

1< <t << <n

Assim, a versao mais geral do Principio Aditivo, também conhecida como

Principio da Inclusao e Exclusao, é:
Teorema 3 Sejam Aq, Asg,--- , A, conjuntos finitos quaisquer. Entao,
| ULy Ai| = ST — S5 + 85 — i + -+ (=1)"7'S,.

Assumindo-se o principio aditivo, provamos este resultado por inducao.

Esta demonstracao encontra-se no Apéndice.

14
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1.3 Principio Multiplicativo

Iniciaremos esta secao tratando de uma das mais poderosas ferramentas
de resolucao de problemas de contagem, o “Principio Multiplicativo” ou
“Principio Fundamental da Contagem” ou ainda simplesmente o “P.F.C”,
como serd chamado em diversos momentos do presente trabalho. Para tanto,
comecaremos com alguns problemas de Contagem. Trataremos a resolucao
destes exercicios utilizando inicialmente a arvore de possibilidades (uma
espécie de listagem das possibilidades) e posteriormente alguma técnica
para que evitemos o procedimento anterior, pois o mesmo pode ser muio
desgastante ao depender do niimero de possibilidades. Poderiamos também
utilizar tabelas ao invés de arvores, o efeito de listagem seria o mesmo.

Problemas de contagem sao, muitas vezes, considerados dificeis entre
alunos e professores, apesar de as técnicas matematicas necessarias serem
bastante elementares: essencialmente, o conhecimento das operacoes
aritméticas de soma, subtracao, multiplicacao e divisao.

Um dos objetivos desta secao é habituar o aluno a trabalhar com
problemas de contagem e a ver que, afinal de contas, tais problemas podem
ser resolvidos com raciocinios simples na grande maioria dos casos, sem
exigir o uso de férmulas complicadas. E isto o que procuramos mostrar nos

exemplos a seguir.

Exemplo 5 Para ir a festa do padroeiro de Sao Lourenco da mata,
Chiquinha dispoe de 2 vestidos de chita e de 3 pares de chinela de couro.
De quantas maneiras distintas Chiquinha pode escolher um inico vestido de

chita e um nico par de chinela de couro?

Solucao: Inicialmente consideremos as opcgoes de escolha do vestido, que

sao o primeiro ou o segundo vestido, temos portanto duas possibilidades.
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Em seguida, para cada uma das duas opgoes de vestido temos 3
possibilidades para escolher a chinela. Considere a seguinte drvore, onde V; e
V5 representam os dois vestidos e C', Cy e C3 as trés chinelas de Chiquinha.
Iremos nesse momento formar todas as possibilidades de combinacoes do

conjunto (vestido e chinela).

Duas possibilidades Para cada vestido escolhido

de escolha do vestido temos trés opg¢des de chinela

c, (V,,Cp)
v, C, (V,,C,)
C3 (Vy,Cy)
Gy (VxCy)
2 C, (V5 G,)

(V, Cy)

Figura 1.8:

Cada extremidade da arvore representa uma possibilidade de Chiquinha se
vestir, portanto temos 6 formas distintas de vestimenta.

Uma outra solucao para esse problema seria a seguinte: Para
encontrarmos de quantas maneiras distintas Chiquinha pode escolher um
tnico vestido de chita e uma tnica chinela de couro temos duas decisoes a
tomar, primeiramente escolher uma entre as duas opgoes de vestido e uma
vez escolhido o vestido escolher uma chinela dentre as trés possiveis. Como,
uma, vez escolhido o vestido, para cada um deles podemos combinar com
cada uma das trés chinelas, temos portanto 2 x 3 = 6 modos distintos de
vestimenta.

O método da arvore geralmente é utilizado no inicio de um primeiro
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curso de analise combinatoria e visa convencer o estudante da veracidade
do valor que serd encontrado posteriormente pela técnica. Continuemos

com o seguinte problema:

Exemplo 6 Ricardo fard uma viagem cujo trecho serd Joao Pessoa/Recife
/Jodo Pessoa de onibus, avido, navio ou trem. Para curtir diferentes
paisagens nessa viagem, ele decide que o meio de transporte da ida nao

€ 0 mesmo da volta. De quantas maneiras Ricardo pode realizar a viagem?

Solucao: Inicialmente consideremos as opcoes de meio de transportes de
ida, que sao 6nibus, aviao, navio ou trem, temos portanto 4 possibilidades.
Em seguida para cada uma das 4 opc¢oes de Ricardo ir a recife. Temos 3
opcoes de escolha do meio de transporte da volta. Podemos construir a

seguinte arvore de possibilidades para ilustrar nossa resolucao:

Quatro possibilidades Para cada meio de transporte
de escolha do meio de escolhido na ida, temos trés
transporte da ida opcdes para o da volta.
Aviao
Onibus Navio
Trem
Onibus
Avidao Navio
Trem
Onibus
Navio Aviao
Trem
Onibus
Trem Aviao
Navio
Figura 1.9:
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Cada extremidade da arvore representa uma possibilidade de Ricardo
realizar a viagem, portanto temos 12 formas distintas do mesmo realiza-la.
Uma outra solugao para esse problema seria a seguinte: Para encontrarmos
de quantas maneiras distintas Ricardo pode escolher um tnico meio de
transporte de ida e um tunico de volta, temos duas decisoes a tomar,
primeiramente escolher uma entre as quatro opg¢oes de ida e uma vez
escolhido o meio de transporte de ida escolher o de volta dentre os trés
possiveis (uma vez que Ricardo ndo pode tomar na volta o mesmo meio de
transporte da ida). Temos portanto 4 x 3 = 12 modos distintos de Ricardo
realizar essa viagem.

Podemos agora enunciar o Principio Fundamental da Contagem, ou
Principio Multiplicativo, sendo este conceito a ferramenta mais poderosa
na resolucao da maioria dos problemas de Contagem, além de servir como
fundamentacgao de diversos outros conceitos que serao apresentados adiante.
Principio Multiplicativo [3]: Se uma decisdo d; pode ser tomada de n
maneiras e se, uma vez tomada a decisao dq, a decisao dy puder ser tomada
de m maneiras entao o nimero de maneiras de se tomarem as decisoes d; e
dy sucessivamente é n X m.

Iremos agora resolver problemas que envolvem mais de duas decisoes.

Exemplo 7 (UFES - adaptada) Um “Shopping Center” possui 2 portas
de entrada para o andar térreo, 4 escadas rolantes ligando o térreo ao
primeiro pavimento e 3 elevadores que conduzem do primeiro para o sequndo
pavimento. De quantas maneiras diferentes uma pessoa, partindo de fora
do “Shopping Center” pode atingir o sequndo pavimento usando 0s acessos

mencionados?

Solucao: Inicialmente consideremos as opcoes de escolha de entrada para

o andar térreo, que sao a primeira ou a segunda porta, temos portanto duas
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possibilidades. Em seguida para cada uma das duas opgoes de escolher a
porta de entrada temos 4 possibilidades de escolher a escada rolante ligando
o térreo ao 1° pavimento. Dessa forma uma vez estando no 1° pavimento
devemos escolher um dos trés elevadores ligando o 1° com o 2° pavimento.

Considere a seguinte arvore

m mmm m mm
WN AW N

m
N =

w

N =2

mmm m

w

- W

Figura 1.10:

Aqui P, e P, representam os dois portoes de entrada, Ry, Ry , R3 e Ry
as quatro escadas rolantes e E; , FEy e F3 os trés elevadores. Iremos
agora formar todas as possibilidades de combinacoes. Cada extremidade da
arvore representa uma possibilidade de uma determinada pessoa, partindo
de fora do Shopping Center, atingir o segundo pavimento usando os acessos

mencionados, portanto temos um total de 24 formas distintas.
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“O raciocinio acima indica que o Principio Multiplicativo pode, na
realidade, ser aplicado quando temos diversas etapas de decisao: desde que o
nimero de possibilidades em cada etapa nao dependa das decisoes anteriores,
basta multiplicd-los para achar o numero total de possibilidades. Para o
nosso exemplo temos 2 X 4 x 3 = 24 possibilidades”

E importante neste momento, exibir algumas estratégias (técnicas),
baseadas em Morgado, et. al [3], Lima, et. al [2], Santos, et. al [7] e
Oliveira, et. al [4] que facilitam a resolugdo de problemas de Contagem.

S3ao elas:

Estratégia 1 Postura
E primordial que vocé tente se colocar no lugar de quem estd executando a
acao do problema, pense sempre que estd de posse das opgoes e ao preencher

uma etapa imagine que uma dessas opgoes jd for utilizada na mesma.

Estratégia 2 Divisao

Devemos sempre dividir nosso problema em etapas (ou decisées) mais
stmples de serem determinadas as suas possibilidades, para que depois
pensemos no conjunto de etapas como um todo, podendo ter um olhar

simultdneo ou sucessivo das decisoes.

Estratégia 3 O que diferencia uma decisao de outra

Esse € sem sombra de divida, o grande dilema dos problemas de Contagem.
Como justificar que um conjunto de decisoes escolhido por vocé tem de
fato o niumero correto de decisoes ou podemos ainda subdividir alguma
dessas decisoes em outras ou até agrupar algumas compondo uma unica ou
stmplesmente o seu conjunto de etapas nao é compativel com o problema.
FPuturamente veremos o cldssico problema da pintura de um mapa. E ai se

perqunta: porque o correto € escolher a cor do 1° pais em sequida a cor do
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2° pais e assim sucessivamente e nao escolhermos o pais que terd a 1* cor
em sequida o outro pais que terd a 2* cor e assim sucessivamente? De fato
nao hd uma receita de bolo para a definicao das etapas na qual serd dividida

o seu problema. Teremos que observar o que faz sentido.

Estratégia 4 Quando uma decisao deve ser tomada antes de outra (ndo
adiar dificuldades)

Decisoes adiadas por conter alguma dificuldade tornam-se mais complicadas
posteriormente, por isso devem ser resolvidas de imediato. FEm outras
palavras, as etapas que sofrem mais influéncia em relagao as demais devem

ser resolvidas prioritariamente.

Estratégia 5 Métodos de contagem (direto ou indireto)
Em todo problema de contagem, podemos optar por uma das duas técnicas

de resolucao:

e direto: Fsse método consiste em considerar inicialmente todas as
particularidades do problema chegando assim diretamente a solucao

procurada.

e indireto: Esse método consiste em ignorar uma (ou mais) das
restricoes do problema, o que nos fard contar em demasia. Depois

descontaremos o que houver sido contado indevidamente.

Baseados nessas técnicas, iremos agora resolver o proximo problema sem o

auxilio do diagrama de arvore, observe:

Exemplo 8 Desde de o dia 31 de julho de 2012, com a aceitacao da
Venezuela como membro pleno do Mercosul, tornando-se o quinto pais a
fazer parte do bloco, o novo mapa do chamado “Mercado comum do Sul”

estd representado abaizo:
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v 1 ”Vé_ngguela
L e

~

“._ Brasil

N ) /
Paraguai'. ~ /
T ) -
i R
y yJruguai
.| Argentina

i
W

Figura 1.11:

Usando apenas / cores, de quantas formas distintas podemos colorir os cinco
paises que compoem o Mercosul, com a condi¢cdo que paises com fronteira

em comum nao tenham a mesma cor?

Solugao: Podemos resolver esse problema facilmente usando o Principio
Fundamental da Contagem. Para tanto, se ponha no lugar da pessoa que
ird pintar o mapa dos paises do Mercosul. Vamos dividir nossa resolucao
em H etapas, cada uma corresponde a escolha da cor de cada pais. Devemos
entao iniciar pela etapa que, se deixada para depois implicaria em uma
série de restri¢oes, que é a escolha da cor do Brasil (jA que este pais tem
fronteiras em comum com todos os outros). Inicialmente para pintar o Brasil
temos 4 possibilidades, uma vez pintado o Brasil temos 3 possibilidades
para pintarmos a Argentina. Uma vez pintados Brasil e Argentina, temos 2
possibilidades de pintura do Uruguai. Uma vez pintados Brasil, Argentina e
Uruguai, temos 2 possibilidades de pintura do Paraguai (visto que podemos
pintar Uruguai e Paraguai com a mesma cor) e finalmente uma vez pintados
Brasil, Argentina, Uruguai e Paraguai, temos 3 possibilidades de pintura da

Venezuela. Pelo P.F.C. temos 4 x 3 X 2 x 2 X 3 = 144 possibilidades.
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1.4 Permutacoes Simples

Na resolucao de muitos problemas de contagem, é comum o aparecimento
de expressoes que sao produtos de uma seqiiéncia de todos os niimeros
naturais positivos e consecutivos menores ou igual a um natural n. Por
exemplo: 4 X3 x2x1lou7x6x5x4x3x2x 1. Esses produtos sao

chamados fatoriais. A notacao usual para eles é:
4! =4x3x2x1;

N=Tx6x5x4x3x2x1;

onde se 1& o 4! como “fatorial de 4” e 7! como “fatorial de 7°. De uma

maneira geral, se n é um inteiro positivo, n! é lido com " fatorial de n” e
nl=nxn—-1)xm—-2)x(n—3)--x4x3x2x1

Observe que 1! =1 e, por convencao, denotamos 0! = 1.

Nos problemas de Contagem surgem com frequéncia problemas que
tratam do numero de Anagramas de uma determinada palavra de n letras,
que é na verdade qualquer arrumacao das n letras criando uma nova palavra
(que pode ter sentido ou nao). Também o nimero de maneiras de se
organizar filas indianas, organizar livros em prateleiras, enfim, uma vez
tendo n elementos desejamos encontrar o nimero de formas de ordené-los
como em sequéncia. Para introduzirmos o conceito de Permutacoes simples,

observe o seguinte problema:
Exemplo 9 Quantos sao os anagramas da palavra LIDER?

Solugao: Usando o P.F.C, dividiremos nosso problema em cinco etapas.
Se coloque no lugar da pessoa que ird construir um anagrama. Para isso,

basta escolhermos sucessivamente as letras que serao colocadas em cada
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posicao do Anagrama. Para escolhermos a letra que ocupard o primeiro
lugar, temos 5 possibilidades; para a segundo lugar podemos preenché-lo
com qualquer uma das quatro letras restantes; para o terceiro lugar temos
trés possibilidades; para o quarto, temos duas possibilidades e finalmente
para o quinto e altimo lugar do anagrama, temos uma tnica possibilidade.
Logo, pelo P.F.C, o nimero total de Anagramas é 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 120.

Agora, veja outra situacao que envolve a “ordem” dos elementos de um

determinado conjunto.

Exemplo 10 De quantos modos distintos 6 pessoas podem formar uma fila

indiana?

Solucao: Este é um problema classico de contagem, que é facilmente
resolvido pelo Principio Multiplicativo.  De fato, basta escolhermos
sucessivamente as pessoas colocadas em cada posicao da fila. Para escolher
o primeiro da fila, temos 6 possibilidades; o segundo pode ser qualquer
uma das 5 pessoas restantes, e assim por diante. Logo, o nimero total de
possibilidades ¢ 6 x 5 x4 x 3 x 2 x 1 =720

Podemos agora, apresentar uma importante definicao.

Definicao 1 Permutacao Simples: Uma permutacao de n objetos distintos

€ qualquer colecao ordenada desses n objetos.

Existem quantas permutacoes num conjunto de n objetos? Usando o
P.F.C, dividiremos nosso problema em n etapas. Como uma permutacao é
colecao ordenada desses n objetos, para a primeira posicao da ordem desses
elementos temos n possibilidades. Uma vez escolhido o primeiro dessa
ordem, para a escolha do segundo, temos n — 1 possibilidades. Uma vez

escolhido o segundo elemento da ordem, para a escolha do terceiro, temos
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n—2 possibilidades, e, assim por diante. Logo, pelo Principio Multiplicativo,

o nimero de permutacoes de n objetos é igual a:

nl=nxn—-1)xn—-2)x--x3x2x1.

1.5 Permutacoes Circulares

A permutacao simples, estudada no item anterior, permite calcular
o numero de maneiras de organizar sequéncias com elementos distintos
ao longo de uma linha. Entretanto, em determinadas situacoes estamos
interessados em colocar elementos distintos ao longo de uma circunferéncia.

Observe o exemplo a seguir:

Exemplo 11 Uma reunido de presidentes de paises da América do Sul
serd realizada em uma mesa redonda. Participarao dessa reunidao o0s
presidentes da Argentina (A), do Brasil (B), do Chile (C), do Paraguai
(P) e do Equador (E). Uma preocupacio do Itamarati é com a disposi¢cao
dos presidentes em tomo da mesa. Em quantas ordens diferentes podem ser

dispostos os presidentes em volta da mesa?

Solucao: Considere a seguinte disposicao dos elementos em torno da mesa:

Figura 1.12:

I - Partindo de A, obteremos a permutacao em linha ABCPE.

Note que, se realizarmos qualquer giro da Figura|1.12
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Figura 1.13:

IT - partindo de B, obteremos a permutacao em linha BCPEA;

I1T - partindo de C, obteremos a permutagao em linha CPEAB;

IV - partindo de P, obteremos a permutacao em linha PEABC;

V - partindo de E, obteremos a permutacao em linha EABCP.

Observe as cinco disposi¢oes da mesa representadas nas Figuras e
Parecem diferentes nao é mesmo?

Mas, para nos que estamos “olhando” de cima (vista aérea) perceba que
em todas as cinco permutacoes o presidente que se encontra a esquerda do
brasileiro é o chileno e a sua direita temos sempre o presidente argentino. Se
olharmos para os outros presidentes nota-se que as pessoas que se encontram
na sua vizinhanga (& direita ou a esquerda) e a sua frente (a direita ou a
esquerda) permanecem as mesmas em todas as cinco disposigoes.

Nessa mesa, sempre que nao houver influéncia de alguma referéncia
externa ou interna a ela (pode ser um lugar da mesa que esta proximo a porta

de saida ou o lugar da mesa que esta servido com a xicara amarela, etc...),
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ou seja nao houver qualquer fator que realize uma espécie de enumeracao
das cadeiras, o que ird importar, de fato, é a posicao relativa dos presidentes
entre si, portanto temos que as cinco configuracoes de mesa exibida acima
representam a mesma permutacao circular.

Isto é, as cinco permutacoes em linha, ABCPE, BCPEA, CPEAB,
PEABC e EABCP, correspondem a uma unica permutacdo circular. Se
considerarmos que sao 5! =5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 120 permutacoes simples
e que cada grupo de 5 permutagoes em linha corresponde a uma dnica
permutacao circular, temos entao %' =4l =4 x 3 x2x 1 =24 permutacoes

circulares.
Exemplo 12 Quantas rodas de criancas podemos formar com 12 criancas?

Solucao: Inicialmente, pense que vocé nao pode fazer a roda girar, ou
seja, os lugares fossem enumerados. Nesse sentido, é claro que podemos
dispor as criancas em roda de 12! maneiras distintas. Agora, observe que
qualquer disposicao das 12 criancas em rodas pode ser considerada a mesma
se fizermos 12 giros. Assim, o nimero de rodas de criancas que podemos
formar com 12 criancas é 1—22' =11

Definicao 2 Uma permutacao circular de n objetos distintos € qualquer

modo de colocar esses n objetos em circulo.

Existem quantas permutacoes circulares num conjunto de n objetos
distintos? Iremos encontrar a resposta para essa pergunta de dois modos
distintos:

(1° modo) Considere que se uma permutacao em circulo pode ser obtida
a partir de outra por rotacao dos elementos, entao estas duas permutacoes
sao consideradas iguais. Portanto, cada uma das n! permutacoes simples

distintas dos n elementos, analisando como se elas estivessem em linha, é
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contada n vezes, pois existe exatamente n possibilidades de se rotacionar
n elementos em torno de um circulo até voltar a situagao inicial, ou seja a
cada grupo de n permutacoes em linha corresponde a uma tinica permutacao
circular. Desta forma, concluimos que o nimero de permutacoes circulares
de n objetos distintos, representa-se por P¢ é dado por:

!l nx(n-1)!

pe= XNy
= . (n—1)

(2° modo) Como inicialmente ndo ha lugares vagos, nao existe
referencial de direita ou esquerda, perto ou longe, etc... . Temos que para
o 1° objeto a ser inserido na roda ha uma tnica opgao. J& para inserir o 2°
objeto, ap6s termos colocado o primeiro, os n—1 lugares restantes passaram
a ter uma espécie de enumeragao (gragas ao referencial dado pelo 1° objeto),
temos entao n— 1 maneiras distintas de colocarmos o 2° objeto. Para inserir
0 3° objeto, apos termos colocado o segundo, temos n — 2 maneiras distintas
de colocarmos o 2° objeto, e assim sucessivamente. Portanto, pelo principio

Fundamental da Contagem temos

Po=1xn—-1)x(n—-2)x(n—3)x---x3x2x1=(n—-1)!

1.6 Combinacao Simples

Trataremos agora de problemas onde a ordem dos elementos nao é

relevante. Vejamos um exemplo:

Exemplo 13 Quantos segmentos de reta podem ser tracados utilizando-se

14 pontos de um plano?
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Solucao: O problema basicamente trata de dados 14 pontos, de quantos
modos distintos podemos escolher dois para tracarmos um segmento de
reta. Inicialmente, pensando no P.F.C.; podemos dividir a resolucao do
nosso problema em duas etapas.
1? etapa: Escolher a primeira extremidade do segmento.
2% etapa: Uma vez escolhida a 1* extremidade, escolher a segunda
extremidade do segmento.
Temos para a 1?* decisao 14 possibilidades ja para a 2* decisao temos 13
possibilidades. Pelo P.F.C teriamos: 14 x 13 = 182 segmentos distintos.
Entretanto, numerando os pontos por P, com 1 < i < 14, observe que
dentre essas 182 possibilidades, encontra-se os casos (Py, P») e (P, P1) que
representam o mesmo segmento, entretanto estao sendo contados como se

fossem distintos. Observe a figura:

:

Figura 1.14:

Percebe-se entao que todo segmento esta sendo contado duas vezes (2!).

Para corrigir esse excesso, basta dividirmos o resultado encontrado por 2.
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Temos portanto:
4x13

1
5 9

segmentos distintos.

Exemplo 14 (FUVEST - adaptada) A escrita Braille para cegos é um
sistema de simbolos onde cada caractere é formado por uma matriz de 6
pontos dos quais pelo menos um se destaca em relacdo aos outros. Assim

por exemplo, representamos as letras M e Z da sequinte forma:

M y4
e o e O
o o o o
e O e o
Figura 1.15:

Qual o numero mdzimo de caracteres distintos, usando trés pontos em

auto-relevo, que podem ser representados neste sistema de escrita?

Solugao: O problema basicamente trata de dados seis objetos (pontos)
escolher trés para ficar em alto-relevo. Usaremos o método indireto da
Estratégiafl Inicialmente, pensando no P.F.C., podemos dividir a resolucao
do nosso problema em trés etapas. Primeiramente temos 6 possibilidades
de definir o primeiro ponto que ficard em alto relevo, uma vez escolhido o
primeiro, temos 5 possibilidades de escolher o 2° ponto a ficar em auto-
relevo. Uma vez escolhido o segundo ponto, temos 4 possibilidades de

escolha do 3° ponto a ficar em auto-relevo. Pelo P.F.C teriamos

6 x5x4=120
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caracteres distintos usando trés pontos em auto-relevo. Agora observe que

enumerando os pontos por Pi, Py, P3, Py, P5 e Py conforme figura abaixo:

8 o
s o
s o
Figura 1.16:

temos que dentre as 120 possibilidades ha por exemplo
(Py, Py, P3),(Py, Ps, Po), (Py, Py, P3), (P, P35, P1), (P3,P,P) e (P3, P, P)
que representam o mesmo caractere no Braille.

Percebe-se entao que todo caractere da escrita Braille com trés pontos
em auto-relevo, esta sendo contado seis vezes (3!). Para corrigir esse excesso

basta dividir o resultado encontrado por 6. Temos portanto:

6><5><4_
5 —

20

caracteres distintos com trés pontos em auto-relevo.

Exemplo 15 Quantas saladas contendo exatamente J frutas podemos

formar se dispomos de 10 frutas diferentes?

Solugao: O problema basicamente trata de dados 10 frutas, de quantos
modos distintos podemos escolher quatro dessas para compor uma salada de
fruta. Usaremos novamente o método indireto para resolver este problema.

Inicialmente, pensando no P.F.C., podemos dividir a resolu¢ao do nosso

problema em quatro etapas. Primeiramente temos 10 possibilidades de
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definir a primeira fruta que ir4d compor a salada, uma vez escolhido a
primeira, temos 9 possibilidades de escolher a segunda fruta. Uma vez
escolhido a segunda, temos 8 possibilidades de escolha da terceira, e
finalmente uma vez escolhida a terceira, temos 7 possibilidades de escolha

da quarta fruta para compor a salada. Pelo P.F.C teriamos
10 x 9 x 8 x 7= 5040

saladas diferentes. Agora observe que para cada escolha de 4 frutas,
podemos mudar a ordem dessas de 4 x 3 x 2 x 1 = 24 formas distintas,
conforme vimos em permutagoes simples. E todas essas 24 permutacoes
das quatro frutas representam a mesma salada e foram computadas no
resultado encontrado. Percebe-se entao que cada salada esta sendo contada
24 (4!) vezes. Para corrigir esse excesso devemos entdo dividir o resultado

encontrado por 24. Temos portanto:

10x9x8x7

=210
24

saladas diferentes.

Definicao 3 Chama-se Combinagoes simples de n elementos tomados p a
p, comp,n € Z onden >1e0 < p<n, todas as escolhas nao ordenadas de
p desses n elementos. Em outras palavras, os subconjuntos de p elementos
entre osn elementos dados. Representa-se o niimero de combinagoes simples
por C, . Jd que estamos tratando de subconjuntos, vale a pena lembrar que

0s mesmos nao admitem repeticoes de elementos.

Vamos deduzir uma expressao matematica para C,,. Inicialmente,
pensando no P.F.C., podemos dividir a resolucao do nosso problema em p
etapas. Primeiramente temos n possibilidades de definir a primeiro elemento

que ir4 compor o subconjunto, uma vez escolhido o primeiro, temos n — 1

32



Permutagcdes com Repeticdo CApPITULO 1

possibilidades de escolher o segundo elemento. Uma vez escolhido o segundo,
temos n — 2 possibilidades de escolha do terceiro, e assim sucessivamente até
que uma vez escolhido o (p — 1)-ésimo elemento (pentiltimo) da sequéncia,
temos n — p possibilidades de escolha do p-ésimo elemento (dltimo) para

compor o subconjunto. Pelo P.F.C teriamos
nx(n—1)xn—-2)x---x(n—p+1)x(n—p)

subconjuntos distintos.

Agora observe que para cada escolha de p elementos, podemos mudar a
ordem desses de px (p—1) X (p—2) X --- x 3 x 2 x 1 = p! formas distintas,
conforme vimos em permutacoes simples. E todas essas p! permutacoes
dos p elementos representam o mesmo subconjunto e foram computadas no
resultado encontrado. Percebe-se entao que cada subconjunto esta sendo
contado (p!) vezes. Para corrigir esse excesso devemos entao dividir o
resultado anteriormente encontrado por p!. Temos portanto:
nx(n—1)xn—-2)x---x(n—p+1)x(n—p)

| p!
i (9
pl (n—p)p!

Cn 7p

1.7 Permutacoes com Repeticao

Em algumas situagoes nos deparamos com permutagao de elementos nem
todos distintos, nesse caso, devemos ter uma maior atencao no calculo da

mesma. Observe o exemplo a seguir:
Exemplo 16 Quantos sao os anagramas da palavra BANANA?

Solugao: Iremos solucionar esse problema de dois modos distintos:
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(1° modo) Para formar um anagrama de “BANANA” temos que arrumar
as 3 letras A, as duas letras NV e a letra B em 6 lugares, —,—,—,—,—,—. O
numero de modos de escolher os trés lugares onde serao colocados as letras
A, veja Equacgao ¢ Cs 3. Em seguida temos Cs o de escolher os lugares
onde serao colocadas as duas letras NV e, por fim temos um tnico modo de

colocar a letra B (C ). Assim, temos que existem,

0673><0372><01,1:20X3X1:60

anagramas distintos.
(2° modo) Engana-se quem acha que basta tomarmos a permutacdo
simples de 6 elementos, dessa forma s6 estaria correto se todas as letras
que compoem BANANA fossem distintas, o que nao é o caso. Imagine
que as trés letras A, bem como as duas letras N, sejam distinguiveis entre
si, chamando-as de Ay, As, A3, N7 e Ny. Vamos considerar por exemplo o
anagrama BANANA, permutando primeiramente as letras A, teremos as
formas:

BANA;NAz, BAINAsNAy, BA;NANAs, BA;NAsNA;, BAsNANA,
e BA3NA;NA;. Que representam o mesmo anagrama. Vale a pena
lembrar que ji sabfamos que haveriam 3! = 6 maneiras de se permutar
3 elementos supostamente distintos, como visto em permutacgoes simples.
Agora tomando por exemplo BA;NAyNAj, e permutando as letras N,
teremos as formas:

BA{N1A3Ny Az e BA] Ny As Ny As.

Também ja era do nosso conhecimento que haveria 2! = 2 maneiras de
se permutar 2 elementos supostamente distintos.

Evidente que para as outras cinco composic¢oes, também gerariamos duas

“novas” formatacoes, totalizando 12 “novos” anagramas, que na realidade sao
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todos iguais ao anagrama BANANA.

Imaginando que as 6 letras de BANANA fossem distintas, obteriamos
6! anagramas, entretanto acabamos de mostrar que a cada 12 desses
anagramas imaginados corresponde um s6 na realidade. Portanto o ntimero

de anagramas pedido é:

6! 720
— = — = 060.
312! 12
Exemplo 17 Uma urna contém 10 bolas, sendo 3 bolas pretas iguais, 3
bolas brancas iguais, 2 bolas verdes iguais e 2 bolas azuis iguais. Quantas

sao as maneiras diferentes de se extrair, uma a uma, as 10 bolas da urna?

Solugao: Iremos solucionar esse problema de dois modos distintos:

(1° modo) Para formar uma extracdo das 10 bolas temos que arrumar
as trés bolas pretas, as trés bolas brancas, as duas bolas verdes e duas
bolas azuis em linha, ——————————. O ntmero de modos
de escolher os 3 lugares onde serao colocados as trés bolas pretas é Cg 3.
Depois disso temos C7 3 de escolher os 3 lugares onde serao colocadas as trés
bolas brancas, apés isso temos C; 2 modos de colocar as bolas verdes e, por
fim, temos um tnico modo de escolher os 2 lugares onde serao colocadas as

duas bolas azuis (Cy2). Assim, temos que existem,
01073 X 0773 X 0472 X 0272 =120 x 35 x 6 x 1 = 25200

extracoes distintas.

(2° modo) Imagine que as trés bolas pretas, as trés bolas brancas, as duas
bolas verdes, bem como as duas bolas azuis, sejam distinguiveis entre si,
chamando-as de P, P, e P as pretas, By, B, e Bs as brancas, V; e V5 as
verdes, além de A; e A,y as azuis. Uma possivel sequéncia de extracao é

“Pi, Py, Py, By, By, B3, V1, Vs, Ay, A5”, se pensarmos na permutacoes apenas
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das bolas pretas supostamente distintas temos 3! = 6 modos de arruma-las,
para cada um desses 6 modos, podemos permutar as bolas brancas de 3! = 6
modos distintos, o que ja 3!3! = 6.6 = 36 formatacoes distintas apenas
permutando as bolas pretas e as bolas brancas. Para cada uma dessas 36
arrumacoes supostamente distintas, podemos permutar as duas bolas verdes
de 2! = 2 modos distintos, o que totaliza 36.2 = 72 arrumacoes. Finalmente,
para cada uma dessas 72 arrumacoes supostamente distintas, podemos
permutar as duas bolas azuis de 2! = 2 modos distintos, o que totaliza
72.2 = 144 arrumagoes. Imaginando que as 10 bolas fossem distintas,
obteriamos 10! sequéncias distintas, entretanto acabamos de mostrar que
a cada 144(3!3!2!2!) dessas extragdes imaginadas corresponde uma s6 na

realidade. Portanto o ntimero de extracoes pedido é:

10!

33— 20200

extracoes distintas.

Definicao 4 Permutacao com Repeticao: Uma permutacao com repeti¢ao
de n objetos com xy deles iguais a ay, xo deles iguais a as, --, x, deles

1guais a a, € qualquer colecao ordenada desses n objetos.

Existem quantas permutagoes com repeticao num conjunto de n objetos
com x; deles iguais a aj, zo deles iguais a as, ---, x, deles iguais a a, e
n:$1+l’2+"'+l’7~?

Generalizando as ideias presentes nas solugoes (modo 1), dos Exemplos
e veja em Santos, et. al [7], se desejarmos permutar n elementos, com
x1 deles iguais a a1, x5 deles iguais a as, - - -, z, deles iguais a a,, representa-
se por Prur2%r precisamos escolher z; lugares para a colocacao dos as.

Dos n — x; lugares restantes, escolher xs para a colocacao dos ajs e assim
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por diante, obtendo:

prvrzrtr = Chay X Chogy oy X Cnegymagas X X Cogy gy 2,

n! (n —ax)! (n —x1 —ny)!
— X X
ril(n—x1)  wl(n—mz —x2)!  x3l(n— 21 — 29 — x3)!

n—xy—x9— -+ —xpq)!
. >< '
rl(n—xy —x9— - — ;)]
Jaquen=x+z3+ -+, temos (n —xy —x9 — - —x,)! =0l = 1. Dai
n!
Prffl,m,'“,wr — _ (16)
rilzyl -z,

1.8 Aplicacoes dos conceitos fundamentais

Apresentaremos nessa secao topicos de Analise Combinatoéria que sao
tratados pela maioria dos estudantes como aplicagao direta de férmula e sao
considerados, em sua maioria, conceitos independentes dos fundamentais
vistos na se¢ao anterior. Nosso grande desafio nesse momento entao é o
de resolver os problemas a seguir sem nos preocuparmos em criar férmula
alguma. Um dos nossos objetivos nessa se¢ao, é aborda-los como exercicios

(aplicagoes) dos conceitos fundamentais vistos nas se¢oes anteriores.

1.8.1 Arranjo Simples

Chama-se problema de Arranjo Simples, todo aquele que dados n
objetos, queremos montar sequéncias ordenadas com p destes objetos.

Embora a féormula apresentada na maioria dos livros do ensino médio seja
extremamente simples, é totalmente desnecessario usa-la em resolugoes de
problemas, visto que situacoes que envolvem arranjos simples sao aplicacoes

muito diretas do P.F.C.. Observe os exemplos a seguir:
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Exemplo 18 ( Cesgranrio) Durante a Copa do Mundo, que foi disputada
por 24 paises, as tampinhas de Coca-Cola traziam palpites sobre os paises
que se classificariam nos trés primeiros lugares (por exemplo: 1° lugar,
Brasil; 2° lugar, Nigéria; 3° lugar, Holanda). Se, em cada tampinha, os

trés paises sao distintos, quantas tampinhas diferentes poderiam existir?

Solugao: Usando o P.F.C podemos dividir o nosso problema em trés
etapas. Para escolhermos o nome do pais estard escrito no 1° lugar da
tampinha temos 24 possibilidades, uma vez escrito o 1 © lugar, para o 2°
lugar restam 23 opgoes e finalmente, uma vez escrito o 1° e o 2° lugares da

tampinha, para o 3° restam 22 possibilidades. Assim pelo P.F.C temos:
24 x 23 x 22 = 12144
tampinhas distintas.

Exemplo 19 Quantas palavras de duas letras diferentes podemos formar

com um alfabeto de 12 letras?

Solugao: Usando o P.F.C podemos dividir o nosso problema em duas
etapas. Para escolhermos a 1° letra temos 12 possibilidades. Uma vez
escolhida a 1* letra, para 2* letra do anagrama restam 11 opcdes. Assim
pelo P.F.C temos:

12 x 11 =132

palavras distintas.

1.8.2 Arranjo Completo (com repetigao)

Alguns problemas onde se deseja montar sequéncias com p elementos

dados n objetos, permitem que exista repeticao de elementos na referida
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sequéncia. A esses modelos chamamos de problemas de Arranjo Completo
ou simplesmente arranjo com repeticao. Este conceito assim como o

anterior, também pode ser visto como uma aplicacao direta do P.F.C..

Exemplo 20 A senha de um banco é composta por quatro digitos escolhidos
entre dez algarismos (de 0 a 9) podendo haver repeticio do mesmo algarismo

na senha. Quantas senhas distintas podem ser formadas?

Solucao: Usando o P.F.C podemos dividir a resolucao do nosso problema
em quatro decisoes. Perceba que o digito zero pode ser utilizado tanto na
unidade como na dezena, centena ou milhar, pois se trata de uma senha de
banco. Para a casa da unidade temos 10 possibilidades, uma vez preenchida
a unidade, para a dezena temos 10 possibilidades, uma vez preenchida a
dezena, temos 10 possibilidades de preenchermos a centena e finalmente

uma vez preenchida a centena temos 10 possibilidades de preenchermos a

milhar. Pelo P.F.C temos

10.10.10.10 = 10* = 10000

senhas distintas.

1.8.3 Permutagao Cadticas(desarranjos)

Antes de explicarmos o que sao problemas de Permutacoes Caobticas,
observe o exemplo abaixo, onde é de fundamental importancia relembrarmos

o Principio da inclusao e exclusao.

Exemplo 21 Quantos anagramas da palavra Brasil nao apresentam as

letras B, R e A nas suas posicoes de origem?
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Solugao: Definimos B como sendo o conjunto das permutagoes simples
em que a letra B estd em sua posicao original. De forma analoga definimos
R e A como sendo o conjunto das permutacoes simples em que as letras R
e A estao, respectivamente, em suas posi¢oes de origem. O que estamos
interessados em determinar é o nimero de elementos do complementar
do conjunto “B U R U A”. Notacdo: C(BU R U A). E ficil ver que
|B| = |R| = |A| = 4!. Além disso temos que |[BNR| = |BNA| = |RNA| = 3!

e ainda que |BN RN A| = 2!. Pelo Principio da Inclusao e Exclusdo, temos:

IC(BURUA)| = 5!'—|(BURUA)|
= 5! = |B|+|R[+|A] = |[BN R| - |BN A|
—|RNA|+|BNRNA]
— 5l — (4l +41 44— 30— 31— 31 +21) = 64.

Logo 64 anagramas satisfazem a restrigao.

Uma permutagao dos elementos aq, as, - - - , a,, € chamada de cadtica (ou
simplesmente desarranjo) quando nenhum dos a;’s se encontra na posi¢ao
original, isto é, na ¢-ésima posicao. Portanto um problema de permutacoes
Caoticas é todo aquele que se deseja encontrar quantas permutacoes cadticas

distintas podem ser formadas dados ai, as,as, - - , a,.

Exemplo 22 Exemplo 22: Quatro alunos de uma turma de Licenciatura
em Matemdtica fizeram uma recuperacao final da disciplina Matemdtica
Discreta. A professora coletou as provas resolvidas pelos alunos e
imediatamente repassou para eles mesmos corrigirem. De quantos modos
distintos € possivel realizar esta correcao, sem que um aluno receba a propria

prova?

Solugao: Se cada aluno nao pode receber a sua prova, o que esta se

pedindo neste problema é o niimero de permutagoes cadticas de 4 elementos.
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Considere A; o conjunto das distribuicoes onde o primeiro aluno recebe sua
prova, A, o conjunto das distribuicoes onde o segundo aluno recebe sua
prova, e assim sucessivamente. Considere também (A; N As) como sendo o
conjunto das distribuigoes onde o primeiro e o segundo aluno recebem as
suas respectivas provas, (A; N Az) como sendo o conjunto das distribuigoes
onde o primeiro e o terceiro aluno recebem as suas respectivas provas, e
assim sucessivamente. De forma aniloga denotamos as “interseccoes trés a
trés” e a “intersecao dos quatro conjuntos”. Pelo Principio da Inclusao e

Exclusao, temos

C(A U Ay UAsUAY)| = 41— (JA1] + | As| + | As| + | Ad]
—|A1 N Ag| — |AL N As| — |AL N Ay
—|Ay N Ag| — [Aa N Ay — [A3 N Ayl
+]A; N Ay N As| + [A; N Ay N Ayl
+AL N As N Ay| + |[Aa N Az N Ay
—|A; N AN Az N Ayl)

De modo que

IC(A;UAUA3UAY)| = 41— [3!+31+3+3—21 =21 — 21 — 21 — 2!
22U+ -0 =24 —-15=09.

Portanto existem 9 modos distintos das provas serem distribuidas sem que
algum aluno receba a sua prova.

Existem diversas solugoes de problemas em Anéalise Combinatéria
onde cada possibilidade de ocorréncia de um determinado experimento é
associada a uma solucao de uma equacao de n varidveis com coeficientes

unitarios. As duas proximas secoes abordam esse procedimento.
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1.8.4 Equacgoes Lineares nos inteiros positivos

Trataremos aqui de situacoes onde cada possibilidade de ocorrer um
determinado experimento esta associada a uma solucao de uma equacao de

n variaveis “inteiras e positivas”, com coeficientes unitarios.

Exemplo 23 Qual ¢ o nimero de maneiras de se obter soma 6, no

lancamento sucessivo de 4 dados:

Solugao: Considere d;, 1 < i < 4, o niimero que aparece na face superior
do dado i. O problema em questao é equivalente a calcular a quantidade de
solucoes inteiras positivas da equacao d; + dy 4+ ds + dy = 6. Consideremos
0 seguinte esquema:

I1+1+1+1+1+1.

Se selecionarmos trés sinais de “+4” nessa soma, exemplo:
1H1+ 14141+ 1

estaremos dividindo-a em quatro partes, que sao:
1* parte: Quantidade de 1’s antes do 1° sinal selecionado de +.
Associaremos essa quantidade a d;.
2% parte: Quantidade de 1's entre o 1° e o 2° sinal selecionados de +.
Associaremos essa quantidade a d.
32 parte: Quantidade de 1’s entre o 2° e o 3° sinal selecionados de —+.
Associaremos essa quantidade a ds.
4> parte: Quantidade de 1’s depois do 3° sinal selecionado de +.
Associaremos essa quantidade a d.

Note que d; +dy + d3 +d4 = 6. Para o nosso exemplo 1+1+1+1+1+1
temos dy = 1, dy = 2, d3 = 1 e dy = 2. Deste modo, cada vez que
escolhermos 3 dos 5 sinais de +, obteremos uma solugao do nosso problema.

Portanto, pela equagao (1.5]), temos:
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5!

05’3: ﬁ — 10

resultados possiveis.

Exemplo 24 Calcular o nimero de solucoes inteiras positivas da equacao

r+y+2=10.
Solucao: Consideremos o seguinte esquema:
I+1+1+1+1+14+1+1+1+1

Se selecionarmos dois sinais de “+” nessa soma, estaremos dividindo-a em
trés partes, que sao:

1* parte: Quantidade de 1’s antes do 1° sinal selecionado de +.
Associaremos essa quantidade a x

2% parte: Quantidade de 1's entre o 1° e o 2° sinal selecionados de +.
Associaremos essa quantidade a y

32 parte: Quantidade de 1's depois do 2° sinal selecionado de +.
Associaremos essa quantidade a z

Por exemplo, escolhendo os dois sinais de adicao em destaque na soma

conforme abaixo
T+1+14+141+1+1414+1+1

temos x =4, y =3 e z = 3. Note que 4+ 3+ 3 = 10.
Deste modo, cada vez que escolhermos 2 dos 9 sinais de “+”, obteremos
uma solucao inteira positiva da equagdo. Portanto, pela equacio (1.5),

temos:

solucoes inteiras positivas.

43



Aplicacdes dos conceitos fundamentais CAPITULO 1

1.8.5 Equacgoes Lineares nos inteiros nao negativos

Agora veremos problemas onde cada possibilidade de ocorrer um
determinado experimento é associado a uma solucao de uma equacao de
n variaveis “inteiras nao negativas”, com coeficientes unitarios. Esse tipo
de problema é chamado em alguns livros de combinacao com repeticao ou

combinagoes completas.

Exemplo 25 De quantos modos podemos comprar 3 bolas de sorvete em

uma sorveteria que nos oferece 5 sabores?

Solugao: Perceba agora que nao podemos utilizar apenas uma combinacao
simples de 5 tomados 3 a 3, pois nesse caso podemos ter repeticao de um
mesmo sabor. Representando o nimero de bolas para cada um dos cinco

sabores por sq, So, S3, 54 € S5, temos que:
51+ 82+ 53+ 54+55=3

com s; > 0, para 1 < ¢ < 5. Considere o seguinte esquema composto
por 4 tracinhos e 3 pontinhos, por exemplo: |e||ee|, onde os 4 tracinhos
determinam cinco espacos que associaremos aos sabores e os 3 pontinhos
representam as 3 bolas de sorvete.

Assim, para o nosso exemplo temos:

Nenhuma bola do 1° sabor (antes do 1° tracinho).

Uma bola do 2° sabor (entre o 1° e 0 2° tracinho).

Nenhuma bola do 3° sabor (entre o 2° e 0 3° tracinho).

Duas bolas do 4° sabor (entre o 3° e 0 4° tracinho).

Nenhuma bola do 5° sabor (apds o 4° tracinho).
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Deste modo, cada permutacao de 4 tracinhos e 3 pontinhos, representa
uma solugao inteira nao negativa da equagao e consequentemente um modo
diferente de comprar as 3 bolas. Portanto temos uma permutacao com

repeticao dos 3 pontinhos e 4 tracinhos e segue da equagao (|1.6) que:

43 T

formas distintas de comprar 3 bolas de sorvete.

Exemplo 26 Qual é o numero de solucoes inteiras nao negativas da

equacdo: r+y+z="77

Solucao: Considere o seguinte esquema composto por 2 tracinhos e
7 pontinhos, por exemplo: eeeee||ee onde os 2 tracinhos determinam 3
espacos que associaremos as variaveis e os 7 pontinhos representam a soma
dessas variaveis.

Assim, para o nosso exemplo temos:
e 1 =5 (antes do 1° tracinho)

e y =0 (entre 0 1° e 0 2° tracinho)
e 2 =2 (entre 0 2° e 0 3° tracinho)

Deste modo, cada permutacao de 2 tracinhos e 7 pontinhos, representa uma

solucao inteira nao negativa da equagao. Portanto temos pela equacao (|1.6)):

9!
2,7 2
9 T o7 =36

solucoes inteiras nao negativas.
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1.8.6 Kaplansk

Em alguns problemas de contagem deseja-se determinar o nimero de
subconjuntos com p elementos de um conjunto {1,2,3,...,n} nos quais
nao ha ntmeros consecutivos. Para resolver problemas desta natureza
normalmente se usa um resultado conhecido como Lema de Kaplansk,
veja [4] para maiores detalhes. Nosso objetivo aqui neste texto é resolver
problemas deste tipo com as técnicas abordadas até o momento, sem

introduzir mais nenhuma férmula. Vejamos o exemplo abaixo:

Exemplo 27 O bloco Papa-Léguas deseja desfilar em dois dias do carnaval
2014, escolhidos do sdbado de Zé Pereira a quarta-feira de cinzas. De
quantos modos € possivel escolher os dias de forma que ndo haja desfiles

em dias consecutivos?

Solugao: O problema trata de “dados cinco elementos (dias) em sequéncia,
determinar de quantas maneiras distintas podemos escolher dois elementos
que nao sejam consecutivos”. Consideremos os seguintes valores:
x: Quantidade de dias antes do 1° dia escolhido.
y: Quantidade de dias entre o 1° e o 2° dias escolhidos.
z: Quantidade de dias depois do 2° dia escolhido.
E facil ver querz+y+z=3comzxr>0,y>1ez>0. Fazendoa=y—1
temos que z+a+14+2=3 = xr+a+2z=2,agoracomz > 0,a>0e z > 0.
Como nos Exemplos [25] e associamos uma soluc¢ao de z +a+ 2z = 2 com
uma permutagdo dos objetos ||ee.

Sabemos que existem P42 2 = ;—;' = 6 solucoes inteiras nao negativas,
que representam 6 formas distiﬁtaLs de se escolher os dois dias nao

consecutivos de sdbado a quarta-feira.
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Em algumas situacoes, queremos determinar de quantos modos podemos
formar um subconjunto com p elementos a partir do conjunto {1,2,3,...,n},
sem que haja elementos consecutivos e distribuidos ao longo de um circulo.
Esse procedimento ¢ comumente colocado nos livros como o “2° Lema de

Kaplansk”, veja [4] para maiores detalhes. Vejamos o exemplo abaixo:

Exemplo 28 2 pessoas devem se sentar em 8 cadeiras colocadas em torno
de uma mesa circular. De quantos modos isso pode ser feito se nao deve

haver ocupacao simultdnea de duas cadeiras adjacentes?

Solugao: O problema trata basicamente de dados 8 cadeiras escolher 3 que
nao sejam consecutivas duas a duas. Primeiramente, considere as cadeiras
enumeradas, de 1 a 8. O numero total de modos serd a soma dos nimeros
de formatacoes em que a cadeira de nimero “1” figura com o nimero de

formatacoes que a cadeira niimero “1” nao figura.

e Formatacoes que a cadeira n® “1” figura: Para compor o restante
das cadeiras devemos escolher duas da 3* a 7* cadeira, nao podendo
escolher cadeiras consecutivas (a 2* e a 8* cadeira estao de fora pois
sao adjacentes a 1?). Isto é equivalente ao nimero de solucoes da
equacdo r +y+ 2z =3, comx >0,y > 1 e z > 0. Como visto no

Exemplo 27], sabemos que hé 6 possibilidades.

© “1” nao figura: Para compor a mesa

e Formatacoes que a cadeira n
devemos escolher trés da 2% a 8* cadeira, nao podendo escolher cadeiras
consecutivas. Isto é equivalente ao ntmero de solucoes da equacgao
r+y+z+w=4comzx >0,y >1 22>1ew > 0. Fazendo
a=y—leb=z—1temosquex+a+1+b+1+w =4 ou seja,
r+a+b+w=2,agoracomzx >0,a>0,0>0z2>0. Podemos

associar uma solucao de z +a + b+ w = 2 com uma permutacao
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5!
dos objetos [||ee. Sabemos que existem P? = 301 10 solugoes

distintas.
Portanto, temos 6 + 10 = 16 formatacoes possiveis de escolha de trés
cadeiras sem que tenhamos cadeiras consecutivas.
A principio, ao ler o enunciado do exemplo a seguir, alguns colegas
podem achar que o problema nao esta relacionado com a distribuicao ao

longo de um “circulo”. Entretanto é apenas uma falsa aparéncia, observe

Exemplo 29 Clarinha deve ter aula de balé trés vezes por semana, durante
um semestre. Quantos sao os modos de escolher os dias de aula, se Clarinha

nao deseja ter aulas em dias consecutivos?

Solucao: Geralmente consideramos que uma semana tem inicio no
domingo e término no sdbado. Perceba que se considerarmos uma semana
isolada, o domingo (1° dia) e o sabado (7° e ultimo dia) sdo os extremos
e portanto nao sao considerados dias consecutivos. Porém ao longo de um
semestre, se Clarinha treinar aos sdbados e domingos, estes passam a ser
dois dias adjacentes e de fato, Clarinha nio deseja isso. E como se os dias
de uma semana, considerados ao longo de um semestre, formassem um lago,
e sibados e domingos passam a ser dias consecutivos. Portanto o problema
pretende determinar o niimero de subconjuntos com 3 elementos a partir do
conjunto {1,2,3,...,n}, sem que haja elementos consecutivos, e distribuidos
ao longo de um “circulo”. Temos que escolher 3 dos 7 dias da semana,
nao podendo escolher dois dias adjacentes e sendo sibado e domingo dias
consecutivos. Somaremos o nimero de formatacoes em que o domingo figura

com o ntmero de formatacoes em que o domingo nao figura.

e Formatacoes que o domingo figura: Para compor o restante dos

dias da semana devemos escolher dois dias entre os quatro disponiveis,

48



Aplicacdes dos conceitos fundamentais CAPITULO 1

nao podendo escolher dias consecutivos (se domingo figura entao

também nao pode ser escolhido nem a segunda nem o sabado). Isto

é equivalente ao nimero de solugoes da equacao z + y + z = 2, com

r>0,y>1ez>0. Fazendoa=y—1temosque r+a+1+2 =2

ou seja, x +a+ z =1, agora com x > 0, a > 0 e z > 0. Associamos

uma solugao de x + a + z = 1 com uma permutagao dos objetos ||e.

. 2,1 e - .
Sabemos que existem P;" = — = 3 solugoes inteiras nao negativas,

2!

que representam 3 formas distintas de se escolher os dois dias de terca-

feira a sexta-feira.

e Formatacoes que o domingo nao figura: Para compor o restante

dos dias da semana devemos escolher trés dias entre os seis disponiveis,

nao podendo escolher dias consecutivos. Isto é equivalente ao nimero

de solugoes da equacao r+y+z+w =3, comz >0,y >1,z>1e

w > 0. Fazendoa =y—1eb=z—1temos que r+a+1+b+1+w =3

ou seja, r+a+b+w = 1, agora com z > 0, a > 0, b > 0

z > 0. Podemos associar uma solucao de x +a+ b+ w = 1 com uma

4!
permutacio dos objetos |||e. Sabemos que existem PJ' =

solucoes distintas.

Portanto, temos 3 + 4 = 7 modos distintos de se escolher os trés dias.
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Capitulo 2

Introducao a teoria dos Grafos

A teoria dos grafos ¢ um campo da matemética que tem muitas
aplicacoes, em especial na area de combinatéria. FEm muitos casos é
muito natural seu uso, por exemplo, quando se representa caminhos que
unem cidades, equipes que jogam entre si em um torneio, pessoas que
se conhecem ou falam o mesmo idioma, etc. Neste capitulo estudaremos

algumas propriedades dos grafos.

2.1 Grafos

Para introduzirmos o conceito de grafo, observe a situacao a seguir:

Sera que somos capazes de desenhar a figura abaixo sem retirar o lapis
do papel comecando e terminando no mesmo ponto sem percorrer a mesma
linha duas vezes? Caso nao seja possivel comecar e terminar no mesmo
ponto, podemos comecar por um determinado ponto e terminar em um

ponto diferente do que iniciamos?
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Figura 2.1:

Seré esse problema aplicavel no nosso cotidiano? Pensemos num povoado
com pequeno orcamento. O servico de recolhimento de lixo é realizado por
um pequeno caminhao. Queremos evitar o desperdicio; uma boa ideia seria
fazer o caminhao passar uma tinica vez por cada rua e retornar ao ponto de
partida. Na verdade, se considerarmos as ruas desse povoado como sendo
os segmentos de reta da Figura [2.1| e os pontos sendo o “encontro” dessas
ruas, temos o mesmo problema.

Nesse caso s6 nos interessa considerarmos um conjunto de pontos e um
conjunto de ligacoes entre eles. A essa estrutura chamamos de grafo. No
nosso estudo, a esses pontos chamaremos de vértices e os segmentos que 0s

une de arestas. Apresentamos duas formas de representar esta estrutura.

e Por um desenho, isto ¢, uma representagao grafica como exibido na

Figura 2.1

e Por duas listas, uma dizendo quais sao os vértices e a outra exibindo
quais desses vértices se relacionam com quais (as arestas). Por
exemplo no grafo da Figura podemos representd-lo de forma

sucinta como:

V={A;B;C;D;E} e
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A={(A,B);(A E);(B,E);(B,C); (B, D); (E,D); (E,C); (C, D)}

Nao queremos aqui aprofundarmos em teoria alguma, trata-se apenas de
uma breve introducao, que objetiva o convencimento de todos quanto
a utilidade dos conceitos e processos que serao apresentados. Um dos
objetivos dessa secao é o de resolver trés problemas classicos, o de coloracao
de mapas, o problema das pontes e o problema das ligagoes de 4gua, luz
e telefone. No entanto faz-se necessario expor alguns conceitos, notagoes e

teoremas.

Defini¢ao 5 Um grafo é uma tripla ordenada (V) A, g) onde

o V= um conjunto nao vazios de vértices.
o A= um conjunto de arestas (arcos).

e g— uma funcao que associa a cada aresta a um par nao ordenado de

vértices {P;, P;}, chamados de extremos de a.

Quando existe uma aresta ligando dois vértices dizemos que os vértices
sao adjacentes e que a aresta é incidente aos vértices. O niimero de vezes que
as arestas incidem sobre o vértice P é chamado grau do vértice e simbolizado
por d(P).

Para demonstrarmos nosso primeiro resultado da teoria de grafo, faz-se
necessario algumas notacoes. Para isso, denotaremos um grafo pela letra
G e representaremos por V(G) e A(G) respectivamente, os conjuntos de

vértices e das arestas de G.

Teorema 4 A soma dos graus dos vértices de um grafo € sempre o dobro

do numero de arestas. Isto é:

> dp) =24

PeV(G)
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Demonstracao: Quando efetuamos a soma dos graus de todos os vértices
de um grafo, estamos contando as extremidades de cada uma das arestas
uma tnica vez, afinal cada uma dessas extremidades incide (esta “plugada”)
em algum vértice. Como todas as arestas tem duas extremidades, cada

aresta foi contada duas vezes. ]
Corolario 4.1 Todo grafo possut um niumero par de vértices de grau impar.

Demonstracao: Considere um grafo G. Se tivéssemos um ntimero impar
de vértices de grau impar a soma dos graus seria impar, pois a paridade
dessa soma independe dos vértices de grau par. Mas a soma dos graus é o
dobro do ntimero de arestas portanto é um numero par. Assim nao podemos
ter um nimero impar de vértices de grau impar. |

Consideremos o problema dos apertos de mao que trata da seguinte
situacao:

“Se os convidados de uma festa apertarem as maos quando se
encontrarem pela primeira vez, o nimero de convidados que apertam a mao
um nimero impar de vezes é par (independentemente se todos os apertos
possiveis foram dados ou nao).”

Para verificarmos a veracidade do enunciado acima basta aplicarmos o
Corolario [4.1] tomando os convidados como os vértices e os apertos de mao
com as arestas de um grafo. A seguir apresentaremos algumas curiosidades.
Elas surgem constantemente de representacoes de situagoes concretas. Sao

elas:

e Podemos construir um grafo no qual uma aresta pode ligar um vértice
a ele mesmo? Podemos sim. E o que chamamos de lago. Observe a

figura.
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Figura 2.2:

O vértice B tem um lago e portanto devemos considerar d(B) = 4.

Assim sendo, o Teorema [4] continua valendo.

e Podemos encontrar num Grafo dois vértices ligados por mais de
uma aresta? Também podemos. A essas arestas chamamos “arestas
Multiplas” e neste caso chamaremos o grafo de multigrafo. Observe
na Figura[2.3| que existem 3 arestas com extremidades nos vértices A e
B, além de duas arestas com extremidades em A e D, o que faz dessa

figura um “Multigrafo”.

Figura 2.3:

Grafos que nao apresentam lacos nem arestas multiplas sao ditos Grafos

stmples. Um conceito fundamental nessa teoria é o de grafos isomorfos.
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Defini¢ao 6 Dois grafos (Vi,A1,q1) e (Va,As,g2) sao isomorfos se
existirem bijecoes f1 : Vi — Vo e fo 1 Ay — As tais que para cada aresta

a€ Ay, g1(a) ={P;, P;} se, e somente se, gof2(a)] = {f1(F;), L(P})}.

Observe:

Figura 2.4:

Vamos estabelecer uma correspondéncia bijetiva entre os conjuntos de

vértices e arestas:

fi:A—-FEB—FC—HD-—>G
fora—ad,b—=b,c—d,d—d

Estas funcoes funcionam perfeitamente. Se tomarmos a aresta d no
primeiro grafo, que corresponde ao par de vértices {A, D} a funcio f, fard a
correspondéncia com d’ que é uma aresta que corresponde ao par de vértices
{E, G} no segundo grafo. Se tomarmos o par de vértices { A, C'} no primeiro
grafo, que nao sao ligados por uma aresta a fungao f; fara corresponder o par
de vértices { F, H} no segundo grafo, que também nao sdo ligados. Portanto
os dois grafos sao isomorfos.

Esse conceito as vezes gera polémica. E o mesmo grafo ou nao?

Claramente as caracteristicas de um e de outro sdo as mesmas (graus,
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numero de arestas e outras que veremos mais tarde). E na verdade esta
nao é uma questdo realmente importante. O essencial é saber discernir
quando dois grafos sao isomorfos ou nao.

O isomorfismo de grafos é facil de estabelecer no caso de examinarmos
grafos simples. Se pudermos encontrar uma funcao f; apropriada que leve
vértices em vértices, entao uma funcao f, que leve arestas em arestas é trivial
porque existe no maximo uma aresta entre cada par de vértices. Portanto,

os argumentos aqui colocados, nos levam ao seguinte teorema:

Teorema 5 Dois grafos simples (V1, A1, g1) e (Va, As, g2) sao isomorfos se
houver uma bijecao f : Vi — Vs tal que para quaisquer vértices P; e P; de
Vi, P e P; sao adjacentes se, e somente se, f(P;) e f(P;) sao adjacentes.

(A funcao f é chamada de isormofismo do grafo 1 no grafo 2).
Definicao 7 G’ é dito um subgrafo de G se V(G') C V(G) e A(G") C A(G).

Por exemplo, na Figura [2.5] os grafos G’ e G” sao subgrafos de G.

A A A

D G c D G' c D G"

Figura 2.5:

2.2 Colorindo mapas

Trataremos agora do problema onde se deseja encontrar o menor nimero
de cores necessarias para pintar um mapa sem que duas regioes adjacentes

tenham a mesma cor.
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Em 1852, como ninguém conseguiu desenhar um mapa que precisasse
mais do que quatro cores para ser colorido, foi formulado a conjectura
que deu origem ao Teorema das quatro cores, veja em Santos, et. all7],
demonstrado em 1976 por Kenneth Appel e Wolfgang Haken com o auxilio
de trés supercomputadores durante mais de 1000 horas. Na realidade Appel
e Haken demonstraram que todos os mapas possiveis eram variacoes de
1500 tipos fundamentais, e os computadores conseguiram pinta-los com um
maximo de quatro cores. H&4 quem acredite ainda que este teorema pode
ser demonstrado com papel, lapis e umas poucas folhas.

Todo mapa pode ser identificado como um grafo, onde os paises serao
representados pelos vértices e as fronteiras que unem dois paises serao
representadas pelas arestas.

O nidmero cromdtico de um mapa, ou de um grafo, ¢ o menor nimero
de cores necessério para pinta-lo, respeitando sempre a ideia que dois paises
vizinhos no mapa, ou dois pontos interligados no grafo, nao podem ter a
mesma cor. Notacao: NC(G), lé-se “Nuumero Cromatico do grafo G”.

Por exemplo, observe os seguintes grafos tipo poligono:

Gl Gz G3

TRIANGULO RETANGULO PENTAGONO
NC(G;) =3 NC(Gy) =2 NC(G3) =3
Figura 2.6:

Generalizando, quando um grafo G for do tipo poligono, com n vértices,

temos: NC(G) = 3, se n for impar e NC(G) = 2, se n for par.
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Encontrar o ntimero cromatico de um grafo é uma tarefa bastante dificil
e nao é conhecido algoritmo eficiente para realizar esta tarefa. Entretanto
uma conclusao que podemos enunciar é a que se em um dado grafo hd um
subgrafo “triangulo”, nesse caso garantimos que o seu nimero cromatico é

no minimo 3.

Exemplo 30 Observe o mapa das regioes do Brasil:

Figura 2.7:
Qual € o menor nimero de cores necessdrio para pintar o mapa sabendo
que regioes adjacentes nao devem ser pintadas com a mesma cor?
Solucao: Podemos representar o nosso mapa pela figura:

Centro-Oeste

Norte Nordeste Sudeste Sul

Figura 2.8:

Analisando o grafo, vemos que 2 cores nao sao suficientes para colori-

lo, pois temos subgrafos tridngulos. Nesse caso o nimero cromatico é
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no minimo 3. Para mostrar que apenas trés cores bastam para pinta-
lo, suponha que as trés sejam vermelho, azul e amarelo. Inicialmente
escolhemos um vértice, pode ser o Centro-Oeste por exemplo, e o colorimos
de vermelho, em seguida colorimos todos 0s seus vizinhos de azul, nesse caso
teremos regides adjacentes pintadas com a mesma cor. Agora, escolhemos
uma dessas regioes (pintadas de azul), pode ser o Nordeste por exemplo, e
colorimos todos os seus vizinhos, com excecao do Centro-Oeste, de amarelo.

Dessa forma temos:

Centro-Oeste

A4 W
Norte Nordeste Sudeste Sul
Figura 2.9:

A coloracao de mapas é apenas um entre muitos problemas que podem
ser explorados com o uso de grafos. A seguir trataremos de outras
aplicagoes, que sao o Problema das pontes e o Problema das ligagoes de

agua, luz e telefone.

2.3 Problema das pontes

Vamos retornar a figura do pequeno lugarejo tratado no inicio dessa
secao. Na ocasiao, perguntamos se vocé conseguiria desenhar a casinha
abaixo sem tirar o lapis do papel. A Figura mostra uma solucao

partindo do vértice A e, na verdade, o problema é bastante facil.
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Figura 2.10:

Mas se quisermos comecar pelo vértice B? Vocé pode tentar o tempo
que quiser. O fato é que esse outro problema é impossivel. Como veremos
mais adiante, todas as solugoes comecam pelo vértice A e terminam pelo
vértice F, ou vice-versa. Se comecam em A terminam em E, e vice-versa.
O problema tem origem no famoso problema das pontes de Ko6enisberg,
considerado o marco fundador da Teoria dos Grafos. Os habitantes de
Koenisberg (hoje Kaliningrado) se perguntavam se seria possivel atravessar

as sete pontes do Rio Prega, sem passar duas vezes na mesma ponte.

—

e

NP
&

Figura 2.11:

Observamos que este problema da origem a um grafo com arestas
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miultiplas. Leonard Euler mostrou que a resposta era negativa (veja
Exemplo estabelecendo uma condicao necessaria para a existéncia da
solucao, embora se acredite que a suficiéncia nao lhe fosse desconhecida.
Esta segunda parte foi publicada por Hierholzer em 1873, muito mais tarde.

Para entendermos melhor nosso problema, faz-se necessario conhecermos
alguns conceitos, como o de grafo Euleriano além de alguns resultados que
serao mostrados a seguir:

Um passeio de um vértice Fy a um vértice P, é uma sequéncia Py ,ao,
Pi,ai, Py, as, -+ ,Ps_1,as_1, P; de vértices e arestas onde, para cada i, os
extremos de a; é o par {P;, P;;1}. O comprimento s do passeio é o nimero
de arestas que ele contém; se uma aresta for usada mais de uma vez, ela
deve ser contadas tantas vezes quantas for usadas. Se todas as arestas do
passeio sao distintas, o passeio é chamado trilha; se Py = P, o passeio é
uma trilha fechada. Se todos os vértices sao distintos (e automaticamente
as arestas também serao) entdao temos um caminho e se Py = P; temos um

ciclo.

Definicao 8 Um grafo com m arestas é dito euleriano se existe uma trilha
fechada de comprimento m em G; em outras palavras, se podemos percorrer

cada aresta uma e so uma vez partindo de um vértice e a ele retornando.

Se o grafo, com m arestas nao ¢ euleriano mas tem uma trilha (ndo

fechada) de comprimento m, ele é dito semieuleriano.

Definicao 9 Um grafo G € dito conexo se existe um passeio entre quaisquer

dois vértices de G.

Observe alguns exemplos de grafos conexos e nao conexos:
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(3;1 G, G,

Figura 2.12:
Os Grafos GG e GG, sao conexos, enquanto o grafo (G3 nao é conexo.

Definicao 10 Os componentes conexos de um grafo sao os subgrafos
conexos maximais deste grafo, ou seja, sao 0s subgrafos conexos deste grafo

que nao estao estritamente contidos em outros subgrafos conexos.

Lema 1 Se todo vértice de um grafo (nao necessariamente simples) G tem

grau maior ou igual a 2, entao G contém um ciclo.

Demonstracao: Se G contém lacos ou arestas multiplas, nao ha o
que provar, pois, automaticamente, G contém um ciclo. Consideramos,
portanto, apenas os grafos simples. A partir de um vértice qualquer,
iniciamos nossa trilha. Quando chegamos a um vértice vy qualquer, ou
o estamos visitando pela primeira vez e podemos continuar (pois cada
vértice tem grau maior ou igual a 2), ou chegamos a um vértice ja visitado,
produzindo um ciclo. Como o nimero de vértices é finito, em algum
momento chegaremos num vértice ja visitado, eo lema esta provado. [ ]

A seguir apresentaremos o teorema de Euler, segundo Santos, et. al
[7], o teorema de Euler ¢ interessante sob dois pontos de vista: Caracteriza
uma classe de grafos e ao mesmo tempo (sua demonstragdo) mostra como

construir uma trilha fechada.
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Teorema 6 Teorema de FEuler (Euler - 1736) Um grafo conero (ndo
necessariamente simples) G é euleriano se, e somente se, todos os seus

vértices tem grau par.

Demonstragao:

(—) Suponhamos que G é euleriano de m arestas, ou seja, tenha uma trilha
fechada de comprimento m. Cada vez que a trilha passa por um vértice
utiliza duas novas arestas, uma para entrar e outra para sair. Logo, o
grau de cada vértice da trilha deve ser obrigatoriamente par. Como todos
os vértices de G estao na trilha, jA que este é conexo, segue que todos os
vértices de G tem grau par.

(=) Usaremos inducdo sobre o ntmero de arestas m do grafo. Por
vacuidade, o teorema é valido quando m = 0. Suponhamos que o teorema
seja valido para todos os grafos com menos do que m arestas. Seja G um
grafo conexo com m arestas, m > 1, tal que todos os seus vértices tem grau
par, como nao ha vértices isolados, concluimos que todos os seus vértices
tem grau maior ou igual a dois, pois os graus sao pares. Pelo lema anterior,
G contém um ciclo (que é uma trilha fechada). Dentre todas as trilhas
fechadas em G escolhemos uma trilha 7' com comprimento méximo. Se T
tem comprimento m, o teorema esta provado. Caso contrario, consideramos
o grafo H resultante da retirada das arestas de 7. Como retiramos um
numero par de arestas de cada vértice de T', e todos os vértices do grafo
G tem grau par (pela hipotese), pelo menos uma das componentes de H,
que chamaremos de H’, tem um vértice em comum com 7' e tem todos os
vértices com grau par. Pela hipotese de inducao, esta componente conexa
H' tem uma trilha fechada que passa por todos os vértices de H’, e podemos
formar uma trilha fechada maior concatenando (conectando) 7' com a trilha

em H’. Mas isto contraria a maximalidade do comprimento de T". Portanto
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o comprimento de T' é m e o grafo G é euleriano. |

Definicao 11 Num grafo G, uma aresta a € A € denominada aresta de

corte de G se Gy = G — {a} tier mais componentes conezas do que G.

Em particular, se G é um grafo conexo, uma aresta de corte a é uma
aresta de modo que G; = G — {a} seja desconexo. Da mesma forma um
vértice Py € V' & denominado vértice de corte de G desde que G — {P;}

tenha mais componentes do que G.

Lema 2 Seja G um grafo e sejam Py e P, € V. Se existe um passeio de Py

a Py em G, entdo existe um caminho de P a Py, em G.

Demonstracao: Se existe um passeio de P, a P, em G e, se esse passeio
contém um vértice repetido, podemos encurté-lo, removendo-lhe a parte
compreendida entre o vértice e sua repeticao. Naturalmente, o subgrafo
resultante pode nao ser um caminho, de modo que poderemos ter de repetir
a mesma operacao, até que obtenhamos um caminho de P, a P, em G. =

Observe que o Lema [2| nos permite usar tanto passeio quanto caminho

na Definigao [0 que trata de grafo conexo.

Lema 3 Seja G um grafo conero e suponhamos que a seja uma aresta de

corte de G. Entao G — {a} tem exatamente duas componentes conezas.

Demonstracao: Seja G um grafo conexo e seja a uma aresta de corte de
G. Como G é conexo, tem exatamente uma componente. E, como a é uma
aresta de corte, G — {a} tem mais componentes do que G (isto ¢, G — {a}
tem ao menos duas componentes). Nosso proposito é mostrar que G — {a}
nao tem mais de duas componentes.

Suponhamos, por contradi¢do, que G — {a} tenha trés (ou mais)

componentes. Sejam Py, P, e P3 trés vértices de G — {a}, cada um em
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uma componente separada. Isso implica que nao ha um caminho unindo
qualquer par deles em G — {a}.

Seja C' um caminho que tem inicio em P; e final em P, em G. Como
nao ha qualquer caminho que tem inicio em P e final em P, em G — {a},
sabemos que C' deve conter a aresta a. Suponhamos que P; e P; sejam os
pontos extremos da aresta a e, sem perda de generalidade, que P intercepte
a na ordem F; e, em seguida, P;; isto ¢, C = Py, ..., P, a, P}, a;, ..., P,.

Analogamente, como G é conexo, existe um caminho @) de P; a Py, que
deve utilizar a aresta a associada ao par {F;, P;}. Observe que podemos ter

P, ou P; aparecendo primeiro em () quando vamos de P3 para P;.

e Se P, aparecer antes de P; no caminho @), vé-se que temos em G —{a},
um passeio de P5 para P;. Utilize a parte de P3 a P; de () concatenada
(conectada) com a parte de P; a Py de C, o que da um passeio de Pj
a P, em G — {a} e, dai, um caminho de P; a P, em G — {a}. Isso,
entretanto é uma contradicao, porque P; e P; estao em componentes

separadas de G — {a}.

Figura 2.13:
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e Se P; aparecer antes de P, no caminho (), temos, entdo, em G — {a},
um passeio de P3 para P. Utilize a parte de P; a P; de () concatenada
(conectada) com a parte de P; a P, de C. Esse passeio nao utiliza a
aresta a. Portanto, existe um passeio de P a P, em G — {a} e, dai,
um caminho de P3 a P, em G — {a}. Isso contradiz o fato de que, em

G — {a}, temos P; e P, em componentes separadas.

|:’1
*.
\l
/
e C
7w -
] . '
P. P.r
\. .I. ....... S i ] \._.l ‘
\"-- -—‘/ P2
Py
Figura 2.14:
Esta contradicao prova o resultado do lema. [ ]

Lema 4 Seja G um grafo conexo com exatamente dois vértices de grau
impar. Seja P um vértice de grau impar e suponhamos d(P) # 1. Entao,

ao menos uma das arestas incidentes a P nao € uma aresta de corte.

Demonstragao: Suponhamos, por contradi¢ao, que todas as arestas
incidentes a P fossem arestas de corte. Seja P’ o outro vértice de grau
impar em G. Como G é conexo, existe um caminho C' de P a P’ em G.
Exatamente uma aresta a incidente a P ¢é interceptada pelo caminho C.

Seja a’ qualquer outra aresta incidente a P.
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Figura 2.15:

Consideremos agora o grafo G' = G — {a’}. Esse grafo tem exatamente
duas componentes conexas pelo Lema [3] Como o caminho C nao utiliza
a aresta a’, os vértices P e P’ estao na mesma componente. Note ainda

12 4 . , .
que, em G’, o vértice P tem grau par, e nenhum dos outros vértices em sua
componente mudou de grau. Isso significa que, em G’, a componente que
contém o vértice P tem exatamente um vértice de grau fimpar, contradicao

com o Corolario .11 m

Corolario 6.1 Um grafo conexo (nao necessariamente simples) G ¢

semieuleriano se, e somente se, exatamente, dois vértices tém grau impar.

Demonstracgao:

(—) Suponha que G é semieuleriano de m arestas, entdo existe uma
trilha de comprimento m em G. Em relacio ao primeiro vértice da
trilha temos uma aresta plugada a esse vértice quando a trilha comeca.
Entao, cada vez que visitamos o primeiro vértice, uma aresta que entra é
emparelhada com uma aresta que sai. Portanto seu grau deve ser impar. O

mesmo vale para o 1iltimo vértice da trilha; seu grau deve ser impar. Para
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todos os outros vértices da trilha, teremos grau par.

(«-) Vamos provar por indugdo sobre o nimero de arestas em G

Observe que nao podemos supor o caso m = 0, visto que sendo G conexo,
entao GG consistiria em apenas um vértice isolado, o que contradiz a nossa
hipotese de termos exatamente dois vértices de grau impar.

i)Suponhamos entdo que G tenha uma aresta. Como G é conexo, e nao
poderiamos ter um tnico vértice e um tnico ou mais lagos, pois nesse caso,
nao haveriam exatamente dois vértices de grau impar, o que contradiz a
nossa hipotese, o grafo deve consistir em apenas dois vértices, P, e P, e
de uma aresta unindo-os. Nesse caso G tem exatamente dois vértices de
grau impar, e claramente existe uma trilha que come¢a em um e termina
no outro.

ii) Hipotese de indugdo: Suponhamos que um grafo conexo tenha m
arestas. Se exatamente dois de seus vértices tem grau impar, entao existe
uma trilha que comeca em um desses vértices e termina no outro.

Seja G um grafo conexo com m + 1 arestas e suponha que exatamente
dois dos vértices de GG, P, e P, tem grau impar. Devemos mostrar que
existe uma trilha de comprimento m + 1 que comeca em P; e termina em

Ps.

e Suponhamos d(P;) = 1. Nesse caso P tem apenas um vizinho, P;.
E possivel que tenhamos tanto P, = P, como P; # P,. Inicialmente
para ambas as possibilidades temos: Seja G; = G — {P,}, isto é
eliminamos de G o vértice P; (e a inica aresta incidente a P; ), observe
que d(P;) sofre uma reducao de 1, enquanto todos os outros vértices
tem o mesmo grau que anteriormente . Note também que G; tem m

arestas e é conexo. Podemos agora dividir em dois casos:

1)Se P, = P,, entdo todos os vértices em G tem grau par (pois P; saiu
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e P, sofreu uma reducdo de 1). Portanto, pelo Teorema @ , G1 tem
uma trilha fechada que comeca e termina no vértice P,. Se inserirmos
a aresta correspondente ao par {P;, P»} no inicio da trilha fechada
(em P,) teremos construido uma trilha em G que comeca em P; e

termina em P, com comprimento m + 1.

2) Se P, # P», entdo (G tem exatamente dois vértices de grau impar (o
grau de P; em G é agora impar, e P, ainda tem grau impar). Portanto,
como GG; tem m arestas e é conexo, pela hipotese de inducao, existe
uma trilha em G| que comeca em P; e termina em FP,. Se anexarmos a
esta trilha, a aresta correspondente ao par {P;, P;}, temos uma trilha

em GG que comeca em P; e termina em P;.

e Suponhamos d(P;) > 1. Como d(Py) ¢ impar, temos d(FP;) > 3.
Afirmamos, pelo Lema [4) que ao menos uma das arestas incidentes a
P, ndao é uma aresta de corte. Seja a uma aresta correspondente ao
par de vértices { P, P;} incidente a P; que ndo é uma aresta de corte

de G. Seja G; = G — {a}. Note que podemos ter:

1) P, = Py: Nesse caso todos os vértices de G tem grau par, e podemos
formar, pelo Teorema [0, uma trilha fechada em G; que comeca e
termina em P,, e entao anexar a aresta a para formar uma trilha em

G que comeca em P; e termina em Ps.

2) P; # P,: Nesse caso temos exatamente dois vértices de grau impar
em (1, a saber, P; e P,. Pela hipotese de inducgao, formamos em G
uma trilha que comeca em P; e termina em P,. Anexamos a aresta
a para formar uma trilha em G que comeca em P; e termina em Ps.
Portanto, se G é conexo e possui exatamente dois vértices com grau

impar, temos G semieuleriano.
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Observacao 1 Se G € um grafo semieuleriano conexo, de m arestas, sendo
Py e Py os vértices de grau impar, entao qualquer trilha de comprimento m
que podemos determinar em G comeca em um dos vértices de grau impar e

termina no outro.

Com base no Teorema [f] e no Colorario [6.1], finalmente podemos resolver

o problema a seguir:

Exemplo 31 O problema das pontes de Kéenisberg: A cidade de
Konigsberg € banhada pelo rio Pregel que, ao atravessar a cidade se ramifica
formando uma ilha (Kneiphof) que estd ligada & restante parte da cidade

por sete pontes, conforme a figura abaizo.

Figura 2.16:

Dizia-se que os habitantes da cidade, nos dias soalheiros de lazer,
tentavam efetuar um percurso que os obrigasse a passar por todas as pontes,
mas apenas uma vez em cada uma, retornando ao ponto inicial. Serd que
poderiam realizar tal trajeto? FE se nao fosse necessdrio retornar ao ponto

inicial, seria possivel?

Solucao: Podemos associar a figura da cidade de Koenisberg o seguinte

grafo
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Figura 2.17:

Verificamos facilmente que ha trés (na verdade sao exatamente quatro)
vértices com grau impar, o que pelos Teorema [6] e Corolario [6.1] garantimos
que nao se trata de um grafo semieuleriano (muito menos euleriano),
portanto nao podemos estabelecer um percurso passando por todas as
pontes apenas uma vez em cada uma.

De maneira concisa, para Penha [5], em grafos que representam uma
determinada regiao e suas pontes, uma trilha é possivel, se e somente se, o
numero de areas servidas por um ntimero impar de pontes é 0 (nesse caso, a
jornada requerida pode ser realizada iniciando-a a partir de qualquer regiao
e retornard para a mesma) ou 2 (nesse caso, a jornada so é possivel se
comecar em qualquer uma dessas duas regides). E importante lembrar que
nao podemos ter apenas uma regiao com um nimero impar de pontes para

nao contrariarmos o Teorema [M]
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2.4 O problema das ligacoes

Quase todas as pessoas que gostam de desafios mateméaticos ja se
depararam algum dia com a seguinte questao: “E possivel ligar agua, luz e
telefone a trés casas, sem que as ligacoes se cortem (supondo que todas as
ligagoes, fios e canos estejam situados em um mesmo plano)?” Nesta se¢ao,

vamos estudar desenhos ou tracados de grafos.

Observacao 2 Um grafo e seu tracado sao objetos muito diferentes. Um
grafo €, conforme Definicao @ uma tripla ordenada (V, A, g) que satisfaz
certas condi¢oes. Ja o seu tracado se faz a tinta em papel; € uma abreviatura
notacional que, em geral, € mais fdacil de assimilar do que a representacao

escrita completa da tripla ordenada (V, A, g).

Nesta secao, vamos adotar uma abordagem diferente. Estudamos
nao somente grafos, mas também seus tracados. Um tracado se faz
com tinta e papel e nao é um objeto matematico. Lembre-se: Uma
figura de um circulo nao é um circulo. Assim n6s precisamos de uma
definicao rigorosa matemaética de tracado de um grafo. Infelizmente isso
é bastante complicado. A dificuldade consiste principalmente em definir
o que queremos dizer com uma curva no plano. A definicao precisa de
curva exigem conceitos de matemética continua que nao desenvolvemos e
que ultrapassa o nivel desse trabalho. Procederemos entao, com o nosso
entendimento intuitivo do que é um tracado de um grafo.

Boa parte das ideias presentes nessa secao sao baseadas em Pitombeira
[6]. Com o intuito de facilitar a compreensao desse problema, faz-se

necessario mostrar alguns resultados e definicoes.

Definicao 12 Um grafo se diz planar quando for isomorfo a um grafo plano

cujo o tracado € livre de cruzamentos.
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Exemplos cléssicos de grafos planares sao dados pelos grafos que

representam os poliedros.

ISP H
EG

Figura 2.18:

Voltaremos agora a tratar da conexidade de grafos, perceba que todo grafo

conexo divide o plano em um certo ntimero de regioes, veja alguns exemplos.

2 regides 1 regido

Figura 2.19:

Observe que das regioes determinadas no plano pelas arestas de um grafo

planar, uma é “ilimitada” e as restantes sao “limitadas”.

Teorema 7 (Teorema de Euler): Em todo grafo plano conexo livre de

cruzamentos, tem-se |V| — |A| + R = 2, onde R representa o nimero de

regioes determinadas no plano pelo grafo.
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Demonstracao: Observe inicialmente, que qualquer grafo conexo pode
ser obtido a partir do grafo mais simples, o que consiste somente em
um vértice e nenhuma aresta, por meio de uma sequéncia das seguintes
operacoes:

e Adicionar uma aresta e um vértice a um vértice ja existente.

A A

~ > B
> B TRANSFORMAGCAQ D
c c

Figura 2.20:

e Adicionar uma aresta a dois vértices ja existentes.

B S B ¢
E TRANSFORMAQAQ =
D D
A A

Figura 2.21:

e Adicionar a um vértice uma aresta que volta a um mesmo vértice

(adicionar um lago a um vértice)

A A
> B TRANSFORMAGAQ
C C

Figura 2.22:
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Observe que no caso do grafo mais simples, o que tem apenas um vértice
e nenhuma aresta, temos que |V| =1, |[A| =0 e R = 1. Nesse caso temos,
V] —|Al+ R =1—-0+4 1 = 2. Verificaremos, nesse momento, que cada
uma das trés operagoes descritas acima nao altera o valor de |V| — |A| 4+ R.
Para isso, denotaremos por A|V|, A|A|, AR e A(|V|—|A|+ R) as variagoes
causadas, respectivamente, no numero de vértices, arestas, regioes e em
V| —|A| + R.

Na tabela a seguir descreveremos os efeitos causados por cada uma das

trés operagoes.

Operagdo alv| AlA] AR A(V-A+R)
1 +1 +1 0 0
2 0 +1 +1 0
3 0 +1 +1 0
Figura 2.23: Tabela 1
Assim o valor de |V| — |A| + R permanece constante e igual a 2, sob

qualquer sequéncia de operagoes (operacoes estas escolhidas entre as trés
descritas acima) e ainda, apos efetuada qualquer sequéncia de operagoes
em um grafo conexo, o mesmo mantém sua conexidade. Como qualquer
grafo plano conexo pode ser obtido a partir do grafo mais simples por uma
sequéncia finita de tais operacoes, vemos que, para qualquer grafo conexo
plano,

V| —|Al+R=2

como desejado. [ ]
Voltaremos agora ao Problema das ligacoes de agua, luz e telefone,

observe:

Exemplo 32 E possivel ligar dgua, luz e telefone a trés casas, sem que

as ligagoes se cortem (supondo que todas as ligagoes, fios e canos estejam

7



Problema das ligacbes de agua, luz e telefone CAPITULO 2

situados em um mesmo plano)

Figura 2.24:

Solugao: Podemos geometricamente representar os vértices do grafo pelo

esquema:
c1 CZ c3
[ ] [ ] [
° . .
T A L
Figura 2.25:

O problema é verificar se o grafo de vértices Cy,Cy,C5, AT, L
admite que as arestas AC:, ACs, AC3, TC,,TCs, TCs, LCy, LCy e LC5 sejam
tracadas sem que haja cruzamentos. Este grafo é obviamente conexo, pois

dados P; e P, dois vértices quaisquer de (G, temos:

e Um dos vértices representa uma casa e o outro representa um servico,

nesse caso a verificacao da conexidade é direta pela natureza do

problema.
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e Os dois vértices representam duas casas, nesse caso, considere S; com
i ={1,2,3} um dos servigos prestados, entdo, existe um caminho de

P, a P, passando por S;, pois P; e P, se conectam com S;, V.

e Os dois vértices representam dois servigos prestados, nesse caso,
considere C; com ¢ = {1, 2,3} como sendo uma das casas, entao, existe
um caminho de P, a P, passando por C;, pois P, e P, se conectam

com Cj;, Vi.

Concluimos entao que o desejado grafo é conexo e, além disso, temos |V| = 6
e |A| = 9. Suponhamos que este grafo seja livra de cruzamentos. Pela
formula de Euler, devemos ter |V|— |A]|+ R =2 donde R =2—|V|+|A| =
2—6+9 = 5, ou seja, devemos ter 5 regioes do plano determinadas
pelo grafo. Assim, como uma destas regioes é ilimitada, devemos ter
exatamente 4 regides limitadas por arestas do grafo. Sabemos que os
servicos prestados, dois a dois, devem estar ligados as trés casas atendendo

as seguintes situagoes:

Devemos ligar as casas aos Devemos ligar as casas aos Devemos ligar as casas aos
servigos de Luz e agua servigos de Luz e telefone servigos de telefone e agua
L L T
Cc
1 (o c C, Cy Cy
A T A
Duas regides limitadas Duas regides limitadas Duas regides limitadas
Figura 2.26:

Como temos que satisfazer as trés condi¢oes no possivel grafo, devemos
ter no minimo 6 regides limitadas por arestas do grafo, o que viola a férmula
de Euler. Logo, o grafo plano nao pode ser livre de cruzamentos. E assim,

o problema nao tem solucao.
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2.5 Atividades sugeridas para o ensino médio

A seguir trataremos de algumas atividades que podem ser desenvolvidas
no ensino médio, nao estamos aqui preocupados em desenvolver teoria
alguma. Apenas desejamos que o aluno conjecture, através da observacgao de
casos, propriedades relevantes da teoria dos grafos. Na primeira atividade,
estamos interessados em desenhar figuras sem retirar o lapis do papel e
estabelecer, por meio de observacoes de casos, uma condigao para que figuras
possam ser desenhadas dessa forma. Na segunda atividade, o objetivo
¢ trabalhar a ideia da coloracao de mapas, estabelecendo, por meio de
observacoes de casos, um ntimero minimo de cores para que se possa colorir
qualquer mapa.

Atividade 1: Encontre um caminho, partindo de uma bolinha, que
percorra todos os tracos da figura abaixo sem retirar o lapis do papel. Nao
podendo passar pelo mesmo traco duas vezes. Regra: Cada movimento deve

ser realizado indo de bolinha a bolinha.

Figura 2.27:

a) Qual o caminho encontrado?
b) E possivel comecar por qualquer ponto da figura?

Observe as figuras que seguem e conclua se em cada uma delas é possivel
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encontrar um caminho, partindo de uma bolinha, passando por todos os

tragos, utilizando cada trago uma tnica vez.

Figura 2.28:

¢) Em quais figuras vocé encontrou um caminho?

d) Tente agora, sem ficar passando o lapis por cima dos tracos, discutir
com os colegas possiveis argumentos para que se conclua quando em uma
determinada figura podemos realizar um caminho.

e) Nas figuras em que tivemos éxito na busca do caminho, sera possivel
comecar e terminar por quaisquer pontos da figura? Vocé observa alguma

regularidade nesses pontos?

Atividade 2: Colorir o mapa abaixo com o menor nimero de cores
possiveis respeitando a condicao que regidoes com fronteiras comum nao
podem ter a mesma cor. Se uma regiao s6 tiver em comum com outra

um ponto podem ter a mesma cor.
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Figura 2.29:

Agora tente colorir os mapas abaixo com o menor nimero de cores e

respeitando as mesmas condicoes.

Mapa 2 Mapa 3

;’L?’E- & L i 4—_&! .“‘ Ry / F L/
R v st

Mapa 4 Mapa 5
Figura 2.30:

a) Quantas cores no minimo foram necessarias para pinta-los? Em algum
mapa, vocé precisou utilizar cinco cores?
b) Discuta com os colegas, o nimero minimo de cores para pintarmos

qualquer mapa.
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Trazemos aqui a prova do Teorema como complementacao dos
resultados do texto. Enunciaremos novamente para facilitar a leitura.
Principio Aditivo (Versao Geral): Sejam conjuntos Aj, As, -+, A,
finitos quaisquer. Entao,

[P Al =Sp =S8+ 853 — Sy +---+ (—1)" 1S
Demonstracao: Usando o Principio Aditivo provaremos esta extensao
através do Principio da Inducdo finita. Temos que: i) A afirmacao é
verdadeira para n = 2, gracgas ao Teorema . ii) Supondo valida a afirmagao
para n = k, isto é:

U Al =SF — Sy 48— Sk (—1)FSE,

devemos mostrar que ela é valida também para n = k + 1. Uma vez que
UM A; = (UF_ A;) U Ay, pelo Teorema |1| temos
U Al = (U A)UAn | = U Al [ A = (UL A) N A (A1)
Pela Hipotese de inducao podemos escrever:

| UL, Aj| = ST — Sy + 55— Sy + -+ (=) 1Sk (A.2)
Observe que (UF_; A;) N Apyr = UE (A;N Aji1). Novamente, pela hipotese
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de indugdo(ja que se trata da unido de k conjuntos da forma (A; N Agi1))

podemos escrever:

k
U (A0 Ak)[ =D TN Al = D (A N Ak) N (Aip N Ay

1<i1<ia<k

=1
+ > (AL N Ap) N (A N Agga)N(Ag 0 Agp)|

1<y <ig<izg<k
o (=D)HAI N Ay NN Ay
Note que:
(A M Ags1) N (A, N Agyr) = (A N A, N Agya);

(Ail N Ak+1) N (AZQ N Ak+1) N (AAZd N Ak-i—l) = (A“ N AiQ N 141d N Ak—&-l);

e assim sucessivamente. Logo

k
ULy (AN Ap)| = D JAN g = > A N A, N Ay

=1 1<i1 <2<k

1<i1 <ig<iz<k

o (DA N Ay -0 A

Substituindo (A.2) e (A.3) em (A.1)) e organizando os termos da expressao,

obtemos:
| U Ail = SY = S5+ 55 = Si 4+ + (=1 1S + [Aya |

—(|[A1 N Aga| + A2 N Agsa| + -+ + |A 0 Agga])

+(J AN Ay NV A | + -+ [Amr N AR N Apa|)

—(JATN AN As N Apa| + -+ [Ar—2 N A1 N AR N Ajga])
— = (=DM A N A N AN A N A

Observe que S¥ + |Apyi| = S¥, de modo andlogo podemos afirmar
que S¥ 4+ (|A; N Appr| + [As NV Apyr| + -+ 4 | A N Agey]) = S5 e assim

sucessivamente. Organizando as parcelas de forma apropriada, chegamos a

| U Al = SPH = S5 St — SE e ()RS

como queriamos demonstrar. [ ]
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