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Resumo

O uso de recursos tecnoldgicos vem ajudando a melhorar de forma significativa o pro-
cesso de ensino e aprendizagem da geometria. O texto que segue aborda um estudo de
cOnicas e quadricas com o objetivo de auxiliar professores e estudantes a ter uma visao mais
concreta e dindmica destes elementos com os softwares de distribuicdo livre GeoGebra e
o R. Inicialmente abordaremos um breve relato histérico sobre o surgimento das conicas e
quédricas, temos uma pequena descricdo sobre os softwares GeoGebra e R, apresentamos
as defini¢des das coOnicas, seus principais elementos e suas respectivas equagdes reduzidas.
As equagdes das conicas também sao apresentadas nas formas transladadas e rotacionadas,
apresentaremos atividades desenvolvidas nos softwares escolhidos, com o intuito de facilitar

o entendimento dos significados dos elementos dessas equacdes quadraticas.

Palavras Chaves Geometria analitica. Geometria dinAmica. Conicas.



Abstract

The use of technological resources has been helping to significantly improve the pro-
cess of teaching and learning geometry. The following text deals with a study of conics and
quadrics in order to help teachers and students to have a more concrete and dynamic view
of these elements with free distribution software GeoGebra and the R. Initially we will co-
ver a brief historical account about the emergence of conics and quadrics, we have a short
description about the software GeoGebra and their respective reduced equations. The conics
equations are also presented in translated and rotated formes, we will present activities de-
valoped in the chosen software in order to facilitate the understanding of the meanings of

elements of these quadratic equations.

Keywords analytical geometry. dynamic geometry. conical.
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Capitulo 1

Introducao

Na pratica da do¢éncia em nosso cotidiano, nos deparamos com discentes que elegem
a Matemadtica, como sendo uma das disciplinas mais dificeis de aprendizagem, a qual sentem
mais dificuldade. Essas dificuldades apresentadas pelos discentes, podem estar na formacao
profissional dos docentes que conduzem essa disciplina ao longo do tempo. E comum encon-
trar professores de outras dreas ministrando aulas de Matematica, principalmente pedagogos
nas séries iniciais.

Nao tendo a formacgado desejada, as metodologias aplicadas em sala de aula ndo devem
favorecer muito o processo de ensino e aprendizagem da Matemadtica, sobretudo da Geome-
tria. Para reverter esse quadro, devemos investigar os novos métodos que possam favorecer
a busca pelo conhecimento matemadtico, acentua-se af a histéria da matemadtica, de um labo-
ratério de matemadtica, materiais concretos, jogos e sobretudo as novas tecnologias, como os
softwares.

As tecnologias da informacgdo e comunicagdo (TIC) evoluiram rapidamente nas ulti-
mas décadas. Afetando todos os niveis escolares, por transformacdes que demandaram a
busca de novos recursos didaticos. Estabelece novas relacdes cognitivas entre os individuos,
e permite, segundo a lei de Diretrizes e Bases (LDB,1996) uma retirada da escola do pro-
cesso de isolamento social e cultural para todo processo de ensino aprendizagem, claramente
expressos nos principios e fins da propria lei.

As Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio afirmam que

o desenvolvimento cientifico e tecnoldgico acelerado impde a escola um novo
posicionamento de vivéncia e convivéncia com os conhecimentos capaz de
acompanhar sua producdo acelerada. A apropriacdo de conhecimentos cienti-
ficos e afetiva, por priticas experimentais, com contextualiza¢do que relacione
os conhecimentos com a vida, em oposi¢do a metodologia pouco ou nada ativas
e sem significados para os estudantes. Por outro lado, tecnologias da informago
e comunica¢do modificam e continuam modificando o comportamento das pes-
soas e essas mudancas devem ser incorporadas e processadas pela escola para

evitar uma nova forma de exclusdo, a digital. DCN [4]
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Segundo Kenski [14], o ser humano apoia-se no conceito de tecnologia para viver mais
e em condi¢des mais favoraveis: “ela (a tecnologia) estd em todo lugar, ja faz parte de nossa
vida". De acordo com Ponte [16], o uso dessas tecnologias nas préticas educacionais permite
novas perspectivas ao ensino da matemadtica de modo profundamente inovador. Segundo Al-
meida [1], a tecnologia € uma alternativa a forma como os jovens buscam novos significados
para o aprendizado, como os jovens buscam novas formas de pensar.As tecnologias da infor-
macao e comunicagdo (TIC), no que diz respeito ao seu uso em sala de aula, em particular o
uso dos softwares GeoGebra e R.E vasto a quantidade de projetos de pesquisa na literatura
que mencionam as aplicagdes destes softwares como ferramentas fundamentais no auxilio
da construcio do saber matematico.

Diante de inimeras tecnologias que os rodeiam e a velocidade com que elas trabalham,
os discentes mostram-se desestimulados com a exclusividade do estilo tradicionalista das au-
las expositivas no ensino da matemética. Eles querem dinamismo, trabalhar com ferramentas
e situagdes proximas de sua realidade. Portanto, a utilizacdo de recursos tecnolégicos nas
aulas de matemadtica, vem para estreitar as relacdes dos discentes com as tecnologias digi-
tais, tornando-as mais atrativas, potencializando a eficiéncia da aprendizagem dos contetidos.
Nesse sentido faz-se necessdrio a inser¢do dessas ferramentas tecnoldgicas em nossa pratica

pedagégica conforme recomendam as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio [3].

Nao se pode negar o impacto provocado pela tecnologia de informagao e comu-
nicacdo na configuragdo da sociedade atual. Por um lado, tem-se a inser¢ao dessa
tecnologia no dia-a-dia da sociedade, a exigir individuos com capacitagcdo para
bem usé-la; por outro lado, tem-se nessa mesma tecnologia um recurso que pode
subsidiar o processo de aprendizagem da Matematica. E importante contemplar
uma formacao escolar nesses dois sentidos, ou seja, a Matematica como ferra-
menta para entender a tecnologia, e a tecnologia como ferramenta para entender

a Matematica.

As cOnicas compdem o programa escolar no dltimo ano do ensino médio. Porém, vale
observar que, por diversos motivos, esse tema é pouco abordado por parte dos professo-
res. Quando esse conteudo é abordado em sala de aula, restringe-se as equacoes analiticas.
Raramente trabalha-se as constru¢des das cOnicas, € apresentada logo apds a definicdo, ou
depois da abordagem na equacdo analitica. Assim podemos dizer que o ensino das cOnicas
concentra-se nas representacdes dessas curvas através de equagdes.

Desse modo, considerando as dificuldades dos alunos com relacdo a Matemdtica, a
superficialidade no ensino das cOnicas e as vantagens do uso das TIC no processo de ensino
e aprendizagem dessa disciplina, este trabalho propdem apresentar aos docentes do Ensino
Médio algumas possibilidades de explorar o conteddo de conicas, a partir da utilizagdo do
software GeoGebra e explorar a quadricas, a partir do uso do software R.



1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Propor uma sequéncia de atividades envolvendo constru¢des geométricas das conicas,
com a utilizacdo do GeoGebra como ferramenta de apoio e constru¢ao das superficies qua-
dricas com a utilizacdo da linguagem computacional do software R, e que podem ser apli-
cadas em turmas do Ensino Médio, introduzindo assim o conceito de cOnicas e quddricas,

reforcando o estudo nos contetidos de geometria.

1.1.2 Objetivos especificos

e Apresentar a fundamentagdo tedrica preliminar referente as origens histdricas das co-

nicas e quadricas;

e propor atividades envolvendo construgdes de conicas que estimulem o discente a de-

duzir os resultados antes de serem apresentados as propriedades formalmente;

e apresentar o software R ndo s6 como uma ferramenta estatistica, mas como uma fer-

ramenta para o auxilio na construcio das quddricas;

e mostrar aos professores de matemdtica possibilidade de utilizar os software GeoGebra

e R como recurso didético no ensino-aprendizagem das cOnicas e quadricas.

1.2 Organizacao

No Capitulo 2, apresenta-se um breve relato histérico de como surgiram as conicas, do
seu inicio acidental quando Meneacmus trabalhava no problema da duplicacdo de um cubo,
passando por resultados importantes apresentados por Apolonio e Euclides até os resultados
obtidos por Fermat. Os dados bibliograficos apresentados foram extraidos de [7], [12] e [13].
Posterior a isto, faremos uma descricdo do surgimento das superficies quadricas. Dando
inicio nos tratados do genial Arquimedes de Alexandria, passando pelo manuscrito de Euler
“Introducdo a andlise infinita".

Na primeira se¢ao do Capitulo 2, apresenta-se o GeoGebra, na subsecdo 1 relata-se
brevemente o contexto histérico do software, na subsecdo 2 abordaremos assuntos como:
downloard, instalagdo do software, apresentacdo de sua interface e suas principais ferra-
mentas. Para finalizar a Secdo 1 do Capitulo 2, mostra-se o App GeoGebra no smartphone,
instalacdo e apresentacdo de sua interface. Na segunda Sec¢do do Capitulo 2, faremos um
breve relato histérico do software R. Em seguida nas subse¢des 2.2.2 e 2.2.3 descrevemos
como baixar e instalar o programa, respectivamente. Posterior, na subsecio 2.2.4 faremos

uma breve descri¢do da interface do R.



No Capitulo 3, apresentamos um estudo analitico definindo cada uma das cOnicas e
seus elementos, determinando suas equagdes de acordo com o eixo focal, a partir dai mostra-
se as equacoes das conicas com os eixos transladados e rotacionados. Analisaremos também
a excentricidade de cada conica e sua classificacdo. As defini¢Oes e representacdes presentes
neste capitulo foram apresentadas por Eves [7], Delgado [13] e Gelson [12].

No Capitulo 4, mostram-se algumas constru¢des das conicas utilizando o software
GeoGebra. Apresentaremos trés processos de construcdes: uma forma algébrica e duas
formas geométricas. No Capitulo 5, mostraremos as classificagdes das superficies quadricas,
as suas representacdes geométricas, cujas as coordenadas cartesianas verificam a equacao do
segundo grau com trés varidveis. Posteriormente descrevemos os comandos passo a passo,
para a obtenc¢ao das superficies quadricas no software R. Finalmente no Capitulo 6, faremos

as consideragdes finais sobre este trabalho.



Capitulo 2

Referencial Teorico

2.1 Um pouco da Historia

No século IV a.C em Atenas uma peste devastava a cidade. Os gregos ao consultarem
o ordculo de Defos, receberam o seguinte conselho: deveriam duplicar o altar de Apolo
para que a peste fosse amenizada, diz a lenda. A forma desse altar era cubica, fazer essa
ampliacdo ndo seria muito dificil. Assim ndo tiveram duvida, duplicaram todas as medidas
do local. Entretanto a acdo obteve um efeito contrario ao esperado e a peste se alastrava cada
vez mais. Os construtores recorreram aos matematicos da academia de Platdo para que o
projeto fosse revisado.

Constatou-se que seu volume foi octuplicado. Ao duplicar as arestas desse cubo, ou
seja, ficou seis vezes maior do que realmente deveria. Na verdade, descobriu-se que a peste
se intensificou ao ampliar o tempo ao invés de fazer as profilaxias para tratar e evitar a
propagacdo da doenga. Porém, surgiu assim um interessante desafio matemaético, o famoso
problema da "duplica¢ao do cubo".

Meneacmus, um dos discipulos de Eudéxio, membro da academia de Platdo, foi um
dos matematicos que tentaram resolver o problema da "Duplicag¢do do cubo". Suas tentativas
e abordagens levaram a descobrir as se¢Oes coOnicas: elipse, pardbola e hipérbole. Deve
ser levado em consideracdo que os responsdveis pela satide nao dispunham dos protocolos,
remédios e ferramentas de hoje em dia.

Meneacmus também nio conhecia as notagdes que facilitariam imensamente suas de-
ducdes. Haja visto que na Grécia antiga a abordagem matemadtica era essencialmente geomé-
trica, o problema se tornou mais desafiador, levando-se em consideracio o fato descoberto
em 1837, quando o francés Pierre L. Wantgel demonstrou que o problema com o uso de
régua e compasso apenas, ndo admite solucao.

As abordagens de Meneacmus para solucionar o problema culminaram na descoberta
das secdes conicas. Mais tarde por intermédio de Apolonio, matematico da coldnia grega

de Perga, os nomes elipse, pardbola e hipérbole viriam, inspirados na matemaética da escola



Pitdgorica na aplica¢do no célculo de drea de suas trés formas: por excesso, simples e por
falta que sdo respectivamente, a hipérbole, a pardbola e a elipse.

Fermat com o auxilio da teoria de equagdes de "Francois Viét" fez uso metddico da
linguagem algébrica para obter as demonstra¢des enunciadas por Pappus na sua exposi¢cdo
da obra de Apoldnio. Sintetizou a aplicacio da Algebra e a natureza particular dos lugares
geométricos estudados em Plane Loci, as técnicas usadas nas demonstra¢des dos resulta-
dos revelam a Fermat que todos os lugares geométricos discutidos por Apolonio poderiam
expressar-se na forma de equacdes algébricas com duas varidveis.

Ao estudar a obra "Conicas de Apolonio", Fermat aplicou os mesmos procedimentos
e, através das secdes cOnicas e das propriedades que as definem, obteve suas equacdes. A
partir da andlise e de seus estudos obteve as sete equacdes irredutiveis a partir da equacdo
geral do segundo grau com duas varidveis Ax*> + Bxy + Cy? + Dx+ Ey +F = 0, escrita na
linguagem atual.

As quédricas surgem de dois tratados do genial Arquimedes de Alexandria que sdo:
"Sobre Esferas e Cilindros" e "sobre Conoides e Esferoides", que abordam de forma apro-
fundada os sélidos de revolucdo, formados por elipse, pardbolas e hipérbole rotacionadas
em torno de seus eixos e também demonstracdes da area da elipse, drea e volume da esfera
e cilindro e das superficies obtidas por suas sec¢des. O manuscrito "Introducio aos Luga-
res Planos e Sélidos" concluido em 1636 por Pierre de Fermat traz uma percepcao de uma
geometria analitica em trés dimensdes onde é dito "se o problema envolve trés incognitas,
deve-se achar, para satisfazer a equacdo, ndo apenas uma curva, mas toda uma superficie".

O livro "Introducdo a Andlise Infinita" escrito por Euler € uma das grandes contribui-
¢des da geometria no R, publicado em 1748, considerado o primeiro livro-texto de superfi-
cies quadricas considerando-as como superficie de grau 2 no R>.

As narrativas histdricas apresentadas neste trabalho foram retiradas dos textos: "Apold-
nio"Eves [7], "Introducdo as Conicas"Delgado[13], "Meneacmus, Apolonio e Secgdes Co-

nicas"lezzi [12].

2.2 O software GeoGebra

2.2.1 Contexto Historico

O GeoGebra é um software de Matematica Dinamica, foi criado em 2001 como tese
pelo austriaco Markes Hohenwanter e uma equipe internacional de desenvolvedores para o
ensino da matematica. Pode ser utilizado em ambientes online ou offline, e reune elementos
de geometria, gréficos, dlgebra, probabilidade, planilhas de célculos e estatistica em um
unico pacote.

A comunidade GeoGebra é formada por milhdes de usudrios em praticamente todos os

paises e tornou-se assim, lider na drea de softwares de matemaética dinamica, contribuindo



no ensino e na aprendizagem de Ciéncias, Tecnologia, Engenharia e Matematica. Foi cons-
truido em java, podendo ser executado em Windows, Linux € Macintosh e seus aplicativos
estdao disponibilizados na internet, no site http://www.geogebra.org, conforme [?]. Pode ser
instalado via internet e outros meios de armazenamento, o que amplia suas possibilidades de
uso.

Os programas desenvolvidos em java podem ser executados virtualmente em qualquer
sistema operacional, conforme [10]. Outra vantagem do GeoGebra € ser um software multi-
plataforma, também executdveis em tablets com sistemas operacionais, Android, Windows
Phone, Unix/Linux e i10S, além de oferecer uma calculadora grafica para dispositivo An-
droid. O programa ¢ distribuido de forma livre e gratuita em todas essas plataformas.

O GeoGebra conta com seis institutos espalhados pelo Brasil. Trés desses institutos
possuem sites onde estdo disponiveis para instalacdo e utilizacao do software além de pesqui-
sas realizadas sobre o assunto. No ambiente informatizado os objetos matematicos passam
a ter representacdes mutdveis, diferentes dos tradicionais ambientes "giz e quadro-negro" ou
"lapis e papel”, Segundo Damasco [6]:

Tal dinamismo € permitido através da manipulacio direta sobre os objetos pre-
sentes na tela de computador. Por exemplo: em geometria os elementos de um
desenho sdo manipuldveis; o centro e o raio de uma circunferéncia, a reta e os
pontos pelos quais ela fica definida; no estudo das funcdes de primeiro grau
as suas respectivas representacdes graficas sdo objetos manipuldveis permitindo
descrever a relacdo de crescimento/decrescimento entre os coeficientes e suas

respectivas representacdes algébricas.

2.2.2 Interface Grafica

Nesta secao abordaremos assuntos sobre como fazer o download e instalagido do soft-
ware GeoGebra, bem como apresentamos a sua interface e suas principais ferramentas, usa-
mos com base o GeoGebra cldssico 6.0, portanto as caracteristicas que iremos mencionar
aplicam-se a essa versdo. A Figura 2.1 apresenta o sloan do GeoGebra.

Figura 2.1: Slogan do Geogebra-Fonte Autoria

GegaGebro

Para iniciar o processo de instalacdo € necessdrio acessar o site oficial do geogebra,
onde poderd baixa-lo e instala-lo no idioma portugués, simplesmente seguindo os procedi-
mentos de instalacdo orientados pela prépria pagina de download do site, onde o primeiro
passo serd escolher a versdo e o sistema operacional a ser instalado, conforme mostramos na

Figura 2.2.
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A interface do GeoGebra estd organizada em cinco partes. A primeira corresponde
a barra de ferramentas que possuem as ferramentas a serem empregadas na produgdo dos
objetos de estudo. Na segunda parte encontramos o campo de entrada, funcionando como
um espaco para o usudrio escrever coordenadas de pontos, fungdes e comandos. A terceira
€ a janela de dlgebra, que apresenta equacdes das figuras produzidas pelo usudrio, além de
coordenadas e valores das medi¢des. A quarta compreende a janela de visualizacdo, exi-
bindo pontos, segmentos e retas, vetores, se¢des conicas e funcdes elaboradas pelo usuério.
Por fim, como quinta parte do software, encontramos a barra de menus que, € a regido que
apresenta janelas com fungdes especificas por meio das quais, o usudrio pode abrir, gravar,
fechar arquivos, configurar ferramentas, etc. A Figura 2.3 a seguir apresenta a interface do

software GeoGebra.

Calculadora Grafica
Trace gréfico de fungdes, resolva equagoes e
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INCIo

Geometria

Construa circulos, angulos, transformagdes e muito
mais com esta ferramenta

INICIO

Realidade Aumentada
Introduza a matematica 3D a0 mundo real com
GeoGebra Realidade Aumentada

2.2: Pagina de download do GeoGebra-Fonte Autoria
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Figura 2.3: Janela padrao do GeoGebra-Fonte Autoria
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O GeoGebra apresenta uma quantidade consideravel de ferramentas, que possibilitam

ao usudrio realizar diversos tipos de constru¢gdes geométricas. Apresentamos na Figura 2.4
algumas dessas ferramentas.

Figura 2.4: Menu de ferramentas do GeoGebra-Fonte Autoria.

FERRAMENTA FUNGAO

MOVE OS OBJETOS CONSTRUIDOS

.A CRIAR UM NOVO PONTO

B

CRIAR UMA RETA A PARTIR DE DOIS PONTOS

"~ CRIAR UMA RETA PERPENDICULAR

.
,.

\

>+ CRIAR UM POLIGONO

o

CRIAR UM CIRCULO A PARTIR DO CENTRO E DE UM DE SEUS PONTOS
CRIAR UMA ELIPSE
CRIAR UM ANGULO

ESTABELECER A REFLEXAO EM RELACAO A UMA RETA

AR

®
i
~

ESTABELECE CONTROLE DESLIZANTE

f

MOVE JANELA DE VISUALIZAGCAO

&

Em cada icone hd opcdo do usudrio escolher outras ferramentas, para ter acesso a
estas ferramentas clica-se no botdo de cada um deles e descerd uma cortina como podemos
observar na Figura 2.5 a seguir:

Figura 2.5: Ferramentas do GeoGebra-Fonte Autoria.
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[\ otimizaczo <7 Vetor a Partir de um Ponto 2% Reta de Regresso Linear

7’\/" Raizes

Floo/<XN = [@o/4 N =+

> Poligono
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2.2.3 O GeoGebra no Smartphone

Segundo o site http://olhardigital.uol.com.br [19], o Smartphone é um item cada vez
mais incorporado s nossas vidas, mas este aparelho chamado de Smartphone, ainda € visto
com bastante desconfianca nas escolas, as quais costumam proibir seu uso em sala de aula.
De acordo com a UNESCO, ndo se deve restringir o uso do Smartphone na sala de aula,
deve-se entdo acolher a tecnologia para melhor aprendizado.

Em um documento chamado "Diretrizes de politicas para a aprendizagem mével"[21],
do ano 2013, a entidade argumenta que os celulares podem "permitir aprendizagem a qual-
quer hora, em qualquer lugar, minimizar a interrup¢do em areas de conflito e desastre"e "*
criar uma ponte entre a educa¢do formal e a ndo formal". Maria Rebeca Otero Gomes, coor-
denadora do setor de Educacdo da Unesco no Brasil, questiona "serd que em vez de proibir,
ndo € melhor acolhé-lo como ferramenta educativa?"

Sabe-se que estamos lidando com uma "geracao distraida", sdo aquelas pessoas que
prestam mais atenc¢do em seus aparelhos tecnolégicos do que em qualquer outra coisa. Entao,
neste trabalho enfatiza-se o uso do Smartphone nas aulas de Matemadtica, e como ferramenta
o uso do GeoGebra para Smartphones, o qual tem as mesmas caracteristicas funcionais do
GeoGebra para computadores.

2.2.4 O ambiente GeoGebra no Smartphone

Nesta se¢do apresentamos a interface do GeoGebra para Smartphones, que seja pla-
taforma Android, IOS ou Windows. Para adquirir o software para Android, o mais comum
entre os Smartphones, usa-se o Play Store e digita-se GeoGebra Calculadora Gréafica. De-
pois de baixado, abra o programa. A versdo para Smartphones nao difere muito da usada
em computadores comuns, com a vantagem da tela ser Touch Screen, facilitando assim o
manuseio devido a familiaridade dos alunos com esse tipo de midia. Mostramos um pouco
do ambiente nas Figuras 2.6, 2.7 e 2.8 a seguir.

Figura 2.6: Ambientacdo do GeoGebra na versao para o Smartphone-Fonte Autoria
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Figura 2.7: Tela de trabalho do GeoGebra no Smartphone com barra de ferramentas

acionada-Fonte Autoria
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Figura 2.8: Visualizagdo de uma pardbola nas duas telas do GeoGebra, Smartphone-Fonte

Autoria
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2.3 O Programa R

2.3.1 Contexto Historico

O software R permite operacdes matematicas, manipulacdo de vetores e matrizes, de-
senvolvimento de graficos, entre outros. E uma linguagem e um ambiente de desenvolvi-
mento integrado.

Foi criado pelo departamento de Estatistica da Universidade de Auckland, Nova Zelan-
dia, por Ross Ihaka e por Robert Gentleman, e o seu desenvolvimento foi dado por esfor¢o
colaborativo em varios locais do mundo. Nos dias atuais, esta sob constante desenvolvimento
por um grupo chamado R Core Team.

E da inicial dos criadores e de um jogo figurado com a linguagem S, da Bell Labora-
tories, antiga AT&T, que surge o nome R.

Apesar da linguagem e ambiente similar ao S, é considerado uma implementacao dis-

tinta do S, embora com importantes diferencas, muitos cddigos escritos para o S executa
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inalterados no R. As versdes bindrias pré-compiladas sdo fornecidas para Windows, Macin-
tosh, Unix/Linux. O cédigo fonte do R estd disponivel sob a licenca GNU GPL.

As bibliotecas que sdo pacotes para funcdes especificas ou dreas de estudo especificas
tornam o software R altamente expansivel. Um conjunto de pacotes € incluido com a insta-
lagdo de R, assim como muitos outros disponiveis na rede de distribuicdo do R (em inglés
CRAN).

2.3.2 Baixando e Instalando o R

Podemos obter o instalador do software R no enderecgo: https://www.r-project.org/, no
qual encontramos em versdes de acordo com os sistemas operacionais: Windows, Linux e
MacOS X. Praticamente muito do que precisamos saber sobre o R, encontra-se nessa pagina,
assim como seus pacotes adicionais, e informacdes sobre a excelente lista de discussao que
¢ mantida na internet e da qual participam as pessoas do nucleo de desenvolvimento do R.

Para iniciar o download basta acessar a aba "CRAN", e escolher o local de disponi-
bilizacdo do programa mais proximo de onde vocé se encontra. Existem atualmente cinco
opg¢des no Brasil: UFPR (Universidade Federal do Parana), UESC (Universidade Estadual de
Santa Catarina), Funda¢ao Osvaldo Cruz, USP (Universidade de Sao Paulo) e USP/Piracicaba.

Figura 2.9: Pagina de dowloard do software R-Fonte Autoria

The Comprehensive R Archive Network

Download and Install R
Precompiled binary distributions of the base system and contributed packages. Windows and Mac users most likely want one of

these versions of R:

CRAN » Download R for Linux

Marrors + Download R for (Mac) 0 X

What's new? + Download R for Windows

Task View

Search R is part of many Linux distributions, you should check with your Linux package management system in addition to the link
above.

P{”ﬁiﬁﬂipm Source Code for all Platforms

Windows and Mac users most likely want to download the precompiled binaries listed in the upper box, not the source code. The
sources have to be compiled before you can use them. If you do not know what this means, vou probably do not want to do it!

Software
R Sources e The latest release (2019-07-05, Action of the Toes) R-3.6 1 tar gz, read what's new in the latest version
R Binaries
%\gﬁ « Sources of R alpha and beta releases (daily snapshots, created only in time periods before a planned release)

ither

« Daily snapshots of current patched and development versions are available here. Please read about new features and bug

Documentation fixes before filing corresponding feature requests or bug reports.
Manuals
EAQs « Source code of older versions of R is available here.

Contributed
* Contributed extension packages

Questions About R

o If you have questions about R like how to download and install the software, or what the license terms are, please read our
answers to frequently asked questions before you send an email

What are R and CRAN?

Em seguida, selecione o sistema operacional em "Download and Install R". Veja a
Figura 2.9. Para a instalagdo basta seguir as instru¢des que aparecerdo na tela de seu compu-

tador.
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2.3.3 Instalacao do R-Studio

Para o usudrio que possui pouca afinidade com linguagem de programacao, o uso do
ambiente RStudio pode facilitar a realiza¢do de atividades e melhorar a experiéncia com o
software. O RStudio inclui um console, para a execucdo direta de comandos, bem como
ferramentas para plotagem, histdrico, depuracdo e gerenciamento de espaco de trabalho.

Apresentado em versdes de acordo com os sistemas operacionais Windows, Linux e
MacOS X, o R-Studio pode ser obtido no endere¢co www.rstudio.com/products/rstudio/downloard/.
Para iniciar o download, em "Installers for Supported Platforms", basta selecionar o link com
a plataforma do computador. Para a instalacdo basta seguir as instru¢des que aparecerao na
tela do computador, como podemos observar nas Figuras 2.10, 2.11 e 2.12.

Figura 2.10: Tela Inicial e Escolha do Local de Instalagdo-Fonte Autoria.

(5 Instalagéo do RStudio = (& Instalagio do RStudio = X

) i Y Escolher o Local da Instalagio
Completando o Assistente de e Escolha a pasta na qual instalar o RStudio.
Instalacao do RStudio

O Rstudio foi nstalado no seu computador. O Instalador instalard e RStudio na seguinte pasta. Para instalar em uma pasta diferente,
dicue em Procurar e selecione outra pasta, Cligue em Préximo para continuar.
Clique em Terminar para fechar este assistents

Pasta Destino

C:\Program Fies\RStud] Procurar...

Espago requerido: 43546
Espaco disponivel: 167,568

=eall <ol i

Figura 2.11: Escolher a Pasta do Menu Iniciar e Instalando-Fonte Autoria.

(5 Instalagéo do RStudio o X | Instalagéo do RStudio -
"\ Escolher a Pasta do Menu Iniciar (\ Instalando
£ ) Escoher uma pasta do Menu Iniciar para o atahos do RStudio, \-)J Por favor espere enquanto o RStudio estd sendo instalado.

Selecione a pasta do Menu Tniciar na qual vocg gostaria de criar os atalhos do programa. Vocé Extrair: Main js... 100%

pods também inserir um neme para riar Uma nova pasta. - | —
fr5tudic] [Mostrer detalhes|

Accessbilty ~

Accessories

Administrative Tools

Autodes

Ferramentas do Microsoft Office
Free Download Manager
Ghostseript

HP

KMSpico
Maintenance b
[Nao crier atalhos

<vater T

Figura 2.12: Termino da Instalagdo-Fonte Autoria.

(3 Instalagdo do RStudio

Completando o Assisiente de
Instalacdo do RStudio

0 RStudio foi instalado no seu computador,

Cligue em Terminar para fechar este assistente.

Terminar

15



2.3.4 Interface Grafica

Nesta sec¢do faremos uma breve descri¢do das screen (telas) que aparecem ao inicializar
o programa, observando uma melhor compreensao a respeito da interface grafica do R. Sao
elas:

a) Script: E o editor de texto no qual os cdigos sdo escritos e também onde os comentarios

podem ser colocados, e assim, sao salvos.

Figura 2.13: Exemplo da tela do script do software R-Fonte Autoria.

@ | Untitled1* @ | ellipse.R @ | plotcorr.R @ | pairs.profile R © | ellipse.arima0.R © | ellipse.profile.F
Source an Save A - +Run | *+ Source +
1 "ellipse” <-function (x, ...)
2 useMethod("ellipse™)
3
311 [Top Level) = R Script *

b) Environment: Nessa aba podemos acessar os objetos criados e o histérico dos comandos.

Figura 2.14: Exemplo da aba environment do software R-Fonte Autoria.

Environment  History ~ Connections —iE
-+ # Import Dataset ~ | & List ~

"k Glabal Enviranment =

Data
A num [1:3, 1:3] 23 5-137 -2-40
B num [1:3, 1:3] -1 37 2 35 8 -5 -2
c num [1:3, 1:6] 23 5-137 -2-40-1...
cidades 8 obs. of 2 variables
D num [1:301, 1:3] 200 196 192 188 184 ...
data 3 obs. of 2 variables
efit List of 5

¢) Console: E o local onde os comandos sdo executados e também onde aparecem os erros.

Figura 2.15: Exemplo da aba console no software R-Fonte Autoria.

Console  Terminal

You are welcome to redistribute it under certain conditions.
Type "license()” or 'Ticence()' for distribution details.

R is a collaborative project with many contributors.

Type 'contributors()’ for more information and

‘citation()’ on how to cite R or R packages in publications.
Type ‘dema()’ for some demos, "help()” for on-line help, or
"help.start(}" for an HTML browser interface to help.

Type "q()" to quit R.

[workspace Toaded from ~/.RDatal

> | v
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d) Files, Plots, Packages, helpe, Viewer: Aparecem no canto inferior direito. Na aba "Fi-
les" podemos explorar pastas e arquivos diretamente do RStudio. J4 na aba "Plots"
aparecem os graficos que forem feitos. Em "Packages" estdo listados todos os pa-
cotes instalados em sua méaquina. Em "Help" aparecem as ajudas das fungdes. E o

"Viewer"serve para visualizar as paginas em HTML e JavaScript.

Figura 2.16: Exemplo das abas do software R-Fonte Autoria.

Files Plots Packages Help Viewer

= Export -

Em diferentes estruturas podem estar organizados os dados no R. As estruturas mais

usadas sao:
e vector: Vetor com um ou mais elementos com uma dimensao;
e matrix: Matriz com duas dimensdes;
e factor: Vetor que apresenta dados categoricos;

e data.frame: parecido com aestrutura da matriz, mas permite colunas de diferentes

tipos de um mesmo objeto.

O vetor € uma das principais estruturas do R, segundo [9], pois pode armazenar ele-
mentos do tipo 16gico, complexo, numérico ou caracteres. O comando c () €é a maneira mais
simples de criar um vetor, que relaciona elementos num mesmo objeto.

Exemplos:
e Criar o vetor x = {1,5,7,8};
e Criar o vetory = {a,2,c,4};
e Usar o vetor y para criar o vetor z = {a,2,2,2,2,2.c,c,c,c,c,c,c,4,4,4,4,4,4,4,4};
Usando o comando factor (c () ), criamos vetores com caracteres que sao os fatores.

e Criar fator K={segunda-feira, sexta-feira, sdbado, domingo}
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O R € capaz de operar com matrizes. Assim podemos transformar um fator ou um vetor em

uma matriz. Ematrix () ocomando para criacdo de matrizes.
e Transformar o vetores z e o fator K em matrizes.

Veja os exemplos dados resolvidos no RStudio.

Figura 2.17: Exemplos de vetores

Source =20
Console  Terminal = 7
> #sintaxe#
> x<- ¢(1,5,7,8) #comando para criar o vetor x#
> y<- c("a",2,"c",4)#comando para criar o vetor y#
= z<- c(rep(y,x))# criar o vetor dos valores de y repetidos x vezes#
= #criar o vetor com os nomes desejados (sempre separados pos aspas)#
> K<- factor{c("segunda-feira"”,"sexta-feira","sabado"”, " "domingo"))
> #criar a matriz com os valores de z, com 7 linhas e 3 colunas (7x3)#
> #onde os valores estao organizados por linhas#
> TRIZ1<-matrix(z,nrow=7,ncol=3,byrow=T)
= #criar a matriz com os dados de K, com 2 Tinhas e 2 colunas (2x2)#
= #onde os valores estdo organizados pos olunas#
> TRIZZ2<-matrix{K,nrow=2,ncol=2,byrow=F)
> #Resultado#
= X # escreva X + enter, ele mostra o vetor criado#
[1] 1578
= y # escreva y + enter, ele mostra o vetor criado#
[1]: Ta™ 2™ Te™ T4
= z # escreva z + enter, ele mostra o vetor criado#
L) i R g T g R T TR e i A e A e R T A A e e R
[21] "4~
= K # escreva K + enter, ele mostra o vetor criado#
[1] segunda-feira sexta-feira sabado domingo

Levels: domingo sabado segunda-feira sexta-feira
= TRIZ1 # escreva TRIZ1 + enter, ele mostra o vetor criado#

[,1]1 [,2] [,3]

(ol (e~ i s

(2] =2 maE Tl

2] Ser e e

fa.: SeT: e e

(5] -oc: AR AT

[6,] ™4™ ™4™ ™a"

(7 A4 A TR

= TRIZZ2 # escreva TRIZZ + enter, ele mostra o vetor criado#
[,1] [.2]

[1,] "segunda-feira" "sabado"

[2,] "sexta-feira” "domingo"

-

Os data.frame possuem duas dimensdes assim como as matrizes, mas podem armaze-
nar tipos de dados diferentes em colunas diferentes, ou seja, a primeira coluna ser caracteres
enquanto a segunda ser numérica.

Uma das melhores formas de armazenar dados sao os data.frame, pois cada linha repre-
senta uma unidade e cada coluna uma varidvel observada em cada unidade. Mas o tamanho
de cada coluna deve ser o mesmo. Para criarmos um data.frame basta utilizar o comando
data.frame ().

Observe a Figura 2.18. No RStudio criamos o data.frame TESTE com o fator K e o

vetor Xx.
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Console  Terminal

L'

Vo w2

#sintaxe#

TESTE<-data.frame(K,x)# criar o data.frame com a coluna K e x#

#Resultado#

TESTE # escreva TESTE + enter, ele mostra o data.frame criado#

K X
segunda-feira 1
sexta-feira
sabado
domingo

o~ en

Figura 2.18: Exemplo de data.frame
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Capitulo 3
Conicas

As curvas que se obtém como intersecdo do cone circular reto de duas folhas com o
plano denominamos de coOnicas: elipse, hipérbole e pardbola, as quais estudaremos nesse
capitulo.

O principio fundamental da geometria analitica foi estabelecida por Pierre de Fermat,
inspirado pelos estudos de Apolonio, quando mostrou que uma reta € representada por uma

equacdo do 1° grau e as cOnicas uma equagdo do 2° grau.

3.1 Elipse

Podemos obter uma curva chamada elipse, da seguinte forma: fixe dois pregos numa
folha de papel, amarre as pontas de um barbante com comprimento maior que a distincia
entre eles, em cada um desses pregos. Com a ponta do ldpis risque o papel, mantendo o

barbante esticado. Veja a Figura 3.1.

Figura 3.1: Exemplo da elipse feita com barbante-Fonte Autoria.

P

Sua defini¢do formal € a seguinte.
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Definicdo: Uma elipse € de focos F; e F> € o conjunto dos pontos P do plano cuja
soma das distancias a F e F> € igual a uma constante 2a > 0, maior que a distancia entre os
focos 2¢ > 0. Ou seja, sendo 0 < ¢ < a e d(F1,F) = 2c,

g€ ={PcR?|d(P,F)+d(P,F>) = 2a}

, conforme [13].

Tomando os pontos F e F» (focos), o conjunto dos pontos P do plano tais que d(P, F) +
(P,F,) = 2a, com 2a > 2¢, em um plano cartesiano xOy tais que d(Fj, F;) = 2c¢, satisfazem
a definicdo da elipse.

Representamos a distancia focal, o eixo maior e o eixo menor respectivamente d (Fy, F>) =
2¢,d(A1,A2) =2aed(By,B;), onde a distancia focal e o eixo maior estdo sobrepostos e com

0 mesmo centro, o eixo menor € perpendicular FF, passando pelo seu ponto médio.

Figura 3.2: O gréfico da elipse e a identificacdo dos seus elementos-Fonte Autoria.

Tomando AjA,, F1F, contidos no eixo Ox, onde O é ponto médio de F1F, e BB,
contido no eixo Oy, com O ponto médio de BB, observe a figura 3.2, podemos escrever
d(P,F\)+ (P,F>) = 2a ou, equivalentemente

\/(x—c)2+y2—|—\/(x+c)2+y2:2a. (3.1)

Logo,

V()2 +y? =2a—4/(x—c)? +?

Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade, obtemos

(x+c)2+y2:4a2—4a\/(x—c)2+y2+(x—c)2+y2
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Assim

x? 4 2xc+ = 4a* —day/ (x—c)2 +y2 +x* — 2xc + 2
ar\/(x—c)2+y2 =a* —xc

Elevando ao quadrado novamente, temos

Dai, segue que

a* [(x—c)* +y*] = a* — 2a%xc +x*c%.
Ou seja,
a’x* = 2a*xc+a*c + a2y2 = a* — 2a*xc + X2
Logo,
a’x* —x*c? + a2y2 =a*—a*c?.
Dai,

(a2 =) +ary =a* (a* ).
Dividimos por,
a?(a* - ).
2 2 . . ~
Portanto, ;C—2+a2yj =1, pois (az—cz) >0=a>c>0S8ejab>=a’>—c*, entio0<b<a

e a® = b*+c?, logo a equacio da elipse é

[\S)
o

+5=1 (3.2)

QNl =

Agora mostraremos que a reciproca é verdadeira, ou seja, qualquer ponto cujas as coorde-

nadas satisfacam, esta equacdo, pertence a elipse. Tendo b> = a® — ¢? e multiplicando a

equagio reduzida da elipse por a*b?, obtemos

X2 (a2_C2)+a2y2:a2 (aZ_CZ).

Ou seja,

a* —2dcx+ A = d? (x2 —2cx+x° +y2) .

Logo,
(i —cx)?=d® [(x—c)z—i—yz} (3.3)

Da Equagdo 3.2, temos a > |x|. Como a? = b? + 2, temos também a > ¢ > 0. Dai

2

segue a’ > |cx|, ou seja, a= — cx > 0. Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros da

equagdo 3.3, temos

a—cx=a (x—c)?+y?
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Ou seja,

dex = 4a® —day/ (x — )2 +y?

2

Somando x?, y* e ¢> a ambos os membros da equagio, temos

X tdxc+c?+y? =4a* —dar/(x— )2 +y2+ X2 +yP 2

Dai,
@4 2xet 4y =40 —day (= 0 4y P~ 2xek Py
ou seja,
()H—c)2~|—y2 —4a* —4a (X—C)2+y2+(x—c)2+y2
Assim

2
(x+c)>+y* = (2a— (x—c)2+y2> (3.4)

2

A Equacao 3.2, também nos da y2 < b?%, donde y2 < a% —c?, assim ¢* + y2 < a2, logo

(x—c)>+y* =x* —2ex+ P +y* < 4ad?

Daf segue que \/(x —¢)? +y? < 2a, isto é, 2a — \/ (x — ¢)% +y% > 0. De ambos 0s membros

da equacdo 3.4, extraimos a raiz quadrada, obtendo

A/ (x+0)2+y2=2a—1/(x—c)2+y%

Ou seja

\/(x+c)2+y2+\/(x—c)2+y2 = 2a.

Assim concluimos a prova. O ponto P = (x,y) pertence a elipse se, e somente se satisfaz a
Equacao 3.2.

Na Figura 3.2, representamos graficamente a elipse, com eixo maior sobre o eixo das
abscissas, e 0 eixo menor sobre o eixo das ordenadas, centro coincidindo com o centro do
sistema.

No caso em que A|A;, B1B; estdo contidos respectivamente em xO e Oy, veja a Figura
3.3. Fazendo manipulagdes algébricas andlogas as obtidas anteriormente, a equacao reduzida
da Elipse tal que AjA; estd contida em Oy é, conforme [12] e [13],
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—+==1 (3.5)

Figura 3.3: O gréfico da elipse com eixo focal pertencente a Oy-Fonte Autoria.
hy

Como as varidveis de x e y na Equacdo 3.5, aparecem elevados ao quadrado, temos que
se (x,y) é um ponto da elipse, os pontos (x, —y),(—x,y) e (—x, —y) também sdo pontos dessa
curva. Isso nos mostra que a origem e os eixos coordenados, sdo respectivamente, o centro

de simetria e os eixos de simetrias. Seja y = 0 na equagdo 3.2, temos
xX“=a

ou seja

xX==a

Fazendo agora x = 0 obtemos y = +b. Chamamos os vértices da elipse os pontos
A1 =(a,0),A; = (—a,0), B = (0,b) e B, = (0,—b). O centro da elipse é o ponto médio do
segmento F1F;, ou seja, a origem do sistema de coordenadas.

O niimero e = ¢ € chamado de excentricidade da elipse. Seja c? = a®> — b? temos que
0 < ¢ < a, assim e € um nimero positivo menor que 1.

A excentricidade e aproxima-se de 1, quando ¢ aproxima-se a. Isso nos mostra que
geometricamente a elipse € alongada, pois b = Va2 -2 fica pequeno em comparagdo com

a. Se a excentricidade e aproxima-se de zero, ¢ também aproxima-se de zero. Quando
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b = a a excentricidade € igual a zero, assim temos uma circunferéncia, ou seja, uma elipse

degenerada.

3.1.1 Elipse Transladada

Suponha que a origem do sistema cartesiano xOy e o centro da elipse ndo coincidam,
com A1A; paralelo a xO e BB, paralelo Oy. Usaremos a definicdo da translacdo dos eixos
coordenados para encontrar a equacgao de tal elipse.

Defini¢io: Sejam xOy um sistema de eixos ortogonais, O’ = (xg,yo) um ponto do
plano e xX’O’y’ um sistema cujos eixos X0’ e O’y sdo paralelos aos eixos xO e Oy e tem
o mesmo sentido destes, respectivamente. Digamos por (x’,y’) as coordenadas do ponto P
no sistema de eixos xOy. Estabelecendo uma relacao entre as coordenadas de P no sistema
x'0'y' com o antigo xOy temos que x = xo+x' e y =yo +'.

Figura 3.4: Coordenadas de um ponto na translacdo de eixos-Fonte Autoria

Ay
Y'A
y' P
Yo+ y' ®
Yo
X
X
0 X0 xo + '

Agora vamos obter a equacao de uma elipse, por uma transla¢io de eixos coordenados,
cuja reta focal € horizontal ou vertical

Seja dada uma elipse de centro no ponto O' = (xg,yo) € AjA; paralelo a Ox no sistema
de eixos ortogonais x’ Oy’ obtido transladando o sistema xOy.

Tendo O’ = (xg,y0) como centro, a reta focal é y = yg e F{ = (xo —c¢,y0) € F» = (xo +

¢,y0) sdo os focos da elipse. Dizer que um ponto P = (x,y) = (x' + x0,)y + yo) pertence a
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elipse é equivalente a
d(P,F\)+d(P,F;) = 2a,

ou seja,

d(((X'+x0), (Y +¥0)), (x0 — ¢,50)) +d(((x' +x0), () +0)) (x0 + ¢, 50)) = 2a.

Mas pela defini¢ao da translacao dos eixos, equivale a

d((xl,y/), (—¢,0)) +d((xl7yl)7 (¢,0)) = 2a.

Assim,
o2 )2 _u)2
x_2+y_:1@(x ) 0=y
a’> b2 a? b?
Portanto, a equacdo relativa ao sistema xQOy é
)2 —u)2
(x—xo) 1 (y—o) —1 (3.6)

a? b?

Observe a Figura 3.5, onde temos o grafico da Equacao 3.6.

Figura 3.5: O gréfico da elipse com eixo focal paralelo Ox-Fonte Autoria.
Y Y’

Yo+ b

Yo

Yo—0b

0 x0—a To—C o To+c wp+a X

Seja a reta focal paralela ao eixo OY, procedendo analogamente, verificamos que a

equagdo em relagdo a XOY €

(X—XO)2 1 (y—yo)2 o
b? a?
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Figura 3.6: O gréfico da elipse com eixo focal paralelo Oy-Fonte Autoria.
Y ¥

Yo+ a

Yo+c

Yo

Yo—¢C

Yo —a

z
0 29— C 0 xo+c X

3.1.2 Elipse Rotacionada

Agora passaremos a rota¢ao de eixos coordenados. Suponha que por uma rotacao do
sistema de coordenadas xQy, obtemos a sistema de coordenadas x'Oy’, sendo uma rotagdo
de angulo B, num mesmo sentido em torno de sua origem O. Seja K um ponto qualquer do

plano com coordenadas (x,y) no sistema de coordenadas xOy. Temos que

x=d(0,D),y=4d(O,E)

Figura 3.7: Rotag¢do de um sistema de eixos coordenados-Fonte Autoria
Y

Y/

\ X'

No sistema de coordenadas x'Oy’, o par de coordenadas cartesianas do ponto K é
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(x',y). Ou seja,
¥ =d(0,D),y =d(0,E)
. Considere o segmento OK =t e o angulo o = KOD'. Podemo perceber facilmente na

Figura 3.7, as seguintes relagdes trigonométricas.
e x=d(0,D)=txcos(a+f)
e y=d(0,E) =t xsen(a+pf)
e X' =d(0,D') =t x cos(at)
e y=d(O,E') =t xsen()
Das relagdes seno da soma e cosseno da soma de dois arcos, obtemos
x=txcos(f+a)=x" xcos(f)—y xsen(f)

ou seja,
x=x'cos(B) —y sen(P)
De mesmo modo, temos

y = cos(B) +'sen(B)

. Resolvendo as equagdes de transformagoes para x’ e y/, obtemos

{x’ = xcos(fB)+ysen(p) (3.7

¥ = —xsen(B)+ycos(B).
As expressoes de transformacao de coordenadas 3.7, ajudardo a determinar as equagdes das
curvas, pela rotacao dos eixos coordenados.

Suponha que temos um sistema de coordenadas x’Oy’, obtido rotacionando o sistema
de coordenadas xOy por um angulo f3, no sentido anti-horario em torno da origem O = (0,0).
Seja a elipse € cujos os eixos ndo sdo paralelos aos eixos coordenados, ou seja, 0s €ixos sao
obliquos aos eixos cartesianos, com centro em O.

No novo sistema de coordenadas x'Oy’, a equagdo da elipse € cujos os focos sdo obli-

quos ao eixo x é:
x/2 N y/2
a’> b2

Usando as expressoes de 3.7 e substituindo em 3.8, obtemos

(xcos(B) +ysen(B))® . (~xsen(B) +ycos(B))*

a? b?

a equacdo candnica da elipse de centro O = (0,0), cujo eixo focal € obliquo ao eixo x. Se o

=1. (3.8)

=1,

eixo focal da elipse de centro O = (0,0) for obliquo ao eixo Y, temos a equacio



Figura 3.8: Elipse cuja a reta focal € obliqua ao eixo x - Fonte Autoria.

De forma andloga ao caso anterior, substituindo as expressdes 3.6, na equacdo dada,
obtemos

(xcos(B) +ysen(B))* | (—xsen(B)+ycos(B))*
2 + 2
b a
a equacdo candnica da elipse de centro O = (0,0), cujo oeixo focal seja obliquo ao eixo Y.

=1,

Figura 3.9: Elipse cuja a reta focal € obliqua ao eixo y-Fonte Autoria.
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3.2 Hipérbole

Defini¢ao: Uma hipérbole H de focos F| e F> € o conjunto de todos os pontos P do
plano para os quais modulo da diferenca de suas distancias a F] e F, € igual a uma constante

2a > 0, menor do que a distancia entre os focos 2¢ > 0:

H={PeR*|d(P,F)—d(P,F)| =2a}.

Figura 3.10: O grafico da hipérbole-Fonte Autoria

Tomando os pontos F| = (—c,0) e F> = (c,0), considerando 0 < 2a < 2c com AjA; =
2a, em um sistema cartesiano xOy,veja a Figura 3.10. Assim o conjunto de pontos P do
plano cujas diferencas, em médulo, das distAncias PF| e PF> é uma constante 2a, satisfazem
a defini¢do da hipérbole.

Figura 3.11: Exemplo do gréfico da hipérbole e os seus elementos da hipérbole-Fonte Auto-
ria

2

Estabelecendo uma relagio entre a e c, tal que ¢> = a + b?, ou seja, ¢ — a’® = b.
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Agora vamos considerar 2b = B|B; e BB, (eixo menor) contido no eixo Oy, com seu centro
na origem. Se P = (x,y) é um ponto da hipérbole, entdo

|d(P,Fy)—d(P,F;)| =2a

0 que equivale a

=2a,

okt oty

ou seja,

\/(x+c)2—|—y2—\/(x—c)2+y2:j:2a.

A (x+¢)2+y2=42a+/(x—c)2+y2

Elevando ao quadrado, obtemos

(x+c)2+y2 :4a2j:4a\/ (x—c)2+y2+(x—c)2—|—y2,

cx—a® = +a\/ (x—c)2 +y2.

Logo,

ou seja,

Elevando novamente ao quadrado, temos
A —2d*ex+at =a [(x—c)* +y7]

ou seja,

2

2t — 2a2cx+a4 = a®

x> —2a’cx+a*c* + azyz.
Logo,
(CZ _aZ)XZ _a2y2 _ 612<C2 _a2>'

2 2

Como ¢ > a, temos que A>atect—a*>0. Facamos b? = ¢* — a? e substituindo na dltima

igualdade, temos
D22 — Y = a?.
Portanto, dividindo ambos os membros da igualdade anterior por a’b?, obtém-se a
equacao reduzida da hipérbole, conforme [13].
22 B
az b

Como no caso da elipse, podemos mostrar de forma andloga que a reciproca € verda-

1. (3.9

deira é verdadeira, ou seja, se as coordenadas de P = (x,y) satisfazem a equagdo 3.9, entdo
P pertence a hipérbole.

Note que as varidveis x e y aparecem na equacao somente elevados ao quadrado. Isso
nos mostra que os eixos coordenados sido simétricos a origem. Na equacdo da 3.9 obtida,

fazemos y = 0, temos



isto, é

X = *a.

Os vértices da hipérbole, A| = (—a,0) e Ay = (a,0), sdo determinados pela interse¢do
do eixo focal F1F, com a hipérbole. Agora na equacdo da hipérbole, fazendo x = 0, obtemos
y?> = —b?, com b # 0. Isso nos mostra que nio hé intersecdo entre a hipérbole e o eixo OY.
O centro O da hipérbole € o ponto médio de segmento FjF>, isto €, a origem do sistema de
coordenadas. Como semelhante ao caso da elipse, o nimero ¢ define a excentricidade da
hipérbole, como 0 < a < ¢, temos e > 1.

Dada a equacio reduzida da hipérbole, obtemos

2 P 22 . 2 . b2 | 2
a? b 2 a?

Considere as retas r = j:gx, veja a Figura 3.12.

Figura 3.12: Distancia da reta r a hipébole y-Fonte Autoria.
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Observe o primeiro quadrante, a diferenca d é

Fazendo o valor de x tdo grande quanto desejarmos, essa distancia se tornara tao pe-
quena, ao ponto de aproximam-se de 0, mas nunca ser 0. Esse fato ocorre em todos os outros
quadrantes.

Dessa forma podemos dizer que as retas r = igx sdo assintotas da hipérbole.

3.2.1 Outros casos da Hipérbole

e Se a hipérbole possui centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Oy. Neste

caso, F1 = (0,—6), = (O,C), Al = (0,—(1), Ay = (0,(1), B = (—b,O) e By = (b,()),

2

onde b?> = ¢? — a*. Fazendo as manipulacdes algébricas andlogas as que foram feitas

na elipse, obtemos

[\S)
Tl o

=1,

Q|‘<
S}

cujas assintotas sdo as retas x = igy.

Figura 3.13: Hipérbole com eixo focal coincidente com Oy-Fonte Autoria.

e Se a hipérbole possui centro no ponto (xg,yo) e reta focal paralela ao eixo Ox. Uti-
lizando raciocinio semelhante ao feito com a elipse temos, F| = (xo —¢,y0) € F» =

(xo+¢,y0), A1 = (x0 —a,y0), A2 = (xo +a,y0), B1 = (x0,y0 —b) e By = (x0,y0 +b),

2

onde b> = ¢? — a*. Logo a equagio na forma candnica é

(x—x0)*  (y—yo)* .
a2z

; { 5 — 4b(y_
cujas assintotas sdo as retas y —yp = £ (x —Xxo).
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Figura 3.14: A hipérbole transladada com eixo focal paralelo a Ox - Fonte Autoria.

Yo+ b

Yo

Yo—b

e Se a hipérbole possui centro no ponto (xg,yo) e reta focal paralela ao eixo Oy. Neste
caso, Fi = (x0,y0 —¢) € F2 = (x0,y0 +¢), A1 = (x0,y0 —a), A2 = (x0,y0 +a), By = (x0 —
b,yo) € B = (xo+b,yp), onde b> = ¢> — a*. Portanto a equacio na forma candnica é

v —YO)2 (x —x0)2

2 !

: { 3 — 4b(y
, cujas as assintotas sdo as retas x —xo = £ _ (y — o).

Figura 3.15: A hipérbole transladada com eixo focal paralelo a Oy - Fonte Autoria.

Y

Yo+ ¢

Yo—a
B, (o4 B, X'

Yo ¢
|
Y- ————== === - =
’F\
Y —C= === == = == = = = -0
/O

]
o

e A equagdo da hipérbole cujo o eixo focal € obliquo ao eixo x, no sistema de coordena-
das xX’Oy’. Determinado pela rotagio do sistema de coordenadas xQy, por um angulo

B no sentido anti-hordrio em torno da origem O = (0,0), é:
X2 y/z
a>  b?

=1,
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aplicando a mudanca de varidvel vista pela expressdao 3.6, substituindo na equacgdo
dada, obtemos

(xcos(B) +ysen(B))?> (—xsen(B)+ycos(B))? —1

a2 b2
Assim esta é a equacdo da hipérbole de centro O = (0,0), cuja a reta focal é obliqua

ao eixo x. Conforme a Figura 3.16.

Figura 3.16: Hipérbole no sistema de coordenadas x' Oy’ rotacionados de xOy - Fonte Auto-

ria. ‘
Y’ Y

e Seja a hipérbole de eixo focal obliquo ao eixo y, centro O = (0,0). Podemos escrever

a equagao como:
x/2 y/2
» o a
De forma andloga ao caso anterior,fazemos a substitui¢do da Expressao 3.6 na equagao

dada, obtemos

(xcos(B) +ysen(B))*>  (—xsen(B)+ycos(B))> 1

b? a?

A equag@o candnica da hipérbole, com centro em O = (0,0) e reta focal obliqua ao
eixo Y, como podemos ver na Figura 3.17.

35



Figura 3.17: Hipérbole no sistema de coordenadas x'Oy’ rotacionados de xQOy - Fonte Auto-

ria.
Y !
Y’ X

3.3 Parabola

Definicao: Sejam r uma reta e F' um ponto do plano ndo pertencente a r. A Parabola
p de foco F e diretriz r € o conjunto dos pontos do plano cuja distancia a F € igual a sua
distancia a r.
p={PeR*|d(P.F)=d(Pr)}

Figura 3.18: O grafico da Pardbola-Fonte Autoria.

Dados os pontos F e a reta r de um sistema de coordenadas XOY, com F ndo perten-
cente a r, ambos fixos. Entdo o conjunto dos pontos P desse plano equidistante de r ¢ F
satisfazem a defini¢do da parabola.

A distancia de F a r é chamado parametro e denominamos de 2¢, o vértice da pardbola
¢ o ponto médio da distancia de F a r e o eixo de simetria da pardbola € perpendicular a reta
r, onde r é chamada de diretriz.

Vamos obter as formas candnicas da pardbola em relacdo a um sistema de coordenadas
XOY . Primeiramente as equagdes da pardbola com vértice na origem e reta focal coincidente
com o eixo OY.
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Suponhamos que a diretriz r é a reta y = —c, e a pardbola possui foco no ponto F =
(0,¢). Por defini¢do, se P = (x,y) é um ponto da pardbola (Figura 3.3), entdo vale a equag@o

d(P,F)=d(Pr).

Dai
Ox+1ly+c]|
_x—02-|- —c2:’—
VE—02+(y—0) e
ou seja,

Xt (y—c)?=y+cl
Elevando ao quadrado os dois membros da equagao,

4 (y—c)’=(+c)
Desenvolvendo
x2+y2 —2cy+c2 :yz%—ZC)/—{—c2

simplificando, obtemos
x* — 2cy = 2cy

ou seja,
x* = 4cy (3.10)

Reciprocamente, se as coordenadas de um ponto qualquer P = (x,y) satisfaz a equagéo

2

3.10, com ¢ > 0, entdo y > 0, assim (y+c¢) > 0. Acrescentamos (y —¢)* e extraindo a raiz

quadrada em ambos os membros da equagdo 3.10. Temos,

(y—c)?—x*=|y+c|

pela definicao estabelecida, encontramos a expressao analitica da condi¢ao geométrica. Logo,
P pertence a parabola de equagdo 3.10. Portanto a equacdo 3.10 € a equacdo da pardbola.

Denota-se equacdo reduzida da parédbola.
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Observe que apenas a varidvel x aparece elevado ao quadrado na equagdo 3.10, fazendo
y =0, temos x = 0. Isso nos mostra que o eixo de simetria da curva € o eixo das ordenadas

e corta a pardbola na origem V = (0,0), que € tnico. Isolando x na equac@o 3.10 temos

x=42,/cy (3.11)

Como os valores negativos ndo satisfazem a equacgdo 3.11, se ¢ > 0 temos y > 0. Isto
nos mostra que a pardbola estd acima do eixo Ox e € aberta para cima. Se ¢ < 0 apenas os va-
lores de y devemos considerar. Assim a pardbola esta abaixo do eixo Ox e tem a concavidade
voltada para baixo. Neste caso € facil verificar que o foco estd a baixo da diretriz.

Definimos que a excentricidade da pardbola € igual a 1, pois, por definicdo, a distancia
de qualquer ponto da parédbola até o foco € igual a distancia desse ponto até a reta diretriz.

Os casos seguintes, podem ser determinados de forma andloga, com as devidas mani-
pulacdes algébricas.

3.3.1 Outros casos da Parabola

e Se o foco F estd abaixo da diretriz r, veja a Figura 3.19. Neste caso teremos, F = (0, ¢)
e a reta diretriz r : y = ¢, onde 2¢ = d(F,r). Logo, P = (x,y) pertence a parabola se e
somente se

2 (y4e)t=y—c| x> =—dcy

Figura 3.19: Gréfico da pardbola de foco F = (0, ¢) e diretriz r : y = c-Fonte Autoria.
X

e Se o foco F esta a direita da diretriz r, observe a Figura 3.20. Como o vértice da
pardbola é a origem O = (0,0), temos que o foco é o ponto F = (c,0) e a diretriz é a

reta r: x = —c, onde 2¢ = d(F,r). Logo, P = (x,y) pertence a parabola se, e somente

v\ (x—c)2 32 = |x+c| & y* = dex.

se,
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Figura 3.20: Gréfico da pardbola de foco F = (¢,0) e diretriz r : x = —c-Fonte Autoria.

X /
P = (z,y)

]

F

(c,0)

e Se o foco F estd a direita da diretriz r, veja a Figura 3.21. Como o vértice da pardbola
¢ a origem O = (0,0), temos que o foco é o ponto F = (—c,0) e a diretriz € a reta

r:x=c,onde 2c = d(F,r). Logo, P = (x,y) pertence a pardbola se e somente se

(x+¢)2+y2 = |x—c| ©y* = —4ex

Figura 3.21: Gréfico da pardbola de foco F = (—c,0) e diretriz r : x = c-Fonte Autoria.

De forma andloga a elipse e a hipérbole, vamos considerar o sistema de eixos ortogonais
xX'0'y" com origem O' = (x¢,y0) e eixo O'x’ e O'y' que possui mesma dire¢do € 0 mesmo
sentido dos eixos OX e OY respectivamente, para obtermos a forma candnica da pardbola de
vértice no ponto O’ =V = (x,yp) € reta focal paralela ao eixo OX.

e Se no sistema de coordenadas xX’O’y’, a equacdo da pardbola é:y> = 4cx’; o foco é
F' = (c,0); o vértice é V/ = (0,0); a diretriz é r : X' = —c e areta focal é y' = 0, como
mostra a Figura 3.22. Logo, pela definicdo da translacdo do sistema de coordenadas
temos, x = x’' +x9 € y =y +yo. Entdo a equagio da parabola é

(v —y0)* = de(x —xp).
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Figura 3.22: Gréfico da pardbola de foco F = (x’ 4+ x0,y0) e diretriz r : x = xo — ¢ - Fonte

Autoria.
Y Y’
R B - P = (2 +x0,y + v0)
1
[}
[}
[}
I
[}
Yo 1 F = (zo+ ¢, 90)
o .T’: T X'

1 1

I 1

1 1

1 1

1 1

| 1

1

o T=fo—c : :

0| 2’ +x XU-*_ c X
e Se no sistema de coordenadas x'0'y’, a equagio da pardbola é: y> = —4cx'; o foco é

F' = (—c,0); o vértice ¢ V' = (0,0); a diretriz é r : ¥’ = c e areta focal ¢ y) =0, vejaa
Figura 3.23. Logo a equagdo da pardbola é

(v —y0)* = —4c(x —xo).

Figura 3.23: Griéfico da pardbola de foco F = (xo — ¢,yp) e diretriz r : x = xo + c-Fonte
Autoria.

Y+

Yo

N\

F = (w9 — ¢, ) X'

x =|xy+c

e Se o foco F estd acima da diretriz r no sistema de coordenadas xX'Oy, a equagio da
paribola é: x> = 4cy'; o foco é F' = (0,c¢); o vértice é V/ = (0,0); adiretrizé r:y = —c
e a reta focal é X' = 0, como mostra a Figura 3.24. Logo a equacio da pardbola é

(x—x0)* = 4c(y — yo).
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Figura 3.24: Gréfico da pardbola de foco F = (xo — ¢,yp) e diretriz r : y = yo — c-Fonte
Autoria.

Y y'

F = (z9— ¢, )
w—c -
o' S0,y + yo)
Y+

@ o 7 x

Yy=%—-c¢

O

e Se o foco F estd abaixo da diretriz r no sistema de coordenadas x'O'y’, a equagio da
pardbola é: x> = —4cy'; o foco é F' = (0,—c); o vértice é V' = (0,0); a diretriz é

r:y =cearetafocal é X' =0, observe a Figura 3.25. Logo a equagdo da pardbola é

(x—x0)* = —4c(y—y0).

Figura 3.25: Gréfico da pardbola de foco F = (xg,yg — ¢) e diretriz r : y = yo + c-Fonte

Autoria.
Y Y’

y=yotc

Yo

Y+

Yo—c¢

/

e A equacgdo da Pardbola cujo o eixo de simetria € obliquo ao eixo x, no sistema de
coordenadas x’Oy’. Determinado pela rotagio do sistema de coordenadas xQy, por um
angulo B no sentido anti-horario em torno da origem O = (0,0), é:

y'2 = 4cx/,

aplicando a mudanga de varidvel vista pela expressao 3.7, substituindo na equagao
dada,obtemos

(—xsen(B) +ycos(B))® = 4c(xcos(B) +ysen(P)).

Assim esta € a equagdo candnica da Pardbola de centro O = (0,0), cujo eixo de simetria
¢ obliquo ao eixo x. Veja a Figura3.26:
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Figura 3.26: Grafico da pardbola com eixo de simetria obliquo ao eixo X-Fonte Autoria.
N Y’ Y

’
. X

e A equagdo da Pardbola cujo o eixo de simetria é obliquo ao eixo Y, no sistema de
coordenadas x’Oy’. Determinado pela rotacio do sistema de coordenadas xQOy, por um

angulo B no sentido anti-horario em torno da origem O = (0,0), é:
X% = 4cy,

aplicando a mudanca de varidvel vista pela expressdao 3.6, substituindo na equacgdo

dada, obtemos

(xcos(B) +ysen(B))* = dec(—xsen(B) +ycos(B)).

Assim temos a equagdo candnica da Pardbola com eixo de simetria obliquo ao eixo y,

como nos mostra a Figura 3.27.

Figura 3.27: Gréfico da pardbola com eixo de simetria obliquo ao eixo Y -Fonte Autoria.
Y’ Y
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3.4 Classificacao das Conicas

A partir da translacdo dos eixos coordenados, temos que
X2 ylz
2T

a
é a equg¢do da elipse com focos no eixo O'x’ e centro O'. Pela defini¢do da translagdo dos

=1

eixos, temos que X' = x —xg € y = y — yp, logo a equacdo assim pode ser rescrito como

(x—x0)*  (r—yo)* 1
a? b? -

que é a equacdo reduzida da elipse de centro O' = (xg,yo) no sistema de coordenadas xOy.

Desenvolvendo os termo da equacgdo, obtemos
b?x? + a*y* — 2b%xox — 2a°yoy + azy% + bzx(z) —d’b* =0,
ou seja,
AX>+Cy*+Dx+Ey+F =0, (3.12)

onde A = b?,C = a*,D = —2b*xy,E = —2a’yp e F = a*yg +b2x(2) —a?b>.

As demais coOnicas transladada pode ser escrito de forma semelhante, adequando os
coeficientes a cada caso. A Equagdo 3.11 € a equag@o geral de uma conica transladada, pois
¢ a equacdo de uma elipse, de uma hipérbole ou de uma pardbola, isto €, se os coeficientes A
e C tem mesmo sinal, sinais diferentes ou se um deles € nulo.

Agora suponha que rotacionando o sistema de coordenadas xOy, por um angulo 8 no
sentido anti-hordrio em torno da origem, obtemos um sistema de coordenadas x’Oy’. Como
vimos anteriormente, a equagio de uma cOnica transladada no sistema de coordenadas x' Oy’

7z

e
A ) +C () +DxX+EY +F =0, (3.13)

onde pelo menos um dos coeficientes A’ e C’ ndo sdo nulos.
Substituindo a equacao de rotacdo 3.6 em 3.11, desenvolvendo as operagdes indicadas

e reduzindo os termos semelhantes, para determinarmos a equacao da cOnica, obtemos
Ax* +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0 (3.14)

onde temos:

A’ cos?(B) +C'sen?(B)

2(A"—C")sen(B)cos(B)

A’sen?(B) +C'cos?(B)
= D'cos(f)+E’sen(B)
= E'cos(B)—D'sen(B)
= F'.

(3.15)

mTm O Aaw >
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Note que o surgimento do termo misto xy, indica que o sistema de coordenadas esta
rotacionado. A partir de uma equagdo da forma 3.13, podemos determinar o angulo de

rotacdo facilmente, vejamos
A—C = Al[cos*(B) —sen*(B)] — C'[cos*(B) —sen?(B)] = (A’ —C')cos(2B).  (3.16)

Dai,
B=(A"—C")sen(2B) = (A—C)tan(2B),
ou seja, 5
tan(2p) = ic

Estamos considerando que A —C # 0, se A = C entdo a Equacdo 3.15 nos da que
(A" —C")cos(2B) = 0. Seja B # 0, entdo ndo podemos ter A’ = C’, logo cos(2f3) =0, ou
seja, B = 45°.

Observe que 3.13 € a equacdo da elipse se, e somente se 3.12 € a equagdo de um elipse.
Isto nos mostra que A'C’ > 0, ou seja A’ e C’ possuem o mesmo sinal. Usaremos as equagdes
3.14 para obtermos uma condi¢do para que a conica 3.11 seja uma elipse. Dessas seguem

que
AC = [(A")cos*(B) + (C") sen’(B)][A"sen(B) +C' cos*(B)]

ou seja,

AC = [(A")? +(C")?] cos?(B) sen*(B) +A'C'[cos*(B) 4 sen*(B)]
Como

B? =4[(A")? + (C')? —24'C"| cos?(B) sen*(B)
temos que
4AC — B> = 4A'C'[cos*(B) + sen*(B) +2cos(B) sen(B)]
ou seja
4AC — B> = 4A'C'[cos*(B) + sen*(B)]?

Dai segue

4AC—B>>0

Assim a equacio 3.13 é uma elipse se B> — 4AC < 0. De forma ansloga, se B> —4AC > 0 ou
B? —4AC = 0 a equacdo 3.13 representa respectivamente, uma hipérbole ou uma parabola.

O que mostramos € sintetizado no seguinte teorema.

Teorema 3.1 A equagdo Ax*> + Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0, em que A>+B*+C?> #0 ¢

uma conica. Em particular serd
o Uma elipse se B2 —4AC < 0;

e Uma hipérbole se B> —4AC > 0;
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e Uma pardbola se B> —4AC = 0.

Dada a Equacdo 3.13, podemos obter um esbo¢o de uma conica, a partir dos calculos acima

e do fato de sabermos que o dngulo de rotacdo é dada por

B 1 ) B
= —arctan | —— | .
5 arctan { ———

Na Equagdo 3.13, substituindo as equacdes

{x = x'cos(B) -y sen(B)

3.17
y = sen(B)+ycos(B), GA7)

obtemos uma equacao do tipo 3.12. Agora basta determinarmos a posicao da cOnica, para

isto, completamos o quadrado. Observe os exemplos a seguir.
Exemplo 01: Determinar a natureza do lugar geométrico da equagao
2 —2V3xy 43y +2vV3 42y =0
e reduzir a equacao a sua forma candnica, por transformac¢do de coordenadas.
Observamos inicialmente que
B*—4AC = (2V3)*—4-1:3=0

. Assim a equagdo desse exemplo representa uma pardbola. Temos também que

tan(2B) = #2@ =3.

Dai segue que
2B =60° < B =30°.

Como,

Das equacdes 3.16, temos

2 2

’ V3
1 / 3 /
Y=gty

Fazendo a substituicdo na equagdo dada, obtemos
(V)2 +4x —2v2y =0.
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Completando o quadrado na varidvel y, encontramos a equagao
(O =V3) =4 - 7).

ou seja, a equagdo de uma pardbola de vértice (3,/3).

Exemplo 02: Determinar a natureza do lugar geométrico da equagio
1
y=- (3.18)
x
e reduzir a equagdo a sua forma canonica, por transformacgdo de coordenadas.

Note primeiramente, que xy = 1. Como B> —4AC =1>2—4-0-0 > 0, temos que 3.17 é a

equagdo de uma hipérbole. De fato, como A = C = 0 temos que 3 = 45°. Dai segue que

A partir da equagdo 3.17, temos

V2, V2,
y=pr Ay

Substituindo na equagao dada, obtemos

1:x p— Qxl_ﬁl QXI_FQ/ — lz_ﬁ
Y 2 2V )\ 2 27 2"

Portanto, a equacgao da hipérbole é
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Capitulo 4
Construindo conicas no GeoGebra

Neste capitulo teremos como objetivo proporcionar uma ferramenta didética, posto que
o software disponibiliza vérias op¢des de construgdes das mesmas.

O software Geogebra permite trabalhar a dlgebra, a geometria e o cdlculo. O grande
diferencial do software GeoGebra e outros softwares de geometria dindmica € a possibilidade
de se poder introduzir diversos comandos de um modo prético e eficaz. Permite trabalhar a
Matemitica de trés diferentes formas: geométrica, algébrica ou através de planilhas. Para
este trabalho vamos nos concentrar nas formas geométrica e algébrica pois € desta forma que

as conicas sdo usualmente trabalhadas em sala de aula.

4.1 Forma algébrica

Durante as construcdes algébricas utilizando o Geogebra, deveremos utilizar o Campo
de Entrada para inserir as equagdes dos lugares geométricos pretendidos. Ressaltamos que
no campo de linha, o expoente ¢ comandado por ““acento circunflexo"na linha da equacao, o

produto € indicado por * e a divisdo indicada por /. Vejamos alguns exemplos mais simples:

a) Construa uma Elipse com centro na origem, eixo maior medindo 10 e eixo menor

medindo 8.

A equagdo desta elipse é da forma % + {—2 = 1. No Geogebra escrevemos no campo
de entrada a seguinte expressio: x*/25+y?/16 = 1.

O resultado obtido, observa-se na Figura 4.1
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Q Elipse - GeoGebra

NN NEERANEE

@ EBx/B+y/16=1 Y ?
+
|
-5
Figura 4.1: O gréfico da elipse de equagio x*/25 +y%/16 = 1.
b) Construa uma Hipérbole com centro (3,5), eixo real medindo 12 e eixo imagindrio
medindo 8.
Esta hipérbole terd equagcio (x563 2_0 I65 2 _ 1. No Geogebra escrevemos no campo
entrada a seguinte expressdo: (x —3)?/36 — (y—5)?/16 = 1.
Teremos o resultado visto na Figura 4.2.
¢) Construa uma Pardbola de foco (2,0) e reta diretriz x = —2.

Esta pardbola terd equagdo da forma y*> = 8x. No Geogebra devemos escrever no
campo entrada a seguinte expressdo: y* = 8x.

O resultado obtido observa-se na Figura 4.3.
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G‘ Elipse - GeoGebra

A7 OO L) N = ¢

He(x-3)2/36-(y-572/16=1 =1V

+

@

16 18

Figura 4.2: O gréfico da hipérbole de equagio (x —3)?/36 — (y —5)?/16 = 1.

€2 Hiperbole - GeoGebra

B] 4~ X > 004N =+

. P: y2 = 8x =N
Y

+ Entrada...

-2

4

Figura 4.3: O gréfico da pardbola de equagio y*> = 8x.
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4.2

Forma geométrica 1

4.2.1 A Parabola

Nesta secao utilizaremos as ferramentas mais bésicas de se trabalhar com o GeoGebra:

Ponto, Reta, Segmento, Intersecdo de Dois Objetos, Mediatriz, Reta Perpendicular, Circulo

dados Centro e Raio, Habilitar rastro e Animar, conforme [1]. Constréi-se uma pardbola

com reta diretriz sendo o eixo Ox e foco o ponto ¢(0,2). Finalmente faremos uma analise

matematica, justificando qual a figura satisfaz a defini¢do de parabola.

Seguiremos os 10 passos seguintes para melhor entender como construir a pardbola no

GeoGebra.

1°)
2°)
3°)
4°)

5%)

6°)
7°)

8°)

9°)

10°)

No Campo de entrada digite A = (—2,0) e B=(2,0);

usando a ferramenta Reta cria-se a reta r (reta diretriz), que passa pelos pontos A e B;
no Campo de entrada digite C = (0,2) néo pertence a diretriz (que serd o foco);
usando a ferramenta Ponto cria-se o ponto D qualquer pertencente a reta r;

usando a ferramenta Reta perpendicular traca-se a reta f perpendicular a reta r pas-
sando pelo ponto D;

usando a ferramenta Segmento traca-se o segmento CD;
usando a ferramenta Mediatriz traca-se a mediatriz do segmento CD;

usando a ferramenta Intersecao de Dois objetos constréi-se o ponto E na interse¢ao

entre a reta mediatriz e a reta f;
usando a ferramenta Segmento traca-se os segmentos CE e DE;

clique com o botao direito do mouse no ponto E e selecione a opcao Habilitar rastro,
em seguida mova o ponto D para os lados ou clique com o botdo direito do mouse no

ponto D e selecione a op¢do Animacao.

ApOs estes 10 passos, encontra-se o grafico de uma pardbola na janela de visualizagao

2D, como mostra a Figura 4.5.
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(:} Parabola - GeoGebra
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Figura 4.4: Habilitando o rastro do ponto E.

Observe que a distancia do ponto E a diretriz r caracteriza-se pela perpendicularidade
entre as retas r ¢ f. Temos também que DE = CE, pelo fato de i ser a mediatriz de CD.
_DE _

Portanto e = CE =

4.2.2 A Elipse

Nesta secdo, com auxilio das ferramentas mais bdsicas que o software possui, construi-
remos uma elipse. Seguindo uma sequéncia de oito passos e a defini¢do de circulo diretor
chega-se a figura desejada. Por fim, mostra-se matematicamente, que o grafico satisfaz a
definicdo de elipse, em seguida analisaremos sua excentricidade.

Pela defini¢do de conicas a partir da excentricidade, quando e < il(%lj)) < 1,onde F é
o foco e r a reta diretriz, tem-se uma elipse. Encontramos uma particularidade na Secdo 3.1
na figura 3.2 pois a € hipotenusa e ¢ um cateto do tridngulo B;OF, dai segue que 0 < 7 < 1.
Agora para poder observar a elipse pela excentricidade e construi-la no GeoGebra, precisa-se

da seguinte defini¢ao.

Defini¢cao(Circulo Diretor): Um circulo de raio 2a, cujo centro estd em um dos focos de

uma conica, € chamado circulo diretor, conforme[2].

Finalmente, podemos construir através do software GeoGebra uma elipse, vamos aos

8 passos.
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Figura 4.5: Exemplo da constru¢@o da pardbola-Fonte Autoria.

@ Pardbola - GeoGebra

R)> ~ X > OO &N =
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o D = Ponto(r) E
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@
— 5.32
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@
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@
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— 7.08
-1
j = Segmento(C, E)
O 2
— 7.08 Ik
+ -3
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1°) No campo de entrada digite A = (—3,0) e B = (3,0) para criar dois pontos, de tal modo
que a distancia entre eles seja menor que 10. (d(A,B) = 2c¢ e 10 = 2a, na defini¢ao de
elipse, pois 0 < 2¢ < 2a)

2°) usando a ferramenta Circulo dado Centro e Raio cria-se um circulo diretor de raio

10 com centro em A;
3°) usando a ferramenta Ponto cria-se o ponto C sobre o circulo diretor;
4°) usando a ferramenta segmento cria-se os segmentos CA e CB;
5°) usando a ferramenta Mediatriz cria-se a mediatriz do segmento CB;

6°) usando a ferramenta Intersecao de Dois Objetos cria-se o ponto D de intersecdo entre

os segmentos CA e a mediatriz m;
7°) usando a ferramenta Segmento cria-se os segmentos BD e DC;

8°) clique com o botao direito do mouse no ponto D e selecione a op¢ao Habilitar rastro,
depois mova o ponto C para os lados ou clique com botao direito do mouse e selecione
a opcdo Animar, veja a Figura 4.6.
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Figura 4.6: Habilitando o rastro do ponto D-Fonte Autoria

¥ Pardbola - GeoGebra
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Ao final destes 8 passos encontramos na janela de visualizagdo 2D a Figura 4.7 que
representa um elipse, de centro na origem, de um sistema de coordenadas cartesianas com
¢ =3 e a=>5. Isto se justifica matematicamente, pois a mediatriz do segmento CB, garante
que BD = DC. Logo AD+ BD = AD + DC = 2a.

4.2.3 A Hipérbole

De forma andloga a Se¢do 4.2.2, utilizaremos os mesmos argumentos da elipse, adap-
tando para a definicdo de hipérbole, pode-se construir a mesma com o software GeoGebra
utilizando-se novamente, do conceito de circulo diretor, e com as mesmas opg¢des de ferra-
mentas da Secao 4.2.2.

Para construir a hipérbole descreve-se abaixo os nove passos. Seguindo estes, encontra-
se o grafico de uma hipérbole com 2¢ = 10 e 2a = 8, conforme[13]. Por fim, mostra-se ma-
tematicamente, que o gréifico verifica a defini¢do da hipérbole. Além de analisarmos a sua

excentricidade.

1°) No Campo de Entrada digite A = (—2,0) e B= (8,0);

2°) usando a ferramenta Circulo dados Centro e Raio cria-se o circulo diretor de raio 8

com centro em A;

3°) usando a ferramenta Ponto cria-se um ponto C sobre o circulo diretor;
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Figura 4.7: A elipse-Fonte Autoria

€ Pardbola - GeoGebra
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usando a ferramenta Reta cria-se a reta f que passa pelos pontos A e C;
usando a ferramenta Segmento cria-se o segmento BC;
usando a ferramenta Mediatriz cria-se a mediatriz do segmento BC;

usando a ferramenta Intersecao de Dois Objetos cria-se o ponto D de intersecdo entre

areta que passa por A e C, e a mediatriz do segmento BC;
)] usando a ferramenta Segmento cria-se os segmentos BD e DC;

clique com o botdo direito do mouse no ponto D e selecione a op¢cao Habilitar Rastro,
depois movimente o ponto C. Ou com o botdo direito do mouse no ponto C e selecione

Finalmente, com estes 9 passos obtém-se uma hipérbole, como podemos ver na Figura

s
) C = Ponto(c) « o
— (6.94, 1.09) ®
® f = Segmento(A, C)
— 10
® g = Segmento(C, B)
— 4.09
® h : Mediatriz(g)
— 3.94x + 1.09y = 20.18
D = Intersecdo(f,h)
— (4.88, 0.86)
® i = Segmento(D, C)
— 207
® j = Segmento(D, B)
— 207
]
4°)
5%)
6°)
7°)
8
9°)
a opcao Animacao, veja a Figura 4.8.
4.9.
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Figura 4.8: Habilitando o rastro do ponto D - Fonte Autoria

€ Hiperbole - GeoGebra

X

A LR ™ o o || a=
kA~ eo)<) N =]« Sicee
e oty — e
=N &
C = Ponto(c)
© ®
— (5.65, 2.36)
f : Reta(A, C)
@
— -2.36x + 7.65y = 4.71
g = Segmento(C, B) Ponto D(9.05, 3.41)
. Ci
o333 oordenadas Polares
@® Exibir Objeto
- @ an Exibir Rotulo
h : Mediatriz(g)
@ @ ¢ Exibir Rastro
— -2.35x + 2.36y = -13.29 [[3 Renomear
~ & Apagar
® D = Intersegao(h.f) £ Configuracdes
— (9.05, 3.41)
i = Segmento(B, D)
@ L
— 3.57
j = Segmento(D, C) ?\
— 357 Q
+ En
=

Figura 4.9: Exemplo da constru¢do da hipérbole no ultimo passo - Fonte Autoria.

€2 Hiperbole - GeoGebra

C = Ponto(c)

— (5.96, 0.8)

f: Reta(A,C)

— -0.8x + 7.96y = 1.6
& = Segmento(C, B)

— 219

h : Mediatriz(g)

— -2.04x + 0.8y =-13.92
D = Intersegao(h, f)

— (7.19,0.92)

i = Segmento(B. D)

- 123

j = Segmento(D, C)

— 123

+
B

=

N EEY Sl BN E S =

B

Observa-se que o comprimento do segmento AB seja AB = 10 = 2¢ e 8 = 24, ou seja,

<> 1. Considere que a mediatriz de CB garante que BD = CD, e por consequéncia tem-se

*>2a " a

4.3 Forma geométrica 2

Analogamente ao caso anterior, vamos utilizar o GeoGebra na forma geométrica cujos

principais recursos ja estdao disponiveis na sua barra de ferramentas e os conceitos geométri-

cos podem ser explorados através deles.
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Como no caso anterior, deverdo ser realizadas as construcdes das conicas seguindo
algumas orientagdes. Os resultados s@o de grande relevancia para o estudo da conicas, cabe

ao professor explorar os teoremas ali intrinsecos e suas propriedades.

4.3.1 A Parabola

Agora apresenta-se os 7 passos necessdrio para a construc¢do da pardbola.

1°) Selecione a ferramenta Ponto e crie os pontos A e B na janela de visualizagido 2D;
2°) selecione a ferramenta Reta e crie uma reta a passando pelos pontos A e B;

3°) usando a ferramenta Ponto cria-se um ponto C sobre a reta a e um ponto D fora dela;
4°) secione a ferramenta Segmento e crie o segmento CD;

5°) secione a ferramenta Mediatriz e crie a mediatriz do segmento CD;

6°) clique com o botdo direito do mouse sobre a mediatriz e selecione a op¢ao Habilitar

Rastro;

7°) clique com o botdo direito do mouse sobre o ponto C e selecione a opcdo Animar,

veja a Figura 4.10.

Figura 4.10: Habilitar o rastro da mediatriz - Fonte Autoria.

€ Parl - GeoGebra
A @O 4] =) ¢
A=(12) Y 9

B=(3-1)

e o o~

a: Reta(A.B)

— x4y =5

C = Ponto(a)

[ ]

— (0.27, 1.05)
D=(33)

f = Segmento(C, D)
®

— 3.36

g : Mediatriz(f)

@

— -2.73x - 1.95y = -8.41

Em alguns segundos a pardbola ira se formar, como mostra a Figura 4.11. Para in-
terromper a animacao basta clicar no botdo parar, no canto esquerdo, abaixo na janela de

visualizagdo 2D.
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Figura 4.11: A pardbola formada apés animagdo do ponto D - Fonte Autoria.

€2 Part - GeoGibrs
[&] |~ > el2] L] ~]=]+ S
Q@ A=(12 . '
@ B=(3-1

a: Reta(A,B)
— 3x+4y=5

C = Ponto(a) Sl

— (056, 0.83)
@ p=@3

f = Segmento(C. D)

— 3.26

& : Mediatriz(f)

— -2.44x - 217y = -85 1, il

#1112 JrTA
+ | Entrada... 11 ""A”",’,’,’/fr",',’
LHH i

)
AR
/ I R
BE 1 LD RIRERIRBRPRR

Na construcao dessa pardbola estdo contidos em cada passo, conceitos bdsicos. A reta a
definida pelos pontos A e B é chamada reta diretriz da pardbola. O foco da pardbola é o ponto
D obtido fora da reta a. Os passos apresentados na obten¢do desta pardbola no GeoGebra sdo
denominados “A pardbola como envoltéria de suas tangentes" e baseia-se numa importante
propriedade das pardbolas que podem ser obtidas por meios de suas tangentes, a qual serd

apresentada na Prop. 4.1.

Proposicao 4.1 Seja p uma pardbola de foco F e diretriz d. Um ponto P pertence a d se, e

somente se, P é o simétrico de F em relacdo a uma reta tangente p.

Demonstracao. Se P é simétrico de F' em relagdo a reta tangente a p em Q, entdo P é

projecdo ortogonal de Q sobre a diretriz d e, portanto pertence a d.

Figura 4.12: Pontos simétricos a tangente de uma pardbola - Fonte Autoria.
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A reciproca também € verdadeira. Seja P um ponto pertencente a diretriz d. A perpen-
dicular a d em P intersepta a mediatriz do segmento F'P num ponto Q da pardbolap e P € o

simétrico de F em relagdo a reta tangente a p em Q.

Figura 4.13: A reta d formada por pontos simétricos ao foco pelas retas tangentes a parabola
- Fonte Autoria

A pardbola € definida como a envoltdria da familia de suas tangentes.

4.3.2 A elipse

As orientacdes para constru¢cdo de uma elipse, serdo divididos em 10 passos. Vejamos
quais sao:

1°) Usando a ferramenta Ponto crie dois pontos A e B na janela de visualiza¢io que serdao

os focos da elipse;

2°) selecione a ferramenta Circulo dado Centro e Raio e crie uma circunferéncia de

centro A e raio maior que AB;
3°) usando a ferramenta Ponto cria-se um ponto C na circunferéncia;
4°) selecione a ferramenta Segmento e construa os segmentos AC e BC;
5°) usando a ferramenta Mediatriz trace a mediatriz do segmento BC;

6°) selecione a ferramenta Interse¢cao de Dois Objetos e crie um ponto D na intersecdo

entre a mediatriz BC e o segmento AC;
7°) usando a ferramenta Segmento trace os segmentos BD e CD;
8°) usando a ferramenta Exibir/Esconder Objetos e oculte a mediatriz e o segmento AC;

9°) clique com o botao direito do mouse no segmento CD e selecione a op¢ao Habilitar
Rastro;

10°) clique com o botdo direito do mouse no ponto C e selecione a opcdo Animar.
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Figura 4.14: Habilitar o rastro do segmento CD - Fonte Autoria.

€ Elil - GeoGebra

DRI EPANEE

Q A=(09 107) =N
©® B=(12
c: Circulo(A, 8)
@
— (x- 097+ (y-1.07) =64
C = Ponto(c)
. ®
— (83,-1.97)
f = Segmento(A, C)
@)
— 8
g = Segmento(B, C) 1
]
— 418
h : Mediatriz(g)
O
— -1.3x + 3.97y = -9.9
D = Intersecdo(f, h)
@
— (5.32,-0.75)
i = Segmento(D. B) :
= - ®

Em alguns segundos a elipse ira se formar, como podemos ver na Figura ??. Para
interromper a animagdo basta clicar no botdo parar, no canto esquerdo, abaixo na janela de
visualizagdo 2D.

Figura 4.15: Construgdo da elipse a partir do circulo diretor - Fonte Autoria.

€ Elil - GeoGebra

DREERNEEFRANEE

Q@  A=(09 107 =
@ B-(72
c: Circulo(A, 8)
@
— (x-0.9) + (y- 1.07)* = 64
C = Ponto(c) & Hix
¥ ®
— (8.02, -2.58)
f = Segmento(A. C)
@)
— 8
g = Segmento(B, C)
@
— 4.69
h : Mediatriz(g)
O
— -1.02x + 4.58y = -9
D = Intersecdo(f, h)
— (4.75,-0.9)
I i = Segmento(D, B)

Figura 4.16: A elipse.
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Os conceitos para obten¢do dessa elipse podem ser observados a cada passo desta cons-
trucdo. Os focos da elipse serdo os pontos A e B como ja foi dito. O raio da circunferéncia
obtida no item 2 serd o comprimento do eixo real da elipse que ira se formar. A garantia para

obtencdo da elipse no interior da circunferéncia € dada pela seguinte proposicao.

Proposicao 4.2 Seja € uma elipse de focos A e B, eixo maior 2a e uma circunferéncia 7y de
centro em A e raio medindo 2a. Um ponto P pertence a Y se, e somente se, P é simétrico a B

em relacdo a uma reta tangente a €

Demonstracao. Se P € simétrico a B em relac@o a tangente a € em X, entdo o tridngulo
BPX é is6sceles e XP = XB. Como AX +XB = 2a,logo AX +XP =2ae P €Y.

Figura 4.17: A elipse no interior da circunferéncia - Fonte Autoria.

Reciprocamente, seja P € . Existe X € € tal que AX +XP = 2a. Como AX +XB = 2a,
temos que XB = XP e o tridngulo BXP é is6sceles. Logo X pertence a mediatriz e como
queriamos demonstrar, P é simétrico a B em relagdo a uma reta tangente a € em X.

A elipse se forma envolvida pelos infinitos segmentos PX que se obtém deslocando P
sobre a circunferéncia.

4.3.3 A hipérbole

Apresentaremos agora, 0s 9 passos para a construcao da ultima conica, a hipérbole.
Vejamos quais sao:

1°) Usando a ferramenta Ponto cria-se dois pontos A e B na janela de visualizagdo 2D que
serdo os centros da hipérbole;

2°) selecione a ferramenta Circulo dado Centro e um de seus pontos ¢ crie uma circun-
feréncia de centro A e raio menor que AB;
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3°) usando a ferramenta Ponto cria-se um ponto D sobre a circunferéncia;

4°) selecione a ferramenta Reta e construa uma reta a passando pelos pontos A e B;
5%) selecione a ferramenta Segmento e trace o segmento BD;
6°) usando a ferramenta Mediatriz trace a mediatriz do segmento BD;
7°) selecione a ferramenta Intersecio de Dois Objetos e crie um ponto E na interse¢io
entre a mediatriz do segmento BD e a reta a;
8°) usando a ferramenta Segmento trace os segmentos BD e CD;
9°) clique com o botdo direito do mouse no segmento BD e selecione a op¢ao Habilitar
Rastro;
10°) clique com o botdo direito do mouse na mediatriz do segmento BD e selecione a op¢do
Animar.
Figura 4.18: Habilitando o rastro da mediatriz do segmento BD - Fonte Autoria.
€2 Elil - GeaGebra
PR N cl=IFANEE
Q@ A=(2-2 N
Q© B=(61) : ;
O c=(6-2 : 1
2
: Circulo(A, C
) c: Circulo(A, C) :
- (x-2P+(y+27=16
® D = Ponto(c) T ] 2 3 4 5 7 8
— (5.89, -2.94) ® \fE
: m Reta a: Mediatrizde g
® f : Reta(A,D) A Equacdoy=ax+b
— 0.94x + 3.8%y = -5.9 Forma Paramétrica
Equacdoax+by+c=0
g = Segmento(B, D) #*®, Exibir Objeto
@ # A Exibir Rotulo
— 394 # & Exibir Rastro
E ax [ Renomear
O a : Mediatriz(g) Apagar
— 0.11x + 3.94y = -3.15 v Configuracdes
-
E = Intersecdo(a, g)
® | _ ) i
— (5.94, -0.97 -
EE '

Em alguns segundos a hipérbole ira se formar. Para interromper a animagdo basta

clicar no botdo parar, no canto esquerdo, abaixo na janela de visualizag¢do 2D.
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Figura 4.19: Hipérbole formada pelo rastro da tangente - Fonte Autoria.

€7 Eli1 - GeoGebra

DN EEEANEE

Q@ aA=(-2

@ B=(61)

O c=(6-2)
c: Circulo(A, C)

@
— (x-22+(y+22=16

« 1=

D = Ponto(c)

@)
— (5.45, -4.02)
f: Reta(A.D)

@
— 2.02x + 3.45y = -2.86
g = Segmento(B, D)

@
— 5.05
a : Mediatriz(g)

@)
— 0.5bx 4 5.02y = -4.45
E = Intersegio(a, g)

@
— (5.73,-151)

&

Ressaltamos que nenhum dos teoremas apresentados pode ser provados com o uso
do software Geogebra em si, pois a matemdtica, enquanto ciéncia, utiliza-se do método
dedutivo, no entanto, tal pritica € de grande valia, pois quando bem utilizada, facilita a

compreensdo do exposto por parte do educando.
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Capitulo 5
Quadricas

Uma quddrica ou uma superficie quadrica é o conjunto de pontos P = (x,y, z) no espago
tridimensional, cujas as coordenadas cartesianas verificam a equacao do segundo grau com
trés variaveis:

Ax* 4 By* + CZ* + Dxy + Exz + Fyz+Gx+ Hy +1z+J =0 (5.1)

em que A,B,C,D,E . F,G,H,I e J sdo nimeros reais € pelo menos em dos coeficientes
A,B,C,D,E e F ¢ diferente de zero. A quadrética passa pela origem O = (0,0,0), se o
termo independente J da equagdo acima for zero.

A Equacdo 5.1 pode ser reduzida a duas formas, como no caso das conicas através de

translac@o de eixos e rotagcdo de eixos, vejamos
Mx*+Ny* + Pz =R (5.2)
ou,
Mx* 4 Ny* = Sz (5.3)

quando permutamos z por x ou y encontramos formas andlogas a Equagao 5.3.

5.1 Quadricas Canoénicas

As quddricas que possuem como centro de simetria a origem sdo do tipo 5.2. As
quadricas que ndo possuem centro de simetria sdo do tipo 5.3, sdo denominadas quédricas

ndo céntricas. Apresentaremos inicialmente as superficies quadraticas céntricas.

5.1.1 ELIPSOIDE

Um subconjunto S do espago tridimensional € um elipséide se existe um sistema orto-

gonal de coordenadas e nimeros a, b, ¢ positivos, tais que

2 2 2

X y Z
—({PeR}|S+5+5=15.
N {e |a2+b2+cz }
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O elipsoide € uma superficie como podemos observar na Figura 5.1 , tendo por equagdo do
segundo grau na forma candnica

2 2 2
X y Z
2Tpta=! (5.4)

Figura 5.1: Exemplos de elipsoides construidos no software R - Fonte Autoria.

Seja z =k com k € R, a Equacdo 5.4 nos d4

2y 2
; + ﬁ =1- g
Esta expressdo nos mostra que a interse¢ao do plano horizontal z = k com o elipsoide, nos
casos em que |k| < ¢, |k| = c e |k| > ¢, é uma elipse, um ponto ou vazio. Nos casos em que
os planos sdo x = k e y = k, a andlise semelhante € vélida para as intersecdes.
Note ainda que o elipsoide € simétrico em relacdo todos os eixos coordenados, aos
planos coordenados e a origem. Temos também que a superficie € um esfera de raio R,

quando a = b = ¢ = R na Equagdo 5.4

5.1.2 HIPERBOLOIDE DE UMA FOIHAS

Um subconjunto § do espago tridimensional é um hiperboléide de uma folha se existe

um sistema ortogonal de coordenadas e nimeros a, b, ¢ positivos, tais que

2 2 2
- (LY
S—{PER 5+ 1}.

O hiperboléide de uma folha é uma superficie como nos mostra a Figura 5.2, tendo por
equacdo do segundo grau nas formas candnicas

2 2 2
Xy oz
Stm =] (5.5)
ou
X2 y2 ZZ .

Y

az b? 2
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Figura 5.2: Hiperboloide de uma folha.

ou 2 2?2

As analises da equacdo na forma 5.5, diferem das outras formas apenas pela posi¢ao
dos eixos coordenados. Note que as intersecdes com o eixo Oz sdo nula, pois quando x =
y = 0 devemos ter —z> = ¢2, o que ndo possui solu¢io no conjunto dos nimeros reais. As
interse¢des com os eixos Ox e Oy sdo os pontos (+a,0,0) e (0,+b,0) respectivamente.

Planos paralelos dos planos xOz e yOz que passam pelos pontos (+a,0,0) e (0,£b,0)
determinam duas retas concorrentes. Quando ndo passam por estes, intersectam a superficie
na forma de hipérboles. A superficie do hiperboloide quando interceptado por planos para-
lelos ao plano xOy, determinam elipses. Podemos notar ainda que a superficie hiperboloide

¢ simétrica em relagdo a todos os eixos coordenados, aos planos coordenados e a origem.

5.1.3 HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS

Um subconjunto S do espaco tridimensional € um hiperboloide de duas folhas se existe

um sistema ortogonal de coordenadas e numeros a, b, ¢ positivos, tais que
2 2 2
x* oy oz
S={PeR| -S4+ - =1¢.
{ | a> b2 2

O hiperboléide de duas folhas é uma superficie,observe a Figura 5.3, tendo por equagdo do

segundo grau nas formas candnicas

2 2 2
X y Z
_;4_?_?:1 (5.6)
ou 2 2 2
_x_z_y_+z_ — 1,
a b2 2
ou
X2 y2 Z2



Figura 5.3: Hiperboloide de duas folhas construido pelo software R - Fonte Autoria.

Observemos que as equagdes sao simétricas em relagdo a todos os planos coordenados,

eixos coordenados e a origem. O estudo que faremos da equacgdo 5.6, difere das outras duas
apenas pela posicao dos seus eixos coordenados. Note ainda que o hiperboloide de 2 folhas
ndo tem interse¢des com os eixos Ox e Oy, apenas com o eixo Oz nos pontos (0,0,c) e
(0,0,—c). Quando o plano z = K, K € IR intercepta a superficie, as intersegdes sdo elipse
desde que |K| > ¢. Se |K| < ¢ a interse¢@o é um conjunto vazio.

5.1.4 CONE ELIPTICO

Um subconjunto S do espaco tridimensional € um cone eliptico se existe um sistema

ortogonal de coordenadas e nimeros a, b, ¢ positivos, tais que

2 2 2
_ 3 Y 2
S_{Pelma2 bf—z_o}

S

O cone eliptico € uma superficie, tendo por equacao do segundo grau nas formas canonicas

2 2 2
atpmao 7
ou 2 yZ 2
—5+t 5 =0,
ou X2 y2 Z2
=0.
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Figura 5.4: Cone eliptico

Note que as equagdes sdo simétricas em relagio a todos os planos coordenados, eixos
coordenados e a origem. Na Equacao 5.7 do cone eliptico, analisamos as se¢des planas. Note
que a interse¢do de planos paralelos ao plano xOy que passam pela origem com a superficie
¢ o vértice (0,0,0). Se o plano ndo passar pela origem a intersecéo é uma elipse.

Quando planos paralelos ao plano xOz ou ao plano yOz interceptam a superficie e ndo
passam pela origem do sistema, as intersecdes sao hipérboles. Se o plano passar pela origem

a intersecao € um par de retas concorrentes no vértice.

5.1.5 CILINDRO ELIPTICO

Um subconjunto S do espago tridimensional € um cilindro eliptico se existe um sistema

ortogonal de coordenadas e niimeros a, b, ¢ positivos, tais que
2 2
X y
S={PcR= +L =
{ |a2 b?

O cilindro eliptico é uma superficie como nos mostra a Figura 5.5, tendo por equacdo do

segundo grau nas formas candnicas

x= oyt
;—i—ﬁ—l, (5.8)
ou ) )
x_2 Z2:1’
a c
ou ) )
y_+Z_—1
b2 2
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Figura 5.5: Cilindro eliptico construido pelo software R - Fonte Autoria.

CILINDRO ELFTICO

Observa-se que as equacdes sao simétricas em relac@o a todos os planos coordenados,
eixos coordenados e a origem. Nas secdes planas do cilindro eliptico de equagdo 5.8. Obser-
vamos que as intersecdes da superficie quidrica com os planos paralelos ao plano xOy sdo
elipses. Enquanto as intersecdes da superficie com os planos paralelos ao plano xOz ou ao

plano yOz sdo duas retas, uma reta ou um conjunto vazio.

5.1.6 CILINDRO HIPERBOLICO

Um subconjunto § do espago tridimensional é um cilindro hiperbdlico se existe um

sistema ortogonal de coordenadas e nimeros a, b, ¢ positivos, tais que
2 2
X y
S=sPcRY}=5 -5 =
{ a’ b2

O cilindro hiperbélico é uma superficie como podemos observar na Figura ??, tendo por

equacao do segundo grau nas formas candnicas

2 2
x© oy
ou ) )
¥oT
a C
ou
y2 Z2 .
o

Fazendo uma troca dos sinais das fragdes em cada equagdo, encontraremos mais trés
equagdes na forma candnica do cilindro hiperbdlico. Estas equacdes sdo simétricas em re-
lagdo aos trés planos coordenados e a origem. Analisaremos as se¢des planas do cilindro
hiperbdlico de Equacgdo 5.9. As se¢des planas determinadas pelos planos paralelos ao plano
xOy sdo hipérboles.
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Figura 5.6: Cilindro hiperbdlico construidos pelo software R - Fonte Autoria.

Além disso, se a se¢ao formada por planos da forma x = k, paralelo ao plano yOz, sdao
duas retas, se |k| > a; uma reta, se |k| = a ou um conjunto vazio, se |k| < a. Por fim, as
interse¢des da superficie com planos paralelos ao plano xOz sdo sempre duas retas paralelas.

Agora vamos apresentar as superficies quddricas ndo céntricas em sua forma canonica.

5.1.7 PARABOLOIDE ELIPTICO
Um subconjunto S do espago tridimensional € um paraboloide eliptico se existe um
sistema ortogonal de coordenadas e nimeros a, b, ¢ positivos, tais que
2 2
— X Y
S= {PER |;+ﬁ—02}

Neste caso,tem-se uma superficie, tendo por equagdo do segundo grau nas formas candnicas

2 2
Z-i_ﬁ =cz, (5.10)
ou .,
y <
P T
ou .,
x* oz
a2 2 by.
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Figura 5.7: Paraboloides elipticos construidos pelo software R - Fonte Autoria.

Observamos ao estudarmos a equagdo 5.10 do paraboloide eliptico, com ¢ > 0. A
interse¢do da superficie por planos paralelos (z = k) de coordenadas xQOy sdo: elipse , se k >
0; um ponto que coincide com a origem das coordenadas chamado vértice do paraboloide,
se k =0 e o conjunto vazio, se k < 0.As secdes pelos planos de coordenadas xOy e yOz sdo
pardbolas simétricas em relacdo a Oz. A superficie € um paraboloide circular se a = b, pois
neste caso, as intersecdes pelos planos z = k sdo circulos.

5.1.8 PARABOLOIDE HIPERBOLICO

Um subconjunto § do espago tridimensional € um paraboloide hiperbdlico se existe

um sistema ortogonal de coordenadas e nimeros a, b, ¢ positivos, tais que

22
— 3 Y
S_{peR |a2—b2_cz}

O paraboloide hiperbdlico é uma superficie como podemos observar na Figura 5.9, tendo por
equacgdo do segundo grau nas formas candnicas

2 2

X

;—%:a (5.11)
ou

y2 Z2

P
ou ) )

X Z

2 a2

As sec¢des pelo plano (z = k), k € IR, paralelo ao plano xOy, é uma hipérbole ou
sdo duas retas.As intersecdes da superficie com planos paralelos aos planos xOy e yOz sdao
parabolas.
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Figura 5.8: Exemplos de paraboloide hiperbdlico no software - Fonte Autoria.

Figura 5.9: Paraboloide Hiperbdlico

5.2 Construcao das Quadricas

Inicialmente no software R instalemos os pacotes “rgl", “misc3d". Para isso utilizare-

mos os seguintes comandos: install.packages(’rgl”) e install.packages("misc3d”). E se-

guida vamos requerer esses mesmos pacotes, da seguinte forma library(rgl), library(misc3d)

ou require(rgl) e require(misc3d), conforme a Figura 5.10.

) Rstudio
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
9 -WP &-HB S - Addins ~

@] importante.R* @] Quadricas no R.R @] Untitled1*

£ Source onSave | O /7 v =+Run | "%
install.packages(“"rgl™)
installed. packages ("misc3d™)
require(rgl)
require(misc3d)

Wb W e

L) [Top Level} =

Console  Terminal

e e e e
Restarting R session...

> install. packages("rgl")

Installing package into ‘C:/users/marcos vier/Documents/R/win-Tibrary/3.5"

(as ‘1ib' is unspecified)

trying URL "https://cran.rstudio.com/bin/windows/contrib/3.5/rgl1_0.100.30.zip’
Content type 'application/zip’ length 4240931 bytes (4.0 MB)

downloaded 4.0 MB

package ‘rgl’ successfully unpacked and MD5 sums checked
warning in install.packages :
cannot remove prior installation of package ‘rgl’

The downloaded binary packages are in
C:\Users\Marcos Vier‘\appData\Local\Temp\RtmpiacBjg\downloaded_packages
> installed. packages ("misc3d")
package Libpath version Priority Depends Imports LinkingTo Suggests Enhances License License_is_Foss
License_restricts_use 05_type Archs MD5sum NeedsCompilation Built
> require(rgl)
carregando pacotes exigidos: rgl
warning message:
In library(package, 1ib.loc = 1ib.loc, character.only = TRUE, logical.return = TRUE,
there is no package called ‘rgl’
> require(misc3d)
carregando pacotes exigidos: misc3id
>

Figura 5.10: Instalacdo dos pacotes rgl e misc3d
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Em seguida, cria-se um vetor x de 100 valores igualmente espacados no intervalo [-
10,10], usando o seguinte comando: x<- seq(-10,10,len=100), ou seja a moda matemaética.
Gera-se um quadro de dados de todas as combinagdes dos vetores fornecidos, da seguinte

forma:g < —expand.grid(x = x,y = x,7 = x), o que foi ilustrado na Figura 5.11.

) Rstudio
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
o - O - - Addins -
@' importante.R @ Quadricas no R.R @] Untitled1* - En
Source on Save Q A = Run hd g Source = =]
1 install.packages("rgl™) ~
2 dinstalled.packages("misc3d™)
3 require(rgl) |
4 require(misc3d) '
5 x<- seq(-10,10,7len=100) #criar um vetor de 100 valores iguais igualmente espacados no in tervalo [-10,10]
6 g<- expand.grid(x=x,y=x,z= ~iar um quadro de dados de todas as combinactes dos vetores fornecidos.
7 g o
o
81 [Top Level) = R Script =
Console  Terminal =i
t
> x<- s5eq(-10,10,1en=100) #criar um vetor de 100 valores iguais igualmente espacados no in tervalo [-10,10] A
> g<- expand.grid(x=x,y=x,z=x) #criar um quadro de dados de todas as combinactes dos vetores fornecidos. Filt
> g o
x y z
1 -10. 0000000 -10. 000000 -10
2 -9,7979798 -10. 000000 -10
3 -9, 5959596 -10. 000000 -10
4 -9,3939394 -10. 000000 -10
5 -9.1919192 -10.000000 -10
G -8, 9898990 -10.000000 -10
i -8, 7878788 -10.000000 -10
8 -8, 5858586 -10. 000000 -10
9 -8, 3838384 -10.000000 -10
10 -8.1818182 -10.000000 -10
11 -7.9797980 -10.000000 -10
12 -7.7777778 -10. 000000 -10
13 -7.5757576 -10.000000 -10
14 -7.3737374 -10.000000 -10
15 -7.1717172 -10.000000 -10
16 -6.9696970 -10. 000000 -10
Tl -6, 7676768 -10.000000 -10
18 -6, 5656566 -10. 000000 -10
19 -6, 3636364 -10. 000000 -10
20 -6.1616162 -10. 000000 -10
pal -5.9595960 -10.000000 -10
22 -5.7575758 -10.000000 -10
23 -5.55355556 -10.000000 -10
24 -5.3535354 -10.000000 -10 !
Figura 5.11: Criando um quadro de combinagdes dos vetores fornecidos
Com os comandos
. 2,.2, 2
QUADRICAS < — function(x,y,z)x~ +y~ +2°,
€
ellip.parab < —array(g$x> + g$y*> — g$2%, rep(length(x),3 (5.12)
p-p (g §8y” — 882", rep(length(x), :

criamos uma funcdo padrdo de argumentos x,y,z, para obtencido da quadrica desejada. Em

seguida utilizaremos a linha de comando,
con.ellip.parab < —computeContour3d(ellip.parab,max(ellip.parab),2),

usando o algoritmo de marchas-cubos. O algoritmo Marching Cubes extrai malhas poli-
gonais de imagens tridimensionais. A fun¢do contour3d fornece uma interface de nivel

superior, como podemos observar na Figura 5.12.
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Figura 5.12: Criando a fun¢do base para obten¢do das quddricas - Fonte Autoria.

@ RStudic
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
-\ A A Got un - Addins ~
© |importante R © | Quadricas no R.R @ | Untitled1* =]
[H [Sourceonsave | & #° - +Run | %+ | BSeure +| =
Mext || Prev || a1 a Repizce || 21
In selection Match case Whole word Regex |+ wiap
1 1nsTall.packages( rgl ) e
installed. packages("misc3d")
3 require(rgl)
4 require(misc3d)
5 x<- seq(-10,10,71en=100) #criar um vetor de 100 valores iguais igualmente espacados no intervalo [-10,10]
6 g<- expand.grid(x=x,y=x,z=x) #criar um quadro de dados de todas as combinacbes dos vetores fornecidos.
7 QUADRICAS<-function(x,y,z)xA2+yr2+zA2
& ellip.parab<-array(g$x,2+g%y+2-g%z+2, rep(length(x),3))
9  con.ellip.parab<-computeContour3d(ellip.parab,max(ellip.parab),2)
10 drawscene.rgl(makeTriangles(con.ellip.parab),light=c(1,0,0),color = "green™)
11 axes3d(c('x",'y','z'));title3d('ELIPISOIDE", X", 'Y", 'Z"); box3d()
ke v
101 (Top Level) ¢ R Script =
Console  Terminal =l
> require(rgl)
> require(misc3d)
> x<- seq(-10,10,len=100) #criar um vetor de 100 valores iguais igualmente espacados no intervalo [-10,10]
> g<- expand.grid(x=x,y=x,z=x) #criar um quadro de dados de todas as combinacdes dos vetores fornecidos.
> QUADRICAS<-function(x,y,z)xA2+yA2+zA2
> con.ellip.parab<-computeContour3d(ellip.parab,max(ellip.parab),2)
>

Posteriormente, com a linha de comando:
drawScene.rgl(makeTriangles(con.ellip.parab),light = ¢(1,0,0),color = "green”),

cria-se a Quddrica desejada, conforme a Figura 5.13.

Figura 5.13: Exemplo da constru¢cdo de um Elipsoide no software R - Fonte Autoria.

B RsStudio
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools H| ' RGL device 5 [Focus] — [m] x
o - O > - H B » = Addin|
@ | importante.R* @ | Quadricas no RR @] Untitled1™ EOC
I (Isourceonsave | G # =« =
Next || prev || &
In selection Match case Whole word Regex | Wrap
1 Install.packages( rgi ) N
installed. packages("misc3d")
3 require(rgl)
4 require(misc3d)
5 x<- seq(-10,10,1en=100) #criar um vetor de 100 va
6 g<- expand.grid(x=x,y=x,z=x) #criar um quadro de
7 QUADRICAS<-function(x,y,z)x 2+y 2+2/2
8 ellip.parab<-array(g$x~2/4+géy~2+gz~2, rep(lengt
9 con.ellip.parab<-computecontour3d(ellip.parab,max
10 drawscene.rgl(makeTriangles(con.ellip.parab),1ighi
11 axes3d(c('x’,'y","'z'));title3d( ELIPISOIDE", 'X',"
12 W
11:1 | (Top Level) = ript +
Console  Terminal EC
77
> x<- s5eq(-10,10,71en=100) #criar um vetor de 100 valore
> g<- expand. grid(x=x,y=x,z=x) #criar um quadro de dado:
> QUADRICAS<-function(x,y,z)xr2+yr2+za2
> ellip.parab<-array(g$x,2/4+gfyr2+g%z+2, rep(length(x),3))
> con.ellip. parab<-computeContour3d(ellip. parab,max(ellip.parab),2)
> drawscene.rgl(makeTriangles(con.ellip.parab),light=c(1,0,0),color = "green")
>
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Podemos também acrescentar uma caixa e uma legenda a nossa superficie quddrica

como podemos observar na Figura 5.14. Para isso utilizaremos o seguinte comando:

axes3d(c('x')y' ) ));title3d('ELIPISOIDE' | X' Y Z'); box3d()

Figura 5.14: Construcio de um Elips

B Rstudio

File Edit Code View Plots Session  Build Debug  Profile  Tools H
S - O - H B 5 = Addin|

@] importante.R* @] Quadricas no R.R @] Untitled1*

In selection Match case Whale werd Regex |¥| Wrap

1 InsTall.packagesi rgil J

2 installed.packages("misc3d")

3 require(rgl)

4 require(misc3d)

5 x<- seq(-10,10,Tlen=100) #criar um vetor de 100 va

6 g<- expand.grid(x=x,y=x,z=x) #criar um quadro de

7 QUADRICAS<-function(x,y,z)x 2+yr2+zA2

8 ellip.parab<-array(gix"2/4+giy,2+g%z/2, rep(lengt

9 con.ellip.parab<-computecontour3d(ellip.parab,max
10 drawscene.rgl(makeTriangles(con.ellip.parab),lighi
11 axes3d(c('x",’y","z"));title3d( ELIPISOIDE", 'X", "
12
11:65 [Top Level) +

Console  Terminal

VWOV OV VY Y Y

x<- s5eq(-10,10,Ten=100) #criar um vetor de 100 valore
g<- expand.grid(x=x,y=x,z=x) #criar um quadro de dado:
QUADRICAS<-function(x,y,z)xA2+yAr2+z42
ellip.parab<-array(gixs2/4+g8yr2+4g52z42, rep(length(x),3))

con. ellip. parab<-computecContour3d(ellip.parab,max(ellip.parab),2)
drawscene.rgl(makeTriangles(con.ellip.parab),light=c(1,0,0),color = "green™)

H Source on Save Q / -

Mext || Prev || All

oide com legenda e caixa - Fonte Autoria.

B RGL device 5 [Focus] — O

ELIPISOIDE

X

rip

=

Aplicando uma mudanca de sinal e coeficiente na linha de comando 5.12, de modo

conveniente, teremos as quadricas desejadas. Veja alguns exemplos:
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Figura 5.15: Exemplo de construcdo do hiperboloide de uma folha, utilizando as linhas de
comando no software R - Fonte Autoria.

x<- seq(-10,10,len=100)
g<- expand.grid(x=x,y=x,z=x)
QUADRICAS<-function(x,y,z)xA2 +y 224742

ellip.parab<-array(g$x"2+g$y*2-g52"2/2, rep(length(x),3))

con.ellip.parab<-computeContour3d(ellip.parab,max(ellip.parab),8)
drawsScene.rgl{makeTriangles(con.ellip.parab),light=c(1,0,0),color =
"green")

title3d('HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA!,'X','Y','Z")

Figura 5.16: Exemplo de constru¢do do hiperboloide de duas folhas, utilizando as linhas de
comando no software R - Fonte Autoria.

HPEREOLOIDE DE DUAS FOLHAS

x<- seq(-10,10,len=100)

g<- expand.grid(x=x,y=x,z=x)

orb<-function(x,y,z)x*2+y" 24212
ellip.parab<-array(-gsxn2/2-gSyr2+g5222/2 rep(length(x),3))
con.ellip.parab<-computeContour3d(ellip.parab,max(ellip.parab),1)
drawScene.rgl(makeTriangles(con.ellip.parab),light=c(0,0,1))
title3d('"HPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS','X",'Y','2")
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Figura 5.17: Exemplo de construcdo do cilindro hiperbdlico, utilizando as linhas de comando
no software R - Fonte Autoria.

CILINDRO HIPERBOLIZO

x<- seq(-10,10,len=100)

g<- expand.grid(x=x,y=x,7=x)

orb<-function(x,y,z)xA2+yA2+4z12
ellip.parab<-array(g5x*2/9-g5y"2/4,rep(length(x),3))
con.ellip.parab<-computeContour3d(ellip.parab,max(ellip.parab),2)
drawScene.rgl(makeTriangles(con.ellip.parab),light=c(0,0,1),color = "yellow")
title3d('CILINDRO HIPERBOLICQ','X','Y",'Z")

Figura 5.18: Exemplo de construcdo do paraboloide hiperbodlico, utilizando as linhas de
comando no software R - Fonte Autoria.

x<- seq(-10,10,len=100)

g<- expand.grid(x=x,y=x,z=x)

orb<-function(x,y,z)xA2+yr2+4z/2
ellip.parab<-array(gsx"2/16-g5y"2/9-g5z,rep(length(x),3))
con.ellip.parab<-computeContour3d(ellip.parab,max(ellip.parab),5)
drawScene.rgl(makeTriangles(con.ellip.parab),light=c(0,0,1),color = "blue")
title3d('PARABOLOIDE HIPERBOLICO','X','Y",'Z')

76



Capitulo 6
Consideracoes Finais

Pretendemos que, com o auxilio desse trabalho, o leitor tenha uma introducdo alterna-
tiva desses topicos da matemdtica que nos sdo tdo comuns, tao tteis e, 20 mesmo tempo, tao
distantes. Ao pesquisarmos sobre o ensino das secdes cOnicas, verificamos que esses apre-
sentam uma dificuldade impar de abordagem, por isso costumam ser abordados, na maior
parte das vezes, seguindo uma mesma visao.

Quando decidimos abordar as cOnicas com o software GeoGebra e as quadricas com
o software R, optamos por apresentar uma aula mais dindmica e menos usual, justificando
ao aluno ndo somente as formas graficas das conicas, mas também todos os seus elementos.
Com esse tratamento que demos, esperamos que estd abordagem seja uma alternativa para
justificar os elementos das cOnicas.

Entendemos que, com o auxilio dos softwares que estamos propondo, oferecemos uma
forma dindmica e interessante de abordagem dos temas, nos quais o préprio discente pode re-
visar a qualquer momento, tornando os topicos mais palpdveis. O que acreditamos favorecer
a aprendizagem.

Esperamos que a utilizacdo das novas tecnologias pelo professor, no sentido de apre-
sentar algum conteido com computadores, tablets ou smartphones s6 venham a abrilhantar a
aula do professor, desde que dirigida de forma a ndo se perder o foco do aluno. Acreditamos
principalmente nessas tecnologias que j4 estdo completamente inseridas em seus cotidianos.
Portanto, ao fazer uso de alguma tecnologia, é¢ dado a oportunidade de trabalhar a matemética
fora do ambiente escolar.

Neste trabalho, procuramos ndo deixar de fora nenhum a parcela de uma aula regular
de uma conica. Por esse motivo, incluimos, também a parte algébrica integrando as demons-
tracdes das suas equagdes. Entendemos que essa é uma parte um tanto quanto mondtona
porém, € de grande importancia, para que o processo ensino aprendizagem, e o0 objetivo es-
tudado, ganhe outros contextos e condi¢des maiores de evolucdo. Quanto as quadricas, nos
resumimos a apresentacao grafica dessas superficies, por nao se tratar de contetido do ensino

médio.
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