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X.
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o N*,R%,R* ,R,,R_ denotam, respectivamente, o conjuntos dos nimeros naturais
nao-nulos, o conjunto dos nimeros reais positivos, negativos, nao-negativos e nao-

positivos;



Resumo

As fungoes matemadticas, historicamente, estao presentes no desenvolvimento do homem e,
consequentemente, da sociedade. Diante disso, e motivados pelo desempenho dos alunos
na avaliacao do Sistema de Avaliacao Educacional da Educacao Basica do Parana, pro-
poremos abordar as relagoes matematicas, assim como, a definicao de funcao através dos
conceitos de relagoes e suas aplicagoes no cotidiano, além de propor uma forma alterna-
tiva para o ensino de fungoes através de materiais manipuldveis, haja vista que o material
concreto tem papel relevante no processo de ensino aprendizagem, principalmente, na
matematica. Em face dessa conjuntura, apresentaremos uma alternativa metodologica
para o ensino da Matematica, mais especificamente, o conteido de funcoes, de modo que
os alunos se deparem com situacgoes cotidianas e que manipulem materiais que facilitem
a construgao de seu raciocinio légico-matemaético, passando da manipulagao para o abs-
trato, mesmo que a instituicao de ensino nao disponha de um laboratério para o ensino

da matematica.

Palavras chave: Avaliacao externa, Relacoes, Funcoes, Materiais manipuldveis.



Abstract

Math functions, historically, are present on growth of the man and consequent of the
society. Facing this, and motivating for the accomplishment of the students in the System
of Educational Evaluation of Basic Education of Parand, it is proposed to approach math
relations, as well as, the definition of function through the concepts of relations and their
applications in everyday life, besides proposing an alternative form to teach functions
through manipulable materials, considering that concrete material has relevant role in the
learning process, especially, in mathematics. Given this situation, it could be observed
that presenting a methodological alternative to teach math, more specifically, the content
of functions, that students are faced with daily situations and that the manipulation of the
manipulative material makes it easier for the student constructs his logical-mathematical
reasoning, passing from manipulation to abstract, even if the educational institution does

not have a laboratory to teach math.

Keywords: External evaluation, Relations, Functions, Manipulable materials.
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INTRODUCAO

Apesar de fungbes estarem presentes no dia-a-dia do ser humano praticamente
de forma intrinseca, é na escola que sao apresentados seus conceitos, definicoes e em
geral, o conceito de fungao consiste em uma regra de correspondéncia, que associa a cada
elemento x de um certo conjunto, chamado dominio da funcao um unico elemento y de

outro conjunto chamado de contradominio da funcao ([10], 2008).

No cotidiano, é comum relacionar grandezas de medidas através do senso co-
mum, ou seja, coloca-se em pratica determinada situagao, sendo observada e, a partir dos
resultados apresentados, o conhecimento é construido de modo empirico. Contudo, a ma-
tematica quanto ciéncia busca estudar como essas grandezas se relacionam, por exemplo,
o valor pago em uma corrida de tdxi em razao da distancia percorrida, o salario de um
vendedor em razao da comissao por ele recebido, o tempo gasto em uma viagem em razao

da velocidade do veiculo, entre outras.

A matematica mais antiga, aquela derivada dos primeiros esforcos do homem,
que buscava sistematizar os conceitos de grandeza, forma e nimero, admite que a espécie
humana, desde o primérdio da humanidade, tinha algum senso numérico, pelo menos ao
ponto de distinguir quando se acrescentavam ou retiravam alguns objetos. Logo, ¢ natural
a percepcao da evolucao e a adaptacao da matematica ao longo dos anos e que hoje é uma

ciéncia que se permeia por todos os meios culturais, sociais, cientificos, etc ([9], 2004).

Ademais, a histéria da matematica retrata que o conceito de fungao acompanhou
a evolucao da sociedade, mediante a necessidade do homem resolver seus problemas, pas-
sando por evolugoes acentuadas. Entretanto, foi a partir do século XVII, com o surgimento
da matematica moderna, que o conceito fundamental de funcao comecou a ser construido.
De acordo com ([7], 2006), Leibinz foi o primeiro matemético a utilizar o termo
funcao, de forma geral, no intuito de caracterizar quantidades associadas as curvas. En-

tretanto, o uso, em termos matematicos, surgiu em 1716. Ainda, em 1718, Johan Ber-



noulli publicou um artigo considerando funcao como expressao qualquer formada por
uma variavel e por constantes, pouco tempo depois, um ex-aluno de Bernoulli, Euller
aprimorou a defini¢ao, considerando uma fung¢ao como uma equacao ou férmula qualquer,

envolvendo varidveis e constantes.

Destaca ainda, ([7], 2006) apud Ponte (1990), que a defini¢do de Euller perdu-
rou durante os séculos XVIII e XIX, até que Fourier em 1807, em seus estudos sobre
a propagacao de calor, considerou que, para qualquer fungao, seria possivel obter um

desenvolvimento em série trigonométrica em um intervalo apropriado.

No final do século XIX, com o desenvolvimento da teoria de conjunto de George
Cantor (1845-1918), ampliou-se o conceito de fungao de forma a contemplar relagoes
entre conjuntos de elementos quaisquer, numéricos ou nao, e que ([7], 2006) considera
uma evolucao ainda em desenvolvimento, passando da nocao de correspondéncia para a

nocao de relacao.

No Estado do Parand, a Diretriz Curricular de Matematica para a Educacao
Basica fragmenta o conhecimento matemético através dos seguintes contetdos estrutu-
rantes: numeros e algebra, grandezas e medidas, geometrias, fungoes e tratamento da

informacao. Estes contetdos sao considerados

conhecimentos de grande amplitude, os conceitos e as praticas que iden-
tificam e organizam os campos de estudos de uma disciplina escolar,
considerados fundamentais para a sua compreensao. Constituem-se his-

toricamente e sdo legitimados nas relagoes sociais ([24], 2008).

Ainda, quanto ao conteudo estruturante de funcoes, a diretriz curricular preve,
para o ensino fundamental, os conteudos de fungoes afim e quadratica e, para o en-
sino médio, os contetidos de funcoes: afim, quadratica, polinomial, exponencial, lo-
garitmica, trigonométrica e modular, também abrange progressao aritmética e progressao
geométrica. Além disso, a diretriz curricular aponta que o aluno deve compreender que
as fungoes estao presentes nas diversas areas do conhecimento e modelam, matematica-
mente, situagoes que, pela resolugao de problemas, auxiliam o homem em suas atividades

(4], p. 59, 2008).

Desse modo, os professores de matematica dispoem de vasto material meto-

dolégico para o ensino da matematica, através da resolugao de problemas, da etnoma-
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tematica, da modelagem matemaética, das midias tecnoldgicas, da histéria da matematica.
Porém, raramente esses professores se utilizam de materiais manipulaveis em suas aulas,
ou seja, geralmente sao aulas expositivas e demonstrativas, utilizando situacgoes que simu-

lam ou retratam o cotidiano.

Entretanto, a educacao foi construida historicamente. Nesse sentido, a utilizacao
de materiais manipulaveis como metodologia alternativa no ensino-aprendizagem da ma-
temética teve grande influéncia desde a publicagao da obra Didactica Magna de Comenius
(1592-1670), que propos interagao e experiéncia na formagao de conhecimento com relagoes

pré-existentes, reaproximando o pensamento a experiéncia.

Além disso, (18], 2012) relata que Arquimedes fazia descobertas mateméticas
através de imagens e objetos e escreveu a Eratéstenes, aproximadamente em 250 a.C.
“é meu dever comunicar-te particularidades de certo método que poderas utilizar para
descobrir, mediante a mecanica, determinadas verdades matemadticas [...] as quais eu

pude demonstrar, depois, pela Geometria”.

Dessa forma, ([18], 2012) em consonéancia com ([34], 2002), aponta que a utilizacao
de materiais em sala de aula tem atingido resultados positivos e negativos. Contudo,
estudos apontam que estes potencializam o ensino e a aprendizagem matematica, uma
vez que o ensino da mateméatica que temos hoje, ainda é influenciada pelas diversas
tendéncias pedagdgicas.

Diante da suma importancia da disciplina de matematica, faz-se necessario re-
pensar os métodos e instrumentos utilizados em sala de aula, por exemplo, no ensino de
funcoes, de modo que incentive o aprendizado matematico dos alunos, efetivando o ensino

dessa disciplina fundamental.

No dia a dia da sala de aula, o professor, ao desenvolver o processo de ensino-
aprendizagem recorre a diversos recursos, desde a voz, o quadro negro, o giz e o livro
didatico. Entre tantos materiais a sua disposicao, estao os materiais manipulaveis, que
sao recursos didaticos que enriquecem as aulas, além de torna-las dinamicas e de facil
compreensao, pois propiciam a inteiragao da teoria matematica por meio da constatacao

pratica e desenvolvem o raciocinio 16gico-matematico.

De acordo com ([I§], 2012), caracteriza-se “material didatico como qualquer ins-

trumento 1til ao processo de ensino-aprendizagem”. Além disso, ([I8], 2012) destaca o
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material didatico concreto em duas interpretagoes, sendo a primeira referéncia ao ma-
terial palpavel, manipuldvel e, outra, em um sentido amplo, incluindo imagens graficas,

inclusive conceitua o material didatico concreto manipulavel como:

1. O material manipuldvel estatico: material concreto que nao permite
a transformacao por continuidade, ou seja, alteracao da sua estrutura
fisica a partir da sua manipulagdo. Durante a atividade experimental,
0 sujeito apenas manuseia e observa o objeto na tentativa de abstrair
dele algumas propriedades. Ao restringir o contato com o material
didético apenas para o campo visual (observagao), corre-se o risco de
obter apenas um conhecimento superficial desse objeto.

2. material manipuldvel dindmico: material concreto que permite a
transformacao por continuidade, ou seja, a estrutura fisica do material
vai mudando a medida em que ele vai sofrendo transformacoes, por
meio de operagoes impostas pelo sujeito que o manipula. A vantagem
desse material em relacao ao primeiro, na visao do autor, estd no fato
de que este facilita melhor a percepgao de propriedades, bem como
a realizagao de redescobertas que podem garantir uma aprendizagem

mais significativa.

Cabe destacar que ([34], 2002), cita algumas defini¢oes de material didatico con-

forme alguns pesquisadores,

para Gagné (1971), os materiais didaticos fazem parte do ambiente de
aprendizagem e sao eles que estimulam a aprendizagem no aluno. Para
Hole (1977) séo todos os meios de aprendizagem e ensino. Para Mansutti
(1993) sao recursos a ser utilizados na agao combinada de aprendizagem
e formagao. Para Ribeiro (1995) é qualquer recurso a ser utilizado na sala
de aula com o objetivo de promover a aprendizagem. Estas perspectivas
sao convergentes quando afirmam que os materiais didaticos sao todos os

materiais a que recorremos durante o processo de ensino-aprendizagem.

Portanto, os materiais didaticos manipulaveis, além de apresentarem uma abor-
dagem diferente a um determinado assunto, tém potencial de motivar, auxiliar na memo-
rizacao de resultados, facilitam a observagao e a analise, desenvolvendo o raciocinio 1égico
e critico ([30], 2012).

E consenso entre professores que os materiais didaticos como os materiais mani-
puléveis, tém papel relevante no processo de ensino aprendizagem. Entretanto é comum
professores nao os utilizarem, pelo fato de que os materiais comercializados serem caros

ou se a confeccao do material for do proprio professor, demanda muito tempo, tanto na
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confeccao quanto na organizagao das aulas.

Por outro lado, ([34], 2002) apud Worth (1986) cita que

uma razao para nao serem utilizados na prética é a atencao que se deu
a resolucdo de problemas como sendo o foco do ensino da matemaética
em todos os niveis a partir dos anos 80 e por outro lado a énfase sobre

o ensino e aprendizagem da matematica recorrendo aos computadores.

Em ([24], 2008), ¢ apontado que

No processo avaliativo, é necessario que o professor faca uso da ob-
servagao sistematica para diagnosticar as dificuldades dos alunos e criar
oportunidades diversificadas para que possam expressar seu conheci-
mento. Tais oportunidades devem incluir manifestagao escritas, orais
e de demonstragao, inclusive por meio de ferramentas e equipamentos,

tais como materiais manipulaveis, computador e calculadora.

Diante disso, ([16], 2008), diz que os professores de matemética estao preocupados
com uma aprendizagem significativa e que buscam metodologia para facilitar o ensino e,

de modo consequente, a aprendizagem.

Outrossim, ([34], 2002) e ([16], 2008), convergem quando apontam que o ensino
da matematica deve ir além de ensinar célculos e procedimentos matematicos, pois deve
promover autonomia e reflexao, preparando-os para uma sociedade complexa e que sejam
confiantes de suas capacidades, fazendo conexoes matematicas, resolvendo problemas,

raciocinando e comunicando-se matematicamente.

Para ([30], 2012) apud Lorenzato (2006), o material manipulavel é 1til no pro-
cesso de ensino e aprendizagem, contudo pode desempenhar diversas fungoes, dependendo
do objetivo almejado, pois podem apresentar um assunto, motivar os alunos, auxiliar a
memorizacao de resultados e facilitar a redescoberta ou, ainda, como cita ([34], 2008),
que quando se usam materiais manipuldveis, ha o perigo de que os alunos fiquem apenas
pela manipulacao.

Complementa ainda, ([28], 2012) apud Matos e Serrazina (1996), que o “uso
de materiais manipulaveis favorecem a aprendizagem e desenvolvem nos alunos atitudes
mais positivas”, desde que em sua utilizagao exista uma proximidade entre o material

manipulavel utilizado e as relagoes matematicas que se tem a intengao de apresentar.
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Também, neste sentido, ([I6], 2008) apud Lellis e Imenes (1994), dizem que os
recursos didaticos podem ser uma possibilidade para trabalhar a matematica, colocando
o aluno como protagonista da aprendizagem, promovendo reflexao e autoestima, propici-

ando aulas participativas e, enquanto manipulam, realizam descobertas.

Logo, quando o professor preparar sua aula e prever a utilizagao de materiais
manipulaveis, deve ter atencao de quando fazer o uso desse recurso, pois tem papel fun-
damental neste processo, ([28], (2012) apud Serrazina (1990)), pois deve ter em mente
quais os objetivos que quer alcancar com a utilizacao dos materiais manipulaveis, de modo

que estes auxiliem numa aprendizagem mais significativa.

Neste sentido, esperamos que o presente trabalho além de trazer uma abordagem
distinta para o contetido de fungoes também auxilie a explorar e introduzir independéncia

para o raciocinio pertinente as situagoes que requerem a aplicacao de funcgoes.
Apresentamos o trabalho dividido em cinco capitulos.

No Capitulo 1 apresentamos o Sistema de Avaliagao da Educagao Basica do Es-
tado do Parana que é uma avaliacao externa e foi nossa motivagao para o desenvolvimento

do trabalho.

No Capitulo 2 apresentamos o conceito de Relagao e seus desmembramentos,
apesar de nao ser um tema abordado no ensino médio é de fundamental importancia para

o desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo 3 apresentamos a definicao de funcao, suas propriedades, ou seja, o

foco principal de nosso trabalho.

No Capitulo 4 apresentamos atividades praticas para que o professor utilize como

uma ferramenta alternativa ao ensino tradicionalista de fungoes.

No Capitulo 5 apresentamos nossas consideragoes finais.
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CapiTULO 1

Avaliacao externa

De acordo com ([22], 2019), avaliagdo é o ato ou efeito de avaliar(-se), ou ainda,
a apreciacao, computo ou estimacao da qualidade de algo ou da competéncia de alguém.
Atualmente, a avaliacao faz parte do cotidiano de todos nés, por exemplo, avalia-se se a
economia do pais esta crescendo ou decrescendo ou ainda se o nimero de empregos com

carteira assinada cresce ou decresce.

Quando nos referimos ao ambiente escolar, temos diversas formas de avaliacao:
provas discursivas, descritivas, orais e outras. O tema é amplamente discutido no ambiente
escolar, pois perpassa desde a construcao desta no Projeto Politico Pedagdgico (PPP) no
qual cada instituicao de ensino aponta suas concepgoes e seus referenciais de avaliacao
no Plano de Trabalho Docente (PTD) e o professor aponta seus critérios de avaliagdo em

consonancia com o PPP, sendo finalizada com sua aplicagao junto aos discentes.

Comumente, a avaliacao aplicada pelo professor em sala de aula tem como intuito
quantificar, aferir e até mesmo classificar o aprendizado, através da atribuicao de uma
pontuagao para os acertos dos alunos. Contudo as avaliagoes no ambito escolar nao
buscam evidenciar a defasagem do aprendizado do aluno, segundo ([19], 2006), a pratica
docente esta direcionada a “pedagogia do exame”, pois os alunos estao sendo preparados
para “resolver provas”a partir de determinado contetido, principalmente no ensino médio

devido aos vestibulares e ao Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).

Neste sentido, ([31], 2012) diz que “a avaliacio na escola desde os primérdios,
tem assumido uma funcao classificatéria, de verificagao e quantificagao de conhecimentos,
objetivando apenas notas finais e vestibulares, e muitas vezes assumindo uma pratica
discriminatoria, de aprovagao ou reprovacao.”

Nesta perspectiva, ([14], 1994) diz que o professor supervaloriza as informagoes

transmitidas ao aluno e exige que ele permaneca alerta as tais informagoes, passando de



aprendiz a objeto de estudo do professor, que apenas capta atributos palpaveis, men-
suraveis, observagoes, e que dessa forma, o professor nao assume a responsabilidade pelo
fracasso do aluno, ja que isto representaria sua incompeténcia na organizacao do trabalho
pedagdgico.

Historicamente, a educagao brasileira, passou pelo periodo colonial (1500-1822),
com uma educagao voltada para a catequizacao com a chegada dos primeiros jesuitas em
1549. Em 1599, é elaborada uma diretriz curricular baseada no Ratio Studiorum [[] cuja
base do contetido era fundamentada pela Igreja e, com isso, passou-se a formar no pais

uma sociedade hierarquizada devido ao acesso a alfabetizacao.

Com a expulsao dos jesuitas por Sebastiao José de Carvalho, Marqués do Pombal,
em 1759, pos-se fim a escola jesuita. Entretanto, os professores da reforma promovida pelo
Marqués do Pombal eram frutos da educagao jesuitica, ou seja, deram continuidade ao
modelo de educacao, ja que com a expulsao dos jesuitas do Brasil ficou sem um sistema

de ensino.

Ainda neste sentido, ([3], 2018) diz que os livros e manuscritos deixados pelos
jesuitas foram destruidos e, diante disso, tentou-se a implementacao de disciplinas mais
praticas no dia a dia escolar. Entretanto, houve um hiato de aproximadamente dez anos

sem um sistema estruturado.

No Perfodo Imperial (1822-1889), houve um salto cultural consideravel com a
chegada da Familia Real. Entretanto, o acesso a educacgao era restrito, pois o objetivo era

a formacao de classes dirigentes, uma vez que o maior foco era o ensino superior.

Mesmo com a independéncia do Brasil, em 1822, a educacao, durante o periodo
Imperial, nao contabilizou muitos avancos praticos. A gratuidade do ensino, estabelecida
por determinacao da corte portuguesa, nao representou, de fato, investimentos em cons-
trucao de escolas com espacos fisicos adequados, muito menos contratagao de professores
bem formados e uso de métodos e materiais didaticos aprofundados. A falta de prioridade
do investimento em educacgao prejudicou de forma mais significativa as classes populares

do pais. Os filhos das familias mais ricas, por outro lado, tinham acesso facilitado ao

L Ratio atque Institutio Studiorum Societatis Iesu (Plano e Organizacio de Estudos da Companhia
de Jesus), normalmente abreviada como Ratio Studiorum, é uma espécie de coletdnea, fundamentada
em experiéncias vivenciadas no Colégio Romano, a que foram adicionadas observagoes pedagdgicas de
diversos outros colégios, cujo objetivo era instruir rapidamente todo o jesuita docente sobre a natureza,
a extensao e as obrigacoes do seu cargo.
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colégio, e poderiam cursar universidades em Portugal, ([3], 2018).

Com a primeira Constituicao Brasileira, outorgada em 1824, garantiu-se no Art.
179, apenas, “a instrucao primaria e gratuita a todos os cidadaos”e, no ano de 1827, uma
lei determinou a criacao de escolas de primeiras letras em todas as cidades, vilas e lugares
mais populosos, além de escolas para meninas. Os professores deveriam ensinar a leitura,
a escrita, a matemadtica, a historia do Brasil e os principios da moral crista da religiao

catolica.

De acordo com ([33], 2018),

O Ato Adicional de 1834 e a Constituicao de 1891 descentralizaram o
ensino, mas nao ofereceram condi¢bes as provincias de criar uma rede
organizada de escolas, o que acabou contribuindo para o descaso com
o ensino publico e para que ele ficasse nas maos da iniciativa privada,
acentuando ainda mais o cardter classista e académico, gerando assim
um sistema dual de ensino: de um lado, uma educacao voltada para a
formacao das elites, com os cursos secundérios e superiores; de outro, o
ensino primadrio e profissional, de forma bastante precéria, para as classes

populares.

Em 1920, uma nova tentativa de alavancar a educacao brasileira se deu com
o movimento Escola Nova, com reformas estaduais inspiradas nas ideias escolanovistas,
sendo que a Escola Nova marcou pela tentativa de tornar a educagao mais inclusiva além
de um modelo mais moderno de educagao. Entretanto, mesmo com os esforgos para
avancar na implantacao de um sistema educacional consistente, o analfabetismo entre
jovens, a partir de quinze anos, e adultos era de 65%, de acordo com o IBGE (Instituto

Brasileiro de Geografia e Estatistica).

Durante a Revolucao de 1930 houve uma efervescéncia ideolégica que fomentou
importantes discussoes e transformagao no campo educacional. O decreto n.° 19.850/1931
criou o Ministério da Educacao e as secretarias de Educacao nos estados.

Durante os primeiros anos da década de 1930, surgiram varios projetos e dis-
cussoes que deram origem a Constituicao de 1934, com vistas a organizacao do ensino
brasileiro e incluia um capitulo sobre educagao, através do qual o Governo Federal passou
a ter a funcao de integrar e planejar a educacao para todos os niveis educacionais.

Em 1961, a primeira Lei de Diretrizes e Bases da Educagao (LDB), Lei n.°
4.024/61 é promulgada. Entretanto, é apenas na segunda versao da LDB, Lei n.° 5.692/71,
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que se tém a instituicao de disciplinas comuns a todos os ramos, a obrigatoriedade da
conclusao do primario, 1.° grau, fixado em oito anos, e o 2.° grau, obrigatoriamente,

profissionalizante.

Esse modelo de educagao prevaleceu até 1982, quando procurou-se imprimir um

carater mais técnico, por preferéncia dos militares que comandavam o pais.

Grandes modificagoes foram promovidas na educacao brasileira, até a promulgacao
da Constituicao de 1988 e, a partir desta, é criada uma nova LDB, a Lei n.° 9.391/96,
através do qual é dado o suporte legal para o direito a uma educagao de qualidade, com

formacao integral e insercao consciente, critica e cidada na sociedade.

Em busca da democratizacao da educacao no Brasil, sao ensaiadas, a partir de
1988, experiéncias de avaliacao em larga escala, tendo o Ministério da Educacao (MEC)
realizado a aplicagao piloto do Sistema Nacional de Avalia¢do do Ensino Publico (SAEP)
no 1.° grau, atualmente o ensino fundamental, nos estados do Parana e Rio Grande do
Norte, pois haviam interesses de duas forcas que impeliam o fortalecimento dos procedi-
mentos de avaliacao. De um lado, o Banco Mundial que demandava andlise do impacto
do Projeto Nordeste, realizado através de parceria do MEC e Banco Internacional para
Reconstrugao de Desenvolvimento (BIRD) e, do outro lado, o MEC que buscava realizar

uma avalia¢ao mais ampla do ensino publico, ([35], 2011).

Em 1990, de acordo com ([32], 2014) e ([35], 2011), verifica-se o aumento e o
desenvolvimento dos sistemas de avaliagao de desempenho, de forma descentralizada,
pelos estados e municipios com a participacao de professores e técnicos das Secretarias de

Educacao.

A partir de 1992, a avaliacao em larga escala passa a ser de responsabilidade do
Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP). Entre-
tanto, em 1995, o sistema assumiu novo perfil motivado por empréstimos junto ao Banco
Mundial (BM) e pela terceirizagdo de operagoes técnicas, passando a ser chamado de

Sistema de Avaliagdo da Educacao Bésica (SAEB).

Com essa nova organizacao, a avaliacao passou a ocorrer de dois em dois anos,
focando dois componentes curriculares: Portugués (leitura) e Matematica (solugao de
problemas). Neste momento, o SAEB teve como caracteristica ser uma avaliagao amostral

de 4.* e 8.* séries, atualmente 5.° e 8.° anos, do ensino fundamental e 3.* séries do ensino
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médio, envolvendo alunos das redes piblicas e privadas, das zonas urbanas e rurais.

A fim de reafirmar a avaliacao externa e o processo de avaliagao universal, de

acordo com ([6], 1996),

Art. 87. E instituida a Década da Educagao, a iniciar-se um ano a partir
da publicacao desta Lei. [...] § 3° Cada Municipio e, supletivamente, o
Estado e a Unido, deverd: [...] IV - integrar todos os estabelecimentos
de ensino fundamental do seu territério ao sistema nacional de avaliacao

do rendimento escolar.

Maria Helena Guimaraes ([12], 2005), presidente do INEP, em 1995, em entrevista
a Revista Nova Escola, quando questionada se o SAEB seria uma maneira de detectar

problemas na educacao brasileira, disse:

Mesmo sendo por amostragem, a avaliagao nacional indica os pontos que
mais precisam de atengdo. Seu grande objetivo deve ser o de orientar
politicas publicas. Com ela é possivel detectar os entraves no ensino
e os fatores que, associados a aprendizagem, podem ajudar a melhorar
a escola, a pratica do professor e a educacao em geral. Exemplos: o

tamanho das turmas, o material diddtico, os equipamentos escolares...

Ainda, em 1998, a avaliacdo em larga escala, passa a contar, com o Exame Na-
cional do Ensino Médio (ENEM), com o objetivo de verificar o comportamento de saida
do ensino médio, o qual passou por diversas mudancas no decorrer dos anos até chegar

ao formato atual.

Desta forma, os alunos passaram a ser avaliados em duas dimensoes como aponta

(136], 2012),

A avaliagao educacional passou a ser identificada a partir de duas di-
mensoes: uma interna, avaliacdo da aprendizagem realizada pelo profes-
sor como parte do seu fazer pedagdgico, e a outra externa, avaliacao do
desempenho escolar, em larga escala, de natureza sistémica, realizada
por agente externo a escola. Tanto a avaliacao interna como a externa
precisam estar na pauta das discussoes das escolas, para que de fato pos-
sam cumprir com o seu papel, para obtencao de resultados efetivos de

melhoria da aprendizagem dos alunos.

Ao reforgar a importancia das avaliagoes internas e externas como alternativas na

reflexdo da pratica educativa e na necessidade de informar resultados para todos, ([36],
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2012) apud Penin (2009, p. 23-24), aponta que

[...] no A&mbito interno, possibilita a avaliagdo como instrumento de acao
formativa, levando instituigoes e os professores a refletirem a respeito de
suas praticas e de seus objetivos e, assim, a melhorar sua acao docente
e sua identidade profissional. Por outro, em ambito externo, oferece
informacgoes para que tanto os pais quanto a sociedade, especialmente os
sistemas de ensino, possam efetivar um relacionamento produtivo com a
instituicao escolar. Apurar os usos da avaliacdo, comparar resultados e
comportamento de entrada dos alunos em cada situagao e contexto social
e institucional é da maior importancia para nao homogenizar processos

que sao de fato diferentes.

Acrescenta, ainda ([32], 2014), que

adocao de avaliagoes externas que tenham como ponto forte o emprego
de testes padronizados em larga escala, baseadas em censo ou populacao
de alunos vai muito além da aplicagao de provas, divulgagao ou mesmo

da andlise dos resultados aferidos.

Neste sentido, ([12], 2005) diz que com os resultados do SAEB, percebeu-se que
os professores nao ensinavam corretamente por nao ter material de qualidade, além de que
o numero de alunos por turma reflete no rendimento dos mesmos, e complementou que
os dados do SAEB nao conseguem avaliar escola por escola, devido a heterogeneidade da
populacao em cada unidade da federagao. Por outro lado, disse que os sistemas estaduais
e municipais, de forma descentralizada, conseguem analisar cada uma das escolas e saber o
que cada uma precisa para melhorar o desempenho dos alunos, considerando a identidade
de cada uma. Maria Helena Guimaraes, quando questionada se todas as escolas da rede
publica deveriam ter o proprio sistema de avaliacao, disse que seria o ideal, porém os
sistemas devem adotar alguns critérios do SAEB, para que os resultados possam ser

comparados.

Portanto, as avaliagoes em larga escala, apontam fatores dos quais necessitam-se
a criagao de agoes de forma a influenciar os caminhos possiveis de serem seguidos por

todas as escolas em busca de uma educacao de qualidade e igualitaria.
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1.1 Sistema de Avaliacao da Educacao Basica do Pa-

rana

Seguindo a ideia lancada por Maria Helena Guimaraes, presidente do INEP, em
1995, o estado do Parand, através da Secretaria de Estado da Educacao (SEED), em
parceria com o Centro de Politicas Publicas e Avaliacao da Educacao da Universidade
Federal de Juiz de Fora, criou em 2012 o Sistema de Avaliagdo da Educacao Basica do
Parana (SAEP) com o propdsito de criar um sistema de ensino mais justo e inclusivo,

com chances de aprendizado iguais para todos os estudantes.

Através dos dados gerados pelas avaliagoes do SAEP, a SEED proporciona um
diagnéstico mais preciso da educacgao ofertada nas instituicoes estaduais. Além disso, os
dados fornecem subsidios para a implementacao, a (re)formulagdo e o monitoramento de

politicas educacionais.

De acordo com ([25], 2012), “os testes aplicados aos alunos trazem uma medida
de seu desempenho nos conhecimentos avaliados, denominado proficiéncia.” Os resultados
de proficiéncia obtidos foram agrupados em quatro padroes de desempenho, conforme

Tabela[1.1] além disso, ([25], 2012) diz que

esses padroes proporcionam uma interpretacao pedagogica dos conheci-
mentos desenvolvidos pelos alunos e oferecem a escola o entendimento
a respeito do nivel em que eles se encontram. Por meio deles é possivel
analisar a distancia de aprendizagem entre os alunos que se encontram
em diferentes niveis de desempenho, do mais baixo ao mais elevado. E
importante atentar-se para os alunos que estao nos padroes mais baixos,
pois sao eles os mais vulneraveis a evasao e ao insucesso escolar.

Os niveis de proficiéncia compreendidos em cada um dos padroes de
desempenho, para as diferentes etapas de escolaridade avaliadas, corres-

pondem a determinados intervalos de pontuacao alcancada nos testes.

Padroes de Desempenho

Abaixo do basico O aluno demonstra defasagem de aprendizagem do que é previsto
para a sua etapa de escolaridade. Ele fica abaixo do esperado, na
maioria das vezes, tanto no que diz respeito a compreensao do que

Continua
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Padroes de Desempenho

Abaixo do bésico

é abordado, quanto na execucao de tarefas e avaliagoes. Por isso,
é necessaria uma intervencao focada para que possa progredir em

seu processo de aprendizagem.

Basico

O aluno demonstra ter aprendido o minimo do que é proposto
para o seu ano escolar. Neste nivel ele ja iniciou um processo de
sistematizacao e dominio dos conhecimentos considerados bésicos

e essenciais ao periodo de escolarizacao em que se encontra.

Adequado

O aluno demonstra ter adquirido um conhecimento apropriado e
substancial ao que é previsto para a sua etapa de escolaridade.
Neste nivel, ele domina um maior leque de conhecimentos, tanto
no que diz respeito a quantidade, quanto a complexidade, os quais

exigem um refinamento dos processos cognitivos neles envolvidos.

Avancado

O aluno revela ter desenvolvido conhecimentos mais sofisticados e
demonstra ter um aprendizado superior ao que € previsto para o
seu ano escolar. O desempenho desse aluno nas tarefas e avaliagoes
propostas supera o esperado e, ao ser estimulado, pode ir além das

expectativas tragadas.

Fonte: SAEP/CAEDUFJF

Tabela 1.1: Proficiéncia - SAEP

O SAEP é aplicado aos alunos dos 6.° e 9.° anos do ensino fundamental e aos

alunos das 1.* e 3.* séries do ensino médio, respectivamente, entrada e saida de cada nivel

de escolaridade na rede estadual de ensino do Parana, sendo ainda aplicado aos alunos da

Educagao de Jovens e Adultos (EJA) do Ensino Fundamental - Fase II e Ensino Médio

(EM). Os resultados dos Padrées de Desempenho possuem intervalos de proficiéncia, con-

forme Tabela .2
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Padrao de desempenho

Etapa de Escolaridade Abaixo do basico  Basico  Adequado  Avancado

6.° ano - EF até 200 200 a 250 250 a 300 acima de 300
9.° ano - EF até 225 225 a 300 300 a 350 acima de 350
1.2 série - EM até 225 225 a 300 300 a 350 acima de 350
3.2 série - EM até 275 275 a 350 350 a 375 acima de 375
EJA - Fase II até 200 200 a 250 250 a 300 acima de 300
EJA - EM até 275 275 a 350 350 a 375 acima de 375

Fonte: SAEP/CAEDUFJF

Tabela 1.2: Intervalo de Proficiéncia

Para a associacao das tabelas e deve-se considerar que os padroes de
desempenho sao os intervalos caracteristicos da escala de proficiéncia, cujos valores iden-
tificam o desenvolvimento dos conhecimentos e das capacidades avaliados, e a proficiéncia

¢ a média aritmética da medida de desempenho dos estudantes na avaliagao.

Na avaliacao educacional externa em larga escala do Parana, os dados sao pro-
duzidos por metodologia especifica - utilizando-se a Teoria Classica dos Testes (TCT) e a
Teoria de Resposta ao Item (TRI). Os resultados baseados na Teoria Classica dos Testes
(TCT) apresentam o percentual de acertos em relagdo ao total de itens do teste, bem

como a relacao de acerto para cada descritor avaliado.

A Teoria de Resposta ao Item (TRI), por sua vez, atribui ao desempenho dos
estudantes uma proficiéncia (e ndo uma nota). Essa metodologia leva em consideragao
uma modelagem estatistica capaz de determinar um valor/peso diferenciado para cada
item que o estudante respondeu no teste de proficiéncia; desse modo, é possivel estimar o

que o estudante é capaz de fazer, de acordo com os itens respondidos corretamente.

A proficiéncia é determinada considerando o padrao de respostas dos estudantes,
de acordo com o grau de dificuldade e demais parametros dos itens. Cada item possui um
grau de dificuldade proprio e parametros diferenciados, atribuidos por meio do processo

de calibragao dos itens, o que permite a comparabilidade ao longo do tempo.

Os itens que compoem os testes da avaliacao educacional em larga escala sao ela-

borados a partir das matrizes de referéncia. Cabe destacar que as matrizes nao englobam
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todo o curriculo. A partir de um recorte das Diretrizes Curriculares e dos Cadernos de
Expectativas sao definidos os conhecimentos passiveis de serem avaliados em testes padro-

nizados de desempenho, constituindo as referidas matrizes de referéncia para a avaliagao.

1.2 Matriz de referéncia

Uma matriz de referéncia é composta por um conjunto de descritores que ex-
plicitam dois pontos bésicos do que se pretende avaliar: o conteddo programaético a ser
avaliado em cada periodo de escolarizacao e o nivel de operagao mental necessario para
a realizacao de determinadas tarefas. Tais descritores sao selecionados para compor a
matriz, considerando-se aquilo que pode ser avaliado por meio de um teste de multipla
escolha, cujos itens implicam a selecao de uma resposta em um conjunto dado de respostas

possiveis.

Como cada ano/série avaliado tem uma matriz de referéncia, fizemos um recorte
do conteido de fungoes nas matrizes de referéncia em todos os niveis de aplicacao do

SAEP por se tratar do tema central do nosso trabalho.

Matriz de Referéncia - Funcoes

Ano/Série  Descritor Habilidade

9. 25 Identificar a representacao algébrica de uma funcao do 1.°

grau a partir dos dados de uma tabela.

Fonte: SAEP/CAEDUFJF

Tabela 1.3: Matriz Referéncia - 9.° Ano do Ensino Fundamental

Matriz de Referéncia - Funcgoes

Ano/Série  Descritor Habilidade

EJA - Fase 11 25 Identificar a representacao algébrica de uma funcao do 1.°

grau a partir dos dados de uma tabela.

Fonte: SAEP/CAEDUFJF

Tabela 1.4: Matriz Referéncia - EJA - Fase 11
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Matriz de Referéncia - Fungoes

Ano/Série  Descritor Habilidade
23 Reconhecer  intervalos de  crescimento/decrescimento,
ponto(s) de méximo/minimo, e/ ou zeros de fungoes
1.2

reais representadas em um grafico.

24 Identificar a representacao grafica que modela uma situagao
descrita em um texto

25 Identificar a representacao algébrica de uma funcao do 1.°
grau a partir dos dados de uma tabela

29 Resolver problemas que envolvam fungao do 1.° grau.

Fonte: SAEP/CAEDUFJF

Tabela 1.5: Matriz Referéncia - 1.2 Série do Ensino Médio

Matriz de Referéncia - Funcgoes

Ano/Série  Descritor Habilidade

23 Reconhecer  intervalos de  crescimento/decrescimento,
ponto(s) de méximo/minimo, e/ou zeros de fungdes re-
ais representadas em um gréfico.

3.2 24 Identificar a representacao grafica que modela uma situagao
descrita em um texto.

28 Associar o grafico de uma funcao exponencial a sua repre-
sentacao algébrica ou vice-versa.

30 Resolver problemas reconhecendo a progressao aritmética
como uma funcao do 1.° grau definida no conjunto dos
ndmeros inteiros positivos.

32 Resolver problemas envolvendo funcao exponencial.

33 Associar o grafico de uma funcao logaritmica a sua repre-
sentacao algébrica ou vice-versa.

34 Associar o grafico de uma fungao modular a sua representagao

Continua

30



Matriz de Referéncia - Fungoes

Ano/Série  Descritor Habilidade
. 34 algébrica ou vice-versa.
> 35 Resolver problemas que envolvam progressoes aritméticas ou
geométricas.

Fonte: SAEP/CAEDUFJF

Tabela 1.6: Matriz Referéncia - 3.2 Série do Ensino Médio

Matriz de Referéncia - Funcoes

Ano/Série  Descritor Habilidade

23 Reconhecer intervalos de  crescimento/decrescimento,

ponto(s) de maximo/minimo, e/ou zeros de fungdes re-
EJA - EM
ais representadas em um gréfico.

24 Identificar a representacao grafica que modela uma situagao

descrita em um texto.

30 Resolver problemas reconhecendo a progressao aritmética
como uma fungao do 1.° grau definida no conjunto dos

nimeros inteiros positivos.

35 Resolver problemas que envolvam progressoes aritméticas ou

geométricas.

Fonte: SAEP/CAEDUFJF

Tabela 1.7: Matriz Referéncia - EJA - Ensino Médio

1.3 Diretrizes curriculares

As diretrizes curriculares orientadoras da educacao béasica para a rede publica
estadual do Parana e os referenciais curriculares basicos da Secretaria de Estado da
Educacao sao amplos e espelham as diretrizes de ensino cujo desenvolvimento deve ser

obrigatorio para todos os alunos.

Essa é a diferenca principal entre uma matriz de referéncia para avaliacao, que é
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utilizada como fonte para os testes de avaliacao em larga escala, e a Matriz Curricular de

Ensino, que é muito mais ampla e retrata as diretrizes de ensino.

A matriz de referéncia para avaliacao, utilizada para elaborar os testes de larga
escala, surge das diretrizes curriculares da educagao basica e do caderno de expectativas
de aprendizagem, e contempla apenas aquelas habilidades consideradas fundamentais e

possiveis de serem avaliadas, sobretudo em testes de multipla escolha.

1.4 Resultados do SAEP

Os resultados do SAEP apontam que na média geral os alunos paranaenses estao
no nivel proficiéncia basico, ou seja, demonstram ter aprendido o minimo do que é proposto

para o seu ano escolar, veja Tabela

Nivel de proficiéncia e padrao de desempenho (%)

Edigdo Série/Ano Proficiencia Abaixo do Bésico Adequado Avancado
Média basico
2013 1.2 243,6 35,2 54,4 9,6 0,8
2018 1.2 261,4 20,5 60,4 16,6 2,5
2012 3.2 271,3 52,8 41,8 3,6 1,7
2013 3.2 270,6 04,7 40,0 3,6 1,8
2017 3.2 260,9 64,3 31,5 2,5 1,7
2013 6.0 92122 95,0 45,0 24 8 5.1
2018 6.0 9226,4 26,1 45,4 94,4 41
2012 9.° 2489 28,3 60,9 9,9 0,8
2013 9.° 249,0 28,8 59,6 10,7 1,0
2017 9.° 257.6 24.0 58,3 15,5 2.2

Fonte: SAEP/CAEDUFJF

Tabela 1.8: Nivel de proficiéncia e Padrao de desempenho

Podemos observar ainda, na Tabela que os resultados apontam uma ligeira
melhora para os 6.° e 9.° anos do ensino fundamental e 1.* série do ensino médio, ja para

a 3.* série do ensino médio, os resultados mostram que os alunos nao obtiveram avancos.
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Em particular analisemos os resultados da 1.* série do ensino médio. Observa-
mos um decrescimento consideravel de, aproximadamente, 58% no desempenho abaixo do
bésico, crescimento de, aproximadamente, 11% no nivel bdsico, crescimento de, aproxima-
damente, 73% no nivel adequado e crescimento de 212,5% no nivel avancado. Entretanto,
apesar de bons percentuais, levando-se em consideragao que no ano de 2013 foram avali-
ados 133.254 alunos e 112.674 alunos no ano de 2018, podemos dizer que houve melhora
nos resultados do SAEP. Contudo a migragao entre os padroes de desempenho nao é tao

satisfatoria, veja Figura [L.1]

Total de alunos avaliados 133964

81T

Avancado 066

18704
Adequado Fl?ﬂx
N b5
Basico 400]
Abaxo do basico 16005
0 20000 40000 60000 80000 100000 120000 140000

2018 m2013

Figura 1.1: Grafico do padrao desempenho da 1.* série do ensino médio

Fonte: SAEP/CAEDUFJF - compilacao do autor.

O SAEP possui uma escala de enquadramento de acordo com os percentuais de

acertos por descritores, chamada de categoria de desempenho, veja Tabela |1.9
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Padrao de desempenho

Categoria de desempenho

Abaixo do bdésico
Bésico
Adequado

Avancado

acima de 25% até 50%
acima de 50% até 75%
acima de 50% até 75%
acima de 75%

Fonte: SAEP/CAEDUFJF

Tabela 1.9: Categoria de desempenho

Ao compararmos as Tabelas e [1.10}, os resultados nao sao satisfatérios, pois

o aluno quando avaliado no contetido de funcoes, tema central do nosso trabalho, fica

enquadrado no padrao de desempenho abaixo do basico, ou seja, demonstram defasagem

de aprendizagem do que ¢é previsto para a sua etapa de escolaridade.

Acertos por descritor (%)

Etapa 9.° 1.2 3.2
Ano 2017 2018 2017
D23 - 284 31,6
D24 - 424 41,3
D25 299 276 -
D28 - - 228
D29 - 31,0 -
D30 - - 27,0
D32 - - 38,4
D33 - - 18,9
D34 - - 17,1
D35 - - 46,9

Fonte: SAEP/CAEDUFJF

Tabela 1.10: Desempenho por descritor

Vejamos dois exemplos de questoes aplicadas no SAEP, sendo o primeiro exemplo

de uma questao que fora aplicada ao 9.° ano do ensino fundamental, em que o descritor 25
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estd sendo avaliado e uma questao aplicada a 3.* série do ensino médio, em que o descritor

23 estd sendo avaliado, em ambos o gabarito é a alternativa (a).

Exemplo 1.1. A tabela abaixo mostra o valor cobrado por uma copiadora, de acordo

com o numero de copias.

Ntumero de copias | 1 5 10 20 30

i)

Valor em reais 0,1 10,5 1,00| 2,00 | 3,00

Qual é a férmula que relaciona o nimero de copias (p) com o valor a ser pago (V)?

(a) V =0, 10p;

b) V =1+ 5p;

(¢) V.=0,104+ 0, 5p;

(d) V =bp.

Observemos que a habilidade avaliada neste item é a de identificar a funcao do

primeiro grau que corresponde aos dados de uma tabela. No presente caso, a funcao do
primeiro grau pode ser obtida diretamente a partir do preco de uma cépia. Como o preco

por cépia é de R$ 0,10, o valor V', em reais, a ser pago por p cépias é V = 0, 10p, onde p

denota o nimero de copias.

De acordo com o SAEP/CAEDUJF,

e A alternativa (a), que é a correta, foi a mais procurada, sendo escolhida por 32,6%

dos estudantes.

e A alternativa (b) foi escolhida por 17% dos estudantes e a (c) por 28,2% dos estudan-
tes. Eles usaram os dois primeiros valores que aparecem na primeira ou na segunda

linha para dar como resposta, respectivamente, V =1+ 5pe V = 0,10 + 0, 50p.

e A alternativa (d) foi escolhida por 21,7% dos estudantes. Parece que eles usaram o

segundo numero da primeira linha da tabela para escrever a fungao V' = 5p.

As respostas dadas nas alternativas (b), (¢) e (d) nao satisfazem nenhum valor de

p dado na tabela. Notemos ainda que 67,4% dos estudantes assinalaram como resposta
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as alternativas (b), (c) e (d), ou seja, a sensagao é de que os estudantes que escolheram

essas alternativas nao compreenderam o que estava sendo pedido.

Exemplo 1.2. O grafico abaixo apresenta uma fungao real definida no intervalo [-3, 5.

y

Figura 1.2: Funcao real definida no intervalo [-3, 5].

Fonte: SAEP/CAEDUFJF

Essa fungdo é crescente no intervalo
(a) [=3,0};
(b) [=3,4];
(c) [0,2];
(d) [2,5];
(e) [0,4].

De acordo com o SAEP/CAEDUJF, o item avalia a capacidade de reconhecer o
intervalo de crescimento de uma funcao representada em um grafico e para resolver esse

problema o aluno precisa identificar que a funcao é crescente no intervalo [-3, 0].

e A alternativa correta, (a), foi assinalada por apenas 10,9% dos alunos.

e A alternativa (b) foi escolhida por 60,4% dos alunos que consideraram como extre-
mos do intervalo os pontos de intersecao do gréafico da fungao com os eixos coorde-

nados.
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e Os alunos que assinalaram a alternativa (c), 12,8%, consideraram o intervalo em
que a fungao é decrescente e os que assinalaram a alternativa (d), (8,2%, escolheram

o intervalo em que a funcao é constante.

e A alternativa (e) foi assinalada por 7,3% dos alunos que consideraram os valores do

intervalo de crescimento no eixo das ordenadas.

Portanto, fica evidente que os alunos da rede publica de educacao do estado do
Parana possuem defasagem de aprendizagem, entre elas no ensino de fungoes, e que agoes

de cunho pedagdgico sao imprescindiveis para a melhoria do ensino e da aprendizagem.

Nesta diregao, pretendemos neste trabalho resgatar a definicao de relacao, suas
representagoes e propriedades, o conceito de func@o, suas representacoes e proprieda-
des, assim como, as defini¢oes das funcoes afim, quadrética e polinomial apresentando

aplicagoes praticas através de atividades com materiais manipuldveis.
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CAPITULO 2

O conceito de relacao

Neste capitulo, introduzimos o conceito de relacao e suas ramificacoes. Para mais

detalhes, recomendamos que o leitor consulte as referéncias [1I] e [10].

Faz parte do nosso cotidiano encontrar em jornais, revistas, informativos, pan-
fletos, dentre outros, graficos, tabelas e ilustragoes, que sao utilizados pelas midias para
chamar a atencao do publico alvo, pois sao de facil compreensao. Porém, nao sao ape-
nas nos jornais e nas revistas que nos deparamos com graficos, estes estao presentes em
diversos documentos como os exames laboratoriais, rétulos de produtos, nas informagoes

dos produtos que compoem um cosmético, em bulas de remédio, etc.

Entretanto, para que possamos interpretar corretamente os graficos, necessitamos

de alguns conceitos, tais como par ordenado, plano cartesiano e funcao.

Definigao 2.1. (Par ordenado) Dados dois conjuntos A e B, um par ordenado, denotado
por (z,y), é um par de elementos com primeira coordenada x e a segunda coordenada ,

ondex € Aey € B.

Observacgao 2.2. Quando x é diferente de y, o par (y, ) é diferente do par (z,y), por isso,
o nome, “par ordenado”, pois a ordem tem importancia. Num par ordenado, a primeira

coordenada é denominada abscissa e a segunda coordenada é denominada ordenada.

Consideremos dois eixos x e y perpendiculares em O, os quais determinam o plano
a, conforme Figura Dado um ponto P qualquer, P € «, conduzamos por ele duas
retas, 2’ paralela a x e 1 paralela a y e denominemos P; a intersecao de x com 1’ e P a

intersecao de y com z’. Nestas condi¢oes definimos plano cartesiano

Definicao 2.3. (Plano cartesiano)

(a) abscissa de P é o comprimento do segmento de reta OPy, ou seja, zp = OP;;



(b) ordenada de P é comprimento do segmento de reta yp = OPs;

(¢) coordenadas de P sdo ntmeros reais zp e yp, indicados na forma do par ordenado

(xp,yp), em que xp é 0 primeiro termo;
(d) eixo das abscissas é o eixo z (ou OX);
(e) eixo das ordenadas ¢é o eixo y (ou OY);

(f) sistema de eixos cartesianos ortogonal (ou ortonormal ou retangular) é o sistema

zOy;

(g) plano cartesiano é o plano «.

¥
Y 1
2 [ ]
't X'
e |
X
0] P1

Figura 2.1: Plano Cartesiano

Fonte: O autor.

Defini¢ao 2.4. (Produto cartesiano) Dados os conjuntos A e B, o produto cartesiano
de A por B, denotado por A x B (1é-se: A cartesiano B) é o conjunto formado por todos

os pares ordenados (z,y), onde z € A e y € B, isto é,

AxB={(z,y)|v € Aeye B}.
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2.1 Definicao e exemplos

Podemos definir relagdes através da linguagem de conjuntos. O conceito de
relacdo envolve uma regra em A x B, que define todos os pares ordenados (z,y) que
estao satisfazendo essa regra. A relacao, é entao, o conjunto desses pares ordenados, e

por sua vez um subconjunto de A x B.

Defini¢ao 2.5. (Relagao) Sejam A e B conjuntos nao-vazios, uma relagdo de A em B
ou relacao bindria de A em B, denotada por R(A, B), é um subconjunto de A x B. Se um
par (z,y) pertence a uma relagdo R, dizemos que z estd relacionado com y pela relagao

R, e denotamos por xRy ou (z,y) € R, ou seja,
R(A,B) ={(z,y);xRy,x € Aey € B}.

Quando A = B, dizemos que R é uma relacao sobre o conjunto A ou que R é uma relacao

em A.

Quando nao houver dividas quanto ao produto cartesiano A x B que estamos
utilizando, denotamos R(A, B), por simplesmente R, além disso, quando um par (z,y)

nao pertencer a relacao indicamos por zKy.

Existem distintas formas de apresentar uma relacao. Entretanto, apresentamos
duas formas, a primeira delas é representar o subconjunto A x B, através de pares or-
denados, ou seja, exibimos todos os elementos do produto cartesiano, e quando nao for
possivel apresentar dessa forma a relacao, utilizamos a segunda forma que é definir uma

regra, na qual escolhemos os pares ordenados que satisfazem essa regra.

Nesse caso, escrevemos uma proposicao a qual denotamos por P(zx, y) onde (z,y) €
A x B, que deve ser verdadeira para todos os elementos de R(A, B). Uma notacao alter-
nativa para essa segunda maneira de apresentar uma relagao é R(A, B, P), onde P denota
uma proposicao.

A seguir, listamos alguns exemplos de relagoes.

Exemplo 2.6. Dado um conjunto qualquer A, a relagao 14 = {(x,z) | x € A} é uma

relacdo em A denominada relacao identidade.
Exemplo 2.7. Sejam A = B = N e a proposi¢ao P(z,y) : “x divide y”. O conjunto
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R(A,B,P(z,y)) = {(z,y) € AXB | P(z,y) é verdadeira} = {(z,y) € NxN | z divide y}
¢ uma relagao em N x N. Por exemplo, 4 R 28, pois 4 divide 28, isto é, 28 = 7 x 4.

Exemplo 2.8. Seja R = (Z,7Z,P) e a proposicao P é “z é menor que y”. Como = < y
é verdadeira ou é falsa para qualquer par ordenado (z,y) de nimeros inteiros, R é uma
relagdo em Z. Por exemplo, P(1,3) é verdadeira, P(5,3) ¢ falsa, P(—1,0) é verdadeira e

P(—1,—-3) é falsa, podemos escrever:

1R3, 5R3, — 1RO, — 1R - 3.

Exemplo 2.9. Seja R(A, B,P), onde A é o conjunto composto por homens e B é o
conjunto composto por mulheres e P(z,y) é a proposicao “z divide y”. Nesta situagao,
exige-se significado, quando z é um homem e y é uma mulher. Logo, R nao é uma relagao,
pois o “divide” pode ter diferentes significados dependendo do contexto, tais como separar,

distribuir e repartir.

Exemplo 2.10. Sejam A o conjunto dos compositores e B o conjunto das sinfonias.
Sabemos que Ludwig van Bettoven compos a 9.* Sinfonia, ou seja, na linguagem de
produto cartesiano escrevemos “xr compos y”, logo estamos relacionando Ludwig van

Beethoven com a 9.2 Sinfonia.

Em uma relagao R(A, B), é extremamente importante saber quem sao os elemen-

tos dos conjuntos A e B envolvidos na relagao R.

Defini¢ao 2.11. (Dominio e imagem de uma relagao) O dominio de uma relagao,
denotado por Dom(R), é um subconjunto de A dado por Dom(R) = {z € A | xRy para
algum y € B}. A imagem de uma relacao R, denotada por Im(R), é o subconjunto de B

dado por Im(R) = {y € B | xRy para algum x € A}.

Exemplo 2.12. Consideremos a relacao R definida no conjunto dos nimeros reais R

dada pela proposicao P : 422 + 9y* = 36. Temos que
e Dom(R) ={x| -3 <z <3}=[-3,3]
o Im(R)={y|-2<y<2}=[-22.

Definicao 2.13. (Relagao inversa) Se R(A, B) é uma relacao de A em B, dizemos que

R ={(y,z) € Bx A| (z,y) € R} é arelagao inversa de R, caso exista.
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Observagao 2.14. Uma relacao R(A, B) nao admite relagao inversa R~ quando (y, ) €

R e (z,y) € R, para algum x € Aey € B.

Teorema 2.15. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer e R uma relacao de A em B.

Entao, se existe a relacao inversa R~!,

Demonstragao.

(a) Suponhamos que exista a relagao inversa R™' de B em A, entao (R™!)~! é uma
relagao de A em B, assim como R. Afim de verificarmos que (R~1)~! = R, escolhe-

mos (x,y) € A x B. Entao,

(r,y) e (R ' (y,2) e Rt < (2,9) €R.

(b) Observemos que Dom(R™') e Im(R) sdo ambos subconjuntos de B. Com efeito,

seja y € B um elemento arbitrario, entao

ycDom(R ) e drc A yR'r < Iz c A, 2Ry <y € Im(R).

(c) De forma andloga, ao item (b), temos que Im(R™!) e Dom(R) sao subconjuntos de

A. Seja, portanto, z € A um elemento arbitréario, entao

r€ Im(RY) e yeB, yR 'z < Jye B, xRy < v € Dom(R).

Desta forma, mostramos no Teorema que o dominio da relagao inversa de
uma relacao R ¢ a imagem de R e a imagem da relacao inversa de R é o dominio de R
e como consequéncia desse fato dada uma relacao R de A em B sempre temos R~! de B

em A que atende aos critérios da Definicao desde que R~! exista.
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Exemplo 2.16. Consideremos a relagao R de A = {1,2,3} em B = {a, b} dada por

R= {(1,@), (17b)7 (3’(1)}7

entao a relacao inversa de R é

R~ = {(a7 1)7 (b7 1)7 (av 3)}

Exemplo 2.17. Consideremos a relacao R em R dada pela proposicao P : 2% + 9y* = 9.
A relacao inversa R~! é obtida substituindo  por y e y por x na proposiciao que define

R, de modo que a Defini¢ao [2.13] est4 satisfeita, ou seja,
R ={(z,y) | 92° +y* = 9}.
Exemplo 2.18. Seja R a relagao de A = {1,2,3,4} dada por

R = {(173)7 (47 2)? (274)7 (273)7 (37 1)}7

entdo R nao admite R, pois (2,3) € R mas (3,2) € R.

Exemplo 2.19. Suponhamos o conjunto A = {z | z é uma reta do plano} e a relagao
definida por R = {(x,y) € A x A | z é perpendicular ay}, a relagdio R nao admite R,

pois toda reta nao é perpendicular consigo mesma.

2.2 Representacao de relacoes

Semelhantemente a representacao de conjuntos e ao produto cartesiano de dois
conjuntos, podemos representar uma relacao de forma que seja mais facil visualizar suas
propriedades.

O produto cartesiano de dois conjuntos tem sua representacao feita mediante
os possiveis elementos, para os quais a relagao faz sentido. O mais importante na repre-
sentacao € ter certeza de que ela fornecera de forma mais simples as informagoes a respeito

da relagao.
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Em geral, uma relacao pode ser representada pelos diagramas CartesianosEl, dia-

grama de Venn e diagrama sagital.

2.2.1 Diagrama cartesiano

Seja R uma relagao nao-vazia, ou seja, que possui pelo menos um par ordenado
(z,y) em A x B, o diagrama cartesiano da relagdo R é obtido marcando no plano carte-

siano somente os pontos de A X B que satisfazem a relacao R.

Exemplo 2.20. Sejam R = {A, B,P},onde A ={2,3,4} e B = {3,4,5,6} e a proposigao
P : x divide y. A relagao R tem como diagrama cartesiano a Figura

Ty

6 o { J

5

4 ] ]
3 ]

Figura 2.2: R(A, B,P)

Fonte: O autor.

Exemplo 2.21. Consideremos a relagio R = {(z,y) € R x R | y = z*}. O diagrama
cartesiano de R é representado por um esbogo, veja Figura 2.3, pois R possui infinitos

pares ordenados em R x R.

ITambém pode ser chamada de representacdo cartesiana por utilizar o plano cartesiano.
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Figura 2.3: R(R,R,P) : y = 22

Fonte: O autor.

Exemplo 2.22. Consideremos a relacdo R = {(z,y) € RxR | x < y}. A relac@o inversa
R™! tem como elementos os pares de R com ordem trocada, ou seja, se (x,y) € R entao
(y,z) € R™'. Para obter o diagrama cartesiano da relagio inversa, basta observar, que
pela Defini¢ao os pontos representantes de cada elemento da relacao sao simétricos

em relacao a bissetriz dos quadrantes impares, ou seja, a reta y = x.
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. ’
. ’
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2 ‘. ’
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’ -3 4
’ ’ -3
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’ v
» s

Figura 2.4: Re R™!

Fonte: O autor.

2.2.2 Diagrama sagital

O diagrama sagital, também denominado de diagrama de flechas ou diagrama
de setas, é um grafico para representar relagao consistindo de curvas fechadas, ou ainda

de diagramas de Venn, que relacionam os elementos do dominio e da imagem. Além
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disso, segue a mesma representacao do produto cartesiano, entretanto, o diagrama sagital
somente pode ser utilizado com relagoes que possuem um niumero finito de elementos.
Distingue-se do diagrama cartesiano, pois somente serao feitas as flechas que representam

os pares da relacao.
Exemplo 2.23. A relacao vazia nao possui representacao pelo diagrama sagital.

Exemplo 2.24. Quando A = {-2,-1,0, 1,2} a relagao identidade I4 tem como repre-
sentacao o diagrama sagital (esquerda) ou diagrama de Venn (direita) dados pela Figura

2.0

Figura 2.5: Relacao Identidade 4

Fonte: O autor.

Exemplo 2.25. Consideremos A = {a, b, ¢} e as seguintes relagdes sobre A

R ={(a,a),(a,b),(b,b),(b,c)(c,b)} e

Ry = {(a,a), (a,b), (b,b),(b,c),(c,b),(c,c)}.

Seus diagramas de flechas sao representados conforme Figura [2.6] respectivamente.
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L] C
o SoloNYs
Relacao R Relacao R,

Figura 2.6: Representacao das relacoes R e Ry

Fonte: O autor.

Percebemos pela Definicao [2.13] que as flechas representantes de cada elemento
da relagao inversa estarao no sentido inverso das flechas do diagrama da relagao original.

Por exemplo, a Figura representa a relacdo inversa R;' da relacio R; do Exemplo

o
OO

Figura 2.7: Relacio R;*

Fonte: O autor.

2.3 Propriedades das relacoes sobre um conjunto

Dentre as propriedades das relagbes de um conjunto A sobre ele mesmo, alguns
tipos de relacoes sao essenciais nas defini¢oes de relagoes de equivaléncia e ordem. A seguir,

apresentamos defini¢coes de relagoes reflexiva, simétrica, anti-simétrica e transitiva.

2.3.1 Relacgao reflexiva

Definigao 2.26. (Relagao reflexiva) Uma relacao R em A diz-se reflexiva quando, para

todo x € A, tem-se (x,z) € R.
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Observacao 2.27. Em outros termos, R é reflexiva se, e somente se, todo elemento de

A estd relacionado com ele mesmo. Simbolicamente,
(Vo € A)(zRx),
ou seja,
(Vz,y € A)(x =y = xRy).
A seguir, listamos algumas propriedades imediatas de uma relagao R reflexiva.

(P1) Se R ¢é uma relacao reflexiva em A, a relacdo identidade em A, ou seja, 14 estd

contida em R, isto é, I4 C R, e reciprocamente se R C I4, entao R é reflexiva.

(P2) Se R ¢ uma relagao reflexiva em A, a relagao inversa de R, R™', também é uma

relacao reflexiva em A.

(P;) Se R e S sao relagoes reflexivas em A, RUS e SU R sdo também relagoes reflexivas

A.

Exemplo 2.28. Consideremos a relacdo R em A = {1,2,3,4} dada por

R={(1,1),(2,4),(3,3),(4,1), (4,4)}.

Esta relagdo nao é reflexiva, porque 2 € A e o par ordenado (2,2) ¢ A.

Exemplo 2.29. Seja T' o conjunto de todos os triangulos do plano euclidiano. A relacao
R em T definida pela proposicao P: “x é semelhante a y”é reflexiva, porque todo triangulo

¢é semelhante a si mesmo.

Exemplo 2.30. Seja R em R definida pela proposicao P: “x é menor que y”. Entao R

nao é uma relacao reflexiva, porque para qualquer z € R, z nao é menor do que z.

Exemplo 2.31. A relagao R em N, definida pela proposicao P: “z divide y, é reflexiva,

porque x | x, qualquer que seja z € N.

Exemplo 2.32. Sejam F’ uma familia de conjuntos e R a relacao em F' definida por “z é
um subconjunto de y”. A relacao R é reflexiva, porque todo conjunto é um subconjunto

de si mesmo.

48



2.3.2 Relagao simétrica

Defini¢ao 2.33. (Relagao simétrica) Uma relacaio R em A diz-se simétrica quando

(z,y) € R, implica que (y,x) € R. Simbolicamente,
(Vz,y € R) (xRy = yRx).
Uma relacdo R em A é simétrica se, e somente se, R coincide com sua inversa
Rl istoé, R= R

Exemplo 2.34. Seja R a relagdo em A = {1,2,3,4} dada por

R=1{(1,3),(4,2),(2,4),(2,3),(3,1)}.

Esta relagao nao é simétrica, porque (2,3) € R, mas (3,2) € R.

Exemplo 2.35. Seja T' o conjunto de todos os triangulos do plano euclidiano. A relagao
R em T definida pela proposicao P: “x é semelhante a y”é simétrica, pois se o triangulo

t; é semelhante ao triangulo t,, entao o triangulo ¢, também é semelhante ao triangulo ;.

Exemplo 2.36. A relacio R em N definida pela proposicao P: “x divide y”’nao é
simétrica, porque 2 divide 4, mas 4 nao divide 2. Em outros termos, (2,4) € R, mas

(4,2) € R.

Exemplo 2.37. A relacao R em N definida pela proposicao P: “x + y = 8¢ simétrica,

porque se x +y = 8, entdo y + z = 8. Em outros termos, (z,y) € R, entdo (y,z) € R.

2.3.3 Relacao anti-simétrica

Definigao 2.38. (Relagao anti-simétrica) Uma relacdo R em A diz-se anti-simétrica

quando (z,y) € R e (y,x) € R implicam que x = y.

Observacao 2.39. Em outras palavras, R é anti-simétrica se, e somente se, sendo = # v,

nunca se tem simultaneamente (z,y) € R e (y,z) € R. Simbolicamente,

(Vx,y € A)(zRy e yRz) = = = y.
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Evidentemente, uma relacao R em A é anti-simétrica se, e somente se, a intersecao de R

com sua relacao inversa R~! estd contida em 14, relacao identidade em A, isto é:

RHR_lCIA.

Exemplo 2.40. Consideremos a relacdo R em A = {1,2,3,4} dada por

R={(1,3),(4,2),(4,4), (2,4)}.

Esté relagdo nao ¢é anti-simétrica, porque (4,2) € R, (2,4) € Re 4 # 2.

Exemplo 2.41. A relacado R em N definida pela proposicao P: “x divide y”é anti-

simétrica, porque se x divide y e y divide x, entao, x = y.

Exemplo 2.42. Sejam F uma familia de conjuntos e R a relagao em F' definida por “x é
um subconjunto de y”. Entao R é uma relagao anti-simétrica, porque A,B € F, A C B

e B C A implicam B = A.

2.3.4 Relacao transitiva

Definigao 2.43. (Relagao transitiva) Uma relacao R em A diz-se transitiva quando,

(z,y) € Re (y,z) € R implicam que (z, z) € R.

Uma relagao R transitiva pode ser representada, simbolicamente, por

(Vz,y,z € A)(xRy e yRz) = xRz.

Exemplo 2.44. Consideremos a relacio R em A = {a, b, ¢} dada por

R= {(aa b)7 (67 b)a (bv a)a (0'7 C)}

Esta relagao nao é transitiva, porque (¢,b) € R e (b,a) € R, mas (c,a) € R.

Exemplo 2.45. A relacaio R em R definida pela proposicao P: “x é menor que y”é

transitiva, porque r < y e y < z implicam x < z, para quaisquer x,y, z € R.
Exemplo 2.46. A relacao R em N definida pela proposicao P: “z + y = 12”nao é
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transitiva, porque 7+ 8 =15e 8+ 7 =15 mas 7+ 7 # 12, isto é, (7,8) € Re (8,7) € R,
mas (7,7) € R.

Exemplo 2.47. Sejam F' uma familia de conjuntos e R a relacao em F' definida por “z
é um subconjunto de y”. Entao R é uma relagao transitiva, porque A C Be B C C

implicam que A C C, para quaisquer conjuntos A, B, C' contidos em F'.

2.4 Relacao de equivaléncia

Defini¢ao 2.48. (Relagao de equivaléncia) Uma relagdo R em A chama-se relagao de

equivaléncia em A quando ela é reflexiva, simétrica e transitiva.

Em outras palavras, uma relacao R em A é uma relacao de equivaléncia em A se,

e somente se, possui as trés propriedades a seguir:

(R) (Vz € A)(zRx). (reflexiva)
(S) (Vz,y € A)(zRy = yRx). (simétrica)
(T) (Vx,y,z € A)(xRy e yRz) = xRy. (transitiva).

Exemplo 2.49. Seja A = {a,b,c,d,e, f}. A relacao

R ={(a,a), (,0),(b,c), (b,d), (c,b), (¢,¢), (¢, d), (d, D), (d, ), (d,d), (e,e), (e, f), (f. e), (f, )}

cujo diagrama sagital ¢ dado, conforme Figura [2.8] ¢ uma relacao de equivaléncia.

Figura 2.8: Relacao de Equivaléncia

Fonte: O autor.
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Exemplo 2.50. Seja A o conjunto de todos os triangulos do plano euclidiano. A relagao

R em A definida por “x é semelhante a y”é uma relacao de equivaléncia em A, ja que

e R é reflexiva, pois um triangulo x é semelhante a um triangulo x, basta escolher a

constante de proporcionalidade k£ = 1.

e R é simétrica, pois todo triangulo x é semelhante a um triangulo y, seus angulos

internos sao congruentes o que nos permite dizer que y ¢ semelhante a x.

e 1R é transitiva, pois se os triangulos = e y sao semelhantes e y é semelhante a z,
os angulos internos de x e y sao congruentes e os angulos internos de y e z sao
congruentes, isto é, os angulos internos de x e z sao congruentes, nos permitindo

dizer que x é semelhante a z.
Exemplo 2.51. Consideremos a relagdo R em Z definida pela proposicao P: “(z — y) é

divisivel por 57, isto é,

R={(z,y) |z, y €Z,5](x—y)}
Vamos mostrar que R é uma relacao de equivaléncia em Z. Com efeito,

(i) Para todo x € Z, x — x = 0 é divisivel por 5, isto é, xRx. Logo, R é reflexiva.

(ii) Seja (z,y) € R. Entao, x —y é divisivel por 5, e consequentemente x —y = —(y — x)
também é divisivel por 5, isto é, (y,x) € R. Logo xRy implica yRx. Portanto, R é

simétrica.

(iii) Sejam (z,y) € R e (y,2z) € R. Entao, x —y e y — z s@o divisiveis por 5 e, portanto,
(z—2)=(x—y)+(y—=2)

também ¢é divisivel por 5, isto é, (x,z) € R. Logo, xRy e yRz implicam zRy. Portanto,

R é uma relagao transitiva.

Proposicao 2.52. Seja § uma familia de relagoes de equivaléncia sobre um conjunto A,

entao S = ﬂ R é uma relagao de equivaléncia sobre A.
ReF
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Demonstracao. Seja x € A, entao xRz, para toda R € §. Assim xSz, para todo
x € A. Pela Definicao S é uma relacao reflexiva. Suponhamos que xSy, entao xRy,
para toda R € §, como R é uma relagao simétrica, yRx, para toda R € § e, assim ySz.
Portanto, R é uma relagao simétrica. Para mostrar a transitividade, suponhamos que
xSy e ySz, entao xRy e yRz, para toda R € §. Como R ¢é uma relacao transitiva xRz,
para toda R € §. Logo, xSz e, assim, S é uma relacao transitiva. Portanto, S é uma

relacao de equivaléncia sobre A. [ |

Exemplo 2.53. Em geral, a uniao de uma familia de relagoes de equivaléncia nao é
uma relagao de equivaléncia. Por exemplo, consideremos o conjunto A = {1,2,3,4}
e as seguintes relagoes de equivaléncia Ry = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)} e Ry =
{(1,1),(2,2),(3,3),(2,3),(3,2)}. Seja

S=RIURy,={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(2,3),(3,2)}
a unido de R; e Ry. Notemos que S nao é uma relagao transitiva em A, pois (1,2) € S e
(2,3) € S, entretanto, (1,3) € 5, logo, S nao é uma relagao de equivaléncia em A.

Definigao 2.54. (Classe de equivaléncia médulo R) Seja R = (A, P) uma relagao
de equivaléncia sobre A. Dado a € A, a classe de equivaléncia de a médulo R, denotada

por (', é o subconjunto de A constituido pelos elementos = € A tais que xRa, ou seja,

Co={r€eA|zRa} ={r € A|a=z(mod R)}.

A familia das classes de equivaléncia dos elementos de A médulo R é denotada

por A/R e é denominada conjunto quociente de A por R.

Exemplo 2.55. Seja A o conjunto de todos os circulos do plano euclidiano. As relagoes

Ry e Ry em A, definidas pelas proposicoes:

Pi: “x ey sao concéntricos”;

Ps: “x e y tem o mesmo raio”;
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respectivamente, sao relacoes de equivaléncia em A, pois as classes de equivaléncia segundo
Ry sao circulos conceéntricos e as classes de equivaléncia segundo R, sao circulos de mesmo

raio.

Exemplo 2.56. Sejam E o espaco euclidiano e O um ponto fixo de E. A relacao R em
E definida por
XRY & 00X =0Y

¢ uma relacao de equivaléncia em FE| pois
(R) (VA € E)(AO = OA);
(S) (VA, B € E)(OA = OB = OB = AO):

(T) (VA, B,C € E)(OA= 0B ¢ OB = OC) = OA = OC;,

onde as classes de equivaléncia segundo R sao esferas de centro O e raio OX e o conjunto

quociente é o conjunto das esferas de centro O.

Teorema 2.57. (Teorema fundamental sobre as relagoes de equivaléncia)

Seja R uma relacao de equivaléncia sobre A. Entao,

(a) para qualquer a € A, a classe C, é nao-vazia;
(b) para quaisquer a,b € A, C, N C, = & ou C, = Cy;

(¢) auniao de todas as classes de equivaléncia é igual ao conjunto A, ou seja, U C, = A.
acA

Demonstragao.

(a) Para todo a € A, tem-se a € C,, pois pela propriedade reflexiva de R, aRa. Logo,

C, nao é vazia, ou seja, C, # J.

(b) Consideremos duas classes de equivaléncia segundo R dos elementos a,b € A, C, e
Cy, respectivamente. Primeiramente, vamos demonstrar que aRb implica que C, =
Cp. Seja x um elemento qualquer de C,. Como R é uma relagao simétrica, aRb

implica bRa, entao
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(bRa e aRx) = bRx

e isto significa que = € Cy,. Logo

C, C Ch. (2.1)

Seja, agora, y um elemento qualquer de ;. Entao,
(aRb e bRy) = aRy

e isto significa que y € C,. Logo
C, C C,. (2.2)

Concluimos de (2.1) e (2.2)) que C, = C,.

Agora, vamos verificar que &b implica que C,NCy = @. Com efeito, se existisse
um elemento x tal que

reC,ex e,

teriamos

(aRx e zRb) = aRD,
contrariando a hipétese, veja item (b).

(c) Obviamente que UC“ C A, pois cada uma das classes de equivaléncia C, é um

acA
subconjunto de A. Reciprocamente, se a € A, sendo R reflexiva, temos a € C,, logo

a € UC‘“ pois C, esta contido em UC“' Portanto, UC“ = A.

a€A a€A a€A

Defini¢ao 2.58. (Parti¢ao de um conjunto) Seja A um conjunto nao-vazio. Dizemos

que uma familia § de subconjuntos nao-vazios de A é uma particao de A quando
(a) dois membros quaisquer de § ou sao iguais ou sao disjuntos;

(b) a unidao dos membros de § é igual a A.

Definigao 2.59. (Conjunto quociente) O conjunto quociente é uma familia de elemen-
tos formada por todas as classes distintas de uma relacao de equivaléncia. Se a relacao de
equivaléncia é R estd definida no conjunto A , denotamos A/R e se lé “conjunto quociente

de A pela relacao R”.
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De posse da Definicao m podemos ver que o conjunto quociente A/R é uma
particao de A. O Teorema nos mostra que uma relagao de equivaléncia sobre um

conjunto A divide esse conjunto em subconjunto disjuntos de A.

Exemplo 2.60. Dado o conjunto A = {1,2,3,4,5,6,7,8}, a familia de subconjuntos
§=1{{1,3},{2,4,7},{5},{6,8}} é uma partigao de A, pois cada um dos subconjuntos de

§ € nao-vazio, dois a dois disjuntos e a uniao deles é o conjunto A.

Exemplo 2.61. Sejam A = {ndmeros naturais pares} e B = {ntmeros naturais impares}.

Entao {A, B} é uma partigdo para o conjunto do nimeros naturais N.

Exemplo 2.62. Dados o conjunto A = {a, b, c,d} e as familias §; = {9, {q, b}, {c, d}},
S2 = {{a,b,c}, {c,d}}, 5 = {{a},{c,d}} e T4 = {{b,c},{c,d}}. Notemos que as familias

de subconjuntos nao sao particoes de A. De fato,
e §1 nao é particao de A, pois possui o conjunto vazio;

e §> nao ¢ partigdo de A, pois {a, b, c} N{c,d} = {c} # @, apesar de os subconjuntos

serem nao-vazios e a uniao ser igual a A;
e §3 nao ¢é particdo, pois {a} U{c,d} = {a,c,d} # A;
e §, nao é particao, pois {b,c} N{c,d} = {c} # T e {b,c} U{c,d} # A.

Teorema 2.63. (Relagao de equivaléncia através de uma particao)

Se § é uma particao de A, entao existe uma relagao de equivaléncia R sobre A de modo

que A/R =5.

Demonstragao.

Consideremos R = {A, A,P) de modo que z,y € A e a proposi¢ao P dada por “(3C, €
S)(xeC,eyeC,)”, ouseja, xRy, se P(x,y) é verdadeira, ou ainda, z esta relacionado
com y quando existe um conjunto C, da particao § que contém x e y. Asseguramos que R
é uma relacao de equivaléncia sobre A. De fato, R é uma relagao reflexiva, pois se z € A,
entao existe C, € § tal que x € C, e x € C,, assim xRx. Também R é uma relagao
simétrica, pois se x,y € A e xRy, entao, por hipétese, existe C, € § tal que z € C, e
y € Cy, logo existe C, € § tal que y € C, e x € C,, ou seja, yRx. Além disso, R é uma

relacao transitiva, pois se x,y, 2z € A tais que xRy e yRz, entao existem C, € § tal que
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reC,eyeC,eCyeFtalquey € Cye z € Cp. Como § é uma particao e y = C, N Cy,
temos, pelo item (b) da Defini¢ao que C, N Cy # D e, assim, C, = Cj, logo existe
C, € § tal que x € C, e z € C, e, portanto, xRz. Pela Defini¢ao [2.54, A/R =F. [ |

E possivel relacionar relagao de equivaléncia e particao.

Exemplo 2.64. Dada a particao § = {{a, b}, {c},{d,e, f}} de A={a,b,c,d,e, f}, aela
podemos associar a relacao de equivaléncia

R ={(a,a),(a,b),(b,a), (b,b), (¢,c), (d,d), (d,e), (e, d), (e, e), (e, [), (f,e), (f, ]), ([, ),

(d, )} e A/JR = {{a,b},{c}, {de, [}} = T

2.5 Relacao de ordem

Defini¢ao 2.65. (Relagao de ordem) Uma relagdo R nao-vazia sobre um conjunto A
nao-vazio é chamada relacao de ordem sobre A, se R é reflexiva, anti-simétrica e transitiva.
Um conjunto ordenado é um conjunto sobre o qual se definiu uma relacao de ordem. Além
disso, se para quaisquer x,y € A, tivermos xRy ou yRz, a relacao R é chamada relacao de

ordem total sobre A. O conjunto A, nesse caso, é chamado conjunto totalmente ordenado.

Em outros termos, uma relacaio R em A é uma relacao de ordem em A, se e

somente se, possui as trés propriedades

o (Vz € A)(xRx) (reflexiva);
o (Vz,y € A)(xRy e yRx) = x = y (anti-simétrica);
o (Vz,y,z € A)(zRy e yRz) = xRz (transitiva).

Se R ¢ uma relacao de ordem em A, ao invés de xRy, escrevemos © < vy, €
dizemos “x é menor ou igual a y na relacao R”. Quando xRy e, além disso, x é diferente
de y, escrevemos = < y e dizemos que “x é menor do que y”. Além disso, um conjunto
A munido de uma relacao de ordem diz-se conjunto ordenado e dizemos, também que o

conjunto A possui uma estrutura de ordem.

« 2

Exemplo 2.66. Seja A um subconjunto de R. A relagdo em A definida por “z < y”é

uma relagao de ordem em A, denominada de ordem natural em A.
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Exemplo 2.67. A relagdao em N definida por “z é miltiplo de 3”é uma relagao de ordem

em N. Podemos, entao, escrever 6 < 2e 15 <3, pois6=2-3e15=3-5.

Exemplo 2.68. A relacao de dividibilidade em N definida por “x divide y”é uma relagao

de ordem em N. Por exemplo, 6 <42 ¢ 5 < 35.

Observacao 2.69. Quando uma relagao R em um conjunto A é reflexiva, anti-simétrica e
transitiva, a relacao inversa R~! também possui estas trés propriedades. Por consequéncia,
se R define uma relacao de ordem em A, a relacao inversa R~! também define uma relacao
de ordem em A, denominada relaciao de ordem oposta de R. Além disso, yR~'x indica-se
por y = x, e dizemos que “y é maior ou igual a x”, quando xRy e, além disso, x ¢é diferente

de y, escrevemos y > x, e dizemos que “y é maior do que z”.

2.5.1 Elementos comparaveis, ordem total e ordem parcial

Defini¢ao 2.70. (Elementos comparavéis) Dois elementos = e y de A dizem-se com-

paraveis quando se tem x < y ou y < .

Defini¢ao 2.71. (Relacao de ordem total) A relacdo de ordem < em A diz-se relagao

de ordem total em A quando dois elementos de A sao comparaveis, ou seja,

Ve,y € A, tem-se r <y ouy < T.

Se < é uma relagao de ordem total em A dizemos também que A é um conjunto totalmente
ordenado pela relacao < ou que A possui estrutura de ordem total definida pela relagao

<.

Definigao 2.72. (Relagao de ordem parcial) A relagdo de ordem < em A diz-se
relagdo de ordem parcial em A quando existe ao menos um par (x,y) de elementos e A

nao comparaveis, ou seja,
Jz,y € A, tais que z Ay ouy £ x.

Se < é uma relagdo de ordem parcial em A dizemos também que A é um conjunto
parcialmente ordenado pela relagao < ou que A possui uma estrutura de ordem parcial

definida pela relacao<.
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Exemplo 2.73. A relacao de ordem natural em N definida por x < y é uma relagao de
ordem total em N, pois dados dois elementos quaisquer x,y € N, eles sao comparaveis,

ou seja, tem-se x < youy < .

Exemplo 2.74. Seja A = {a,b,c,d,e}. O diagrama sagital de A dado pela Figura 2.9

Figura 2.9: Relacao de ordem parcial

Fonte: O autor.

define uma relacao de ordem parcial em A mediante o seguinte critério: * X ysez =y
ou se existe um percurso ascendente de z até y segundo a direcao indicada pela flechas.
Assim,

b<a, d < a, e=xc

bAcec#£b(becnao compardveis);

d £ eeeZd(deendo compardveis).

Exemplo 2.75. O conjunto das partes de um conjunto E é parcialmente ordenado pela
relacao de ordem definida por “X é um subconjunto de Y, isto é, X C Y. Realmente,
se A e B sao partes disjuntas de F(ANB = @) e A,B C FE, entdo A e B nao sao

comparaveis, porque A ¢ Be B ¢ A.

2.5.2 Relacao de ordem estrita

Definigao 2.76. (Relagao de ordem estrita) Uma relagido R em um conjunto A

chama-se relagao de ordem estrita em A, quando possui as seguintes propriedades:

(1) xRy e yRz = xRz, para todos z,y,z € A (Transitiva)

(2) zRx, para todo x € A.
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O conjunto A diz-se, entao, estritamente ordenado pela relacao R.

Observacgao 2.77. A relacao de ordem estrita R nao é reflexiva em virtude da propri-
edade (2) da Defini¢ao e também ¢é nao simétrica, isto é, xRy e yRx nunca sao
simultaneamente verdadeiras. Assim, uma relacao de ordem estrita em um conjunto é

nao reflexiva e nao simétrica, mas é transitiva.

Uma relacao de ordem estrita R sobre um conjunto A é uma relagao de ordem
estrita total quando, dados dois elementos quaisquer de A, eles sao comparaveis mediante
R, ou seja, ou zRy ou yRx para todos © # y em A . Neste caso, dizemos que A é um

conjunto estrita e totalmente ordenado pela ordem R.

Exemplo 2.78. A relacao em N definida por z < y é uma relagao de ordem estrita total

em N, pois, quaisquer que sejam x,y € N, valem
(1) z<yey<z=z<z

(2 z<y=a#y

(3) r<youy<uz.

2.5.3 Elementos notaveis em um conjunto ordenado

Defini¢ao 2.79. (Limites de um conjunto) Sejam A um conjunto ordenado segundo
a relacao < e B C A um subconjunto nao-vazio. Dizemos que £ € A é um limitante
superior para B se, para todo z € B, tivermos r < L. Denotamos o conjunto dos
limitantes superiores por M4(B). Quando M4(B) # @, dizemos que B é um conjunto
limitado superiormente. Também dizemos que ¢ € A é um limitante inferior para B se,
para todo x € B, tivermos ¢ < x. Denotamos o conjunto dos limitantes inferiores por
my(B). Quando ma(B) # &, dizemos que o conjunto ¢ limitado inferiormente. Um

conjunto B que é limitado superior e inferiormente é dito limitado.

Quando dizemos que £ é um limitante superior de B garantimos que qualquer
elemento de B é menor ou igual a £. Do mesmo modo se £ é um limitante inferior de B, ¢ é
menor ou igual a qualquer elemento de B. E importante notar que os limitantes superiores
e inferiores ndo necessariamente pertencem ao conjunto B, ou seja, M4(B) e my(B) nao

sao necessariamente subconjuntos de B.
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Exemplo 2.80. Em N, consideremos A = {3,5,7} e a relagdo R dada por “z < y”, entao
my(A) ={1,2,3} e M4(A) ={7,8,9,---}. Portanto, o conjunto A ¢é limitado.

Exemplo 2.81. Consideremos R com a relacdo de ordem usual. Se B = [0, 1], entao
my(B) =] — 00, 0], pois para todos = € [0,1] e y €] — 00,0], temos y < z. Do mesmo
modo, M 4(B) = [1, +oo[. Portanto, o intervalo [0, 1] é limitado superior e inferiormente.

Consequentemente, [0, 1] é limitado.

Exemplo 2.82. Sejam A = {-3,—6,—9,--- ,—3n, -} e a relagdo de ordem usual, com
n € N, entao ¢ = —3, é o limitante inferior de A. Notemos que nao temos L, ou seja, A

nao possui um limitante superior. Logo, A nao é limitado.

Proposicao 2.83. (Inclusao de conjuntos com limitantes) Sejam B; C By e By

subconjunto de um conjunto ordenado A, entao

(a) Ma(Bz) C Ma(By);

(b) mA(Bg) C mA(Bl).

Demonstracgao.

(a) Seja L € My(Bsy). Pela Defini¢ao 2.79, L € A e x < L, para todo x € By. Como
By C Bs, qualquer que seja x € By, temos = < L. Logo, L € M(By).

(b) Seja £ € my(Bs). Pela Definicao 2.79, ¢ € A e { <X z, para todo x € By. Como

By C Bs, qualquer que seja x € By, temos £ < z. Logo, £ € myu(By).

Observacao 2.84. A reciproca da Proposicao [2.83] nem sempre é verdadeira. Conside-

remos a relacao de ordem dada pela Figura [2.10}
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Figura 2.10: Reciproca da Proposicao

Fonte: O autor.

Temos que

M({c,d}) = {g,h} = M({e, [})
m({c,d}) = {a, b} = m({e, f})

e, no entanto, {¢,d}<{e, f}. |

Definigao 2.85. (Elemento minimal e maximal) Sejam A um conjunto ordenado
segundo a relagao < e B um subconjunto nao-vazio de A. Dizemos que E é uma elemento
maximal de A se, para x € A, x = E sempre que E < x. Se v = E sempre que = < E,
entao E é um elemento minimal de A. Denotamos o conjunto dos elementos maximais
e minimais por EMax(A) e EMin(A), respectivamente. Se, para todo z € B, tivermos
r < M, entao M € B é um maximo de B. Dizemos que m € B é um minimo de B, se,

para todo xz € B, tivermos m < x.

Observemos a diferenca entre um elemento maximal de B e outro que é limitante
superior de B. Para um elemento ser maximo ele devera pertencer ao conjunto B. Pela
Defini¢ao [2.79] se M é méximo de B, entao ele é limitante superior de B e, se m é minimo

de B, entao ele é limitante inferior de B. Logo, para verificar os candidatos a maximo e
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minimo, devemos buscar os limitantes superiores e inferiores de B e, dentre eles, escolher
os que sao elementos de B. Assim, todo elemento de M4(B) N B é méaximo e todo
elemento my(B) N B é minimo.

Além disso, se existir maximo (respectivamente, minimo) em A, ele serd o tinico

elemento maximal de A (respectivamente, minimal de A).

Exemplo 2.86. Consideremos a relacao de ordem dada pelo diagrama sagital da Figura

2.11] e conjunto A = {a,b,c,d, e}.

e

b/d\c/
\a/

Figura 2.11: Relagao de ordem com elemento minimo e sem elemento maximo

Fonte: O autor.

Temos que EMax(A) = {d, e} e EMin(A) = {a}. Notemos ainda que o elemento a
é tanto elemento minimal, como o minimo de A, porém o conjunto A nao possui maximo,

pois M4 (B) N B = {d, e}, ou seja, ndo ¢ um conjunto unitério.

Exemplo 2.87. Em A = {a,b,c,d, e}, consideremos a ordem dada pela Figura [2.12

Entao, A possui elementos maximais a e b, e elementos minimais, ¢ e d.

a\e/b
/ \d

Figura 2.12: Relagao de ordem sem elementos de minimo e de maximo

Fonte: O autor.
Pelo fato de que EMax(A) = {a, b} e EMin(A) = {¢,d}, A nao possui o elemento
méaximo e nem minimo, pois EMax(A) e EMin(A) nao s@o conjuntos unitérios.

Exemplo 2.88. O conjunto A = {2,3,4,5, - - } ordenado pela relagdo “x divide y” possui

como elementos minimais todos os niimeros que sao primos, porque se p € A é um nimero
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primo, entdao somente p divide p (visto que 1 € A). Além disso, se a € A nao é primo,
entao ha um ntmero b € A tal que b divide a, isto é, b < a e b # a. Notemos ainda que
o conjunto A nao possui elementos maximais, porque, qualquer que seja a € A, a divide,

em particular, 2a.

Evidentemente, nem sempre existem maximo e minimo de um conjunto, mesmo
quando o conjunto é limitado superior ou inferiormente, ou até mesmo quando a ordem é

total, mas se 0 médximo e o minimo de um conjunto existem, sao Unicos.

Teorema 2.89. (Unicidade de minimo e maximo) Se B é um subconjunto de um
conjunto ordenado (A, <) e existem elementos méximo e minimo de B, entdo eles sao

unicos.
Demonstracgao.

(i) Suponhamos que M e M’ sdo méximos de B. Entao,

e M é miximode BeM € B= M < M,

e M éméximode BeMe B=M< M.

Logo, pela propriedade anti-simétrica, M = M'.
(ii) Suponhamos que m e m’ sdo minimos de B. Entao,

e mé minimode Bem' € B=m < m’;

e m' ¢ minimode BeM € B=m’' <m.

Logo, pela propriedade anti-simétrica, m = m’. Portanto, quando um conjunto possui

minimo ou maximo, ele é unico. [

Denotamos, em um conjunto ordenado A, o méaximo de um subconjunto B por

max4(B) e o minimo de um subconjunto B por miny(B).

Proposigao 2.90. Sejam B; e By subconjuntos de um conjunto ordenado A tais que
By C B,, onde o méximo e o minimo de cada subconjunto existem, entdo mina(By) <

ming(By) < maxs(By) < maxy(Bs).
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Demonstracao.  Pela Proposicao 2.83|(b), ma(B2) C mu(B;), assim mins(By) <
ming(By). Pela Definigao , ming(B;) < maxa(B)) e, outra vez, pela Proposigao
2.83l(a), maxa(B;) < maxu(Bs). Portanto, ming(B;) < ming(B;) < maxa(B;) <
max 4 (By). |

Se um subconjunto B de A é limitado superior e inferiormente, os conjuntos

M(B) e m4(B) sao subconjuntos nao vazios de A. Logo, podemos pensar na existéncia

de minimo e maximo de B.

Definicao 2.91. Sejam A um conjunto ordenado segundo a relacao < e B C A um
subconjunto nao-vazio. Chamamos de supremo de B, denotado por sup 4B, o minimo do

conjunto dos limitantes superiores de B, caso exista, ou seja,
sup 4(B) = ming(M4(B)).

Chamamos de infimo de B, denotado por inf 4(B), o méximo do conjunto dos limitantes

inferiores de B, caso exista, ou seja,
lan(B) = maXA(mA(B)).

Exemplo 2.92. Consideremos N com a ordem usual. Todo subconjunto, A nao vazio e
limitado superiormente (respectivamente, inferiormente) de N, possui elemento minimo
(respectivamente, maximo), que também é supremo (respectivamente, infimo), isto é,

supy(A) = miny(Mpy(A)) (respectivamente, infy(A) = maxy(my(A4))).

Exemplo 2.93. Seja A uma parte do conjunto N constituida de dois nimeros naturais
distintos ¢ e d, isto é, A = {¢,d}. Para a relagao de divisibilidade (x | y), os limitantes
superiores de A sao os miltiplos comuns de ¢ e d, e como todos os multiplos comuns de
¢ e d sao multiplos do minimo multiplo comum (m.m.c.) de ¢ e d, segue que o conjunto
My (A) dos limitantes superiores de A admite como elemento minimo o m.m.c.(c, d), isto
¢,

supy{c, d} = m.m.c(c,d).

Analogamente, os limitantes inferiores de A sao os divisores comuns de c e d, e
como todos os divisores comuns de ¢ e d sao divisores do maximo divisor comum (m.d.c.)

de c e d, segue que o conjunto my(A) dos limitantes inferiores de A admite como elemento
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méaximo o m.d.c.(c, d), isto é,
infy{c,d} = m.d.c(c,d).

Teorema 2.94. Sejam (A, <) um conjunto ordenado e B um subconjunto nao-vazio de

A. Temos s = sup,(B) se, e somente se, as seguintes condigdes ocorrem

(a) para todo = € B, temos = < s;

(b) se existe y € A tal que = < y, para todo € B, entdo s < .

Demonstracao. Suponhamos que s = sup,(B), entdao s = sup,(Mau(B)). Assim, s é
um elemento de M 4(B), veja Defini¢ao . Logo, para todo = € B, x < s. Além disso,
s = Mu(B) Nma(Ma(B)), assim, se existe y € A tal que x < y, para todo x € B, pela
Definigao [2.79] s < v.

Reciprocamente, sejam B um subconjunto nao-vazio de A e s € A satisfazendo
as condigoes (a) e (b). Pelo item (a), temos que s € My (B). O item (b) nos garante que
se y € M4(B) entao s < y, ou seja, s € my(My(B)). Portanto, s = sup4(B). |

Teorema 2.95. Sejam (A, <) um conjunto ordenado e B um subconjunto nao-vazio de

A. Temos t = inf 4(B) se, e somente se, as seguintes condigdes ocorrem

(a) para todo = € B, temos t < x;

(b) se existe y € A tal que y < z, para todo = € B, entao y < t.

Demonstracao. Suponhamos que t = inf4(B), temos que ¢ = max4(ma(B)). Assim,
antes de mais nada, s é um elemento de m4(B), veja Definigao Logo, para todo

x € B, t < x. Além disso, se existe y € A tal que y < x, para todo x € B, pela Definicao

279y <t

Reciprocamente, sejam B um subconjunto nao vazio de A e t € A satisfazendo as
condigoes (a) e (b). Pelo item (a), t € ms(B). O item (b) nos garante que se y € my(B),
entdo y < t, ou seja, t € Ma(my(B)). Portanto, t = inf4(B). [

Definigao 2.96. Um conjunto A é dito bem ordenado se for um conjunto ordenado (A, )
e todo subconjunto nao-vazio de A possuir minimo. Nesse caso, a ordem < é denominada

boa ordem sobre A.
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Exemplo 2.97. O conjunto dos niimeros naturais N com a ordem usual < é bem orde-
nado, mas nao é bem ordenado com a ordem dada pela divisao, pois existem naturais
quaisquer x e y que nao sao comparaveis, por exemplo 5 e 12, 5 nao divide 12 e 12 nao

divide 5.

Exemplo 2.98. Todo subconjunto de um conjunto bem ordenado é bem ordenado, pois
dados um conjunto bem ordenado A e B um subconjunto de A, entao todo subconjunto

de B é subconjunto de A e, portanto, possui minimo.

Proposicao 2.99. Todo conjunto bem ordenado é totalmente ordenado.

Demonstragao. Sejam a,b € A, entdo o subconjunto {a, b} de A contém, pela Definigdo
2.85, um elemento que é minimo. Desse modo, um dos elementos de A precisa ser menor

ou igual ao outro. Portanto, A é totalmente ordenado. |
Observemos que a reciproca da Proposi¢ao [2.99 nem sempre é verdadeira, pois
Z, Q e R sao totalmente ordenados segundo a ordem usual, mas nao sao bem ordenados.

Quando um conjunto X for totalmente ordenado, podemos definir de maneira
natural em A, subconjunto de X, uma ordem parcial induzida pela ordem de X, entao X
sendo totalmente ordenado A também serd. Um subconjunto A C X é uma cadeia] se,

na ordem induzida, for totalmente ordenado.

Pelo fato de A ser bem ordenado podemos determinar o elemento maximal através

do Lema 2.100]que é um principio de maximalidade em conjuntos parcialmente ordenados.

Lema 2.100. (Lema de Zorn) Seja X um conjunto parcialmente ordenado tal que toda

cadeia tenha pelo menos uma cota superior, entao X tem um elemento maximal.

Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [I3] pagina 105. [ |

2A ¢ uma cadeia em X se quaisquer dois elementos de A sdo comparéveis, isto é, dados a;,as € A
vale que a1 < ag ou as < ay.
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1 CAPfTULO 3 1

Funcao

Neste capitulo, introduzimos o conceito de funcao e seus desdobramentos. Para

mais detalhes, recomendamos que o leitor consulte as referéncias [1], [7] e [10].

O conceito de funcao existe desde os primérdios da humanidade. Porém, foi
a partir do século XVII, com o surgimento da matematica moderna, que seu conceito
fundamental comecou a ser construido. Ao filésofo, cientista, matematico e diplomata
alemao, Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) foi atribuida a criagdo do vocédbulo
funcao.

Além de Leibniz, varios matematicos apresentaram definicoes de funcgoes, tais
como Daniel Bernoulli (1700-1782), Jacob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli (1667-
1748), Leonhard Euler (1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), Jean Baptiste
Joseph Fourier (1768-1830), Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) e Georg
Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).

De acordo com ([5], 2007), algumas das defini¢oes dadas por estes matematicos

Sao:

Johann Bernoulli (1718): Chamamos aqui Fungdo de uma grandeza
variavel, uma quantidade composta de qualquer maneira desta grandeza
varidvel e de constantes. Euler (1748): uma fungéo de uma quantidade
varidavel é uma expressao analitica composta de alguma maneira desta
quantidade varidvel e nimeros ou quantidades constantes. Euler (1755):
se x denota uma quantidade varidvel, entao todas as quantidades que
dependem de = ou sao determinadas por ele sao chamadas suas fungoes.
Lagrange (1797): Chamamos fungao de uma ou vérias quantidades toda
expressao para cédlculo na qual estas quantidades entram de uma ma-
neira qualquer, envolvidas ou nao com outras quantidades que conside-
ramos como sendo dadas e valores invariaveis, enquanto as quantidades

da fungao podem assumir todos os valores possiveis. [...] Designaremos



em geral pela letra f ou F, colocada antes da varidvel, toda funcao desta
variavel, isto é, toda quantidade que depende desta variavel e que varia

com ela segundo uma lei dada.

Além disso, este capitulo tem como proposta resgatar a formalidade das de-
finicoes de relacao e funcao e aplica-la através de atividades praticas, conforme expomos

no Cépitulo

3.1 Definicao de funcao e exemplos

Definigao 3.1. (Funcgao) Sejam A e B dois conjuntos quaisquer nao-vazios. Uma fungao
f de A em B denotada por f: A — B é uma terna (f, A, B), onde f é uma relagao de A

em B satisfazendo as seguintes condigoes:

(a) Dom(f) = A, ou seja, para qualquer x em A, existe y em B tal que (z,y) estd em

f.

(b) se zfy e xfz, entdo y = z.

O conjunto A é denominado dominio da fungdao f : A — B e denotado por

Dom(f). O conjunto B é denominado contradominio de f : A — B e denotado por

Cdom(f). Estas definigdo sao motivadas pelas Defini¢oes e

Em outros termos, uma funcao f : A — B é um conjunto de pares ordenados
(x,y) tais que a cada elemento z € A corresponde um, e somente um, elemento y € B.

Portanto, uma funcao f é um tipo especial de relacao de A em B.

Além disso, a condicao de ser unico elemento y € B correspondente a qualquer
elemento z € A significa que, se dois pares ordenados (x,y) e (z,z) do mesmo conjunto

f tém o mesmo primeiro elemento, entao, devem ter também o mesmo segundo elemento

conforme Definicao [3.1](b), ou seja,
(ry)ef e (rz)ef=y==z

Dessa forma, utilizamos a notacdo y = f(z) ao invés de xfy, visto que y é

univocamente determinado por x.
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Importante notar que todo elemento de B nao é, necessariamente, imagem de um

elemento de A e, também, que elementos distintos de A podem ter a mesma imagem.

Em muitos casos, ao invés de escrever f : A — B, adotamos apenas f, quando
estiverem implicitos os conjuntos A e B. Além disso, a representacao cartesiana da relagao
f é denominada gréafico da relacao f e motivados pela Secao denotamos por Gr(f).
Deste modo, Gr(f)={(z, f(z)) € Ax B|z € A}.

A seguir, vejamos um exemplo das taxas que uma empresa de transporte de
cargas utiliza no dia-a-dia, sem levar em consideracao as aliquotas de impostos que sao

cobradas dependendo do tipo de carga e que variam de um Estado para outro.

Exemplo 3.2. Para levar uma carga de caminhao de um Estado para outro, uma trans-
portadora cobra R$ 10,00 fixos e um adicional R$ 0,50 por quilo de carga. O preco do
frete y é uma funcao da massa em quilogramas x da carga. A lei de formacao dessa fungao

¢ f(x) =104+0,5-z, onde z € R,.

Exemplo 3.3. Sejam A = {a,b,c} e B = {1,2,3}. Consideremos a relagao de A em B

dada por

= {<a7 1>> (bv 2)7 (Ca 3)}

Assim, f é uma fungao de A em B, porque, para todo elemento de A valem (a) e (b) da

Definigao [3.1
O KN

Figura 3.1: Diagrama sagital da funcao f

Fonte: O autor.

A representagao da Figura[3.1] é o diagrama sagital da relagao f, vista na Se¢ao

2.2
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Exemplo 3.4. Sejam A = {1,2,3} e B ={a,e,i,0,u}. A relacao de A em B dada por

= {(1,&), (27i>’ (376)7 (2’u)}

nao é uma fungao de A em B, porque 2fi, 2fu e i # u.

Exemplo 3.5. Sejam A ={1,2,3,4} e B={1,3,5}. A relacao f de A em B dada por

f= {(17 1)7 (275)7 (473)}

nao é uma funcao de A em B, porque o elemento 3 € A e nao existe y € B, tal que 3fy.

3.2 Igualdade de funcoes

Como uma relagao de A em B é um subconjunto do produto cartesiano A x B,
entao, para estabelecermos igualdade entre funcoes, é necessario que as relacoes e os
conjuntos A e B sejam iguais. Sendo assim, conforme Definigao [2.5] segue a definicao de

igualdade de fungoes.

Definicao 3.6. Dizemos que duas fungoes f e g sao iguais, e denotamos por f = g,

quando

(a) Gr(f) = Gr(g);
(b) Cdom(f) = Cdom(g).
Observagao 3.7. Vimos no Capitulo [2] que uma relagao pode ser expressa através dos

pares ordenados do subconjunto A x B ou, ainda, através da definicao de uma regra, que

pode ser uma sentenca aberta ou uma expressao algébrica e, da mesma forma, podemos

expressar as fungoes. Veja os Exemplos [3.8 e

Exemplo 3.8. A funcdo f: A — B, onde A = {1,2} e B = {1,2,3,4} dada pela relagao

f= {(1’ 1)7 (274)}

e a funcdo g, cujo dominio é o conjunto {1,2} definida pela expressiao g(z) = 22, sdo

iguais (f = g), pois Gr(f) = Gr(g) e o Cdom(f) = Cdom(g).
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Exemplo 3.9. Sao iguais as fungdes f : R\ {—1} = R e ¢g : R — R definidas por
2
—1
flz) = z 1 e g(x) = x — 17 A resposta é nao, pois as relagoes f e g ndo sdo iguais,
x
ou seja, nao satisfazem o item (a) da Definigao mesmo a condi¢ao do item (b) sendo

satisfeita. Notemos que Dom(f) # Dom(g).

Teorema 3.10. Sejam f: A — Beg: A— B fungoes. Entao, f = g se, e somente se,

f(x) = g(x), para todo x € A.

Demonstragao.  Suponhamos que f = g e consideremos = € A. Pelo item (a) da
Definigao [B.1] existe y € B tal que y = f(z), ou seja, (z,y) € Gr(f). Como, por hipétese,
f = g, temos Gr(f) = Gr(g). Assim, (z,y) € Gr(g), ou seja, y = g(z). Portanto

f(z) = g(x). Reciprocamente, suponhamos f(x) = g(x), para todo = € A, temos

(z,9) € Gr(f) &y = f(r) & y=g(r) & (,9) € Gr(g).

Logo, Gr(f)= Gr(g) e, portanto, f = g. [

3.3 Conjunto imagem

Defini¢ao 3.11. (Conjunto imagem) Sejam f : A — B, X e Y subconjuntos de A e
B, respectivamente. A imagem de X sob f, denotada por f(X), é o conjunto de todas as

imagens dos elementos de X, ou seja,

fX)={yeBly=[f(z),zeX}

A imagem inversa de Y sob f, denotada por f~}(Y), é o conjunto formado por todos os

x € A tais que f(x) €'Y, ou seja,

) ={ze Al f(z) €Y}

Exemplo 3.12. Dada a funcao f: Ry — R, com f(z) =+/zr e Y =]1,2[. Temos que a

imagem inversa do conjunto Y pela funcao f é
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f7HY) ={zeRi| f(x) eV}
={zxeR,|1< f(x) <2}
={zeR;|1<x<2}
=11,4].

Notemos que o grafico da fungao f é uma interpretacao visual dos conjuntos Y e

f~HY), conforme apresentado na Figura

2

Exemplo 3.13. Consideremos a fungao f : R — R, em que f(x) = z* e o conjunto

Y = [1,4] como mostra a Figura a imagem inversa de Y pela funcao f é o conjunto

[—2, —1] U [1, 2] formado pela unido de dois intervalos, ou seja,

f7HY) ={zeR|f(z) €Y}
={zeR|1< f(z) <2}
={zeR||z|>1e|z| <2}
={reR|(z<—-1loux>1)e(-2<z<2)}
={reR|(-2<z<-1)ou(1<z<2}

—[-2,~1U[1,2].

Teorema 3.14. Seja f : A — B uma funcao. Entao:

(a) f(2)=2.

(b) f({z}) = {f()},Vx € A.

(c) Se X; C Xy C A entao f(Xy) C f(Xy).

(d) Se Vs CYs C Bentio fL(Y;) C f~1(Ya).

(e) Sejam X; e X, subconjuntos de A, entdo f(X; \ Xa) D F(X1) \ f(Xa).
(f) Sejam Y; e Ys subconjuntos de B, entdo

(1) [T\ Ye) = 1)\ fTH(Y2),
(i) f7H(CpY1) = Ca(f~ (V1))
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(g) Se {X, |~ €I} éuma familia de subconjuntos de A, entao

(i) f (UX7> = Uf(X7)7

(i) f (ﬂ)@) c (F(X,).

(h) Se {Y, | v € I'} é uma familia de subconjuntos de B, entao

(i) f (Un) =Jr )

vyer yerl’
(i) /! (ﬂn) c 1
vel ~vel
Demonstragao.

(a) Como @ C f(9), pois & estd contido em qualquer conjunto, basta mostrar que
f(@) C @. Suponhamos, por absurdo, que f(@) ¢ @, entdo existe y € f(2). Logo,
pela Definiacao [3.11} existe z € & tal que y = f(z), o que é um absurdo. Portanto,

f(@)=2.

(b) De fato, seja y € f({z}), entdo existe b € {z} tal que y = f(b), assim b = z e
y = f(x). Portanto, y € {f(z)}.

(c) Seja y € f(X31), entdo existe z € X; tal que y = f(x). Como X; C X, temos que
r € Xy tal que y = f(z), ou seja, y € f(Xs). Portanto, f(X;) C f(Xs).

(d) Seja z € f~1(Y1), entdo existe y € Y; tal que y = f(z). Como Y; C Y, temos que
y € Ys tal que y = f(x), ou seja, € f~1(Yz). Portanto, f~1(Y7) C f~1(Ya).

(e) Sejay € f(X1)\ f(Xz), entaoy € f(X1) ey & f(X3). Deste modo, existe x € X; tal
que f(x) =y e, para todo 2’ € X, f(z') #y. Logo, x ¢ X,, portanto, z € X7 \ Xo
e f(z) =y. Assim, y € f(X1\ Xp).

(f) (i) Primeiramente, vamos mostrar que f~1(Y; \ Y3) C f~4(Y})\ f71(Y3). Seja
r € f71(Y; \ Ya). Pela Definigao concluimos que f(z) € Y1 \ Ya,0u seja,
f(x) € Y1 e f(x) € Yo, Como consequéncia deduzimos que z € f~(Y}) e
x & f71(Yz). Portanto, z € f~1(Y7)\ f~1(Y2), e deste modo vale a inclusdo

FHYAINYe) CfH )\ fH(Y2).
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Reciprocamente, vamos mostrar que f~1(Yy)\ f~1(Ys) C f71(Y1 \ Y2). Seja
ze f7H(Y1)\ f7(Y2). Entao z € f71(Y1) e x ¢ f~!(Y3). Pela pela Definigao
3.11}, concluimos que f(z) € Y; e f(z) € Y5. Sendo assim, f(x) € Y7 \ Y, ou
seja, v € f71(Y1\ Ya).

Portanto, podemos concluir que f~}(Y; \ Y2) = f~1(Y1) \ f71(Y2).

(i) Mostremos, primeiramente, que f~'(CgY;) C Ca(f~'(Y1)). Suponhamos que
r € f71(CgY1), assim, pela Deﬁni(;éo concluimos que f(z) € CgY;. Deste
modo, f(z) ¢ Y. Segue, novamente, da pela Definigao que r € f71(Y1).
Portanto, uma vez que f~!(Y;) C A e x € A, concluimos que x € C4(f~1(Y1)).
Logo, f~'(Cu¥1) € Calf~(¥2).

Reciprocamente, mostremos que C4(f~(Y1)) C f~'(CgY7). Suponhamos que
r € Ca(f1(Y1)). Entdo, z € Aex & f~1(Y7). Deste modo, f(x) ¢ Y;. Como
Y) C B e f(z) € B, segue que f(x) € Cg(Y7). Logo, x € f~1(Cp(Y1)). Como
x € C4(f~1(Y1) implica que z € f~1(Cp(Y)), concluimos que C4(f~'(¥1)) C
fHCBY1).

Portanto, f~!(CpY1) = Ca(f~H (V1))

(g) (i) Primeiramente, vamos mostrar que f (UXV) C Uf(X’Y)' Sejay € f (UXAY),

yel’ vyel’ vyerl
entao existe x € LJXV tal que f(xz) =y. Logo, x € X, para pelo menos um
~vel

v eT. Assim, y € Uf ) e, portanto, f (UX) - Uf(X

vyel yer yel

Reciprocamente, mostremos que U f(X,) Cf (UX7>. Consideremos y €

vyel vyel

Uf ,entao y € f(X,,) para, pelo menos, um 7, € I'. Logo, existe z € X,
vyel

com f(x) =y. Comoz € X, , x € UX"Y e, assim y € f (UXAY).

vel vel

(i) Sejay € f (ﬂXv>> entdo existe x € ﬂXw tal que f(z) = y. Como z €

yerl’ yel

an re X, Vyel, f(x) =y, comz € X,,Vy eTI. Logo, y € ﬂf(X

vyel yerl’

(h) (i) Mostremos, inicialmente, que f~! (UYV> C Uf_l(Y,y). De fato, seja x €

yel vyel’
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-1 (UY,Y>, entao existe y € LJY7 tal que f(x) = y. Logo, para algum
vyel vyel
v €T, existe y € Y, tal que f(x) =y. Assim, z € f~(Y,), para algum v € I,

Portanto, © € Uf_l(YV)

~yel

Reciprocamente, mostremos que Uf_l(Yy) c f! (UY,Y> De fato, seja

vyel yel

x € Uf , entdo existe x € f~1(Y,), para algum v € I'. Logo, para algum
yel’

v €T, existe y € Y, tal que f(z) =y. Assim, f(z) =y, paray € Uf_l(Yv) e

vyerl
portanto, z € f~! (UY7>.

vyel

Consequentemente, f~! (U}Q) = Uf—l

vyer vyel’

(ii) Sejax e f7! (ﬂi@) entao existe f(x ﬂ , tal que f(z) € Y,,Vy €.

~yel ~yel

Como z € f~1(Y,), Vv € T, concluimos que x € mf_l(YW).
~yel’

Exemplo 3.15. Sejam (g, A, B), onde A = {a,b,c}, B={1,2,3} e Gr(g) = {(a,1), (b,2), (¢, 2)}.
Entdo g({a,b}) = {1,2}, g(4) = {1,2} e g(A\ {a,b}) = g({c}) = {2}, porém g(A) \
g({a,b}) = @. Portanto, a igualdade do item (e) do Teorema nem sempre Ocorre.
Exemplo 3.16. Consideremos a funcao (f, A, B), onde A = {a,b,c}, B = {1,2,3} e
Gr(g) = {(a,1),(b,2),(c,2)}, e os seguintes subconjuntos de A: A; = {b}, Ay = {a,c}

e A; = {a,b}. Temos que f(A;) = {2}, f(A2) = {1,2} e f(A;) = {1,2}. Como

A NAyNA; = O segue que f(AiNANA3) =D e ﬂf(Aw) = {2}. Portanto, nem

yel
sempre é verdade que ﬂ f(xX,))cf <mX >

vel’ yel

3.4 Representacao geométrica

Podemos representar fungoes através dos diagramas cartesiano e sagital, assim

como nas representacoes de relagoes, veja Secao Entretanto, a representacao das
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relacoes depende das propriedades que esta possui. Desta forma, quando queremos repre-
sentar uma fungao, devemos nos atentar quanto a natureza dos conjuntos envolvidos e as

propriedades da funcao.

Nao apenas os diagramas cartesiano e sagital podem ser utilizados para repre-

sentacao de funcao, podemos utilizar ainda o diagrama de barras e o diagrama de pizza.

O diagrama cartesiano de uma funcao f : A — B, Gr(f), estd fundamentado
na Definigao [2.3] veja Figura 2.1 onde a cada elemento do conjunto A, associamos um
ponto na reta horizontal e, a cada elemento da imagem de f, associamos um ponto da reta
vertical, sendo a representacao dada pelos pontos de intersecao das retas perpendiculares

tragadas por cada um desses pontos.

Exemplo 3.17. No Exemplo o diagrama cartesiano é dado pela figura a seguir.

y
3_
f(z) =/ (z)
Y
T SRS
i i) i X
0 k¢ 2 3 b4 5

Figura 3.2: Representacao gréifica dos conjuntos Y e f~1(Y)

Fonte: O autor.

Exemplo 3.18. No Exemplo o diagrama cartesiano é dado pela figura a seguir.
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3

1Y)

Figura 3.3: Representacao grafica dos conjuntos Y e f~1(Y)

Fonte: O autor.

Proposicao 3.19. Dada uma funcao f : A — B, qualquer reta vertical do diagrama
cartesiano que passa por um ponto de A conterda exatamente um ponto do diagrama

cartesiano de f.

Demonstragao.

Pela Definicao dado = € A, existe y € B tal que y = f(x). Assim, temos a
existéncia do ponto desejado.

Agora, se (z,y) e (z, z) pertencem ao diagrama cartesiano de f, entao y = f(z)
e z = f(x). Logo, pela Definigao , temos y = z, o que nos da a unicidade. [ |

O diagrama sagital de uma funcao f : A — B é o diagrama sagital da relacao
f. A diferenca para a representacao da funcao f se dd no fato de que se A = B, a
representacao é feita em diagramas separados. Este tipo de diagrama sé é interessante

quando o conjunto for finito, conforme ja mencionamos na Subsecao [2.2.2]

Exemplo 3.20. Consideremos a funcao f : A — B definida por f(z) = z + 1, e os
conjuntos A = {1,2,3,4,5} e B = {1,2,3,4,5,6,7}. O diagrama sagital da relagao f é

dado pela figura a seguir
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Figura 3.4: Representacao de uma funcao através do diagrama sagital

Fonte: O autor.

O diagrama de barras de f é construido através de retangulos de largura fixa e
altura medindo f(x). Os retangulos se distribuem lado a lado sobre uma reta horizontal e,
em uma reta vertical a esquerda de todos os retangulos, marcam-se as imagens de f. Este
diagrama ¢ indicado para conjuntos finitos e mais comumente utilizado para representacao

de dados estatisticos.
Exemplo 3.21. Sejam f: A — B, g: A — C e os conjuntos A = {z,y, 2}, B=1{2,5,7},
C = {3,4,8}, Gr(f) = {(2,2),(y,5), (2, 7)} e Gr(g) = {(#,3)(y,8),(z,4)}. O diagrama

de barras da relacao f é dado pela figura a seguir

9

8

[ = o

-3

—_

0 .
x ¥ z

mfmg

Figura 3.5: Representacao de uma funcao através do diagrama de barras

Fonte: O autor.

O diagrama de pizza da funcao f é construido através de um circulo onde cada
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valor de f(z) é representado por um setor circular de drea f(z), onde a drea total do
circulo é dada pela soma dos valores de f(z). Este diagrama ¢ indicado para conjuntos

finitos e mais comumente utilizado para representacao de dados estatisticos.

Exemplo 3.22. Sejam f : A — B, A = {z,y,2} e B = {2,5,7}. Entao, Gr(f) =

{(z,2),(y,5), (2, 7)}. O diagrama de pizza da relacdo f é dado pela figura a seguir:

e

" x
"y
iz

Figura 3.6: Representacao de uma funcao através do diagrama de pizza

Fonte: O autor.

3.5 Construcao de fungoes

Podemos construir novas funcgoes a partir de outras ja conhecidas, através de

operacoes aritméticas do contradominio e através da composicao de fungoes.

3.5.1 Operacgoes entre funcoes

Definigao 3.23. Sejam as fungdes f : R - R e g : R — R com dominios Dom(f) e

Dom(g), respectivamente, entdo f+ g, f —g, f-ge / sao fungoes assim definidas
g

(a) funcao soma: (f + g)(z) = f(x) + g(z) com dominio Dom(f + g) = Dom(f) N
Dom(g).

(a) funcao diferenca: (f — g)(x) = f(z) — g(x) com dominio Dom(f — g) = Dom(f) N
Dom(g).

(c) fungao produto: (f - g)(x) = f(z) - g(x) com dominio Dom(f - g) = Dom(f) N
Dom(g).

i) (2) =

g
Dom(g) | g(x) # 0}.

f(x)
g9(z)

(d) fungao quociente:

com dominio Dom<§> = {z € Dom(f) N
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Observacao 3.24. Os sinais de adicao na igualdade

(f +9)(x) = fz) + g(z)

tém significados diferentes, no primeiro membro se da gragas a definicao da funcao f+ge
no segundo membro, f(x)+ g(z) representa a adi¢ao usual de nimeros reais f(z) e g(x).

Analogamente, a interpretacao é valida para as fungoes diferenca, produto e quociente.

Exemplo 3.25. Sejam f: R — R e ¢g: R — R as fungoes definidas por f(z) = 22 T e
T
g(x) = —x + 3, respectivamente, temos
o (f+9)(x) = f(2) + glz) = o4y = EE3TES R
INE) = I = I '
23— 312 4+ 22— 3
o (f @)= F) —g() = 5~ (caby) = DT RS
T —1? 4 3z
o (f0)e) = f(&) gla) = g (w43 = T p R
x
N A P LCo S S S 1
g glx) —x+4+3 —a3+4+322—x+3

3.5.2 Composicao de fungoes

Teorema 3.26. Sejam f: A — Beg:C — D fungoes tais que Im(f) C C' e a relagao
C=gof={(z,2) € AxD|3Jye€ Bcomy= f(x)ez=g(y)}, entdo a terna (C, A, D)

¢ uma funcao.

Demonstracao. Dado z € A, existe y € B tal que y = f(x), pois f é uma fungao de
A em B. Além disso, existe z € D tal que z = g(y), pois y € C e g é uma func¢ao de C
em D. Logo, (z,z) € C, ou seja, A C Dom(C). Portanto, Dom(C) = A.

Ademais, suponhamos pela relagdo C que zCy e xCz. Entao, pela definigao da relagao C,
existem 2/, 2" € B tais que xf2’, 2’gy, xf2” e 2"gz. Como f é uma funcdo de A em B,
xfr’ e xfr implicam 2’ = x. Do mesmo modo, ¢g é uma funcao de C' em D, x'gy e 2”gz

implicam y = z. Portanto, C = g o f é uma funcao. |

Definicao 3.27. A funcao go f : A — D dada pelo Teorema [3.26| é chamada de fungao
composta de g por f.
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Teorema 3.28. Sejam f: A— B, g: C — D e h: E — F fungoes tais que Im(f) C C
e Im(g) C E. Entao,

(a) (9o f)(z) =g(f(x)),z € A

(b) (hog)o f=ho(go f) (Propriedade associativa).
Demonstracgao.

(a) Dado z € A, sejam y = f(z) e z = g(f(x)), entdao (z,y) € Gr(f) e (y,2) € Gr(g).
Logo, pela Definigao dada no Teorema temos (z, z) € Gr(g o f), ou seja,
z=(go f)(x). Portanto, (go f)(x) =z = g(f(x)).

(b) Pelo item (a), para x € A, temos

((hog)of)(z) = (hog)(f(x)) =h(g(f(x))) = h(go f)(x) =holgo [f)(x).
Portanto, (hog)o f=ho(go f).

Exemplo 3.29. Sejam f : R - R, f(z) =22 —1eg: R — R, g(x) = 2, entdo
(go f):R— R ¢édadapor (go f)(x) = g(f(x)) = g(z* — 1) = 2(2* — 1) = 22* — 2, pois

para todo x € R temos Im(f) C Dom(g).

Exemplo 3.30. Sejam f: R —- R, f(z) =2x+2eg: R — R, g(r) = 5z. Temos que
(gof):R—=R, (gof)(z) =10z+10e (fog) : R =R, (fog)(x) = 10z +2. Observemos

que a propriedade comutativa geralmente nao é valida, para a composicao de fungoes,

pois (g o f)(0) =10 e (f o g)(0) = 2.

3.6 Funcoes inversas

Na Secao vimos que uma funcdo é caracterizada pela terna (f, A, B), onde
cada elemento do dominio ¢é associado a um tnico elemento do contradominio. Determi-
nadas func¢oes possuem ainda a propriedade de que cada elemento do contradominio esta
associado a um unico elemento do dominio, isto €, ele é imagem de um 1nico elemento do

dominio. Essas func¢oes sao chamadas de fungoes injetoras, logo quando pensamos numa
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possivel funcao inversa, pensamos em uma funcao que faz o caminho inverso. Porém,
para que tenhamos uma funcao inversivel, duas condigbes sao necessarias, ou seja, a

funcao dada deve ser uma funcgao injetora e sobrejetora ao mesmo tempo.

Defini¢ao 3.31. (Fungao injetora) Uma funcdo f : A — B é denominada injetora
quando

flx1) = f(xe) = 21 = x9, Vay, 29 € A,

ou, equivalentemente, quando,
x1 # 19 = f(x1) # f(x2), para todo 1,z € A.

Exemplo 3.32. Seja f : R — R definida por f(x) = 3z. Entao f é injetora, pois

f(x1) = f(xe) = 321 = 3x9 = 71 = T3, para todos x1, 3 € R.

Exemplo 3.33. A funcido f : R — R definida por f(z) = z? nao é injetora, pois dados

r1 = —3 e xy = 3, temos 1 # X9, porém f(x1) =9 = f(xq).

Observagao 3.34. Observemos que se tivéssemos f : RT — R no Exemplo essa
funcao seria injetora. Portanto, para determinarmos a injetividade de uma funcao deve-

mos analisar seu dominio.

Teorema 3.35. Seja f : A — B uma funcao injetora. Entao as seguintes alternativas

valem
(a) se X; e Xy sao subconjuntos de A, entao f(X;\ Xz2) = f(X1) \ f(z2).

(b) se {X, |y € I'} é uma familia de subconjuntos de A, entéo f (ﬂX7> = ﬂf(XW).

vyer yerl

Demonstracgao.

(a) Pelo item (e) do Teorema temos que f(X; \ X2) D f(z1) \ f(X2). Logo,
para mostrarmos a igualdade basta mostra que f(X; \ X2) C f(z1) \ f(X2). Seja
y € f(X1\ Xa), assim existe z; € (X3 \ X») tal que y = f(z1). Como f é injetora,
para todo s € X, f(x2) # f(x1) = y. Portanto, y € f(X;) ey & f(Xz). Assim
y € f(X)\ [(X2).
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(b) Pelo item (g) do Teorema [3.14} temos que f (ﬂX7> C ﬂf(X,y). Logo, para

yel’ vel’

mostrarmos a igualdade basta mostrar que f (ﬂX,,> D m f(X,). Para tanto,

yerl’ yerl’

seja y € ﬂf(XA,), entdo y € f(Xr) para todo v € T'. Logo, para cada v € T" existe
vyel’
xr € Xr com f(x) =y. Como f é injetora,  é tinico em todos os X, onde v € I'.

Logo, = € ﬂXw Portanto, y € f (ﬂX7>.

vyel’ yel’

Exemplo 3.36. Sejam A = {1,2,3}, B = {2,3,4} e a fun¢ao (f, A, B), com Gr(f) =
{(1,2),(2,3),(3,4)}. Consideremos os subconjuntos A; = {1}, Ay = {1,2}, A3 =
{1,2,3}, By = {3}, By = {1,3} e By = {2,3}. Pelo item (a) do Teorema [3.35 temos

o Ay \ A; = {2}, assim f(Ay\ A1) = {3}. Como f(Ay) = {2} e f(As) = {2,3}, temos
ainda que f(A2) \ f(A1) = {3} = f(A2\ A).

e pelo item (b) do Teorema temos,

o f(A1NAyNAz) = f(A1) = {2} e f(A1) N f(A2) N f(A3) = {2}

Teorema 3.37. Seja f: A — B uma funcao. Existe g : Im(f) — A tal que (go f) = 14,

sendo 4 a relacao identidade em A, se, e somente se, f € injetora.

Demonstragao. Seja g: Im(f) — A uma funcao tal que g o f = I4. Suponhamos que
f(z1) = f(x2), como g é funcdo segue que g(f(z1)) = g(f(z2)), ou seja, (g0 f)(z1) =
(g o f)(x2). Logo, Ia(x1) = La(z2) e, portanto, 1 = xo.

Reciprocamente, suponhamos que f seja injetora e consideremos a relagao

9=A{y,z) eIm(f) x Aly = f(x)}.

Temos que a terna (g, Im(f), A) é uma funcao, pois Dom(g) =Im(f) e, se ygz e ygz,
temos y = f(z) e y = f(2). Como f é injetora, x = z. Além disso, dado = € A, temos

f(z) =y € Im(f). Logo, g(f(x)) = g(y) = x, ou seja, (g o f)(x) = x. Portanto, (g o f) =
I4. |
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O resultado demonstrado no Teorema |3.37] nos aproxima da funcao inversa, ou
seja, dada uma funcao f : A — B, garantimos que, se para y € B existe © € A, entao x

é tnico. Entretanto, nao garantimos a existéncia de x € A.

Defini¢ao 3.38. (Fungao sobrejetora) Uma fungao f : A — B é denominada sobreje-

tora, se Im(f)=DB, ou seja, para todo y € B existe x € A tal que f(z) =v.

1
Exemplo 3.39. Seja f : R — R dada por f(z) = 5% + 1. Entao f é sobrejetora. De
fato, sejay € R. Sey = sz +1, entdo x =2y —2e f(z) = f(2y —2) = %(2y—2)—|—1 =y.

Logo, f é sobrejetora.

Exemplo 3.40. A funcao do Exemplo nao ¢ sobrejetora, pois existe um elemento
y € R tal que, para todo = € R, temos f(x) # y. Com efeito, consideremos y = —2, para
todo = € R temos f(z) > 0, ou seja, —2 ¢ Im(f).

Observagao 3.41. Observemos que se f : R — R, a funcao do Exemplo seria
sobrejetora. Portanto, para determinarmos a sobrejetividade de uma funcao devemos

analisar seu contradominio.

Teorema 3.42. Seja f : A — B uma funcao. Se existir g : B — A tal que (f o g) = I5,

entao f é sobrejetora.

Demonstracao. Sejay € B e escrevemos = = ¢(y), entao

Portanto, f é sobrejetora. [ |

Antes de definirmos a fungao inversa, apresentamos outro conceito importante.

Defini¢ao 3.43. Uma funcao f : A — B é denominada bijetora se for injetora e sobre-

jetora.

Exemplo 3.44. A funcao f : R — R dada por f(z) = x* é bijetora, pois a todo niimero

real relacionamos uma, e somente uma, raiz cibica.

Exemplo 3.45. Seja f : |—1,1[ — ]—1, 1| definida por f(x) = . Entéao f é bijetora.

xr
1+ |z

Com efeito, para z,y € |-1, 1[, se f(z) = f(y), entao Notemos que x e

L+ ]z| 1+ |y
y possuem mesmo sinal, pois o denominador é sempre um nimero positivo. Suponhamos
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que z,y > 0, assim implica x = y, o mesmo ocorre para z,y < 0. Portanto,

l+z 14y
f é injetora. Para mostramos a sobrejetividade, escolhemos z € | — 1,1[ e consideremos
r= .Se 0 <2< 1, temos x = : e
1—=z 1—=z
z z
. 1—=2 o 1l—z
f(x>_1 > | 1—z24z ~
+1—,2 1—-=2
Se —1 < 2 <0, temos z = : e
142
z z
_ 142 142
f(x)_l z | 1l—z+z
+1—|—z 1+2

Logo, f é sobrejetora. Portanto, f é bijetora.

Teorema 3.46. Sejam f : A — B uma func¢ao bijetora e X um subconjunto de A, entao

f(CaX) = Cpf(x).

Demonstracao. A demonstragao detalhada o leitor podera encontrar no Capitulo 5 de

[10]. m

Teorema 3.47. Seja f : A — B uma fungao. Entao existe g : B — A tal que (go f) =

[4 e (fog)=1p se, e somente se, f é bijetora.

Demonstragcao. Seja f : A — B uma funcao e suponhamos que exista g : B — A
tal que (go f) =14 e (f og) = Ip, entdo, pelo Teorema e pelo Teorema , fé
bijetora. Da mesma forma, suponhamos que f : A — B seja bijetora. Logo, Im(f) = B.
Além disso, construimos no Teorema uma fungao g : B — A tal que (go f) = 4.
Resta-nos mostra que (f o g) = Ig. Com efeito, dado y € B, como f é sobrejetora,
existe x € A tal que f(x) = y. Como g foi construida de modo que (g o f) = 14, assim
= (go f)(z) = g(f(x)) = g(y). Logo, (fog)(y) = fl9(y)) = f(x) = y. Portanto,
(fog)=Ip. u
Os resultados do Teorema [3.37 e do Teorema [3.42 nos levam ao Teorema B.4T

Definicao 3.48. A fungdo g : B — A, que satisfaz as condigoes do Teorema [3.47], quando

existe, é chamada de inversa de f e denotada por f~! e dizemos que f é invertivel.
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Corolério 3.49. Dada uma funcio f : A — B, se existir a inversa de f~! entao f é

bijetora. Além disso, (f~!)~! = f.

Demonstracao. A demonstragao detalhada o leitor podera encontrar no Capitulo 5 de

[10]. [
Exemplo 3.50. Seja f : Z — Z dada por f(z) = x + 3. Entao f é uma bije¢ao. Logo,

/! denotada pela fungio g : Z — Z dada por g(z) = z — 3. De fato,

(go )(z) =g(f(z)) =g9(z+3)=r+3-3=w,xc,

(fog)z)=flg(z))=f(zr—-3)=x—-3+3=un,20€Z.
Portanto, (go f) = (fog) =1z e g é a inversa de f.

Teorema 3.51. Sejam f : A — B e g : B — (C fungoes bijetoras, entao a funcao

composta (go f) : A — C também é bijetora. Além disso (go f)™'= f~tog™L

Demonstracao. A demonstracao detalhada o leitor podera encontrar no Capitulo 5 de
[10]. [ |
A fim de prosseguirmos nosso estudo de fungoes, precisamos de mais alguns con-

ceitos, elencados na defini¢ao a seguir.

Defini¢ao 3.52. Sejam (A, <') e (B, =x’) conjuntos ordenados. Uma fungao f: A — B ¢
dita

(a) crescente se, para todos x; < x5 em A, tivermos f(z1) <" f(z2).
(b) decrescente se, para todos 21 < x9 em A, tivermos f(x1) =’ f(xs).
(c) nao decrescente se, para todos z1 < 2 em A, tivermos f(x1) =’ f(x2).

(d) ndo decrescente se, para todos z; < xo em A, tivermos f(z1) >’ f(x2).

Ademais, em um qualquer dos casos acima, dizemos que a funcao f é mondtona em

A.
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Exemplo 3.53. A funcio f : [0,4+00] — R dada por f(z) = ac 5 é crescente em R. De
x

fato, escolhemos x1, x9 € [0, +00[ tais que 0 < x7 < 5. Entao,

1722 ZE12 Igz(l'l + 2) — ZE12(ZE2 + 2)

f<x2) B f(xl) B To + 2 B T+ 2 B (IQ + 2)(1’1 + 2)

e, notemos que (1 + 2)(x9 + 2) > 0, verifiquemos que z5%(z; + 2) — z,%(z9 + 2) > 0. De

fato, vejamos que

ZL’QQ(Il + 2) — .I12<ZL’2 + 2) = 1322.7)1 — I12$2 -+ 2<I22 — LL’12)
= T1x9(T2 — 1) + 2(x2 — x1) (T2 + T1)

= (w2 — x1)[wamy + 2o + 71)].

Como 0 < 7 < 9, segue que os fatores, (3 — x1)[roz1 + 2(22 + x1)], do dltimo produto
acima sao positivos, logo z9%(z; + 2) — z1%(xe + 2) > 0, ou seja, é sempre crescente em

0, +o0].

3.7 Funcoes afim

De acordo com ([20], 1995), o termo afim, foi introduzido por Leonhard Euler no
século XVIII, sendo o primeiro a estudar tépicos avangados da Geometria Afim. Além
disso, afim tem origem no latim affinis, cujo significado é ligados, conectados, que tem

afinidade,

Definigao 3.54. (Fungao afim Uma funcao f : R — R chama-se afim quando existem

constantes a,b € R tais que f(z) = ax + b, para todo = € R.

Exemplo 3.55. A fungao identidade f : R — R, definida por f(z) = x para todo = € R,
¢ afim, assim como as translagoes f: R — R, f(x) = ax 4+ b. Sendo casos particulares de

fungoes afins, as fungdes lineares, f(x) = az e as fungoes constantes f(z) = b, que serao

tratadas nas Secoes e respectivamente.

Exemplo 3.56. A fun¢ao f : R — R definida por f(z) = 3z + 2 é uma funcao afim.

Mediante critérios, é possivel, como apresentamos a seguir, saber se uma funcao
f R — R é afim sem que os coeficientes a e b sejam expressamente fornecidos. Podemos

obter b como o valor que a fun¢ao assume quando z = 0, ou seja, b = f(0). Quanto ao
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valor de a, podemos determiné-lo a partir do conhecimento dos valores de f(x1) e f(x2)

assumidos pela funcao f nos pontos x; e x5, com 7 # x5. Com efeito, conhecidos
f(z1) =ax; +be f(xg) = axy + b,

obtemos

f(x2) = f(21) = a(x2 — 1),

portanto
_ flwe) = flz1)

To — 1

flx+h) - f(z)
h

chama-se taxa de crescimento (ou taxa de variagao) da fun¢ao f no intervalo de extremos

Observagao 3.57. Dados =,z + h € R, com h # 0, o nimero a =

z,x + h e o nimero b = f(0) é chamado, muitas vezes, de valor inicial da fungao f.

Observacao 3.58. Toda funcao f : R — R afim é mondtona e possui as caracteristicas

da Definicao [3.52]

Defini¢ao 3.59. A fungao afim f: R — R dada por f(z) = ax + b é crescente, se a > 0

e decrescente, se a < 0.
Observacao 3.60. Verifiquemos para a > 0 (o caso a < 0 é andlogo). Para nimeros
reais quaisquer x; < o, segue que

f(z2) — f(x1) = (axe + b) — (azy + b) = a(xg — x1) > 0,

logo f ¢é crescente.

Proposicao 3.61. O grafico Gr(f) de uma funcao afim f : R — R dada por f(z) = az+b9,

com a,b € R, é uma reta.

Demonstragao. Verifiquemos que trés pontos quaisquer do gréafico de f sao colineares.
Sejam,

P = (z1,az1 +b), P, = (z3,az2 + b) e Py = (x3,ax3 + b).

Para verificarmos se P;, P, e P3 sao colineares é necessario e suficiente que o maior dentre

os trés nimeros d(Py, Py), d(P,, P5) e d(Py, Ps), distancias de P, a Py, P, a Py e P, a
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P3, respectivamente, seja igual a soma dos outros dois. Com efeito, sejam x; < zo < 3,

basta verificar, através da férmula da distancia entre dois pontos, que

d(P, P) = /(22— 11)% +a?(zy — 21)?
= (23 —z1)V1+a?,
d(P, P3) = (r3—22)V1+a?

d(Pl,Pg) = <$3—$1)\/1+a2.

Dai segue, imediatamente, que

d(Pl,P3> == d(Pl,PQ) +d<P1,P3)

provando, o desejado. [ |

Geometricamente, b é a ordenada do ponto onde a reta, que é o grafico da funcao
f(z) = ax + b, intersecta o eixo OY. O nimero a chama-se inclinagdo ou coeficiente

angular, dessa reta em relacao ao eixo horizontal OX.

y

Figura 3.7: Fungao afim

Fonte: O autor.
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Notemos ainda que, quanto maior for o valor de a, mais a reta do gréafico da
fungao f(x) = ax + b se afasta da posigao horizontal. Além disso, quando a > 0 o grafico
de f(z) = ax + b é uma reta ascendente e quando a < 0, a reta é descendente, conforme

Definigao [3.59] se a > 0, a funcao f é crescente e se a < 0 a funcao é decrescente.

Proposicao 3.62. Dados arbitrariamente (x1, 1), (x2,y2) € R, com x1 # x5, existe uma,

e somente uma fungao afim f: R — R tal que f(z1) = y1 e f(x2) = yo.

Demonstragao. Observemos que

f(x1)

ar1+b = y =
ars +b = yo = f(xg).

(3.1)

Deste modo, existe uma tnica fun¢ao afim f : R — R tal que f(z1) = y1 e f(x2) = 3o
se, e somente se, o sistema linear (3.1)) nas variaveis a e b possui apenas uma solugao. De

fato, como x # x5, temos

Y2 — W1 TolY1 — T1Y2
a= eb=—-—"
T2 — 1 T2 — X1
¢ a tnica solugdo do sistema linear ((3.1)). [

Proposicao 3.63. Toda reta nao-vertical r é o grafico de uma funcao afim.

Demonstracao. Sejam P, = (x1,11) e Py = (x9,92), com x1 # x9 pontos pertencentes
a uma reta nao-vertical r. Temos, da Proposicao que dados dois pontos existe uma
Unica fungao afim cujo grafico contém esses dois pontos. Como o gréafico desta fungao

afim é uma reta que contém os pontos dados, ela s6 pode ser a reta r dada. |

3.7.1 Funcao linear

Defini¢ao 3.64. Uma fungao f : R — R chama-se linear se existe constante ¢ € R tal

que f(z) = cx para todo = € R.

Funcoes lineares sao modelos matematicos envolvendo problemas de proporcio-
nalidade. A proporcionalidade é, provavelmente, a nocao matematica mais difundida na

cultura de todos os povos e seu uso universal data de milénios.
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Proposicao 3.65. Uma proporcionalidade é uma funcao f : R — R tal que, para quais-

quer nimeros reais ¢, x tem-se f(cx) = c- f(x) (proporcionalidade direta) ou f(cx) = @,
c

se ¢ # 0 (proporcionalidade inversa).

Demonstracao. Se f(cz) = c- f(x) para todos ¢,z € R entdo, fazendo a = f(1), tem-se
fle) = f(c-1)=c- f(1) = ca, ou seja, f(c) = ac para todo ¢ € R. Portanto, f(z) = ax,
para todo z € R, logo f é uma funcao linear.

Como a proporcionalidade inversa sé tem sentido quando se trata de grandezas
f(z)

nao-nulas, entdo f somente serd uma fungao se f : R* — R* tal que f(zc) = =——, para
c

a
todo ¢,z € R*. De modo anélogo, temos f(z) = —, onde a constante a é f(1). |
T

Teorema 3.66. (Teorema fundamental da proporcionalidade) Seja f : Ry — R,

uma funcao com as seguintes propriedades:
1.z <2 = f(z) < f(2).
2. f(nx) =n- f(x) para todo n € N e todo x € R,.

Entao f(cx) = ¢- f(x) para todo ¢,z € R,. Consequentemente, f(x) = ax para todo

r € RT, com a = f(1).

~ .. , . m
Demonstragao. Provemos, inicialmente, que para todo nimero racional r = — com
n

m,n € N, n#0, e todo z € R vale

n- fra) = f(n-re) = fima) = m - f(x),

pela propriedade 2. Logo, f(rxz) = @f(x) =r- f(x). Assim, a igualdade f(cx) =c- f(x)
n
é valida quando ¢ é racional. Suponhamos, por absurdo, que exista ¢ > 0 irracional tal

que f(cz) # c¢- f(x) para algum = € RT. Entao ou f(cx) < c¢- f(z) ou f(cx) > c¢- f(x).

Consideremos o primeiro caso, entao ]}((ca:)) < ¢. Seja r uma valor aproximado de ¢, de
x
f(ex) L
modo que @) <r < ¢ logo f(cx) < r- f(zr) < c¢- f(xr). Como r é racional, vale
x

r- f(z) = f(rz). Assim, podemos escrever f(cx) < f(rz) < c¢- f(z). Em particular
flex) < f(rz). Mas, como r < ¢, tem-se rz < cx e pela propriedade 1., isso obriga
f(rz) < f(cx) e ndo f(cx) < f(rz). Esta contradi¢ao mostra que nao é possivel ter-se
f(ex) < ¢+ f(z). De modo andlogo, tem-se que f(cx) > ¢ - f(x) é impossivel. Portanto,

deve ser f(z) = c¢- f(z), para quaisquer ¢,z € R*. [ |
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Observacao 3.67. De modo anélogo, a mesma demonstragao do Teorema|3.66, vale para

f R — R, escrevendo, na propriedade 2., n € Z em vez de n € N.

3.7.2 Funcao constante

Defini¢ao 3.68. Seja k € R. A funcao f : R — R definida por f(z) = k é denominada
fungao constante cujo Dom(f) =R e Im(f) = {k}.

A representacao grafica de uma funcao constante é sempre uma reta paralela ou

coincidente com o eixo OX, abscissas, passando pelo ponto (0, k).

y

Figura 3.8: Gréfico da fungao f(z) = k,k >0

Fonte: O autor.

Observacao 3.69. Se f : R — R for uma fungao constante, digamos f(z) = k, k € R,
consideremos ¢ : R — R, entao o produto de f e g serd kg. Desta forma, multiplicar uma

funcao por uma constante é um caso particular de multiplicacao de duas funcgoes.

3.8 Caracterizagao da funcao afim

Teorema 3.70. Seja f : R — R uma func¢do mondtona injetiva. Se o acréscimo f(z +

h) — f(x) = ¢(h) depender apenas de h, mas nao de z, entdo f é uma funcao afim.

Demonstracao. Suponhamos que f seja crescente, pela hipdtese feita sobre f, a fungao
¢ : R — R dada por ¢(h) = f(z + h) — f(z) estd bem definida. Além disso, para todo
h € R, vale

93



©(2h) = f(z+2h)— f(x)
= [f((@+h)+h) = flz+h)]+[f(x+h) - f(z)]
= @(h) +¢(h) =2-p(h).

Analogamente, se vé que ¢(nh) =n - p(h), para todo n € N. Tem-se ainda

p(=h) = f(x —h) = f(z) = —{f(z) = f(z = h)} = —p(h),

pois z = (x — h) + h. Segue-se que, para todo n € N e todo h € R vale

p((=n)h) = p(=nh) = —p(nh) = =[n - p(h)] = (=n)p(h).

Como ¢(0) = 0, é obvio, vemos que ¢(nh) = n - p(h) para todo n € Z. Pela Observacao
concluimos que ¢(ch) = ¢ - ¢(h) para quaisquer ¢, h € R, logo ¢ é linear. Assim,
pondo a = ¢(1) = f(x+1) — f(x), tem-se que p(h) = a-h para todo h € R. Entao, para
quaisquer z, h € R vale f(z+h)— f(z) = a-h. Trocando h por z, vem f(h+z)— f(h) = ax.
Fazendo h = 0 e escrevendo b = f(0), obtemos f(z) — b = az, donde f(x) = ax + b, para
todo x € R. [

3.9 Funcoes quadraticas

Definigao 3.71. (Fungao quadréatica) Uma funcao f : R — R chama-se quadratica

quando f(x) = az® + bz + ¢ para todo * € R e a,b,c € R, com a # 0.

Definigao 3.72. Seja f : R — R definida por f(z) = az® + bz + ¢, com a # 0. Dizemos
que um numero «, real ou complexo, é raizﬂ da equacao az® + bx + ¢ = 0 se f(a) = 0.
Comof(a) = 0, dizemos também que « é um dos zeros da fungao.

2

Proposicao 3.73. Seja o uma raiz da equagao = — sx +p = 0, entao f = s — a também

é raiz desta equacao.

Demonstracao. De fato, como « é raiz da equagao, temos

o —sa+p=0.

!Chamamos de raizes, quando existirem, os valores de x que anulam a equacio ax? + bx + c.
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Substituindo f = s — a, na equacao temos

B—sp+p=(s—a)—s(s—a)+p=0,

entao,
2 —2sa+a®—s*+sa+p=0,
logo,
o —sa+p=0.
Portanto, = s — « é raiz da equacao. [ |

Proposigao 3.74. Se f: R — R é definida por f(z) = ax? + bz + ¢, com a # 0, entao a

forma fatorada de f é f(z) = a(x — a)(z — B), onde «a e (3 sdo raizes da equagao.

Demonstragao. Suponhamos que o é uma raiz de f. Logo
fla) =aa®+ba+c=0

€ podemos escrever

Entao

f(x) = fla) =a(z® —a®) + bz —a) +c—c.

Evidenciando a e (z — «), segue que
b
f(z) =a(z — «) (x+a+a) :
b
Denotando —f = a + —, temos
a

f(z) = a(x — a)(z = B).

Ao escrevermos a funcao quadratica na forma fatorada, temos a vantagem de
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determinar, visualmente, os zeros da func¢ao. De fato, analisando a expressao de f(x)

f(z) = a(z — a)(z = F)

vemos que a funcao sé se anula quando pelo menos um de seus termos é igual a zero.
Como supomos desde o inicio que f(z) é quadratica, sabemos que necessariamente a # 0.
Logo, algum dos outros dois termos deve ser igual a zero, isto é, t — a = 0, entao r = «a,

ouzr— =0, entao x = .

Proposigao 3.75. Se a e 3 sao raizes de f : R — R definida por f(z) = az? + bx + ¢,
—b

entéoa+ﬂ=—ea-ﬁ=£,a7é0.
a a

Demonstragao. De fato, se a e 3 sao raizes de f, entao
az® 4+ bz +c = a(zr — a)(x — B),
logo,
ar® +br +c=a(z? —za— 2B+ a-B),

segue que

az® + br + c = ax® — ax(a+ B) + ala - B).

Como a igualdade implica que os trinomios sao iguais termo a termo, temos

b:—a(a+ﬂ)$a+ﬂz—§

c:a(a~ﬁ)=>a-5:§.

Podemos inferir a variacao do sinal de f. De fato, considerando de inicio que
a > 0 e supondo, sem perda de generalidade, que o < 3, temos f(x) > 0 se um dos
seguintes casos acontecer

x> foux<a.
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Caso contrario, a < 0, para que f(z) > 0 é necesséario apenas que

a<z<pf.

Exemplo 3.76. Consideremos f : R — R definida por f(x) = 3z? — 15z + 18. Sejam «
e [ as raizes de f. Temos
—15

ou seja, para determinarmos os valores de a e § devemos descobrir dois niimeros que
somados resultam 5 e que quando multiplicados resulta 6. Notemos que tanto a soma
quanto o produto sao positivos a e § também serao positivas, caso existam. Listando os
pares, cujo produto resulta em 6, temos (1,6) e (2,3). Logo, dos pares, o tnico cuja soma
é 5 é quando a = 2 e 8 = 3. De posse das raizes da funcao, podemos reescrevé-la em sua

forma fatorada, ou seja,

f(x) = 3(x = 2)(x = 3).

Entretanto, nem sempre é facil determinar os valores das raizes o e 3, quando

existem. Vejamos o Exemplo [3.80

Exemplo 3.77. Consideremos f : R — R definida por f(z) = —42? + 172 — 9. Sejam «

e [ as raizes de f. Temos

17 17
atf=-—3=7
€
-9 9
af=— =7

Notemos que nao é tao simples determinar « e 3, ja que sao ntimeros racionais. Continu-

aremos este exemplo, apos a Proposicao [3.78

Proposigao 3.78. Se f : R — R ¢ definida por f(z) = ax?® + bx + ¢, com a # 0, entao a

. ) 9 b 4ac — b
forma canonica de f é f(x) = a(x —m)? + k, onde m = ~5, © k= 0
a a
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Demonstragao. Consideremos
f(z) =ax® +bx +c
como a # 0, podemos reescrevé-lo evidenciando a, logo
9 5 b c
flx)=ar*4+br+c=alz"+—-z+—-).
a a

Completando quadrados, temos

entao )
b b?
f(.%')— (%4—%) —4—+C
segue que
(@) n b\?  dac—b?
r)=alr+ —
2a 4a
b 4ac — b
Chamando m = —— e k = ac—’ chegamos a relagao
2a 4a

Exemplo 3.79. Consideremos o Exemplo Vamos escrever a funcao f na sua forma
canonica. Pela Proposi¢ao temos

C4-3-18- (152 1

k .
4-3 4

Logo, podemos reescrever f como
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Por mais que possa parecer inttil e complicado escrever uma funcao quadratica
na sua forma canonica veremos a seguir que a esta forma de representagao nos fornece

resultados importantes.

Exemplo 3.80. Consideremos f : R — R definida por f(z) = —4z*+17x —9. Sejam « e
[ as raizes de f. Vamos determinar a e 8 através da Proposicao (3.78), ou seja, fazendo
f(z) =0, temos

—42? + 1T —9 = 0
—42? 17z -9

g 7Y
17 9
2
-4+ =00
SR
g 1T 189 289 0
4 64 64 4

R UARNIS T BN
8 64

17 14
PO U R s
8 64
17 14
p o= g VIO
8 8

17 /145 17+ /145 17 145 17 —+/145
logo, & = — + = eff=—— — '
8 8 8 8 8 8
Defini¢ao 3.81. Dado v € R, dizemos que f(7) é o valor maximo da funcao se f(z) <

f(7), para todo € Dom(f) e dizemos que f(v) é o valor minimo se f(z) > f(v), para
todo x € R.

Observamos que na Proposicao f é composta de duas parcelas, a parcela

) _ 4ac — b
a(x—m)?* que varia com x e a parcela k = g formada apenas por valores constantes.
a

Se a >0, entdao (x —m)>>0e
alr —m)? >0+ k.

Logo,



dac — b?

1 , quando x —m = 0, ou ainda, em z = m.
a

ou seja f atingem o valor minimo k =

Se a < 0, entdao a(zr —m)? <0 e

a(x —m)*+k <0+ k.

Logo,
flz) <k,
. . - dac — b? .
ou seja, f atinge o valor maximo k = VRS quando x —m = 0, ou ainda em x = m.
a
b
Deste modo, o ponto do Dom(f), m = ~35 ¢é o ponto que maximiza ou minimiza

a

a funcao, dependendo exclusivamente do sinal de a.

Definigao 3.82. A f: R — R definida por f(z) = ax?® + bx + ¢

e possui concavidade “para cima”’e admite um valor minimo se a < 0,
e concavidade “para baixo”e admite um valor méaximo se a < 0.

Exemplo 3.83. Consideremos f : R — R definida por f(z) = 2®+ 6z +4, reescrevendo-a
na sua forma canodnica, temos f(x) = (x+3)?>—9+4, ou seja, f(z) = (z+3)? —5. Donde

concluimos que o valor minimo de f é —5 e ocorre no ponto do dominio x = —3.

Definicao 3.84. O discriminante A da fungao quadratica f é o discriminante do trinomio

de segundo grau ax?® + bx + ¢, isto é, A = b? — 4ac. Além disso,
e se A >0 a funcao f admite dois zeros distintos,
e sec A =0 a funcdo f admite um tnico zero,
e se A <0 a funcao f nao admite zeros.
As informagoes da Definigao fornecem dados importantes na determinagao
da imagem da funcao quadratica.

Proposigao 3.85. Seja f: R — R a fungiao quadratica f(z) = ax? + bx + c. Entao,

(a) a > 0, implica que Im(f)= [—%, +00 {
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(b) a < 0,implica que Im(f) = ] —00, —%} .

A b
Ademais, em qualquer um dos casos acima, f(z) = T Sr= 570 £ 0.
a a

Demonstragao. Para obtermos a imagem de f, devemos encontrar os y € R para os
quais a equagao ax’®+bx +c = y, isto é, os valores de y € R tais que az® +br+(c—y) =0
tenha solucao. A Definicao garante que é necessario e suficiente que o discriminante
nao seja negativo, ou seja, que b? — 4a(c — y) > 0. Mas, A = b — 4ac, portanto estamos
procurando y que sejam solucao da inequacao A + 4ay > 0.

Consideramos separadamente os casos a > 0 e a < 0. Se a > 0, entao 4ay + A >

A
0 < y > —— e segue que
4a

Im(f) = {y €Rjy > —%} = {—%Hrm[-

A
Agora, se a < 0, entao day + A >0y < 1o de maneira que
a

Im(f) = {y eR;y < —%} z}—oo,—%} :

Para o que nos falta, veja que, para y € Im(f), as solugoes da equagao azx® +

br +c=y < ar® +br+ (c —y) =0 sao

T

b/ —da(c—y) —bEt+/A+day
B 2a B '

2a

Portanto, a equagao f(z) = y admite uma solugao tnica se, e somente se, A + 4ay = 0,
b

que é 0 mesmo que y = I sendo esse 0 caso, temos que x = 5 [
a a

Corolério 3.86. Suponhamos que f : R — R definida por f(z) = ax?® + bx + ¢ tenha
sinal constante se, e somente se, A < 0. Neste caso, temos af(x) < 0, para todo z € R e

ainda

(a) se A<0ea>0,entdo f(x) > 0 para todo z € R.

(b) se A<0ea<0,entdo f(x) <0 para todo x € R.
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Demonstracao. Analisamos o caso a > 0, sendo a anélise do caso a < 0 analoga.

Sendo a > 0 e A <0, segue da Proposicao que

A

para todo = € R. Reciprocamente, suponhamos a > 0 e que f(x) ndo muda de sinal.
Pelo item (a) da Proposigao a imagem de f contém numeros positivos, de forma que
a constancia de sinal de f(x) garante que devemos ter f(z) > 0, para todo = € R. Em

particular, devemos ter

Logo, A < 0. [ |
Observacao 3.87. Se modificarmos o argumento do Corolario [3.86| podemos concluir que
(i) se A<0ea>0,entao f(x) > 0 para todo = € R.

(i) se A <0ea<0,entao f(x) <0 para todo = € R.

3.10 Grafico da funcao quadratica

Nesta secao, vemos que o grafico de uma funcao quadratica é uma parabola.

Defini¢ao 3.88. (Parabola) Dados um ponto F', denominado foco, e uma reta diretriz
d, pertencentes a um plano «, com F' ¢ d, seja p a distancia entre F' e d. Parabola é o

conjunto dos pontos de o que estao a mesma distancia de F e de d.

FA=AB

Figura 3.9: Grafico da fungao quadratica

Fonte: O autor.
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A reta perpendicular a diretriz d, baixada a partir do foco F', chama-se eixo da pardbola.
O ponto da pardbola mais préximo da diretriz chama-se vértice da parabola, ele é o ponto

médio do segmento cujas extremidades sao o foco e a interse¢ao do eixo com a diretriz.

Definigao 3.89. O grafico da funcao quadratica f : R — R definida por f(z) = az?® +

bx + ¢, com a # 0, é o conjunto de pares ordenados da forma (x, f(z)), ou seja,

Gr(f) = {(x,y) € R? | y = az® + bx + c}.

3.10.1 O gréfico de f(z) = az”

O gréfico da fungao f : R — R definida por f(z) = ax?, com a # 0 é a pardbola
1 1
cujo foco F'= [ 0,- ) e cuja diretriz d : y = ——.
4 4a
Consideremos o vértice V' da parabola coincidindo com a origem do plano carte-
siano e o foco de coordenadas F' = (0,p). Dessa forma a diretriz d serd a reta y = —p e

desta forma cumprindo os requisitos da Defini¢ao |3.88

Seja P(x,y) um ponto qualquer da parabola, pela Deﬁnigéom P ¢é equidistante
de F' e de d, ou seja,

Vat4(y—p)? =y +p, (3.2)

onde na equacgao ([3.2)) o primeiro membro é a distancia entre os pontos P e F', enquanto

que o segundo membro da equacao ¢ a distancia de P a diretriz d, veja Figura |3.10]

Figura 3.10: Distancia entre F, P, d

Fonte: O autor.
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Ao elevarmos ambos os membros da equagao (3.2), obtemos
2+ (y—p)?*=(y+p)

que € equivalente a

2+ Y —2py +p° =y + 2py + p’,

logo
Apy = 2,
segue que
Y= ap’
Portanto, os pontos da pardbola de foco F' = (0, p) e diretriz d : y = —p satisfazem
~ ZU2 . , ~ . 2
a equagio y = -, ou seja, pertencem ao grafico da fungao quadratica f(x) = ax* com
1
a=—.
4dp

Mostremos que os pontos do gréfico da funcio f(x) = ax?® pertencem a pardbola

1 1
cujo foco F'= (0, — | e diretriz é y = ——.
da 4a

Tomemos um ponto B = (x,ax?) do gréafico de f, temos que a distancia de B a

Fé
1\2
2 2 _
\/x + (m 4@)
Observemos que
2 4 | ax? ! 2@\/x2+a21:4 xQ—l— ! @\/a2x4+x2+ !
4a 2 16a? 2 16a?
& aa:2+1 2<:> ax2—|—1
4a 4a|’
ou seja,
az’® + i
4a|’

é a distancia de B a diretriz d. Como as equivaléncias sao satisfeitas para todo = € R,
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2

mostramos que todos os pontos do gréfico de f(z) = az® coincidem com os da pardbola

1 1
cujo foco F'= | 0, — | e diretriz y = ——.
4a 4a

Definicao 3.90. Seja g : R — R e k € R, ao aplicarmos a translacao vertical, ou seja,
(z,y) — (z,y + k) a qual leva o eixo horizontal y = 0 na reta horizontal y = k, entao o
grafico da funcao g é obtido a partir do gréafico da funcao g, deslocando-o verticalmente

k unidades acima ou abaixo, conforme k£ > 0 ou k£ < 0.

Definicao 3.91. Seja g : R =+ R e m € R, ao aplicarmos a translagao horizontal, ou
seja, (z,y) — (x +m,y) a qual leva o eixo vertical x = 0 na reta vertical x = m, entdo o
grafico da funcao g é obtido a partir do grafico da funcao g, deslocando-o horizontalmente

m unidades a direita ou a esquerda, conforme m > 0 ou m < 0.

3.10.2 O gréfico de f(z) = ax® + k

O gréfico da fungao f : R — R definida por f(z) = ax®+k, coma,k € Rea #0

1 1

é a parabola cujo foco é F' = (0, k + Z) e de diretrizd : y =k — o
a

De fato, observemos que o grafico de f(z) = az? + k é consequéncia do grafico

de f(x) = ax? pela translacao vertical, (x,y) — (z,y + k), a qual leva o eixo OX na reta

1 .
y=kearetay=—— naretay=~k— —, veja figura|3.11
4a 4a

N V= (0,k) ‘

Figura 3.11: Translacao vertical da parabola g(z) = ax?

Fonte: O autor.
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3.10.3 O gréfico de f(x) = a(x — m)?

O grifico da fungao f : R — R definida por f(z) = a(z — m)?, com a,m €
1

1
R e a # 0 é a pardbola cujo foco é F' = ( m, 1o e de diretriz d : y = 1
a a

De fato, observamos que o gréfico da funcio f(z) = a(x — m)?, Figura [3.12
é consequéncia do grifico da funcio g(r) = ax? pela translagao horizontal, (x,y)

(x + m,y), a qual leva o eixo vertical z = 0 na reta vertical z = m.

\ AV

2

Figura 3.12: Translagao horizontal da parabola g(z) = ax

Fonte: O autor.

3.10.4 O gréfico de f(z) = a(x —m)*+k

O gréfico da funcao f : R — R definida por f(z) = a(x —m)*+ k, com a,m, k €
1 1

R e a # 0 é a pardbola de foco F' = (m, k + Z) e de diretriz d : y = k — o’ transladada
a

verticalmente m unidades, horizontalmente k unidades, da fungao g(x) = ax?, enquanto

que a diretriz d é transladada k unidades verticalmente, veja Figura [3.13

106



Figura 3.13: Translacao vertical e horizontal da pardbola g(x) = az?

Fonte: O autor.

Observagao 3.92. A funcao quadratica transladada m unidades verticalmente e k uni-

dades horizontalmente é a funcao quadratica na sua forma canonica, Proposicao |3.78

Definicao 3.93. Toda funcao quadratica pode ser escrita na forma canonica, Proposigao

logo o grafico de qualquer funcao quadratica é uma parabola.

Observagao 3.94. Podemos esbocar o grifico da fungiao quadrética f(z) = az® + bz + ¢
através da forma canonica, Proposicao ou seja, a partir de f(x) = ax? realizamos as

translagoes necessarias que ficam evidenciadas na forma canodnica.

Exemplo 3.95. Consideremos f : R — R definida porf(z) = 22% — 12z + 18, ao rees-
crevermos f na sua forma candnica obtemos f(z) = 2(z — 3)?, ou seja, para obtermos o
gréfico de f transladamos horizontalmente trés unidades a direita, a funcao g(z) = 222,

veja figura |3.14
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Figura 3.14: Exemplo de translacao horizontal da parabola

Fonte: O autor.

Exemplo 3.96. Consideremos f : R — R definida porf(x) = —22% — 7Tz + 9, ao rees-

7N\N? 13
crevermos f na sua forma canonica obtemos f(z) = —2 (m + §> R ou seja, para

obtermos o grafico de f transladamos verticalmente 3 a esquerda e horizontalmente vy

unidades abaixo, a fungao g(r) = —2z?%, veja Figura m

T g
5 S -2 AN 2
I ,, \
\
I -1
I ! \
I ! \
| U v 9(z)
1 -2 \
I
I ,’ \
713 \
_ (-7 13y,
v (2" 4) ! -3 \
______ r-—-- \
fl@) \

\

\

_5 \
\
}

Figura 3.15: Exemplo I de translagao vertical e horizontal da parabola

Fonte: O autor.

Exemplo 3.97. Consideremos f : R — R definida por f(z) = 2% + 10z + 20, ao reescre-
vermos f na sua forma canonica, obtemos f(z) = (z + 5)* — 5, ou seja, para obtermos
o grafico de f transladamos horizontalmente 5 a esquerda e verticalmente 5 unidades
abaixo, a funcao g(z) = 2%, veja Figura[3.16]
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-8

V = (-5, -5)

Figura 3.16: Exemplo II de translacao vertical e horizontal da pardbola

Fonte: O autor.

3.10.5 Zeros da funcao quadratica

Quando estamos falando em zeros da funcao quadratica, referimo-nos a valores
do dominio para os quais temos f(z) = 0, ou seja, queremos saber os pontos em que o

grafico intercepta o eixo OX.

Deste modo,

(a) o grifico da funcdao quadrdtica f(z) = az® + bx +c¢ = 0, com a # 0,a,b,¢ € R,
intercepta o eixo da abcissas, OX, em dois pontos distintos, quando o valor do

discriminante A > 0.

(b) o grafico da funcao quadratica f(r) = ax?® + bx + ¢ = 0, com a # 0,a,b,c € R,
intercepta o eixo da abcissas, OX, em em um tunico ponto, quando o valor do

discriminante A = (.

(c) o grafico da fungao quadratica f(z) = ax? + bx +c¢ =0, com a # 0,a,b,c € R, nao

intercepta o eixo da abcissas, OX, quando o valor do discriminanted A < 0.

Exemplo 3.98. Consideremos f : R — R definida por f(z) = —2? — x + 6, intercepta o

eixo das abcissas, OX, em dois pontos distintos.
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Figura 3.17: Funcao quadratica com discriminante A > 0

Fonte: O autor.

Exemplo 3.99. Consideremos f : R — R definida por f(z) = 22 — 6x + 9, intercepta o

eixo das abcissas, OX, em um tnico ponto.

y

Figura 3.18: Funcao quadrética com discriminante A = 0

Fonte: O autor.

Exemplo 3.100. Consideremos f : R — R definida por f(z) = —z* + 2z — 6, ndo

intercepta o eixo das abcissas, OX.
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Figura 3.19: Funcao quadratica com discriminante A < 0

Fonte: O autor.

3.10.6 Estudo do sinal da fungao quadratica

Jé& apresentamos de forma algébrica parte do estudo do sinal da funcao quadratica
na Definicao no Corolario |3.86] e na Proposicao |3.89 Faremos o estudo do sinal da
funcao quadratica a partir do esbogo de seu grafico, ou seja, analisaremos o dominio da
fungao quadratica e determinaremos quando f(x) > 0, f(z) =0e f(z) <O0.

Para a > 0 a funcdo f : R — R definida por f(z) = az? + bx + ¢ = 0, com
a # 0,a,b,c € R, possui um valor de minimo e, consequentemente, a concavidade da

parabola é voltada para cima. Temos trés casos,

(a) Sea > 0e A < 0 entdo a parabola ndo toca o eixo das abcissas, OX, portanto

f(z) > 0 para todo = € Dom(f). Veja Figura [3.20}

y

Figura 3.20: Funcao quadratica com a >0e A <0

Fonte: O autor.
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(b) Se a > 0 e A =0, a pardbola toca o eixo das abcissas,0X, em um tdnico ponto e
a func¢do assumira o valor zero quando x for a raiz da equagao e f(x) > 0 para os

demais « € Dom(f). Veja Figura [3.21]

y

Figura 3.21: Funcao quadrética coma >0e A =0

Fonte: O autor.

(¢) Sea > 0eA >0, a pardbola toca o eixo das abcissas,0X, em dois pontos distintos.
Sejam « e [ as raizes da equagao de f(x), temos que f(z) > 0 quando x < « ou

x> fe f(z) <0 quando a < z < 3 para todo z € Dom(f). Veja Figura[3.22]

y

Figura 3.22: Funcao quadrética coma >0e A >0

Fonte: O autor.

De modo andlogo, para a < 0 a funcao f : R — R definida por f(z) = az® +
br +c =0, com a # 0,a,b,c € R, possui um valor de maximo e consequentemente a

concavidade da parabola é voltada para baixo. Temos trés casos,

112



(a) Sea < 0e A < 0 entao a pardbola nao toca o eixo das abcissas, OX, portanto

f(z) < 0 para todo z € Dom(f). Veja Figura@

y

Figura 3.23: Funcao quadrética coma <0e A <0

Fonte: O autor.

(b) Sea > 0e A =0, a pardbola toca o eixo das abcissas,0OX, em um tnico ponto e

a func¢ao assumird o valor zero quando x for a raiz da equagao e f(x) < 0 para os
demais « € Dom(f). Veja Figura [3.24]

y

Figura 3.24: Funcao quadrética coma <0e A =0

Fonte: O autor.

(c) Sea < 0eA >0, aparabola toca o eixo das abcissas,0X, em dois pontos distintos.
Sejam « e 8 as raizes da equacao de f(x), temos que f(z) < 0 quando =z < « ou

x> e f(z) >0 quando o < x < 3 para todo = € Dom(f). Veja Figura[3.25]
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Figura 3.25: Funcao quadrética coma <0e A >0

Fonte: O autor.

Exemplo 3.101. Consideremos a fungao f : R — R definida por f(z) = —z* + 4z — 3,
reescrevendo f na forma fatorada temos f(z) = —(x — 1)(x — 3), concluimos que quando
f(x) = 0 suas raizes sao a = 1 e f = 3, que a concavidade da parabola é para baixo, pois

a < 0 e além disso
e f(z) <Oparax <1loux>3.
o f(x)=0paraz=1ex=3.

e f(x) >0 paral <z <3.

Figura 3.26: Gréfico de f(z) = —2? + 42 — 3

Fonte: O autor.
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3.10.7 Simetria da funcao quadratica

Proposicao 3.102. Toda parabola é simétrica em relacao ao seu eixo focal.

Demonstracao. Seja P um ponto qualquer da parabola. Tomemos seu simétrico R em
relacio ao eixo r. Seja @ a intersecdo do eixo r com o segmento PR. Logo, @ é ponto
médio de PR. Os triangulos APQFe ARQF sido congruentes, pelo caso lado-angulo-
lado (LAL), pois PQ = RQ, @ é um angulo reto e QF é lado comum. Em particular,
as hipotenusas também sao congruentes, ou seja, PF = RF: Além disso, como P e R
sao simétricos, se considerarmos os pontos P’ e R’, projecoes na diretriz d de P e R,
respectivamente, PP’'R'R é um retangulo. Consequentemente, os lados paralelos PP’ e

RR' sao congruentes. Portanto, a parabola é simétrica em relagao ao eixo focal.

Figura 3.27: Simetria da parabola

Fonte: O autor.

A demonstragdo mostra que todos os pontos x; e xy distintos, tais que f(x1) =

f(z2), sdo simétricos em relacao a reta vertical z = ——.
a

3.11 Funcoes polinomiais

Defini¢ao 3.103. (Fungao Polinomial) Dizemos que p : R — R é uma fungao poli-

nomial quando dados numeros reais ag,aq,--- ,a, tais que, para todo r € Ren € N,
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tem-se

p(x) = apr" + anfaxn_l + -+ ax+ap e ay 7& 0.
Dizemos que p tem grau n.

Exemplo 3.104. Seja p : R — R tal que p(r) = —2? + 3z — 1 é uma fungao polinomial

com coeficientes ay = —1,a; =3 e a9 = —1.

Exemplo 3.105. Seja p: R — R tal que p(r) = 225 — Tiz? — 423 + 22 — 22+ 1 4. Entao,
p(z) é uma fun¢ao polinomial com coeficientes ag = 2,a5 = 0,a4 = —Ti,a3 = —4,as =

1,a1:—2ea0:1+i.

Exemplo 3.106. A funcao p(z) = 23 + 42? + 22 —1 com p : R* — R nao é uma funcao

polinomial.
Defini¢ao 3.107. (Valor numérico) A fungao p : R — R definida por p(z) = a,2™ +
Ap1 2" 1 4+ -+ a17 + ap, assume valores para todo # € R do seu dominio, entao

pla) = apa”™ = ap10" ' 4 -+ ara + ag,

para todo a € R e a,, # 0.
Exemplo 3.108. Consideremos p : R — R tal que p(z) = 2® — 222 + 3x, temos que
e p(0)=0
ep(l)=1"-2-143-1=2
e p(2)=2-2.2243.2=6
Definicao 3.109. Sao funcoes polinomiais a soma e o produto de funcoes polinomiais.

Exemplo 3.110. Seja p : R — R definida por p(z) = 2" — o™, podemos reescrever p

como um produto, p(r) = (z — a)(z" '+ an™ 2 + -+ a" 2z + "L, em que 2" — o™ é

divisivel por x — a.

Definicao 3.111. Seja p a fungao polinomial da Definicao [3.103] entao para quaisquer

r,a € R, temos



onde cada parcela do segundo membro é divisivel por x — «, entao para todo x € R

onde ¢(z) é uma fungao polinomial, tais que se p tem grau n, ¢ tem grau n — 1.

Defini¢ao 3.112. Dado « € R tal que p(a) = 0 para uma fungao qualquer p : R — R,

dizemos que « é a raiz de p.
Observacao 3.113. « é uma raiz de p se, e somente se, p(z) for divisivel por z — « e, de
modo mais geral aq,--- , ay sao raizes de p se, e somente se, para todo = € R valer

p(x) = (z —on)(z — az) -+ (z — ax)q(2),

onde ¢ é uma funcao polinomial de grau n — k se p tem grau n.

Exemplo 3.114. Seja p : R — R definida por p(z) = 23 + 22° + x + 2. Temos que
p(=2) = (=23 +2-(=2)?+ (=2)+2 =0, logo x = —2 é raiz de p.

Exemplo 3.115. Seja p : R — R definida por p(z) = 2* — 42. Temos que p(0) =
(0)> —4-(0) =0, logo = 0 é raiz de p, assim como z = 1 e x = —1 também sao raizes

de p, ou seja, p(2) = (2)> —4-(2) =0ep(—2)=(-2)>—4-(-2) =0.
Observagao 3.116. Uma funcao polinomial de grau n nao pode ter mais que n raizes.

Definicao 3.117. Uma funcao polinomial p : R — R ¢ identicamente nula quando se

tem p(x) = 0 para todo x € R, ou seja, quando possui todos os coeficientes iguais a zero

p(z) = 02" + 02" " + -+ + 0z +0.

Proposicao 3.118. Duas funcgoes polinomiais, p : R — R e ¢t : R — R, definidas,
respectivamente, por p(z) = ax™ + -+ a1z + ag e t(x) = bz + - - - byx + by, sdo iguais se

p(x) —t(xz) = 0.

Demonstragao. Suponhamos que p(z) = t(z) para todo z € R, ou seja, que p e p;

sejam funcgoes iguais. Entao a diferenca d = p — t é a fungao identicamente nula, pois
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d(x) = p(x) — t(x) = 0 para todo = € R, ou seja, para todo z € R temos

d(z) = (a, —by)x" + -+ + (a1 — by)x + (ag — bo),

mas pela Defini¢ao segue que a, — b, =0,--- ;a1 — by = 0,a9 — by = 0, ou seja,

an = by, -+, a1 = by, a9 = by.

Portanto, as fungoes p,t assumem o mesmo valor p(z) = t(x) para todo x € R se, e

somente se, tém os mesmos coeficientes. [

Teorema 3.119. (Teorema do resto) Seja p: R — R a fungao polinomial definida por

p(z) = ax™ + - - - a1z + ag, o resto da divisdao de p(x) por z — r é igual ao valor numérico

de p(r).

Demonstragao. Suponhamos que a divisao de p(x) por  — r resulta um quociente

q(z) e um resto r, temos

Fazendo x = r, temos

ou seja, p(r) =r. |
O Teorema [3.119| pode ser uma ferramenta 1til quando queremos determinar a

raiz ou as raizes da fungao polinomial de grau n.

Existem outras formas para se obter a raiz ou as raizes de uma funcao polinomial,
tais como a divisao polinomial pelo método da chave, método de Descartes e dispositivo de
Briot-Ruffini, que nao serao abordados, mas podem ser encontrados nos livros do ensino

médio.

3.11.1 Grafico da funcao polinomial

Nesta subsecao, observamos que os graficos das fungoes polinomiais nao sao li-
mitados, pois estas fungoes podem crescer ou decrescer, indefinidamente. Além disso, a
curva associada ao grafico pode interceptar o eixo x, OX, um certo ntimero de vezes,

sendo esse nimero igual ou menor do que n, e a estes chamamos de raizes.

118



Nos exemplos a seguir, observaremos a Defini¢ao [2.85] e a Definicao |3.52| através

de uma fung¢ao polinomial.

Exemplo 3.120. Consideremos p : R — R definida por p(z) = 2® — 32% + 2z, vejamos o
esboco do gréafico de p através da Figura [3.28]

y

Figura 3.28: Gréfico de p(z) = 2% — 322 + 2z

Fonte: O autor.

Notemos que:
e 0s zeros ou raizes de psao r1 = 0,20 =1 e x3 = 2.
e p é crescente em | — 00;0,3849] e em | — 0, 3849, 400].

e p ¢ decrescente, por exemplo, em |0, 3849; 0, 3849].

um ponto de maximo local de p estd entre 0 e 1.

um ponto de minimo local de p esta entre 1 e 2.
e p nao possui maximo ou minimo absoluto.

Exemplo 3.121. Consideremos p : R — R definida por p(z) = z* — 42% + 3, vejamos o
esbogo do gréfico de p através da Figura[3.29
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Figura 3.29: Gréfico de p(z) = 2% — 42 + 3

Fonte: O autor.

Notemos que:

e 0s zeros ou raizes de p sdo 1 = —V/3, 20 = —1, 23 =1 ¢ 24 = V/3.
e p écrescente em | — 1,3[ e | — 1, 4+00]
e p ¢ decrescente em | — oo, —1[ e |3, —1].

um ponto de méaximo local de p esta em 0.

um ponto de minimo local de p esta em —/2 e 0 outro em V2.

e p nao possui maximo absoluto.
e p possui minimo absoluto igual a 1.

Exemplo 3.122. Consideremos p : | — 1,3 — [—4,0] definida por p(z)
vejamos o esboco do grafico de p através da Figura
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Figura 3.30: Gréfico de p(z) = 2% — 322

Fonte: O autor.

Notemos que:

os zeros ou raizes de p sao r1 =0 e x5 = 3.

p é crescente, por exemplo, em | —4,0[ e | — 4, 3].

p é decrescente, por exemplo, em |0, —4].

o ponto de maximo local de p esta em 0, que também é maximo absoluto.

o ponto de minimo local de p estd em 2, que também é minimo absoluto.
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CApiTULO 4

Atividades praticas com materiais

manipulaveis

Neste capitulo, apresentamos algumas atividades com materiais manipuldveis
para o ensino de fungoes Sao adaptagoes de experimentos de [4], [11], [21], [23] e [29],
sendo que tais podem ser desenvolvidas em sala de aula caso a instituicao de ensino nao

tenha a disposicao o Laboratorio de Matematica.

4.1 Dinamometro com elastico

Nesta atividade, os alunos inicialmente construirao uma espécie de dinamémetr(ﬂ
usando elastico, através do qual medirao a variacao do comprimento que este sofre em
funcao do numero de bolas de gude que ele esta suportando. Ao fim, através da construgao
de um grafico com os dados obtidos, que sera aproximadamente linear a partir de um certo
nimero de bolinhas, deverao encontrar uma funcao que descreve seu comportamento com

relacao ao nimero de bolinhas de gude suportado.

Observacgao 4.1. Em pareceria com o professor da disciplina de fisica podera ser abor-

dada a Lei de Hooke Pl

Conteudos

Funcao afim: coeficientes, equacao, grafico e aplicagao.

'De acordo com [22], o dinamémetro: Instrumento para medir forgas mecinicas ou torques, mediante
o emprego da resisténcia de molas, pesos ou friccao. Instrumento para medir a forga muscular.

2A Lei de Hooke é a lei da fisica relacionada a elasticidade de corpos, que serve para calcular a
deformagao causada pela forga exercida sobre um corpo, ou seja, existe uma linearidade entre a tensao
aplicada e a distensao do fio ou da mola, até que se atinja a tensdo de ruptura no limite elastico. O fato
de que o aumento de comprimento é proporcional & forga aplicada.



Objetivos
Esta atividade tem como objetivos:

1. construir graficos através de dados obtidos experimentalmente;

2. determinar a lei que fornece a variacao do comprimento de um elastico em funcao

do ntmero de bolinhas de gude que ele suporta;

3. conhecer uma aplicacao da funcao afim.

Duracao

Duas aulas de 50 minutos.

Materiais

Para cada grupo providenciar:

e clastico de ldtex (aproximadamente 20 cm) ou eldstico de costura ou eldstico utili-

zado em pastas;
e 60 cm de barbante;
e tesoura;

e um copo plastico de 300 ml (500 ml) ou um pote plastico de manteiga ou requeijao

(preferencialmente redondo de 200g);
e 30 a 50 bolas de gude de mesmo tamanho;
e régua graduada de 30 cm;
e fita adesiva;
e um palito de dente;

e uma folha de papel milimetrado (por aluno).
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Figura 4.1: Materiais para construcao do dinamometro

Fonte: [21].

Procedimentos
1. formar grupos de no maximo trés alunos;
2. distribuir os materiais;

3. construir o dinamometro juntamente com os alunos.

Observagao 4.2. Para evitar acidentes, solicite aos alunos o copo pléstico (ou o pote) e
os recolha com antecedéncia, pois sera necessario trés furos bem distribuidos que podem

ser feitos com um prego quente.

Construcao do dinamometro

Cada grupo deverd construir o seu dinamometro seguindo o roteiro a seguir.

1. divida o barbante em trés pedacos de 20 cm cada;

2. amarre um pedaco em cada furo do copo plastico;
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3. junte as extremidades dos barbantes e dé um né, de modo que o copo fique bem

equilibrado;

Figura 4.2: Passo I: construcao dinamometro

Fonte: [21].

4. amarre uma das extremidades do eldstico no ponto de jungao dos barbantes (né),

5. ainda nesse ponto, fixe um palito de dentes perpendicularmente ao elastico usando

uma fita adesiva, de forma a obter um ponteiro,

Figura 4.3: Passo II: construcao dinamometro

Fonte: [21].

6. com uma fita adesiva, fixe bem a outra extremidade do elastico na mesa, préximo

a uma de suas pernas, deixando-o pendurado,
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7. prenda a régua na perna da mesa, de modo a deixar o palito de dentes alinhado

com o zero (a perna da mesa deve ser perpendicular ao chao).

Figura 4.4: Passo III: construgao dinamometro

Fonte: [21].

Figura 4.5: Passo IV: medir o comprimento do eléstico

Fonte: O autor.
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Coleta de dados

Os alunos deverao anotar, em uma tabela como a apresentada a seguir, qual é

a variacao do comprimento do elastico do dinamometro em funcao do nimero de bolas

de gude que ele estd suportando (a variagao do comprimento é dada pela indicagao do

ponteiro do dinamometro). Apresentamos uma tabela com os dados de um experimento

realizado.

N.° de bolas | Variagago do compri- | N.° de bolas | Variacato do  compri-
(x) mento do eldstico (mm) | (z) mento do eldstico (mm)
1 0 16 25

2 0 17 27

3 3 18 30

4 5 19 33

5 5 20 36

6 5 21 39

7 6 22 42

8 8 23 46

9 9 24 49

10 11 25 51

11 13 26 54

12 15 27 57

13 18 28 60

14 20 29 63

15 22 30 65

Fonte: O autor.

Tabela 4.1: Dinamometro: coleta dos dados

Apoés a preenchimento da tabela, os alunos deverao representar graficamente na

folha milimetrada, os dados coletados, no eixo das abcissas, o nimero de bolas e, no eixo

das ordenadas, a variacao da medida do elastico.
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Figura 4.6: Comprimento do elastico x n.° de bolas

Fonte: O autor.

Notemos que para as primeiras aferi¢oes o grafico nao € linear, entretanto, a partir

de certo ntimero de bolas, o grafico assemelha-se ao grafico de uma funcao afim.

Questionar os alunos a partir de qual nimero de bolas o grafico tem a forma mais
linear e a partir deste tracar uma reta até o ultimo valor obtido de forma equilibrada, ou

seja, deixando o mesmo nimero de pontos acima e abaixo da reta.

A partir deste momento, o professor deve indagar e estimular seus alunos a con-
jecturar uma representacao algébrica que possa fornecer a variagao do comprimento do

elastico em funcao do nimero de bolas sem a necessidade de novas aferigoes.

O professor, ao avaliar o feedback dos alunos, ira dizer que sao necessarios apenas

dois pontos da reta tracada para se obter a representacao requerida.

Observemos que na tabela apresentada de n < 11 nao se mostram lineares, mas

para 11 < n < 30 o representagao tem a forma linear.

Deste modo, tomando os pontos (11, 13) e (30, 65) e com estes determinamos a

funcao afim, que retrata a variagdo do comprimento do eldstico em funcao do niimero de
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bolas.

Sabemos pela Definicao que sua forma é f(z) = ax+b. Assim ao resolvermos

o sistema linear

13=1la+b
65 = 30a + b.
52 325 52 325
obtemos a = — e b = ———. Portanto a fungao desejada é f(z) = —x — —.
19 19 19 19
Encerramento

Com a parceria do professor da disciplina de fisica, além dos objetivos elencados,
¢ possivel discutir os motivos de determinado grupo ter um elastico que esticou mais que
outro grupo, do por qué parte da representacao grafica nao é linear e o que aconteceria
caso o numero de bolas de gude fosse grande o suficiente para o elastico ficar rigido a

ponto de se romper.

Vale ressaltar que ao descobrir a funcao que descreve o comportamento da si-
tuagao observada, é possivel determinar o que poderia acontecer ao aumentar gradativa-

mente o nimero de bolinhas de gude.
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4.2 Qual a “maior” caixa de papel?

Para a realizagao desta atividade, os alunos, trabalhando em grupo, construirao
no minimo seis caixas de papel e tentarao descobrir qual delas tem maior volume. S6
depois, fazendo os calculos, verificarao se sua intuicao estava certa. Ao fim, eles usarao
os dados coletados para esbocar um grafico do volume obtido em funcao da medida x do
corte usado na confeccao da caixa, sendo novamente instigados a responder: qual o maior

volume possivel?

Contetdos
e polinomios — fungoes polinomiais, graficos e propriedades;
e geometria espacial — problemas de otimizacao;

e unidades de medida.

Objetivos
Esta atividade tem como objetivos:

1. construir graficos através de dados obtidos experimentalmente;

2. determinar a lei que fornece a variacao do volume de uma caixa em funcao de suas

dimensoes (altura x largura x comprimento);

3. discutir o comportamento de fungoes associado com o conceito de volume.

Duracao

Duas aulas de 50 minutos.

Materiais
e folha de papel A4;

e régua;
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e lapis;
e cola;

e tesoura.

Procedimentos

Divida os alunos em grupos.

Cada grupo deverd construir no minimo seis caixas, escolhendo para cada uma
delas diferentes valores de x. Depois, colocando-as uma ao lado da outra, o grupo deve

discutir e tentar descobrir qual delas tem maior volume.

Feito isso, eles irao numera-las em relagao ao volume, do maior para o menor.
Essa numeracao servird de registro para a verificagao da percepcao visual dos alunos

acerca do volume das caixas.

Construcao das caixas

Os alunos, sob supervisao, construirao caixas de papel de acordo com os seguintes

procedimentos:

Fazer, com o auxilio de régua, quadrados de lado x nos quatro cantos da folha

A4, anotando, préximo ao lado desse quadrado, o valor de x utilizado.
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Figura 4.7: Passo I para construcao das caixas

Fonte: [23].

Apos feita a marcacao dos quadrados nos quatro cantos da folha A4, deverao

cortar com a auxilio de uma tesoura conforme mostrado nos 2.° e 3.° passos.

Figura 4.8: Passo II para construcao das caixas

Fonte: [23].
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Figura 4.9: Passo II para construcao das caixas

Fonte: [23].

Ao concluir o corte nos quatro cantos do papel A4 cada grupo devera ter uma

folha como a do 4.° passo.

Figura 4.10: Passo IV para construcao das caixas

Fonte: [23].

Os quatro cantos, das seis, deverao ser colados de forma a ter caixas sem tampa

como a do 5.° passo.
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Figura 4.11: Passo V para construcao das caixas

Fonte: [23].

Chamaremos de 1.* numeracao aquela realizada pelos alunos através da ordenacao
das caixas com base em suas percepcoes visuais e as classificaram em relacao aos seus volu-
mes. Nesta etapa, peca aos alunos para calcularem os volumes das caixas algebricamente:
chamaremos de 2.* numeracao. Para isso, com o auxilio de uma régua, medirao o com-
primento, a largura e a altura de cada caixa. Depois de calculados os volumes de todas
as caixas, os alunos irao realizar a 2.* numeracao, do maior para o menor volume obtido.
Neste momento, eles poderao comparar a percepcao visual que tém do volume com o seu
valor real. Com os dados obtidos anteriormente, eles farao uma tabela no caderno, como

mostrado na Tabela [4.2
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Coleta de dados

Caixa
Altura Volume

1.* numeragao | 2.* numeracao

1 2 5cm | 1085,70 cm?

2 1 4 cm | 1130,48 cm?

3 4 6 cm | 957,96 cm?

4 3 3cm | 1068,30 cm?

5 5 2cm | 875,16 cm?

6 6 9cm | 316,98 cm?
Fonte: O autor.

Tabela 4.2: Volumes das caixas de papel

Apoés a confecgao da tabela, os grupos deverao esbogar o gréfico do volume da

caixa em funcao de sua altura z em um sistema de eixos de coordenadas, semelhante ao

que mostramos Figura [£.12]

1200 |
1000 |
800 |
600 |
400 |

200 r

v

Figura 4.12: Grafico do volume das caixas x altura

Fonte: O autor.

Quando terminarem o esbogo, questione qual seria o maior volume possivel: o
que eles obtiveram ou algum outro que eles desconhecem. Caso tenham algum palpite,

ajude os alunos a construir a caixa que acreditam ser a maior.

135



Encerramento

Depois que todos os grupos terminarem a representagao gréfica, sugerimos o

fechamento em duas etapas:

1.* Etapa: Retna os dados obtidos pelos diversos grupos e faga um grafico (volume x
altura) na lousa e, a partir dele, identifique quem obteve a melhor estimativa. Se nenhum
grupo chegou no valor maximo para o volume, que é aproximadamente 1130,48 cm?, fale
de sua existéncia e mostre, com o grafico, que o valor aproximado de x para essa caixa
é¢ 4 cm. Peca para algum aluno construir a caixa para x = 4 cm. O grafico deve ficar

semelhante ao gréfico mostrado na Figura [77]

1200 LY
L ]
L ] L ]
. L ]
L
1000 - .
L
L ] L ]
800 | -
L ]
L
600 |
* L
>
400
L ]
L
200 .
L ]
0 1 2 3 4 s & 7 8 g 10 11 X

Figura 4.13: Volumes das caixas de papel

Fonte: O autor.

Nesta etapa também é possivel identificar eventuais valores errados, por estarem
discrepantes da curva sugerida pelos demais dados. E preciso estar atento a esses desvios
durante toda a atividade, mas com o grafico na lousa, provavelmente os proprios alunos

tomarao a iniciativa de questionar os pontos fora da curva.

Com poucos pontos, a plotagem do grafico facilmente esconde detalhes s6 visua-

lizdveis com uma curva continua.

2.* Etapa: Indague os alunos quanto a possibilidade da construcao de uma funcao que
descreva o grafico da Figura[?7|e deixe alguns minutos para que conjecturem a expressao

que descreve o volume da caixa em func¢ao de sua altura.
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Posteriormente, solicite que alguns alunos (um de cada grupo) faga a socializagao
e tente identificar se algum grupo foi capaz de descrever a expressao algébrica da funcao,
ou seja, V(z) = (29,74 —2z) - (21 —22) -x = 42> — 101, 4822 + 624, 5z. Caso os grupos nio
consigam expressar a funcao que descreve o volume, mostre-os como é possivel utilizando
as seguintes dimensoes da folha A4: comprimento igual a 29,74 cm e largura igual a 21 cm.
Além disso, traga neste momento a discussdao da Defini¢ao 2.5 Definigao [2.11], Defini¢ao
Definicao |3.11} Definicao [2.85| e que as raizes da funcao que descreve o volume sao os

extremos do Dom(V).

Discussao sobre a percepgao de volume

Apoés o término da socializacao dos dados, pega para cada grupo mostrar, com as

caixas, a numeragao que eles fizeram antes e depois do cdlculo do volume.

Uns dirao que escolheram a caixa de maior base, outros, aquela em que se equili-
bra altura e area da base. Mas, o importante ¢ discutir sobre a divergéncia entre intuicao
e a poderosa ferramenta que é o calculo matematico. Depois dessa discussao, seria in-
teressante perguntar para os alunos quanto eles acham que vale 1130,48 cm?, ja que
estamos acostumados com o volume dado em litros. Lembrando, 1 litro é o equivalente a

1 decimetro ctbico, ou seja, temos uma caixa de 1,13048 litros.
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4.3 O cercado

Diariamente distintos momentos nos exigem uma tomada de decisao. Muitas
vezes, usamos apenas nossa intuigdo para realizarmos escolhas, porém nem sempre a
intuicao é a melhor maneira para resolver isso. A matematica é uma excelente ferramenta

que pode nos auxiliar nestes momentos.

Dentre os inimeros caminhos para se chegar as solugoes que a disciplina nos
oferece, encontramos a possibilidade de descrever, com funcoes, situagoes reais. Neste
experimento, buscaremos otimizar areas de cercados, cuja solucao envolverd uma funcao
quadratica. E uma 6tima oportunidade para os alunos explorarem elementos e proprie-

dades desta funcao, relacionando-a a situacao real.

Além disso, com este experimento o professor podera criar diversas variacoes para

o enriquecimento das atividades de sua turma.

Conteudos

Funcao quadratica: grafico, aplicagoes e otimizagoes simples.

Objetivos
e resolver um problema de otimizacao através do estudo de uma funcao quadratica.

e estudar as propriedades de uma funcao quadratica.

Duracao

Uma aula de 50 minutos.

Material
e folha de papel A4;
e papel milimetrado;

e cola;
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e fita adesiva;

e régua (uma régua de 30 cm é suficiente para o professor; para os alunos, uma de 20

cm basta);

e um rolo de barbante (aproximadamente 40 m de barbante para uma sala de 40

alunos);
e lapis.
Figura 4.14: Cercado: materiais para a atividade
Fonte: [29].
Procedimentos

Divida os alunos em duplas e entregue para cada dupla uma folha A4 e uma folha

de papel milimetrado juntamente com o material necessario descrito anteriormente.

Distribua para cada grupo seis pedacos de barbante com o mesmo comprimento.
Sugerimos que estes pedagos sejam diferentes de um grupo para o outro, com tamanhos

entre 20 cm e 30 cm. Assim, serd possivel construir os cercados colando-os em uma folha

de papel A4.

Os alunos realizarao os seguintes procedimentos:

1. Com fita adesiva, unir as pontas dos barbantes de forma a produzir seis anéis.
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Figura 4.15: Passo I para a atividade cercado

Fonte: [29].

Figura 4.16: Passo L.a para a atividade cercado

Fonte: [29].

Figura 4.17: Passo I.b para a atividade cercado

Fonte: [29].

2. Com os anéis, modelar diferentes retangulos colando-os na folha de papel A4. Feito

isso, numera-los de 1 a 6.
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Figura 4.18: Passo II para a atividade cercado

Fonte: [29].

Fonte: [29].

Figura 4.20: Passo IL.b para a atividade cercado

Fonte: [29].

Coleta de dados

Quando todos os retangulos forem construidos, os alunos deverao calcular a area
de cada um. E importante que registrem os dados coletados na folha de papel A4 onde

estao colados os retangulos, utilizando as seguintes notagcoes:
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e [, para a largura;
e (; para o comprimento;

e A, para a area.

Apés a obtencao dos dados, pega aos alunos que marquem os pontos (L;, C;) e
(Ci, A;) na folha de papel milimetrado. Esse registro auxiliard no estudo da funcao que
descreve a area em fun¢ao de um dos lados de um retangulo.

Para chegar na expressao que fornece esta func¢ao, auxilie os alunos a escrever o
valor de C; em funcao de L;. Para isso, sendo p o perimetro perimetro um valor fixo,

temos:

p
Ci:__Li
2

Assim, os lados do retangulo podem ser descritos como na Figura [£.21]

Figura 4.21: Simulagao de um cercado

Fonte: O autor.

Area do retangulo (Sy,)
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S(L;) =C;- Ly — S(L;)

s [(§) -] 1

S(L;) = (g) L — L7

Entao a area do retangulo é uma funcao da largura dada por

S(L;) = (g) L — L2

Com a funcgao, os alunos esbogarao seu grafico no mesmo plano cartesiano que
marcaram os outros pontos e, com ele, tentarao descobrir qual cercado retangular possui

a maior area possivel.

O importante é que os alunos notem que o grafico é uma parabola de concavidade
para baixo. Assim, a exploracao da forma os levara ao ponto de maximo, que corresponde
a area do cercado quadrado.

Variacao - cercado com a utilizagao de um muro
Instigue os alunos a resolver uma variacao do problema anterior. Com isso,

esperamos que o aluno, ao aplicar procedimentos andlogos seja capaz de resolver essa

nova situagao, demonstrando ter compreendido a légica usada na solucao.

Figura 4.22: Variacao de um cercado com aproveitamento de um muro

Fonte: O autor.
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Como se trata de uma variagao do primeiro problema, para soluciona-lo basta
seguir os mesmos passos feitos na etapa anterior. Assim, a tUnica alteracao serda que

P = L1+201

Encerramento

Relembre com os seus alunos o que fizeram e pergunte para as duplas qual cercado

de maior area que conseguiram?

Faca na lousa a Tabela e a preencha com as informacoes obtidas, sendo que

perimetro é o tamanho do barbante entregue.

Perimetro | C; | L; Area

Fonte: O autor.

Tabela 4.3: Tabela para ser reproduzida na lousa

Faca na lousa um grafico com base nos cercados construidos por alguma das
duplas. A Figura é um exemplo para p = 30 cm. Observe com eles que os pontos

(L;, C;) e (Cy, A;) sdo simétricos em relagao ao eixo da parabola.

80 ,Y o Eixo de Simetria

50 . L]

40 . .
30
20 r . L]

10

Figura 4.23: Area do retangulo em fungao da largura

Fonte: O autor.
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Conforme esses pontos vao se aproximando do eixo da parabola, obtemos um
retangulo de maior drea. Quando estamos no vértice da parabola, onde a area é maxima,

temos que os lados do retangulo tém o mesmo comprimento, ou seja, temos um quadrado.

Logo que terminar a discussao, desenvolva o raciocinio juntamente com os alunos

~ D ‘
para obter a expressao geral S(L;) = (5 -2 — 2?2 . Desenhe o grafico na lousa e estude
algumas de suas propriedades com os alunos (vértice, raizes, dominio). O grafico deve

ficar semelhante ao grafico mostrado na Figura {4.24

y I

Figura 4.24: Area do cercado - estudo das propriedades

Fonte: O autor.

, ~ p ~ . [
Note que as raizes sd@o 0 (zero) e 3 e que para estes valores nao existe area

retangular possivel. Repare também que, para valores de x < 0 ou x > g, falar sobre

145



area é algo sem sentido real, pois nao existe area negativa. Depois que estudar a funcao,
compare os graficos da Figura[f.23)e da Figura[4.24] observando que os pontos do primeiro
pertencem ao segundo. E, com base na Tabela |4.3] verificando se a soma dos lados dos
retangulos é igual ao perimetro, explique os eventuais pontos fora da curva que os alunos
obtiveram. Com isso, fale da imprecisao da construcao dos cercados e da imprecisao das

medidas feitas.
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4.4 Formas poligonais e circunferéncia

O problema proposto envolve a soma das dreas delimitadas por duas figuras
geométricas, um poligono regular e uma circunferéncia. Os alunos obterao uma fungao
quadratica de dominio limitado, cuja solucao solicitara analise e esbogo do grafico, con-

forme Subsecao (3.9,

Contetidos
e funcao quadratica, graficos,

e geometria plana, area e perimetro.

Objetivos

e cstudar funcao quadratica tendo como motivacao um problema geométrico de oti-

mizagao de areas;

e conhecer problemas que envolvem fungoes de dominio limitado.

Duracao

Duas aulas de 50 minutos.

Material
e papel de folha A4;
e tesoura;
® COmMpasso;
e régua;
e papel milimetrado;

e calculadora.
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Figura 4.25: Materiais para a realizagao da atividade formas poligonais e circunferéncia
Fonte: [4].

Procedimentos

Divida a classe em grupos de quatro alunos e entregue para cada grupo uma folha
de papel A4 e os outros materiais necessarios para a realizagao do experimento.

Antes de iniciar a atividade, explique o problema a ser resolvido e destine para
o estudo de cada grupo um dos seguintes poligonos: quadrado, triangulo equildtero ou
hexagono regular. E interessante manter a variedade de poligonos entre os grupos para a

realizacao do Encerramento, ou seja, cada grupo deve estudar um poligono diferente.

O problema

Considere um fio de 30 cm de comprimento cortado em duas partes. Uma das
partes serd destinada para a constru¢ao de um poligono regular (de 3, de 4 ou de 6 lados)
e outra parte serd destinada para a construgao de uma circunferéncia. A partir dessas
informagoes, o seguinte problema é proposto:

Como devemos cortar o fio de forma que a soma das areas delimitadas pelas duas
figuras geométricas construidas seja maxima?

Nesta etapa, o grupo tentara solucionar o problema proposto, totalizando quatro

solucoes diferentes. Para isso, os alunos deverao realizar os seguintes procedimentos:

1. considerando um fio de 30 cm, escolha o comprimento do fio que sera destinado para
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a construcao da circunferéncia (C') e com o restante, construa o poligono;

2. com o auxilio da régua e do compasso, desenhe a circunferéncia e o poligono na folha

de papel A4. Numere cada um dos pares de solugoes de 1 a 4, conforme modelo da

Figura [4.26]

Figura 4.26: Circunferéncias e poligonos regulares

Fonte: O autor.

3. Complete todas as informagoes da Tabela [.4]

Construgoes | Perfmetro do Poligono (cm) | Comprimento das circunferéncias (cm)
1 15 15
2 20 10
3 12 18
4 4 26

Fonte: O autor.

Tabela 4.4: Circunferéncias e poligonos: medidas

4. Recorte as formas geométricas desenhadas.

Logo que os alunos terminarem a construcao das formas geométricas, eles deverao

manipula-las para responder a seguinte pergunta:

Para qual construcao vocés obtiveram a maior soma das areas? Sera que essa € a

maior soma possivel?
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Os grupos poderao encontrar diferentes formas de resposta. Incentive a turma a
fazer sobreposigoes e recortes para comparar as somas das areas, como mostrado na
Figura O importante desta etapa, envolvendo as construcoes, é a percepcao

visual que eles obterao do problema.

Figura 4.27: Sobreposicao de circunferéncias e poligonos

Fonte: O autor.

Soma das areas

Nesta etapa, os alunos deverao encontrar a expressao que fornece a soma das
areas delimitadas pelo poligono regular e pela circunferéncia. Com ela, esperamos que

eles encontrem o valor da soma méaxima analiticamente.

Soma das areas delimitadas pelo poligono e pela circunferéncia

Representando por x o comprimento da parte do fio que formara o poligono
regular e por L o comprimento da parte do fio que formara a circunferéncia, para todos

0s casos, temos que

L+x=30+ L=230—-ux.
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Sabendo que o perimetro da circunferéncia é igual a L, o raio R da circunferéncia é dado

l
por 2mR = L se, e somente se, R = o Com isso, a area delimitada pela circunferéncia
™

L\> L2
SC—’YT(%) —E
(30 — z)?

4

sera igual a

Sc(x) =
Deste modo, temos para cada um dos poligonos

1. triangulo equilatero

A area do triangulo equildtero regular com perimetro igual a x é dada por

Va(y) e
4 36

ST(:c) =

Dessa forma é possivel encontrar a expressao que fornece a soma das areas delimi-
tadas pelo triangulo e pela circunferéncia
(30 —x)* (V3% (900 — 60z 4+ 2%  (v/3z?)

(Sc+5r)(z) = — —+ 5~ = Ar * 56

22(9 + mv/3) — 540z + 8100

(SC + ST)(ZE) = 367‘(‘

Utilizando aproximacoes para os valores irracionais presentes na equacao, v/3 = 1,73

e ™ = 3,14, obtemos a seguinte expressao

(S¢ + Sr)(z) =~ 0,132% — 4,78z + 71, 65.

Podemos observar que a expressao encontrada é uma funcao na variavel xz, 0 <
x < 30. A variacdo de x neste intervalo representa o comprimento destinado para
a construcao do triangulo e, por isso, nao pode ser negativo e também nao pode
exceder 30 cm que é o tamanho original do fio. Deste modo, o grafico da fungao

(SC + ST)(I) é

151



70

60

50

40

30

20

Figura 4.28: Gréfico da fungao (S¢ + St)(x)

Fonte: O autor.

2. quadrado

Sabendo que a area delimitada pelo quadrado com perimetro igual a x é a dada por

podemos encontrar a expressao que fornece a soma das areas delimitadas pelo qua-
drado e pela circunferéncia
(30 —x)? 22

(S + Sg)(z) = = T

(900 — 60z + x> N x?

4r 16
(2(4 + 7) — 240z + 3600
167

(Sc + Sg)(x) =

(Sc + Sg)(z) =
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Utilizando aproximagoes para os valores irracionais presentes na equacao, m = 3, 14,

obtemos a seguinte expressao
(S + Sg)(z) ~ 0,142 — 4,78z + T1,65.

Observamos que neste caso temos uma funcao quadratica na variavel z, para 0 <

z < 30.
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Figura 4.29: Grafico da funcao (S¢ + Sg)(z)

Fonte: O autor.

3. hexdgono regular

Sabendo que a area delimitada pelo quadrado com perimetro igual a z é a dada por

6 (ﬁ (%)2) v

Sir(w) = A 24

conseguimos calcular a expressao que fornece a soma das areas delimitadas pelo

quadrado e pela circunferéncia
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(30 — z)? N V312

(Sc+ Su)(w) = =~ .
(So + Su)(x) = (900 — igx + 2?) N \/iﬁ
~ (2?(6 + mV/3) — 360z + 5400
(Se + Su)(x) = Sy

Utilizando aproximacoes para os valores irracionais presentes na equacao, V3=1,73

e ™= 3,14, obtemos a seguinte expressao

(S¢ + Sy)(x) =~ 0,152% — 4,78z + 71, 65.

Do mesmo modo, temos uma funcao quadratica na variavel z, para 0 < x < 30.
Deste modo, o grafico da fungao utilizando aproximacgoes para os valores irracionais

presentes na equacao, V3=1,73em=3,14,
y
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Figura 4.30: Grafico da fungao (S¢ + Sg)(z)

Fonte: O autor.

154



As funcoes obtidas sao quadréticas, f(x) = ax? + bx + ¢, com a > 0, e os seus
graficos sao parabolas com concavidade para cima, ou seja, o vértice determina um minimo
da funcao. Portanto, maximo delas ocorrerd nas extremidades do dominio e s6 poderemos

determinar o maximo dessas funcoes pois este dominio é limitado e fechado.

Com a funcao encontrada, serd pedido para que os alunos esbocem seu grafico
em um eixo cartesiano, anexo da Folha do Aluno. Com base neste grafico, eles devem

responder

(a) qual o méximo da fungao obtida?

(b) para este valor de méximo, o que acontece com as figuras geométricas construidas?

Uma vez que usamos x para denotar o comprimento do fio destinado para a
construcao do poligono regular, podemos observar pelas figuras 5, 6 e 7 que o valor = para
o qual obtemos a soma maxima das areas é zero. Deste modo, obtemos a area maxima

quando utilizamos todo o fio para a construcao da circunferéncia.

Encerramento

No momento em que todos os grupos concluirem, antes de discutir o resultado de
cada grupo, proponha a seguinte pergunta:

Se voces fossem construir duas circunferéncias com um fio de 30 cm de compri-
mento, como voceés o cortariam para que a soma da area delimitada pelas duas partes seja
maxima?

Seguindo um raciocinio analogo, encontramos a expressao para a funcao da soma
da area das duas circunferéncias, C e Cy

(30 —x)* 2

Scl—i-SCQ:T-FE

Se, + S, = 0,162 — 4,78z + 71, 65.

Entao, desenhe o grafico dessa funcao na lousa, chamando atencao para seu

dominio que deve ser respeitado, assim como fizemos nas outras funcgoe, 0 < x < 30.
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Figura 4.31: Gréfico da fungao S¢, + S, ()

Fonte: O autor.

Depois, mostre que existem dois valores de x para os quais obtemos soma maxima:
x =30 cm e x = 0, ou seja, a soma das areas delimitadas pela figura ¢ maxima quando

nao cortamos o fio e construimos apenas uma circunferéncia.

Quando terminar a andlise do grafico anterior, peca para que os alunos verifiquem
as contas e o grafico feito envolvendo a area delimitada pelos poligonos regulares. A seguir,

promova um discussao com a classe retomando as seguintes perguntas:

(a) Qual é méximo da funcao obtida?

(b) Para qual valor de x obtemos a soma méxima? Para esse valor, o que acontece com

as figuras geométricas construidas?

Com base na resposta dos alunos, observe que a soma maxima obtida, indepen-
dentemente da funcao encontrada, é a mesma. Como anteriormente, ela acontece quando

nao cortamos o fio e construimos apenas a circunferéncia.

156



Escreva na lousa um exemplo de cada uma das expressoes das funcoes da soma
das areas delimitadas por cada um dos poligonos regulares e da circunferéncia. O exemplo
que apresentamos usa x para denotar o comprimento do fio destinado para a construgao
do poligono regular. Novamente, ressalte a importancia do dominio das funcgoes, que é
o mesmo para todas, e desenhe todos os graficos na lousa no mesmo eixo cartesiano que

desenhou o grafico anterior.

Por fim, fixando um valor de x, é interessante mostrar para os alunos que a soma
das areas delimitadas aumenta a medida que aumenta o numero de lados do poligono
regular, sendo que a area delimitada pela circunferéncia construida é a mesma para todas

as somas, ja que o valor de x é fixado. Com isso, podemos concluir que:

Quanto maior for o niimero de lados dos poligonos regulares construidos com o

mesmo perimetro, maior serd a area que eles delimitam.

Esse resultado esta relacionado com o teorema isoperimétrico: dentre todas as
curvas fechadas de mesmo perimetro, a circunferéncia é a que delimita a maior area. Esse
resultado nao sera demonstrado, pois envolve uma série de sutilezas que demandam um
dominio matematico muito maior do que o esperado no Ensino Médio. Porém, atividades
como as que foram propostas neste experimento, podem sensibilizar os alunos em relagao

a essa questao.
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4.5 Medindo o alcance

Neste experimento, buscamos uma forma alternativa para introduzir as Defini¢oes
e e vamos perceber que o alcance e o tempo sao relagoes que dependem da

altura da rampa.

Dividimos o experimento em duas partes, a Parte I tem foco na relagao altura x
alcance, apds o carrinho descer a rampa em relacao a altura que se encontra do chao e a

Parte II tem foco na relacao altura x tempo que o carrinho leva para descer essa rampa.

Observacgao 4.3. Em pareceria com o professor da disciplina de fisica poderd ser abor-
dado os temas: aceleracao, velocidade, movimento uniforme e movimento uniformemente
variado cujos graficos sao representacoes de fungoes afins e fungoes quadraticas, além disso

com a parceria pode-se abordar a expressao analitica das fungoes.

Contetudos

Relacao e representacao de relagoes.

Objetivos
e estudar relacoes
e definir par ordenado e plano cartesiano;

e representar as relacoes altura x alcance e altura x tempo.

Duracao

Uma aula de 50 minutos.

Material

e um carrinho de brinquedo por grupo;
e uma rampa por grupo (pode ser feita com papelao ou isopor);
e blocos, livros ou outro material para elevar a rampa;
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e uma régua (ou trena) por grupo;
e um cronémetro por grupo (pode ser utilizado o crondémetro do smartphone);

e folhas de papel milimetrado, uma por aluno.

Figura 4.32: Medindo o alcance: materiais

Fonte: O autor.

Observacgao 4.4. Se o experimento for realizado sobre uma superficie que gerara grande

atrito como carpete ou tapete, utilizar bolinhas de gude no lugar de carrinhos.

Procedimentos
e trabalhar em grupos de trés ou quatro alunos;
e montar a rampa, colocando-a inclinada;
e medir a altura da rampa (z);
e soltar o carrinho de cima da rampa;
e medir o alcance do carrinho (y), a partir do final da rampa;

e medir o tempo que o carrinho levou para descer a rampa (y), com o auxilio do
cronometro, o cronometro deve ser pausado no momento em que o carrinho sai

completamente da rampa;
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e anotar numa tabela os valores de = e y correspondentes;

e repetir algumas vezes este procedimento e obter a média aritmética simples, com

valores diferentes de x, sugerimos de quatro a seis repeticoes para cada valor de x;

e construir, na folha de papel milimetrado, os graficos (altura da rampa x alcance e

altura X tempo) a partir dos valores obtidos para = e y.

Figura 4.33: Medindo o alcance: rampa

Fonte: O autor.

Coleta de dados

Como o experimento é em grupo, sugerimos que os registros das Partes I e II
sejam realizados simultaneamente.

Apresentamos nas Tabelas e o experimento que realizamos, utilizando
uma rampa de 47 cm. Realizamos seis coletas de dados para cada altura trabalhada, com
objetivo de diminuir a margem de erro. As Tabelas [£.5] e [£.6] mostram apenas a média a

aritmética desses valores.
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Altura da rampa (cm) - (z) | Alcance (m) - (y) zRy
4 0,51 (4; 0,51)
6 1,35 (6; 1,35)
9 2,24 (9; 2,24)
13 2,67 (13; 2,67)
14 2,69 (14; 2,69)
17,5 3,01 (17,5; 3,01)

Fonte: O autor.

Tabela 4.5: Relacao: altura x alcance

Altura da rampa (cm) - () | Tempo decorrido (s) - (y) rRy
4 0,88 (4; 0,88)
6 0,76 (6; 0,76)
9 0,54 (9; 0,54)
13 0,22 (13; 0,22)
14 0,20 (14; 0,20)
17,5 0,09 (17,5; 0,09)

Fonte: O autor.

Tabela 4.6: Relacao: altura x tempo

Observacao 4.5. Quanto maior a medida da rampa ficarda mais facil para os alunos

cronometrarem o tempo.

Encerramento

A expressao analitica deste experimento nao serd deduzida uma vez que exige
maiores conhecimentos de Fisica, o que foge aos nossos objetivos. Pretendemos apenas

mostrar que existe uma relagao funcional entre as variaveis envolvidas no problema.

Faca na lousa a representacao cartesiana das relagoes altura x alcance e altura
X tempo com as informagoes obtidas dos grupos. Mostre também a representacao, dos

dados de um grupo, através do diagrama sagital e enfatize que esta representacao pode
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ser feita para um numero finito de elementos das relagoes. Além disso, mostre que se
fosse tomar todos os resultados, das relagoes, do experimento por grupo a representacao

através do diagrama sagital seria inviavel.
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4.6 Olhando através de tubos

Este experimento é composto de duas partes, na Parte I iremos perceber que
a medida da imagem visualizada é funcao da distancia que o observador se encontra
da parede, sendo distancia a variavel independente e a medida da imagem a variavel
dependente, e na Parte II iremos perceber que a medida da imagem visualizada é fungao

do comprimento do tubo, mantendo fixa sua distancia da parede.

Contetudos

Funcao afim.

Objetivos
e estudar funcao afim;
e estudar as propriedades da funcao afim;

e representar a fungao afim no plano cartesiano.

Duracao

Duas aulas de 50 minutos.

Material

Para a Parte I serao necessarios:

cilindros ocos de tamanhos diferentes e mesmo diametro, um por grupo;

trenas, duas por grupo;

folhas de papel milimetrado, uma por aluno.

Para a Parte 11 serdo necessarios:

trés cilindros ocos de comprimentos diferentes e mesmo diametro por grupo;
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e trenas, uma por grupo;

e folhas de papel milimetrado, uma por aluno.

Sugestoes: se possivel utilize canos de policloreto de vinila (PVC), especifique o com-
primento de cada cano e solicite que os alunos tragam de casa, podera ser utilizado ainda

rolos de papel e tubos feitos com cartolina.

Procedimentos

Oriente os grupos para que na Parte I do experimento:

e fixem uma trena na parede;

e posicionem-se a uma distancia x da parede e visualizar a imagem na parede y;
e anotem os valores de x e y;

e repitam o procedimento para diferentes valores de x;

e construam, na folha de papel milimetrado, a representacao cartesiana da relacao

entre x e y;

e deduzam uma relacao entre z e y, a partir da representacao cartesiana.

Para a Parte II do experimento oriente os alunos para que:

e mecam o comprimento dos trés tubos x;

e fixem uma trena na parede;

e posicionem-se a uma distancia fixa da parede e visualizem a imagem:;
e anotem os valores de x e y;

e repitam o procedimento para cada tubo;

e construam a representacao cartesiana da relacao entre x e y;

e deduzam uma relacao entre x e y, a partir da representacao cartesiana.
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Coleta de dados

Estimule seus alunos com o seguintes questionamentos a partir da relacao que

eles obtiveram:

1. se dobrarmos a distancia que estamos da parede, dobra o tamanho da imagem

visualizada?

2. se dobrarmos o tamanho do tubo, a imagem visualizada fica reduzida a sua metade?

As Tabelas [£.7] e f.§ mostram a coleta de dados que realizamos.

Distancia da parede (cm) - (z) | Medida da imagem visualizada (cm) - (y)
40 9
70 15
100 20,5
130 25,5
160 32
190 40
220 45
250 52
280 58,5

Fonte: O autor.

Tabela 4.7: Relagao: distancia da parede x medida da imagem
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Comprimento do tubo (cm) - (z) | Medida da imagem visualizada (cm) - (y)
D 97
10 52
15 36,5
20 30
25 24
30 18
35 17,5
40 14,5
45 12,5
50 12

Fonte: O autor.

Tabela 4.8: Relacao: comprimento do tubo X medida da imagem

Encerramento

Depois da coleta de dados, sugerimos para a Parte I a construgao de um grafico, na
lousa, com os dados obtidos pelos alunos. Mostre-os que o esboco do grafico aproximava-
se de uma reta. Entao, podemos obter a relacao abaixo, através da equacao da reta que

passa por dois pontos
Y1 — Yo

y—yozzl_xﬂ'(x—fo)
12 - 18
— 18 = A —
y— 18 2030 (x — 30)
3
—18 = ——. _
y—18 10 (x — 30)
y = —0,3z + 27.

Deduziremos agora a equagao a partir da representacao geométrica dada pela

Figura [4.34]
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Figura 4.34: Representagao geométrica da Parte |

Fonte: O autor.

Observando a Figura temos que:

x é a distancia que vocé estd da parede, medida a partir da ponta de seus pés;

y ¢ a medida da imagem que vocé enxerga na parede;

a € a medida do comprimento do tubo;

b é a medida do diametro do tubo;

¢ é a medida do que falta do tubo, que se encontra antes da ponta de seus pés.

Além disso, notamos que ha, na Figura [4.34] dois triangulos semelhantes: um
deles de altura a e base b, compreendido dentro do tubo, e outro de altura = + ¢ e base v,
que se prolonga até a parede. Entao, se considerarmos a semelhanca dos dois triangulos,

temos a seguinte proporc¢ao:

g_:)ﬂ—c
b a
r+c)-b
,_ @49
a
b be
y=-xr+ —.
a a
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[P}

Como sabemos que “a”, “b” e “c” sao valores constantes, podemos considerar

b cb i
— =m e — = n. Dal, temos que
a a

Yy =mx + n.

Como podemos perceber, encontramos uma equagcao de reta tanto no experimento
quanto na dedugao geométrica. Calcularemos, a partir da equacgao final, as medidas do
nosso tubo.

Para a Parte II sugerimos repetir a representacao cartesiana na lousa com os dados

obtidos pelos alunos além de deduzir a equacao a partir da representacao geométrica dada

pela Figura

—

Figura 4.35: Representacao geométrica da Parte II

Fonte: O autor.

Observando a Figura [4.35] temos que:

x é a medida do comprimento do tubo

y ¢ a medida da imagem que vocé enxerga na parede

a ¢ a medida da distancia do inicio do tubo até a parede

b é a medida do diametro do tubo

Observamos ainda que ha, na figura, dois triangulos semelhantes: um deles de

altura x e base b, compreendido dentro do tubo, e outro de altura a e base y, que se
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prolonga até a parede. Entao, se considerarmos a semelhanca dos dois triangulos, temos

a seguinte propor¢ao:

Como sabemos que a e b sao valores constantes, podemos considerar ab = ¢. Dal,
temos que:

c
y=-
x

Esta é a equacao de uma hipérbole, ou seja, uma relagao inversamente proporci-

onal. Se o grafico que seus alunos encontraram nesta parte for uma hipérbole, o objetivo

foi alcancado. Comente que a hipérbole é uma funcao e fale de sua propriedades.

Indicamos a leitura de [8] para aprofundar a abordagem de hipérbole juntamente
com seus alunos.
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4.7 Nivel de agua

O experimento envolve o nivel de dgua em dois tipos de copo, sendo um copo de

forma cilindrica e outro com forma de cone.

Consideraremos o nivel da dgua no copo como funcao do nimero de bolinhas de
gude que colocamos dentro do copo, por este fato consideraremos o nimero de bolinhas

como a variavel independente e o nivel de dgua como variavel dependente.

Conteudos

Fungoes afim e polinomial, graficos.

Objetivos
e estudar fungoes afim e polinomial;
e estudar as propriedades das fungoes afim e polinomial;

e representar a fungao afim no plano cartesiano.

Duracao

Duas aulas de 50 minutos.

Material
e um copo cilindrico por grupo;

e um copo em formato de cone por grupo;

bolinhas de gude;

e uma régua por grupo;

folhas de papel milimetrado, uma por aluno.
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Procedimentos
e trabalhar em grupos de dois ou tres;
e colocar agua nos dois copos até atingir uma altura de 6cm;

e coloque as bolinhas de gude no copo com &agua (5 bolinhas de cada vez) e anote

numa tabela o nivel que esta a agua;

e construir, na folha de papel milimetrado, a representacao cartesiana da relacao

nimero de bolinhas x nivel da agua a partir dos valores obtidos.

Coleta de dados

Para o experimento com o copo cilindrico estimule os alunos com os seguintes

questionamentos:

1. encontre uma possivel equacao para a situacao trabalhada. A partir dessa equacao,

responda
(a) a medida que acrescentamos bolinhas, o que acontece com a altura da dgua no
copo?

(b) quantas bolinhas de gude deve-se colocar para que a dgua fique no limite da

borda do copo?

(c¢) que altura teremos se colocarmos somente 1 bolinha no copo? E se colocarmos

9 bolinhas?
(d) como vocé explica o fato da representacao cartesiana ser uma reta?

(e) mudando o tamanho das bolinhas e/ou o raio do copo, o que muda na expressao

da fungao?

2. deduza uma relacao entre x e y a partir da situacao geométrica.

A Tabela [1.9) mostra o experimento que realizamos.
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N.° de bolinhas (x) | Nivel d’dgua (cm) - (y)
5 6,35
10 6,7
15 7,15
20 7,55

Fonte: O autor.

Tabela 4.9: Copo cilindrico: n.° de bolinhas x nivel d’agua

Para o experimento com o copo conico estimule os alunos com os seguintes ques-

tionamentos:

1. encontre uma possivel equacao para a situacao trabalhada. A partir dessa equacao,
responda
(a) por que o grafico desse experimento nao deu uma reta?

(b) qual o comportamento desta fungao quando colocamos cada vez mais bolinhas

no copo?

(c) voce seria capaz de explicar a diferenga entre o comportamento dos dois copos

(cilindrico e conico)?

2. deduza uma relacao entre x e y a partir da situacao geométrica.

A Tabela mostra o experimento que realizamos.

N.° de bolinhas (x) | Nivel d’dgua (cm) - (y)
5 6,75
10 7,20
15 7,50
20 7,90

Fonte: O autor.

Tabela 4.10: Copo conico: n.° de bolinhas x nivel d’agua
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Encerramento

Depois da coleta de dados, construa um grafico do experimento com o copo
cilindrico com as informacgoes de um dos grupos. Faca com que o esbogo do grafico se
aproxime de uma reta, entao obtenha a relacao abaixo, através da equacao da reta que

passa por dois pontos
Y=Y

(v =)= Tt (o — ) &
6,7 — 6,35

_ R R T |

y—06,35 10—F (x—1) &

y—6,35=0,07-(x— 1) &
y=0,07r + 6,28

Posteriormente faga a deducao da equacgao a partir da situagao geométrica.

Para resolver este problema, temos que considerar dois volumes importantes:
o volume de agua inicial do copo, que pode ser obtido, uma vez que temos todas as
informagoes necessarias para calcula-lo; e o volume de cada bolinha de gude, que também

podemos obter facilmente se medirmos o seu raio.

e volume inicial de 4gua = volume do cilindro (copo) de altura 6 cm, ou seja, V =
7-R*-H =6 -7-R? onde R é o raio do copo.

3
e volume de cada bolinha de gude = volume da esfera = 4 - 7 - " onde r o raio da

bolinha de gude

Entretanto, nao colocamos apenas 1 bolinha de cada vez no copo, colocamos 5
3
,
bolinhas. Entao, devemos multiplicar o volume de uma bolinha por 5: 20 - 7 - 5

Como a variavel y é a altura do nivel que a agua atinge de acordo com o nimero
de bolinhas que colocamos no copo, ela aumenta conforme aumenta o volume total do

copo (volume inicial de dgua + volume de bolinhas colocadas). Entao temos o seguinte
volume total do copo = volume inicial de dgua + volume das bolinhas colocadas,
ou seja,

3
7r~R2-y:20-7r-%-:L’+6-7r-R2,

173



logo,

rs 6 - R
3_R2-x—|- 2

y=20-

3
r 7’ / . v .
Como 20-@ ¢ um numero constante, podemos substitui-lo por a, obtendo assim

Yy = ax + 6,

esta é a equacao de uma reta, ou seja, a funcao do nosso experimento é linear.

Para o experimento com o copo conico deduza a equacao a partir da situacao

geométrica.

Para resolver este problema, temos que considerar dois volumes importantes:
o volume de agua inicial do copo, que pode ser obtido, uma vez que temos todas as
informagoes necessarias para calcula-lo; e o volume de cada bolinha de gude, que também
podemos obter facilmente se medirmos o seu raio. Vamos considerar o copo como um

cone perfeito.

e volume inicial de dgua = volume do cone (copo) de altura 6 cm, ou seja, V =
m-R?-H

3 = 2.7+ R? onde R é o raio do copo.

3
e volume de cada bolinha de gude = volume da esfera = 4 - 7 - %, onde r é o raio da

bolinha de gude.

Entretanto, nao colocamos apenas 1 bolinha de cada vez no copo, colocamos 5

7”3

bolinhas. Entao, devemos multiplicar o volume de uma bolinha por 5: 20 - 7 - 3

Precisamos ainda encontrar uma relacao que represente o raio do cone em funcao
da altura que a agua se encontra em determinado momento, porque temos um copo
conico, e a medida que o nivel de d4gua sobe, seu raio aumenta. Resolveremos isso através

da semelhanca de triangulos da seccao do cone.
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Figura 4.36: Copo conico seccionado

Fonte: O autor.

Como a variavel y é a altura do nivel que agua atinge de acordo com o niimero de
bolinhas que colocamos no copo, ela aumenta conforme aumenta o volume total do copo

(volume inicial de dgua + volume de bolinhas colocadas). Entao, temos o seguinte,
volume total do copo = volume inicial de dgua + volume das bolinhas colocadas,
ou seja,

3
7T~R'2~y:20~7r~%~:c+2-7r~R2<:>

R-y\?
3(%) =201 246 R o

2

Sﬁy3:207"3m+6R2@
, 2073 H?  6-R2.H?
Y = ot
3. R? 3. R?
20713 H?
3 _ 2
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3/20 - 73 . H?
QZVW‘““”

Substituindo os valores constantes por a e b, temos

y=ar+b

Enfim, como acabamos de deduzir, a equacao do nosso experimento é uma raiz
cubica. Seu comportamento é diferente da primeira parte, quando o copo era cilindrico,
pois, neste caso, mesmo que se acrescente sempre o mesmo numero de bolinhas, a variacao

do nivel de dgua é cada vez menor, como mostra o grafico abaixo.

Figura 4.37: Grafico do experimento com copo conico

Fonte: O autor.
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4.8 Retangulos

Neste parte do experimento composto de dois momentos vamos considerar di-
versos retangulos que possuem mesma area e posteriormente que possuem O mMeSMo
perimetro. Entao, mantendo fixa a drea ou o perimetro dos retangulos, teremos que
um dos lados do retangulo dependera do outro, ou seja, um dos lados serd a variavel

independente e o outro lado a variavel dependente.

Contetudos

Fungoes afim e polinomial.

Objetivos
1. construir graficos através de dados obtidos experimentalmente.

2. determinar as funcoes que fornecem a area e o perimetro de um retangulo.

Duracao

Duas aulas de 50 minutos.

Material

e folhas de papel quadriculado, diversas por grupo;
e uma régua por aluno;

e folhas de papel milimetrado, uma por aluno.

Procedimentos

Parte 1

e trabalhar em grupos de dois ou trés;

e construir, com as folhas de papel quadriculado, retangulos de mesma area;
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e construir, com as folhas de papel quadriculado, retangulos de mesmo perimetro;
e anotar numa tabela os valores dos lados dos retangulos construidos(z e y);

e construir, na folha de papel milimetrado, o grafico (lado; do retangulo x ladoy do

retangulo) a partir dos valores de x e y.

Coleta de dados

Estimule seus alunos com os seguintes topicos:

1. encontre uma possivel equacao para a situacao trabalhada, a partir dos dados obti-

dos no experimento.

2. deduza a equagao que relaciona x e y a partir da situagao geométrica.

As Tabela [£.1T] mostra a relacao de alguns retangulos de drea 36 e a Tabela

mostra a relacao de alguns retangulos de perimetro 20.

Lado; do retangulo - (z) | Lados do retangulo - (y)
1 36
2 18
3 12
4 9
6 6

Fonte: O autor.

Tabela 4.11: Area: Lado; do retangulo x Lados do retangulo
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Lado; do retangulo - (z) | Lados do retangulo - (y)
1 9
2 8
3 7
4 6
) 5

Fonte: O autor.

Tabela 4.12: Perimetro: Lado; do retangulo x Lado, do retangulo

Encerramento

Apos os alunos fazerem suas conjecturas faca na lousa detalhadamente o passo-

a-passo para encontrar as expressoes analiticas desse experimento.

Inicie com a area do retangulo.

S=x-y

Como, em nosso experimento, a area do retangulo é fixa, entao a equacao de y

em funcao de x é

y==
T

Observamos que se dobrarmos o valor de x, reduziremos y a metade, se triplicar-
mos o valor de z, reduziremos y a terca parte, se quadruplicarmos o valor de x, reduzi-
remos y a quarta parte, e assim por diante. Relagoes que apresentam essa caracteristica

sao chamadas de “relagoes inversamente proporcionais”.

O gréafico que representa essa relacao esta eshocado na Figura [4.38|
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S
Figura 4.38: Grafico y = —
x

Fonte: O autor.

Este grafico recebe o nome de hipérbole e para aprofundar a abordagem dessa

fungao e seu respectivo grafio sugerimos a leitura de [g].

Posteriormente faga na lousa o passo-a-passo para encontrar o perimetro do

retangulo.

P=2x+2y

Como, em nosso experimento,o perimetro do retangulo ¢ fixo, entao a equagao

dey em funcao de z é:

20=P — 2x

+P
= —XI _
Y 2

O gréfico que representa essa equacao esta esbogado na Figura |4.39
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Figura 4.39: Grafico y = —r5

Fonte: O autor.
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CAPITULO 5

Consideracoes finais

Este trabalho desenvolveu um estudo acerca do processo de ensino aprendizagem

voltado ao ensino de fungoes.

Durante nossas pesquisas observamos que os baixos resultados nao estao presentes
somente quando nos referimos ao estudo de funcgoes, os resultados SAEP mostram que os
alunos apresentam dificuldades com outras areas da matematica como, por exemplo, em
resolver problemas que envolvam porcentagem, reconhecer o seno, o cosseno e a tangente
como razoes entre os lados de um triangulo retangulo, geometria analitica e geometria

espacial.

Através da metodologia empregada, ou seja, a manipulacao de materiais pode-
se constatar que estes sao fontes ricas para o ensino de funcgoes, pois as atividades sao
atividades de cunho exploratorio e além de nortear o aprendizado do aluno, faz com que
o conteudo que o professor esta apresentando tenha significado, mas além disso tenha

sentido.

No geral, o objetivo deste trabalho foi alcangado, pois buscamos estimular através
de uma proposta distinta tornar as aulas mais instigantes tanto para os estudantes quanto

para o professor.

Entretanto, ficou evidente que o professor ao preparar uma aula com materiais
manipulativos tera o papel de mediador das atividades, motivando os alunos a discussao, a
troca de ideias e como consequéncia contribuindo para que os alunos construam o préprio

raciocinio e conhecimento matemaético.

Dessa forma, as atividades propostas podem ser utilizadas por professores atuan-
tes no ensino fundamental e principalmente no ensino médio, e que essas influenciem os

professores de modo que possam formular, desenvolver e idealizar suas proprias atividade.

Esperamos que este trabalho possa contribuir para nao sé para o ensino de



fungoes, mas que seja instrumento motivador para o uso de atividades e/ou experimentos

com materiais manipulativos como uma ferramenta alternativa e motivadora.
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