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Resumo

Ensinar matematica contando a sua historia pode se elucidar uma série de perguntas
que evidenciam a necessidade dos alunos de entender o contexto no qual alguns con-
tetidos estao inseridos. Tais perguntas podem ser: quem inventou a matematica? Por
que preciso estudar esse conteido? Além disso, esse procedimento pode ser uma forma
de ilustrar as aulas e motivar os alunos, obtendo-se assim resultados mais significativos
no processo de ensino e aprendizagem.

Saber como a matematica se desenvolveu e quem sao seus criadores e descobridores
¢ fundamental para dar sentido aos contetidos do ensino bésico, muitas vezes tido
como prontos e acabados, como algo mecanico e sem uma historia que caracterize
sua descoberta ou criacdo. E com o intuito de levar tais elementos a esta etapa do
ensino que este trabalho se propoe a relatar de forma objetiva a vida e o legado de
um matematico brilhante, e extremamente criativo, Leonhard Euler. Bem como, dar
énfase a algumas de suas criacoes presentes na educacgao bésica.

Propoe-se também dar destaque a uma de suas criacoes, ™ +1 = 0, a identidade de
Euler, considerada uma das mais belas de todos os tempos. Contando a historia desta
identidade, seguida de sua demonstragao e caracterizagao de cada uma das constantes

que a compoem.
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Leonhard Euler, Identidade de Euler, Histéria da matematica.



Abstract

Teaching math by telling its story can elucidate a series of questions that highlight
the need for students to understand the context in which some content is inserted. Such
questions may be: who invented mathematics? Why do I need to study this content? In
addition, this procedure can be a way of illustration as lessons and motivating students,
thus obtaining more significant results in the teaching and learning process.

Knowing how mathematics has developed and who its creators and discoverers
are critical to making sense of the content of basic education, often taken as done
and finished, as mechanical and without a story that characterizes its discovery or
creation. It is in order to bring such elements to this stage of teaching that this paper
proposes to objectively report the life and legacy of a brilliant and extremely creative
mathematician, Leonhard Euler.As well, emphasize some of his creations present in
basic education.

It is also proposed to highlight one of his creations, ™ + 1 = 0, the identity of
Euler, considered one of the most beautiful of all time. Telling the history of this
identity, followed by its demonstration and characterization of each of the constants

that compose it.

Keywords
Leonhard Euler, identity of Euler, history of Mathematics.

i



Lista de Figuras

[1.1 Arvore genealogica da familia Bernoulli'| . . . . . .. .. .. ... ...

[1.2 Leonhard Euler 1756 large oil painting by Jakob Emanuel Handmannf|. 6
2.1 Euler e sua equacao, e’ = cosp +isenp’| . . . . . ... ... ... .. 12
[2.2  Grafico da funcao seno y = sinal’| . . . . . . .. ... 13
[2.3  Grafico da funcao cosseno y = cosal’l . . . . . ... ... ... 13
[2.4  Grafico da funcao exponencial y =e*| . . . . ... ... 13
[2.5 Representacao geométrica da Identidade de Euledf’| . . . . . . . . . . .. 17
3.1 Cones, esferas e discos representando medidasf?| . . . . ... ... ... 19
[3.2  Sistema de numeracao maial| . . . . . ..o 21
[3.3 Representacao de um circuld™®| . . . . . . .. .. L. 22
3.4 Ideia para o calculo da area do circuld™| . . .. . ... ... ... ... 23
3.5 Hex4gono e dodecagono inscrito e circunscrito ao circuld™| . . . . . . . 25
3.6 FEmma Haruka Iwad™. . . . . . . .. .. . . .. . 26
13.7  Grafico da funcao exponencial e logaritmical| . . . .. ... ... ... 29
13.8 Aplicacoes da funcao exponencial™ . . . . . ... ... ... 30

iii



Sumario

ntroducao

[I Apanhado Histérico da Vida de Leonhard Euler e seu Legado|

(1.1 Histéria de Euler e contribuicoes gerais| . . . . . . . ... .. ... ...
(.2 Tistoria da Identidade de Touled . . . . . . . o 00000 o000 oL

2 Deducoes da ldentidade de Euler|

2.1 ~Abordagem analitica] . . . . . . ... ... o0

[2.2  Representacao geométrical . . . . .. . . .. ... ... ...

3 —As constantes da Identidade de Fuler]

B.1 A constante 1l

3.4 A constante €

3.5 A constante g

[Consideracoes finais|

v

11
14
16

18
19
20
22
27
30

33



Introducao

Com a intenc¢ao de proporcionar, aos estudantes dos niveis fundamental, e do ensino
médio, a ressignificacdo e a estruturacao de seus conhecimentos matematicos, este
presente trabalho se propos a fazer uma pesquisa bibliografica sobre a identidade de
Euler, seu autor e os nimeros que a constituem, destacando seus aspectos historicos.

Uma motivacao para a escolha deste tema, A identidade de Euler e suas constantes,
surgiu da experiéncia, de 15 anos, do autor em sala de aula, sempre que os alunos
perguntavam: por que estudar mateméatica ou esse conteido especifico? A matematica
¢ inventada ou é criada? Quem inventou a matematica? Estas perguntas surgem
da necessidade de se compreender a histéria que envolve a criacao e a descoberta
da matematica, particularmente, neste trabalho, os ntimeros, equagoes, funcoes e a
notacao, forma de se escrever a matematica.

Tal escolha se justifica, pois essa equacao esta entre as mais importantes e belas da
matematica, uma vez que conecta cinco constantes (0, 1, 7, e, i) e as trés operagoes
adicao, multiplicacao e exponenciacao. Além disso, como tais constantes e operacoes
aparecem com frequéncia em assuntos estudados nos ensino fundamental ou médio, o
aprofundamento sobre histéria, construcao e aplicagoes dos elementos envolvidos na
Identidade de Euler pode gerar material interessante para ser apresentado aos estu-
dantes da educacao béasica, uma vez que nessa etapa do ensino, estes assuntos nao sao
tratados com essa abordagem.

O estudo da Identidade de FEuler pressupoe uma apresentacao da historia de Euler,
um dos mateméticos mais importantes, aos alunos do ensino béasico. Inter-relacionar
histéria, aspectos algébricos e aplicagoes dos contetidos estudados podem figurar como
um método de ensino que desperta no aluno a curiosidade em aprender mais profun-
damente sobre os elementos envolvidos nesta interessante identidade.

A historia de Leonhard Euler, de sua identidade e de cada um dos niameros que a

compoem tém importancia fundamental na educacao béasica. Haja vista que os Para-



metros Curriculares Nacional de 1997 (PCN) enfatizam que a historia da matematica
bem como outros recursos didaticos e metodologicos podem contribuir significativa-
mente para o ensino e a aprendizagem dessa disciplina. Ainda mais se considerarmos
que a maneira como se ensina matemaética atualmente nas escolas publicas brasileiras
tem se tornado mecéanica e sem atrativos distanciando-se cada vez mais das ideias que
a conceberam.

Um dos principais frutos da utilizacao da histoéria da matemaética no ensino basico
é que o aluno percebe a matemaética como um conhecimento dindmico, resultado de
uma evolugao, com varios fatos que prendem a atencao. Entdo o estudante entende
que esta ciéncia avanca através de estudo, dedicacao e criatividade de seus criadores e
inventores.

Com o intuito de explanar o tema objeto deste estudo, este trabalho esta organi-
zado em 3 capitulos culminando com as consideracoes finais. O Capitulo 1 tem como
principal objetivo trazer um esboc¢o da historia de Leonhard Euler e seu legado para a
humanidade, este sem divida foi um grande matematico, uma vez que foi considerado
o matematico mais produtivo de todos os tempos e um dos quatro maiores ao lado de
Arquimedes, Newton e Gauss. Euler publicou cerca de 866 artigos e livros em vérios
ramos da mateméatica bem como da fisica. Tem-se ainda a histoéria de sua famosa equa-
¢ao que de acordo com Crease| (2008), foi eleita em 1988 pelo jornal de matemaética
The Mathematical intelligencer dentre vinte teoremas e equacoes a mais bela de todas.

O Capitulo 2 consiste nas dedugdes da equacao de Euler: €™ + 1 = 0 e como ela
harmoniza essas cinco constantes de naturezas tao distintas. Uma deducao sera de
forma algébrica utilizando séries de poténcias e a outra também algébrica utilizando o
teorema de De Moivre. Em seguida, serd feita uma representagao no plano de Argand-
Gauss da identidade de Euler.

O Capitulo 3 ¢é dedicado as constantes, 1, 0, 7, e e ¢ que compoem a Identidade de
Euler destacando seu contexto historico, suas aplicacoes tanto na matematica quanto
em outras areas e como elas aparecem e sao tratadas na educacao basica.

Por fim, tem-se as consideracoes finais onde se faz ponderacoes sobre as informacoes,

ideias e conceitos apresentados ao longo deste trabalho.



Capitulo 1

Apanhado Histérico da Vida de

Leonhard Euler e seu Legado

Neste capitulo trataremos de alguns aspectos da vida e obras de um dos matematicos
mais importantes. O espaco destinado a esses relatos bem com a natureza e finalidade
deste trabalho sao pequenos para conter a descricao de uma pessoa tao especial quanto
Leonhard Euler. Existem alguns livros, por exemplo/Debnath| (2010) e Fellmann| (2007)
que tratam muito bem e dao narracoes mais completas da vida e do legado dessa
personalidade ilustre fazendo jus a suas importantes contribui¢oes a matematica e a
fisica.

A descrigao contida aqui tem por objetivo ilustrar como Euler encontrou a mateméa-
tica e como ele a transformou. Foram selecionados assuntos mais pertinentes a serem
utilizados na educacgao bésica, possibilitando aos alunos entrarem em contato com a
historia desse notavel matematico e com os resultados que sao utilizados nessa etapa
do ensino que muitos alunos sequer sabem quem os conceberam.

Este capitulo esta baseado nas referéncias: [Boyer| (1974])), Creasel (2008), Debnath
(2010), |[Fellmann| (2007), [Nahin| (2006)), Sandifer| (2015) e [Wilson| (2018]).



1.1 Histéria de Euler e contribuicoes gerais

A cidade da Basileia, na Suica, foi o local de nascimento de Leonhard Euler que
nasceu no dia 15 de Abril de 1707, filho de Paul Euler (1670 -1745) e de Margarete
Brucker. (filha de um ministro religioso). O pai de Euler era ministro calvinista e
também um matematico amador talentoso, tendo sido aluno de Jacob Bernoulli. Paul
ensinou a seu filho a base da matemética, mas desejava que ele seguisse a vocacao
religiosa e se tornasse ministro, como relata Debnath| (2010).

Seguindo os conselhos e orientacao do pai, Euler entrou para a Universidade da
Basileia e estudou teologia e hebraico graduando-se com honras com a idade de 13
anos. Felizmente, suas habilidades extraordinarias para a matematica e fisica foram
reconhecidas por Johann Bernoulli (1667-1748) que era professor de matemética na
Universidade da Basileia e o maior mateméatico da época.

Johann Bernoulli dava aulas particulares aos sdbados a tarde para Euler. Tao logo
Johann percebeu o potencial, de seu aluno, para se tornar um grande matematico
convenceu Paul a deixar seu filho seguir essa carreira. Todo esse contexto possibilitou
que Euler se torna amigo de Daniel e Nicolas Bernoulli, filhos de seu professor, foi sob a
influéncia desses amigos, pai e filhos, que ele encontrou sua vocagao para a matematica
obtendo reputacao mundial.

O destino de Euler como um matematico de reconhecimento universal e sua carreira
estao intimamente ligados a familia Bernoulli. Segundo [Boyer| (1974) nao existe outra
familia na area da matematica que tenha tantos mateméticos célebres quanto a familia
Bernoulli. Eles se mudaram da Antuérpia para a Basileia e alguns deles se destacaram
na matematica e na fisica. Sendo que Jacob I (1654 - 1705) foi o primeiro deles
a conseguir proeminéncia na matematica. Eles fizeram contribuicdes para o calculo
diferencial, teoria das probabilidades e dinamica dos fluidos. A arvore genealdgica
dessa importante familia esta ilustrada na Figura [I.1] logo a seguir.

Euler aos 17 anos recebeu o titulo de mestre por escrever uma comparagao da
filosofia natural de René Descartes com a de Isaac Newton e entao comecgou seus estudos
independentes e pesquisas em matematica. Aos 19 anos ele submeteu dois artigos a
Academia de Ciéncia de Paris, um sobre os mastros de navios e o outro sobre ciéncias
do som. Esses artigos marcaram o inicio de uma carreira prolifica na pesquisa tanto
em matematica quanto em ciéncias.

Euler falava fluentemente algumas linguas, especialmente latim, francés, alemao, e

russo ele de forma efetiva e eficiente utilizava essas linguas para escrever seus artigos,



Familia Bernoulli

Nicolaus Senior
1623 - 1708
[
[ ] ]
Jacob I Nicolaus I Johannes [
1654 - 1705 | [ 1662 - 1715 1667 - 1748
I
[ [ ]
Nicolaus II | | Nicolaus III Daniel Johannes I1
1687 - 1759 | | 1695 - 1726 | 1700 - 1782| | 1710 - 1790

l—l—l

Johannes 111 Jacob 11
1746 - 1807 | | 1759 - 1789

Figura 1.1: Arvore genealdgica da familia Bernoull

livros e correspondéncias. Além disso, também possuia um amplo conhecimento da
historia da matematica e das ciéncias e tinha uma memoria fenomenal para eventos
histéricos e pessoas. Mesmo nao sendo suas areas de trabalho Euler tinha conhecimento
em botanica, quimica e medicina.

Segundo |Crease| (2008]), Leonhard Euler foi o matematico mais produtivo, produ-
zindo cerca de 866 artigos e livros, também possuia uma memoria prodigiosa conse-
guindo fazer conexoOes entre areas da matemética que pareciam distintas. Por volta
de 1730, ja tinha alcancado consideravel reputacao em matemética pura e aplicada,
sendo que nesse mesmo ano ele foi selecionado para trabalhar como professor de fisica
na academia de Sao Petersburgo e em 1733 ele sucedeu seu amigo Daniel Bernoulli na
cadeira de matematica. Por causa de seu trabalho na faculdade e sua grande reputa-
¢ao como um matemético brilhante na Europa, ele decidiu estabelecer-se na Riissia e
casou-se com Catharina Gsell em 1734 e tiveram treze filhos.

Euler permaneceu em Sao Petersburgo por 14 anos, nesse tempo ele publicou vérios
artigos originais, tanto em matemética quanto em fisica, e também escreveu muitos
livros sobre matematica. Um dos maiores problemas nao resolvidos naquela época era
chamado de problema da Basileia que foi formulado por Pietro Mengoli (1625 - 1686)
em 1664. Os irmaos Bernoulli, Jakob e Johann, fizeram varias tentativas para resolvé-
lo, contudo nao conseguiram. O problema da Basileia consistia em encontrar a soma

dos inversos dos quadrados dos ntimeros inteiros positivos, isto é, calcular a soma:

IFonte da Figura Disponivel em https://edisciplinas.usp.br/mod /resource/view.php?id=2195573.
Acesso em: 27 de dez. 2019
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Em 1736 umas das pequisas mais influentes de Euler foi a formulagao e solucao

Em 1735 Euler mostrou que esse problema tem soma igual a

originais do famoso problema das sete pontes de Konigsberg, dando inicio a uma nova
area da matematica conhecida, atualmente, como a Teoria dos Grafos. Nesse mesmo
ano ele também publicou um tratado em dois volumes sob o titulo de Mechanica sine
molus scientia analytice exposita. Este trabalho tratou de mecanica analitica incluindo:
mecanica celeste, balistica, mecanica das particulas, dos corpos rigidos, dos corpos
flexiveis e elasticos bem como da dinamica dos fluidos, guiando-o também a formular

a mecanica newtoniana.

Figura 1.2: Leonhard Euler 1756 large oil painting by Jakob Emanuel Handmannﬂ

Embora os estudos em geometria em geral e os poliedros, em particular, tenham sido
ambientados na Matematica grega, ficou para Fuler descobrir uma férmula topolégica

para os poliedros. Ele pode ser considerado o pai da topologia. Em 1752 encontrou a

2Fonte da Figura Disponivel em http://eulerarchive.maa.org/. Acesso em: 27 de dez. 2019



famosa e celebrada relacao:
V4+F=2+4+A

em que V denota o nimero de vértices de um poliedro convexo, F' o nimero de faces
e A a quantidade de arestas.
Também, foi o mais influente inventor de notacdes matematicas na historia. Alguns

dos simbolos importantes que ele introduziu ou padronizou sao:

e T, para representar a razao entre o comprimento da circunferéncia e o diametro

do circulo;

e ¢, para a base dos logaritmos naturais, provavelmente por ser a primeira letra da

palavra exponencial;
e ¢, 0 niimero imaginario para v/ —1;
e f(z), para uma fungao de variavel z;

e ¢” sinx,cosz e log, z como fungdes de x no calculo e na analise.

Em 1741, apoés 14 anos trabalhando em Sao Petersburgo, Euler recebeu um con-
vite do imperador Frederico o Grande e partiu para a Academia de Berlim. Embora,
Frederico tivesse o espirito renascentista, contudo, Euler manteve uma constante cor-
respondéncia com seus colegas na Rissia. Ele achou Berlim menos agradével que Sao
Petersburgo. Ademais, Frederico o Grande estava acostumado com reveréncias e cum-
primentos cerimoniosos, e o reservado Euler era contrario a isso como descrito em
Crease| (2008)).

Diante desse contexto, Euler retorna a Sao Petersburgo, em 1766, a convite de Ca-
tarina a Grande, depois de ficar quinze anos em Berlim. Mesmo recebendo toda ajuda
possivel nesse necessario, seus problemas de satde se agravaram. FEle descobriu que
estava com catarata no olho bom, portanto a cegueira seria questao de tempo. Entao,
aprendeu a escrever com giz num quadro e ensinou seus filhos a copiar seus calculos.
Euler prosseguiu no mesmo ritmo por mais 17 anos, calculando, revisando, compondo,
conversando enquanto andava ao redor de uma mesa, seus filhos e seus assistentes es-
creviam suas palavras. Dessa forma, completamente cego, ele produziu quase metade
de sua obra,Crease| (2008]).

Mencionando as caracteristicas pessoais de Fuler, tem-se que ele era extremamente

consciente e profundamente orgulhoso de sua religiosidade e de sua herancga cultural
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suica. Ao longo de sua vida ele permaneceu com sua cidadania e manteve os valores
familiares e a fé em Deus que ele herdara de seus pais. Ele sempre foi muito cordial
com seus parentes, amigos, alunos e colegas. Euler também amava misica e teoria
musical. Esse amor estava diretamente relacionado com suas investigacoes matemaética
em teoria musical.

Em toda sua vida Euler manteve correspondéncia de maneira amigéavel e respeitosa
com muitos mateméticos e cientistas famosos por toda a europa. Dentre esses pode-
se citar: Johann Bernoulli, Daniel Bernoulli, Christian Golback. J.N. Deslie, P.L.M.
Maupertuis, Alexis Claude Clairaut, Jean D‘lambert, J.I. Langrange e Jean Henri
Lambert. Estes foram suas principais fontes de trocas de novas ideias e descobertas que
o ajudaram a resolver problemas e descobrir novos resultados. Embora fosse um grande
matematico e recebesse muitos prémios e honras ele sempre manteve sua humildade e
modéstia.

Em 18 de setembro de 1783, Euler estava em sua rotina diaria, ele deu aula particu-
lar a um de seus netos, trabalhou em alguns problemas sobre as trajetorias dos baloes
e pensava sobre possiveis 6rbitas para o planeta urano,recém-descoberto, quando o ca-
chimbo de repente caiu de sua boca. No mesmo suspiro, ele parou de fazer contas e de
viver,Crease| (2008).

1.2 Historia da Identidade de Euler

A expressao €™ + 1 = 0, descrita como: a base dos logaritmos naturais (um niimero
irracional) elevado a poténcia de pi (outro ntimero irracional) multiplicado pela raiz
quadrada de menos um (um nimero imaginario) mais um é um inteiro: zero. Tem sua
descoberta atribuida a Leonhard Euler. Tal expressao recebe muitas designagoes alguns
a consideram como equagao de Euler como em |Crease| (2008), e em |Wilson| (2018)), ela
também recebe o nome de formula de Euler em Nahin (2006) e identidade de Euler
em [Sandifer| (2015) . Neste trabalho essa expressdao recebera o nome de Identidade de
Euler.

A Identidade de Euler fez parte de uma investigacao e, posteriormente, de um julga-
mento criminal. Em 2004, um estudante de pos-graduacao em fisica tedrica participou
de uma série de vandalismos em revendedoras de automoveis em Los Angeles nos Es-
tados Unidos. Ele escreveu a identidade de Euler num carro, essa pista foi usada pelo

F'BI para encontra-lo, como descrito em (Crease| (2008]).



A identidade de Euler é obtida como um caso particular de resultados mais ge-
rais, existem duas féormulas que estdao intimamente relacionadas a esta identidade. A
primeira delas é chamada de férmula de Euler:

e = cos +isinf (1.1)

em que i = v/—1. Essa féormula serd demonstrada no Capitulo 2. A identidade de
Euler é uma consequéncia de (|1.1)), tomando # = 7. E a segunda ¢ a formula de De

Moivre:

(cosf + isinB)" = cos(nf) + sin(nb)

que é uma consequéncia de ([1.1)), uma vez que:

(cos@ + isin )™ = (€)™ = cos(nf) + sin(nd)

O matematico inglés Roger Cotes (1862-1716) estava estudando problemas sobre
comprimento de arco de espirais e, por volta de 1712, no decorrer de seus estudos
descobriu uma féormula equivalente a4 de Euler, e parece ter sido o primeiro a descobrir

essa equivaléncia. A seguir tem-se a formula que Cotes encontrou

In(cos ¢ + isinq) = iq, (1.2)

podendo ser transformada na férmula de Euler aplicando e em ambos os lados de ([1.2)

como a seguir:

6ln(cos g+ising) _ ezq7

que resulta em:

e =cosq+ising.

Contudo, Rogers Cotes nao fez isso. Além do mais ele morreu em 1716 sem publicar
muitos de seus trabalhos.
Johann Bernoulli (1667 - 1748) em 1702 encontrou uma foérmula para a area de um

setor circular de raio a, centrado na origem entre o eixo x e o raio até o ponto (x,y)



como sendo:

a? x+yi
| . 1.3
4 n( ) (13)

T — Yyt

Em 1727 Johann Bernoulli e Euler estavam estudando a equagio y = (—1)* e des-
cobriram a natureza dos logaritmos de niimeros negativos. Bernoulli entao argumentou

que In(—1) = 0, porque
0=In(+1) =In((-1)*) =2In(-1)

o mesmo argumento aplica-se a qualquer nimero negativo. Euler fez x = 0 em (|L.3))

a

e mostrou que el In( —1) ¢ finito e diferente de zero. Entretanto, se In( —1) =0, a
i

area de um quarto de circulo seria 0, o que nao é verdade.

Caso Fuler tivesse prosseguido nessa direcao e resolvido a equacao:

a? wa?

S o —1) = =2
5 (===

7TCL2

em que —— ¢ a area de um quarto de circulo. Ele encontraria que In( —1) = i e isto
implica que €™ = —1, contudo Euler nao fez isso. Nos paragrafos precedentes percebe-
se que Cotes, De Moivre, Johann Bernoulli e Euler, até por vota de 1730, tinham
todas as pecas que poderiam ser organizadas para descobrir a formula de Euler ( [1.1)).
Entretanto, os problemas nos quais eles trabalhavam nao dependiam diretamente dessa
formula e portanto naquela época nao a descobriram. Contudo, por volta de 1740 Euler
estava descobrindo as propriedades das fungoes trigonomeétricas e isso possibilitou que
ele a encontrasse e a demonstrasse de forma rigorosa. A identidade de Euler é um caso
especial da formula de Euler, contudo ele nunca escreveu a identidade que leva seu
nome como descrito em Sandifer; (2015)).

Nesse trabalho bem como nas referéncias aqui apresentadas a identidade €™ +1 = 0
é atribuida a Euler, observando que de acordo com Wilson| (2018) tal identidade nao
aparece em nenhuma de suas publicacoes. Além disso, nao se sabe ao certo quem pri-
meiro chegou a essa expressao explicitamente, embora Jacques Francais a escreveu em
1813 em um jornal de matemaética francés. Atualmente, todos atribuem a descoberta

dessa identidade a Leonhard Euler em honra as realizacoes desse grande matematico.
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Capitulo 2

Deducoes da Identidade de Euler

Neste capitulo serd apresentada a Identidade de Euler com suas constantes bem
como duas deducoes analiticas para essa identidade sendo que a primeira terd uma
abordagem via séries de poténcias e a outra via féormula de De Moivre e concluindo
como uma representacao dessa identidade no plano de Argand - Gauss. Essa identidade

geralmente aparece de duas formas equivalentes como:
eT+1=0

€ Comao:

e’Lﬂ' — _1

e que também podem aparecer com o 7 antes do ¢, como na forma algébrica de um
nimero complexo z = a+bi. A Identidade de Euler envolve cinco dos mais importantes

numeros da matemética:

e o nimero 1: a base do sistema de contagem;

o numero 0: o nimero que expressa o nada;
e 0 numero 7: a base da medida do circulo;
e o numero e: relacionado ao crescimento exponencial;

e 0 nlimero imaginario ¢: a raiz quadrada de —1.
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Essa identidade, de acordo com (2018)), é um caso especial de um resultado

mais geral publicado em introductio in Analysis Infinitorum de Leonhard Euler, em

1748. Esse resultado mais geral é chamado de Formula de Euler, a saber:

e =cosx +isinz

essa formula conecta a funcao exponencial as fungoes trigonométricas cos x e sinz. Tal

equacao teve uma homenagem em um selo postal suico, ilustrado na Figura [2.1

Figura 2.1: Euler e sua equacio, e'¥ = cos ¢ + iseny El

Um fato interessante da Formula de Euler é como ela consegue harmonizar de tal forma
a funcao exponencial que tende ao infinito quando x torna-se grande, e as funcoes
trigonométricas seno e cosseno que sao periddicas cujas imagens estao entre —1 e 1

juntamente com a unidade imaginéria ¢. Os gréaficos dessas fungoes estao nas Figuras

e Este Capitulo se baseia em [Stewart| (2007)) e Wilson| (2018]).

!Fonte da Figura Disponivel em http://eulerarchive.maa.org/. Acesso em: 27 de dez. 2019
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(0] w2 m 3m/2 2m 5m/2

0 ™2 m 3m/2 2m 5m/2

Figura 2.3: Grafico da funcao cosseno y = coszﬂ

Figura 2.4: Grafico da funcao exponencial y = e“ﬂ

2Fonte da Figura Feita pelo autor utilizando o Geogebra.
*Fonte da Figura Feita pelo autor utilizando o Geogebra.
“Fonte da Figura Feita pelo autor utilizando o Geogebra.
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2.1 Abordagem analitica

Os requisitos bésicos para a deducao da Formula de Euler e, consequentemente
da Identidade de Euler, faz-se uso do desenvolvimento das funcgoes: exponencial y =

¥ cosseno y = cosx e seno y = sinx em séries de Maclaurin, contudo, aqui nesse

e
trabalho nao serd dado os pré-requisitos para justificar que tais funcoes podem ser
desenvolvidas em série de Maclaurin, nem que se pode fazer as operacoes com tais
desenvolvimentos. Assumir-se-a todos esses detalhes. Entretanto em [Stewart| (2007))
encontra-se a fundamentacao tedrica das séries de poténcias em especial da série de
Maclaurin.

Considerando as expansoes da fungao exponencial y = e”, e das fungoes trigonomé-

tricas y = cosx e y = sinx em séries de poténcias tem-se:

) 1 1 1 1 1 1 1
e’ = +F:)3+§$ ~|—3x +ZI +§x +6a: +7 T4

_ 1 1 1, 1
cos X —59(: —|—E:c —ax + -

_1 1 3 15 1
sinx = Fm—gx +§x—ﬁx+

e substituindo = por ix na série de poténcias de y = e” obtém-se a seguinte expressao:

- 1 1 1 1 1 1
e’ =1+ F(zx) + 5(@(1:)2 + 3—(@(1:)3 + 4—(@'3:)4 + 5—(m)5 + 6—(ix)6 + 7—(m)7 +

3

como 2 = —1, porque i = y/—1, segue que i* = —i e i* = 1 e assim por diante. Entdo

tem-se que:

- 1 1 1 1 1 1
e’ =1+ F(zx) + g(zx)Q + 3—(z:zc)3 + 4—(i:zc)4 + 5—(@:10)5 + 6—(@':17)6 + 7—(@:17)7 +
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de onde obtém-se
e’ =cosx +isinx,
Para obter a identidade de Euler é necessario apenas considerar x = 7 nessa equacao,

de fato, fazendo essa consideracao tem-se:
e =cosT+isinT

que resulta em:
e +1=0. (2.1)

Euler deu mais do que uma demonstracao de sua formula. Esta prova que serd aqui
delineada aparece em Intruductio in Analysin Infinitorum de 1748 e é iniciada com os
resultados de De Moivre's possivelmente ele as tenha descoberto de forma independente.

Counsidere os resultados de De Moivre “s:

(cosz +isinz)" = cosnx + isinnz

(cosx —isinz)" = cosnx — isinnz,

adicionando e subtraindo essas duas identidades deduz-se que:

cosnx = 5{((:0536 +isinz)" + (cosz —isinz)"}

sinnx = ?{(COSSL’ +isinx)" — (cosx —isinx)"}.
i

Entao, tomando x infinitamente pequeno e n infinitamente grande, de tal maneira que

o produto nz seja um valor finito denominado de u. Como z = * ¢ pequeno, e assim

as séries de poténcias para sinx e cosx tém como aproximacoes que sinx = x = % e

n
cosx = 1, e os termos 22, 23,- - - podem ser ignorados pelo fato do x ser pequeno. Isto

resulta em:

1 U 21U
- 2{1 “\n 1__n
cosu = {(1+ )"+ (1 - 21}
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1 U 21U
. - —{1 \n 2 7\n
sinu = o {(1+ )" = (1= 2y

fazendo n crescer indefinidamente, isto é, usando um processo de limite onde n tenda ao

. n
. Z\" u
infinito, para um z qualquer tem-se que <1 + —) tende a e*. Desse modo (1 + —)
n n
AN
tende a e e analogamente (1 — —) tende a e isso resulta em:
n
1 N —iu
cosu = —(e™ +e )
2
e
: 1 i —iu
sinu = —(e™ —e ™)
21
escrevendo essas ultimas duas expressoes em funcao de e™ tem-se
u ..
e =cosu+ 18Iy
e
e "™ =cosu—isinu
Novamente tomando u = 7 na primeira dessas essas expressoes € © = —7 na ultima

tem-se a identidade de Euler:

e™+1=0.

2.2 Representacao geométrica

Em Wilson| (2018) destaca-se que o professor L.W.H. Hull ilustrou a identidade de
Euler no plano de Argand - Gauss. O procedimento foi o seguinte ele considerou o
desenvolvimento de e” em série de poténcias, e colocou x = im, obtendo:

1 i

. 1 7 1
ir _q - -2 "3 4 - -5 _ - 6
e +am 277 67T +247T +1207T 7207? +

3

1 i
Entao, partindo do ponto 1 no plano e acrescentando 7, subtraindo §7r2 e 67? , acres-
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1 ) 1
centando —7* e ——7°, subtraindo ——n%, e assim por diante. Esse procedimento

i
24 120 720 ]
produziu um caminho em forma de espiral que converge para a soma da série, que é

'™ = —1, como ilustrado na Figura [2.5]

'y
y
% 1.2
1+in=-gn
. .................................................................... .. 1+fﬂ
S S
0 1 X
@ sttt e e s e s e s an s R naa s Y
Aot bt
ZN=gn

Figura 2.5: Representacao geométrica da Identidade de Eulelﬂ

Fonte da Figura Recriada de [Wilson| (2018)
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Capitulo 3

As constantes da Identidade de Euler

O objetivo deste capitulo é tratar de cada uma das contantes que aparecem na
identidade de Euler bem como da importancia de cada uma delas, e da forma como
elas sao tratadas no ensino de matemaética na educacgao basica.

Sobre a importancia dessas constantes Maor, (2008) diz que a férmula de Euler
esta entre as mais importantes da matematica e além disso conecta as cinco constan-
tes e as trés operagoes (adi¢ao, multiplicagdo e exponenciagao) mais importantes da
matematica. Estas constantes simbolizam ou representam os quatros principais ra-
mos da matematica classica: Aritmética representada pelo 0 e pelo 1; Algebra pelo i
Geometria pelo 7 e Andlise pelo e.

Para Devlin| (2018) essas contantes sao cinco numeros diferentes, com origens dis-
tintas, inventadas para tratar de questoes diversas. E, no entanto, todos juntos formam
uma equacao gloriosa e intrincada, cada uma desempenhando um papel perfeito ao se
misturarem e se unirem formando uma composicao matematica perfeita.

Wilson| (2018) afirma que essas constantes sao cinco dos mais importantes niimeros
em matematica, porque: o ntimero 1 geralmente marca o inicio dos dos sistemas de
contagem; o nimero 0 representa o nada; o nimero 7 é a base da medida do circulo;
o numero e estd conectado ao crescimento exponencial e o nimero ¢ é um numero
imaginario (ntimeros complexos), a raiz quadrada de —1.

As constantes 0, 1, e, 7 e m aparecem na educagao bésica brasileira em diferentes
momentos. Os niimeros 0 e 1 aparecem no conjunto dos niimeros naturais, conjunto esse
ensinado no 6° ano do ensino fundamental, mas esses niimeros nao recebem nenhum

tratamento especial, nenhum tipo de destaque, sao tratados apenas como elementos do
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conjunto dos numeros naturais.

J& o nimero 7w aparece no 8° ano do ensino fundamental, e muitas vezes é limitado a
uma aproximacao de duas casas decimais que os alunos assumem como sendo o valor do
simbolo . A constante e aparece em aplicacoes da funcao exponencial, que é ensinada
na 1% série do ensino médio e também limita-se a importancia desse nimero ao seu uso
em alguns exercicios de aplicacoes em que ele aparece, como por exemplo, as aplicagoes
que se encontram no final da Segdo 4.4 e podem ser vistas na Figura 3.8 Quanto ao i
quando se ensina numeros complexos na 3% série do ensino médio ele é citado quando
se fala sobre a forma algébrica do nimero complexo e na operagao de multiplicagao

desses nimeros onde se tem poténcias de 7.

A construcao deste capitulo baseia-se nas referéncias Beckmann| (1971), |Contador,
(2012), [Figueiredo) (1985)), Maor| (2008)), Nahin| (1998]), Posamentier e Lehmann| (2004)),
Stewart| (2014) e Stewart| (2016)).

3.1 A constante 1

Desde o inicio dos tempos os povos tinham a necessidade de contar. Manter o
controle de suas ovelhas, a medida de suas terras, questoes financeiras e muitos ou-
tros problemas de demandavam simbolos para representar quantidades. Para fazer isso
formavam-se pilhas de pedras, entalhe em varas ou em ossos para representar quantida-
des mesmo sem haver simbolos para os nimeros. Usava-se também pequenos objetos
de argila tais como: cones, cilindros e esferas que representavam géneros basicos da
época. Pequenas esferas de argila representavam volumes de graos, cilindros signifi-
cavam animais, os que tinham formato de ovo referiam-se a jarros de 6leo. Como na

Figura O namero 1 é onde se comeca a contar. Ele estd presente em sistemas

Figura 3.1: Cones, esferas e discos representando medidas E|

!Fonte da Figura Retirada de
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de numeragao, marcando o inicio deste sistemas. No sistema de numeracao de base 10
tem-se que dado qualquer ntimero inteiro positivo, forma-se o seguinte acrescentado 1,

a seguir tem-se alguns exemplos dessa ideia
e 2=1+1
e 3=(1+1)+1;
e i=(1+1)+1)+1

e assim por diante. O ntimero 1 é o menor inteiro positivo. Ele é a unidade indivisivel
da aritmética: o tnico nimero inteiro positivo que nao pode ser obtido pela soma
de dois ntimeros inteiros positivos menores. O nimero 1 também expressa a unicidade
que é uma importante ideia matematica. Um objeto matematico com uma propriedade

particular é tinico se somente um objeto tem essa propriedade Stewart| (2016)).

3.2 A constante 0

Embora a invencao do zero seja atribuida aos hindus, em muitos sistemas mais
antigos, apareceram sinais evidentes do uso do zero, nao do modo como o conhecemos
e empregamos atualmente. Surgiu em sistemas para anotar nimeros. Era um recurso
de escrita (notagao). Os indianos também usavam shunya (significando vazio) e o que
de fato parece ser um simbolo para o zero apareceu por volta de 876 D.C. e era um
pequeno circulo Stewart, (2016]).

Os babilonios criaram a primeira numeragao posicional e desenvolveram simbolos
para representar o numero zero. Lembrando que esse povo tinham um sistema de
numeracao de base 60. Por volta de 300 A.C. Esses simbolos foram criados para
preencher espacos vazios, isto é, eram empregados para registrar os ntimeros 1070 e
2005 , contudo nao se utilizavam para dar o resultado de uma conta como 30 — 30 e
40 — 40.

Na India, inventou-se um simbolo para representar o nada, a falta, o nulo. Um

niumero que atualmente possui caracteristicas peculiares, a saber:
e todo niimero multiplicado por zero é igual a zero;
e todo nimero adicionado a zero nao se altera;

e todo nimero diferente de zero elevado a zero é igual a 1;
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e nao se pode dividir nenhum ntmero por zero.

Algumas dessas caracteristicas foram formuladas pelos matematicos hindus Aryabhata

e Brahmagupta. Se n é um nimero qualquer entao:

n-0=0 (3.1a)
n+0=n (3.1b)
n—0=n (3.1c)

Com a auséncia do zero a numeracgao ficou estagnada por centenas de anos e cilculos
elementares eram extremamente complicados de se fazer. Aristoteles afirmava que tal
ntimero perturbava os demais e deveria ser proibido.

O nome zero é um termo italiano para representar o nada, surgiu inicialmente
do termo hindu sunya que significa vazio, espago em branco. Esse termo hindu foi
traduzido para o arabe sifr que também significa vazio, depois sifr foi traduzido para
o latim como zephirum que sofreu varias mudancas chegando finalmente ao nome zero.

Os maias, civilizacdo da América Central, empregavam um sistema numérico de
base 20 e também utilizavam um simbolo para o zero, veja figura [3.2]

] 1 2 3 4
@ [ ] *8 980 808

5 6 7 8 9

L & 989 2009

S DS S S EE—
10 1 1 13 14

& 98 o8s sees

—_— e e e
15 16 17 18 19

& 80 8s seee
I S S S S—
e s e e e

Figura 3.2: Sistema de numeragio maiaf|

2Fonte da Figura Retirada de |Stewart| (2016)
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3.3 A constante 7

Em sua forma simples e bela o circulo abriga o ntimero 7 que é uma das constantes
mais famosas e importantes da matematica Beckmann| (1971). Tanto no calculo do
comprimento da circunferéncia quanto no calculo da area do circulo essa constante
esta presente. A historia desse nimero reflete bem de perto a histéria da humanidade.

A letra grega 7( 1é-se pi) foi utilizada para designar a rela¢do entre o comprimento
do circulo e o diametro em 1706, pelo matematico galés William Jones na obra Synopsis
Palmariorum Matheseos, embora o uso do simbolo nao tenha sido popularizado até o
ano de 1737, quando foi utilizada por Leonhard Euler, em Variae Observationes Circa
Series Infinitas.

A constante 7 é definida como sendo a razao entre o comprimento da circunferéncia

(C) pelo diametro do circulo (D). Em notacao atual tem-se:
C
T=—
D

ademais D = 2r, onde r denota o raio do circulo. Esta razao é a mesma para todos os
circulos independentemente do tamanho. Esse resultado foi provado por Euclides no

livro XII de Os elementos. Na Figura [3.3] tem-se um circulo de raio r e didametro D.

Circunferéncia

raior
NI

didmetro D - R

Figura 3.3: Representacao de um Circuloﬂ

O numero 7 surge para alunos nas escolas piblicas brasileiras quando eles estao
cursando o oitavo ano do ensino fundamental II, momento esse em que os livros didé-
ticas apresentam como calcular o comprimento da circunferéncia, bem como a area do

circulo. E em muitos desses calculos que os alunos fazem utiliza-se, como aproximacao

3Fonte da Figura Feita pelo autor utilizando o Geogebra.
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para m, o valor 3,14. Contudo os alunos tem apenas a explicacao de como obter esse
ntmero usando a definicao citada no paragrafo anterior, sem entretanto terem alguma
ideia de como chegar ou encontrar a formula para o calculo da &rea do circulo.

No que segue tem-se uma maneira de explicar para os alunos como obter a area do
circulo em funcao do raio r, nao sendo esta uma prova ou demonstracao de tal fato. A
ideia para a féormula da area do circulo é obtida tomando dois circulos de raio r, um
sombreado e o outro nao, e supor que cada um tem comprimento 27r. Entao divide-se
cada circulo em um ntimero de setores organizando tais setores circulares formando um
paralelogramo como na Figura Quando o ntmero de setores circulares em cada
circulo aumenta mais e mais o paralelogramo torna-se um retangulo de comprimento
27tr e largura r cuja area é dada por 2mr-r = 27r?. Como foram utilizados dois circulos

para formar o retangulo, logo a area de cada circulo é 7r?. Estas ideias apareceram no
Sato Moshun'‘s tengen Shinan, um tratado japonés de 1698 (2018).
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Figura 3.4: Ideia para o calculo da area do circuld]

Muitos povos antigos tinham estimativas para area do circulo e comprimento da
circunferéncia, embora nao tivessem o conceito de m como um nimero, mas forneciam
estimativas inferiores e superiores para seu valor. Dentre tais civilizacoes destacam-se
os babilonios e os egipcios que conheciam muito mais a respeito do m do que meramente

a sua existéncia. Os babilonios conheciam a seguinte aproximacao:

25
3
4Fonte da Figura Recriada a partir de .
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J& os egipcios tinham como aproximacao o valor:

256
8_1.

Os hebreus também tinham uma aproximacao, um pouco mais grosseira, pois na
biblia nos livros de I Reis 7:23 e IT Cronicas 4:2 encontra-se a seguinte descricao: Fez o
tanque de metal fundido, redondo, medindo quatro metros e meio de diametro e dois
metros e vinte e cinco centimetros de altura. Era preciso um fio de treze metros e meio
para medir a sua circunferéncia. Assim a aproximacao para 7 seria f—;’ = 3. Levando
em conta que o livro de Reis foi editado cerca de 550 a.C existiam, & época, outras
aproximacoes mais precisas.

Um método para estimar 7 foi dado pelos gregos Antiphon e Bryson que consistia
em aproximar a area do circulo por poligonos inscrito e circunscrito e Arquimedes em
250 a.C. Baseando-se nessas ideias estimou o valor de 7 por aproximar o comprimento
da circunferéncia pelos perimetros de poligonos regulares inscritos e circunscritos ao
circulo. As aproximacoes ficavam cada vez melhores por dobrar o nimero de lados dos
poligonos.

Arquimedes usou hexégonos regulares inscritos e circunscritos ao circulo, e compa-
rou seus perimetros com o comprimento da circunferéncia (veja Figura. Isso gerou
uma estimativa superior a 3 e e inferior a 2v/3. A seguir tem-se essas aproximacoes em

valores decimais:

3 << 3,464

,

Considerando poligonos regulares de 12 lados, isto ¢, dodecdgonos regulares, ele
obteve estimativa inferior de 61/2 — /3 e superior de 12(2 — \/ﬁ) essa aproximacoes

em valores decimais é dada a seguir:

3,106 <7 < 3,215

Considerando poligonos de 24, 48 e 96 lados obteve outras aproximacoes que sao
mostradas na Tabela Arquimedes nao usava notacao decimal, mas dava seus
resultados aproximados na forma de fracao.

O Chinés Liu Hui por volta do ano 263 d.C usou um poligono regular inscrito de
192 lados, utilizando um método com areas e obteve 3,141024 < 7 < 3,142704 como

aproximacoes para 7. Ele também conseguiu, com o mesmo método calcular a seguinte
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Figura 3.5: Hexagono e dodecdgono inscrito e circunscrito ao circuld

Tabela 3.1: Aproximacdes para 7 pelo Método de Arquimedes

Numero de lados Aproximacoes
6 3,000 < 7 < 3,464
12 3,106 < 7 < 3,215
24 3,133 <7 < 3,160
48 3,139 <7 < 3,146
96 3,141 < 7 < 3,143

aproximacao 3, 14159 para isso considerou um poligono regular de 3072 lados.

Matematicos de diversos paises usando métodos similares ou outros métodos melho-
res obtiveram aproximagoes para m, cada vez mais precisas, aproximando o perimetro
ou area. Quando entramos na era dos computadores as aproximagoes se aprimoraram
nas casas do milhares de digitos de precisao. Em 1973 Jean Guillard e Martin Bouyer
chegaram a uma aproximacao de um milhao de casas decimais. Até que os japoneses
Yoshiaki Tamura, Yasumada Kanada e outros calcularam aproximacoes na casa dos
dez milhoes de digitos em 1983 e chegaram a 538 milhoes em 1989. Em 2011, obteve-se
uma aproximagao para m com dez trilhoes de casas decimais.

Recentemente, a engenheira do Google Emma Haruka Iwao, Figura[3.6, usou o Go-

ogle Computer Engine, juntamente com Google Cloud, para calcular uma aproximacao

SFonte da Figura Recriada a partir de [Wilson| (2018).
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para m com o maior nimero de casas decimais, entrando para o livro dos recordes. Ela
conseguiu calcular uma aproximacao com 31.415.926.535.897 digitos, o que levou 121
dias para ser feito. O antincio desse calculo foi feito no dia 14 de marco de 2019 consi-
derado o dia do 7. Na lingua inglesa, em que se usa a notacao meés dia para representar
um dia de determinado més, 14 de marco é denotado por 3.14. Emma utilizou cerca
de 170 terabytes de dados para calcular essa aproximacao, o que equivale a todas as

colecoes de livros impressas na biblioteca do congresso dos Estados Unidos.

Figura 3.6: Emma Haruka Twadf]

O fato de ser possivel calcular 7 com milhoes de casas decimais torna natural a
pergunta sobre a natureza desse nimero. E conhecido que 7 é um ntmero préximo
de % e mais proximo ainda de % = 3,1415929203 - --. E possivel que esse nimero
seja igual a uma fracdo composta por nlimeros inteiros, isto ¢, um nimero racional? E
possivel que seja a raiz quadrada de uma fracao? A reposta a ambas as perguntas é
nao. As respostas foram dadas pelo grande matematico francés, radicado na Alemanha,
Johann Heinrich Lambert em 1767.

Muitos matematicos suspeitavam que m nao fosse a raiz de nenhuma equacao algé-
brica com coeficientes inteiros, ou seja m é um numero transcendente. A prova desse

fato dada por Lindemann em 1882 é um marco historico da matematica.

SFonte da Figura Disponivel em https://www.bbc.com/news/technology-47524760. Acesso
em: 27 de dez. 2019
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3.4 A constante e

No século XVII houve um grande crescimento do comércio internacional e as transa-
¢oOes financeiras de todos os tipos aumentaram consideravelmente. Consequentemente
o regime de juros compostos ganhou muita atencao, sendo possivel que o nimero e
tenha surgido pela primeira vez nesse contexto. No regime de juros compostos ao final
de cada periodo de capitalizacao, os juros se incorporam ao capital e passam a render
juros também. Considera-se a seguir a relacdo existente entre os juros compostos e
o nimero e. No caso geral de juros compostos suponha que um investimento de um
capital C' (em reais) que pague uma taxa de juros ¢ por cento anualmente (a taxa de
juros ¢ é sempre dividida por 100). Entao, nesse regime de juros ao final de um ano
tem-se um montante (M) igual a M; = C(1 + 4) e no segundo ano um montante de
M, = C(1 +14)? e assim por diante. Depois de um periodo de ¢ anos obtém-se um
montante de

M=C(1+i). (3.2)

Pode-se deparar com varios tipos de composicoes de juros em relacao aos periodos
de tempo, que podem ser: diario, semanal, mensal, bimestral, trimestral, semestral e
anual, detre outros supondo que a composicao dos juros é feita n vezes ao ano, entao
para cada periodo de conversao a taxa de juros anual é dividida por n, isto é, % E

como em ¢ anos existem (nt) periodos, um capital, C, apos t anos rendera um montante

de

M:C(1+%)m. (3.3)

A Equagao 3.2 € um caso especial da Equacao [3.3] para n = 1. Explorando um
pouco a Equagao considere hipoteticamente que ¢ = 1. Isso significa uma taxa de
juros de 100% que nao ocorre em praticas financeiras como retorno de investimento. E

considere também que C' =1 (real) e t =1 (ano). Entao a Equagao [3.3] torna-se:

M = (1 + %)n (3.4)

Analisando o comportamento da Equacao para alguns valores de n obtém os
resultados contidos na Tabela[3.2] Algumas perguntas surgem dessa anélise, por exem-
plo, aumentando o valor de n é possivel que esse padrao continue? Para valores cada

vez mais elevados de n os resultados da Equacao fiquem mais proximos de 2, 718287
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Nao se sabe quem primeiro observou o comportamento dessa equacao a medida que n
tende ao infinito, por isso a data exata do surgimento do nimero, que seria denotado

por e, é incerta.

Tabela 3.2: Aproximacoes para o nimero e

)

n

1 2

2 2,25

3 2,37037
10 2,59374
100 2,70481

1000 2,71692
10.000 2,71815
100.000 2,71827

1.000.000 | 2,71828

O simbolo e para o ntmero irracional 2, 71828182845904523536028747135..., de
acordo Wilson| (2018)), foi usado pela primeira vez por Euler em um artigo nao publicado
por volta de 1727, e em uma carta de 1731, aparecendo impresso no Volume 1 de
Mechanica on the mathematics of motion.

No inicio do século XVIII foram feitos grandes avancos na compreensao dos loga-
ritmos, da funcao exponencial e na conexao existente entre eles. Um dos principais
matematicos a pesquisar sobre as propriedades do niimero e, bem como da funcao
y = e*, foi Euler que colocou e como principal elemento na discussao da funcao loga-

ritmica e encontrou muitos resultados. A seguir tem-se a descricao de alguns deles.

1\" T\"™
e O niimero e como limite lim (1 + —) =e¢ e lim (1 + —) = ¢”. Deve-se en-
n—oo n n—oo n

tender ( lim ) como n assumindo valores arbitrariamente grandes, ou n crescendo

n—oo
indefinidamente;

. . . 1 1 1 1 1
e O nimero e como uma série infinita e = 1 + T + B + 30 + i + ol + .-
Se considerarmos somente os cinco primeiros termos dessa série tem-se como
aproximacao para e o ntmero 2, 7182787, que tem uma precisao de cinco casas
decimais;

r+y

e A regra da multiplicacao para poténcias de e a saber e*-e = e para quaisquer

T ey,
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e A funcao exponencial y = e* e a funcao y = log, = sao inversas uma da outra, isto
é, y = e” se, e somente se, x = log, y. Os graficos dessas funcoes estao ilustrados

na Figura , observa-se que eles estao refletidos por meio da reta y = x;

e O ntmero e é um ntmero irracional, isto é, ele nao pode ser escrito como uma

fracao ]27 onde p e ¢ sao nimeros inteiros com g # 0.
q

A funcao exponencial tem algumas aplicacoes, primeiramente tem-se: o crescimento
populacional ao longo do tempo, por exemplo, poderiamos considerar o quao rapida-
mente cresce uma populagao? Considere uma populagao de tamanho N(¢), onde ¢ é o
tempo. Se a populacao cresce a uma razao fixa k proporcional ao seu tamanho ela pode
ser dada por N(t) = NoeFt, sendo Ny a populacio inicial. O grafico para essa funcao
pode ser observado na Figura (a). Isso ¢ um exemplo de crescimento exponencial.

Também, como aplicagao da fungao exponencial, pode-se considerar o resfriamento
de um copo de ché ao longo do tempo. Pela lei de Newton para o resfriamento, a
razao com que o copo de ché esfria é proporcional a diferenca de temperatura entre
o cha e o ambiente que o cerca. Se T(t) é a temperatura do ch& ao tempo t e Ty é
a temperatura do ambiente que o cerca, entao a temperatura de resfriamento é dada
por: T(t) = Ty + C - e ¥ sendo C uma constante que pode ser calculada quando se
sabe a temperatura inicial do ch4. O grafico pode ser observado na Figura [3.8(b). Isso

é um exemplo de decaimento exponencial.

2 ’ y=Inz
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w
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e

Figura 3.7: Gréafico da funcao exponencial e logaritmicaﬂ

"Fonte da Figura Feita pelo autor utilizando o Geogebra.
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(a) Crescimento exponencial (b) Resfriamento de um copo de ché

Figura 3.8: Aplicacoes da funcao exponenciaﬂ

3.5 A constante

A raiz quadrada de menos 1, ou seja, v/—1 denominada de unidade imaginéria esta
intimamente relacionada a resolucao de equagoes polinomiais de grau 3. O matematico
italiano Scipione del Ferro (1465-1526) encontrou uma férmula para resolver equagoes
da forma 3 4+ a12% + asx + a3 = 0, que é um caso especial das equacoes de grau 3. De
acordo com Nahin| (1998) essa solucdo foi central para o entendimento de v/—1. A

equacao cubica resolvida por del Ferro tinha a forma:

4+ pr =q (3.5)

onde p e q sao nimeros nao negativos. A solucao para a equacao [3.5] é dada por:

2 3 2 3

slg ¢ p0 sla o p
_ 4 ] AN R 3.6
T \/2+ 4+27+\/2 T, (3.6)

pelo fato dos nimeros p e q serem nao negativos a solugdo em (3.6) é sempre um

numero real. Contudo, nessa solucao ha sempre uma raiz real e duas raizes que sao
numeros complexos. Um ntimero complexo, em sua forma algébrica, é dado por a + b,
onde a e b sdo ntimeros reais o simbolo 4, introduzido por Euler, representa 1/—1, isto
é,i=+/—1.

Esta solucao nao foi publicada por del Ferro, entretanto foi passada para seu aluno

Antoénio Maria Fior que nao era um matemaético brilhante, mas desafiou Niccolo Fon-

8Fonte da Figura Retirada de [Wilson| (2018).
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tana (1500 - 1577), conhecido também por Tartaglia, a resolver equagdes de grau 3, do

tipo 2% 4+ pz + ¢ = 0 a equacdo foi resolvida por ele cuja solucio é

2 3 2 3
ey p g4 JT P
x_\/z \/4+27+\/2 T

Entretanto, ao se considerar a equacao x® — 15z + —4 = 0, percebe-se que x = 4

& uma solucdo e quando divide-se 2 — 152 + —4 por = — 4 encontra-se = 2 + /3
e x = 2 — /3 como raizes reais dessa equacdao. Contudo, ao se aplicar a Férmula

chega-se a

v =24 VT2 4 {2 - =131 (3.7)

Tem-se que nessa solugao raizes quadradas negativas cujas raizes clbicas desses
nimeros geram nimeros reais. Esse impasse levou a descoberta dos ntimeros complexos.
A solugao para esse problema foi dada por Rafael Bombelli (1526 - 1572), engenheiro
hidraulico italiano, ao supor que {”/ 2++/—121 ¢ {’/ 2 — /—121 deveriam ser niimeros
da forma a + v/—b e a — \/—b respectivamente. Ele chegou a conclusio que a = 2 e

b= 1. A partir desses ideias, quase 200 anos depois, Euler mostrou como extrair raizes
de numeros complexos. Ele fez muitas contribui¢oes para o desenvolvimento e uso
dos ntimeros imaginarios, René Descartes foi quem primeiro chamou esses niimeros de
imaginarios, em 1637, e Carl Friedrich Gauss quem chamou-os de niimeros complexos,
em 1831.

Um nimero complexo da forma a+bi, onde a é a parte real e b a parte imaginéria. Se
b = 0 entao ele é apenas um nimero real e se a = 0 ele é imaginario puro. O conjugado
de z = a + bi é o nimero complexo Z = a — bi e seu modulo ou valor absoluto é
|z| = |a + bi| é o namero real va? + b? e se z # 0 seu argumento argz = arg(a + bi) é

arctan 2. As operagoes basicas nos complexos sdo como segue:
e adicao: (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
e subtracdo: (a +bi) — (c+di) = (a —c) + (b —d)i

e multiplicac@o: (a + bi)x(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
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e divisao

a+bi  (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc— ad)i

c+di  (c+di)(c—di) 2 + d?
_ac+bd bc — ad ;
e+ 2 +d?
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Consideracoes finais

O presente trabalho teve por fundamento a equacao de Euler, ¢™ + 1 = 0. Fez-se
inicialmente um esboco da vida de Leonhard Fuler e algumas de suas descobertas e
criacoes, principalmente na matemética, seguida da histéria e dedugoes da equacao de
Euler. Depois uma atencao foi dada as constantes: 0, 1, e, m e ¢ que compde essa
equacao, destacando a importancia de cada uma delas seus aspectos historicos e a
presenca delas na educacao basica.

A escolha desse tema foi motivada pelo fato da equacao de Euler apresentar uma
forma simples e conter numeros tao especiais 0os quais nao recebem um tratamento
diferenciado na educacao basica. Toda essa abordagem que ressalta aspectos historicos
e descobertas matematicas podem gerar atividades interessantes para o ensino béasico,
proporcionando aso professores maneiras de ensino enriquecedoras para a dindmica de
sala de aula.

Logo, ¢é pertinente apresentar a historia e as descobertas ou invengoes dos homens
e das mulheres que contribuiram para o desenvolvimento tanto da matemética quanto
para o desenvolvimento da humanidade para uma melhor formacao dos alunos na
educacao basica. Como forma de lhes mostrar que a matematica é fundamental para
a sociedade atual.

como sugestoes de trabalhos futuros, complementares a este tema ou diagnosticos
tem-se, por exemplo: desenvolvimento de material ladico contando a histoéria de Euler
e de sua identidade em quadrinhos para alunos do ensino bésico; entrevistas por meio
de questionarios com alunos e professores sobre Euler e sua identidade e os niimeros

que a constituem.
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