““ Universidade Federal de Goias AAA
. - W A
o) Instituto de Matematica e Estatistica £ &

U F G Programa de Mestrado Profissional em PROEMAT

Matematica em Rede Nacional

Reta de Euler, Circunferéncia dos Nove Pontos,
Solidos Platonicos e Arquimedianos: aspectos
tedricos, suas construcoes em GeoGebra e
aplicacoes no Ensino

Erick Gomes Pires Stival

Goiania

2019



TERMO DE CIENCIA E DE AUTORIZAGAO PARA DISPONIBILIZAR
VERSOES ELETRONICAS DE TESES E DISSERTAGOES
NA BIBLIOTECA DIGITAL DA UFG

Na qualidade de titular dos direitos de autor, autorizo a Universidade Federal
de Goias (UFG) a disponibilizar, gratuitamente, por meio da Biblioteca Digital de Te-
ses e Dissertagcbes (BDTD/UFG), regulamentada pela Resolugdo CEPEC n°
832/2007, sem ressarcimento dos direitos autorais, de acordo com a Lei n° 9610/98,
o documento conforme permissdes assinaladas abaixo, para fins de leitura, impres-
sdo e/ou download, a titulo de divulgagcao da producao cientifica brasileira, a partir
desta data.

1. Identificagcao do material bibliografico: [ x ] Dissertagao [ ] Tese

2. Identificagao da Tese ou Dissertacgao:

Nome completo do autor: Erick Gomes Pires Stival

Titulo do trabalho: Reta de Euler, Circunferéncia dos Nove Pontos, Sélidos Platoni-
cos e Arquimedianos: aspectos tedricos, suas constru¢gdes em GeoGebra e aplica-
¢des no Ensino

3. Informagodes de acesso ao documento:

Concorda com a liberacao total do documento [ x ] SIM [ ]NAO'

Havendo concordancia com a disponibilizagéao eletrénica, torna-se imprescin-
divel o envio do(s) arquivo(s) em formato digital PDF da tese oudissertagao.

Er:ic,K Gomes Pres Stival

Assinatura do(a) autor(a)?

Ciente e de acordo:

Assinatura do(a) orientgdor(a)2 Data: / /

! Neste caso o documento sera embargado por até um ano a partir da data de defesa. A extensao
deste prazo suscita justificativa junto a coordenagao do curso. Os dados do documento ndo serdo
disponibilizados durante o periodo deembargo.
Casos de embargo:

- Solicitagdo de registro de patente;

- Submissé&o de artigo em revista cientifica;

- Publicagao como capitulo de livro;

- Publicagao da dissertagao/tese em livro.

2 .
A assinatura deve ser escaneada.

Verséao atualizada em setembro de 2017.



Erick Gomes Pires Stival

Reta de Euler, Circunferéncia dos Nove
Pontos, Sé6lidos Platonicos e Arquimedianos:
aspectos tedricos, suas construcoes em
GeoGebra e aplicacoes no Ensino

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado ao Insti-
tuto de Matematica e Estatistica da Universidade Fede-
ral de Goias, como parte dos requisitos para obtencao
do grau de Mestre em Matematica.

Area de Concentracdo: Matematica do Ensino Bésico

Orientador: Prof*. Dr*. Thaynara Arielly de Lima

Goiania

2019



Ficha de identificacdo da obra elaborada pelo autor, através do
Programa de Geracdo Automatica do Sistema de Bibliotecas da UFG.

Gomes Pires Stival, Erick
Reta de Euler, Circunferéncia dos Nove Pontos, Sélidos Platénicos
e Arquimedianos [manuscrito] : Aspectos tedricos, suas construgcdes em
GeoGebra e aplicagdes no Ensino / Erick Gomes Pires Stival. - 2019.
CV, 105 f.:l.

Orientador: Profa. Dra. Thaynara Arielly de Lima.

Dissertagdo (Mestrado) - Universidade Federal de Goias, Instituto
de Matemética e Estatistica (IME), PROFMAT - Programa de Pds
graduacdo em Matematica em Rede Nacional - Sociedade Brasileira
de Matematica (RG), Goiania, 2019.

Bibliografia. Anexos.

Inclui simbolos, lista de figuras, lista de tabelas.

1. Geometria. 2. Construgdo geométrica. 3. Software educacional.

4. Matematica. 5. Educagao. I. de Lima, Thaynara Arielly, orient. II.
Titulo.

CDhuU 51




SEI/UFG - 1094507 - Ata 17/01/20 11:36

@
..
UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

ATA IME 15/2020

Ata n° 15 da sessdo de Defesa de Dissertacdo de Erick Gomes Pires Stival, que confere o titulo de
Mestre em Matemdtica, na drea de concentracao em Matemdtica do Ensino Basico.

Aos nove dias do més de dezembro do ano de dois mil e dezenove, a partir das 14 horas, na sala de aula
do IME, realizou-se a sessdo publica de Defesa de Dissertacdo intitulada “Reta de Euler, Circunferéncia
dos Nove Pontos, Sélidos Platonicos e Arquimedianos: aspectos tedricos, suas constru¢des em GeoGebra
e aplicacdes no Ensino”. Os trabalhos foram instalados pela Orientadora, Professora Doutora Thaynara
Arielly de Lima (IME-UFG) com a participacdo dos demais membros da Banca Examinadora:
Professor Doutor Tiago Moreira Vargas (IME-UFG) e o membro titular externo José Eder Salvador de
Vasconcelos (IFG). Durante a arguicdo os membros da banca nao fizeram sugestdo de alteracdo do titulo
do trabalho. A Banca Examinadora reuniu-se em sessdo secreta a fim de concluir o julgamento da
Dissertacdo, tendo sido o candidato aprovado pelos seus membros. Proclamados os resultados
pela Professora Doutora Thaynara Arielly de Lima, Presidente da Banca Examinadora, foram encerrados
os trabalhos e, para constar, lavrou-se a presente ata que € assinada pelos Membros da Banca
Examinadora, aos nove dias do més de dezembro do ano de dois mil e dezenove.

TITULO SUGERIDO PELA BANCA

m———y
eil Documento assinado eletronicamente por Thaynara Arielly De Lima, Professora do Magistério
;?mm,'a [2] Superior, em 09/01/2020, as 14:47, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no
| eletrdnica art. 62, § 12, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.
—
eil Documento assinado eletronicamente por JOSE EDER SALVADOR DE VASCONCELOS, Usuario
a-?mm,'a @ Externo, em 09/01/2020, as 15:32, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no art.
| eletrdnica 62, § 19, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

=

eil Documento assinado eletronicamente por Tiago Moreira Vargas, Professor do Magistério
2 ° @ Superior, em 17/01/2020, as 11:31, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no

assinatura

| eletrdnica art. 62, § 12, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

Referéncia: Processo n? 23070.044715/2019-64 SEl n2 1094507

Criado por sosteneg, versao 2 por sosteneg em 09/01/2020 14:27:39.

https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_visualiza...786b8611ce89a87d8599a8cd88b90e1bcf17bbfb8055767db53ddf854bb050 Péagina 1de 1



Todos os direitos reservados. E proibida a reproducéo total ou parcial deste trabalho

sem a autorizagao da universidade, do autor e do orientador.

Erick Gomes Pires Stival graduou-se em Matematica pela Pontificia Universidade
Catolica de Goias, concluindo em 2014. E professor de ensino bésico, atuando no ensino

fundamental e médio, e de ensino superior, atuando em graduagao e pos-graduagao.



Dedicatoria

Dedico este trabalho aos meus pais, Bertolino e Maria de
Lourdes, ao meu companheiro Joao Hélio, minha irma
Elida e minha orientadora Thaynara, que nao mediram
esforcos para que eu chegasse até esta etapa de minha

vida



Agradecimentos

Agradeco a Deus, por todas oportunidades concedidas.

Agradeco meus pais, que nao mediram esforcos para que eu tenha a educacao que

tenho hoje.

Agradeco meu companheiro Joao Hélio, que sempre esta ao meu lado e me apoia

de forma incondicional, me dando forcas para seguir em frente.

Agradeco minha irma Elida, minha mais fiel amiga e parceira, que contribuiu sig-

nificativamente para a conclusao desse trabalho com seus conselhos e ensinamentos.

Agradeco meus amigos da turma do mestrado e do meu trabalho que de forma di-

reta ou indireta me ajudaram durante o mestrado.

Agradeco meus amigos pessoais que me apoiaram e entenderam meus momentos de

auséncia.

Agradecgo especialmente a professora Thaynara, que me orientou com tamanha pa-

ciéncia e sabedoria.



Resumo

Este trabalho tem como principal tematica o uso de tecnologias digitais para se
ensinar geometria. O objetivo é mostrar como uma abordagem em sala de aula pode
ser favoravel ao ensino dessa disciplina e para tanto foi-se tomado por objeto de es-
tudo as construgoes geométricas no programa Geogebra. Inicialmente foi proposto um
levantamento teérico que embasasse o estudo, guiando a forma de como o trabalho se
desenvolveria. Apds uma breve apresentacao do programa Geogebra foi desenvolvido a
construcao de algumas figuras geométricas, detalhando suas principais caracteristicas e
resultados, mostrando também um guia para sua construgao no programa. As figuras
propostas foram os pontos notéaveis de um tridngulo (baricentro, ortocentro, incentro e
circuncentro), a reta de Euler, o circulo de nove pontos, os sélidos platonicos (tetraedro,
hexaedro ou cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro), e os solidos arquimedianos (te-
traedro truncado, cubo truncado, octaedro truncado, dodecaedro truncado, icosaedro
truncado, cubo snub, cuboctaedro, dodecaedro snub, icosidodecaedro, rombicuboctae-
dro, gran rombicuboctaedro, rombicosidodecaedro e gran rombicosidodecaedro). Essas
construcoes serviram para o passo final deste trabalho que foi um experimento de en-
sino envolvendo estudantes do 8° e 9° ano da rede privada de ensino. O experimento
consistiu em trés etapas, sendo a primeira feita em sala de aula utilizando papel, bor-
racha, régua, compasso e transferidor, a segunda utilizando o programa e a terceira
comparando-se as duas etapas anteriores. Durante o experimento foi-se bastante enfa-
tizado a construcao geométrica e as possibilidades de ensino e assim um dos principais
resultados obtidos apontou que o Geogebra foi bem aceito e que todos os alunos es-
peram trabalhar com ele novamente, pois o mesmo torna a geometria mais acessivel
até para aqueles que dizem nao ter afinidade com esta disciplina. Outro resultado
observado é sobre a forma de utilizacao desse recurso didatico em sala de aula, visto

que foi bem aceito e mostrou resultados positivos no ensino.

Palavras-chave

Geometria, Construgao geométrica, Software educacional, Matematica, Educagao.
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Abstract

This study has as main theme the use of digital technologies to teach geometry. The
objective is to show how a classroom approach can be favorable to the teaching of this
discipline and for that reason the geometric constructions in the Geogebra program
have been taken as object of study. Initially it was proposed a theoretical survey that
would support the study, guiding the way in which the work would develop. After a
brief presentation of the program Geogebra, was developed the construction of some
geometric figures, detailing its main characteristics and results, also showing a guide
for its construction in the program. The proposed figures were the notable points of
a triangle (barycentre, orthocenter, incenter and circumcenter), Euler’s straight line,
the nine-point circle, the platonic solids (tetrahedron, hexahedron or cube, octahedron,
dodecahedron and icosahedron), and the archimedean solids (truncated tetrahedron,
truncated dodecahedron, truncated icosahedron, snub cube, cuboctahedron, dodecahe-
dron snub, icosidodecahedron, rombicuboctahedron, great rombicuboctahedron, rhom-
bicosidodecahedron and large rhombicosidodecahedron). These constructions served
for the final step of this work which was an experiment of teaching involving students
of the 8" and 9" year of the private school system. The experiment consisted of three
stages, the first being done in the classroom using paper, rubber, ruler, compass and
protractor, the second using the program and the third comparing the previous two
steps. During the experiment, the geometric construction and the teaching possibilities
were emphasized and one of the main results obtained indicated that Geogebra was
well accepted and that all the students expect to work with it again, because it makes
the geometry more accessible until for those who say they have no affinity with this dis-
cipline. Another result observed is how to use this didactic resource in the classroom,

since it was well accepted and showed positive results in teaching.

Keywords

Geometry, Geometric construction, Educational software, Mathematics, Education.
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Capitulo 1

Introducao

O ensino da mateméatica ¢ um assunto importante e deve ser amplamente discutido
pois atualmente, com as inimeras tecnologias presentes o aluno nao se sente motivado
a aprender pelas aulas tradicionais. A disciplina em si ji causa “terror” em varias
pessoas que a consideram dificil e por isso o uso de novas metodologias deve ser uma
pratica constante que deve ser adotada por nos professores.

No campo da geometria nao se é diferente e ainda se tem mais desafios, princi-
palmente quando se envolve o estudo de figuras e construgoes geométricas aliadas a
algebra. Para nossa sorte, essa mesma crescente tecnologica que as vezes afasta o
aluno da sala de aula é a mesma que nos d& cada vez mais outras opgoes de ensino,
como o uso de softwares e hardwares para o auxilio do ensino em sala.

Esta dissertagao apresenta um estudo acerca de como podemos trabalhar com esses
meios tecnologicos, e assim introduzi-los em sala de aula. Para tanto, foi estudado o
software, intitulado Geogebra, que foi desenvolvido pelo professor Markus Hohenwarter
da Universidade de Salzburgo, Austria. O objetivo é verificar e analisar as possibilida-
des que o software Geogebra nos proporciona, a fim de utilizad-lo em sala de aula com
meio didatico.

Dividido em quatro capitulos, teremos no segundo uma fundamentacao teodrica.
Neste capitulo é discutido a respeito das principais motivacoes que levaram a esse
estudo. Assim, elencamos argumentagoes de varios estudiosos que embasou o presente
estudo.

O terceiro capitulo, Construgoes geométricas, é desenvolvido uma anélise referente

ao processo de construcao e estudado as principais caracteristicas de algumas constru-

21



22 CAPITULO 1. INTRODUCAO

¢oes geométricas, que sdo: pontos notéveis de um triangulo (baricentro, ortocentro,
incentro e circuncentro), a reta de Euler, o circulo de nove pontos, os solidos platdonicos
(tetraedro, hexaedro ou cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro), e os sélidos arquime-
dianos (tetraedro truncado, cubo truncado, octaedro truncado, dodecaedro truncado,
icosaedro truncado, cubo snub, cuboctaedro, dodecaedro snub, icosidodecaedro, rom-
bicuboctaedro, gran rombicuboctaedro, rombicosidodecaedro e gran rombicosidodeca-
edro).

Nesse capitulo, é demonstrado passo a passo a forma de como podemos construir
estas figuras no software Geogebra. Com o uso do software, a visualizagdo geomé-
trica se torna bem mais ampla e, neste capitulo, é mostrado que esta visualizagao nos
proporciona uma forma de estudar estas figuras.

No quarto capitulo se é analisado os resultados de um experimentos feito com duas
turmas, uma do 8° ano e outra do 9° ano. Essa analise mostra como podemos trabalhar

com o software e como ele se torna um “facilitador” no estudo da geometria.



Capitulo 2

Fundamentacao tedrica

Neste capitulo serao abordados os principais fundamentos nos quais foram baseados
essa pesquisa. Estudiosos e documentos pesquisados também serao citados para em-

basar e justificar este trabalho.

2.1 O ensino de geometria por meio de construcgoes

Quando se estuda geometria, o uso de ferramentas para o auxilio se torna um impor-
tante fator que favorece um bom aproveitamento do conteido. Isso se da pelo fato
de que as construcgoes geométricas possibilitadas por essas ferramentas nos dao uma
ampla percepgao espacial da figura, saindo do campo algébrico e da imaginagao.

Essa proposta de utilizar outras metodologias no ensino de geometria se faz neces-

sario pois, de acordo com Pavanello (1999, p.100):

“... a grande massa nao tem acesso a ela a nao ser no que ela tem de

pratico, de util, no que se refere diretamente as profissoes — e até mesmo isso
lhe é negado, & medida que se ’ampliam’ as oportunidades educacionais das
classes inferiores da sociedade, e se reduz o carater diretamente profissional

da educacgao”.

Temos também o fato de que, geralmente, no ensino de geometria, segundo Pa-
vanello (2001, p.183), o educador néo esta preocupado “|...] em trabalhar as rela¢oes

existentes entre as figuras, fato esse que nao auxilia o aluno a progredir para um nivel

23
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superior de compreensao de conceitos”, trabalhando como se o conhecimento geomé-
trico fosse um conceito pronto e acabado, onde o papel do aluno seja somente conhecer e
decorar tal conhecimento. Assim a aprendizagem fica defasada, sendo mais evidenciada
nos anos seguintes quando se faz necessario o uso de tal conhecimento.

Aliado a isso temos também que, a escola do nivel basico em sua grande maioria,
nao nos dispoe muitos recursos para o efetivo ensino de geometria, onde a geometria é
trabalhada simplesmente com conceitos e definigoes a serem decoradas para ser aplica-
das em situagoes convenientes com o contetido e os recursos disponiveis que atenderiam
a uma gama de aplicacoes sao utilizados para atender a somente um tipo especifico
de contetido, como por exemplo o uso de transferidor que geralmente ¢ usado somente
quando se trata do assunto de angulos, onde o mesmo poderia ser utilizado em varios
campos da geometria e até fora dela. Esse fato evidencia a importancia do professor
se mostrar aquém o esperado, pois ele tem o poder de transformar essa realidade na
escola, e uma proposta é mostrando com construgoes geométricas o quao a geometria
esta contida em nosso meio.

Em nosso favor, vivemos a era digital. No ambito educacional, as novas tecnologias
de informacao e comunicacao favorecem as acoes do professor mediador, contribuindo
para o desenvolvimento do processo de ensino aprendizagem dos alunos mediante mul-
tiplas possibilidades de metodologias que podem ser adotadas durante as aulas, e neste
caso, de geometria.

Temos que, hoje em dia, as novas tecnologias de informacao e comunicagao estao
mais presentes nao s6 na sala de aula, mas em toda e em qualquer situacao em que
formos viver. Livros fisicos, que antes eram o melhor auxilio de um aluno, perderam
um pouco de seu prestigio para a internet, onde em um clique, temos acesso a uma
estante de livros virtuais prontos para serem descobertos. Meios digitais que antes eram
utilizados principalmente como entretenimento por boa parte da populacao, como os
jogos, hoje sao utilizados como forma de ensino e ferramentas que possibilitam esse uso
e sdo altamente utilizadas em paises em desenvolvimento. (KOZMA; ANDERSON,
2002).

O professor deve levar em conta que, o aluno ja entra na escola com uma bagagem
ampla, devido as midias que ele tem fora dela, ou seja, o professor deve entender o
meio em que vive cada aluno e desenvolver a capacidade intelectual de cada um. E
uma maneira de fazer isso, é incluindo essas midias que o aluno ja conhece dentro da
sala de aula.

Na Base Nacional Comum Curricular (BNCC)(BRASIL, 2018) esta previsto este uso
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de tecnologias em sala de aula como visto nas competéncias especificas de matematica

para o ensino fundamental e, de acordo com Brasil (2018, p. 269) a geometria:

[...] envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedi-
mentos necessérios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes
areas do conhecimento. [...] As ideias matematicas fundamentais associadas
a essa tematica sao, principalmente, construgao, representagao e interdepen-

déncia.

Assim como também é previsto, ainda por Brasil (2018, pp. 288-317), o uso dessas

construgoes nas habilidades de:

e (EF04MA18) Reconhecer dngulos retos e nao retos em figuras poligonais com o

uso de dobraduras, esquadros ou softwares de geometria.

e (EF04MA19) Reconhecer simetria de reflexdo em figuras e em pares de figuras
geométricas planas e utilizé-la na construcao de figuras congruentes, com o uso

de malhas quadriculadas e de softwares de geometria.

e (EF06MA22) Utilizar instrumentos, como réguas e esquadros, ou softwares para
representacoes de retas paralelas e perpendiculares e construcao de quadrilateros,

entre outros.

e (EFO7TMA21) Reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de translagao,
rotacao e reflexao, usando instrumentos de desenho ou softwares de geometria di-
namica e vincular esse estudo a representagoes planas de obras de arte, elementos

arquitetdnicos, entre outros.

o (EFOTMA23) Verificar relagoes entre os angulos formados por retas paralelas

cortadas por uma transversal, com e sem uso de softwares de geometria dindmica.

e (EFO8MA15) Construir, utilizando instrumentos de desenho ou softwares de ge-
ometria dindmica, mediatriz, bissetriz, angulos de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos

regulares.

e (EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composigoes de transfor-
magoes geométricas (translacao, reflexao e rotagao), com o uso de instrumentos

de desenho ou de softwares de geometria dinamica.
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e (EF09MA11) Resolver problemas por meio do estabelecimento de relagoes entre
arcos, angulos centrais e angulos inscritos na circunferéncia, fazendo uso, inclu-

sive, de softwares de geometria dindmica.

e (EFO9MA15) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo
para a construcao de um poligono regular cuja medida do lado é conhecida,

utilizando régua e compasso, como também softwares.

Sendo assim, “|...] a Geometria ndo pode ficar reduzida a mera aplicagao de formulas
de calculo de area e de volume nem a aplicacoes numéricas imediatas de teoremas
[...]” (BRASIL, 2018, p. 270). Portanto, aliar o uso dessas novas tecnologias ao uso
de construcoes geométricas se mostra uma opcao importante no quesito de despertar
interesse dos alunos e tornar a disciplina mais atrativa e assim, consequentemente,
fazer com que os alunos se apropriem do conhecimento de forma real, e nao de forma

sistemética ou decorada.

2.2 O uso de softwares na educacao basica

A crescente criagdo de novas Tecnologias de Informagao e Comunicagdo (TICs) nos
faz refletir sobre como elas impactam no ambiente escolar. Essas novas tecnologias
estao cada vez mais presentes e cada vez mais se faz necessaria a incorporacao das
mesmas em sala de aula. Esse fato se comprova na BNCC, onde se é ressaltado nas

competéncias gerais da base nacional comum curricular:

5 - Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao e
comunicacao de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas
praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e dis-
seminar informagoes, produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer

protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva. (BRASIL, 2018, p. 9).

Desta forma, cabe ao professor a incorporacao dessas TICs e esta prevista na base
nacional pois o seu uso propicia uma melhor visualizagao sobre o contetudo a ser tra-
balhado, inserindo-o também em um meio ao qual o aluno esta acostumado, visto que
ele ja possui uma bagagem tecnologica por conta da sociedade em qual vivemos.

Valente (1999, p. 1) diz também que:
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A informética na educacao que estamos tratando, enfatiza o fato de o
professor da disciplina curricular ter conhecimento sobre os potenciais edu-
cacionais do computador e ser capaz de alternar adequadamente atividades

tradicionais de ensino aprendizagem e atividades que usam o computador.

Trabalhar com as TICs torna a aula mais prazerosa, visto que a nossa realidade
mostra a crescente influéncia que essa tecnologia tem sobre nés. Além disso “o papel do
computador é o de provocar mudangas pedagogicas profundas, em vez de "automatizar o
ensino’ ou preparar o aluno para ser capaz de trabalhar com a informéatica” (VALENTE,
1999, p. 17). Sendo assim, optar por trazer essas ferramentas para a sala de aula seria
uma forma de aproximar os alunos da disciplina, de modo que se sintam confortéveis
ao estuda-la.

E importante que o professor, assim como todo o corpo docente composto pelo
coordenador, supervisor, diretor dentre outros. estejam alinhados a esse mesmo pen-
samento. A escola ser apoiadora de tal projeto se torna um fator crucial pois é ela que
incentiva e abre possibilidades, além de ser a provedora de ferramentas para o trabalho
docente.

Outro fato importante, segundo Valente (1999), é que a formacao dos professores é
fundamental para o desenvolvimento da informética na escola. Essa formacao se mostra
importante pois auxilia o professor com métodos e praticas escolares além de propiciar
conhecimentos pedagogicos a respeito do assunto. Ela também pode ser voltada para

a escola a fim de ajudar na implantagao de recursos tecnoldgicos.

E preciso cuidar do professor, que lhe sejam garantidas as condicoes
de se atualizar e de aprender. Para isso é fundamental que sejam criadas
equipes, e ambientes, que funcionem tanto com presenca fisica quanto vir-
tual e que sejam compativeis com a carga horéria de trabalho em sala de
aula. Enfim, que haja, uma expansao dos centros permanentes de formacao
do professor equipados de computadores conectados & internet, biblioteca,
laboratorios, videos, softwares e principalmente de equipes de formadores,
que trabalhem, com o aprimoramento continuo dos docentes, tanto na area

de informatica como em outras areas. (FREITAS, 2000, p. 112).

Ou seja, nao se trata somente de criar um ambiente informatizado e entregé-lo ao
professor. O material tecnolégico as vezes se mostra mais facil de se adquirir do que o

proprio conhecimento a ser utilizado para aplicd-lo de forma efetiva, se trata também
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de capacita-lo para que ele tenha o conhecimento necesséario e esteja preparado para
contribuir ao desenvolvimento do aluno. Sendo assim, a implantacao das TICs “|...] tém
de estar inseridas e integradas aos processos educacionais, agregando valor & atividade
que o aluno ou o professor realiza.” (ALMEIDA; VALENTE, 2016, p. 32).

O professor também deve procurar meios de se especializar sobre tal assunto. O
papel da escola é importante, mas o do professor é ainda maior, pois ele é a ponte
entre o conhecimento e o aluno e é ele quem estara na vanguarda do projeto de uso de
tecnologia na sala de aula. Assim, a nosso favor temos em maos a mesma ferramenta
a ser utilizada com os alunos, a tecnologia. Esse passo de utilizagao de tecnologia em

sala de aula ¢ importante pois, de acordo com Freitas (2015, p. 10):

No uso da tecnologia digital, a acao do sujeito se faz de forma intera-
tiva e enquanto 1é/escreve ou se comunica por imagens e sons, novos fatores
intelectuais sao acionados: a memoria (na organizagao de bases de dados, hi-
perdocumentos, organizagao de arquivos); a imaginagao (pelas simulagoes);
a percepgao (a partir das realidades virtuais, telepresenga). Trata-se de uma
nova modalidade comunicacional absolutamente diferente possibilitada pelo

digital: a interatividade.

E evidente o crescente aumento de informacoes que sio disponibilizadas via internet,
e com a educacao nao é diferente. Um fato que demonstra isso é a quantidade de
softwares desenvolvidos voltados para essa area. Software, de acordo com Bonilla (2014)
¢ uma sequéncia de comandos responséaveis pela execugao, manipulagao ou modificacao

de um dado. A linguagem utilizada nos softwares sao:

[...] sistemas comunicativos que aproximam-se da linguagem humana,
pois sdo compostas por palavras da lingua corrente, normalmente em inglés,
mais uma série de codigos proprios e de sistemas logicos — regras sintéticas
e semanticas — para encadeamento e significagdo dessas palavras e desses

codigos. (BONILLA, 2014, p. 207)

No campo da matematica, o site EDUMATEC é uma boa opc¢ao para se conhecer
softwares voltado para esta area. Criado no ano de 2000 com o intuito de sistematizar
softwares que auxiliem o ensino de matematica em ambientes informatizados, o mesmo
também ¢é alimentado com sugestoes de atividades a serem desenvolvidas utilizando
estes mesmos softwares, possuindo também sugestoes de artigos e links que de alguma

forma contribuam para a formacao do professor.
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2.3 Problematizacao do tema

Em minha experiéncia docente, percebo uma dificuldade dos alunos em aprender de
forma significativa a geometria, iniciando no ensino fundamental e se estendendo para
os demais estagios. Essa percepcao se mostra principalmente ao tentar retomar assun-
tos estudados em tempos anteriores. Conceitos como a medida dos angulos internos
de um triangulo equilétero ou a classificacao dos quadrilateros sempre tém de ser re-
tomados, sugerindo que de fato os alunos nao dominam com seguranca tais contetudos.

Assim surgiu a problematica: “Como podemos aperfeigoar o ensino de geometria
no ensino fundamental?”. A busca por essa resposta me fez refletir em como o ensino
de geometria, em sua grande maioria, é feito nas escolas. Métodos como reproducao
de figuras no quadro, apresentacao de formulas e processos, aplicacao e resolugao de
exercicios sao recorrentes e se mostram falhos no quesito de aprendizagem por parte
do aluno — ele simplesmente decora o processo para aplicar em um certo momento e
depois os esquecem.

Essas metodologias talvez tenham se tornado rotineiras pelo fato de a disciplina de
geometria nao ser facil de ser ensinada, demandando dedicacao e paciéncia do professor.
Mesmo que a escola faca a separacao da disciplina de Geometria com a de Algebra ainda
ha casos em que é perceptivel a desvalorizagao da geometria por parte do professor ou
até mesmo da escola. De acordo com Villa (1999, p. 5) essa situagao por parte do

professor também pode se dar pelo fato de:

- grande parte dos professores em atividade recebeu uma formagao de
base muito precaria em Geometria, devido a prépria influéncia que o mo-
vimento da Matematica Moderna desempenhou em nossos curriculos nas
décadas de 60 e 70;

- os cursos de formacao inicial de professores — tanto os cursos de ma-
gistério como os de licenciatura — continuam, em sua maioria, sem discutir

com seus alunos uma proposta mais eficiente para o ensino de Geometria;
- as modalidades de formacgao continuada, postas em agao nos ultimos

anos, basicamente na forma de cursos de reciclagem, nao tém atingido,

igualmente, o objetivo de mudar a pratica na sala de aula em relagao ao

ensino de Geometria.

Pimentel (2013, p. 12) ja havia feito uma anélise similar, dizendo que:
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Dentre os assuntos abordados na Matematica, acreditamos que a Geo-
metria seja, sem duvida, o mais complicado de se ensinar e isso pode até
gerar certa rejeigdo nos professores de contemplar seus contetdos |[...]. E
preciso criar incentivos e cursos de capacitacdo para que os professores de
Matemaética estejam atualizados e tenham conhecimento de novas tecnolo-

gias aliadas ao ensino de Geometria.

Em vista a essa reflexao, uma maneira proposta para a assimilacao de forma con-

creta dos conteidos de geometria seria por meio de construgoes geométricas. Além

disso, com a informatizacao das escolas e por meio da ambientacao dos alunos a pro-

posta iria além, sendo entao feita por meio de construgoes geométricas em softwares

educacionais.

O uso de construgoes na geometria é bem avaliado por Souza (2013, p. 7), que diz:

As construgoes geométricas possibilitam o desenvolvimento das habili-
dades motoras do educando, através do manuseio do material de desenho
e representagao dos tracados. Possibilita também o desenvolvimento do
raciocinio légico-dedutivo, da organizacao e da construgao de estratégias
pautadas nos conhecimentos prévios, além de propiciar a materializacao de

situagoes abstratas.

Aliando esses dados ao fato de que os softwares matematicos “|...| ampliam os conceitos

teoricos dos conteudos em sala de aula e de recurso dindmico que pode atrair o inte-

resse e a intuigao dos alunos e incentivar o estudo dos conceitos de forma inovadora”
(PACHECO; BARROS, 2012, p. 8), entao a proposta deste trabalho é a de verificar

em determinada acao o quanto essa aplicagao pode ser eficaz.



Capitulo 3

Construcoes geométricas

Neste capitulo sao propostas algumas demonstragoes e construgoes utilizando o soft-
ware Geogebra. Sao construidos os Pontos notéveis de um triangulo, que sao: Orto-
centro, Baricentro, Incentro e Circuncentro e partir deles fazer a construcao da Reta de
Euler. Também serao construidos os Solidos Platénicos e Arquimedianos. Essas cons-
trugoes foram escolhidas de modo a demonstrar algumas funcionalidades do software

descrevendo os principais passos para a construcao.

3.1 O software Geogebra

As TICs tém conseguido a cada dia mais espaco nas salas de aula por meio de diferentes
midias, como por exemplo, televisao, tablet, data show e também a internet acessada
por computadores ou celulares. Os métodos tradicionais, bastante utilizados na es-
cola, nao tem mostrado resultados satisfatorios e as TICs usadas de maneira planejada
podem possibilitar uma aprendizagem consideravel nas diversas areas do conhecimento.

em 2001, que é um software livre,

Nesse cenario, surge o programa GeoGebra
que pode ser instalado gratuitamente nos sistemas operacionais i0S, Android, Win-
dows, Mac, Chromebook e Linux. Foi idealizado por Markus Hohenwarter? e uma
equipe internacional de programadores, e segundo ele “a caracteristica mais destacavel

do GeoGebra é a percepcao dupla dos objetos: cada expressdo na janela de Algebra

!Disponivel em www.geogebra.org/download.
2Professor do Departamento de Matemética na Universidade de Salzburgo, Austria.
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corresponde a um objeto na zona de gréficos e vice-versa”. (HOHENWARTER, 2007,
p. 1). Conforme Nobriga et al. (2012, p. 1) “¢ atualmente um dos softwares educativos
de matematica mais utilizados no mundo”.

Trata-se de um aplicativo dinadmico com miltiplas funcionalidades e de facil manu-
seio que faz a ligacao de conceitos de algebra e geometria em uma interface grafica, que
proporciona a construcao de varios objetos matematicos. Em vista disso, o ensino da
matemaética e a tecnologia estao relacionados a esta variante e temos isso como aspecto
favoravel a aprendizagem.

O software Geogebra possui diversas ferramentas que possibilitam a exploracao
de vérios topicos matematicos como: a caracterizacao de funcoes por meio de seus
graficos, geometria plana, geometria espacial, trigonometria, razao e proporgao. Na
versao 6.0.526.0-win (22 de fevereiro de 2019), essas ferramentas estao ambientadas no
canto superior esquerdo, como mostra a Figura 3.1, como uma espécie de menu ou

barra de ferramentas.
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Figura 3.1: Interface do Geogebra 6

Na Figura 3.2 é apresentada, de forma destacada como Item 1, essa barra de ferra-
mentas e, ainda na interface inicial, é possivel visualizar outras duas partes, também
destacadas na Figura 3.2 como Itens 2 e 3, respectivamente: a janela de algebra e a
janela de construcao de desenhos geométricos. Uma terceira parte pode ser acessada

clicando no icone & localizado no canto inferior esquerdo, que ¢é a entrada de equacoes,



3.1. O SOFTWARE GEOGEBRA 33

local este onde se é possivel entrar com comandos para construcao de figuras, digitar

valores e até obter algumas sugestoes de fungoes elementares do programa.
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Figura 3.2: Interface do Geogebra 6 com destaques

Cada icone presente na barra de ferramentas abre uma gama de outras ferramentas
relacionadas, facilitando assim o acesso e uso em construgoes. A barra de ferramentas
se altera, retirando ou acrescentando itens que se fazem necessarias dependendo do
plano em que se esteja trabalhando, seja este 2D ou 3D. As figuras 3.3 e 3.4 mostram
a rede de ferramentas presentes nos planos 2D e 3D, ambientes estes que sao utilizados
nas construgoes geométricas propostas neste trabalho.

Optou-se pelo uso do GeoGebra pois 0 mesmo se mostra muito competente no que se
propoe, principalmente em relagao a visualizagao e construcao de formas geométricas,
e sendo aliado a uma boa didatica potencializa o ensino-aprendizagem da geometria,
com seus conceitos e habilidades requisitados, tornando esse processo prazeroso para o

aluno.
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Figura 3.4: Tabela de Ferramentas “Geogebra 6” 3D
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3.2 Construcoes utilizando o Geogebra

Através do software Geogebra sera feita a construcao dos seguintes elementos geomé-
tricos: baricentro, circuncentro e ortocentro de um triangulo para a determinagao da
Reta de Euler. Apesar do incentro nao ser um ponto geométrico necessério a considerar
na construcao da reta de Euler, optou-se por também incluir sua construgao pois este
também é um ponto notavel do triangulo. Construir-se-4 também a circunferéncia dos
nove pontos, os solidos platénicos, que sao cinco: tetraedro, cubo, octaedro, dodeca-
edro e icosaedro; e os solidos arquimedianos, que sao treze: tetraedro truncado, cubo
truncado, octaedro truncado, dodecaedro truncado, icosaedro truncado, cubo snub,
cuboctaedro, dodecaedro snub, icosidodecaedro, rombicuboctaedro, gran rombicuboc-
taedro, rombicosidodecaedro e gran rombicosidodecaedro.

As principais referéncias consultadas para as defini¢oes e resultados foram Mesquita
(2013), Neto (2013) e Neves (2017).

3.2.1 A reta de Euler

Inicialmente discutimos alguns elementos geométricos que se fazem necessérios para a
construcao da Reta de Euler. Em um triangulo ABC qualquer, é possivel determinar
pontos ditos notaveis, a saber, o baricentro, o circuncentro, o ortocentro e o incentro.
Apesar de nao utilizar o incentro na Reta de Euler, é interessante incluir esta informagao
no presente trabalho para torné-lo mais completo a respeito dos pontos notaveis do
triangulo. Cada ponto notavel é determinado a partir de segmentos notaveis que se

interceptam no mesmo.

3.2.1.1 Baricentro

Definicao 1. Em um tridngulo ABC', a mediana relativa ao vértice A € o segmento
MA que une o vértice A ao ponto médio M do lado BC' oposto ao vértice A. Analoga-
mente, temos em ABC' medianas relativas aos vértices B e C', de modo que o tridngulo

possua trés medianas.

A intersecao dessas trés medianas determinam o baricentro do tridangulo. A pro-

posicao a seguir garante a boa definicao do baricentro.
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Proposicao 1. Em todo tridngulo, as trés medianas passam por um unico ponto, o
baricentro do triangulo. Ademais, o baricentro divide cada mediana, a partir do vértice

correspondente, na razao 2 : 1.

Demonstragao. Considere um triangulo ABC em que N e P sao pontos médios dos
lados AC' e AB respectivamente, BN N CP = {G;} e S e T sao pontos médios dos

segmentos BG; e C'(Gy respectivamente.

A

Figura 3.5: Triangulo ABC' para construgao do baricentro

Temos que, por construcao, NP é base média de ABC relativa a BC', e ST é base

média de BC'G relativa a BC, logo, pelo teorema da base média:

BC
2

|8

NP//BC, ST//BC que implica NP//ST e NP = ——, ST = = NP =ST

e assim N PST é um paralelogramo, conforme ilustra a Figura 3.5. Segue entao que

PG1 :GlTeNGl :GlS

Como

B_S: SGl - GlN

B_S:SGleCT:TG1:>
CT=TG, =GP

e assim

BGl = 2G1N (§] CGl = 2G1P
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Seja M o ponto médio de BC' e G5 o ponto de interse¢ao das medianas AM e BN.
Conclui-se analogamente, que G5 divide AM e BN na razao 2 : 1 a partir de cada
vértice.

Segue-se entao que

BG; =2G{N e BGy = 2G3N = G = Gs.

Fazendo G = G; = G5 entao G é o baricentro do triangulo ABC, denotado por AABC
O

No software Geogebra, a construgao do baricentro pode ser feita seguindo os passos:

1. Marque trés pontos A, B e C no plano com a ferramenta Ponto * ;

[

2. Com a ferramenta Poligono *" construa o triangulo ABC,

3. Encontre os pontos médios dos lados AB, BC e AC' com a ferramenta Ponto

médio ou centro -° | determinando assim os pontos My, Mg e Mc;

4. Utilizando a ferramenta Segmento * , construa as trés medianas ligando os vérti-

ces A, B e C aos pontos médios M4, Mp e My doslados A, B e C respectivamente;
5. Com a ferramenta Intersecio de dois objetos -, encontre o baricentro selecio-

nando dois dos segmentos criados.

Um possivel resultado da construcao pode ser visto na Figura 3.6.

Baricentro

Figura 3.6: Baricentro do triangulo ABC
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A razao 2 : 1 também pode ser confirmada no Geogebra utilizando a ferramenta
Distancia, comprimento ou perimetro Yl , onde é possivel verificar as medidas deter-

minadas pelos vértices e o baricentro em cada caso.

3.2.1.2 Circuncentro

Definicao 2. Considere dois pontos A e B. A mediatriz do segmento AB € a reta
perpendicular a AB que passa por seu ponto médio. A mediatriz de um segmento AB
também pode ser caracterizada como o lugar geométrico (LG) dos pontos do plano que
equidistam de A e B. Sendo assim, em um triangulo ABC é possivel determinar trés
mediatrizes referentes aos lados AB, BC' e AC.

As mediatrizes determinadas pelos lados de um tridngulo se interceptam em um

ponto denominado circuncentro como demonstrado na Proposicao 2.

Proposicao 2. Em todo tridingulo, as mediatrizes dos lados passam todas por um

mesmo ponto.

Demonstracao. Seja um triangulo ABC onde 7, s e t sao as mediatrizes dos lados BC,

C'A e AB respectivamente e o ponto O o ponto de interse¢ao de 7 e s.

Figura 3.7: Triangulo ABC' para construgao do circuncentro

Sendo a mediatriz como LG, temos que:
OB = OC pois O € r e OC = OA pois O € s; logo OB = OA.

Portanto, O € t.
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Sua construgao no software Geogebra pode se dar com os seguintes passos:

1. Marque trés pontos A, B e C no plano com a ferramenta Ponto * ;

2. Com a ferramenta Poligono P ,construa o triangulo ABC
3. Encontre os pontos médios dos lados AB, BC e AC' com a ferramenta Ponto

médio ou centro -° | determinando assim os pontos M4, Mp e Mg;

4. Utilizando a ferramenta Reta perpendicular -, construa as mediatrizes dos seg-
mentos selecionando o ponto médio e em seguida o segmento ao qual ele deve ser

perpendicular;
5. Com a ferramenta Intersecao de dois objetos >, encontre o circuncentro seleci-

onando duas das retas criadas.

Um possivel resultado da construcao pode ser visto na Figura 3.8.

Circuncentro

Figura 3.8: Circuncentro do triangulo ABC

3.2.1.3 Ortocentro

Definicao 3. Em um triangulo ABC, a altura relativa ao vértice A € o segmento que
une este vértice ao pé da perpendicular H, baizada de A ao segmento BC, sendo de-
nominado neste caso como pé da altura relativa a BC (ver Figura 3.9). Analogamente,
temos as alturas relativas aos vértices B e C, baizadas aos pés da altura relativa aos

segmentos AC e AB, respectivamente.
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A intersecao das trés alturas relativas de um tridngulo determina o ortocentro do

triangulo. A Proposi¢ao 3 demonstra a boa definicao do ortocentro.

Proposicao 3. Em todo triangulo, as trés alturas se intersectam em um so ponto, o

ortocentro do triangulo.

Demonstracao. Seja ABC um triangulo qualquer. Temos trés casos a considerar:

(i)

O AABC é retangulo:

Figura 3.9: Triangulo retangulo ABC' para construgao do ortocentro

Suponha BAC = 90°. Entdo A é o pé das alturas relativas aos lados AB e AC.
Como a altura relativa ao lado BC' passa por A pela defini¢do, entao as alturas

concorrem em A e assim

onde O é o ortocentro do AABC.

O AABC' é acutangulo:

Este caso é ilustrado na Figura 3.10. Tracando as retas r, s e t por A, B e C

respectivamente, paralelas a BC', C'A e AB também respectivamente e sendo

rNs={P},sNnt={M} etnr={N}
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entao temos que os quadrilateros ABCN e ABMC sao paralelogramos pois
AB//CN, AN//BC, AB//CM e AC//BM e assim CN = AB = CM, o que
garante que C' é ponto médio de M N. De modo analogo temos que B é ponto
médio de M P e A é ponto médio de NP.

Figura 3.10: Triangulo acutangulo ABC para construgao do ortocentro

Temos também que a altura relativa a BC' também é perpendicular a NP pois
NP//BC e de forma analoga as alturas relativas a AC' e AB sao respectivamente
perpendiculares a M P e MN.

Logo as alturas do AABC' sao as mediatrizes do AMNP e, como demonstrado
na Proposicao 2, as mediatrizes sao concorrentes em um tnico ponto, logo as
alturas do AABC também o sao.

(iii) O AABC é obtusangulo: Este caso é analogo ao caso (ii).

]

Uma construgao possivel do ortocentro no software Geogebra pode ser dada reali-

zando os seguintes passos:

1.

Marque trés pontos A, B e C no plano com a ferramenta Ponto *
Com a ferramenta Poligono P ,construa o triangulo ABC;

Utilizando a ferramenta Reta perpendicular -, construa retas que passem pe-
los vértices A, B e C e sejam perpendiculares os lados opostos BC, AC e AB

respectivamente selecionando os vértices e em seguida o lado oposto;
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4.

Determine os pés das alturas Hy, Hg e Ho com a ferramenta Intersecao de dois
objetos %, selecionando cada reta criada no Passo 3 e o lado do triangulo ao

qual ela intercepta;

1. F o N . 2 .
ilizan rramenta Segmento nstru r uras ligan vérti
Utilizando a ferramenta S to < | construa as trés alturas ligando os vértices

A, B e C aos pés das alturas Hy, Hg e H¢ respectivamente;

Com a ferramenta Intersecio de dois objetos < encontre o ortocentro selecio-

nando dois dos segmentos criados;

Para ficar visualmente melhor, pode-se ocultar as retas criadas no Passo 3 cli-
cando com o botao direito do mouse sobre cada uma delas e desmarcando a opg¢ao
“Exibir objeto”. Também podemos enfatizar o angulo reto nos pés das alturas

com a ferramenta Angulo £

Um possivel resultado da construgao pode ser visto na Figura 3.11.

Ortocentro

I

Figura 3.11: Ortocentro do triangulo ABC

3.2.1.4 Incentro

Definicao 4. Em um tridngulo ABC, a bissetriz interna relativa ao vértice A € o

segmento que divide o angulo BAC em dois dngulos congruentes, desde A até um

ponto I, pertencente ao lado BC denominado pé da bissetriz interna relativa a BC.

Analogamente temos as bissetrizes internas relativas aos vértices B e C.

A intersecao das trés bissetrizes de um triangulo determinam o incentro do trian-

gulo.
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Proposicao 4. As bissetrizes internas de todo triangulo concorrem em um unico ponto,

o incentro do triangulo.

Demonstracao. Seja ABC' um triangulo qualquer onde r, s e t sao, respectivamente,
as bissetrizes internas dos angulos internos nos vértices A, B e C, denotados como ZA,
/B e ZC e seja I o ponto de intersecao dos segmentos r e s.

Em um angulo ZAOB qualquer, sendo P um ponto do mesmo entao
d (P, B) —d (P, ﬁ) — P e bissetriz de ZAOB

Logo, tomando este caso para o triangulo em questao, temos que I equidista dos
lados AB e BC pois I € s e [ equidista dos lados AB e AC pois I € r, logo I equidista
de AC' e BC e, assim, I € t.

c.r, s et concorrem em [.

]

Podemos obter o incentro no software Geogebra seguindo os passos de construgao:
1. Marque trés pontos A, B e C' no plano com a ferramenta Ponto * ;

2. Com a ferramenta Poligono > ,construa o triangulo ABC

»
o

3. Utilizando a ferramenta Bissetriz =, encontre as bissetrizes selecionando nesta

ordem os pontos B+ A —-C, A—-C—>BeA—B—C(C;

4. Determine os pés das bissetrizes 14, Ig e I com a ferramenta Intersecao de dois

e

objetos | selecionando cada reta criada no Passo 3 e o lado do triangulo ao

qual ela intercepta;

.. A ~ . . . .
. Utilizan rramenta Segmento nstru rés bissetrizes internas ligan
5. Utilizando a ferramenta S to * , construa as trés bissetrizes internas ligando

os vértices A, B e C aos pés das bissetrizes 14, Ip e I¢ respectivamente;

N

6. Com a ferramenta Intersecao de dois objetos ~* encontre o incentro selecionando

dois dos segmentos criados;

7. Para ficar visualmente melhor, pode-se ocultar as retas criadas no Passo 3 cli-
cando com o botao direito do mouse sobre cada uma delas e desmarcando a opg¢ao
“Exibir objeto”. Também podemos enfatizar o angulo reto nos pés das alturas

com a ferramenta Angulo .

Um possivel resultado da construgao pode ser visto na Figura 3.12.
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A

Figura 3.12: Incentro do triangulo ABC

3.2.1.5 Reta de Euler

Leonhard Euler (1707-1783) foi um matemaético suigo que descobriu que o ortocentro,
o baricentro e o circuncentro de um triangulo sao colineares, ou seja, existe uma reta
que passa por esses trés pontos notaveis. Essa reta foi denominada como a reta de
Euler.

A Defini¢ao 5 e o Teorema 1 a seguir serao propostos pois 0os mesmos embasarao

algumas afirmacoes no decorrer do trabalho.

Definigao 5. Dado um triangulo ABC, sejam M, N, e S os pontos médios dos segmen-

tos AB, AC e BC, respectivamente. Uma base média de um tridngulo é um segmento

que une 0s pontos médios de dois dos seus lados. Os segmentos NS, MS e M N sao as

bases relativas aos lados AB, AC' e BC, respectivamente. Assim todo triangulo possui

exatamente trés bases médias.

Teorema 1. Seja ABC um tridngulo qualquer. Se MN € a base média de ABC
relativa a BC, entdo MN I % Reciprocamente, se pelo ponto médio M do lado AB
tracarmos a paralela ao lado BC', entao tal reta intersecta o lado AC em seu ponto

médio N. Ademais, em um qualquer dos casos acima, temos

N =-BC.
2

Demonstragao. =) Sejam o AABC e M N a base média de ABC relativa a BC, assim

como mostrado na Figura 3.13.
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Figura 3.13: Medida da base média do triangulo ABC'

Tomemos M’ sobre jﬁN de forma que MN = NM’. Sendo N ponto médio de AC
e ZANM = ZCNM’ (angulos OPV), entao AAMN = ACM'N pelo caso LAL e
_ ——>
portanto M'C'= MA e ZM'CN = ZMAN que implica M'C" || AM.
Logo,

BM =AM = M'C

BM = AM | M'C
Logo o quadrilatero M BC' M’ é um paralelogramo e portanto:

BC | Ml = VN

BC = MM'=2MN

<) Seja r a reta que passa pelo ponto médio M do lado AB e paralela ao lado BC'
Como MN também passa por M e é paralela a BC' temos que r coincide com M N.

Tem-se também N € r.
m

A existéncia da Reta de Euler é assegurada pelo Teorema 2.

Teorema 2. Se O, G e H sao respectivamente o circuncentro, o baricentro e o orto-

centro de um triangulo ABC, entao H, G e O sao colineares.
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Demonstracao. Seja ANABC onde O, G e H sao respectivamente o circuncentro, ba-
ricentro e ortocentro, H4 o pé da altura relativa ao lado BC' e X a intersecao da
mediatriz relativa ao lado BC' com o lado AC.

Seja também o AM MpgMc onde My, Mg e Mg sao os pontos médios dos lados
BC', AC e AB respectivamente.

Pelo Teorema 1, temos que:

AB__ BC __AC
MMy MpMe  MiMe (3.1)

NABC ~ AMAMBMC onde

Pela Proposicao 3 sabemos que o ponto O também é o ortocentro do AMsMgM¢.

Assim, temos que:

XMA H AHA pOiS XMA 1L BCe AHA 1 BC
/O0OM,G = ZHAG pois sao alternos internos e
como AG = 2G' My, pela Proposicao 1, por 3.1 temos que AH = 2M40.

entao AM,OG ~ ANAHG pelo caso LAL. Logo ZAGH = /M GO = O, G e H
colineares.

]

No software Geogebra é possivel determinar esses trés pontos a partir dos passos
descritos em 3.2.1.1, 3.2.1.2 e 3.2.1.3. A Figura 3.14 mostra em um tnico triangulo

ABC essas construgoes.

Ortodgntro

Circuncentrd

Figura 3.14: Triangulo ABC com alturas, medianas, bissetrizes e mediatrizes

Deixando explicito somente os pontos de ortocentro, baricentro e circuncentro temos

a Figura 3.15.
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@ Ortocentro

e Baricentro

@ Circuncentro

Figura 3.15: Ortocentro, baricentro e circuncentro do triangulo ABC

Nesta figura temos, visualmente aparente, esses pontos como colineares. Podemos
confirmar essa informacao utilizando a ferramenta Reta -~ e marcando dois desses

pontos notaveis. A reta obtida seréd a reta de Euler, como mostrado na Figura 3.16.

@ Ortocentro

@ Baricentro

@ Circuncentro

Figura 3.16: Reta de Euler do triangulo ABC

Observa-se que, ao marcar somente dois dos pontos notaveis a construcao ja nos
evidencia que o terceiro ponto estd na mesma reta. Pode-se confirmar essa informacao

criando-se retas dois a dois pontos e verificando que se trata da mesma reta.

3.2.2 A circunferéncia dos nove pontos

De acordo com Euzebio (2017), inicialmente foi-se atribuido a descoberta da circun-

feréncia dos nove pontos a Euler, porém ela apareceu antes, numa primeira vez, num
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artigo escrito por Poncelet e Brianchon, gedmetras franceses, por volta de 1820. Mas
foi Karl W. Feuerbach (1800 — 1834) que em 1822 publicou em seu livro proprieda-
des desta circunferéncia, que neste ponto da historia era chamada de circunferéncia de
Feuerbach.

A principal caracteristica desta circunferéncia, particularidade essa que a nomeia
da forma como usada nessa dissertacao, se deve ao fato de poder ser obtida, em um
triangulo qualquer, a partir dos trés pés das alturas, os pontos médio dos trés lados
e os trés pontos médios dos segmentos que ligam os vértices ao ortocentro, tornando
esses nove pontos conciclicos .

No Teorema 3 demonstra-se a existéncia de tal circunferéncia.

Teorema 3. Em um tridngulo ABC', sejam Hy, Hg e Ho o0s pés das alturas; My,
Mp e Mg os pontos médios dos trés lados; e P, () e R os pontos médios dos segmentos
que ligam os vértices ao ortocentro. Os pontos Ha, Hg, Ho, M, Mg, Mc, P, QQ e R

estao sobre uma mesma circunferéncia denominada circunferéncia dos nove pontos.

Demonstrag¢ao. Considere um AABC em que

e My, Mg e Mg sao os pontos médios dos lados BC', AC' e AB respectivamente;
e H,, Hp e H¢ sao pés das alturas dos lados BC', AC' e AB respectivamente;
e H é o ortocentro;

e P (@ e R sao os pontos médios dos segmentos AH, BH e C'H respectivamente.

Como BC é um lado comum aos triangulos AABC e AHBC, e, Mg, Mq, Q e R

pontos médios de AB, AC, HB e HC respectivamente, entao, pela Proposigao 1:
—_  BC —_  BC

e assim,
McMp = QR
De modo analogo, sendo AH um lado comum do ABAH e ACAH, entao:

—__  AH —_  AH
McQ || AH e McQ = =~ ; MpR || AH e MpR = —~

3Trés ou mais pontos sdo conciclicos se existe uma circunferéncia que passa por todos eles (?7?)
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logo,

MoQ = MpR

Assim, MgMcQ R é um paralelogramo e, como BC' 1 AH, MgMsQR é um retan-
gulo.

Analogamente, M MgP(Q é um retangulo assim como McM,RP. Entao MsP,
Mpg(@Q e McR sao trés diametros de um circulo. Como /M4 H 4P é um angulo reto,
este circulo passa por H,4. Analogamente, este circulo passa por Hg e He.

Portanto, .. M4, Mg, Mc, Ha, Hg, Hc, P, QQ e R sao conciclicos.

No software Geogebra podemos obter a circunferéncia dos nove pontos a partir das
construcoes ja feitas em 3.2.1 para a reta de Euler. Utilizando a ferramenta Ponto
médio ou centro -*, podemos marcar os pontos P, Q e R, descritos no Teorema 3.
Deixando em exposi¢ao os nove pontos destacados na Proposi¢ao 5 teremos o triangulo

como na Figura 3.17.

Figura 3.17: Os nove pontos do triangulo ABC

Utilizando a ferramenta Circulo definido por trés pontos O, podemos selecionar
trés dos nove pontos determinados e construir a circunferéncia dos noves pontos como
na Figura 3.18. Os demais pontos estao sobre a circunferéncia. Pode-se confirmar isto
selecionando trés a trés pontos e verificando que se trata sempre da mesma circunfe-

réncia.
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Ortocentro

Figura 3.18: Circunferéncia dos nove pontos do triangulo ABC

3.2.3 Solidos Platonicos e Sélidos Arquimedianos

Nesta se¢ao serao apresentados os Solidos Platénicos e Solidos Arquimedianos e indi-
cados algumas sugestoes para suas construcoes utilizando o Geogebra. Para tanto, é
necessario discutir sobre poliedros — visto que estes solidos fazem parte deste conjunto
de figuras geométricas — além de apresentar alguns teoremas e defini¢oes. O termo po-
liedro, etimologicamente falando, deriva da palavra grega pdly (varios) + hedra (faces),
ou seja, refere-se aos sélidos geométricos que possuem varias faces.

A Definicao 6, extraida de Neto (2013, p. 318), caracteriza um poliedro.

Definicao 6. Um poliedro é um conjunto fechado e limitado do espago, com inte-
rior nao vazio e cuja fronteira consiste da uniao de um niumero finito de poligonos

satisfazendo as condig¢oes a sequir:

(a) Dois poligonos quaisquer nao estao contidos em um mesmo plano.
(b) Se dois poligonos se intersectam, entao eles tém um vértice ou um lado comum.

(c) Se dois poligonos P e Q nao se intersectam, entao existem poligonos Py = P, Py, ..., P, =

Q, tais que P; e Py se intersectam, para 1 <1 < k.

Um poliedro é convexo se for um subconjunto convexo do espago, ou seja, todo
segmento de reta que liga dois pontos desse poliedro estd inteiramente contido nele

mesmo.

Nos poliedros, cada intersecao de duas faces é chamada de aresta do poliedro e, cada

intersecao de duas ou mais arestas ¢ chamado de vértice do poliedro. Denotaremos neste
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trabalho A, F' e V como sendo, respectivamente, o nimero de arestas, o nimero de
faces e o namero de vértices de um poliedro.

A saber, um poliedro convexo aberto consiste em retirar uma face de um poliedro
convexo fechado e em seguida achata-lo, de modo a obter uma figura plana. Para
esse novo poliedro, tem-se que o nimero de vértices e arestas permanecem inalterados

enquanto que o nimero de faces é diminuido em uma unidade.

Lema 1. Se um poliedro tem A arestas e é constituido por poligonos de no mdximo n

lados e em cada vértice concorrer o mesmo numero de arestas m, entao

2A:zn:kz-Fk:§:k-Vk
k=3 k=3

em que F} denota o niumero de faces e Vi, denota o nimero de vértices de k lados

do poliedro.

Demonstracao. Como cada aresta do poliedro pertence a exatamente duas faces, basta
observar que ambos os membros da igualdade do enunciado contam cada aresta exata-
mente a mesma quantidade de vezes.

]

Em relacao ao namero de vértices, faces e arestas também podemos enunciar a
relacao de Euler descrita no Teorema 4, conceito demonstrado por Leonhard Euler
(1707-1783).

Teorema 4. Em todo poliedro convexo com F faces, A arestas e V vértices, valem as

relacoes
(i) V— A+ F =1 em um poliedro convexo aberto.
(1)) V+ F = A+ 2 em um poliedro convexo fechado.
Demonstracao. Provemos os itens i e 12 separadamente:

(i) A prova sera por indugao finita sobre o nimero de faces.
Base de inducao: F' =1

Neste caso a superficie se reduz a um poligono plano convexo de n lados e, entao

V=n,A=n e temos
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V-A+F=n—-n+1=1=V-A+F=1

Logo, o resultado vale para F' =1

Passo indutivo: Suponhamos que o resultado seja valido para um poliedro com F’
faces, V' vértices e A’ arestas, ou seja, vale que V' — A’ + F' = 1. Vamos provar
que também vale para uma superficie de F”" = F’ 41 faces, obtida acrescentando

uma face ao poliedro de F’ faces, V" vértices e A” arestas.

Por hipotese, temos que:
Vi—A+F =1

Acrescentando a esta superficie aberta uma face de p arestas e considerando que ¢
destas arestas coincidem com arestas ja existentes, obteremos uma nova superficie

com F"” faces, A" arestas e V" vértices tais que:
F'=F 41
A" = A"+ p— q ( q arestas coincidiram )

V"=V"+p—(q+1) ( qarestas coincidindo, ¢ + 1 vértices coincidem )

Assim, temos:

VA F =V - (g4 )~ (A - )+ (F )
=V +p—q—1-A —p+qg+F +1

=V —-A+F

Como por hipotese V! — A" + F' = 1, entéo:

VI AL P =1

o que prova a relacao preliminar.
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(ii) Considere uma superficie de qualquer poliedro convexo ou qualquer superficie
poliédrica limitada convexa fechada com V' vértices, A arestas e F' faces e dela
retiremos uma face. Ficamos, entdo, com uma superficie aberta com V' vértices,

A’ arestas e F” faces para a qual vale a relagao
VIi-A+F =1

temos que V' =V A =Ae F'=F — 1, entao:
V-A+(F-1)=1=2V-A+F=2=V+F=A+2

3.2.3.1 Solidos Platoénicos
Dentre os poliedros convexos, hé aqueles que sao ditos regulares.

Definicao 7. Um poliedro convexo € dito reqular se as duas condigoes a sequir forem

satisfeitas:
(a) Todas as suas faces forem poligonos requlares com um mesmo nimero de arestas.

(b) Em cada um de seus vértices incidir um mesmo nimero de arestas.

Estes poliedros regulares também sao chamados de Poliedros de Platao ou Soélidos
Platonicos, e seguindo esta definicao é possivel determiné-los. O Teorema 5 garante
a existéncia de somente estes cinco poliedros, a saber: tetraedro, hexaedro, octaedro,

dodecaedro e icosaedro, cujo niimero de faces sao, respectivamente, 4, 6, 8, 12 e 20.

Teorema 5. Todo poliedro convexo reqular é um tetraedro, hexaedro, octaedro, dode-

caedro ou icosaedro.

A demonstracao geométrica deste teorema foi feita por Euclides e encontra-se no
livro XIIT (Os Elementos). A demonstragao algébrica a seguir foi baseada em Lima et
al. (2012).

Demonstracao. Seja n o nimero de lados de cada face de um poliedro e m o nimero

de arestas que concorrem no mesmo vértice. Generalizando o Lema 1 temos que

2A:nF:mV:>V:ﬂ.
m
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A partir da Relagao de Euler demonstrada no Teorema 2 e as relagoes acima, temos

que:

F r
V+F:A+2;»”—+F:"7+2;s2mF+2nF:mnF+4m;»
m
4dm

2mF +2nF — mnF =4m = F(2m+ 2n —mn) =4dm = F = .
2m + 2n — mn

Assim, se faz necessario termos 2m +2n —mn > 0 = 2n > m(n — 2) > 3(n — 2),
pois m > 3. Ou seja, 2n > 3(n —2) = n < 6,logo, 2 <n<6=n=3,n=4,n=>5
. 4m
(i) Paran=3=F = I — =F= g
m =3 = F = 4 (Tetraedro)
m =4 = F = 8 (Octaedro)
m =5 = F = 20 (Icosaedro)

>0=3<m<6.

4dm 4dm
2m + 2n — mn 8 —2m
m =3 = F = 6 (Hexaedro)

I
T
I

(ii) Paran=4=F = >0=3<m<4

4m 4m
2m + 2n — mn 10 — 3m
m =3 = F = 12 (Dodecaedro)

I
T
I

(ili) Paran =5= F =

10

]

Trés desses solidos possuem faces que sao triangulos equildteros, um possui faces
quadradas e o tltimo possui faces pentagonais e seus nomes sao derivados dos seus
nameros de faces. Segundo Eves (2004), Platao (427 a.C. — 347 a.C.) relacionou cada
um destes cinco so6lidos a elementos da construcao do universo. Para ele o tetraedro se
relaciona ao fogo, o dodecaedro aos cosmos e o octaedro ao ar pois os atomos destes
elementos possuem a forma do poliedro relacionado. J& o hexaedro se relaciona com
a terra pois varios deles lado a lado conferiria uma superficie solida como a terra e o
icosaedro se relaciona com &gua pois ela seria constituida por estes poliedros.

E possivel determinar que as faces dos solidos platonicos serdo sempre do tipo
triangular, quadrangular ou pentagonal. Para isso, atemo-nos a uma propriedade fun-
damental demonstrada por Euclides: a soma dos angulos das faces poligonais em volta
de cada vértice de um poliedro é sempre menor do que 360°. Esta é a proposi¢ao 21
do Livro XI (Os Elementos) de Euclides.
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Teorema 6. As faces de um poliedro reqular serao sempre triangulares, quadrangulares

ou pentagonais.

Demonstra¢ao. Suponha um poliedro regular com faces triangulares regulares (trian-
gulo equilatero) onde os dngulos internos de cada face possui a medida de 60°. Como
em cada vértice pode incidir pelo menos trés faces, consideremos os casos onde ha trés,
quatro ou cinco faces incidindo no mesmo vértice.

Deste modo, a soma dos angulos internos dos triangulos incidentes em cada vértice
serd, respectivamente, 3 - 60° = 180°, 4 - 60° = 240°, 5 - 60° = 300°, garantindo a
existéncia desses solidos por meio da proposi¢ao 21 do Livro XI. No caso da incidéncia
de 6 ou mais faces essa soma ultrapassaria 360°, que nao é possivel para um poliedro.

De modo analogo ¢ possivel determinar a existéncia de um tnico poliedro regular
com faces quadrangulares (quadrado), onde hé trés faces incidindo no mesmo vértice,
e um unico poliedro com faces pentagonais (pentagono regular), caso este em que
também hé trés faces incidindo sobre o mesmo vértice.

Os casos onde as faces do poliedro possuam 6 ou mais lados nao sao possiveis pois
a soma dos angulos dos poligonos em volta do mesmo vértice ultrapassaria 360°. Logo,
as Unicas faces possiveis para os poliedros regulares sao triangulares, quadrangulares

ou pentagonais. O

A Tabela 3.1 apresenta as principais caracteristicas dos Poliedros de Platao.

Tabela 3.1: Caracteristicas dos Poliedros de Platao
n° Poliedro Tipo de Face | Faces | Vértices | Arestas | m | n
01 Tetraedro Triangular 4 4 6 g [
02 | Hexaedro (cubo) | Quadrangular 6 8 12 4 |3
03 Octaedro Triangular 8 6 12 3|4
04 Dodecaedro Pentagonal 12 20 30 5 [
05 [cosaedro Triangular 20 12 30 3|5
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No Geogebra é possivel construir os cinco soélidos platéonicos com um comando
disponibilizado pelo proprio software onde inicialmente, determina-se dois pontos A
e B no plano 3D que determinarao as arestas do poliedro e, no campo entrada de

equagoes, digitar para cada caso:

1. Tetraedro: Tetraedro(A, B). Um possivel resultado é apresentado na Figura 3.19.

Figura 3.19: Tetraedro

2. Hexaedro (cubo): Cubo(A, B). Um possivel resultado é apresentado na Figura
3.20.

Figura 3.20: Cubo

3. Octaedro: Octaedro(A, B). Um possivel resultado é apresentado na Figura 3.21.

Figura 3.21: Octaedro
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4. Dodecaedro: Dodecaedro(A, B). Um possivel resultado é apresentado na Figura
3.22.

Figura 3.22: Dodecaedro

5. Tcosaedro: Icosaedro(A, B). Um possivel resultado é apresentado na Figura 3.23.

Figura 3.23: Icosaedro

3.2.3.2 Solidos Arquimedianos

De acordo com Sutton (2015), Johannes Kepler (1571 — 1630) comegou a descrever treze
solidos semirregulares porém foi a Arquimedes (287 a.C. — 212 a.C.) que se atribuiu o

estudo deles, que ficaram conhecidos como sélidos arquimedianos em sua homenagem.

Definicao 8. Os poliedros arquimedianos sao poliedros convexos cujas faces sao poli-
gonos requlares de mais de um tipo, e todos os seus vértices sao congruentes, ou seja,

existe o mesmo arranjo de poligonos em torno de cada vértice, exceto por rotacao.

Os poliedros arquimedianos podem ser obtidos através de construcoes, ditas ope-

racoes, feitas a partir dos sélidos de Platdo. Essas operacoes sao de truncamento * ou

4Em geometria, cortar um solido geométrico por um plano secante
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de snubficagao, “operac¢ao que consiste em afastar todas as faces (rotacionando-as ou
nao) do poliedro primitivo e preenchendo os espagos vazios com poligonos regulares”
(NEVES, 2017, p. 55).

Os truncamentos que serao propostos poderao ser de dois tipos:

(1) A partir do ponto médio das arestas do poliedro ou;

(2) A partir de um ponto determinado em cada aresta de modo que, ao final, se obtenha

um poligono regular como face.

Como os solidos platonicos assumem faces triangulares, quadrangulares ou penta-
gonais, podemos determinar o ponto exato a ser feito o truncamento, do tipo 1 ou 2, a

partir de um estudo feito em cada um desses tipos de faces. Se a face for:
I) triangular:

1) para o truncamento Tipo 1:

Figura 3.24: Face triangular para truncamento Tipo 1

Seja AABC' equilatero e os pontos M4, Mg e Mq pontos médios dos lados
BC, AC e AB respectivamente. Como o AABC é equilatero, entdo AB =
AC = BC = z e assim MaMg = MsMs = MMy = a. Pelo Teorema 1, a

relacao da medida a com x ¢ dada por

CL:§

e assim podemos determinar o AM4MpgM equilatero e inscrito no AABC,
apresentados na Figura 3.24.
Sendo y a medida dos lados do AM4MgM¢, pelo Teorema 1, a relagao de y

e x ¢ dada por:
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2) para o truncamento Tipo 2:

Figura 3.25: Face triangular para truncamento Tipo 2

Seja ANABC' equilatero e o hexdgono regular DEFGHI inscrito no AABC
com D.F € AB, F,Ge€ BC e H,I € AC.

Seja também

e AB=AC=BC=xz
e DE=EF=FG=GH=HI=DI=y.

Sendo o hexadgono DEFGHI regular, entao as medidas dos seus angulos in-
ternos serao de 120° e, por construcao, sendo /DI H suplementar de ZAID e
/ZIDE suplementar de ZADI entao

/DIH = ZIDE = 120° = LAID = ZADI = 60°.

Logo, o AADI também é equilatero com lado de medida y. De modo ana-
logo, podemos determinar que ABEF e ACGH também sao equilateros e
portanto podemos determinar o hexagono regular DEFGHI dividindo os la-

dos do AABC em trés segmentos com medidas iguais.

Entao a relagao entre y e x sera dada por:

?ng-

O AABC e o hexagono regular DEFGHI inscrito estao apresentados na
Figura 3.25.
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II) quadrangular:

1) para o truncamento Tipo 1:

B

Figura 3.26: Face quadrangular para truncamento Tipo 1

Seja o quadrado ABC'D e os pontos E, F', G e H pontos médios dos lados AB,
BC, CD e AD respectivamente. Seja também AB = BC'=CD = AD =xe
assim A = EB=BF =FC =CG=GD =DH = HA = a. A relagao da

medida a com z é dada por

a = —

2

e assim podemos determinar o quadrado £ F'G H inscrito no quadrado ABCD,

apresentados na Figura 3.26.

Sendo y a medida dos lados do quadrado EFGH, a relacao de y e x pode ser
dada por:

2
y2:a2+a2:>y2=2a2:>y:\/§a:>y:%x

para o truncamento Tipo 2:

Seja o quadrado ABC'D e o octogono regular EFGHIJK L inscrito no qua-
drado ABCD com E.F € AB, G,H € BC,1,J € CDe K,L € AD.

Seja também

e AB=BC=CD=AD ==x
e FF=FG=GH=HI=1J=JK=KL=FL=y
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D a J y | a C

v v
a : . a
K / \ H

Figura 3.27: Face quadrangular para truncamento Tipo 2

e AE=FB=BG=HC=CI=JD=DK=AL=a

Assim podemos determinar qual o valor de a e y em relagao a x analisando a

construcao, onde:

r—Y

x:2a—|—y:>a:T (3.2)
y2:a2+a2:>y2:2a2:>y:\/§a (3.3)
Aplicando 3.2 em 3.3 temos
x (2 —2)x
mz?a%—ﬁaix: 2+\/§a$a: >q0=—"
( ) 2+ V2 2

e aplicando 3.3 em 3.2 temos
- 2y 2y V2y + 2y
—\/§<x y):»——x— Sr=yt ==t =
’ 2 V2 Y NG V2

2y + 2v/2
yT\/_y;‘x=y+\/§y;‘x=(1+\/§)y$y=(\/§—1)x

e assim podemos determinar o octéogono regular FFGHIJKL inscrito no

quadrado ABC D, apresentados na Figura 3.27.
IIT) pentagonal:

1) para o truncamento Tipo 1:



3.2. CONSTRUCOES UTILIZANDO O GEOGEBRA 63

Seja o pentagono ABCDFE e os pontos F', G, H, I e J pontos médios dos
lados AB, BC, C'D e AD respectivamente. Seja também AB = BC' = CD =
DE=AE=x¢cassim AF =FB=BG=GC=CH=HD=DI=1E =
EJ = AJ = a. A relacdo da medida a com z é dada por

x
a= =
2

e assim podemos determinar o pentagono FGHIJ inscrito no pentidgono
ABCDE, apresentados na Figura 3.28.

Figura 3.28: Face pentagonal para truncamento Tipo 1

Sendo y a medida dos lados do pentagono FGHI.J, a relacao de y e x pode

ser dada por:

2
y2:a2+a2:>y2:2a2:>y:\/§a:>y:§x

2) para o truncamento Tipo 2:

Figura 3.29: Face pentagonal para truncamento Tipo 2
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Seja o pentagono ABCDFE e o decégono regular FGHIJKLMNO inscrito
no pentagono ABCDFE com F.G € AB, H,I € BC, JJ K ¢ CD, LM € DE
e N,O € AE.

Seja também

e AB=BC=CD=DE=AE=x
e FG=GH=HI=1J=JK=KL=LM=MN=NO=FO=y
e AL=FB=BG=HC=CI=JD=DK=AL=a

Assim podemos determinar qual o valor de a e y em relacao a x, analisando a
relacao entre os lados descritos acima e aplicando a lei dos senos no triangulo
ADKL, onde ZKLM = ZJKL = 144° pois o decigono ¢é regular e assim
LDLK = /DKL = 36° = ZKDL = 108°. Logo:

r=2a+y=y=1x—2z (3.4)
Y B a Ly senl08°a
senl08°  sen36° y= sen36° (3.5)
Aplicando 3.5 em 3.4 temos
B senl108° 5 B T
r=da sen36° + —a= sen108°
+ 2
sen36°
logo
G R (L
sen36°

e assim podemos determinar o decagono regular FGHIJK LM N O inscrito no

pentagono ABCDE, apresentados na Figura 3.29.

Ja a snubficagao poderé ser feita sem rotagao, sendo denominada expansao e ge-

rando poliedros chamados rombo ou com rotacao onde gerara poliedros denominados

snub.

A construcao dos solidos arquimedianos no software Geogebra seré feita a partir

dessas operagoes, onde serd proposto um pequeno guia para cada, de modo a direcionar

a construcao em cada caso.
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(1) Tetraedro Truncado:

A construcao do tetraedro truncado sera proposta a partir do truncamento Tipo
2 de um tetraedro. Assim, os passos de sua construcao no Geogebra podem ser

descritos como:

1. Construa um tetraedro seguindo os passos descritos em 3.2.3.1;

2. A partir do estudo feito para o truncamento Tipo 2 em faces triangulares, com
a ferramenta Segmento com Comprimento Fizo ©  determine os pontos do he-
xagono inscrito em cada face do tetraedro fazendo a relagao entre a medida y e

x descrita no processo, como mostrado na Figura 3.30.

Figura 3.30: Pontos para determinagao dos hexagonos inscritos nas faces do tetraedro

3. Com a ferramenta Poligono b- , construa as faces do tetraedro truncado, com-
posta pelos hexagonos inscritos as faces do tetraedro e os tridngulos gerados

pelo truncamento, assim como na Figura 3.31.

Figura 3.31: Tetraedro truncado inscrito no tetraedro
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4. Por fim, omitindo o tetraedro da construgao, obtém-se o tetraedro truncado,

como mostrado na Figura 3.32.

=,

Figura 3.32: Tetraedro truncado

(2) Cubo Truncado:

A construcao do cubo truncado sera proposto a partir do truncamento Tipo 2 de
um cubo. Assim, os passos de sua construcao no Geogebra podem ser descritos

COImo.

1. Construa um cubo seguindo os passos descritos em 3.2.3.1;

2. A partir do estudo feito para o truncamento Tipo 2 em faces quadrangulares,
com a ferramenta Segmento com Comprimento Fizo ©  determine os pontos do
octdgono inscrito em cada face do cubo fazendo a relagao entre a medida a e x

descrita no processo, como mostrado na Figura 3.33.

=

D

Figura 3.33: Pontos para determinacao dos octégonos inscritos nas faces do cubo

3. Com a ferramenta Poligono » , construa as faces do cubo truncado, composta
pelos octégonos inscritos as faces do cubo e os tridangulos gerados pelo trunca-

mento, assim como na Figura 3.34.



3.2. CONSTRUCOES UTILIZANDO O GEOGEBRA 67

o

D

Figura 3.34: Cubo truncado inscrito no cubo

4. Por fim, omitindo o cubo da construcao, obtém-se o cubo truncado, como mos-

trado na Figura 3.35.

Figura 3.35: Cubo truncado

(3) Octaedro Truncado:

A construcao do octaedro truncado seré proposto a partir do truncamento Tipo
2 de um octaedro. Assim, os passos de sua construcao no Geogebra podem ser

descritos como:

1. Construa um octaedro seguindo os passos descritos em 3.2.3.1;

2. A partir do estudo feito para o truncamento Tipo 2 em faces triangulares, com
a ferramenta Segmento com Comprimento Fizo *  determine os pontos do he-
xagono inscrito em cada face do octaedro fazendo a relagao entre a medida y e

x descrita no processo, como mostrado na Figura 3.36.
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Figura 3.36: Pontos para determinacao dos hexagonos inscritos nas faces do octaedro

|
3. Com a ferramenta Poligono ", construa as faces do octaedro truncado, com-
posta pelos octdgonos inscritos as faces do octaedro e os quadrados gerados pelo

truncamento, assim como na Figura 3.37.

Figura 3.37: Octaedro truncado inscrito no octaedro

4. Por fim, omitindo o octaedro da construcao, obtém-se o octaedro truncado,

como mostrado na Figura 3.38.

---------------

Figura 3.38: Octaedro truncado
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(4) Dodecaedro Truncado:

A construcao do dodecaedro truncado seré proposto a partir do truncamento Tipo
2 de um dodecaedro. Assim, os passos de sua construcao no Geogebra podem ser

descritos como:

1. Construa um dodecaedro seguindo os passos descritos em 3.2.3.1;

2. A partir do estudo feito para o truncamento Tipo 2 em faces pentagonais, com
a ferramenta Segmento com Comprimento Fizo *  determine os pontos do de-
cagono inscrito em cada face do dodecaedro fazendo a relacao entre a medida y

e x descrita no processo, como mostrado na Figura 3.39.

Figura 3.39: Pontos para determinacao dos decagonos inscritos nas faces do dodecaedro

3. Com a ferramenta Poligono P , construa as faces do dodecaedro truncado, com-
posta pelos decidgonos inscritos as faces do dodecaedro e os triangulos gerados

pelo truncamento, assim como na Figura 3.40.

Figura 3.40: Dodecaedro truncado inscrito no dodecaedro

4. Por fim, omitindo o dodecaedro da construgao, obtém-se o dodecaedro truncado,

como mostrado na Figura 3.41.
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Figura 3.41: Dodecaedro truncado

(5) Icosaedro Truncado:

A construcao do icosaedro truncado sera proposto a partir do truncamento Tipo
2 de um icosaedro. Assim, os passos de sua construgao no Geogebra podem ser

descritos como:

1. Construa um Icosaedro seguindo os passos descritos em 3.2.3.1;

2. A partir do estudo feito para o truncamento Tipo 2 em faces triangulares, com
a ferramenta Segmento com Comprimento Fizo *  determine os pontos do he-
xagono inscrito em cada face do icosaedro fazendo a relagao entre a medida y e

x descrita no processo, como mostrado na Figura 3.42.

Figura 3.42: Pontos para determinacao dos hexagonos inscritos nas faces do icosaedro

3. Com a ferramenta Poligono P> , construa as faces do icosaedro truncado, com-
posta pelos hexagonos inscritos as faces do icosaedro e os pentiagonos gerados

pelo truncamento, assim como na Figura 3.43.
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&

Figura 3.43: Icosaedro truncado inscrito no icosaedro

4. Por fim, omitindo o icosaedro da construgao, obtém-se o icosaedro truncado,

como mostrado na Figura 3.44.

Figura 3.44: Icosaedro truncado

(6) Cuboctaedro:

A construcao do cuboctaedro pode ser determinada a partir do truncamento do
cubo ou do octaedro. Neste trabalho, sera proposto a partir do truncamento Tipo 1
de um Cubo, porém para o caso do Octaedro os passos seguiriam andlogos. Assim,

os passos de sua construgao no Geogebra podem ser descritos como:

1. Construa um Cubo seguindo os passos descritos em 3.2.3.1;

2. A partir do estudo feito para o truncamento Tipo 1 em faces quadrangulares,
com a ferramenta Ponto Médio ou Centro - determine os pontos do quadrado
inscrito em cada face do cubo fazendo a relagao entre a medida a e x descrita

no processo, como mostrado na Figura 3.45.
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Figura 3.45: Pontos para determinacao dos quadrados inscritos nas faces do cubo

3. Com a ferramenta Poligono x , construa as faces do cuboctaedro, composta
pelos quadrados inscritos as faces do cubo e os triangulos gerados pelo trunca-

mento, assim como na Figura 3.46.

Figura 3.46: Cuboctaedro inscrito no cubo

4. Por fim, omitindo o cubo da construgao, obtém-se o cuboctaedro, como mos-

trado na Figura 3.47.

Figura 3.47: Cuboctaedro
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(7) Icosidodecaedro:

A construcao do icosidodecaedro seré proposta a partir do truncamento Tipo 1
de um dodecaedro. Assim, os passos de sua construcao no Geogebra podem ser

descritos como:

1. Construa um dodecaedro seguindo os passos descritos em 3.2.3.1;

2. A partir do estudo feito para o truncamento Tipo 1 em faces pentagonais, com
a ferramenta Ponto Médio ou Centro -* determine os pontos do pentagono
inscrito em cada face do dodecaedro fazendo a relacao entre a medida a e x

descrita no processo, como mostrado na Figura 3.48.

Figura 3.48: Pontos para determinacao dos pentagonos inscritos nas faces do dodeca-
edro

3. Com a ferramenta Poligono b , construa as faces do icosidodecaedro, composta
pelos pentagonos inscritos as faces do cubo e os triangulos gerados pelo trunca-

mento, assim como na Figura 3.49.

Figura 3.49: Icosidodecaedro inscrito no dodecaedro
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Figura 3.50: Icosidodecaedro

4. Por fim, omitindo o dodecaedro da construcao, obtém-se o icosidodecaedro,

como mostrado na Figura 3.50.

(8) Rombicuboctaedro:

Para a construgao do rombicuboctaedro seré proposto a snubificagao do cubo, ou
seja, seré feito a explosao das faces do cubo para o exterior até que a distancia que

as separem seja equivalente a medida da aresta do cubo.

Figura 3.51: Relacao entre medidas para snubficagao do cubo

Logo, sendo a a distancia entre a face explodida e a face do cubo correspondente e
x a medida da aresta do cubo, assim como mostra a Figura 3.51, podemos deter-
minar uma relacao entre essas medidas pois as mesmas determinam um triangulo

retangulo, fato confirmado com a ferramenta Angulo 4/,

Assim, pelo Teorema de Pitagoras, temos que:
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x? x? x V2zx
2

x2:a2+a2=>x2=2a2:>a2=?:>a:

Logo, aplicando essa relacao em todas as faces do cubo podemos observar as faces

assim como mostrado na Figura 3.52.

Figura 3.52: Snubficagao do cubo

Completando os espagos com outros quadrados e triangulos com o uso da ferra-

menta Poligono > , € determinado o rombicuboctaedro assim como na Figura 3.53

Figura 3.53: Rombicuboctaedro

(9) Gran Rombicuboctaedro:

O gran rombicuboctaedro pode ser obtido através do truncamento feito no cubocta-
edro, porém ele gerara um poliedro que possui faces nao regulares. Para evitar essa
construcao de um poliedro nao arquimediano, a construcao do gran rombicuboc-
taedro neste trabalho foi desenvolvida através da explosao dos octogonos regulares

inscritos na face de um cubo.
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A medida a necessaria entre as faces snubificadas e faces originais para que as
distancias entre os octégonos sejam equivalentes a medida de seus lados pode ser
determinada a partir da relacao existente entre ela e a medida do lado do octégono

y, medidas essas ilustradas na Figura 3.54.
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Figura 3.54: Relagao entre medidas para snubificacao das faces octogonais do cubo

s -

Pela construcao feita na face quadrangular para o truncamento Tipo 2 temos que:

2 2
2 2 2 2 2 2 _ Y Y Y \/§y
— = =9 = = =q= e ="==q=—>=
Yy a®+a Y a a 9 a 9 a \/5 a 9

e assim é possivel fazer a snubificacao, demonstrada na Figura 3.55 e a partir dela,
com a construcao das faces no espacos com quadrados e hexagonos com o uso da

"3. L . . .
ferramenta Poligono +~, é determinado o gran rombicuboctaedro assim como na

Figura 3.56

Figura 3.55: Snubficacao das faces octogonais do cubo
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Figura 3.56: Gran rombicuboctaedro

(10) Rombicosidodecaedro:

A construcao do rombicosidodecaedro sera proposta a partir da snubificagao do
dodecaedro, ou seja, sera feito a explosao das faces do mesmo para o exterior até

que a distancia que as separem seja equivalente a medida da aresta do cubo.

Figura 3.57: Relagao entre medidas para snubificacao do dodecaedro

Logo, sendo a a distancia entre a face explodida e a face do dodecaedro correspon-
dente e x a medida da aresta do dodecaedro, assim como mostra a Figura 3.57,
podemos determinar uma relagao entre essas medidas pois as mesmas determi-
nam um tridngulo acutangulo isésceles com angulos de medida 63,43°, 58,285° e

58, 285°, fato confirmado com a ferramenta Angulo 4
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Assim, pela lei dos senos, temos que:

x a sen (58, 285°)

g i - .
sen(63,43°)  sen(58,285°) ~ © sen(63,43°)

Logo, aplicando essa relacao em todas as faces do dodecaedro podemos observar

as faces assim como mostrado na Figura 3.58.

Figura 3.58: Snubficacao do dodecaedro

Completando os espagos com outros quadrados e triangulos com o uso da ferra-
menta Poligono b , ¢ determinado o rombicosidodecaedro assim como na Figura
3.59

Figura 3.59: Rombicosidodecaedro
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(11) Gran Rombicosidodecaedro:

O gran rombicosidodecaedro pode ser obtido através do truncamento feito no cu-
boctaedro, porém, assim como no gran rombicuboctaedro, ele gerara um poliedro
que possui faces nao regulares. Logo a construgao do gran rombicosidodecaedro foi
desenvolvida através da explosao dos decidgonos regulares inscritos na face de um

dodecaedro.

A medida a necesséria entre as faces snubificadas e faces originais para que as
distancias entre os decdgonos sejam equivalentes a medida de seus lados pode ser
determinada a partir da relagao existente entre ela e a medida do lado do decagono

y, medidas essas enfatizadas na Figura 3.60.

Figura 3.60: Detalhe da relacao entre medidas para snubificacao das faces decagonais
do dodecaedro

Essas medidas novamente determinam um triangulo acutangulo isésceles com angu-
los de medida 63, 43°, 58, 285° e 58, 285°, fato também confirmado com a ferramenta

Angulo 4. ¢ observado na Figura 3.61.

Figura 3.61: Snubficagao das faces decagonais do dodecaedro
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Assim, novamente pela lei dos senos, temos que:

y a sen (58, 285°)

=q=—""2""" 7
sen(63,43°)  sen(58,285°) ~ © sen(63,43°) 7

e assim é possivel fazer a snubificagao, demonstrada na Figura 3.61 e a partir dela,

com a construcao das faces no espagos com quadrados e hexédgonos com o uso da
y > . . .. .

ferramenta Poligono *", é determinado o gran rombicosidodecaedro assim como

na Figura 3.62

Figura 3.62: Gran rombicosidodecaedro

Cubo Snub:

Ao se fazer a snubificacdo com uma rotacao das faces expandidas de um cubo
podemos obter o cubo snub. Na Figura 3.63 é mostrado a snubificacao onde a

rotacao das faces foi feita de modo a se obter triangulos equiléteros.

Figura 3.63: Faces do cubo expandidas e rotacionadas
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Figura 3.64: Cubo snub

Assim, completando as faces dos tridngulos faltantes obteremos o cubo snub, assim

como mostrado na Figura 3.64.

(13) Dodecaedro Snub:

Assim como no cubo snub, o dodecaedro snub pode ser obtido através da snubi-
ficacao com uma rotagao das faces expandidas de um poliedro, neste caso de um
dodecaedro. Na Figura 3.65 é mostrado a snubificagao onde a rotagao das faces foi

feita de modo a se obter tridngulos equilateros.

Figura 3.65: Faces do dodecaedro expandidas e rotacionadas

Assim, completando as faces dos triangulos faltantes obteremos o cubo snub, assim

como mostrado na Figura 3.66.
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Figura 3.66: Dodecaedro snub

As principais caracteristicas dos solidos arquimedianos sao resumidas na Tabela 3.2

a seguir.
Tabela 3.2: Caracteristicas dos Poliedros Arquimedianos
n° Poliedro Tipo de Face | Faces | Vértices | Arestas
01 Tetraedro Truncado 4T e 4H 8 12 18
02 Cubo Truncado 8T e 60 14 24 36
03 Octaedro Truncado 6() e 8H 14 24 36
04 Dodecaedro Truncado 20T e 12D 32 60 90
05 lcosaedro Truncado 12P e 20H 32 60 90
06 Cuboctaedro 8T e 6Q) 14 12 24
07 leosidodecaedro 20T e 12P 32 30 60
08 Rombicuboctaedro 8T e 18Q) 26 24 48
09 | Gran Rombicuboctaedro 12Q), 8H e 60 26 48 72
10 Rombicosidodecaedro 20T, 30Q e 12P 62 60 120
11 | Gran Rombicosidodecaedro | 30Q, 20H e 12D 62 120 180
12 Cubo Snub 32T e 6Q 38 24 60
13 Dodecaedro Snub 80T e 12P 92 60 150
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Nesta tabela sao apresentados os tipos de faces de cada poliedro arquimediano,
sendo: triangulo (T), quadrado (Q), pentagono (P), hexagono (H), octéogono (O) e
decégono (D) além da quantidade de faces, vértices e arestas.

Atualmente o GeoGebra possui uma comunidade onde seus usuérios podem com-
partilhar os trabalhos desenvolvidos utilizando o software. Sendo assim, as construcoes
dos solidos platonicos e arquimedianos aqui apresentados encontram-se em formato de
livro digital disponivel no link < https://ggbm.at /ywegybppy >~ ou em meu perfil com

nome de usuario erickgpires.


https://ggbm.at/ywgy5ppy
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Capitulo 4

Estudo de caso

Neste capitulo serao descritos os métodos adotados e os resultados da aplicacao de
atividades propostas para 24 alunos do 8° e 26 alunos do 9° Ano do Ensino Funda-
mental - Anos Finais com a finalidade de exploracao do software Geogebra e suas

potencialidades.

4.1 Metodologia

O experimento foi realizado em uma escola da rede particular de ensino em Goiédnia-
GO que possui em sua estrutura uma sala de aula de informéatica composta por 20
computadores.

Inicialmente desenvolveu-se algumas aulas de Geometria Plana e Espacial com as
turmas, usando como referencial teérico os livros didaticos de Matematica da Colecao
do Projeto Telaris de Luiz Roberto Dante pela Editora Atica, utilizando-se de instru-
mentos tradicionais como régua e compasso para, por fim, introduzir a aplicagao com
o programa Geogebra.

A aplicagao da atividade com o Geogebra em cada turma foi realizada com contet-
dos diferentes. No 8° ano trabalhou-se o contetido de pontos notaveis de um tridangulo
enquanto que no 9° ano o conteudo trabalhado foi de poliedros. Porém em ambas
as turmas a atividade foi realizada pautando-se na mesma metodologia, onde ela foi
dividida em trés etapas, que serao descritas a seguir.

A primeira etapa constituia na realizagao da atividade proposta utilizando os se-

85
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guintes instrumentos: papel, lapis, borracha, régua, compasso e transferidor. No se-
gundo o aluno deveria desenvolver a mesma atividade no software Geogebra, para que
no terceiro e ultimo passo deveria-se responder um questionério sobre a experiéncia da
realizacao da mesma atividade em dois ambientes diferentes. O questionario aplicado
esta disponivel no Apéndice A.

Para a realizacao do segundo passo houve algumas aulas de ambientacao no soft-
ware, onde em um primeiro momento os alunos ficaram livres para explorar o programa
e no segundo momento o professor desenvolveu algumas construgoes simples para os

alunos conhecerem as principais ferramentas.

4.2 Estudo dos resultados da turma do 8° Ano

A atividade proposta desenvolvida no papel e no Geogebra foi:

Em um mesmo tridingulo, determine os pontos: ortocentro, baricentro, incentro e cir-
cuncentro. A sequir, trace a Reta de Euler pelos pontos de Ortocentro, Baricentro e

Circuncentro.

Na primeira etapa foi proposto que os alunos desenvolvessem a atividade utilizando
papel, lapis, borracha, régua, compasso e transferidor. O contetido ja havia sido previ-
amente exposto, de modo que os alunos ja sabiam como construir os elementos pedidos
no exercicio.

Neste ponto pode-se observar que alguns apresentaram dificuldades principalmente
ao construir em um mesmo tridngulo os quatro pontos notaveis e construir os pontos
de forma correta de modo que no final a reta de Euler interceptasse os pontos pedi-
dos. Essas dificuldades foram evidenciadas em algumas das resolugoes, donde cerca de
somente 8% dos alunos conseguiram com éxito construir o objeto geométrico.

Como pode-se observar na Figura 4.2, um dos alunos que obtiveram sucesso pautou
sua construcao em um triangulo equilatero, triangulo este que apresenta o baricentro,
o ortocentro, o incentro e o circuncentro como sendo um mesmo ponto. Em geral, os
casos de nao sucesso na construgao estavam relacionados ao mal posicionamento dos
pontos notaveis devido a uma falha de construgao dos mesmos, como ilustra a Figura
4.3.

No segundo momento algumas dificuldades ocorreram nas primeiras aulas de adap-
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Figura 4.1: Alunas do 8° ano desenvolvendo a atividade no papel

Figura 4.2: Resolucao da atividade por um aluno do 8° ano da atividade no papel

tacao, pois como era um programa que eles nao haviam tido contato, nao sabiam como
as atividades seriam desenvolvidas no software. Esse problema foi sanado a partir
da segunda aula de adaptagao e assim foi possivel trabalhar a atividade proposta no
programa Geogebra. E importante salientar que os passos para a realizacdo da ati-
vidade no software seriam os mesmos realizados no papel, nao havendo assim uma
opcao do aluno ja obter algum ponto notéavel sem fazer aplicar o conceito matemaético
correspondente.

Nesse momento os alunos participaram mais, fazendo mais questionamentos e se
mostrando mais envolvidos com a atividade proposta. Os estudantes se mostraram mais

entusiasmados e observou-se que estes se sentiram mais aptos a realizar o exercicio.
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Algumas dificuldades observadas foram a respeito de alguns alunos ao manipular o
programa. Alguns nao lembravam das ferramentas estudadas e quais os passos a se

seguir, porém esses pontos foram mais facilmente resolvidos em relagao ao primeiro
momento.

| ndey da
}ondn da g

Figura 4.3: Resolucao da atividade por outro aluno do 8° ano da atividade no papel

A Figura 4.4 mostra dois resultados obtidos na atividade e a Figura 4.5 mostra

alguns alunos desenvolvendo a atividade no computador.
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Figura 4.4: Resultados da atividade proposta no computador

Quanto aos resultados, foi-se observado que cerca de 85% dos alunos conseguiram

concluir a atividade proposta quando utilizou-se o software. A porcentagem dos alunos
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Figura 4.5: Alunos do 8° ano realizando a atividade proposta no computador

que nao terminaram foi devido ao tempo da aula e também ao fato de nao terem
compreendido de forma efetiva o contetido trabalhado.
Na terceira etapa, os resultados percentuais das respostas das trés primeiras ques-

toes do questionario pode ser observado na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Resultados das Questoes 01, 02 e 03 do questionario para o 8° Ano.

Questao | Sim (%) | Nao (%)
01 61 39
02 100 00
03 54 46

Sendo assim, é possivel observar que todos os alunos consideram a disciplina de
geometria importante para a vida escolar mas quase metade nao a considera importante
para sua vida pessoal. Isto evidencia um fato relevante pois como professores do ensino
bésico devemos estar atentos a formas de apresentar o contetido no meio em que o aluno
esta inserido, de modo ao mesmo conseguir vivenciar a disciplina que esta estudando
no seu dia-a-dia. Ja o fato da primeira questao mostrar que ainda ha quase 40% de

alunos que nao possuem afinidade com a disciplina nos mostra que estas novas formas
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de como podemos trabalhar com a geometria pode ser um meio que fara com que esse

aluno tenha esta afinidade.

Na Questao 04 as principais dificuldades relatadas a respeito da atividade feita no
papel foram sobre construir todos os pontos no mesmo triangulo de modo a resultarem
na reta de Euler e calcular todas as medidas de angulos e comprimentos de forma
correta. Determinado aluno expressou a dificuldade destacando a precisao necessaria
na obtengao dos pontos para que fosse possivel construir a reta de Euler, como pode

ser visto na Figura 4.6.

4. Ao responder a atividade proposta no papel, qual ou quais foram as principais

dificuldades que vocé sentiu?
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Figura 4.6: Resposta de um aluno do 8° ano para a Questao 04

J& na Questao 05, cerca de 70% dos alunos disseram nao ter dificuldade no manuseio
do programa. A principal dificuldade apresentada pelos outros foi o fato de confundir

os pontos ja obtidos, o que culminou em dificuldade ao construir a reta.

Nas proximas questoes, as principais repostas relatadas foram: no programa ha
mais opcoes de construcoes, o programa torna mais facil a marcagao dos pontos e que
no papel a atividade se tornou mais dificil. E assim, 100% dos alunos disseram achar

mais facil realizar a atividade no computador.

Ja em relagao ao programa, ponto abordado nas Questoes 08, 09 e 10, os alunos se
mostraram favoraveis ao Geogebra, achando-o pratico e de facil manuseio. As Figuras
4.7 e 4.8 mostram a opinido de dois alunos a respeito do programa. E observado
também que 100% dos alunos reponderam que utilizariam o programa para estudar e

gostariam que em sala de aula continuéssemos utilizando essa ferramenta.

Por fim, sobre a experiéncia em geral, assunto discutido na Questao 11, a maioria
dos alunos listaram pontos positivos sobre o uso do programa. Os pontos negativos
apresentados dizem respeito a como manipular as ferramentas do programa, fato este

que pode ser resolvido com mais aulas de ambientagao ao mesmo.



4.3. ESTUDO DOS RESULTADOS DA TURMA DO 9° ANO 91

8. Qual sua opinido sobre o programa?
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Figura 4.7: Resposta de um aluno do 8° ano para a Questao 08

9. Vocé voltaria a utilizar o programa para estudar ou entender os conceitos estudados em
geometria? '
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Figura 4.8: Resposta de um aluno do 8° ano para a Questao 09

4.3 Estudo dos resultados da turma do 9° Ano

A atividade proposta desenvolvida no papel e no Geogebra foi:

Considere o cubo indicado na figura, sendo A, B e C os pontos médios das arestas

mostradas.

Seccionando esse cubo por um plano que passe por A, B e C, € possivel retirar uma
pirdmide de vértice V e base triangular reqular ABC. Procedendo desse mesmo modo

com 0s outros vértices do cubo original, descreva como serao todas as faces do poliedro
final obtido.

Essa atividade foi retirada dos Clubes da OBMEP!, site que disponibiliza problemas

!Disponivel em http://clubes.obmep.org.br/blog/.
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de matematica que estimulam o raciocinio légico voltado para estudantes do ensino
bésico.

No primeiro momento, que consistia em realizar a atividade utilizando papel, lapis,
borracha e régua foi-se observado uma grande dificuldade dos alunos para imaginar em
como seria o corte do cubo. Muitos desenharam o cubo e nele fizeram alguns cortes
mas cerca de 90% nao conseguiram responder corretamente o exercicio.

Uma das alternativas encontradas por alguns alunos para conseguir visualizar a
construgao e resolver o problema foi construir o cubo com papel, como pode ser visto
na Figura 4.9, porém ainda apresentaram dificuldades na hora de seccionar a figura
de modo a obter o cuboctaedro. Isso evidencia o fato de que os alunos necessitam de
um material concreto para compreender as construcoes, pois os mesmos necessitam de

uma boa visualizacao geométrica.

Figura 4.9: Construcao do cubo para resolucao do problema por parte de um aluno do
9° ano

Outros alunos também fizeram a construgao da planificagao do cubo, como pode ser
observada na Figura 4.10. Esta juntamente com a descrita anteriormente se mostraram
boas alternativas para a resolucao do exercicio de modo que esses alunos foram os que

mais chegaram perto da resposta ou a acertaram.
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Figura 4.10: Resolugao do problema por parte de um aluno do 9° ano

Na segunda etapa da atividade, que foi a resolucao do mesmo problema no programa

Geogebra, estes alunos também se mostraram mais entusiasmados. Houve uma maior

participagao, tanto nas aulas de adaptagao quanto na resolucao do problema em si. No

questionério, as respontas das Questoes 01, 02 e 03 podem ser vistas na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Resultados das Questoes 01, 02 e 03 do questionario para o 9° Ano.

Questao | Sim (%) | Nao (%)
01 93 07
02 100 00
03 43 57

Nesta turma também foi possivel observar que 100% dos alunos consideram a dis-

ciplina de geometria importante porém houve um percentual maior em relagao ao 8°

ano sobre a nao importancia para a vida pessoal. Esse fato é curioso, tendo em vista
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que a maioria da turma declara afinidade com a disciplina.

As proximas duas questoes mostram que as principais dificuldades encontradas ao
realizar a atividade no papel foram desenhar a figura proposta e visualizar as intersec-
coes pedidas. Isso confirma a teoria de que o aluno precisa do concreto para conseguir
compreender os conceitos propostos na geometria, principalmente no campo espacial.

A Figura 4.11 mostra uma resposta para a Questao 04, evidenciando as dificuldades

apresentadas na resolucao no papel.

4. Ao responder a atividade proposta no papel, qual ou quais foram as principais
dificuldades que vocé sentiu?

: 0\ - ~ ~ (] oy . A/
« \lin zmmggﬂ'ﬁ o N %‘,’C‘ﬁ} (988 J S c.f"‘ L7
] U- J ] v (.
~higox =3 ’Q:ﬁﬁ;n
e« BV cniaQy | an  ve outiVino oy yxeno
3 |"| P o - i = W/ [ \J s /
Q *yf wons  de um e 4 HiQsns .

Figura 4.11: Resposta de um aluno do 9° ano para a Questao 04

Também foi evidenciado que no programa a principal dificuldade ocorreu nas aulas
de adaptacao, onde os alunos nao estavam familiarizados com a interface do programa.
Nas Questoes 06 e 07 as diferencas citadas foram principalmente em relacao a visu-
alizagao. Um aluno comenta sobre a forma como se sentiu ao responder no computador
como visto na Figura 4.12 e novamente temos 100% dos alunos dizendo que atividade

foi mais facil de ser realizada e compreendida no programa.

6. Qual a principal diferenca que vocé observou ao responder a atividade no papel e no

computador?
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Figura 4.12: Resposta de um aluno do 9° ano para a Questao 06

Nas questoes 08, 09 e 10 sobre o software Geogebra os alunos também se mos-
traram receptivos. Novamente 100% dos discentes disseram que usariam o programa
para estudar e que esperam que o professor continue usando em sala de aula, como

evidenciado na resposta de um aluno na Figura 4.13.
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10. Vocé gostaria que o(a) atual professor(a) continuasse a utilizar o programa em suas
aulas?
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Figura 4.13: Resposta de um aluno do 9° ano para a Questao 10

Na dltima questao, 70% dos alunos disseram nao haver contras na experiéncia.
Os relatos foram favoraveis a utilizacao do programa, o que tornou o ambiente mais

confortavel para o ensino. Em ambas as turmas o programa foi bem utilizado e houve
uma boa participacao por todos os alunos.
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Consideracoes finais

Para a execugao da pesquisa foram realizados leituras e estudos com base em diversos
autores referentes como Neves (2017), Pavanello (1989) e Pavanello (2001) bem como
o estudo do software Geogebra. Estas leituras ofereceram embasamento tedrico para
a elaboracao de sequéncias didaticas, por meio das quais buscou-se compreensao para
o objeto de pesquisa, que visa solucionar o problema de como podemos aperfeicoar o
ensino de geometria com uso de softwares.

Os alunos participantes da pesquisa ja haviam estudado os contetidos abordados,
entretanto, durante a aplicacao da atividade no primeiro momento, verificou-se que a
maioria dos estudantes nao apresentavam dominio dos conceitos de forma relevante,
situacao observada com os demais contetidos que foram abordados nas demais sequén-
cias didaticas. A utilizacao do Geogebra também nao era de dominio dos alunos sendo
necessario, em um segundo momento, apresentar as principais janelas do software aos
alunos antes do inicio das atividades.

O uso do programa Geogebra nas aulas de matemaética realizadas na escola de rede
privada com os alunos do 8° e 9° ano do ensino fundamental, proporcionou uma visao
realista sobre a utilizacao dessa metodologia em sala de aula. Por meio da aplicacao
de questionario no final, foi possivel avaliar a participagao de cada aluno, a capacidade
para utilizar o programa, possibilitando um comparativo entre a compreensao inicial e
final de cada discente.

Ao trabalhar os conceitos basicos da geometria pode-se perceber a dificuldade dos
estudantes quanto a essa disciplina. Porém, com a utilizacao do Geogebra foi observado
que os alunos se sentiram mais motivados, entusiasmados e comprometidos em fazer as
construgoes propostas, tanto nas aulas experimentais quanto na aplicacao da atividade,
o que favoreceu a compreensao dos conceitos praticos para a construgao das figuras
geométricas.

A realizacao da atividade proposta no software também proporcionou a visualiza-
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¢ao dos conceitos matematicos sendo aplicados na figura. Nesse ponto, é importante
salientar que uso do software nao poderé ser usado como algo meramente ilustrativo
pois pode desviar o foco real da matematica. Aliar o uso dos materiais concretos com
o software se mostra uma boa forma de aplicar determinado contetido de modo que o
discente consiga compreender os elementos geométricos trabalhados tanto no software
quanto fora dele.

Com o uso do Geogebra nas atividades propostas pode-se verificar também que o
mesmo torna a aula mais dinamica e participativa, pois os alunos possuem a possibi-
lidade de alteragao da figura em diversos segmentos, havendo uma melhor exploragao
visual quanto ao formato das figuras e suas principais transformagoes, o que nao é
possivel com a figura estatica proporcionada pelo papel e lapis. Pelos questionarios foi
possivel concluir que todos os alunos gostaram do uso do programa.

Assim, pode-se concluir que o uso do programa apresentou resultados bastante
satisfatorios, pois essa motivagao dos alunos proporcionou uma participagao ativa e de
modo consequente, melhorou a aprendizagem.

A presenca do software Geogebra nas aulas é um recurso que contribui no processo
de ensino e aprendizagem objetivando reforcar o contetido estudado através da mani-
pulacao, visualizagao e construcao do objeto de estudo. Sendo assim, é essencial que o
professor tenha a preocupacgao de planejar suas aulas inserindo essas novas tecnologias
no processo de formagao do estudante.

O uso de softwares em sala de aula ja ¢ uma realidade e nao aceitar essa condigao é
desistir da inovagao na educacao. Ser professor é um papel fundamental na existéncia
de um ser humano, e ao optarmos por esta profissao nos comprometemos a dar nosso
melhor para com nossos alunos. Estudar cada vez mais e nos aperfeicoar é uma boa
maneira de provarmos isto frente a nossas escolhas.

Para pesquisas futuras, a partir desse meu estudo pretendo explorar mais ativi-
dades de cunho investigativo, de modo que o aluno manipule as construgoes e possa
ele mesmo obter conclusoes das figuras que esta construindo e também verificar em
aplicacgoes o uso do concreto com o software e explorar suas potencialidades. O uso do
software Geogebra é altamente recomendado, porém sugeriria também a experimen-
tagao de outros softwares no intuito de apresentar outras possibilidades e verificar a

receptividade pelos alunos.
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E Questionario de sondagem de pratica pedagogica

Dados de identificacao

Escola

Série

Questionario inicial

1.

2.

3.

Vocé consideraria que possui afinidade com a disciplina de Geometria?
[1Sim [ Nao

Vocé acha que a disciplina de geometria é importante para sua vida escolar?
[J1Sim [ Nao

E para sua vida pessoal?

[1Sim [ N3o

Sobre a atividade desenvolvida

4.

Ao responder a atividade proposta no papel, qual ou quais foram as principais
dificuldades que vocé sentiu?

E quando fez a atividade no computador, apresentou alguma dificuldade? Se sim, quais
foram?

Qual a principal diferenca que vocé observou ao responder a atividade no papel e no
computador?

Vocé achou em qual meio mais facil, no papel ou no computador?




0
E Questionario de sondagem de pratica pedagogica

8. Qual sua opinido sobre o programa?

9. Vocé voltaria a utilizar o programa para estudar ou entender os conceitos estudados em
geometria?

10. Vocé gostaria que o(a) atual professor(a) continuasse a utilizar o programa em suas
aulas?

11. Escreva em linhas gerais como foi a experiéncia ao utilizar o programa relatando sobre
os pros e contras que vocé observou.

Obrigado.
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