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Resumo

O trabalho tem como objetivo descrever o movimento de uma particula no interior
de uma mesa bilhar através de uma aplicacao bilhar e determinar uma férmula para
variagao do movimento dessa particula. Outro objetivo era mostrar a aplicacao desse

conhecimento no ensino basico.

Palavras-chave
Bilhar, Fluxo de Bilhar, Aplicagdo de Colisao, Sistema Dinamico, Ponto discreto,

Curva regular, Teoria Ergodica, Medida invariante do Bilhar.
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Abstract

The work aims to describe the movement of a particle inside a pool table through a
billiard application and to determine a formula for varying the motion of that particle.

Another objective was to show the application of this knowledge in basic education.

Keywords
Billiards, Billiard Flow, Collision Map, Dynamical Systems, Discrete point, Regular

curve, Ergodic Theory, Invariant Measure of the Map.
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Introducao

O objetivo inicial deste trabalho era fazer um estudo dos bilhares e aplicad-lo no
ensino béasico. Depois buscou-se descrever explicitamente a aplicacao bilhar de uma
particula. Logo surgiu uma questao, qual a probabilidade de uma particula colidir com
um subconjunto conexo da fronteira da mesa bilhar independente dos dados iniciais?

O capitulo 1 traz um breve histérico do surgimento desse tema. E ilustrado porque
em tao pouco tempo houve uma forte e crescente procura pelo tema e quantos ocorreram
no Brasil.

O capitulo 2 é voltado a preparar o leitor com toda uma gama de pré-requisitos
para que entenda o que é uma mesa de bilhar e o que é necessario para entender o
movimento de uma particula pontual.

O capitulo 3 desenrola a teoria ergédica que nos diz sobre as aplicagoes que conser-
vam medidas.

O capitulo 4 mostra como funciona o movimento de uma particula dentro de uma
mesa bilhar, como essa mesa deve ser e como as aplicacoes que envolvem a colisao com
a fronteira interfere no seu movimento.

O capitulo 5 traz uma pequena sequéncia didatica para alunos do ensino béasico



Capitulo 1

Historia do Modelo Bilhar

O modelo bilhar trata-se do movimento de particulas no interior de uma mesa bilhar.
O movimento das particulas pode ser decomposto nas posicoes e velocidades dessas
particulas relativo a cada instante de tempo. O conjunto de posicoes e velocidades a
cada instante de tempo é chamado em Mecanica Classica de "estados de um sistema
fisico".

O matematico francés Joseph Liouville observou em 1838 que todo sistema meca-
nico que conserva energia (Newtoniana) tem uma medida invariante natural em sua
configuragao (Oliveira [20]). O matematico e fisico alemao Carl Friedrich Gauss em
1845 observou que uma, certa transformacao no intervalo admite uma medida invari-
ante (Ergodica) que é equivalente a medida de Lebesgue (generalizacao dos conceitos
de medidas de comprimento na reta, rea e volume).

No final do século XIX, o francés Jules Henri Poincaré (1854-1912), observando os
escritos de Liouville e interessado no movimento de corpos celestes, tais como planetas
e cometas, descreve os corpos celestes como equacoes diferenciais que resultam da lei da
gravitacao de Newton e escreve o livro "Os novos métodos da Mecéanica Celeste" (Teles

[25], Poincaré [21]).



Pouco tempo depois o americano George David Birkhoff (1884-1944) observa os
escritos de Poincaré e escreve o livro "Dynamical Systems"(Sistemas Dinamicos) e o
publica em um col6quio "American Mathematical Society Colloquium Publications"
Volume IX (Birkhoff [5]). Ao analisar os sistemas dinamicos de Poincaré, Birkhoff
verificou que ao levar em consideragao alguns dados iniciais fornecidos (posigoes e
velocidades iniciais), a solugao da equagao diferencial regressava proximo do estado
inicial quando nao ia para o infinito, surgindo assim a imprevisibilidade dos resultados.
De fato, Birkhoff [25] foi o primeiro a provar qual é a medida invariante dos bilhares.

O Caos classico surge com a necessidade de estudar fenomenos imprevisiveis. Um
fenomeno ¢é imprevisivel quando repetido o fenémeno com uma leve mudanca em seus
dados iniciais, os resultados ao passar do tempo vao ficando cada vez mais distintos.

A figura 1.1 mostra uma particula que sai de E em dire¢ao ao ponto F (perpendicular
a CD). Mostra também a mesma particula percorrendo uma trajetoria alternativa em
que a particula sai de E, indo para outra dire¢ao, com um angulo um pouco diferente de
90°. A particula na segunda trajetoria fica cada vez mais longe da segunda trajetoria.

A G 2 B

Figura 1.1: Mudanca nos dados iniciais

Um exemplo de um fendémeno nao-caodtico é o da trajetoria parabolica de uma bola
de futebol. Se a bola for chutada com uma for¢a ou um angulo um pouco diferente de

um chute anterior, é de se esperar que a bola tenha uma trajetoria parabolica proxima



a trajetoria anterior, assim sendo uma trajetoria esperada. Desse modo, um fendémeno
cadtico ¢ um modelo que assume trajetoria nao esperada a partir de pequenas alteracoes
nos dados iniciais.

Markarian [17] diz que sistema dinamico pode ser considerado como todo fenomeno
que evolui no tempo. Esse sistema sera deterministico se, conhecido o estado desse
sistema em um tempo inicial, é possivel determinar os estados em qualquer tempo com
precisao. Um dos sistemas dinamicos mais simples que apresentam comportamento
cadtico é o bilhar. Por causa da sua simplicidade apresentada por esse sistema, tém
surgido uma grande quantidade de resultados e muitas vezes com resultados muito
relevantes, principalmente nas ultimas trés décadas do século XX. Os bilhares com
movimentos cadticos tornaram-se uma das areas de pesquisa mais ativa e popular em
mecanica estatistica.

Markarian também disse que a hipdtese ergddica formulada ha mais de cem anos
pelo fisico Ludwig Boltzmann é parte de um modelo mecanico para explicar as proprie-
dades dos gases e que o estudo das dinamicas desordenadas no bilhar esta diretamente
relacionado com esta hipotese.

Hipotese ergodica de Boltzmann (1984): "Para grandes sistemas de particulas inte-
ragindo em equilibrio, as médias temporais estao proximas das médias espaciais."Von
Neumaann provou o primeiro teorema ergodico, o qual estabelece que a média tem-
poral de uma funcao de uma funcao f ao longo de uma trajetoria que passa por um
ponto x tem limite f(z). Birkhoff e Khincin conseguiram provar essa mesma formula
separadamente (1931).

Sinai [24], em 1970, desenvolveu um aparato matematico para o estudo de sistemas
dinamicos hiperbolicas e propriedades ergdédicas. Enunciou uma hipotese ergodica

relacionada com Boltzmann: O sistema de 2 ou mais bolas elasticas sobre T2 ou 7% é



ergodico. Ele também obteve um féormula exata para a entropia de bilhar. A teoria
do Sinai levou a uma explosao de artigos em revistas de matemaética e fisica dedicadas
a varios tipos de bilhares no plano, no espaco e de qualquer dimensao. O notavel
progresso da teoria do Sinai culminou em uma solugao, de alguma forma, de uma
hipotese classica por Boltzmann (declarado em 1880) sobre a ergodicidade de gases de
bolas duras. Os avancos no estudo de bilhar também penetraram mecéanica estatistica
de nao-equilibrio e algumas outras ciéncias.

Apos algumas décadas, Lorenz iniciou a pesquisa sobre questoes meteorologicas
da Terra. Como uma tentativa de entender essas questoes tem-se tentado estudar
o componente mais basico da meteorologia, o movimento de uma particula e o seu
comportamento apos um certo periodo de tempo. Por isso a necessidade de desenvolver
o estudo de bilhar.

A teoria de bilhares é considerada por muitos pesquisadores como sendo aquela
com os melhores exemplos de caos deterministico. Muitos sistemas dinamicos que
envolvem choques podem de alguma maneira ser reduzido a um problema de bilhar.
(Chernov [7]).

Ainda nao é evidente a relevancia para a fisica da hipotese ergodica e dos resulta-
dos matematicos relacionados. Porém o seu significado vem tendo um impacto muito
grande tanto na fisica quanto na matematica. Em geral, houve uma contribuicao para
o desenvolvimento da mecanica estatistica e da teoria ergodica de sistemas dinamicos
e para o estudo formalizado dos movimentos caoticos.

No séc XIX, os fisicos Clausius e Maxwell desenvolveram a teoria cinética dos gases
e o fisico Boltzmann a mecanica estatistica baseada em Maxwell.

Embora "Bilhar" e "Teoria Ergodica" sejam assuntos muito estudados atualmente,

foram encontrados em portugués 46 materiais relevantes, entre artigos (3), boletim (3),



teses(2), dissertagoes(14), livro/apostila/curso(8), trabalho de conclusao de cursos(7),

publicagoes em revista(4) e notas de aula(5).



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Topologia no R"

2.1.1 Espacgo euclidiano R”

Algumas observacoes feitas pelos autores Lima [13] e Lima [15] para R"™ e Lima [14]

para R. Outras observagoes feitas por Barbosa [3], Neto [19],

Definigao 2.1.1. (espago euclidiano) Seja n um nimero natural. O espago euclidiano

n-dimensional € o produto cartesiano de n fatores iguais a R:

RP=RxRx---xR

Os pontos de R"™ sao todas as n-uplas z = (xy,--- ,x,) cujas coordenadas xy, - - -,
sao nimeros reais. Dados x = (x1, -+ ,x,) e y = (y1,- - ,yn) em R", tem-se z = y se,
e somente se, 1 =Yy, , Ty = Yp-

Exemplo 2.1.1. (R!) O espago euclidiano de unidimensional é denotado por R = R.

R € o conjunto dos numeros reais.



Exemplo 2.1.2. (R?) O espaco euclidiano bidimensional é denotado por R = R x R.

R? ¢ o conjunto dos pares ordenados x = (z1,x5) de nimeros reais.

As operagoes em R™: Dados x = (z1, -+ ,2,), y = (Y1, ,¥,) em R™ e um ntiimero
real @ € R, definimos a operacao soma x + y e o produto de x por um escalar « - x

pondo

13+3/:(x1» 7l‘n)+(y1)“' 7yn):(1’1+?/17"' 7xn+yn))

a-z=a-(z1, - ,Zn) = (az1, -+ ,0%y)

Definigao 2.1.2. (espago vetorial) A terna V,, = (R",+,-) fazem de R™ um espago
vetorial de dimensao n sobre o corpo dos reais e seus elementos serao chamados de

vetores.

Definigao 2.1.3. (vetor) Dado x,y € R™ o vetor x—y é um segmento de reta orientado.
Geometricamente considerar x —y como vetor significa imaginar uma "seta” que tem
origem em y e termina no ponto x. O vetor u = x — y € o unico vetor equivalente a

esse que tem como origem o ponto (0,---,0).

Exemplo 2.1.3. Sejam x = (5,8),y = (3,5) € R%. O vetor v —y = (2,3) € represen-
tado pelo seu ponto final u = (2,3) € R2. O vetor v =u— (0,0) € equivalente ao vetor

z-y, logo v =1x —y.

Definicao 2.1.4. (Segmento de reta) Sejam z,y € R™. O segmento de reta de extremos

x ey € o conjunto
[z,y] ={(1 —s)z+sy:0< s < 1}

Exemplo 2.1.4. Seja o segmento de reta A = [(—2,3),(3.4)]. O segmento de reta A

no plano € o conjunto de pontos [(—2,3),(3.4)] = {(1 —s)(—=2,3) +s(3,4): 0 < s < 1}



Definigao 2.1.5. (elemento neutro) O vetor nulo é o vetor T = 0,---,0) € R™.
Também pode ser chamado de origem do espago vetorial euclidiano R™. Ao somar

= . . .
x+ 0 =z, por isso o vetor nulo também é chamado de elemento neutro da soma em

R™.

Definicao 2.1.6. (vetor simétrico) O vetor simétrico de x = (x1,--- ,x,) € —x =
_)

(=x1,-++ ,—x,). Note quex + (—x) = 0.

Definigao 2.1.7. (base candnica em R") A base canodnica do espago vetorial V,, € o

conjunto {ey,es,--- ,e,} formado pelos vetores
€1 = (1707 *,0)) 62:(071)07"' 70)3"' y €n = (07 7071)

de maneira que tem 1 (unidade de R) em uma das coordenadas e 0 (elemento neutro

de R) nas outras coordenadas.

Definicao 2.1.8. Todo vetor x € R™ pode ser escrito como combinagao linear dos

vetores da base canodnica. Assim x = (xy, -+ ,x,) =Ty €1+ -+ T, €,

2.1.2 Produto interno e norma

Algumas observagoes feitos nos escritos de Delgado [10]
Seja uma aplicagao (, ) : R"xR" — R, tal que (z, y) é uma operagao entre os vetores
x e y, que multiplica as correspondentes coordenadas e soma todos os resultados.

Definicao 2.1.9. (produto interno candnico) O produto interno (,) canénico de R™

para os vetores x,y € R™ € definido como combinagao linear dos vetores

Definicao 2.1.10. (ortogonais) Dois vetores x,y € R™ dizem-se ortogonais quando

(x,y) =0 e denotamos x 1 y.



Exemplo 2.1.5. (vetores ortogonais) Seja x = (x1,22),y = 0(—x2,x1), para qualquer
d € R, assim (x,y) = ((x1,22), (—0x2,021)) = = - 21 - X3+ 0 - 22 - &1 = 0. Portanto
para cada vetor x = (xq1,15) € R? existe um conjunto de vetores que sao ortogonais a

z, e denotamos x L {0(—xq, 1) : 0 € R}.

Definicao 2.1.11. (norma euclidiana) A norma euclidiana || || advinda do produto

interno de R™ para o vetor x € R™ se define como ||z||> = (x,z) = 22 +--- + 22 ou
lell = /AT
. ||x|| € o comprimento do vetor x.

Exemplo 2.1.6. Seja 7 = (3,4). A norma do vetor @ ¢ dado por ||z|| = /3% + 42 =
VI+16 =v25=5

Definicao 2.1.12. (distancia em R™) Dados x,y € R™. A distancia entre os pontos ©

e y € dado pela norma euclidiana

llz =yl = V(@1 = y1)2 + - + (20 = yn)?

De fato, [l —y|I* = (z —y,x —y) = (@1 = Y1, ,Tn — Yn), (T1 = Y1,*** , Tn — Yn)) =
=@ —p) (@1 —y)+ + (Zn—Yn) (B0 —Ya) = 2 (zi — 9:)?

i=1
Definigao 2.1.13. (comprimento de um segmento de reta) Seja o segmento de reta
[z,y] C R™ de extremos x,y € R™. O comprimento desse segmento é a distincia entre

T ey, assim:

[z, ylll = Il =l
Definicao 2.1.14. (vetor unitdrio) O vetor x € R"™ € dito unitdrio quando ||x|| = 1.
De fato, dado x € R™, tal que x = (Hlfcll_l’ e %I_I) é unitdrio, pois

1]

2 2 1{1‘2+--'+z2
lall = /g + -+ e = Y = 1
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O processo de tornar um vetor unitdrio é chamado de normalizar, assim dado um vetor

y € R™, o vetor x = (ﬁ, cee ﬁ) € chamado de vetor normalizado.
Note que se x = (JinIH’ ’ITITHH) = ﬁ (Y1, ,Yn), logo x e y possuem a mesma

direcao, e x ¢é

y|| vezes menor que y.

Exemplo 2.1.7. Ao normalizar o vetor x = (3,4), tem-se £z = (£, 2). Para conferir

[l

se esse € um vetor normalizado do vetor x, basta calcular sua norma, isto €,
2 2
z || — 4« _ /9 4 16 _ /25 _ —
IiGill =¥+ =ym+R=y/E=Vi=1

Definigao 2.1.15. (S"!) O conjunto de todos os vetores unitdrios em R™ é denotado

[S23 (9]

por Sl ={z e R": ||z|| = 1}-

Exemplo 2.1.8. (5') O conjunto de todos os vetores unitdrios em R? é denotado por

St={z e R?:||z|| = 1}.

Definicao 2.1.16. (vetor ortonormal) Os vetores x ey sao ortonormais quando sao

unitdrios e ortogonais.
Um exemplo bem simples de vetores ortonormais sao os vetores da base canonica.

Exemplo 2.1.9. Seja x € R? um vetor. O vetor normalizado de z é el = (Hizlﬂ’ lezl_l) €

S. Dado y L z, tal que y = (—W“;?n’ Hﬁzlﬂ), dizemos que y € um vetor unitdrio ortogonal

a x. Geometricamente, y pode ser encontrado rotacionando x noventa graus a esquerda.

Defini¢ao 2.1.17. (dngulo entre vetores) Sejam x e y vetores nao-nulos de R™ e o
produto interno entre x e y que € dado por (x,y) = ||z|| - ||y|| - cos@. O dngulo entre
0s vetores x ey € dado por 0 = cos (=), ou seja, 6 € o dngulo entre os vetores

nao-nulos x e y.

Dados x e y sao vetores nao-nulos, (x,y) = 0, se, e somente se, cosf = 0, o que

ocorre quando 6 = 90°, ou seja, quando x e y sao perpendiculares.
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Definigao 2.1.18. (rotagdo positiva) Seja x € R? e 0 € [0,27]. Uma rotagdo positiva

de z é uma aplicagio R : M(2 x 2) x R* — R? tal que

cos 0 —sen@ 1

R(zq,x2) = . =

sen @ cos 6 To

Exemplo 2.1.10. (Rotag¢ao positiva) Uma rotaga o positiva de z por 90° € dada por

cosy —seny T 0 -1 Ty 0-29—1-29 —Z9
R —: s — s
(xl,l"z) = : = : = =
seny cos% To 1 0 To 1-2¢+0-29 T

2.1.3 Bolas
Sejaa e R"er > 0.

Definicao 2.1.19. (bola aberta) A bola aberta de centro a e raio r é denotada por

B(a,r) ={z e R": ||z —al|| < r}.
Na reta, uma bola é chamada de intervalo. No plano, uma bola é chamada de disco.

Exemplo 2.1.11. (intervalo aberto) Seja a € R er > 0. O intervalo aberto de centro

a e raio r é denotado por (a —r,a+71) ={x € R?*: ||z —a|| < r}.

Exemplo 2.1.12. (disco aberto) Seja a € R* e r > 0. O disco aberto de centro a e
raio r é denotado por D(a,r) = {x € R?*: ||z — al| < r}.

Exemplo 2.1.13. A figura 2.1 ¢ a representagao no plano do disco D((—2,3),3), isto

é, o disco aberto de centro (—2,3) e raio 3.

Definigao 2.1.20. (esfera) Seja a € R™ er > 0. Uma esfera de centro a e raio r é

denotado por Sla,r] = {x € R": ||z — a|| =1}.
Uma esfera no plano é chamada de circulo.
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Figura 2.1: Disco aberto de centro (—2,3) e raio 3

Exemplo 2.1.14. (circulo) Seja a € R* er > 0. Um circulo de centro a e raio r é

denotado por Sla,r] = {x € R? : ||z — a|| = r}.

Definicao 2.1.21. (esfera unitdria) Quando a esfera tiver r = 1, a esfera é dita
unitdria. De fato, se x € S[a, 1], teremos ||z —al| = 1 e assim o vetor x —a € unitdrio.

— N —
Note que se a # 0, entao ||z|| # 1.

Definigao 2.1.22. (bola fechada) Seja a € R™ er > 0. O conjunto Sla,r] U B(a,r)

serd chamado de bola fechada de centro a e raio r e denotado por Bla,r].

Exemplo 2.1.15. (disco fechado) Seja a € R? er > 0. O disco fechado de centro a e

raio r é denotado por D[a,r] = {zx € R? : ||z —a|| < r}.

Exemplo 2.1.16. A figura 2.2 mostra um disco fechado de centro C e raio r.

Defini¢ao 2.1.23. (S"7!) Seja 5[6), 1] uma esfera unitdria de centro na origem que

¢ o conjunto dos vetores unitdrios, também denotado por S™'. Note que S[0,1] =

Sl ={zreR":|z|]| =1}.
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Figura 2.2: Disco fechado de centro C e raio r

: — 7 52 3 2
Exemplo 2.1.17. (S!) Seja S[ 0, 1] wm circulo unitdrio de centro na origem que é o
. o —
conjunto dos vetores unitdrios, também denotado por S'. Note que S[0,1] = S =

{x e R?: ||z|]| = 1}.

Exemplo 2.1.18. (vetores unitdrios) Sejam a € R" e Sla,1]. Assim x € S[0,1] =
||z — a|| =1 = ||a — z|| portanto os vetores a — x,x — a € S"71, isto é, os vetores z-a

e a-r $ao unitdrios.

2.1.4 Conjuntos abertos e fechados

Definicao 2.1.24. (ponto interior) Seja X um subconjunto de R™. Um ponto a € X

chama-se ponto interior a X quando existe r > 0 tal que B(a,r) C X.

Definigao 2.1.25. (conjunto interior) Seja X C R™. O conjunto dos pontos interiores

de X éint X.

Definigao 2.1.26. (conjunto aberto) Um conjunto X C R™ é dito aberto se todos os

seus pontos sao interiores, ou seja, int X = X.

Exemplo 2.1.19. Seja X CR", a € X er >0, assim:
(1) B(a,r) € um conjunto aberto,

(2) int X é um conjunto aberto,
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(3) int(R™\ X) € aberto e é chamado de conjunto dos pontos exteriores de X, o qual

denotaremos de ext X.

Definicao 2.1.27. Dado um conjunto X C R™ e um ponto a € X existem trés possi-
bilidades:

(1) a € int X

(2) a € ext X

(3) a € R\ (int X Uext X), este é o conjunto dos pontos da fronteira de X, o qual

denotaremos de 0X .

Definigao 2.1.28. (ponto da fronteira) Seja um subconjunto X C R". a € R™ € dito
ponto da fronteira de X, quando toda bola de centro a contém pontos de X e de R\ X.

De outro modo toda bola de centro a contém pontos do interior e do exterior de X.

Exemplo 2.1.20. (fronteira da bola) A esfera S(a,r) € a fronteira de uma bola aberta
ou fechada. Note que S(a,r) = Bla,r] — B(a,r), logo S(a,r) nao possui pontos interi-

ores e nem exteriores da bola.
Observacao 2.1.1. O conceito de bola pode ser reformulado da sequinte forma:

bola aberta tém somente pontos interiores,
bola fechada tém pontos interiores e da fronteira e

esfera tém somente pontos da fronteira.

Exemplo 2.1.21. Observe que intD[a,r] = D(a,r), isto €, o interior de um disco

fechado é um disco aberto.

Exemplo 2.1.22. A figura 2.3 mostra os pontos B(—3,5), C(1,3) e D(—5,1) em rela-
¢ao ao disco G(A(—-2,3),3). Os pontos B,C,D sao, respectivamente, interior, fronteira

e exterior ao disco G.
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Figura 2.3: Ponto interior, exterior e fronteira

Definigao 2.1.29. (fechado) Um subconjunto X C R™ é dito fechado se o seu comple-
mentar € aberto. Outra maneira de definir: dado um X C R", tal que intX U0X C X

entao X € fechado.

Defini¢ao 2.1.30. (fecho) Seja X C R™. O fecho de X é dado por
X=XuUdXx

que € um conjunto fechado.

Definigao 2.1.31. (limitado) Um conjunto X C R™ é dito limitado quando para qual-

quer a € X eziste r > 0, tal que X C B(a,r).

Definicao 2.1.32. (relativamente aberto) Seja Y C R™ e X C Y, diz-se que X ¢
aberto em Y ou que € aberto relativamente a Y, se existe um aberto Z C R™ tal que

X=2ZnY.

Definigao 2.1.33. (relativamente fechado) Seja Y C R™ e X C Y, diz-se que X ¢
fechado em Y ou que € fechado relativamente a Y, quando seu complementar em Y é

aberto em Y.
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Exemplo 2.1.23. O conjunto [0,1) C R € aberto em [0,2) C R, pois (—1,1) é aberto

em R, mas [0,1) = (—1,1) N [0,2) ndo € aberto em R.

2.1.5 Compacto e conexo

Defini¢ao 2.1.34. (compacto) Um conjunto X C R™ que é fechado e limitado é deno-

minado compacto.
Caracterizemos agora a compacidade através de coberturas abertas.

Definigao 2.1.35. (familia de subconjuntos) Seja (A;)icr uma familia de subconjuntos

A; C R™ com indices em L. Assim
(Ai)iEL — {A17 A?r ceey Am}

Definigao 2.1.36. (reuniao de uma familia) A reuniao de uma familia de subconjuntos
(A)icr € o conjuntos dos elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos

A; CR"™ e ¢ denotado por ‘ULAi assim:
1€

i€L
Definicao 2.1.37. (cobertura) Uma cobertura de um conjunto X C R™ € uma familia
(A;)icr de subconjuntos A; C R™ tais que X C 'ULA“ ou seja, para todo u € X ewiste
1S

algum 1 € L tal que u € A;.

Definigao 2.1.38. (aberta e finita) Uma cobertura (A;)ic, de X C R™ € dita
(1) aberta quando cada conjunto A; é aberto em R™.

(2) finita se L é um conjunto finito e X C A, UAL, U...UAL, .

Definigao 2.1.39. (subcobertura) Uma subcobertura de um conjunto X C R™ é uma

subfamilia (A;)ier, L' C L de subconjuntos A; C R™ tais que X C Li A;.
el’
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Teorema 2.1.1. (Borel-Lebesgue) X C R™ é compacto se, e sé se, toda cobertura

aberta 'ULAi de X admite uma subcobertura finita.
i€

Prova(ver teorema 23, sec¢ao 12, capitulo 1, Lima [13])

Definigao 2.1.40. (cisao) Uma cisao de um subconjunto X C R™ é uma decomposi¢ao

X =AUB, onde ANB = & e os conjuntos A e B sao ambos abertos.

Definigao 2.1.41. (cisao trivial) Todo conjunto X C R™ admite pelo menos uma cisao

trivial X = X U @.

Exemplo 2.1.24. (cisdo nao-trivial) Note que X = R\ {0} admite uma cisio X =

(—00,0) U (0,00) que ndo € a cisao trivial.

Definigao 2.1.42. (conexo) Um conjunto X € R™ chama-se conexo quando a inica
cisao for a trivial, isto €, se X = AUB onde A =3 ou B = @.
(desconezo) Se X = AUB e A e B sao abertos, disjuntos e nao-vazios, logo X admite

uma cisao nao-trivial.

Exemplo 2.1.25. (1)(desconexo) Na figura 2.4, o disco D1((—2,0),1) e o disco D5((2,0), 1)
sao disjuntos. O conjunto Dy U Dy € desconexo.
(2)(conexo) R™ (espago euclidiano), D(u,r), Dlu,r]eS(u,r) C R™ (bolas e esferas) sao

todos conezxos.

(8)(conexo) O fecho da elipse {(x1,22) € R* : (B=4)? 4 (2222)2 < 1 : a,b €
R, (c1,¢2) € R?} € conera.
(4)(conexo) O fecho do retangulo [0,a] x [0,b] = {(z,y) ER?*: 0< 2 <a,0<y<b} é

conero.

(5)(conexo) [0,1) U [1,2] = [0,2] (embora seja uma uniao disjuntas, nao sao abertos).

Note pelo exemplo 5 que todo intervalo real é conexo.
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Figura 2.4: Curva nao-conexa

2.2 Curvas e aplicagoes diferenciaveis em R”

2.2.1 Caminho diferenciavel

Observagoes feitas a partir dos escritos de Tenenblat [26] e Coimbra [8].

Defini¢ao 2.2.1. (caminho) Um caminho em R™ é uma aplicacio f : I — R™,
cujo dominio é um intervalo conexo I C R. Para cada s € I, temos que f(s) =
(f1(8), -+ 5 fn(s))-

(fungoes coordenadas) As n fungoes f; : I — R, 1 < i < n sao ditas as fungoes coorde-

nadas de um caminho f.

Definigao 2.2.2. (trag¢o) Seja f : I — R™ um caminho. O conjunto imagem de f,

Imagem(f) = f(I), é chamado de trago de f.

Definigao 2.2.3. (caminho continuo) O caminho f: I — R™ é continuo em s quando
qualquer que seja € > 0 dado, € possivel achar um § > 0 tal que x € I e |z —s| < §

implicarem que || f(z) — f(s)|| <e.

Em termo de bola, a continuidade de f : I — R™ no ponto s se exprime assim: para
toda bola aberta B de centro f(s) € R™ existe uma bola A de centro em s € R tal que

f(ANI) C B.
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Proposicao 2.2.1. (fungoes coordenadas continuas) Um caminho f : I — R™ é conti-
nuo no ponto s € R se, e somente se, cada uma de suas fungoes coordenadas € continua

nesse ponto.

Definicao 2.2.4. (vetor velocidade) O vetor velocidade do caminho f : I — R"™ no

ponto a € I é por definicao, o limite

f'(a) =lim3(f(a +s) — f(a))

s—0°

quando tal limite existe. Quando existe é chamado de vetor tangente a curva em a.

Definigao 2.2.5. (velocidade escalar) A norma ||f'(s)|| € chamada de norma do vetor

velocidade de f no ponto s.

Definigao 2.2.6. (diferencidvel) Quando o caminho f possui vetor velocidade nao-nulo
num ponto, dizemos que f € diferencidvel nesse ponto. Se existe f'(s) para todo s € I,
dizemos que f : I — R™ é um caminho diferencidvel ou uma curva parametrizada

diferencidvel.

Definigao 2.2.7. (reta tangente ao caminho) Seja f um caminho diferencidvel, f, f' :
I - R" e fl(s) # I para todo s € I. A reta L tangente ao caminho de f no ponto
f(N) € a reta definida pelo conjunto L = {L()\) : LX) = f(s) + A\f'(s) : A € R}

Exemplo 2.2.1. (derivada da func¢ao coordenada) Sejam as coordenadas do vetor se-
cante L(f(a+s)— f(a)): os mimeros X(z(a+s)—z(a)) e L(y(a+s)—y(a)). O caminho
f possui vetor tangente no ponto a € I se, e somente se, cada uma das fungoes coorde-

nadas x(s),y(s) possui derivada nesse ponto. No caso afirmativo, tem-se

f'(a) = (2'(a),y'(a)),a € 1
Proposicao 2.2.2. (fungao coordenada diferencidvel) O caminho f : I — R™ ¢ dife-
rencidvel se, e somente se, cada uma das funcoes coordenadas f; - I — R é uma fungao

diferencidavel no intervalo I
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Proposicao 2.2.3. (diferenciabilidade) Para que o caminho f : I — R"™ seja diferen-
ciavel no ponto a € I, € necessdrio e suficiente que erista um vetor v € R™ tal que,

para a + s € I se tenha

fla+s) = f(a) +s-v+r(s), onde limdsfl =M

s—0

No caso afirmativo, tem-se que v = f'(a).

Exemplo 2.2.2. (circulo de centro p e raio r) Seja um circulo S[p,r] em R? definido
pela imagem do caminho f : [0,27] — R?, tal que f(s) = p+ r(cos s,sen s). O vetor

tangente a curva € dado por f'(s) = r(—sen s,cos s). A velocidade escalar é dada por

17 ()] = .

Exemplo 2.2.3. (velocidade escalar de S*) Seja f um caminho em S* tal que f :
[0,2pi] — S com f(s) = (cos s,sen s). A velocidade escalar em S' é dado por

|f'(s)|| =1, sendo que f'(s) = (—sen s, cos s).

Exemplo 2.2.4. (elipse) Seja uma elipse de centro p definida pela imagem do caminho

f(s) = p+ (a cos s,b sen s), tal que o vetor tangente é f'(s) = (—a sen s,b cos s).

Assim a velocidade escalar é dada por ||f'(s)|| = Va2 sen? s + b2 cos? s.

Exemplo 2.2.5. (retdngulo) Seja a fronteira do retangulo 0([0,a] x [0,b]) definida pela

imagem do caminho f :[0,2a + 2b] — R?

(

(5,0), se s €[0,a)

(a,s —a), se s € a,a+ D)
f(s) = « e o vetor velocidade definido pelo

(2a+ b —s,b), se s €a+b2a+D)

(0,2a +2b — s), se s € [2a+b,2a + 2b)
\

vetor velocidade
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(

(1,0), se s € 0,a)

(0,1), se s € [a,a+ b)
f'(s) =« e assim o vetor escalar € ||f'(s)|]| =1

(—1,0), se s € [a+ b,2a +b)

\(0, —1), se s € [2a+ b,2a + 2b)
Exemplo 2.2.6. (espiral logaritma) Seja uma espiral logaritma definida pela imagem
do caminho f : I — R? tal que f : (s) = e*(cos s,sen s). De fato f'(s) = e*(cos s —
sen s, sen s+ cos s), assim ||f'(s)|| = T < cos So = Sen Sy e cos Sp = —sen sg, OU

seja, f'(so) # 0 para todo sy € I e assim f é um caminho regular.

De fato ||f'(s)|| = ||e*(cos s — sen s, sen s + cos )|

= /[e*(cos s — sen )] + [e*(sen s + cos s)]?

= \/e2(cos? s — 2 cos s sen s + sen? s) + e25(sen? s + 2 sen s cos s + cos? s)

= \/2¢25(cos? s + sen? s) = e°/2

2.2.2 Curva Suave no R”
Definigao 2.2.8. (curva regular) Um caminho diferencidvel f : I — R™ € regular

quando f'(a) # ﬁ, para todo a € 1.

Isso quer dizer que se uma curva for regular em todo I, entao o vetor tangente a

curva é nao-nulo em todo ponto do traco de f.

Exemplo 2.2.7. (reta) Dados um ponto p € R™ e um vetor nao nulo v € R™, o

caminho f : R — R"™ dada por

f(s)=p+sv
: ; =2
¢ diferencidvel e o vetor tangente de f em s é dado por f'(s) =v # 0, para todo s € R,
por isso f(R) € uma curva reqular. O trago de f é a reta paralela ao vetor v que contém

o ponto p.
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Figura 2.5: Reta r que passa por C e paralela a v

Se o caminho f : I — R™ é diferenciavel, tem sentido considerar o caminho derivado

f': I — R™ e indagar se ele é continuo e diferenciavel

Definigao 2.2.9. (Classe C') Seja f': I — R"™. Se f’ for um caminho continuo, entdo

é dito que f é um caminho de classe C.

Quando a derivada do caminho f’ existe, o vetor (f’)'(a) = f”(a) chama-se segunda
derivada de f no ponto a, ou o vetor aceleracao do caminho f no ponto a, assim o vetor
aceleracao pode ser definido por f”(a) = (z"(a),y"(a)). Se f"(s) existe para todo s € [
diz-se que o caminho f é duas vezes diferenciavel e fica definido o caminho f”: I — R™.
Quando o caminho f” é continuo, dizemos que f é um caminho de classe C? ou que f’

é um caminho de classe C.

Definicao 2.2.10. (Classe C?) Um caminho f : I — R™ € p vezes diferencidvel no
ponto a € I quando existir & > 0 tal que f € um caminho de classe CP no intervalo

J={s€l:|s—a|<d} e fP for diferencidvel no ponto a.

Por extensao, se f é um caminho continuo, entao f é dito ser de classe C°. Quando
existirem as derivadas de todas as ordens do caminho f, serd dito que f € um caminho

infinitamente diferenciavel ou de classe C'*°.
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Para 0 < p < oo, sera escrito f € C? para indicar que f é um caminho de classe
C?. Como f = (x,y), tem-se que f € C? se, e somente se, x,y € CP para qualquer

1=1,...,n.

Definigao 2.2.11. (Curva suave) Uma curva definida pela imagem de um caminho
f I+ R™ de classe C',1 > 3 é chamada de uma curva suave e f é chamado de

caminho suave.

Definigao 2.2.12. (regular por partes) Seja uma curva f : I — R™ que nao € derivdvel
em um nimero finito de pontos {s1, - ,Sm} e reqular nos demais pontos. A curva f

serd dita regqular por partes e pode-se dizer que f € reqular em I — {s1,- - Spn}.

Exemplo 2.2.8. Seja f : [a,b] — R" um caminho de classe C',l > 3 em [a,b] —
{s1," - Sm}, tal que f'(s;) = 6) para todo s; € {s1,- - sy }. Colocando sy = a, ;1 = b,

logo f : ,@0(52-, Six1) = R™ € um caminho regular por partes.

Definigao 2.2.13. (curva injetiva) Uma curva definida pela imagem de um caminho
f I — R™ € injetiva quando dados sy # sy € I entao f(so) # f(s1). Uma curva

mjetiva nao se intercepta.

Exemplo 2.2.9. (circulo) Sejar > 0. O circulo S(p,r) C R? definido pela imagem do
caminho f :[0,2w) — S(p,r) tal que f(s) = p+ r(cos s,sen s),s € R € diferencidvel,
tal que f'(s) = r(—sen s,cos s) # 0,V s € R. Note que sen s = 0 & s € {0,7},
mas cos 0 =1 e cos m = —1 logo o circulo é uma curva reqular. Note que se f"(s) =
—r(cos s,sen s) = —f(s), assim f é de classe C> e logo f é um caminho suave e o

circulo € uma curva suave. Note que f € uma curva injetiva.

Exemplo 2.2.10. (suave e nao-reqular) Seja um caminho f : I — R? tal que f(s) =
(s%,8%). Como f'(s) = (3s2,2s), assim o vetor tangente em s = 0 é dado por f'(0) =

6>, logo f nao é um caminho regular. No entanto f"(s) = (6s,2), f"(s) = (6,0) e
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f4(s) = (0,0). Note que f"(s) = (0,0),1 > 4, assim f é de classe C*> e assim f é um

caminho suave.
Note que nem todo caminho suave é um caminho regular.

Exemplo 2.2.11. (curva de mesmo trago) Seja g : I — R? um caminho tal que g(s) =
(s,s). Note que g € de classe C™ e logo g é um caminho suave. Como ¢'(s) = (1,1),
logo g € regular. Perceba que o trago de g é o mesmo trago da f(s) = (s3,s%) que nao

€ um caminho reqular.
Note que f e g sao caminhos com mesmo trago. Embora g seja regular, f nao é.

Exemplo 2.2.12. Dados a,b > 0 ec # 0, a,b,c € R, p € R? consideremos, com s
variando em R, os caminhos abaizo sao requlares e suaves:

(1) (elipse) A elipse definida pela imagem do caminho f(s) = p + (a cos s,b sen s).

Como f'(s) = (—a sen s,bcos s), f"(s) = (—a cos s,—b sen s), f"(s) = (a sen s,—b cos s) =
—f'(s), logo a elipse é de classe C™

(2) (pardbola) A pardbola definida pela imagem do caminho g(s) = (s,cs* + bs + a).

Como ¢'(s) = (1,2¢s + b), ¢"(s) = (0,2¢), ¢"(s) = (0,0), logo a pardbola é de classe

e

(3) (retingulo) O retdngulo definido pela imagem do caminho f no exemplo 2.2.5, tem-

se que f"(s) = (0,0) e que f'(s) # (0,0) e assim o retdngulo é uma curva suave,

embora nao seja reqular nos vértices, pois as derivadas laterais sao diferentes.

Exemplo 2.2.13. (espiral logaritma) A espiral logaritma definida pela imagem do
caminho f : I — R? ¢ diferencidvel tal que f : (s) = e*(cos s,sen s). Note que f é de
classe C™ e assim f é suave. Além disso f'(s) = e*(cos s — sen s, sen s+ cos s), assim
f'(so) = 0 < cos So = sen 8y € cos Sy = —sen Sy, ou seja, f'(sg) # 0 para todo sy € 1

e assim f € um caminho reqular e suave.
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2.2.3 Comprimento de uma curva

Definigao 2.2.14. (Parti¢ao de um intervalo) Seja I C R um intervalo ea <be 1. O
conjunto de segmentos de retas disjuntos cuja uniao é um intervalo [a,b] é dito parti¢cao

de [a,b]. Suponha que P tenha n elementos, assim
n-—1
Pi= 'L—J()[Si’ Si+1] = [CL, b]
em que a < S5 < 81 < ... < 8, <b.

n—1
Definicao 2.2.15. (linha poligonal) Seja f : [a,b] — R™ um caminho e P = 'L—Jo [$iy Sit1]
uma parti¢ao de [a,b]. A uniao dos segmentos de reta cujos extremos sao os pontos

f(si—1) e f(si),i =1,...,n € dita a linha poligonal de f por P, ou seja,

O (i), £s)] = [F(50), Fs0] U [£51), F(2)]U o U [Fl5n), £(50)]

Definigao 2.2.16. (comprimento de poligonal inscrita no caminho) Seja f : [ — R™
n—1
um caminho. A cada particio P = P = U 8, Sit1] do intervalo [a,b] C I associaremos

1(F ([, 8); P) = 11 O [f(si-0), (i)l =
1£Cs0); Ul + £ (1), o)l + -+« + [f(sn-a), F ()l =

£ (1) = FCso)ll + [1£(52) = FCsOll + <+ [1f(50) = F(smr)ll =
gwfmu—ﬂa4m

de maneira que, I(f; P) serd dito o comprimento da poligonal inscrita no caminho de

f([a,b]), com vértices nos pontos f(s;),1 <i <n.

Dado duas particoes P C R ocorre que [(f([a,b]); P) < I(f([a,b]); R). Dado o
caminho f : I — R"™, pode ser feito o P variar entre todas as particoes do intervalo

[a,b] C I, sendo P o conjunto de todas as parti¢oes do intervalo [a, b].

26



Definigao 2.2.17. (caminho retificivel) Seja o caminho f : I — R"™ e [a,b] C I. Se o
conjunto I(f([a,b]); P) = {I(f([a,b]); P) : P € P} for limitado, diremos que f([a,b]) ¢

um caminho retificavel.

Todo conjunto real limitado possui supremo, ou seja, dado S C R limitado, assim

existe um a € R tal que s < a para todo s € S.

Definicao 2.2.18. (comprimento de arco da curva) Seja [a,b] C I, sendo P o con-

junto de todas as partigoes do intervalo [a,b]. f : I — R? um caminho retificdvel

e I(f(la,0])) = sup I(f([a,b]);P) = sup I(f([a,0]); P). Denotaremos I(f([a,b])),
PeP
o extremo superior dos comprimentos das poligonais inscritos em f e serd dito que

I(f([a,b])) € o comprimento de arco [a,b] do caminho f.

Seja f : I — R? um caminho regular de classe C* k > 1, logo. I(f) é um arco da

curva

Teorema 2.2.1. Todo caminho f : [a,b] — R" de classe C* € retificdvel, com

F(la,8)) = J I1f(s)lIds.
Prova: (ver teorema 6, secgao 5, capitulo IT de Lima [13])

Definicao 2.2.19. (reparametrizac¢ao) Seja g : [a,b] — R™ um caminho regular de
classe C* k > 1 e [c,d] C R. Uma mudanca de parametros para o caminho g é uma
aplicagdo ¢ : [c,d] — [a,b] bijetiva de classe C*, tal que ¢/(s) # 0 para todo s € [c,d).

A reparametrizacao de g é um caminho f = go ¢ : [c,d] — R™ de classe C* de g.

Definicao 2.2.20. (reparametrizagao retificivel) A reparametrizacio f = go ¢ :
[a,b] — R™ ¢ retificivel se, e somente se, o caminho g : [c,d] — R™ é retificivel.

No caso afirmativo tem-se que I(f) = I(g).
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Exemplo 2.2.14. (comprimento de um segmento de reta) Seja A,B € R" e f : [0,1] —
[A, B] tal que f(t) = (1—t)A+t(B). Note que f € um caminho retilineo. Para qualquer
particao I(f) = ||B — A||.

Definicao 2.2.21. O comprimento de um caminho fechado serd dito perimetro. Se

esse caminho for de um circulo ou elipse chamaremos de circunferéncia.

Exemplo 2.2.15. (perimetro de um retingulo) Considere o retingulo do exemplo

2.2.5. Entao o comprimento do retangulo é dado por:

1(f[0,2a+2b]) =1(f(0,a)) +(f(a,a+ b)) +I(f(a+b,2a+ b)) +1(f(2a +b,2a + 2b))
= foa 1rds + faa+b 1rds +ffj:b 1rds + f;;:)% 1rds

=a+(a+b—a)+2a+b—(a+b)+(20+20—(2a+b)=a+b+a+bd
logo o perimetro do retangulol(f[0,2a + 2b]) = 2a + 2b

Exemplo 2.2.16. (Circunferéncia de um circulo) Seja um circulo de centro p e raio
r, definida pela imagem do caminho f : [0,27] — R?, f(s) = p+r(cos s, sen s). Entao

a circunferéncia do circulo é:
[(f[0,27]) = foh [|f(s)]|ds = 02” rds =r(2m — 0) = 27r

Exemplo 2.2.17. (comprimento de um semicirculo) Seja um semicirculo de centro p
e raio r, definida pela imagem do caminho f : [0,7] — R?, f(s) = p+ r(cos s, sen s),

assim o comprimento do arco da curva parametrizada f([0,7]) é

1(f([0,7])) = [ lIf'(s)llds = [§ rds =r(r —0) = 7r

Exemplo 2.2.18. (comprimento de um arco do circulo) Seja um arco do circulo de
centro p e raio r, definida pela imagem do caminho f : [01,05] — R2 f(s) = p +

r(cos s, sen s). Entao o comprimento do arco do circulo é
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F101,62)) = f,2 1f(s)llds = f,* rds = (62 — 61)r

Exemplo 2.2.19. (arco da pardbola) A pardbola de equagio y = % € definido pela

imagem do caminho g : I — R?, tal que g(s) = (s, %) Note que ¢'(s) = (1,s) e assim

g € reqular e ||g'(s)|| = V1 + s2. Determinaremos o comprimento do arco da pardbola
9([0,1]) dado por: 1(g([0,1]))ds = fo V1 + s2ds.

Seja ¢ : [0, senh™1] — [0, 1] tal que ¢(u) = senh u um aplicagao bijetiva. Note que

u

¢ (u) = coshu = 0 & “E— =0 & 2 = —1, logo ¢'(u) # u para todo u € R.
Reparametrizando g por f = ¢ o g : [0,senh™'1] — R% Como ¢(u) = senh u,

e0_e—0

<— =0 e ¢(senh™ 1) = senh (senh™'1) = 1. Note que

assim ¢(0) = senh 0 =

1 + senh? u = cosh? u, assim [(g([0,1])) = I(f([0, senh™! 1])) =

f::j__l(l) 1+ ¢?(u)du = uﬁ V1 + senh? udu = fo °Vcosh? u du = fo cosh u du =

1(0)
senh ug —senh 0=1—-0=1

Exemplo 2.2.20. (arco da pardbola) Seja uma pardbola de equagao y = %a:2+bx+c, a#
0 definida pela imagem do caminho g : I — R? tal que g(s) = (s, $s°+bs+c). Note que
g'(s) = (1,as +b), assim g € reqular e ||g'(s)|| = /1 + (as + b)2. Determinaremos o
comprimento do arco da pardbola g([0,d]) dado por I(g([0,d])) = fod 1+ (as + b)2ds.

Seja ¢ : [b,ad + b] — [0,d] tal que Pp(u) = “T‘b uma aplica¢ao bijetiva. Note que
@ (s) =L #0, para todos s € R.

Reparametrizando g por f = ¢ og : [b,ad +b] — R2. Como ¢(u) = “T_b, assim
o(b) =0, ¢(ad + b) = d, logo:

1(g([0,d])) = L(f([b,ad + b])) = ¢ 1(0) \/1 + (ag(u) + b)2du = fad-i—b A radi,
No cdlculo hd a regra:

JVa? +u?du = 2vVa® +u? + %ln”u +Vva?+u?||+ C, logo
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1(f([b,ad + b)) = [ VIZ ¥ w2du =
= adtb 1+(ad+b)2+%ln||ad+b+\/1+(ad+b)2|l—g\/1+62—%ln!|b+\/1+62||

Exemplo 2.2.21. (circunferéncia de uma elipse) Seja uma elipse definida pelo caminho
f:[0,27] = R2, f(s) = p+ (a cos s,sen s), assim f'(s) = (—a sen s,b cos s). Entao

o comprimento de f([0,27]) € dado por:

1(f[0,27]) = f027r [|f'(s)||ds = 4f0% va? sen? s + b2 cos? sds.

Seja ¢ a distancia do centro p da elipse até os focos. A excentricidade da elipse é dada

pore =%, e como a®> = b*+ 2, logo a® = b* 4 a®e? e assim b*> = a*(1 — €?), entdo:

I(f[0,27]) =4 f0§ Va? sen? s+ a2(1 — €2) cos? s)ds

= 4]()% Va2(sen? s + cos® s — €2 cos? s)ds,

= 4f0§ av/1— e2 cos? sds = 4a fﬁ(l _ 2 cos? 5)kds.
O binémio de Newton é dado por:

(1 e u)n — 1. 4 71_1‘; = n(n;l)uz’ + n(n—1)3(!n—2)u3 T lOgO fab(]- s u)ndu —
JPrdut [Poudy PR gy o PO OB gy Ly ey

a (n—m)!m!

Seja u = —e2cos® s e n = 3, logo I(f[0,2n]) =

:4[f 1d3+f0 % ECOS Sds_|_f0 2 2)6 cos SdS+f0 % 71)(?3) ecos SdS—I—
foa(a)(%)(%)(%s)%ds+---]

2 ™ 4 KR 6 LN 8 i
= _ e (2 2 _ e [2 4 _ e (2 6 _ %€ 72 8 -
4a[ > fo cos® sds 23f0 cos® sds 24f0 cos® sds > fo cos® sds + ]

L]

n—1

No cilculo [ cos® udu = % 4 sricost ¢ [ cogn gy = s——usenu 4 nl [ oogn=2 ydy,

logo

J oty = 5+ ST

21 3(m s 3 T P
foz 6054(%)du e £98 (22158”(2) + sen(28)cos(2) n % _ ?—g

a1
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= 6(m _ cos’(5)sen(3) 5 cos® (5 )sen(3) 5 sen(5)cos(3) 57 _ bm
J? cos®(5)du = 6 + 2 + 16 T = n

7 cos®(%)sen(Z) | 35cos®(5)sen(%) | 35 sen(5)cos(%) + 357 357

s T ™
z 8(m __ cos (E)sen(g) -
fo cos (2)du = 3 + 48 + 192 + 128 256 256

e assim

I(f[0,27]) = 4alf — 5($) — S(38) — G(3F) — 5 (35) + -], portanto

1(f[0,27]) ~ 2an(1 — %% == ‘)2% = 1;?58] = 2ami(e).
Como e € (0,1] logo i(e) € (15:1), assim a circunferéncia aprozimado da elipse

1(£((0,2x))) € (Zam; 2am)

Observe que pela figura 2.6 a aproximacao tomada ja é suficiente. Quanto maior
for a excentricidade, maior serd o erro, por isso, quanto maior for a excentricidade,

maior devera ser a aproximacao.

—
x)
f=1-{
{2}
34 :log
- {¥}
58
hmg {.23,} 08
. 1756 °
vy
01 02 03 04 05 06 0 08 09 1
06

Figura 2.6: Aproximacao da circunferéncia da elipse

Exemplo 2.2.22. (ezemplo numérico) Seja uma elipse definida pelo caminho f :
[0,27] — R% f(s) = p+ (5 cos s,4 sen s), assim f'(s) = (=5 sen s,4 cos s).

Entao a circunferéncia da elipse dada é:

I(f[0,27]) = fQ” I|f/(s)||ds = 4f012[ V25 sen? s + 16 cos? sds = 4f0% V25 — 9 cos? sds.

0
=20 f()% \/1-— %sen2 sds

en=

[S2][9]

)

N[

Seja u = —e? cos® s, e =

logo I(f[0,27]) ~ 107([1 — % - 2231504 - 10?3(.523 - iggg:] -

1(f[0,27]) ~ 10m(1—0,09—0,006075— 0, 00091125 — 0, 00017940234375) = 28, 36337...
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Exemplo 2.2.23. (espiral logaritima) Seja f : [—o0o,b] — R* um caminho tal que
f(s) = e®(cos s,sen s). O comprimento da espiral logaritima é apresentado no exemplo

2.2.6

()= Jim f7Nf(s)llds = lim_ [)e'v2ds = V2 lim (" — ) = V2"

2.2.4 Reparametrizacao por comprimento de arco

Definigao 2.2.22. (fun¢io comprimento de arco) Seja f : I(C R) — R? uma curva

reqular de classe C* k> 1 e sy € I. A fungdo S : [sg,00] N I — R, tal que

S(s) = [, I1f'(u)|du
€ chamada func¢ao comprimento de arco da curva f a partir do ponto sg.

Definigao 2.2.23. (parametrizada pelo comprimento de arco) Uma curva reqular f :
I — R" de classe C* k > 1 estd parametrizada pelo comprimento de arco quando

|| f'(s)|| =1, para todo s € I. Neste caso S(t) =t —tg

Exemplo 2.2.24. (comprimento de um arco de S*) S* é o circulo unitdrio(r=1) com
centro na origem, que é a imagem de um caminho f : [0,27] — R?, tal que f(s) =
(cos s, sen s). Note que f'(s) = (—sen s,cos s) e que ||f'(s)|| = 1 para todo s € [a,b],
assim f estd parametrizada por comprimento de arco. Portanto l(f([a,b])) = f: lds =

b—a. Em particular I(f([0,27])) = 27

Exemplo 2.2.25. (reparametriza¢ao do circulo por comprimento de arco) Seja r > 0
eg: 1 — R? tal que g(s) = p + r(cos s,sen s) uma parametriza¢io do circulo de
centro p e raio r. Como ||¢g'(s)|| = r, logo o caminho g nao estd parametrizado por
comprimento de arco.

Seja ¢ : [0,27r] — [0,27] tal que ¢(u) = % uma aplicagao bijetiva. Note que

¢'(u) = 1 # 0 para todo r € R.
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Reparametrizando g por f = ¢o g : [0,2xr] — R Como ¢(u) =%, assim ¢(0) =0
e ¢(2nr) = Q;r—r = 2m. Como f(u) = g(¢p(u)) = p+ r(cos ¢(u),sen ¢(u)) = p +
r(cos(¥),sen(¥)), entio f'(u) = r(—=isen(),tcos(¥)) = (—sen(¥),cos(%)), assim

I|f (w)|| = 1, logo f € uma reparametriza¢ao de g por comprimento de arco.

Exemplo 2.2.26. (parametrizagao do retangulo por comprimento de arco) No exemplo

2.2.5 observe que ||f'(s)|| = 1, assim f estd parametrizada por comprimento de arco.

Exemplo 2.2.27. (reparametriza¢ao da espiral logaritma por comprimento de arco)
Seja g : I — R? tal que g(s) = e*(cos s,sen s) uma parametriza¢io de uma espiral
logaritma. Como ¢'(s) = e*(cos s — sen s,sen s + cos s), logo ||g'(s)|| = e*V/2
(exemplo 2.2.6). Embora o caminho g nao estd parametrizado por comprimento de
arco, o comprimento da espiral é S(s) = V2(e* — %) = u.

Seja S : R — (—\/iet",oo) uma aplicagao bijetiva tal que e® = %ﬁu + €%, assim
5= ln(‘/Tﬁu + e%). Seja ¢ = S : (=2, 00) = R tal que ¢(u) = ln(\/Tiu + €%).
Note que ¢'(u) = g(gu + €%)~t £ 0 para todo r € R.

Reparametrizando g por f = ¢o g : (@u +e%) — R2. Como f(u) = g(o(u)) =

e?® (cos(p(u)), sen(d(u)) = (Lu + %) (cos(In(Lu + e*)), sen(In(Lu + e*)).

2.2.5 Vetor normal

Definigao 2.2.24. (vetor unitdrio tangente a curva) Seja f: I — R™ um caminho de
classe C*, k > 1. Denota-se T(s) = m - f'(s) e diz-se que T'(s) € o vetor unitdrio
tangente ao caminho f no ponto f(s) € R". Assim T(s) € S"~'. Note que dado um

caminho f(s) = (z(s),y(s)), assim f'(s) = (2'(s),y'(s)), logo

T(s) = zis) ) L
( ) ( \/I'(S)2+y’(3)2 \/zr(s)2+y/(s)2 )
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Seja n(s) o vetor obtido de T'(s) por meio de uma rotagao positiva de 90 graus, isto
é, se T(s) = (a,b) entao n(s) = (=b,a), assim ||n(s)|| = ||T(s)|| = 1, logo n(s) € S*.

n(s) é dito o vetor normal unitario ao caminho f no ponto f(s).

Definicao 2.2.25. (vetor normal unitdrio) Um vetor normal unitdrio a curva definida

pelo caminho f: I — R™ regular e suave é o vetor

s = (s ='(s)
(s) (\/z'(s>2+y'(s)2 \/m'(s)2+y'(s>2)

De fato, ||f'(s)[| - n(s) = (=y/'(s), 2'(s)) = N(s).

O vetor n(s) sera dito apenas vetor normal, assim nao sera necessario dizer que é
unitario, pois sempre o serd. Para determinar um vetor N(s) = PN ortogonal a curva

saindo de P = f(s), basta tomar o ponto N = N(s) + f(s).

Exemplo 2.2.28. (vetor tangente e normal a reta) Seja uma reta definida pela imagem
do caminho f(s) = (s,as + b) regular e suave. Assim f'(s) = (1,a) e ||f'(s)|]] =

V1% + a2, logo T'(s) = Vli'l‘f(l,a) ¢ o vetor tangente unitdrio ao caminho f em f(s).

Observe que T'(s) € constante. O vetor normal € n(t) = Vllj;‘f - (—a,1).

Exemplo 2.2.29. (vetor tangente e normal ao retangulo) Considere o retangulo defi-
(

(1,0), se s € [0,a)

(0,1), se s € [a,a+b)
nido no exemplo 2.2.5, assim T'(s) = e

(—1,0), ses € [a+b,2a+b)

k((),—1)7 se s € [2a+ b,2a + 2b)
(
(0,1), se s €[0,a)

(=1,0), se s € [a,a + b)

(0,-1), se s € [a+b,2a + b)

(1,0), se s € [2a+ b,2a + 2b)
\
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J(t) (—1,2)+ 2 (cps(t), sen(t))

p=/(-3,2) n(t) = (-1, 2)
90°

f(t))= (-3, 0)

Figura 2.7: Vetor tangente e ortogonal ao circulo f em s

Exemplo 2.2.30. (vetor tangente e normal ao circulo) Seja um circulo definido pela
imagem do caminho f : [0,27] = R?, f(s) = p+r-(cos s,sen s) e o ponto f(r) = (p1—
1,p2). Como f'(s) =r-(—sen s,cos s), logo T(s) = (—sen s,cos s) e assim T(mw) =
(0,=1). Como n(s) = (—cos s,—sen s), entao n(r) = (1,0). O wvetor aceleragao no

caminho de f € dado por f"(s) = r(—cos s,—sen s) =r-n(s), assim f"(7) =r-n(w) =

(r,0).

Note que o vetor normal tem a mesma direcao e sentido do vetor de aceleragao

centripeta(nome dado a um vetor acelerac¢ao no circulo).

/
4 6 ’//
Yt (' - ")55- /’/ 0
‘ V4
\ s n(t) /
af iy
35 //
\ /
\ 3l /
| /
. 25 /
~a

Figura 2.8: Vetor tangente e ortogonal & parabola f em s

Exemplo 2.2.31. (pardbola) Seja uma pardibola definida pela imagem do caminho f :

I = R?% f(s) = (s,38°+2) e o ponto f(2) = (2,4). Como f'(s) = (1,s), logo

T(S) = 1}!—.92

(1,s) e assim o vetor tangente unitdrio a pardbola em s = 2 € o

vetor T'(2) = ‘/?5 - (1,2). Como n(s) = Vlfj - (=s,1), assim n(2) = _\g_g - (=2,1).
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Como N(s) = (—s,1), logo N(2) = (=2,1). Deve existir um ponto N € R? tal que

N=N(@2)+ £(2) = (=2,1) + (2,4) = (0,5).

Exemplo 2.2.32. (vetor tangente e normal a pardbola) Seja uma pardbola definida

pela imagem do caminho f(s) = (s,as? +bs + ¢). Como f'(s) = (1,2as + b) e assim

12+ (2as+b)?
124+ (2as+b)?

124 (2as+b)?

T(s) = -(1,2as +b) en(s) = T at (—2as —b,1).

Exemplo 2.2.33. (vetor tangente e normal a elipse) Seja uma elipse definida pela ima-

gem do caminho f(s) = (xo+acos s,yo+b sen(s)). Como f'(s) = (—a sen(s),b cos(s)),

W e 2 2 2 2
logo T(s) = Ygsen’sibicos?s . (4 sep 5,b cos s) entdo n(s) = Yo sen’stb cos’s

a? sen? s+b2 cos? s T a? sen? s+b2 cos? s

(=b cos s,—a sen s)

Exemplo 2.2.34. (vetor tangente e normal a espiral logaritma) Seja uma espiral lo-
garitma definida pela imagem do caminho f(s) = e*(cos s,sen s) tal que f'(s) =
e*(cos s — sen s,sen s + cos s). Como ||f'(s)|| = e*v/2 (evemplo 2.2.6), logo

Tls) = ¥2. (cos s — sen s, sen s+ cos s) e n(s) = 42 (—sen s — cos s,cos s — sen s)

2 2

2.2.6 Curvatura

Figura 2.9: Vetor normal n(s) e vetor f”(s)

O vetor f"(a) = lirrémﬁ;;ﬂﬂ ¢ o vetor aceleracao de f em a que pode ser visto
5—

como a variacao do vetor velocidade f’ que é um vetor que aponta para direcao do
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percurso da curva. O vetor aceleracao f”(a) tem a mesma direcao do vetor f'(a +s) —
f'(a) para um s muito pequeno. Quando s tende a zero, o vetor f’(a+ s) — f'(a) tende
a ser ortogonal ao vetor f’(a), apontando para diregao da concavidade da curva, como
na figura 2.9.

Assim o vetor f”(s) é perpendicular a f'(s). Mas f'(s) tém a direcao de T'(s) que
é perpendicular a n(s) por definicao, logo f”(s) e n(s) tém a mesma direcao e terao
mesmo sentido quando 7T'(s) estiver rotacionando para esquerda em [s, s + J] e sentidos
contrarios quando T'(s) estiver rotacionando para direita em [s, s + .

Seja f um caminho suave parametrizado por comprimento de arco. Assim o vetor

tangente unitario tem norma 1, ou seja,

1T =1 |IT(s)* =1+
(T(s),T(s)) = 1 & (T(s),T(s)) =1' &
(T(s), T(s)) + (T(s), T'(s)) = 0 &

Como (T'(s), T(s)) = 0, logo qualquer vetor em R? pode ser dado por uma combinagao

linear entre T e n, assim:

T'(s) = (T"(s),T(s)) - T(s) + (T"(s),n(s)) - n(s) &
T'(s) = (T"(s),n(s)) - n(s)

Definigao 2.2.26. (curvatura) Seja f um caminho suave parametrizado por compri-

mento de arco. O nimero k(s) = (T"(s),n(s)) € chamado de curvatura de f em s.

Definigao 2.2.27. (1* Equac¢io de Frenet) A equagao T'(s) = k(s) - n(s) € chamada

de 1° equacao de Frenet.
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Definicao 2.2.28. (sinal da curvatura) Seja k(s) a curvatura do caminho f no ponto
f(s). O wvalor absoluto da curvatura k(s) mede a rapidez com que f muda de diregao;
seu sinal indica a "concavidade" ou a "converidade" do caminho. Isto é,

(1) se k(s) > 0 entao o vetor f' e a o vetor n tém a mesma diregao.

(2) se k(s) < 0 entao o vetor f' e a o vetor n tém dire¢oes opostas.

Quando f"(s) =0, denominamos f(s) um ponto de inflexao no caminho de f.
Teorema 2.2.2. A curvatura de um caminho regular e suave f : [a,b] — R™ é dada
por

k(s) = Tlehnle) _ det(f ) 11(s)) _ /(50 ()= (s)y ()
[GIE 7P @04 )) 3

Prova: (ver Costa |9] na sua proposigao 2.7 e Coimbra [8] pag 31)

Exemplo 2.2.35. (curvatura do circulo parametrizado por comprimento de arco) (ver
exemplo 2.2.25) Seja o circulo parametrizado por comprimento de arco definido pela
imagem do caminho f : [0,27r] — R? tal que f(s) = (a4 r cos(2),b+r sen()).
Como f'(s) = (—sen(2),cos(2)) = T(s), logo n(s) = (—cos(2), —sen(2)) e f"(s) =
L. (—cos(2),—sen(%)), entio f"(s) = *-n(s) e portanto um circulo de raio r tem

curvatura constante, igual a %

Exemplo 2.2.36. (ponto de inflexao) Na figura 2.9, esbogamos a imagem de um se-

ndide definida pela imagem do caminho f(s) = (s,sen s). Como f'(s) = (1,cos s),

- 1 cos s — —cos s 1
T(S) - (\/l-i-cos2 s7 V/1+4cos? 5)7 ’I’L(S) - (\/1—|-cos2 s; V1+cos? s) g
T/(s) - _( —2 sen s-cos - seih bl Heoont o 226\/671!:;:::.-; : ) — 1_izz2ss
2\/(1+cos2 s)3 \/(l—i-cos2 s)? +

—sen s
1+cos? s°

-n(s), assim k(s) =
Logo:
(1) k > 0 quando sen s <0, ou seja, se s € U [km, (k+ 1)7]

kEZ\2Z.
(2) k <0 quando sen s > 0, ou seja, se s € kUZZ[lmr, (k + 1))
€
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(3) O ponto de inflexao ocorre quando sen s =0, ou seja, quando s € {km: k € Z}
Analisando a figura 2.9, temos f : [a,b] — R?, com f(a) = A, f(b) = B e f(c) =
C,a <c<b. Notrecho AC, temos k > 0, enquanto que k < 0 no trecho CB. No ponto

C, temos k =0 e esse ponto é chamado de ponto de inflexao.

Exemplo 2.2.37. (curvatura da pardbola) Seja uma pardbola definida pela imagem do
caminho f(s) = (s,as* +bs+c). Como f'(s) = (1,2as+b) e f"(s) = (0,2a), logo f é

reqular, suave e nao estd parametrizada por comprimento de arco. Pelo teorema 2.2.2,

k _ 1-2a—0~(2as+b} _ 2a
(S) (12+(2as+b)2)% \/(1+(2as+b)2)3

Exemplo 2.2.38. (curvatura da elipse) Seja uma elipse definida pela imagem do ca-
minho f(s) = (z¢ + acos s,yo + b sen(s)). Como f'(s) = (—a sen(s),b cos(s)) e

f"(s) = (—a cos(s),—b sen(s)), logo f € regular, suave e nao estd parametrizada por

—a sen(s)-—b sen(s)+a cos(s)-b cos(s)

\/(a2 sen?(s)+b? cos?)3

comprimento de arco. Pelo teorema 2.2.2, k(s) = , assim

b
k'(S) - \/(a2 sen2?3)+b2 cos?)3

Exemplo 2.2.39. (curvatura da reta) Seja uma reta definida pela imagem do caminho

f(s) = (s;as +b). Como f'(s) = (1,a) e f"(s) = (0,0), logo f € regular, suave e naio

1.040-a  __

estd parametrizada por comprimento de arco. Pelo teorema 2.2.2, k(s) = daaanf
+a*)2

assim k(s) = 0.

Exemplo 2.2.40. (curvatura da espiral logaritma) Seja uma espiral logaritma definida

pela imagem do caminho f(s) = e*(cos s,sen s). Por 2.2.34 T(s) = ? - (cos s —

ot

sen s,sen s+ cos s) e n(s) = L= - (—sen s — cos s,cos s — sen s), tem-se T'(s) =

No

= - (—sen s — cos s,cos s — sen s), logo k(s) = (T"(s),n(s)) =

<‘/7§ - (—sen s — cos s,cos s — sen s), % - (—sen s — cos s,cos s — sen s)> = k(s)=1

para todo s € R
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2.2.7 Aplicagoes diferenciaveis em R"

Definigao 2.2.29. (diferencidvel no ponto) A aplicagcao de f : U — R"™, definida em
um conjunto aberto U C R™, diz-se diferencidvel no ponto a € U quando existe uma

aplicagao linear T : R™ — R"™ tal que

fla+v)— f(a) =T -v+r(v), onde im=+* =0

v—0 o]
Se f:U — R", definida no aberto U C R™, é diferenciavel no ponto a € U entao,

dado qualquer vetor v € R™ temos

fi(a)-v=gl(a) = ($(a), - , %2 ()

v v

Definigao 2.2.30. (derivada direcional num ponto) Seja f : U — R™ definida num
aberto U C R™. A derivada direcional de f num ponto a € U, relativamente a um vetor

v € R™, € por definicao,

9% (g) = lim———lf(”tvt)_f(a e R”

Y t—0

quando tal limite existe.

A transformacao linear f’(a) : R™ — R™ possui em relagao as bases canonicas de
R™ e R™, uma matriz n x m chamada matriz jacobiana de f no ponto a, designada por

Jf(a). Suas m colunas sdo os vetores f'(a) -e; = 2L (a) = (Y1(a),-- -, %2(a)). Assim

0 o
a(a) - 2L(a)
Jf(a) = : : )
? n 6 n
“ Lo (@) - sz_,,
onde f1,---,f, : U — R sao as funcoes-coordenada de f. Cada uma das n linhas
(%(a), e ,ng" (a)) é a matriz 1 x m do funcional linear df;(a), o diferencial da i-

ésima funcao coordenada f;. Para todo v € R™, temos
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flla)-v="24() = (%), 5) =

= (dfl(a) CU, e 7dfn(a) 2 U)

onde as n aplicacoes f; : U — R, definidas no aberto U C R™, sao diferenciaveis
no ponto a € U. As diferenciais das aplica¢oes f; no ponto sao os funcionais linear

dfi(a) : R™ — R, cujo valor no vetor v € R™ sao dados por

dfi(a) = (32(a), -+, 52 (@) = F(a).

Oz ! O ov

Quando as n aplicagoes f; sao diferenciaveis em todo ponto de U, obtém-se n apli-
cacoes df; : U — R™, que associam a cada ponto de z € U os funcionais lineares df;,

cuja matriz é
afi of;
(B8 )+ 5 22 ()

Definigao 2.2.31. (aplicacao diferencidvel) Uma aplica¢ao f : U — R"™ diz-se dife-

rencidvel no aberto U C R™ quando é diferencidvel em todos os pontos de U.

Proposigao 2.2.4. (Diferencial continua e de classe C') As n aplicagées df; sao con-
tinuas se, e somente se, cada uma das suas m fungoes coordenadas %EL U — R sao
J

continuas, isto €, cada uma das n aplicacoes f; € de classe C*.
O espago vetorial £L(R™; R™) é formado pelas transformagoes lineares 7' : R™ — R™.

Definigao 2.2.32. (aplicagao derivada) Seja U C R™. A aplica¢ao derivada f': U —
L(R™;R™) que associa a cada pontos x € U a transformagao linear f'(x) : R™ — R™

derivada em f em z.

Definicao 2.2.33. (aplicagcao derivada direcional) Seja f uma aplicagao diferencidvel
e U C R™. Para cada v € R™, a aplicacao %5 :U — R™ cujo valor num ponto x € U

é a derivada direcional 9L (z) = f'(z) - v.
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Definigao 2.2.34. (superficie parametrizada reqular) Uma superficie € uma aplicagao
f:UCR™ = R" comm <n onde U é um aberto de R™, tal que:

a) f é diferencidvel de classe C™;

b) Para todo q = (u,v) € U, a diferencial de f em g, df (q) : R™ — R" € injetora, onde

u e v sao pardmetros.

Exemplo 2.2.41. Seja f : R? — R3 wma superficie de parametros u e v. Assim
fu,v) = (fi(u,v), fa(u,v), f3(u,v)). Para cada (u,v) € R?, f(u,v) determina um

ponto de R3. O Jacobiano de f é dado por:

Jf(u,v) = | 22(u,v) 22(u,v)

Exemplo 2.2.42. Seja F : R? — R? tal que F(x1,25) = (myz; + moxo, maxy +
MyTy, MsTy + Mexs), m; € R. Note que F € diferencidvel para todo ponto (xy, ;) C R?

e a malriz jacobiana € dada por:

mi Me
Jf(a): ms3 My >

ms e

2.3 Medida e integracao

2.3.1 o-algebra de Borel

As observagoes abaixo foram feitas a partir dos escritos de Azevedo [2] e Boer [6].
Markarian e Chernov [7] mostraram como aplica¢oes em o-dlgebras preservam medida

e como as transformagoes ergodicas se aplicam no bilhar.
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Definicao 2.3.1. (Topologia) Uma familia B de subconjuntos de um conjunto Q é
denominada uma topologia em ) se B possui as sequintes propriedades:

(1) 2,0 € B.

(2) A uniao dos conjuntos de qualquer subfamilia de B (finita, enumerdvel ou nao-
enumerdvel) pertence a B, ou seja, se Uy, ...,U; € B entao ]-Q1Uj € B.

(3) A intersecgao dos conjuntos de toda subfamilia finita de B pertence a B, ou seja,

se Uy, ...,U; € B entdo ,rﬁlUj € B.
il

Exemplo 2.3.1. (topologia trivial) By = {@,Q} € uma topologia para qualquer que

seja 2 e By € chamado de topologia trivial.

Exemplo 2.3.2. Seja Q = {1,2,3}. Assim A= {@,{1},{2,3},Q} e B={2,{1},Q}
sao topologias enquanto que C = {@, {1}, {2},Q} nao é uma topologia. Pois {1}U{2} =
{1,2} £ C.

Definigao 2.3.2. (espago topoldgico) (2, B) serd chamado de espago topoldgico se exis-

tir uma topologia B em ().

Os elementos de B sao conjuntos abertos/semi-abertos em Q. Um subconjunto U

de Q ¢é aberto/semi-aberto, se U € B

Definigao 2.3.3. (espago topologico separdvel) Os espagos topoldgicos que admitem

um subconjunto denso enumerdvel denominam-se separdveis.

Definigao 2.3.4. (transformagao continua) Sejam (21, A) e (Qa, B) espagos topoldgi-
cos e f: Qy — Qo uma aplicagdo. A aplicagio f é continua se, e somente se, f~1(U)

¢ um aberto/semi-aberto em A para todo aberto/semi-aberto U em B.

Definigao 2.3.5. (dlgebra) Seja B uma familia de subconjuntos de Q. B é uma dlgebra

se, e s se, QL € B, B € fechado para o complementar e uniao finita, ou seja,
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(1) Qe B,
(2) Se U € B entao Q\U € B, e

Cs

(Q\U;) € B.

(3) Se Uy, Us, ..., U, € B entio ,QIUZ- €B= _rfwlUi =0

Exemplo 2.3.3. Seja Q = {1,2,3}. Observe que B = {,{1},Q} € uma topologia, no
entanto B nao é uma dlgebra, pois Q\ {1} = {1,2,3} \ {1} = {2,3} ¢ B.

Teorema 2.3.1. Toda dlgebra é uma topologia.

Demonstrag¢ao. A propriedade (1) de topologia: Seja B uma élgebra, logo Q2 € B e
Q\ Q =@ € B; A propriedade (2) de topologia coincide com a propriedade (3) de
algebra; A propriedade (3) de topologia coincide com a segunda parte da propriedade

(3) de algebra. O

Considera-se que N = {0, 1,2, 3}, ou seja, o conjunto dos niimeros naturais inicia

no zero.

Defini¢ao 2.3.6. (0-dlgebra) Seja B uma familia de subconjuntos de Q. B é uma
o-dalgebra se, e so se, Q) € B, B ¢ fechado para o complementar e uniao enumerdvel, ou
seja,

(1) Q € B,

(2) Se U € B entao Q\U € B, e

(8) Se existe f : N — U;, com f(i) =U; € B, entao ii@lUi eB= ioﬁlUi = 2_g(Q \U)) €
B.

Definicao 2.3.7. Seja B uma familia de subconjuntos de ).

(1) o(B) serd definida como a menor o-dlgebra de 2 que contém B.

(2) o(B) é dita a o-dlgebra gerada por B.

(3) o(B) pode ser definido como a intersec¢ao de todas o-dlgebras que contém B.

(4) A menor o-dlgebra de Q é By = o(2) = o(Q) = {@,Q}, também chamada de
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o-dlgebra trivial com cardinalidade 2, ou seja, #(0(2)) = 2.
(5) A maior o-dlgebra de subconjuntos de Q contendo Q € P(Q2), a familia de todos o0s

subconjuntos de Q com cardinalidade 2%V | ou seja, #(P(Q)) = 2/l

Definigao 2.3.8. (trago de uma o-dlgebra) Se U C ) entao o trago de U ¢é a o-dlgebra
o(U)={2,U,Q\U,Q}. o(U) € a menor o-dlgebra de Q) que contém U.

Exemplo 2.3.4. Seja Q = (0,1] um intervalo unitario, ou seja, de comprimento 1.
Nesse intervalo toma-se uma familia de subintervalos I = (a,b] de forma que os inter-
valos sejam abertos a esquerda e fechados a direita, ou seja, (B) = {(a,b] : 0 < a <
b<1h

De fato seja (0,%] € (0,1], assim o((0,3]) = {2,(0,3],(5.1].(0,1]} € a menor o-

dlgebra de (0,1] que contém (0, 3].

Teorema 2.3.2. Seja Q = (0,1, e 0 < a; < b; < 1,i € N e I, = (a;,b;)] com
||| = bi — a;. Considere os conjuntos U = AL:lJlIi onde os intervalos I; sao disjuntos e
contidos em Q. Seja B uma familia de subconjuntos U de S, fechada para unidao finita,

incluindo o vazio. B é uma dlgebra de subconjuntos de (0, 1].

Demonstragao. (1) Seja U = (0,1] = Q, logo Q C B,

(2) Seja U = (a1,b1] U (az,ba] U ... U (apn,by), com a3 < as < ... < a,. Se os (a;,b;]
sao disjuntos, entao Q \ U = (0,a;] U (by,as] U ... U (by—1,a,] € B, onde alguns desses
intervalos podem ser vazios, e

(3) Sejam U = i';l[i e B= ingJi entao U N B = Zg)l]i N jLZJlJi = igl jLZJl (I;NJ;)eBéa

uniao finita de todas as interseccoes entre os intervalos I; e J;, onde cada parcela é um

intervalo disjunto ou vazio. O

Teorema 2.3.3. Seja B uma dlgebra de subconjuntos de (0,1]. B nao € uma o-dlgebra

de subconjuntos de (0, 1].
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Demonstragao. Seja U = F_Wol(x — L 2] = {#} ¢ B. Pela defini¢io 3.1.5, item 3,

n

UeB. O

Exemplo 2.3.5. A unido de o-dlgebras nem sempre é uma o-dlgebra. Sejam as o-
dlgebras o(A) e o(B) disjuntas e nao complementares em relagao a 2. A unido delas
¢ o conjunto {@, A, B,Q\ A,Q\ B,Q} que por regra nao é uma dlgebra e nem uma

o-dlgebra.

Observacgao 2.3.1. Sejam U,V C Q) e B é uma o-dlgebra de Q2. Observe que:
(1) U Ca(U),

(2) Se A C B entao o(A) C B,

(8) Se U ¢é uma o-dlgebra, entio o(U) = U,

(4) Se U C V, entiao o(U) C o(V),

(5) SeUcCV eV eo(U), entio o(U) =0o(V).

Definicao 2.3.9. (conjuntos de Borel de Q) Seja B(Q2) a o-dlgebra gerada pelos sub-
conjuntos abertos/semi-abertos de Q. Os conjuntos pertencentes a B(€) sao chamado

de conjuntos de Borel de Q) ou de borelianos de ).

Exemplo 2.3.6. (Conjuntos de Borel) Seja A uma familia de subintervalos semi-
abertos do intervalo unitdrio Q = (0,1]. Os elementos da o-dlgebra B(.A) sao chamados

de conjuntos de Borel do intervalo unitdrio Q@ = (0, 1].

Exemplo 2.3.7. (0-dlgebra de Borel) Seja A uma familia formada por subintervalos
do intervalo unitdrio Q = (0,1] e C uma dlgebra formado pela uniao dos elementos de
A, logo A C C. Como C nao é uma o-dlgebra, logo C C B(A).

Assim a dlgebra C satisfaz A C C C B(A). Pela observagio 2.3.1(5), implica que
B(A) = o(C). o(C) € dita a o-dlgebra de Borel ou um Boreliano. Observe que o(C)

nao contém todos os subconjuntos de Q2 = (0, 1].
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Exemplo 2.3.8. Seja A a familia de todos os subconjuntos abertos de R", assim B(.A)
€ a menor o-dlgebra que contém A e também é a menor o-dlgebra que contém todos os

subconjuntos abertos de R™.

2.3.2 Medida

Algumas definigoes aqui foram baseadas nos escritos de Markarian 7], Fernandes [11],

Billingsley [4], Rudin [22], Fomin [12] e Mané [16].

Definigao 2.3.10. (espago mensurdvel) Seja 2 um conjunto e B uma o-dlgebra sobre

Q. (92, B) € dito espago mensurdvel.

Definicao 2.3.11. (conjunto mensurdvel) Seja (Q, B) um espago mensurdvel e U € B.

O conjunto aberto U é dito mensurdvel.

Definicao 2.3.12. (medida) Seja (2, B) um espag¢o mensurdvel. Uma medida é uma
aplicagao p: B — [0, 00] tal que:

(1) (@) =0,

(2) (aditividade) se Ay, As, ... sio conjuntos disjuntos de B e se iE:JolAi € B entao
n(54) = Zu(A)

(3) se (A;)icr € uma familia de subconjuntos de Q2 dois a dois disjuntos, se C C Q e

se UA; C C entao Y pu(A4;) < p(C).
el i€L

Exemplo 2.3.9. O exemplo mais padrao de o-dlgebra de Borel é a medida de Lebesgue
no espaco euclidiano R™. Um cubo em R™ € o produto cartesiano Q = J1 X ... X J,

onde J; € um intervalo aberto/semi-aberto e o volume de @ € definido por
Vol(Q) = [Il] - |2l - ... - || ul]

Teorema 2.3.4. (medida de Lebesgue) Eziste uma tnica medida A\ na o-dlgebra de

Borel de R™ tal que A\(Q) = Vol(Q) para cada cubo @ C R".
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Exemplo 2.3.10. (medida de Lebesgque em R? ) Seja B(R?) é a o-dlgebra dos boreleanos
de R?. Eriste uma tinica medida X\ : B(R?) — [0, 00) tal que, se U = (a1, b1) x (az,b2) C

B(R?),
AU) = (by — a1) - (b2 — a2)

Exemplo 2.3.11. Seja B((0,1]) uma o-dlgebra de Borel dos subconjuntos de (0,1] que
sao unioes finitas de intervalos disjuntos, U € B((0,1], isto €, U = 'Qli = Ql(ai,b,-].

Assim

n

w(U) = i:illmn = (b — a:), U € B((0,1]).

i=1

Definigao 2.3.13. (medida de probabilidade) Uma aplica¢io de conjuntos p : B —
[0,00] definida em um espago métrico (Q, B) € uma medida de probabilidade se:

(1) 0 < u(U) <1, para todo U € B,

(2) W(@) =0,u(B) =1

(3) (enumeravelmente aditivo) se Uy, Us, ... sao conjuntos disjuntos B-mensurdveis, e

se _oleUi € B entao ,u,('oleUi) = > ()
= Lo =1

Definigao 2.3.14. (espago de medida de probabilidade) Se p é uma medida de proba-
bilidade definida no espago métrico (2, B) entao a trinca (2, B, u) € dita um espago de

medida de probabilidade.

Definigao 2.3.15. (conjunto de medida zero) Seja (2, B,1) e U € B. U tem medida

zero se pu(U) = 0.

Exemplo 2.3.12. (segmentos de reta) Seja ((a,a + n),B((a,a + n)), ) um espago
de medida de probabilidade de maneira que p(U) = l%l, onde |(b,c)| = ¢ — b para
a<b<c<a+n. Observe que (a,a+1) C B((a,a+n)) para todo a € R. A medida do

segmento (a,a+n) € dado por |(a,a+n)| = 1. Observe que (a, a+n)\.©1(a+i—1,a+i) =
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{a+1,a+2,---,a+n—1} =V C B(a,a+n). Note que a medida de V ou de seus

subconjuntos é zero.

ICs

= l(a-l-z—

i

De fato, se CJ (a+1i—1,a+1) € disjunto de V, logo 1 = p(a,a +n) = p(
(

i=1
La+1)+pV) <1, ecomo au(@l(a—ki— l,a+1)) =1, logo u(V) = 0.

Definigao 2.3.16. (u-quase todo ponto) Seja (Q, B, ),z € QU € B e p(U) = 0. Se

uma regra r € valida para todo x € Q\ A € dito que a regra vale para ji-q.t.p. de x € .

2.3.3 Abplicagoes que preservam medida

Observagoes feitas a partir dos escritos de Santiago [23]| e de Markarian [7].

Definicao 2.3.17. (aplicagao mensurdvel) Sejam (Q4, A) e (Qa,B) espagos mensurd-
veis. Uma aplicagao f : A — B € dita mensurdvel com respeito as o-dlgebras A, B se

f~YU) € A para todo U € B.

Teorema 2.3.5. (aplicagao mensurdvel num boreliano) Sejam (Q4,.A) e (Qs, B) espa-
¢os topoldgicos e f = Qy — Qy uma aplicagio tal que f~(U) € A é um conjunto de
Borel de Qq, para todo subconjunto aberto U de o, entao f é mensurdvel.

(continua mensurdvel) Toda funcgao g : Q0 — Qy continua, € mensurdvel.
Prova feita na proposic¢ao 1.3.1 Markarian [7]

Definicao 2.3.18. (Aplicagoes que preservam medida) Sejam (Qq, A, i) e (Qa, B, \)

espacos de medida. A aplicacao [ : Q; — Qy preserva medida se
UeB= f(U)€eAepu(f(U)) =)

Exemplo 2.3.13. (transla¢io de R") Para todo k,x € R", a translagao L : R™ tal

que Li(x) = (k1 + 21, -+, kn + )
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Seja T : © —  uma aplicacao que preserva medida num espago métrico com-
pacto (€2, B(Q), ). Note que T-1(B(£2)) C B(£2), pelo fato do conjunto {U € B(Q) :

T~HU) € B(2)} ser uma o-algebra e conter todos os conjuntos abertos.

Definicao 2.3.19. (T-invariante) Seja (2, B, 1) um espago de medida de probabilidade
e uma aplicagao T : 2 — Q que preserva medida.

(1) Uma medida p : B — [0,1] é T-invariante se, para todo U € B, sua pré-imagem
T-YU) também pertence a B e p(U) = u(T-1(U)).

(2) Uma fungao f:Q — R é T-invariante se f(T(x)) = f(z) para q.t.p. x € Q

(3) Um conjunto U € B é T-invariante se T~(U) = U.

Exemplo 2.3.14. (Volume de uma bola aberta transladada) Seja Q = {B(a,r) : a €
R3 r > 0} o conjunto de todas as bolas abertas de R3. Seja 5(Q) a menor o-dlgebra
de Borel que contém Q e V uma medida sobre 2, sendo V : R* — R com V(B(z,r)) =
23 para todo x € R®. Considere L, : R®* — R® com L,(B(y,r)) = B(y + u,r) uma
translagao da bola B(a,r) no R* pelo vetor u € R®, assim L,(B(a,r)) é uma bola de

centro a +u e raio . Note que a medida V é L,-invariante para todo u € R?, ou seja,

V(Lu(B(a,r))) = V(B(a,r)).

Exemplo 2.3.15. (rotag¢io de disco) Seja uma rotagao no plano R : R* — R? com

cos) —send a . .
R(ay,a2) = . . Note que a rotacao de qualquer disco com centro

senf  cosf as

na origem € o proprio disco, ou seja, R~'(a) = a. Assim qualquer disco com centro na

origem € um conjunto R-invariante.

Exemplo 2.3.16. (Area do disco) Seja Q = {D(a,r) : a € R%,r > 0} o conjunto de
todos os discos abertos de R* e B(Q) a menor o-dlgebra de Borel que contém 2 e A uma
medida sobre Q, sendo A : R?* — R com A(D(z,r)) = 7r? para todo x € R2. Considere

L, : R* = R? com L,(D(y,r)) = D(y + u,r) uma translagao do disco D(a,r) no R?

50



pelo vetor u € R?, assim L,(D(a,r)) é um disco de centro a + u e raio r. Note que a

medida A é L,-invariante para todo u € R?, ou seja, A(L,(D(a,r))) = A(D(a,r)).

Exemplo 2.3.17. (rotagao de elipse) Seja uma rotag¢ao de 180° no plano dada por

-1 -0 T
R(z1,x2) = . . Note que a rotacao de qualquer elipse com centro na

0 -1 i)
origem € a propria elipse. Assim essa elipse € um conjunto R-invariante.

Teorema 2.3.6. Seja T uma aplicagao que preserva medida de um espago de probabi-
lidade (2, B, ). Dado U C B, seja Uy ={x € U : T"(z) € U : n > 0}. Entao U, faz
parte de B, e p(U) = u(Up).

Prova: Teorema I1.5.1 de Markarian |7].

Na verdade, a situacao mais frequente é quando T tem infinitas probabilidades
invariantes. Quando T tem finitas probabilidades invariantes tem apenas uma (porque
se tem duas, digamos j; e po, entao todas as combinagoes lineares Ay + (1 — A)pg,0 <
A < 1, seriam medidas de probabilidades invariantes), e entao T tem uma propriedade

ergddica extremamente forte.
Definicao 2.3.20. (convezo) Um conjunto U € convezo se
{1=t)z+ty:0<t<1} CU para todo z,y € U

Definigao 2.3.21. (unicamente ergodica) Seja T uma aplicagao continua que preserva
medida de um espago de probabilidade (Q, B, ). Se o espago métrico compacto (€2, B)
possui exatamente uma medida de probabilidade T-invariante, a aplicacao T é chamada

de unicamente ergodica

A classe de aplicagoes unicamente ergodicas de R™ ¢ bem restrita. Os exemplos

classicos sao de translagoes em R™.



Exemplo 2.3.18. (disco) Sejam Q = {Bla,r] : a € R%r € R} e f : R? — R?
com f(x) = x uma aplicagao que preserva medida de um espago de probabilidade
(2, B(2), A), sendo A(U) a drea de U C B(). A drea de U, A(U) = A(f~"(U)).

Logo A ¢ uma medida de probabilidade f-invariante.

2.4 Ergodicidade

Definigao 2.4.1. (ergddica) Seja T uma aplicag¢io que preserva medida do espago de
probabilidade (2, B(Q), ). T : Q — Q € dita ergodica se todo conjunto T-invariante

tem medida 0 ou 1.

Definicao 2.4.2. Sejam (2, B, ) um espago de medida e U C B. xy € a denotagao
de uma funcao caracteristica de U que é definida como:
0, sexeN\A

xv(z) =
1, sexc A

Definigao 2.4.3. (funcao simples) Sejam (2, A, 1) um espago de medida. Uma fungao
f:Q —= R € simples quando é possivel escrevé-la na forma f = i/\ig/\i, Ai € R, onde
Ai={z: f(z) = A} e Ai=1,...,n e u(A)) < oo quando /\ile\ﬁ, tal que g,
€ a fungao caracteristica de A;. f é mensurdvel se, e somente se, cada conjunto A; €

mensurdvel.

Definicao 2.4.4. (integral de uma fun¢ao) Seja s : Q@ — R uma func¢ao é simples

quando pode ser escrita da forma

é)\iH(Ai)-

Uma funcgao simples € integrdvel se a série converge absolutamente



n
Z)\zN(A'L) < 400
i=1

e neste caso a integral de f é definida como:

fg fdp = il:l)‘i,u(Ai)

Definig¢do 2.4.5. Sejam ' C R? um subconjunto conezo, K = |0, 21 x T um solido e
uma aplica¢io T : K — K. Denote \, a medida de Lebesgue em I' (uma medida sobre
0s boreleanos de I' tal que se U C I' € um arco suave entao \,(U) € o comprimento de

U). Denotemos por \ a medida de Lebesgue em R. Entao A\, x X\ € uma medida em K.
Definigao 2.4.6. Birkhoff demonstrou que a medida pn em K definida por:

1w(A) = [, send d(A, x )
€ invariante sob T.

Definicao 2.4.7. (Ergodicidade de uma orbita) Seja T : Q — Q uma aplicacio que
preserva medida do espago de probabilidade (0, B, ) . Uma drbita de x € ) é denotada
pelo conjunto O(x) = {T™(x) : n € N}. De fato, T~*(O(z)) = O(x), logo O(x) é um

congunto T-invariante e u(O(x)) =0

Definigao 2.4.8. (média dos segmentos de orbitas) Seja T : Q@ — Q uma aplicagio
que preserva medida do espago de probabilidade (2, B, p). Se f: Q — R € uma fungao

integravel, considere a média dos segmentos de sua orbita,
1 j
=1 f (T ()
j=0
Um dos resultados fundamentais da teoria ergodica é o teorema de Birkhoff que
estabelece que a sequéncia das médias de fun¢oes integraveis sobre segmentos de 6rbita

converge, para quase todo ponto (q.t.p.) de x € Q a um nimero denominado média

orbital do ponto x no conjunto A C () calculado pela fungao f
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Teorema 2.4.1. (Birkhoff-Khinchin) Seja T : Q — Q wma aplica¢io que preserva
medida do espago de probabilidade (2, B, ). Se f:Q — R é uma fungao integrdvel, o
limate

n

f(z) = lim 5 > f(T9(x))

eciste para q.t.p. x € 2, e a funcao f € T-invariante, integrdvel e

/Qfdu=/9fdﬂ (2.1)

Um caso interessante é quando f é a fungao caracteristica f4 de um conjunto A € B.

Para cardinalidade de um conjunto finito ou enumeravel usa-se o simbolo #.
Definigao 2.4.9. (tempo médio de estadia) Seja T : Q — Q uma aplica¢ao que preserva
medida do espago de probabilidade (2, B, ). O tempo médio de estadia em A é a
quantidade de elementos do conjunto O(x) N A, que é dado por

fa(@)=lim 2 #{j:0<j<n—1:Ti(z) € A}.
n—oo

O teorema de Birkhoff afirma que o limite existe para q.t.p. © € e que fA(x) € uma

fung¢ao integravel dada por

[o fa(@) du(z) = p(A).

Note que f é T-invariante, isto &, f4(z) = f4(T(z)) para q.t.p z € Q.

Definigao 2.4.10. (Aplicag¢ao Ergodica) Seja T : Q — Q uma aplicagao que preserva
medida do espago de probabilidade (2, B, ). T é uma aplicagao ergodica se todas as
fungoes f : Q@ — R forem T-invariantes e constantes para q.t.p. x € Q. Entao f deve

ser constante e integrdvel para q.t.p. x € Q. Entao:

fa(z) = p(A) qt.p. x € Q
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Teorema 2.4.2. (Teorema de recorréncia de Poincaré) Seja (0, B(2), ) um espago
de medida de probabilidade e T : Q2 — Q uma transformagao mensurdvel que preserva
medida de probabilidade yu : B(?) — [0,1] e A C B(Q), com pu(A) > 0. Entao q.t.p de

A retorna para A infinitas vezes sob iteracoes positivas de T.



Capitulo 3

Modelo bilhar e suas propriedades

ergodicas

3.1 Aplicacoes na mesa de bilhar

3.1.1 Particula pontual

"Bilhares sao modelos matematicos para muitas situacoes fisicas onde uma ou mais
particulas se movem livremente (sem fric¢ao) em uma regiao (mesa) delimitada, so-
frendo colisoes elasticas em sua fronteira e/ou com as outras particulas."(TELES [25],
2012/ MARKARIAN, 2001)

"Em certa medida, este modelo se assemelha a um popular jogo de bilhar (sinuca),
onde algumas bolas sao empurradas por meio de uma forga externa (tacos) ao modelo,
a fim de conduzi-las em bolsos de rede nos cantos da mesa (cagapas). Mas esse modelo
parece muito mais simples - s6 ha uma bola, a bola é apenas uma adimensional particula
pontual, move-se sem atrito, e a mesa nao tem bolsos, apenas bordas. Por outro lado,

a forma da mesa nao é necessariamente retangular."(MARKARIAN, 2001)



Uma particula é definida num sistema fisico como um corpo que ocupa uma regiao R
no espaco(R?) e que possui um centro de massa. Afim de tornar o estudo de bilhar mais
simples, é observado o movimento da proje¢ao do centro de massa C no plano z = 0, e
assim h& uma relacao entre o movimento da particula e do movimento da projecao do
seu centro de massa, isto ¢, M : R = R? x {0}, C = (2¢, e, 2c) = (Te, Ye, 0).

Desta maneira um problema no espaco é estudado como se fosse um problema no
plano z = 0 (Sera usado apenas o plano R? ao invés de usar o plano no espago R? x{0}).
O movimento da projecao da particula no plano z = 0 é visualizado como um ponto
se movimentando no plano, pela qual sera chamado de particula pontual. Observe que
ela é desprovida de comprimento, largura e altura.

O movimento da particula pontual ocorrera no fecho de uma regiao conexa Q C R?,
com colisoes na fronteira suave 9@ (ou suave por partes). A fronteira da regiao 9Q
pode ser definida por uma curva suave (ex: elipse, circulo, parabola) ou por varias
partes de curvas suaves (ex: segmento de reta, parte de uma curva suave).

I's

T r,
Figura 3.1: Curva suave por partes
Definigao 3.1.1. (momento linear) Na mecinica clissica, momento linear é o produto

da massa pela velocidade de um objeto.

Ao se considerar a massa unitaria de uma particula pontual e seu vetor velocidade

unitario v € S', seu momento serd o proprio vetor velocidade unitario, m = vy € S*.



Definicao 3.1.2. (lei de colisao perfeitamente eldstica) A energia cinética da particula

m-

2
2” . Como a

que colide com a fronteira é conservada. A energia cinética é dada por

particula conserva a massa, vai conservar a velocidade escalar.

A particula pontual muda sua posicao p(t) com o passar do tempo, assim a sua
posicao é variada. Conforme move-se mantem seu vetor velocidade v(t) até que colide
com a mesa bilhar e muda a direcao do seu movimento, mudando também seu vetor
velocidade. Assim destacam-se duas equacoes que dependem do tempo, ou seja, um

sistema dinamico.

O conjunto {(p(t),v(t)) : p(t) € R* v(t) x S*, ¢ > 0} & o chamado espago de estados
do sistema dinamico bilhar. Serd estudado uma componente do espaco de estados de

cada vez.

3.1.2 Fronteira do bilhar

Nessa segao serd estudado o conjunto de posigoes {p(t) € R? : t > 0}. A particula
pontual esta limitada a se mover dentro de um conjunto conexo.

Segundo Markarian [17] e Andrade [1],

Definicao 3.1.3. Bilhar plano € o sistema dindmico que descreve o movimento de
uma particula pontual em um conjunto conexo Q € R?, chamada mesa de bilhar, cuja
fronteira 0Q € uma uniao finita de curvas suaves T';, chamadas de componentes da

fronteira da mesa bilhar 0Q. Isto é,
8Q=0r, =T,

ou quando a curva € unica, 0Q) =T .



Assim esta definido que a particula pontual ird mover-se dentro um conjunto conexo

Q, podendo colidir em sua fronteira I'.

Definigao 3.1.4. (caminho em T';) Seja T'; C 0Q uma componente da fronteira de Q.
Uma parametriza¢ao da curva T'; € dada pelo caminho suave f; : [a;,bi] — R? que é
localmente injetora em [a;,b;). O dominio de f; é dado por Dom(f) = [a;,b;] significa
que o caminho percorrerd no sentido de a; para b;, ou seja, o caminho por I' comega
em f(a;) indo até f(b;), de maneira que o interior da mesa Q) sempre fique a esquerda

do vetor T'(s) unitario e tangente ao caminho suave f no ponto f(s).

Note que as componentes externas da fronteira serdo parametrizadas no sentido
anti-horario e as componentes internas da fronteira serao parametrizadas no sentido

horario para que o interior da mesa fique sempre a esquerda do vetor tangente.

Definigao 3.1.5. (arco) Seja uma curva T'; definida pela aplicagao f : I — R2. Se
fila) # fi(b) para todo a,b € I entao

fill) =Ty ={f(z) :z € I}

€ um arco.
(curva fechada) Se fi(a;) = fi(b;) entao T'; € uma curva fechada que é inteiramente

suave se, e s0 se, nao tiver vértice.

A componente da mesa bilhar serd um arco quando o seu ponto de fronteira for
ponto de fronteira de outra componente. Se o ponto de fronteira de uma componente
for do proprio componente, a componente serd uma curva fechada.

A fronteira da mesa devera ter ser uma curva regular(defini¢ao 2.2.8) para que seja
possivel calcular a trajetéria que a particula terd apos colidir-se, usando o vetor de

reflexdao v(t +0).



Exemplo 3.1.1. Seja f : [0, 7] — R? tal que f(s) = (cos s,sen s) que é uma aplicagio

reqular em (0, 7). Note que f é um arco.

Exemplo 3.1.2. Seja f : [0,27) — R? tal que f(s) = (cos s,sen s) que é uma

aplicagao reqular em (0,27). Note que f é uma curva fechada.

Esse ponto por nao ser regular significa que o vetor tangente nesse ponto é nulo
e assim nao é possivel encontrar o vetor de reflexao indicando para onde a particula

deverd ir. Esse ponto ¢ chamado de vértice.

Definigao 3.1.6. (vértice de uma componente) Seja uma curva T'; definida pela apli-

cagao f : [a;, b;] — R?. Os vértices da componentes sao os extremos, ou seja,

Or; = {f(a:), f(b:)}

Exemplo 3.1.3. Na figura 3.1 Ty tém um vértice y e por isso nao € inteiramente suave

e I's nao tém vértice e por isso € inteiramente suave. Assim 0'y = {y} e 9's = { }.

Note que um vértice pode pertencer a uma tnica curva ou a varias. Note também

que existem curvas que nao possuem vértice.

Definicao 3.1.7. (vértices da mesa bilhar) Seja T'y = U OI'; o conjunto dos vértices

deT.

Cada componente I'; pode encontrar outra componente I'; somente nos extremos,

istoéeI'; N Fj cor;n BFJ

Exemplo 3.1.4. Na figura 3.1 Ty = {w,x,y,z} o conjunto dos vértice de T, onde

’LUEFQHF:;.

Definicao 3.1.8. (dngulo entre os vetores tangentes) Considera-se o angulo vy € [0, 7]

feito pelos vetores tangentes em V € I'; NI tal que f(zy) =V, assim v é o dngulo
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entre fi(zy) e fi(zv).
(cispide) Caso v = 0 o vértice é chamado de cuspide.
(vértice reqular) Caso v = 2w o vértice € reqular.

(vértice nao-regular) Caso v € (0,27) o vértice nao € regular.

Em todo vértice para se calcular o angulo entre dois vértices, calcula-se o produto

interno entre os vetores tangentes pela definicao 2.1.2.

Iy

r

Figura 3.2: Semicirculo

Exemplo 3.1.5. (Semicirculo) Seja um T’ =T’y UTy, tal que Ty = [(—4,0), (4,0)] seja
um segmento de reta e Ty = {v = (z,y) € R? : |[v]| =4 :y > 0} o semicirculo de raio

4 acima do eizo y. AssimTy =T1NTy={B,C}

4
Exemplo 3.1.6. (vértice e cispide) Seja um T = 'L_JIFZ-, tal que Ty = [(—4,0), (—4,4)]
el'3 =[(4,0), (4,4)] sejam segmentos de reta; Ty = {v = (z,y) € R?: |[v|| =4 :y > 0}
ely={v=(z,y) € R?: ||v—(0,4)|| = 4 : y > 4} semicirculos de raio 4 tomando a

parte superior. Assim T'y = {B,C, D, E}, sendo que B e C sao cispides.
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P,
@

Iy

Figura 3.3: T com 4 componentes e duas cuspides

Note que a reta tangente ao T'y em (—4,0) € a reta que passa por [C, D] e em (4,0) ¢é

a reta que passa por (B, E].

Observacao 3.1.1. Note que (1) na figura 3.2 que f{(B) # f5(B) e assim I' nao ¢
derivdvel em B.

(2) na figura 3.3 embora fi(B) = f4(B), B é uma cispide e ' nao € suave em B.

(3) na figura 3.3, f{(D) = fi(D) eT € suave em D.

(4) Na figura 3.3 T é derivivel em D e E, assim sabemos onde a particula ird se tocar
nesses vértices, logo para que D e E faca parte do caminho que a particula passard
podemos juntar I's = 'y UTy U T3 como uma tinica curva e formar uma fungao inica
para esse componente, f5: [B,C] — R?, de forma que D e E deizem de serem vértices.

Assim se I' = T'5 UTy, logo T'y = {B,C}, as cuspides.
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Definicdo 3.1.9. (fronteira suave da mesa de bilhar) Seja T'; € C',1 > 3 as compo-

nentes suaves de I' e ' = T'\ 'y 0 conjunto dos pontos requlares de T.

A fronteira por ser suave, significa que é possivel calcular o vetor normal a curva e

por isso é possivel encontrar o vetor reflexao indicando para onde a particula devera ir.

Exemplo 3.1.7. (Segmento reqular) Seja o segmento de reta [A, B] C R? e um ca-
minho f : [a,b] — [A, B] tal que f(a) = A e f(b) = B. Os vértices do segmento de
reta [A, B] € descrito por [A, Bly = {A, B}. Assim [A, B]r = (A, B) € o conjunto dos

pontos requlares de [A, BJ.

Observe a definicao 2.2.26. Os tipos de componentes dependerao da f” e do vetor

normal e por isso podemos relaciona-la com a curvatura:

Definigao 3.1.10. (tipo de componente) Seja T'; uma componente de T reqular e suave
e A, B € T'; tomados arbitrariamente. Se o segmento de reta regular (A, B) estiver
contida:

(1) em T';, entao o componente é chamado de flat. A curvatura é zero, ou seja, k = 0;
(2) no int Q, entao o componente é chamado de focalizadora e k(s) > 0. O wvetor
o L 6) aponta para dentro de @Q);

(3) no ext Q entao o componente é chamado de dispersora e k(s) < 0. O vetor f" # I

aponta para fora de Q).

Exemplo 3.1.8. (Reta) A reta no plano y —ax —b = 0 parametrizada por s € definida
pela aplicagao f(s) = (s,as +b) tem derivadas f'(s) = (1,a) = f"(s) = (0,0) com
curvatura k(s) = 0. Logo toda reta é flat.

(Segmento de reta) Seja T'; um segmento de reta definido por um caminho f : [a;,b;] —
R?%, cuja imagem seja [f(a;), f(b;)]. Sejam A,B € [f(a;), f(b;)]. Assim [A,B] C

Im(f) = (A, B) C [f(a;), f(b;)]. Logo todo segmento de reta é flat.
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Exemplo 3.1.9. Na figura 3.1 observe que I'y € flat, T'y € focalizadora, '3, Ty, T's sao

dispersoras.

Exemplo 3.1.10. (Circulos concéntricos) Sejam dois circulos concéntricos, um de raio
a e outro de raio 3a e a regiao QQ, a regiao entre as duas, regiao na qual a particula
se moverd. Como f(s) = r(cos s,sen s) = f'(s) = r(—sen s,cos s) = f"(s) =
r(—cos s,—sen s) =1 -n(s),Vs € R. Tome s =7 = n(r) = (1,0) € o vetor unitdrio
no ponto f(m) = (—1,0) apontando para dentro do circulo. Por isso o circulo de fora

€ uma curva focalizadora e a de dentro serd dispersora. Observe a figura 3.4.

I

Figura 3.4: Circulos concéntricos

Os circulos nao sao obrigados a ser concéntricos, observe a figura 3.5.

Figura 3.5: Circulos nao-concéntricos

Exemplo 3.1.11. (elipse) Seja uma elipse T definida pela imagem do caminho f :

I — R?, tal que f(s) =p+ (acos s,bsen s). T' € focalizadora.
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3.1.3 Aplicagao colisao

Para estudar o movimento da particula pontual dentro da mesa de bilhar, deve ser
construido um conjunto de aplicagoes que relacionam a posi¢cao da particula com o
tempo de movimento. Como as colisoes irao mudar o sentido do vetor velocidade, sera
construido uma aplicacao relaciona a posicao de colisao com o tempo de colisao e a

partir disso podera ser construido o vetor velocidade.

Definicao 3.1.11. (aplicacao posi¢ao) Seja a aplicagao posicaio p : R — Q, tal que
p(t) = (x(t),y(t)) relaciona a coordenada cartesiana de cada posi¢ao da particula pon-
tual em Q) com o tempo de movimento da particula, sendo x(t) e y(t) as posigoes-

coordenadas da particula pontual.

Seja p(t) a posigao da particula pontual apos t segundos do inicio do movimento.
O inicio do movimento, ¢ = 0, da particula pontual se dard no interior de Q em
p(0) = (zg,yo) € int Q. Apo6s t > 0 segundos do inicio do movimento a particula
pontual estard na posicao p(t) € Q =int QUT.

A particula ird percorrer um caminho linear até colidir com a fronteira da mesa
bilhar. O tempo que a particula leva para colidir com a fronteira pela primeira vez é
chamado de ¢; e a enésima vez de t;. Esse primeiro ponto de colisao ¢ chamado de P,
e 0 enésimo ponto de colisao é chamado de P,.

A particula s6 ird parar o seu movimento caso colida com um vértice nao-regular
ou com uma cuspide. Se a particula colidir com um vértice regular, ela refletird e
continuard se movendo. Assim caso o vértice V' € JI'; N 9T';,

(1) (vértice ndo-regular ou cispide) se fi(s) # fj(s), entdo o vetor f'(s) nao existe,
assim nao ¢ possivel calcular o vetor normal e portanto nao é possivel calcular a proxima
trajetoria da particula(como se ela tivesse caido numa cagapa de uma sinuca, que nao

¢ 0 caso).
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(2) (vértice regular) se fi(s) = fi(s), logo a f'(s) existe e 0 movimento continua, como
na figura 3.3 que nos vértices D e E é possivel calcular a proxima trajetoria da particula.

Caso a particula colida na fronteira da mesa bilhar proxima da vizinhanga de um
vértice, essa particula pode sair da vizinhanga ou nao. H& apenas um caso em que fara
a particula ir para o vértice, a dupla componente focalizadora-dispersora com vértice
caspide. Andrade [1] mostrou que nas outras duplas componentes a particula sai apos

uma quantidade de colisoes.

Proposicao 3.1.1. Suponha que a particula do bilhar entre na vizinhanc¢a de um vértice
da mesa de bilhar com dngulo interior positivo, v > 0, e colida com ambos os lados do
vértice. Entao a particula deve deizar essa vizinhanc¢a apds no mdximo [;—r] + 1 colisoes

tal que a particula saia da vizinhanga.
Demonstracao: prop 2.2 (Andrade [1])

Definigao 3.1.12. (reflexdao de uma colisao perfeitamente elastica) O dngulo de inci-
déncia com o vetor normal ao ponto de colisao coincide com o dngulo de reflexao com

o vetor normal ao ponto de colisao.

Observe a figura 3.6 que possui uma particula entrando na vizinhanc¢a de um vértice
com componentes dispersora-flat. A particula colide com a dispersora em E, depois
colide com a flat em I, depois com a dispersora em K, depois com a flat em Q. A partir
de Q ela comeca a sair da vizinhanga. Como v = 9°, a particula deveria sair em no
maximo o + 1 ~ 21 colisdes. Note que a particula colidiu apenas 6 vezes na dupla

componente (a figura mostra apenas quatro, falta uma na dispersora e outra na flat).

Proposicao 3.1.2. Se a particula do bilhar entra em uma cispide com dois lados
dispersores ou um lado dispersor e o outro flat, entao ela deve sair da cispide apds um

numero finito de colisoes, de modo que a particula saia da vizinhanca.
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Figura 3.6: Dupla componente dispersora-flat

Demonstracao: prop 2.3 (Andrade [1])

O conjunto 7 = p~}(T') (a imagem inversa da aplicagdo posi¢do nos pontos da
fronteira da mesa bilhar I") é o subconjunto dos reais positivos dos momentos em que a
particula pontual colide com a fronteira da mesa bilhar I', assim 7 = {t € R} : p(t) €
[} = {t1,t,...}. Reescreve-se p(t;) = (p1(t:), p2(t;)) = P, assim p(T) = {P1, Py, ...} C
' & o conjunto dos pontos do plano em que a particula pontual colide com a I'. p(T)
é finito ou p(7) =T

Ao restringir a aplicacdo posi¢do ao subdominio 7, é possivel escrever outra apli-
cacao "c¢"(aplicagao restrigao de p), em que nela muda-se apenas o dominio, de forma

que p(t;) = c(t;), Vt; € R.

Definigao 3.1.13. (aplicagao colisao) O caminho ¢ : T — T, tal quec(t;) = P, €T éa
aplicagao que relaciona o i-ésimo momento e a i-ésima posi¢cao da colisao da particula
pontual com a T. O conjunto imagem do caminho ¢ é o conjunto ¢(T) = {Py, Ps,...} C

I', ou seja, os pontos de colisao da particula pontual com aT.

Pode ocorrer que essa particula colida duas vezes no mesmo ponto da fronteira da
mesa bilhar T', ¢(t;) = ¢(t;) com ¢ # j, repetindo os demais pontos seguintes, e assim é
dito que esse movimento é periédico. De um modo mais formal, existe um i # j € N

tal que .F)i_'_k = Pj_’_k,v k € N.

Definigao 3.1.14. (Periodo) Periodo do movimento de uma particula é dado pela
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cardinalidade de ¢(T). Nesse caso se o periodo de uma particula é de n, assim existem

n posicoes em I' e o(T) = {P1, P, ...,P,} e P,=P; & i=j modn.

Observe que Py & ¢(T) e P, € I',n > 0, ou seja, Py é a posicao da particula no

interior de (Q enquanto que P, é a posi¢ao da n-ésima colisao da particula com TI'.

Figura 3.7: Movimento com 3 colisoes distintas dentro de um circulo

Na figura 3.7 observa-se que Py & ¢(T'), que P, = Py = Py, Yk € N, que P, =
Ps = Py, 31,Vk € N e que P3 = Ps = Ps 3, Yk € N. Como ¢(T) = {Py, P, P3}, logo o
movimento dessa particula pontual é de periodo 3, por ter 3 pontos distintos na I'.

A aplicagao posicao restrita a um dominio discreto faz a funcao colisao ser discreta,
de maneira que dado ¢; e t;,, temos que ¢((t;,t;11)) = &, ou seja, nao ocorrera o caso

em que a particula pontual saird rolando pela borda da mesa bilhar.

Definicao 3.1.15. (composicao da aplicagao prozima posi¢ao) Seja uma aplicagao
P:Q—QeT ={t1,ts,...}. A aplicacao P serd discreta, pois x € Q) ocorre no tempo
zero, P(z) no tempo t;, P(P(z)) = P*(z) no tempo ty, e assim P"(x) ocorre no tempo

t.
Restringindo essa aplicagao as colisoes com a fronteira da mesa bilhar, tem-se:

Defini¢ao 3.1.16. (aplicagao prézima colisao) A aplicagio C' : ¢(T) — <(T), de

maneira que C(P;) = Py faz com que C seja uma aplica¢ao que relacione um ponto

68



de colisao da particula pontual com o proximo ponto da colisao da particula pontual

com al.

Se C(Py) = P,,C(P,) = P; e em geral C(P;) = P11,V i € N, onde C¥(P;) = Py;.
Se for um movimento de periodo n, entao C7(P;) = Plics modls

Seja ¢(7) € T' um movimento de periodo n, tal que C(P,) = P,. A O(P,) ={B €
[': B=C"(P,):n €N} =c(T) éachamada orbita de P;, qualquer que seja P; € ¢(T).

O periodo da orbita de P; é a cardinalidade de ¢(7).

Definigao 3.1.17. (drbita das colisées) O conjunto O = {z,C(z), C*(z),...,C"(z), ...}

é chamado de drbita de .

3.1.4 Vetor velocidade da colisao

A particula pontual ao se colidir com a curva I' em P, € T'; estabelece relacoes
vetoriais com a curva I'; definida por f; : [a;, b;] — R?, de forma que os vetores P, q —
P,(reflexao) e P; — P;_;(incidéncia) se relacionam com os vetores T'(s;) = T;(tangente)

e n(s;) = n;(normal).

Figura 3.8: Relagao vetorial numa colisao da particula pontual com a curva

Markarian [17] diz que dentro de QQ o movimento da particula pontual é uniforme
(velocidade constante) e a reflexdo na I' é elastica (angulo de saida(reflexdo) igual ao

de entrada(incidéncia)).
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Definigao 3.1.18. (dngulo de incidéncia e reflexao) O dangulo de incidéncia da i-ésima
colisio da particula é o dngulo 0; € [—-73, 3] entre n; e o vetor P,_y — P;. O dngulo
de reflexao da i-ésima colisio da particula € o angulo 0] € —7. 5] entre n; e o vetor

P 1—P;. Como a fronteira € perfeitamente eldstica, vale a lei da reflexao que conserva

o dngulo de incidéncia, ou seja, 07 = 0; e pode-se chamar a ambos de 0;.

Figura 3.9: Angulos de incidéncia e reflexio

Exemplo 3.1.12. A figura 3.9 mostra Q) uma mesa de bilhar cuja fronteira € o trago da
uniao de duas curvas suaves I'y e I's, tal que I’y seja definida pela imagem do caminho
fi(t) = (t, 3t%) e Ty definida pela imagem do caminho fy(t) = (t, 51> + 8). Tem-se que
fit) = (1,1t) e pela definigio 2.2.25, tem-se N(t) = (—3t,1). Seja Py = (—4,8) e
P = (=4,4), logo t = —4, entdo N(—4) = (2,1) = PiN. Seja N = (—4,4)+2-(2,1) =
(0,6), logo N(—4) = (0,6) — (—4,4). Assim Z(PyPiN) = 63,43...° é o dngulo de
incidéncia que € igual ao de reflexio pelo que se acha o Py = (1,1):

(1) (com o uso do geogebra) rotacionando no sentido hordrio o segmento PIN, com Py
fixzado encontra-se um ponto @@ = (—0,42...,1,31...) e encontra-se Py pela intersec¢do
de fi(t) com a semirreta @

(2) (uso de geometria) Tome A o ponto de intersec¢ao do circulo S(Py, ||Py—F||) =T's
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com a semirreta PPN e o circulo Ty : S(A,||A — Pl|). Tome B o novo ponto de
intersecgao dos circulos T's e Ty (0s pontos de intersecgao sao Py e B). Tome P, o

ponto de intersec¢ao entre a semirreta P1§ e f1(t).

Obs: Pode-se criar um algoritmo computacional numa planilha para determinar os
outros pontos tomando o cuidado de verificar quando a colisao alterna entre as curvas
F] e Fg.

A velocidade média de uma particula é definida na fisica como a razao entre as

diferencas entre suas posicoes e seus respectivos tempos, assim

vm([A, B]) = =%~ - p(ts) — p(ta).

ETa
Se f(A) for a posicao da particula da i-ésima colisao com a I' e f(B) for a posigao

da particula da i+1-ésima colisao com a I', entao a velocidade média sera

U f ([8; Si41]) = tip1—ti (P~ By

v(t:)At = Piyy — P, = Py = P+ vAt (3.1)

Um vetor na mesa bilhar Q de f(s;) até f(s;+1) terd o mesmo sentido que o vetor
Py 1—P;, assimsejaum 0 < § < 1 tal quev = 4-(P,41—P;) e assim quando § = 0,v = P,

e quando § = 1,v = P;;; e assim temos um vetor velocidade para particula pontual.

Definigao 3.1.19. (vetor velocidade) Os vetores velocidade v; e v;f

serao ditos de
incidéncia e de reflexao, respectivamente, ao ponto de colisao f(s;) da particula pontual
com a I' de forma que para qualquer § € R, o vetor velocidade em de f(s;) até f(sit1)

é o vetor v =6 - (Piy1 — P).

Observe na figura 3.10 que o vetor vy é o vetor de incidéncia no ponto P, enquanto

que v; ¢ o vetor de reflexao de P, bem como o vetor de incidéncia de P,.
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Figura 3.10: Vetor velocidade de incidéncia e de reflexao

Em relagao ao ponto de colisao da particula pontual com a I' em P; ocorre que
o vetor velocidade de incidéncia v; = § - (P, — Pi_1) e o vetor velocidade de reflexao
vt = §-(P;;1—P;). Observe que por rotagao, se v; = ((v1);, (v2); ), vi = ((v1)F, (v2)]):
cos(m —20;) —sen(m—26;)| |(v1);
"o —sen(m —20;) —cos(m —26;) | |(v2); -
—(v1); c0s(26;) + (v2); sen(26;)
—(v1); sen(20;) — (va); cos(26;)

Teorema 3.1.1. Os vetores de incidéncia e reflexao se relacionam pela regra

vt = v —2(v, ) - i,

onde n; € o vetor normal unitdrio a curva I' no i-ésimo ponto de colisao P;.

Demonstracao. Tome n; o vetor normal unitario, ortogonal a curva em s;. Nota-se que

Mas pela regra do paralelogramo
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Figura 3.11: Teo 4.4.1: relacao entre os vetores de incidéncia e de reflexao

Exemplo 3.1.13. Retomando o exzemplo 3.1.12, Py = (—4,8), Py = (—4,4), P, = (1, 3)
e N(—4) = (2,1). Pela definigio 3.1.19, v{ = &, - [(—4,4) — (—4,8)] = 6; - (0, —4)
evy =08 [(1,1) — (—4,4)] = 65+ (5, =2) para algum 61,65 € R. Contudo ao tomar
0y = %—g&l tem-se que vy = %51 (5, 2) =61 - (36 =12,

De outro modo, seja n(—4) =

- 6 -3 —1
\/m (6 3) - (3\/4_573\/5) — (\/57_5) Pelo
teorema 3.1.4, v§ = v — 2 <v1+, > = {0, —A8) — 2<

X <§, ).

5

Definigao 3.1.20. (base ortonormal normal e tangente) Sejam os vetores T(P;)en(P;) €
S1, os vetores ortonormais tangente e normal no iésimo ponto de colisio da particula

na fronteira da mesa bilhar. Qualquer vetor u € R? pode ser reescrito como combinagio

linear entre os vetores da base ortonormal, assim
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u={(uT) - T+ (u,n)-n
Sejau= Py — P;, assim Poy — P, = (Piy1 — P, T) - T+ (Piy1 — P;,n) - n e assim

Pii=P+(Ppa—PB,T) T+ (P41 —P,n)-n

Figura 3.12: Vetores componentes

3.1.5 Aplicagao angulo da colisao

Definigao 3.1.21. (aplicagio angular) Considere © : T — [, §], tal que O(t;) = 6;
a aplicagao que relaciona o tempo t; e o dngulo 6; (def 3.1.18). O conjunto ©(T) =
{601,05,...} € o conjunto dos dngulos de incidéncia ou reflexao das colisoes da particula

com o vetor normal em I'. O dngulo 2 -0; = £LP;_1P;P;;1, assim o dngulo 6; pode ser

associado com a colisao da particula pontual em P;.

Exemplo 3.1.14. (tridngulo retingulo) Seja Py = (0,2) o ponto de inicio do movi-

7

mento da particula e Py = (5,2) o primeiro ponto de colisao. Note que t; = t;,3 para

todo i. Além de que 0; = % para todo i > 1. Logo ©(T) = {%} como na figura 3.13.

Exemplo 3.1.15. (quadrado) Seja Py = (0;2,8) o ponto de inicio do movimento da
particula e P, = (2,8;2,8) o primeiro ponto de colisao. Note que t; = t; 4 para todo i.

Além de que §; = 5 para todo i > 1. Logo ©(T) = {§} como na figura 3.14.
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Figura 3.13: 30 graus

P, =(0,28)

P, =(28,28)

45°

45°

P<(28.28) ,
45°

45° =
2

45" -2
45°

45°

45

P, 2(28,-28)

P,=(28,-28)

Figura 3.14: 45 graus

Definicao 3.1.22. (aplicag¢ao angular) Através da aplicagao W : O(T) — O(T) relaciona-

se 0; com 0,11, assim: V(0y) = 01,¥(6,) = 02 e em geral V(0;) = 6,41,V i € N, onde

Figura 3.15: Circulo unitério com segmento radial removivel
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Exemplo 3.1.16. Na figura 5.15 mostra um dominio () em coordenadas polares p, 0,
sendo Q = {(p,0) : 0 < p<1:0#0}. Este é um circulo unitdrio com um segmento
radial removivel. Neste casoT' = {p = 1}U{0 = 0} consistindo em duas curvas suaves
e 'y consiste de dois pontos: a origem p =0 e o ponto (p = 1;0 = 0). Note que a linha

0 =0 é um “limite interno” (flat) - trajetoria de bilhar que reflete ambos os lados.

3.2 Aplicacao ergodica bilhar

3.2.1 Fluxo vetorial do bilhar

Definigao 3.2.1. (dindmica ou inércia em um bilhar) A posi¢ao de uma particula
pontual no bilhar @ apds sair da posi¢io Py € Q) € dada por p(t) € Q e seu movimento
pode ser descrito pelo seu vetor velocidade v(t) € R? no tempo t € R. A posi¢io e o
vetor velocidade de reflexao da particula pontual na i-ésima colisao com a I sao dadas
respectivamente por c(t;) = P, € T e v = §; - m, para algum §; € R. Assim, se
q € Q,teR, ocorre uma:

(1) ¢ = p(t) € int(Q) com v(t) = §(Piy1 — F;),0 € (0,1).

(2) qi; = c(t;) = P, € Tg com v} = vy —2(v7,n;) - my

(3) @1, = p(tv) € Ty (a particula tem sew movimento interrompido ao se colidir com
um vértice (como numa cagapa de uma sinuca)). ty, € o tempo que a particula leva

para chegar ao vértice V; e ¢ = V; para todo t > ty,.

Note que os vértices em geral sao definidos em pontos cuja derivada nao existe,
assim nao ha como calcular o vetor normal & curva e assim o angulo de reflexao.

Observe na figura 3.16 que ¢(t5) = Vj, ou seja, quando a particula pontual toca o
V4 € T'y a particula para de se mover, como se tivesse caido numa cagapa de sinuca e

a particula P =V, para todo t > t5 € R, aqui t5 = 2t3 — ¢;.
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V,=(3,2) P4:[.J 2) p::lO 2) v2:(3 2)

Vy=((-3,-2) PSZM 2) p

Figura 3.16: Fluxo e fim do movimento

Definicao 3.2.2. (colisao reqular ou tangencial) Seja q;, € T'r. A colisao € regular se
v; # v; (86 mao ocorre em T'y ). A colisio é tangencial se v; = v; (ocorre sé num
T

componente dispersor), ou seja, quando 0; = 7.

O estado de uma particula pontual em movimento para qualquer tempo é especifi-

cado por sua posi¢ao ¢ € D e seu vetor velocidade unitario v € St

Definicao 3.2.3. (Espaco de fase do Bilhar) O conjunto Q2 = Q x S, € o espago de

fase do sistema bilhar, com bordo 9 =T x S*

Definicao 3.2.4. Seja Q) o conjunto dos estados em que a dindamica do movimento da
particula pontual estd definida em todo t € R, ou seja, o conjunto de todas as trajetorias

em que a particula nao colide com uma ciuspide.

Definigao 3.2.5. (posicao futura) Por 3.1, tem-se que uma particula movendo-se numa

reta sua posi¢cao futura € calculado pela formula
ge=q+t- v, (3:2)

Como vy € SY, logo ||g: — qol| = ||t - v; || =t (sempre que andar em linha reta)

Cada estado (¢, v) € Q da particula, para cada instante de tempo ¢ € R induz uma

aplicagao ®* : Q- Q.
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Defini¢ao 3.2.6. (Fluzo de Bilhar) A aplicagio ®',t € R serd chamada de fluzo do
bilhar no espago de fase de [0,t]. A aplica¢ao ®* : (NZ — SN) estd definida para todo t € R.
Definigao 3.2.7. (Fluzo de Bilhar é continuo) Seja ®° = Ig = (qo,vy) € Q a posigao
inicial do fluro. Como na mesa de bilhar () o movimento € retilineo e f(t;) € o i-ésimo
ponto de colisao, logo,
(1) Suponha que t < t1, ou seja, ndo haja colisoes no intervalo [0,t], assim ®*(qo, vy ) =
(qo + tvy ,v1) e, portanto @' € continua.
(2) Suponha que t; <t < tq, isto €, hd uma colisao no intervalo [0,t], assim

% (o, vp ) = (g0 +trvy + (£ — t1)vi",v7) = (qu + (£ — t)vi",vf) = (@, 1),
onde v € o vetor velocidade apds a colisio em t;. Houve uma mudanga instantinea
na diregao do movimento da particula pontual ao colidir com o bordo I', causando
uma descontinuidade da aplicagio ®. Para remover essa descontinuidade, faremos a
wdentificacao dos vetores

(go + t1v7,v; ) = (go + t1vy, o7 ),

ou seja, identificando os vetores v; e v .

(3

Como no intervalo (t1,t) o movimento ¢

retilineo teremos entao
(g0, v7) = (g0 + trvy + (t — t1)vf, o).
Com essa identificagcao a aplicagao ®' torna-se continua.
(3) Suponhamos que haja n colisées no intervalo (0,t) com 0 < t; <ty < --- < t, < t.

Neste caso o fluzo é dado por
Ot(q;) = i o Pin—in-15... 0 Pl271 o Pl1(g,)
Para qualquer ¢,r € R dizer que a aplicacao ®! é um fluxo denota que
Pt = P" o0 Pt = Pl o P7,
onde v;” é o vetor velocidade de incidéncia.
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3.2.2 Aplicagao bilhar

Definigao 3.2.8. (transversal ao fluzo) Dado ® : 0 — Q um fluzo. Seja M C Q uma

transversal ao fluxo tal que cada trajetoria do fluxo cruza M infinitas vezes.
O fluxo induz uma aplicacao de retorno ' : M — M e um tempo de retorno
7(z) = min{t > 0: (z) € M}

tal que F(z) = ®7@(z).
Num bilhar, uma secao transversal em €2 é geralmente construida na fronteira da
mesa de bilhar ' x S!, assim a se¢do transversal pode ser definida como o conjunto de

todos os estados com vetores apds a colisao, ou seja,
M= UM,;, com M; ={(q,v) € Q:q€eT;:(v,n(q) >0}

O conjunto M é chamado de espago de colisao. Denota-se 7(x) o primeiro tempo
t > 0 no qual a orbita ®'(z) intersecta I' x S*, denominado de tempo de retorno.

Considere ./\N/l =Mn (~2, definindo uma aplicacao de retorno
F: M — M dada por F(z) = &"@+0(z),

onde 7(x) + 0 significa que esta sendo tomado um tempo proximo de 7(z) pela direita.
A aplicacao F é dita aplicacao do bilhar e M é dito espaco de fase da aplicacao bilhar
F.

Definigao 3.2.9. (aplicagao colisao do bilhar) Seja f(s) uma parametrizagao da fron-
teira da mesa do bilhar pelo par@metro s, tal que f(s) : [ay,b,] — T, onde L é a soma
do comprimento das n componentes da fronteira de I'. A aplicagio F : T'p x (5, 5) —
Lr x (5, %) € dita aplicagio do bilhar de maneira que dado um ponto f(s;) da fron-
teira do bilhar e um dngulo 0; de reflexao, determina pela F o proxzimo ponto f(Si1)

de colisao e o proximo dngulo 0,1 de reflexao, tal que F(s;,0;) = (Sit1,0i41)-

79



Uma mesa de bilhar T" descrita por f(s) de componentes I'; descritas pelo caminho
fi ¢ lai,b;] = R? com Ty = {fi(a;), fi(b;) : i}. A aplicagdo bilhar F : M = M

visto por cada componente M; do seu espaco de fase M = |JM; como o interior de

(2

(ai,bi) X (_Tﬂ-, %) = ./\N/ll é um

(1) (retangulo): quando F nao pode ser definida na 0([a;, b;] x [5, §]), pois f(a;), f(b;)

s
2

us

sao vértices, enquanto que em § = 7 ou § = 7 a particula pontual ao tangenciar a

componente da mesa dispersora ou flat deve continuar o movimento, sem reflexao, isto
é, sem mudar a dire¢ao do seu movimento;

(2) (cilindro): quando F nao pode ser definida somente em § = 5 ou 6 =

w3

f(si,4)
>

0 \[f(s)
0
Figura 3.17: Determinar o proximo ponto colisao no circulo

Exemplo 3.2.1. Seja um circulo de centro a e raio r definido pela imagem do caminho
f:00,2m] — [0,27] tal que f(s) = (ay + 1 cos s,as + 1 sen s). A aplicagao bilhar
F o [0,27] x [5F, 5] = [0,27] x [FF, 5] dada (s;,0;) uma colisdo com I em f(s;) tem-se

(Si sl e 291',91'),86 S; S (0,7T - 291),0 S (_Tﬂ-, %)
que F(s;,6;) =

(8i +7 — 20, 0:), se 5; € (m+ 20;,2r),0 € (T, 5)

De fato, como o triangulo de vértices a, f(s;) e f(siy1) € isosceles, logo 60; = 0;11. O
angulo em a por construcao € w — 20; e como o dngulo s; € o dngulo anti-hordrio entre
o vetor f(s;) —a e o vetor (1,0), logo o angulo s;11 € a rotagao do vetor f(s;) —a em

m — 20;, resultando assim:
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si—m —20;,se s; € (0,7 + 26;)
Si4+1 =
si +m—20;,ses; € (m+ 20;,2m)

Note que M é um cilindro.

Exemplo 3.2.2. Considere a fronteira de uma mesa de bilhar retangular @ = [0, a] x

[0,b] definida pela imagem do caminho f : [0,2a + 2b) — 0Q

;

(s,0), ses€[0,a)
(a,s —a), ses € [a,a+b)

(2a+b—s,b), ses € [a+b,2a+Db)

\(O,2a+2b—s), se s € [2a+ b, 2a + 2b)

Como f({0,a,a+b,2a + b}) =Ty e nao deve haver colisoes nos vértices, o espago de
fase da fungao aplicagao bilhar € dado por M = (0,a) U (a,a+b)U(a+b,2a+b)U

(2a + b,2a +2b) x (5, 5) assim a aplicagao bilhar F : ./\N/l — ./\N/i € dada por
(

Fu(s:,0), se (s1,0:) € My = (0,0) x (3, %)

~

Fa(si, 0:), se (si,0;)) € My = (a,a+b)x (F,%)

~

F3(si,0:), se (si,0;) € M3 = (a+b,2a+b)x (F,3)

~

a componente Fy : My — M € dada por
(

(a+ (a—s;)ctg 0;, E=— 0;), seb; € (tan_l(%i)7 Z)

(2a +b — s; — btan 6;,6;), seb; € (0,tan™"(95%))
]'-1(51',91') =

(2(1 +b—s; + btan 92‘, 91), sef; € (tan_l(_—s’k), 0)

k(2a +2b — sictg 6;, 5 — 6;), se 0; € (=5, tan™' (1))
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a aplicagao colisao Fy : /\:(2 — /\N/l € dada por

(

(a+b+ (a+b—s;)ctg b, B 0;), seb; € (tg‘l(%i), %)

(3a+2b — s; — atan 0;,0;), se 0; € (0, g™ (2+=s1))
Fa(si,0;) = <

(3a + 2b — s; + atan 6;,0;), se 0; € (tg~*(%=2),0)

a

(a— (s — a)ctg 6, 5 — 0)), se §; € (—F,tg~1(*=%))

L iy 9 a

a aplicagao colisao F3 : M3y — M ¢é dada por
(

(2a+b+ (2a+b— s;)ctg 0;, 2 — 0;), se b; € (tg~ (2H=2), )

(2a + b — s; — btan 0;,0;), se 0; € (0,tg~'(2tr=21))
Fs(si, 0i) =
(2a +b— s; + btan 6,,6;), se b, € (tg_l(%)7 0)

\(a +b—(si—a—b)ctg6;, % —0;), seb; € (—F,tgt(etb=s1))

a aplicagao colisao Fy : My — M é dada por
(

(2a+2b — s;)ctg 0;, % — 6;), se 0; € (tg~t(2et2=st) 1)

(3a + 2b— s, — atan 6;,6;), se f; € (o,tg—l(%b—sz'))
Fal8i;0:) = §

(3a+2b — s; + atan 6;,0;), se 6; € (tg~'(2EL=52),0)

\ (2a+b— (s; —2a — b)ctg 6;, o= 0:), seb; € (—%, tg_l(z"Jr—l’_si))

a
Note que M; sao retangulos.
Exemplo 3.2.3. (semicirculo e segmento de reta) Considere uma mesa de bilhar com

duas componentes formando a fronteira: semicirculo (y = /4 — 2% comy > 0) definida

pela imagem do caminho f : [0, +4) — [0, 7 + 4)
(2 cos(s),2 sen(s)), se s € [0,m)
fls) =
(s —2—m,0),s € [m,m+4)
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A aplicagio bilhar F : (0,m) U (m,m +2) U (m + 2,7+ 4) x (5, 5) — (0,7) U (7,7 +

2)U(m+2,m+4) x (5, 5) determina o prézima colisao bilhar, sendo
(

(& — mh20:0::0:); ses € (0m)s wed; € (—5:55%)

(W+2+ML 0; +s; —m), se s € (0,m), seb; € ("5%,0)

sen(s;)

(42— 220 0, — 5:), se s € (0,m), sef; €(0,%)

(8; + m—20;,0;), 528 € (0,x), s86; € (1, )

(2 —0; + sen~!(a), sen™Y(a)), se s; € (m,m+2), se0; € (£, )

L(% + 0; + sen”!(a), —sen"!(a)), ses; € (m+ 2,7 +4), seb; € (F,5)

(m+2—s;) cosb;

com « = 2

Exemplo 3.2.4. (circulos concéntricos) Sejam dois circulos de raios R > r, T'; e T'y
respectivamente, com centro em a definidas pela imagem do caminho f : [0,47] —
[0,47] tal que

(a1 + R cos s,az + R sen s), se s € [0,2m)

f(s) =

(a1 + r cos s,aa — 1 sen s), se s € [2m,4m)

A aplicagdo bilhar F : [0,27) U [27,47) x [T, 5] — [0,27) U [27,47) x [FF, 5] dada

(8i,0;) uma colisao com T" em f(s;) tem-se que
(

Fi, ses; € [0,2m),0 € (5,7 U (7, 5)

]:(Sivai) =\ Fo, ses; € [0,271'),9 S (—’Y,’Y)

.7:3, se s; € [2m,4m),0 € (-5, %)
Seja Fy : [0, 27r) ZMNUYU(3) = 0,2m) x (5,7) U (v, %) a particula vai de Ty

para I'y, assim
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-7:1(5i,9i) =

(

(1)(si — 7 + 20, 6:), se (s1,6:) € (0,20] x (3, 257)
(2)(si + 7 + 205, 6:), se (55, 05) € [0,28) x [557, =) — {(0, =2)}
(3)(si — 7 + 20;,0;), se (s:,0:) € (26,27) x (=, —7)
(4) (s + 7 — 20;,6;), se (si,0:) € [0,27m — 28] x (v, T)

(5)(s; — 7 — 20,,0;), se (s:,0:) € (2 — 26, 27] x (7, %5%] — { (27, %)}

\(6)(81' + m — 20;, 0;), se (8:,0;) € 27 — 20, 2m) X (85%, %)

2

com y = sen”'(%) e d = cos™'(%). Note que 0 A(f(s:), f(ss + 27 + ), a) € retangulo

R

(com dngulo reto em f(s; + 27 +9)).

Seja Fy : (0,2m) x (—,7) = (2m,47) X (=5, §) a particula vai de I'y para Ty, assim

fz(si,ai)

(

(N@Bm—s;—0; —a,m—a), ses; €[0,0], seb; € [—,—¢
8)(5br—s; —0; —a,m— ), ses; €[0,6], seb; € (—¢,0]

9) (b —s;— 6, —a,m— ), ses; € (0,2m), se b; € [—,0]
(10)(5m — 8; — 6; — o, ™ — ), se s; € [0,2m — 6], se b; € (0,7]

(1D)Br —s;+ 6, + a,m — ), ses; € [2m —§,2m), seb; € [0,¢)

L(12)(57r —8i+0;+a,m—a), ses; € [2r —6,27), se b; € [e,]

com a = sen~!(E22%) ¢ = sen~(Lsens;).

Seja Fy : [2m,4m) x (=5, %) = [0,27) x (=5, 5) a particula vai de T'y para Ty, assim
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(13)(si =27+ 60 — A\, X), ses; € (0,27 —6), seb; € (—5,0)
(14)(s; —2m + X —0,)), se s; € (0,0), se b; € (0,7 —¢)

(15)(si =0+ X, N), ses;€(0,6), seb; € [m—¢ )

Fa(si,0) =
(16)(s; —2m — 0+ A, A), ses; € (6,2m), seb; € (0,7)

(17)(s; —4m + 0 — A\, X), se s; € (2m —6,2m), se b; € (5,7 — )

\(18)(31- —2r4+60—M\\), ses; € (2mr —9,27), seb; € [r — 3,0)

com \ = Sen—l(%) e = Sen—l(—R;ensi)'

3.2.3 Derivada da aplicacao bilhar

Y, qa()

Figura 3.18: Fluxo em coordenadas sem colisao

Sera dado uma representagao do fluxo em coordenadas, assim ®'(g_) = ¢,. Os esta-
dosde fase g_ = (x_,y_,w_),qy = (x4,y4,wy) € Q) definem que (z_,y_), (x4, y,) € D
e w_,w, € [0,27](o angulo no sentido anti-horario entre os vetores (1,0) e o vetor ve-
locidade v_, v, respectivamente).

Seja § : Q@ x Q — R a distancia entre dois momentos da particula pontual na mesa
de bilhar, assim 6(¢ ¢g+) = 0. Na figura 3.18, pelo triangulo retangulo formado retira-se

as equagoes
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Ty —%_=0C0Sw_

Ypr —Y_ =0 sen w_

Suponha que nao ha uma colisao no intervalo (0,%), isto é, t < ¢;. Assim o fluxo

em (0,t) é ®(q_) = (z_,y—,w_) = (x4 +  cosw_,y_ + & sen w,w)

9

Figura 3.19: Fluxo em coordenadas com colisao

Suponha agora que ha uma colisao em (0, ¢), isto é, 0 < t; < t < t5. Assim o fluxo
em (0,t;) é " (¢_) = (Z,y,w_) = q percorrendo uma linha reta de ¢g_ até colidir com

I'em §:

T_=T—0_cosw_ (3.3)
y_ =9y —0_sen w_ (3.4)
w_=7y-19 (3.5)

O fluxo em (t;,t) € " (q) = (v4,ys,ws) = g4 percorre uma linha reta de g até

¢+, logo
Ty =T+ 0,08 wy (3.6)
Yyr =g+ d.sen wy (3.7)
wy =7+ (3.8)
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Figura 3.20: Fluxo em coordenadas em duas colisoes

Sera dado uma representacao do fluxo em coordenadas, assim ®'+17%(¢;) = ;1. Os
estados de fase ¢; = (Z;, ¥, wi), Giv1 = (Tig1, Yiv1, ws) € Q definem que (Z;, 7s), (Tit1, Yir1) €
I' e w € [0,27](0 angulo no sentido anti-horario entre os vetores (1,0) e o vetor veloci-

dade). Na figura 3.20, pelo triangulo retangulo formado retira-se as equagoes

Tiy1 — T; = 04C08 W (3.9)

Uis1 — Ui = 0p8en w (3.10)

Seja r o parametro de comprimento de arco, assim cada componente da fronteira
de T, T; esta definida pela imagem do caminho suave f; : I — R? tal que fi(r) =
(zi(r),y:(r)) parametrizado por comprimento de arco, de maneira que ||f'(r)|| = 1,
para todo r € I tal que f/(r) = (%, %). Note que T'(r) = (cosy, seny) é o vetor

tangente unitario a curva e assim

dx = cos ydr e dy = sen vdr (B:I1)

Quando I'; é focalizadora, o angulo v cresce quando r cresce, ou seja, ‘;—} >0e
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a curvatura k(r) = —||f”(r)||. Quando I'; é dispersora, o angulo decresce quando r

cresce, isto é, % < 0 e a curvatura k(r) = || f"(r)||. Portanto

dy = —Kdr, K = k(r).

Yo =2 = HwL
wi =Py + 74

Figura 3.21: Angulos em duas colisoes

(3.12)

Note que w_ leva o ponto ¢_ ao ponto ¢, assim w_ serd dito somente w, assim pela

figura 77 temos que

w=7-+Po = 2m =7 =Py

diferenciando 3.9, 3.10 e 3.13 tem-se respectivamente:

dz, — dz_ = cos wdd — § sen wdw
dyj, — dy_ = sen wdd + dcos wdw
dw =dy-+dyp_ =dyy — dipy

e substituindo 3.11 e 3.12 ocorrem respectivamente
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cosy,dry — cosy_dr_ = cos wdd — § sen wdw (3.14)

seny dr, — seny_dr_ = sen wdd + 6§ cos wdw (8:15)

d&) = _’C_dr_ =+ d¢_ = _’C+d7'+ = d'l/)+ (316)

multiplicando 3.14 por sen w e 3.15 por —cos w

sen w cosy dry — sen w cos y_dr_ = sen w cos wdd — & sen? wdw

—seny,cos wdry + seny_cos wdr_ = —sen w cos wdd — § cos? wdw
somando ambas as equacoes tem-se

sen w cosyydry — senyycos wdry — sen w cos y_dr_ + seny_cos wdr_ =
sen w cos wdd — sen w cos wdd — § sen? wdw — § cos? wdw &
(sen w cosyy — senypcos w)dry + (—sen w cos y_ + seny_cos w)dr_ =
(sen w cos w — sen w cos w)dd + (—d sen? w — § cos® w)dw &

sen(w — v4)dry + sen(y- —w)dr— = —ddw
por 3.13 tem-se

sen(—vy)dry + sen(2m — ¢_)dr_ = —ddw <
sen()dry + sen(y_)dr_ = ddw

Substituindo ¢ =% —0_ ey =5 — 0, e 3.16(dw = —K_dr_ + di_) tem-se

sen(5 — 0, )dry +sen(5 —0_)dr_ = 0(—K_dr_—df_) &
cos(0,)dr, + cos(0_)dr_ = —0K_dr_ — §df_
e

—/C+d7'+ + d9+ = -—’C_dT_ — dg_
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implicam que

—cos(04)dry = (cos(0-) + 0K_))dr_ + 6d0_ (34.7)
1
dry = —(dfy + K_dr_ + d_) (3.18)
K+

substituindo a segunda na primeira tem-se

—cos(9+)[ﬁ(d9+ + K_dr_ +df_)] = (cos(0_) + 6K_))dr_ + 0df_ <
—cos(04)dl — K_cos(04)dr_ — cos(04)d0_ = (Kycos(0-) + K_K;)dr_+ 0K df_ <
—cos(04)d0y = (K_Ky +K_cos(0y) + Kycos(6-))dr_ + (6K + cos(04))do—

a equacao anterior junto com 3.17 escritos em forma matricial

dry i IK_ + cos(6-) ] dr_

- : 3.19)
c0s(0+) IK_Ky +K_cos(0y) + Kicos(0_) 0K, + cos(b,) o _

Note que, como cos(01) # 0 e cos(0_) # 0, assim esta matriz é definida e nao é
singular(nao ¢ a matriz nula). Além disso, como a primeira derivada de F envolve a
curvatura KL = k(r) de I" (relacionado a segunda derivada dos componentes I';’s), entao
a suavidade de F deve ser pelo menos C* 1.

E facil verificar que ||det DF (z)|| = —(cosf_)

3.2.4 Exemplos da Jacobiana
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Definicao 3.2.10. Seja a aplicagao colisao F : /\N/l - /\N/l tal que F(r;,0;) = (rix1,0ir1).

A derivada de F € dado pela matriz jacobiana 3.19 tal que:

OF, OF
Jr(ri,6) = | 7 | =
OFs  O0F3
67‘7; 691
dk(r;) + cos(6;) o

-
cos(0i+1)

Ok(ri)k(ris1) + k(ri)cos(0i11) + k(riy1)cos(0;) 0k(rit1) + cos(6it1)
onde § = ||riy1 — 1il|, k(r) € a curvatura da j-ésima componente I'; da fronteira da

mesa () onde f;(r) esteja.

Exemplo 3.2.5. Considere um circulo de centro a e raio r, parametrizado por com-
primento de arco, de parametro s, pela aplica¢ao f(s) : [0,2nr] — [0,27r] tal que
f(s) = (a1 + 1 cos(2),ay + 1 sen(2)). A aplicagao colisio ¢ dada por F : [0,27r] x

[—g, g] — [0, 27r] x [—%, %] tal que

((si — it 2051, 05,86 85 € (0,47), 05 € (—5,75™)
(8¢ + mr-f-20;r,05),5¢ 85 € (Oymr),0p € (557, 0)
(8 + 7r — 261, 6;), 5e s; € (0,7r),0; € (0,%)

(8s — mr + 20;1,6;), se s; € (w,27r),0; € (—%,0)

(si — 7 — 20;7,6;), se s; € (m,27r),0; € (0, *57)

\(si 4 wr — 20;r,0;)5e 83 € (m,2mr), 0; € (5, T)

de maneira que o conjunto [0,27r] x [0, 27r] € invariante sobre F. A jacobiana é dada

por:

1 2r
J]:(Si7 92) =
0 1

A Jacobiana pode ser encontrada pela formula 3.19. Seja k(s) = % Pela lei dos

r sen(m—20)

senos, 0 = —_—

= § = 2r cos 0. logo:
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—2cos(0;) + cos(0;) —2rcos(0;) 1 2r

=2cos(0;) + *cos(0;) + tcos(0;) —2cos(6;) + cos(6;) 0 1

3.2.5 Medida invariante

Seja F : ./\N/l — ./\N/l uma aplicagao continua que preserva medida de probabilidade
(./\N/l, B(/\N/t), ), sendo i : B(/\N/l) — [0, 1] uma medida de probabilidade com p(./\N/l) =1.
F é ergodica se todo conjunto F-invariante tem medida 0 ou 1.

Seja O(z) uma orbita periddica de z € ./\N/l, assim F~1(O(x)) = O(x) e assim O(z)

¢ um conjunto F-invariante. Note que O(z) tém medida zero ou 1.

Exemplo 3.2.6. Considere uma mesa de bilhar circular. Seja D(0,1) um disco de
raio 1. Seja M =T x [5F, 5]. Dado um ponto (s;,0;) € ./\N/l, a prozima reflexio é
dada pela aplicagao de bilhar do exemplo 3.2.5 e a en-ésima colisao por F"(s;,0;) =
((s; + n(m —26,),6;). Note que 6 é invariante sobre F.

Observe que F age como uma rotagao circular de (s, ), resta saber se volta para mesma

posi¢ao, ou seja, se F™(s,0) = (s,0), ou seja, se existe um m € 7Z tal que n(w — 26;) =

2mrm & ”;—301 =2 e assim m — 20 (dngulo de rotagdo circular) é um miiltiplo racional

de m. Se tal m nao existir, ocorrerd que O(z) =T.

Note que O(x) tém medida 0 quando a rotagao € periodica e tém medida 1 quando
a rotagao € nao-periodica. Assim O(x) sao conjuntos F-invariantes. Mesmo assim F
nao € uma aplicag¢ao ergodica, pois dado um dngulo de 90° e a orbita de [0, %], tem-se
que J =10, Z]U [2, E| U [r, Z] U 32, B2]. De fato F(J x Z) =J x Z e assim J X T é

um conjunto F-invariante, mas nao tém medida 0 nem 1.

A medida de J é 2?” Por isso F nao é ergodica.

92



Capitulo 4

Aplicacao ao ensino basico

O modelo bilhar pode ser ensinado aos alunos observando conceitos que estao ao alcance
deles, adequando cada informagao as séries correspondentes. A seguir apresentamos
cinco instrucoes didaticas para que o professor use na aula de acordo com o nivel de

conhecimento da turma.

4.1 1% aula - particulas dentro de uma regiao

Um modelo que busca melhorar a previsao do tempo é o da meteorologia que ganhou
importancia no ultimo século. Essa area de estudo ja conta com cursos de graduacao
e pos-graduagao em varias universidades do Brasil e do mundo. Mesmo contando com
avancadas técnicas, ainda se faz necessario aperfeicoar conceitos bésicos que diminuam
os erros da previsao do tempo.

O modelo bilhar estuda o deslocamento e a velocidade de uma particula dentro de
uma regiao. Espera-se aperfeicoar esse modelo para que outros evoluam, tais como
modelos que envolvem forca de atrito, forca gravitacional, pressao do ar, correntes de

ar, influencia da temperatura e etc. E assim melhorar a previsao de chuvas e mudancas
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climaticas.

Serao narradas algumas experiéncias para entender melhor alguns modelos praticos
que envolvem particulas.

* Experiéncia 1
Segundo a superinteressante [18] os refrigerantes ou liquidos gaseificados possuem as
bolhas do dioxido de carbono nao dissolvidas na bebida. As bolhas estao separadas pela
solucao de agua e xarope e continuarao assim desde que o refrigerante esteja guardado
refrigerado ou em temperatura ambiente. Existe um equilibrio entre o gas e o liquido
mantido pela pressao interna da garrafa fechada.

Esse equilibrio pode ser quebrado facilmente abrindo a tampa(trocando gas interno
pelo ar), balangando a garrafa antes de abrir a tampa (aumentando a pressao interna
dos gases) ou adicionando uma bala de Mentos (aumentando rapidamente a formagao
e expansao do gas carbonico em grande quantidade). Essas experiéncias surtem mais
efeito em refrigerantes light e diet, pois o refrigerante tradicional é mais denso por
causa do agucar retendo a expansao do gas carbonico.

* Experiéncia 2:

Encha um baldo com ar (nao use gas hélio) e outro com um pouco de dgua e com ar.
Peca a um adulto para usar um isqueiro ascender um fosforo e colocar fogo debaixo
dos dois baldes. O balao s6 com ar ird explodir na hora que o fogo encostar por baixo.
O balao com agua nao explode nos primeiros minutos porque a agua absorve o calor
que o plastico recebe. A experiéncia do balao com agua nao deve ser feita por muito
tempo, pois corre-se o risco da agua quente espirrar e ocorrerem queimaduras. Entao
um minuto é suficiente para essa experiéncia.

O objetivo dessa aula é entender que as particulas podem se deslocar e adquirir

grandes velocidades em segundos.
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Atividade:

1 - Encha um balao e solte-o. Observe que o ar que saiu dos pulmoes e foi colocado
no balao saird com muita velocidade do balao, fazendo-o se mover pelo ar. Descreva o
movimento do ar que sai do balao.

2 - Pesquise como um balao de ar quente sobe e se move pelo ar. Descreva o
movimento do ar quente.

3 - Encha um balao de agua e amarre-o. Gire o balao até a agua girar sozinha.
Descreva o movimento das particulas de agua dentro do balao.

4 - Dentro de uma vasilha de agua coloque um pedago pequeno de isopor ou outro
objeto que nao afunde. Faca um redemoinho na 4dgua por pouco tempo e observe o

comportamento desse objeto. Descreva o movimento do objeto.

4.2 22 aula - mesa bilhar

O modelo bilhar plano é um sistema dinamico que descreve a posicao e a velocidade
de uma particula em cada instante, dentro de uma regiao plana conexa. Uma regiao é
dita conexa se é sempre possivel percorrer toda a regiao sem sair dela.

Exemplo de uma regiao nao-conexa: Desenhe dois circulos distantes e tente colocar
o lapis dentro de um e arrastar o lapis até entrar no outro sem ter saido do primeiro.
Impossivel! Isso mostra que a regiao contendo o interior de dois circulos distantes nao
é conexa, pois numa regiao conexa serd sempre possivel arrastar o lapis sem sair da
regiao.

Exemplo de uma regiao conexa: Desenhe um circulo dentro do outro. A regiao
entre os dois circulos concéntricos é conexa, pois é possivel percorrer toda a regiao sem

tirar o lapis do papel e sem sair da regiao.



O movimento de uma particula é semelhante ao movimento de uma bola(futebol,
gude, borracha, bilhar), disco (hoquei), etc. Para entender o modelo bilhar, serao
observados modelos semelhantes e analisados as suas diferencas.

Uma partida de futebol é um modelo tinico que descreve o movimento de uma bola
que recebe aplicacoes de for¢as em seu movimento de muitos agentes por um tempo
determinado em uma regiao retangular, denominada campo de futebol. Diferente do
modelo bilhar que recebe uma tunica for¢ca de um agente. E que a componente da
fronteira de uma regiao bilhar podem ser curvas regulares ou segmentos de reta.

O movimento da bola em um jogo de futebol pode ser visto como se nao houves-
sem jogadores. Sendo visto como se ela percorresse caminhos e velocidades aleatorios
dentro de um terreno retangular. Nesse modelo, se a bola sair para fora do retangulo,
considera-se que a bola esta no ponto mais proximo da borda do campo retangular. O
movimento dela sem os penalts sera chamado de modelo futebol. Embora ele seja dife-
rente do modelo bilhar em alguns aspectos ¢ um modelo muito proximo dos fenomenos
naturais, a qual tentamos entender através do estudo do modelo bilhar.

Atividade:

1 - Narre uma historia de uma partida de futebol em que foi feito um gol nos trés
primeiros minutos do jogo.

2 - Desenhe um campo de futebol com os tracos da pequena area do goleiro. Desenhe
nesse campo com um lapis de cor claro o movimento da bola da historia da questao
anterior até ela entrar no gol.

3 - Desenhe usando linhas curvas e linhas retas como vocé gostaria que fosse uma
quadra de futebol no futuro.

4 - Pesquise como é o campo de hoquei no gelo e desenhe o campo de hoquei no

gelo.

96



5 - Faga uma narrativa de um gol feito no hoquei de gelo em trés minutos.
6 - Desenhe o campo de hoquei no gelo e a trajetoria da bola com um lapis de cor

claro da narrativa feita na questao anterior.

4.3 32 aula - reflexao na fronteira

O modelo bilhar é um sistema dinamico em que se analisa 0 movimento (posi¢ao e
velocidade) de uma particula a partir de um certo momento ¢y no interior da mesa. A
particula movimenta-se no interior da mesa de forma linear, mesmo apos cada colisao
com a fronteira da mesa perfeitamente elastica. Conservando o angulo de reflexao e
sua velocidade escalar, e como consequéncia nunca vai parar, a menos que atinja um
vértice que nao seja regular, onde nao pode fazer reflexao.

Para entender a reflexao de uma particula na mesa bilhar pode-se analisar reflexoes
naturais em outros modelos. Num jogo de hoquei no gelo, o disco ap6s bater na
parede continua seu movimento em outra trajetoria. A parede perfeitamente elastica
absorve a energia cinética do disco e a devolve completamente. O mesmo efeito pode
ser visto numa mesa de bilhar quando as bolas batem na parede da mesa e continuam
se movendo em outra direcao.

Uma mesa bilhar possui borrachas nas bordas internas entre a madeira e o te-
cido. Quanto melhor a qualidade da borracha melhor a conservacao de energia da
colisao(conservando a velocidade) e quanto mais liso é a borracha mais o angulo de
reflexao se identifica com o angulo de incidéncia.

Observe na figura 4.1 que a particula esté indo do ponto C até o ponto A, refletindo
no ponto A. O angulo de incidéncia é o angulo entre o vetor de chegada da particula

= . .
no ponto A, o vetor C'A e o vetor perpendicular a fronteira, o vetor ﬁ Na figura 4.1

o angulo CAE é igual a 59°. Numa mesa de bilhar a borracha de alta qualidade tem
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59°159°

A
Figura 4.1: Reflexao de uma particula

como objetivo deixar o angulo de reflexao ficar proximo do angulo de incidéncia.

Existe uma maneira facil de construir um caminho de uma particula através de
reflexdes em mesas circulares sem fazer calculos. Vamos precisar de uma régua, um
lapis e um compasso.

Com o lapis, faga um ponto no papel (ponto A) e com o compasso faga um circulo
de centro no ponto A. Construimos uma mesa bilhar circular.

Escolha um ponto dentro do circulo diferente do centro, marque-o e chame-o de F.
Trage uma reta secante (uma reta que intercepte o circulo duas vezes) que passe pelo
ponto Py, mas nao passe pelo ponto A. Um dos pontos de intersec¢ao chame de P, e o

outro de B. A particula comegou em P, o seu movimento é em dire¢ao ao ponto P;.

Figura 4.2: Reflexao de uma particula numa mesa circular

Com o compasso centrado no ponto P;, faca um arco que passe por B até outra
parte do circulo e chame a outra interseccao de P,. Com uma régua, trage um segmento

de reta de P; até P, como na figura 4.3.
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Figura 4.3: Reflexao de uma particula numa mesa circular

Atividade:
1 - Continue o movimento da particula até o ponto Ps.

2 - Construa outra mesa circular e faca até o ponto Pyg.

4.4 4? aula - poligonos regulares

O conjunto dos pontos de uma trajetoria da particula é chamado de o6rbita da par-
ticula. Se a orbita nao coincide com toda a mesa bilhar, entao a orbita é periddica.

Podemos construir facilmente érbitas peridédicas em mesas circulares. Essas orbitas

podem tem formato de poligono regular, de um segmento de reta ou de figuras nao

poligonais.

Exemplo 4.4.1. Para construir uma orbita com formato de segmento de reta.
1-Marque o ponto A no papel.

2-Construa um circulo com centro em A com o compasso.

3-Marque um ponto Py interno ao circulo, diferente do ponto A.

4-Com uma régua passe uma reta secante que passa pelos pontos A e Py interceptando
dois pontos do circulo, chame um de P, e outro de Ps.

5-0 segmento de reta PP, é uma orbita periddica que passa por F,.

Esse segmento de reta como passa pelo centro é chamado de didmetro.
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Figura 4.4: Orbita na mesa circular: Segmento de reta

Exemplo 4.4.2. Para construir uma orbita triangular.
1-Marque um ponto do papel como ponto A.

2-Construa um circulo com centro em A com um compasso.
3-Marque um ponto do circulo e chame de B.

4-Construa uma reta que passe por A e B.

5-Chame de P, a intersecao da reta AB com o circulo.
6-Construa um circulo com centro em B que passe por A.
7-Chame o0s pontos de Py e P,.

O triangulo P, Py P; € equildtero.

-
[o2)

<
\

Figura 4.5: Orbita triangular na mesa circular

Exemplo 4.4.3. Para construir uma orbita quadrangular.
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1-Marque um ponto do papel como ponto A.

2-Construa um circulo com centro em A com um compasso.

3-Marque um ponto do circulo e chame de P;.

4-Trage uma reta que passe por A e P;.

5-Denomine de P, a intersecao da reta APy, com o circulo de centro A.

6-Trace dois circulos, um com centro em P; que passe por P, e outro com centro em
P> que passe por P;.

7-Um dos pontos de interseccao dos dois circulos nomeie de B.

8-Trage a reta que passa por A e B (mediatriz de Py e Py).

9-Chame os pontos da reta AB que interceptam o circulo de P3 e P.

O quadrilatero PPy P3Py € quadrado.

Figura 4.6: Orbita triangular na mesa circular

Atividade

1 - Construa uma orbita que seja um triangulo equilatero inscrito a um circulo de
raio 5 cm.

2 - Construa uma oOrbita que seja um segmento de reta inscrito num circulo de raio

6 cm.
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3 - Construa uma orbita que seja um quadrado inscrito a um circulo de raio 7 c¢m.

4 - Construa uma orbita que seja um hexdgono regular inscrito a um circulo de raio
8 c¢m.(procedimento similar ao do tridngulo no passo 6 repita com P;)

5 - Construa uma orbita que seja um octdgono regular inscrito a um circulo de raio

9 cm.(procedimento similar ao do quadrado, faga a mediatriz de P, e P3)

4.5 5% aula - cacapa

Existem no modelo bilhar trajetos da particula que nao sao orbitais. Esses encerram
o seu movimento em algum vértice da fronteira.

Ja em alguns jogos que sao jogados na mesa de bilhar tal como a sinuca, mata-mata,
par ou impar, tém como objetivo derrubar bolas nas cagapas ou acertar as outras bolas.
Em campeonatos ¢ comum os jogadores fazerem calculos mateméticos para encagapar
bolas.

Como exemplo, serao tomados mesas retangulares com cacapas nos vértices do
retangulo. Consideremos uma mesa de bilhar de 10 metros de comprimento por 4
metros de largura. Nomeia-se os vértices no sentido anti-horario como A,B,C,D. Toma-
se 0 eixo X a reta 1@ e 0 eixo y a reta E, sendo a AB e CD de medidas 10 metros e

AD e BC de medidas 4 metros.

Figura 4.7: Mesa retangular com eixos em AB e AD

O conjunto das posi¢oes de uma bola dessa mesa é [0, 10] x [0, 4], ou seja, a projecao
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ortogonal da bola no eixo x é um valor entre 0 e 10 e a projecao ortogonal da bola no
eixo y é um valor entre 0 e 4.

Considere uma bola na mesa na posicao E(8,2). Pode-se encagapar sem haver
colisoes, fazendo a bola ir direto pra cacapa. Por exemplo tacar a bola direto no

vértice B, para isso deve-se tacar a bola na direcao do vetor (2, —2 )

D C

Figura 4.8: Encacapar sem colidir com a mesa

Considere uma bola na mesa na posi¢ao E(6,2). Para encagapar no vértice A apos
uma colisao em F com a fronteira deve-se ter o angulo de incidéncia igual ao angulo de
reflexao. Toma-se "a"a distancia horizontal entre E e F e "b"a distancia vertical entre
E e F. Também tem-se "c¢"a distancia horizontal entre D e F e "d"a distancia entre D

e A. Sabe-se que d =4,a+c=6,b=2.

D 45°VEN45° Cc

Figura 4.9: Encacapar com uma colisao com a mesa

Considere um ponto G como projecao ortogonal do ponto E no segmento CF. Assim
observa-se a semelhanca dos triangulos FGE = FDA, logo a medida dos lados opostos

3 s _— FD _ FA _ DA _ ¢ _d _
aos angulos congruentes sao proporcionais. Portanto 5 = 75 = ¢ = S = = 2c =
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4a = ¢ =2a. Como a+ ¢ = 6 logo 3a = 6 e assim a = 2 e ¢ = 4. Todavia t¢gGFE =1
por consequéncia os angulos GFE e DFA sao iguais a 45°.

Portanto a bola inicia o movimento na posicao F(6,2) indo ao ponto F'(4,4) pela
direcao do vetor m, colidindo a 45° com a mesa, refletindo com o mesmo angulo,
indo para o ponto A(0,0) pela direcao do vetor (—4, —4).

Atividade

1 - Considere a mesa [0, 10] x [0,4] e o ponto E(6,2). Determine o ponto de colisao
no segmento AB para que atinja o vértice D.

2 - Considere a mesa [0, 10] x [0,4] e o ponto E(5,1). Determine duas maneiras da
bola atinja o vértice a) C. b) D.

3 - Considere a mesa [0, 10] x [0,4] e o ponto E(5,2). Descreva como a bola atinja

qualquer um dos vértice: a) sem colisdo. a) com uma colisao. b) com duas colisoes.

104



Consideracoes finais

Esse trabalho teve como objetivo entender o modelo bilhar. Consequentemente
chegou-se na demonstracao da derivada de uma aplicacao ergodica bilhar.

O primeiro capitulo contem um relato histérico mais objetivo. Histéricos mais
detalhados sobre aspectos mais geraispodem ser vistos em Coimbra |[8].

O segundo capitulo prepara o leitor para entender vetores tangentes e normais, o
movimento da particula e uma aplicagao bilhar. Como foi meu primeiro contato com
a area, achei importante fazer algumas observacoes especificas para que os leitores
interessados pudessem degustar melhor desse trabalho.

O terceiro capitulo prepara o leitor para entender medidas num conceito mais amplo.
O conceito de medida de probabilidade é importante para entender aplicacoes que
preservam medida e assim aplicagoes ergodicas.

O quarto capitulo exibe o movimento de uma particula pontual definida por uma
aplicacao bilhar. Um espaco de fase finito define uma medida zero, mas um conjunto
F-invariante infinito que nao é todo o dominio da aplica¢ao bilhar nos retorna que essa
aplicacao nao tém uma propriedade ergodica.

Embora as aplicagoes que envolvam o modelo bilhar tenham conceitos avangados
para um aluno do ensino médio, a aplicacao bilhar do movimento de uma particula
pode ser toda construida com conceitos basicos, usando semelhanca de triangulos.

Assim o capitulo cinco prepara o professor para instruir um aluno do ensino bésico
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para entender o modelo bilhar, sem envolver os detalhes que cabe ao ensino superior.
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