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Resumo

Este trabalho visa dar subsidios a professores de Matemaética, na compreensao e
aplicacao dos processos de andlise combinatoria, para alunos nao cegos, cegos totais,
ou alunos com visao reduzida. Descreve fundamentos tedricos da Analise Combinatoé-
ria e também suas aplicagoes no ensino da matematica inclusiva, tendo como objetivo
alunos cegos ou de baixa visao, utilizando o Cédigo Mateméatico Unificado do Sistema
Braille na elaboracao de planos de aulas e anélise de resultados obtidos. Esta disserta-
¢ao tem o seu embasamento teorico fundamentado em defini¢oes e demonstragoes sobre
métodos basicos de contagem. O sistema Braille e o uso do Soroban, um Abaco adap-
tado para pessoas cegas, no ensino da Matematica, ajudam a conectar a Matematica
aos alunos cegos, proporcionando uma aprendizagem sensorial, na tentativa de gerar
oportunidades equivalentes em relacao a um aluno nao cego. Os alunos cegos, care-
cem de objetos concretos, sensoriais, e trabalhos cientificos que possam estimular a sua
aprendizagem mateméatica. Com a elaboragao de planos de aula direcionados ao ensino
da anélise combinatoria para alunos cegos, surgiu a oportunidade de ministra-las, na
prética, no Centro Brasileiro de Reabilitacdo e Apoio ao Deficiente Visual (CEBRAV),
Goiania-Go, com jovens alunos que estavam se preparando para o Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM).

Palavras-chave

Anaélise combinatoéria, soroban, alunos cegos



Abstract
This paper aims to give subsidies to teachers of Mathematics, in the understanding
and application of combinatorial analysis processes, for non-blind students, blinds, or
students with reduced vision. It describes the theoretical foundations of Combinatorial
Analysis and their applications for teaching of inclusive mathematics, aiming blind or
low vision students, using the Braille System Unified Mathematical Code in the pre-
paration of lesson plans, and the analysis of the results obtained. This dissertation
has its theoretical basis on definitions and demonstrations on basic counting methods.
The Braille system and the use of the Soroban, an Abacus adapted for blind students,
in mathematics teaching help connect mathematics for blind persons, providing sen-
sorial learning, in an attempt to generate equivalent opportunities of those non-blind
students. Blind students lack concrete, sensorial objects and scientific works that can
stimulate their mathematical learning. With the elaboration of lesson plans aimed
at teaching combinatorial analysis for blind students, the opportunity arose to teach
them, in practice, at the Brazilian Center for Rehabilitation and Support for the Visu-
ally Impaired, (CEBRAV), Goiania-Go, with young students who were preparing for

the National High School Examination (ENEM).

Keywords

combinatorial analysis, soroban, blind students.
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1 Introducao

1.1 O que é Analise Combinatéria

Conceitualmente - Analise Combinatoéria é o conjunto de técnicas mateméaticas que per-
mitem a contagem de elementos de conjuntos finitos. A Andlise Combinatoria analisa
estruturas e relacoes discretas, conforme as duas caracteristicas seguintes: demonstrar
a existéncia de subconjuntos de elementos de um conjunto finito, que satisfazem con-
dicoes definidas. Contar ou classificar subconjuntos existentes em um conjunto finito,
que satisfazem condicoes definidas. Embora a Anélise Combinatoéria disponha de téc-
nicas analiticas e empiricas conhecidas para resolver problemas inerentes, a solugao de
um problema combinatoério quase sempre exige abstracao. Deve-se evitar o ensino ou
a aprendizagem desses conceitos de maneira mecanicista, limitando-se a empregé-los,
ou utilizando féormulas matematicas em situacoes padronizadas, sem habituar o aluno
com a andlise criteriosa de cada problema, [1].

Fixando os conceitos - A Anéalise Combinatoéria investiga as diferentes possibilidades
de disposicao de objetos, por exemplo, na questao: "Quantas maneiras existem para

" ou "de quantas maneiras diferentes podem

organizar quatro letras em uma linha?
ser selecionados cinco nimeros diferentes em um conjunto de noventa ntimeros?". Os
objetos de investigacao podem ser nimeros, letras, pessoas, testes, objetos, etc. Eles
sao chamados elementos e habitualmente sao denotados por niimeros ou letras. Se dois
conjuntos nao contém os mesmos elementos, por exemplo, ab,cd, ou se eles contém
o mesmo numero de elementos, mas nao o mesmo numero de vezes em cada um,
por exemplo aab, abb, entdao eles devem ser considerados diferentes. Disposicoes tais
como aabb, abab sao considerados como diferentes somente se a ordem for levada em
consideracao, [2].

Permutacgoes - Um arranjo finito de vérios elementos em qualquer ordem na qual
todos os elementos sao utilizados é chamado de permutacao desses elementos. Por
exemplo, os ordenamentos acdbe, dbcae sao permutagoes dos elementos a, b, ¢, d, e.

Arranjos simples - de um conjunto de n elementos tomados p a p (p < n) sao os
diferentes agrupamentos desses elementos ordenados que se podem formar com p dos
n elementos dados.

Combinagoes simples - de um conjunto de n elementos tomados p a p (p < n) sao
os subconjuntos com exatamente p elementos que se podem formar com os n elementos

dados.
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1.2 Sistema Braille

O Sistema Braille é um processo de escrita e leitura desenvolvido com base em 64
simbolos em relevo, gerados pela combinacao de seis pontos dispostos em duas colunas
de trés pontos cada. Pode-se fazer a representacao tanto de letras, como algarismos,
sinais de pontuacdo ou simbolos matematicos. E utilizado por pessoas cegas ou com
baixa visao, e a leitura é feita da esquerda para a direita, ao toque de uma ou duas
maos ao mesmo tempo. A escrita é feita da direita para a esquerda no verso da folha.
Foi criado pelo francés Louis Braille (1809 - 1852), que perdeu a visdao aos 3 anos de
idade e criou o sistema aos 16. O Brasil adotou o sistema em 1854, por iniciativa de
D. Pedro 11, [3].

1.3 Ensino de Conceitos de Anailise Combinatéria para Alunos

Cegos

Foram preparadas algumas aulas de Anélise Combinatoéria para alunos cegos. As aulas
foram realizadas no Centro Brasileiro de Reabilitacao e Apoio ao Deficiente Visual
(CEBRAYV), de Goiania. Os itens 6.1 e 6.2 apresentam respectivamente os Planos de

Aulas e o Relatorio de uma das aulas ministradas.

1.4 Divisao da dissertacao

Esta dissertagao é dividida como se segue:

e 1 - Introducao

2 - Principios Bésicos de Analise Combinatoria

3- Ensino da Matematica para Alunos Cegos
e 4 - Consideracoes Finais

5 - Referéncias
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2 Principios Basicos de Analise Combinatoéria

2.1 Principio Fundamental da Contagem

A procura por técnicas de contagem estd diretamente vinculada & histéria da Mate-
mética e a forma pela qual as pessoas tém seu primeiro contato com esta disciplina. A
primeira técnica matematica aprendida por uma crianca é "contar", ou seja, enumerar
os elementos de um conjunto de forma a determinar quantos sao os seus elementos. Por
exemplo, a operacao de adi¢ao é sempre introduzida em conexao com um problema de

contagem, conforme a figura abaixo:

Figura 1: Contagem de elementos

2a] B9 o (03
B

20

A
AUB

A figura 1 ilustra o que podemos chamar de principio de adicao. Se A e B sao dois
conjuntos cuja interseccao é vazia, com p e ¢ elementos, respectivamente, entao AU B

possui p + ¢q elementos.

Exemplo 1. Henrique tem dinheiro apenas para ir ao parque de diversoes e brincar em
apenas um dos 7 brinquedos disponiveis ou ir ao cinema e assistir apenas um filme dos

5 disponiveis. Dessa forma de quantas maneiras diferentes Henrique pode se divertir?

Se Henrique tem dinheiro apenas para uma diversao ele tem de optar ou por brincar
em um dos brinquedos do parque ou assistir a um filme do cinema. Assim tem 7 opcoes
para ir ao parque e 5 op¢oes para ir ao cinema. Dessa forma ele tem 745 = 12 maneiras

de se divertir.

Figura 2: Combinagoes de brinquedos e filmes [1]

Brinquedo 1

Brinquedo 2 Filme A

Brinquedo 3 Filme B
7 maneiras distintas|

Brinquedo 4 Filme C 5 maneiras distintas
Brinquedo 5 Filme D
Brinquedo 6 Filme E

Brinquedo 7|

O "Principio da Multiplicacao", que, ao lado do "Principio da Adicao", constitui a

ferramenta basica para resolver os problemas de contagem abordados no ensino médio.
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Exemplo 2. Em uma praca hd 4 homens e 3 mulheres. De quantos modos € possi-
vel selecionar um casal homem-mulher, considerando Hy, Hy, H3, Hy 0s homens e as
mulheres My, My, M3?

A figura 3 mostra todas as combinacgoes possiveis de casais, 3+3+3+3=12. O

Figura 3: Possibilidades de formacao de pares entre homens e mulheres

Mulher\Homem H, H. H- H.
M, H; M, H; M; H; M, Hy M,
M, H; M, H; M, H: M, H,M,
M H; M H; M Hs M3 H, M,

exemplo acima ilustra o Principio Fundamental da Contagem ou Principio da Multi-
plicacao.

O Principio Fundamental da Contagem é um principio da Analise Combinatoria.
E, basicamente, a ideia de que o nimero de possibilidades de fazer n acoes distintas e
independentes o produto da multiplicacao da quantidade de modos possiveis que cada
uma pode ser feita. Ou seja, se A pode ocorrer de p, formas e B pode ocorrer de p,
formas, entao existem p,.p, formas de fazé-las. Generalizando, n acoes que podem ser
feitas de tal forma que tenham pq, po, ps3, . .., p, possibilidades para cada, juntas podem

ser feitas de P = p1.p2.p3 ... p, modos distintos.

Exemplo 3. Um motorista deseja viajar de uma cidade A para a cidade C, mas para

ir a cidade C deve-se passar necessariamente pela cidade B, figura 2.1.4, [4].

Figura 4: Caminhos distintos, [4]

111 2

Como observado na figura, o motorista pode escolher entre trés estradas para se
deslocar de A para B e depois deve escolher uma entre as duas estradas para se deslocar
de B para C. Essa situacao difere e muito da do exemplo anterior. Aqui para que o
motorista va da cidade A para a cidade C tem de passar necessariamente pela cidade

B. Isto é, tem de realizar duas acoes para deslocar-se de A para C. Primeiro deve

15



escolher uma estrada de A para B e em seguida outra que liga B a C. Esse resultado
é justamente o produto do niimero de opcoes para a escolha da primeira estrada pelo

ntmero de op¢oes de escolha para a segunda. Portanto 3.2 = 6.

Exemplo 4. Um departamento de transito decidiu que as placas dos veiculos passariam
a ser elaboradas usando-se 3 letras do alfabeto e 4 algarismos. Qual o nimero mdzimo

de veiculos que poderiam ser licenciados?

Para a 1% posicao temos 26 possibilidades, e como pode haver repeticao, para a
2% posicao e para a 3% posicao também teremos 26 possibilidades. Em relagao aos
algarismos temos 10 possibilidades para cada um dos 4 lugares e tal como anteriormente
pode haver repeticao. Podemos entao afirmar que o niimero total de veiculos que podem
ser licenciados seria igual a: 26.26.26.10.10.10.10 = 175.760.000.

2.2 O conceito de fatorial

A funcao fatorial é utilizada no estudo de arranjos e permutacoes, a fim de facilitar os
calculos. A ideia é bastante simples e de facil compreensao. O fatorial de um niimero

inteiro m ndo negativo, é indicado por m! (1&-se m fatorial?) e é definido pela relagao:
m!l=m.(m—1).(m—2).(m—3)...3.2.1, m > 2

Por definicao, 0! = 1. A funcao fatorial é recursiva, isto €, podemos obter o fatorial de

um nimero inteiro positivo a partir do fatorial do seu antecessor, utilizando a relacao:
m! =m.(m — 1)\

Por consequéncia, temos: 1!1=1.(1-1)! = 1.0! = 1.

2.3 Permutacoes

O numero de permutacoes de diferentes elementos de um conjunto finito pode ser ob-
tido por um raciocinio indutivo conforme descrito a seguir: A partir dos dois elementos
a e b podem ser formadas duas permutacoes ab, ba. A partir dos trés elementos a, b, c,
cada um deles pode estar no inicio e a0 mesmo tempo os outros podem ser ordenados
de duas maneiras diferentes: abc, ach, bac, bca, cab, cba. Conclui-se que existem 3.2 =6
permutacoes. Para quatro elementos o mesmo argumento leva a 4.3.2 = 24 permu-
tacoes. Assim, podemos definir uma permutacao como uma amostra ordenada sem

reposi¢ao de tamanho n, de um conjunto de n elementos [5].
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Proposicao 1. Dado um conjunto finito de elementos A = {ay,aq,as,...,a,} , 0
numero de permutacoes dos elementos desse conjunto, corresponde ao niumero de or-

denacao dos mesmos, isto é P, = n!.

Prova: Utilizamos o principio da multiplicacao. A primeira acao é colocar o pri-
meiro elemento do conjunto na primeira posi¢ao da permutagao, e isto pode ser feito de
n maneiras. Como nao podemos repor o elemento ja colocado na primeira posi¢ao na
segunda posicao da permutacao, entao temos n — 1 maneiras de escolher um elemento
do conjunto A para a segunda posicao, e assim por diante até a n-ésima posicao da
permutacao. Assim, pelo principio da multiplicagdo, o nimero de permutacoes dos

elementos do conjunto A é dado por

P,=nn—1)(n—2)...1=nl

Exemplo 5. A partir dos nove digitos 1,2,3,...,9 pode se formar 9! = 362880 nimeros

de nove algarismos tais que cada um dos nove digitos ocorra wma tnica vez.

Exemplo 6. De quantas maneiras diferentes uma familia com 4 membros pode ficar

lado a lado para fazerem uma selfie? Resposta: P, = P, = 4! = 4.3.2.1 = 24 maneiras.

Exemplo 7. Os anagramas de uma palavra sao definidos como as permutacoes das
letras da mesma. Por exemplo, para a palavra FUTEBOL, temos que TEBOLFU,
TEFUBOL, BOLETFU, etc...sdao exemplos de anagramas. Assim, os anagramas da
palavra FUTEBOL correspondem ao niimero de permutacoes das letras F,U,T,E,B,O,L,
ou seja Py = 7! = 5040.

Se grupos de elementos idénticos ocorrem em um certo ntiimero de elementos entao
o nimero de permutacoes é menor do que se todos os elementos fossem distintos. Por
exemplo, em uma permutacao de cinco elementos é e; = a, e = a, e3 = b, e4 = b,
es = b, a ordenacao dos elementos e; e e;, e similarmente as ordens dos elementos e3 , e4
e e;5 devem ser consideradas como idénticas. Uma vez que os nimeros de permutacoes
desses elementos sao 2! e 3! respectivamente, o numero de dos mesmos sera, 2‘?—5, = 10.

Generalizando, se n elementos consistem de m grupos contendo ni, ns,...,n,, ele-
mentos idénticos respectivamente, entao, para cada grupo i, 1 < i < m, temos n;!
permutacoes de elementos idénticos. Sendo assim, o nimero total de permutagoes
distintas desses n elementos é dada por

|

Pn17n27-~~7nm — n.
n )
nilna! ... n,,!
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comn; +ng+...+ny, =n.

Exemplo 8. Em um campeonato de corrida de automduveis, hd 20 competidores, dos
quais 10 sao a equipe A, 5 da equipe B, 4 da equipe C' e 1 da equipe D. Se o resultado do
campeonato leva em conta somente a equipe dos competidores na ordem de colocagao,

teremos o total de Py ™" = ﬁﬁm = 232792560 resultados possiveis.

Exemplo 9. O numero de anagramas da palavra PARALELEPIPEDOQO, corresponde
as permutacoes de suas 14 letras, levando em consideracao que temos as repeticoes de
3 P’s, 2 A%, 8 FE'se2L’s. Além disso, temos 1 R, 1 1, 1 D, 1 O. Assim, temos

3,2,3,2,1,1,1 14! _
Py, = 3pmanm — 005404800 anagramas.

2.4 Arranjos simples

Definimos como arranjos simples, o niimero de amostras ordenadas de elementos dis-
tintos (subconjuntos), isto é, sem reposicao, que podem ser construidas a partir de um
conjunto finito. Formalizando, dado um conjunto A = {ay,...,a,}, os arranjos sim-
ples de p elementos, com p < n, sao amostras ordenadas de tamanho p com elementos

distintos que podem ser formadas a partir dos elementos do conjunto A.

Proposicao 2. Dado um conjunto finito de elementos A = {ay,as,as,...,a,} , o ni-

mero de arranjos simples de p < n elementos que podem ser formadas com os elementos

n!

desse conjunto é dado por AP = )

Prova: Utizamos o principio da multiplicagao. Cada arranjo tem p posicoes que
devem ser completadas com os elementos de A. Para a primeira posicdo, temos n
possibilidades de elementos do conjunto A. Como cada amostra deve ser formada sem
reposicao, entao para a segunda posicao temos n — 1 possibilidades de elementos do
conjunto A. O mesmo procedimento é feito até a p-ésima posicao, na qual temos
n — (p — 1) escolhas de elementos de A. Pelo principio da multiplicagdo, temos que o
nimero de arranjos simples ¢ dado por

A =nn—1)n—=2)...(n— (p—1)).

n
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multiplicando e divindo esta expressao por (n — p)!, temos:

AP =nn—1)n—2)...(n—(p—1))

completando a prova.

Exemplo 10. Considere um dado com 12 faces numeradas de 1 a 12, e que este
dado seja lancado 4 vezes. Nestas configuracoes de 4 lancamentos deste dado, quantas

possuem faces todas distintas?

Cada configuracao é composta pelos resultados de 4 lancamentos do dado. Como as

12!

configuragoes devem ser todas distintas, entdo temos Af, = o=

11880 configuracoes

em que as faces sao todas distintas.

2.5 Combinacoes simples

Definimos como combinagao simples, uma amostra nao-ordenada de tamanho p, sem
reposicao, isto é, com elementos todos distintos, que podem ser formadas a partir de

um conjunto com n elementos.

Proposicdo 3. Dado um conjunto finito de elementos A = {ay,aq,as,...,a,} , 0

numero de combinagoes simples de p < n elementos que podem ser formadas com 0s

n!

elementos desse conjunto € dado por C? = IR

Prova: Fixemos por exemplo, uma amostra de tamanho p formada pelos elementos
ai,...,a, Esta amostra gera p! amostras ordenadas sem reposi¢ao. Como para toda
P | .
An — _n _concluindo a prova.
p! pl(n—p)!’
A partir do resultado acima, como nas combinacbes a ordem dos elementos nao

amostra este resultado é valido, concluimos que C? =

importa, e nos arranjos, esta ordem importa, é natural que haja mais arranjos que
combinagoes. Dessa forma, um grande ntimero de arranjos diferentes pode corresponder

a uma mesma combinacao.

Exemplo 11. Quantas sao as diretorias de 4 membros que podemos formar com 10

socios de uma empresa ?
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Nao é considerado uma hierarquia na diretoria, isto é, compor uma diretoria com
ABCD ou ACDB, é a mesma coisa. Precisamos, anular as repeticoes. Aqui, por-
tanto estamos formando combinacoes de 4 elementos a partir de um conjunto de 10
elementos, e o nimero dessas combinagdes ¢ Cyf, = 41!—%!! = 210. Poderiamos pensar no
problema da seguinte forma: A diretoria é formada por 4 posi¢oes, e como nao é con-
siderada a hierarquia, ha 4! ordens distintas para a composicao da mesma. Como para
a primeira posicao, temos 10 possibilidades e cada amostra é formada sem reposicao,
para a segunda posicao temos 9 possibilidades, para a terceira posicao 8 possibilidades
e para a quarta posicao, 7 possibilidades, totalizando, pelo principio da multiplica-
¢ao, 10.9.8.7 = 5040 possibilidades. Como, para cada diretoria que pode ser formada
(amostra) temos 4! ordens diferentes, entao, para nao contar cada amostra de maneira

repetida, teremos um total que 5040/4! = 210 possibilidades.

Exemplo 12. Quantos tridngulos podem ser formados por 7 pontos distintos, 4 sobre

uma reta e 3 sobre uma reta paralela a primeira?

Figura 5: Numeros de triangulos sobre as retas paralelas

Seja r a reta com 4 pontos e s a reta com 3 pontos, r || s. Teremos sempre que
ter 2 pontos sobre uma reta e 1 ponto sobre a outra reta. Considerando os triangulos

que podem ser formados com dois pontos em r e 1 ponto em s, temos o total de

CiCl = 2‘,‘—;,1‘?’—;, = 6.3 = 18 triangulos. Agora, considerando os tridngulos que podem
ser formados com 1 ponto sobre a reta r e dois pontos sobre a reta s, temos o total de
CiC3% = ;5.5 = 4.3 = 12 triangulos. Assim, pelo principio aditivo temos o total de

18 + 12 = 30 triangulos.
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2.6 Permutacoes circulares

Considere o seguinte problema: De quantos modos podemos colocar n objetos distin-
tos em n lugares equiespacados em torno de um circulo, se considerarmos posicoes
equivalentes que podem coincidir por rotacao?

Podemos resolver este tipo de problema, utilizando um método de contagem cha-
mado de Permutacao Circular. Como podemos observar na figura 4, para n = 3, as
trés primeiras disposicoes podem coincidir entre si por rotacao. Isto, porque, neste
problema o que importa é a posicao relativa dos objetos, nao a posicao efetiva que os
mesmos ocupam. Nas trés primeiras disposicoes, com deslocamento no sentido horé-
rio, A que precede B que precede C que precede A; portanto, a posicao relativa dos
objetos ¢ a mesma (um em relacdo ao outro, como na Figura 7?7 . Nas trés tltimas
configuracoes, A precede C, que precede B, que precede A; portanto, a posicao relativa

dos objetos é a mesma. Assim, temos 2 permutacoes circulares desses 3 objetos. O

Figura 6: Permutagoes circulares de trés objetos
A C B
]QC ,\Oﬂ (Q\
A B C
C QB ,.\Q' Q.\

caso geral (n objetos) pode ser resolvido utilizando o seguinte raciocinio: Se nao con-
siderassemos equivalentes disposicoes que possam coincidir por rotacao, teriamos n!
disposi¢oes. Como cada permutacdo circular é gerada por n rotagoes (sentido horario

por exemplo), temos que o numero de permutagoes circulares dos n objetos é dado por

n!
_ — = — |
PC, - (n— 1)L

Outro modo de resolver este problema para o caso geral é pensar que, como temos
um conjunto de n objetos, precisamos executar n acgoes para resolvé-lo e utilizar o
principio multiplicativo. Assim, o primeiro objeto tem somente uma forma de ser
colocado no circulo. O segundo objeto, também uma forma, que é ao lado do primeiro

objeto (lembrando-se que aqui, o que importa é a posigao relativa dos n objetos). O
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terceiro objeto tem duas formas de ser colocado: ap6s o primeiro objeto ou apds o
segundo objeto. O quarto objeto pode ser colocado apds o primeiro objeto, ou apés o
segundo objeto, ou apos terceiro objeto, ou seja de trés formas, e assim por diante até
o colocarmos o n-ésimo objeto, que pode ser colocado de (n — 1) formas. Assim, pelo

principio multiplicativo,
PC,=11234...(n—1)=(n—-1).L

Exemplo 13. De quantos modos 25 casais podem formar uma roda de ciranda de modo

que cada pessoa fique ao lado do seu par ¢

Aqui, podemos considerar cada casal como se fosse um tnico objeto a ser colocado
no circulo ( roda de ciranda). Assim, ha PCy; = 24! maneiras de colocar esses casais
na roda de ciranda. Como cada casal é composto de duas pessoas, A e B por exemplo,
temos, que para cada casal, ha duas posicoes relativas na roda. Isto é, as posicoes AB

e BA. Logo a resposta do problema é 225, PCy; = 2%5.24! maneiras.

2.7 Principio da inclusao-exclusao

Um problema comum que surge em anéalise combinatoria é a contagem de elemen-
tos da uniao de conjuntos nao-necessariamente disjuntos. Para resolver esta questao,

utilizamos uma técnica de contagem chamada de principio da inclusao-exclusao.

2.7.1 Principio da inclusao-exclusao para dois conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos com quantidade finita de elementos, nao necessariamente
disjuntos. O problema aqui, é determinar o numero de elementos de A U B, que
denotamos por |[AUB|. Podemos escrever AUB como a unido disjunta de trés conjuntos,
isto é,
AUB = (AN B)U(AN B)U(AN BY),
em que U denota "unido disjunta, A® representa o complementar do conjunto A

e analogamente B o complementar do conjunto B. Assim, pelo principio aditivo,

|AUB| =|A°NB|+|ANB|+|ANnBY|. (1)

22



Podemos observar que A = (AN BY)U(AN B) e B = (A°N B)U(A N B), entdo,

pelo principio aditivo,

|A| = |ANBC| + |ANB| = |AN B°| = |A| — |AN B 2)

|B| = |A° N B|+|ANB|= |A°NB| = |B| - |AN B] (3)

Substituindo (2) e (3) em (1), segue que

|AUB| =|A|+|B|— |ANB|. (4)
A Equacao (4) é o principio da inclusao exclusdo para dois conjuntos.

Exemplo 14. Quantos anagramas da palavra CAPITULO comecam por C ou termi-
nam por Of Aqui, temos 7! anagramas comecgados por C, 7! anagramas terminados
por O, e 6! anagramas comecados por C e terminados por O. Seja M o conjunto
dos anagramas que comecam por C e N ou conjunto dos anagramas terminados por
O. Assim, a solu¢do do problema, é o nimero de elementos de M U N. Por (4),
|IMUN|=T7+7—6!=9360.

Exemplo 15. Quantos nimeros inteiros entre 1 e 100 sao divisiveis por & ou por 117

Denotando por [.] como fungao parte-inteira, [%} = 20 sao os inteiros entre 1 e 100
divisiveis por 5 e [%} =9 diwvisiveis por 11. Aqui, [%] =1 sao os inteiros entre 1

e 100 dwvisiveis por 5 e 11. Logo, pelo principio da inclusao-exclusao 20 +9 — 1 = 28

inteiros entre 1 e 100 sao divisiveis por 5 ou 11.

2.7.2 Principio da inclusao-exclusao para trés conjuntos

Sejam A, B e C' trés conjuntos com quantidade finita de elementos, nao necessariamente
disjuntos. Agora, queremos determinar o niimero de elementos de A U B U C', que
denotamos por | AUBUC|. Podemos encontrar esse resultado, considerando a sequéncia

de passos:

IAUBUC| = |[(AUB)UC|. (5)
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Por (4),
(AUB)UC| =|AUB|+|C| - [(AUB)NC]. (6)
Como (AUB)NC =(ANC)U(BNC), entao
(AUB)UC|=|AUB|+|C|—=[(AnC)u(BNC)|. (7)

Novamente, por (4),

(ANCYU(BNCO) =|ANC|+|BNnC|—|(ANnBNC)| (8)
Substituindo os resultados (8) em (7), e posteriormente (7) em (5), obtemos
|JAUBUC| =|A|+|B|+|C|-|ANB|-|ANC|—|BNC|+|ANBNC|. (9)
A Equacao (9) é chamada de principio da inclusdo-exclusao para 3 conjuntos.

Exemplo 16. Quantos nimeros menores que 240 sao primos com 2407

Para resolver este problema, podemos ver que 240 pode ser decomposto em fatores
primos como 2%*.3.5. Logo, um nfimero menor que 240 ndo é primo com 240, se for
divisivel por 2, 3 ou 5. Pra os nimeros menores que 240, seja A o conjunto dos ntimeros
divisiveis por 2, B o conjunto dos nimeros divisiveis por 3 e C o conjunto dos ntimeros
divisiveis por 5. Assim, |A| = 240/2 = 120, |B| = 240/3 = 80, |C| = 240/5 = 48.
|AN B| =240/(2.3) = 40, |[ANC| = 240/(2.5) = 24, |BN C| = 240/(3.5) = 16 e
|ANBNC| =240/(2.3.5) = 8. Logo, por (9) os nimeros menores que 240 que nao sao
primos com 240 sao [AU BUC| =120+ 80+ 48 — 40 — 24 — 16 + 8 = 176.

2.7.3 Principio da inclusao-exclusao: caso geral

Sejam Aj, A, ..., A, conjuntos finitos nao necessariamente disjuntos. O problema
aqui, é determinar o nimero de elementos do conjunto A; U A, U...U A, denotado

por |[AyUAsU...UA,|. A demonstracao a seguir, é baseada em |[6].

Teorema 1. (Principio da inclusiao-exclusao) Se Ay, As, ..., A, sao conjuntos finitos,

entao

n

A U UA =)A= > JANA I+ Y AN A N Al

i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

— ) JANANANA 4+ (-D)TAINL L NAL (10)

1<i<j<k<i<n
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Prova. A prova deste teorema consiste em tomar um elemento x pertencente a
exatamente p = 1,2,...,n dos conjuntos Ay, As, ..., A,, e mostrar que este elemento
¢ contado somente uma tinica vez em (10).

Se x aparece em p dos conjuntos A;, 1 < i < n, entdo ele é contado C’; vezes em
Doy |Ail, CF vezes em 30 o [AiN Ayl Cp vezes em 30 ooy [Ai N AN Ayl e,
usando o mesmo raciocinio, ¢ contado C¥ vezes em |A; N ... N A,[. Assim, olhando

para o lado direito da equagao (10), = é contado
1 2 3 4 -1
C,—C,+C)—C,+...+ (=)' Cp (11)

vezes. Devemos mostrar, entdo, que (11) é igual a 1. Usando o fato de que para dois

nimeros reais a e b e n natural, vale a expansao

n

(a+0b)" = Z CFaFbrF, (12)
k=0
e fazendo a = —1, b=1e n = p em (12), obtemos
p p
0=(—1+1P =) CH-DFap*=> cCi-1" (13)
k=0 k=0

Entao, desenvolvendo (13), chegamos a
0 0 1 1 2 2 _
Co(=1)" +Co(=1) + Cy(=1)" + ...+ CH(=1)" = 0,

e, consequentemente que

1-Ch+C2— . +CE(-1)"=0 (14)
Ao dividir (14) por —1, somos conduzidos a

1 2 1w _
C,—Co+...+(=1)Ch =1, (15)

finalizando, assim, a demonstracao. Este teorema é, por vezes utilizado para o célculo
de probabilidades da ocorréncia de ao menos um evento, de uma série de eventos. No
ensino médio, por exemplo, sao colocados problemas de probabilidade que envolvem
eventos equiprovaveis, isto é, onde o espaco amostral é finito, e todos os pontos tem
a mesma chance de ocorréncia. Nao entrando em detalhes axiomaticos e teoricos da

teoria das probabilidades, considere o conceito classico e intuitivo de probabilidade, em
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que a probabilidade de um evento A, que estd em uma classe de eventos de um espaco

amostral €2 finito e equiprovavel, é definida como

n° de resultados em A

P(A) = }
(4) n° de resultados em £

Uma propriedade importante, ¢ que P(A®) = 1 — P(A). Maiores detalhes podem ser

vistos em [6], |7], [8]. Utilizamos este conceito, para introduzir o exemplo a seguir.

Exemplo 17. Suponha que um grupo muito grande com n pessoas, digamos, estao pre-
sentes em um salao, e que todas estas pessoas estao usando chapéu, e, em determinado
momento, atiram seus chapéus ao centro do salao. Os chapéus sao entao misturados,
e, entdo, cada pessoa, com os olhos fechados, seleciona um deles, aleatoriamente. O
problema a ser discutido é: Qual a probabilidade de que nenhuma pessoa selecione o

proprio chapéu?

Vamos numerar os chapéus de 1 até n. Considere, que o resultado deste expe-
rimento, seja uma n-upla (permutagao) (1,2,...,n), em que cada posi¢ao i, com
1 < i < n corresponde ao ntimero do chapéu lancado ao centro do saldao. Seja
A;, o conjunto das n-uplas em que o naimero ¢, ocupa a i-ésima posicao. Para re-
solver o problema, primeiramente determinamos o nimero de elementos do conjunto
AjUAU...UA,, isto é, o numero de n-uplas, em que ao menos uma pessoa i retire o
proprio chapéu i. Solucionamos este problema, utilizado o Teorema 1. Aqui, |A4;|, para
qualquer ¢, é dado pelo ntimero de permutacoes de 1,2,...,4,...,n, em que a posicao ¢
é fixa, ou seja, permutam-se os (n— 1) demais nameros, o que resulta em |A;| = (n—1)!.
Assim, > " | |A;] = n(n — 1)! = nl. Seguindo com o mesmo raciocinio, |A; N A;| conta
o nimero de n-uplas em que as posigoes i e j sdo fixas. Isto é, permutam-se os (n — 2)
ntmeros restantes. Logo, para ¢ e j fixos, com ¢ # j, |[A; N A;| = (n — 2)l. Assim,
D i<icjen [AiN A = CZ(n —2)!, j& que temos C} parcelas para esta soma. Utilizando
raciocinio semelhante, 37, ;o [4i N A; N Ayl = C(n — 3)!, e assim por diante,

Logo, pelo Teorema 1,
|AJUAU. . UA, | =n! = C2n =2+ C2(n=3)+Ci(n—4)! — ...+ (=1)"" (n—n)!,

o que resulta em

n n

\A U Ay U UA ’ = Z(_l)k+10k(n _ k)' _ Z(_1>k+1”_! ol n (—1)k+1
1 2 ce n n | k! ! k! .

k=1 k=1 k=1
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Como o ntumero total de permutagoes dos ntumeros da n-upla (1,...,n) é nl, so-

lucionamos o problema determinando o nimero de n-uplas (ou permutacoes) em que

nenhum ntmero ¢ ocupa a i-ésima posicao, que sera

n (_1)k+1
n!l—]A;UAU...UA,|=n!—n! E T
k=1
n (_1)k+1
_ | _
=n [1 E o
k=1
1 1 (_1>n+1
:”F—P—y 3T
1 (-1)"
—nl — R —
—n{ 1+2‘ 3!—1-..—1— o }
Para n grande,
1 1 (=™ 1
Il g gt &

assim,

|
nl = [ALUAsU.. UA, |~ =
&

Obervando que o nimero de n-uplas possiveis é n!, chegamos & conclusao de que a

probabilidade de do evento E:'"nenhuma pessoa seleciona o proprio chapéu", é dada

por
n!
_nl/e
=
ou seja,
1
P(E)~ -=0,37

e

para n grande.
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3 Ensino de matematica para alunos cegos

3.1 Louis Braille

Louis Braille, francés (1809-1852), nasceu em 4 de janeiro de 1809 em Coupvray, pro-
ximo a Paris. Seu pai era artesao ferreiro e Louis Braille era o cacula de uma familia
de 4 filhos. Seu destino ficou tragado quando machucou gravemente o olho esquerdo
na oficina de seu pai, por volta dos 3 anos de idade, quando provavelmente brincava
sozinho com uma das ferramentas. Por falta de recursos médicos, da época, para o
tratamento da infeccao, Louis perdeu também a visao do olho direito dois anos apoés
o ferimento, por espalhamento local da infeccao. Seus pais que eram alfabetizados,
sabiam da importancia de oferecer uma boa educacao para uma crianca, e ficaram
sabendo da existéncia de um Instituto Real para jovens cegos, o Institut Royal des
Jeunes Aveugles de Paris. Ha indicios de que o pai de Louis escreveu varias cartas para
essa instituicao até que aos 10 anos de idade Louis foi aceito.

Em 1819 o militar Charles Barbier inventou um meto tatil de leitura para soldados.
Ele visitou a instituicao para validar o seu método de escrita, que consistia em um
conjunto de doze pontos organizados em duas colunas, que eram marcados com um
objeto pontiagudo no verso de uma folha de papel. Essas celas (conjunto de doze
pontos organizados em duas colunas.) representavam os sons das letras. Braille teve
contato com a escrita de Barbier e ficou encantado com a forma dessa escrita, porém
insatisfeito com as celas representarem sons e nao o alfabeto. Louis tentou argumentar
com Barbier a necessidade da utilizacao de menos pontos na cela e a nao representacao
das letras, mas Barbier mostrou-se irredutivel quanto ao seu modelo de escrita. Foi
entao que Louis se dedicou em aperfeicoar esse método de escrita. Em 1825 Louis
Braille conseguiu consolidar a sua escrita que consistia em uma cela com 6 pontos
dispostos em duas colunas que representavam as letras, os sinais de pontuacao e os

nimeros. A Figura 7 ilustra as observacoes acima.
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Figura 7: Sonografia de Charles Barbier e Alfabeto de Louis Braille.
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Em 1824 Louise Braille teve o seu método de escrita reconhecido pelo estado Fran-
cés, passando a ser divulgado por todo o pais até finalmente tornar-se a forma de escrita

para cegos mais utilizada no mundo.

3.2 O Sistema Braille

O Sistema Braille corresponde hoje a um c6digo universal de leitura e de escrita em alto
relevo. O sistema Braille foi de grande aceitagao para a maioria das pessoas cegas pois,
além da aplicabilidade e eficiéncia, ele permitiu a possibilidade de viabilizar o melhor
meio de leitura e escrita diante dessa invencao. Louis Braille definiu a estrutura béasica
do sistema utilizado mundialmente.

No Brasil o sistema Braille foi adotado a partir de 1854 com a criagao, por D. Pedro
II, do Instituto dos Meninos Cegos, hoje Instituto Benjamin Constant. Ao analisar os
processos historicos que envolveram o sistema Braille podemos perceber que houve um
grande esforco para atualizacao e a unificacao do sistema em todo o territorio brasileiro.

O sistema Braille é constituido por sessenta e quatro sinais formados a partir de um
conjunto de 6 pontos denominado de sinal fundamental. O espago ocupado por ele é
denominado de cela Braille ou célula Braille. Os pontos sao numerados para sua melhor
identificacao, conforme Figura 8 As normas que regem a disposicao do texto Braille,
assumem caracteristicas muito parecidas com as dos textos escritos em tinta. Devem
ser sempre consideradas as especificidades da leitura tatil para que possamos colocar
todas essas regras e conceitos em pratica. Para isso, necessitamos de equipamento de
escrita que possibilitem concretizar essas ideias. A reglete, ou maquina de escrever em
Braille e impressoras de Braille possibilitam a producao de material escrito. A sua
utilizacao por pessoas com deficiéncia visual s6 é possivel apos a estimulacao dos dedos
pelos pontos em relevo.

Existem 64 maneiras distintas de preencher uma cela Braille, pois para cada um
dos seis pontos, temos a opcao de alto relevou ou nao. Entao para cada ponto da cela
temos duas possibilidades, logo como temos seis pontos distintos e independentes e
pelo principio fundamental da contagem, concluimos que o total de combinacoes é 64

maneiras.
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Figura 8: Cela Braille
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3.3 O Ensino de Criancas Cegas

A limitagdo visual nao é sin6nimo de limitacao cognitiva. Uma crianca cega tem
o mesmo potencial de aprendizagem de uma crianga vidente. Mas a sua forma de
aprender é diferente, pois enquanto as criancas com visao normal, em geral aprendem

por imitacao, a crianca cega precisa ser ensinada.

Uma pessoa cega possui suas capacidades cognitivas intactas, a sua

Gnica limitacdo é ndo enxergar. (Vygotsky 1997) [13]

Segundo dados do IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica) de 2010,
no Brasil mais de 6,5 milhoes de pessoas possuem algum tipo de deficiéncia visual,
das quais 6.056.654 pessoas possuiam baixa visao. Uma pessoa considerada com baixa
visao enxerga no maximo 30% com o melhor olho.

Mesmo com uma populacao préoxima de meio milhao de pessoas cegas no Brasil,
a grande maioria das escolas nao estao preparadas para receber esses alunos, pois os
professores durante a sua formacao académica, em grande parte, receberam pouca ou
nenhuma fundamentacao teédrica que os auxiliassem a lidar com alunos cegos em sala
de aula. Aqui incluimos a Linguagem Braille, Soroban, o Codigo Braille de Matematica

e a audio descricao.
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Na maior parte das vezes em que um professor recebe um aluno cego em
sua sala de aula, as suas informacoes de como trabalhar com esse deficiente
sao limitadas e teodricas, faltando referenciais praticos que ajudem o profes-
sor a atender as necessidades do deficiente visual. (LIRA; SCHLINDWEIN,
2008, p.176). [12]

As criancas cegas, além das dificuldades didrias em relagao a movimentagao e orien-
tacao espacial, muitas vezes sao julgadas como incapazes ou inaptas. Mas, na maioria
das vezes sao vistas pela sociedade como individuos que precisam de ajuda, protecao
ou de cuidados especiais.

A educacao inclusiva é um direito de todos. Um fator limitante do deficiente vi-
sual é um olhar preconceituoso por parte da sociedade e nao um fator biolégico. Por
isso, é fundamental o engajamento dos professores, escola e familia, com o objetivo
de oferecer meios favoraveis para que esse aluno cego desenvolva os saberes empiricos.
As aulas devem ser menos expositivas e mais descritivas, com objetos concretos para
fundamentar conceitos teoricos.

A crianga cega consegue aprender, de maneira adaptada, qualquer contetido mi-
nistrado. As formas de ensinar uma crianca cega geralmente sao: a audio descri¢ao,
Soroban, percepcao sensorial do tato, Braille, aromas, etc. Essas ferramentas de apren-
dizagem sao eficientes para alunos cegos e alunos videntes.

O ato de brincar tem seu proposito lidico e por isto deve ser valorizado como es-
tratégia educacional. A crianca cega pode e deve ser incluida nessas experiéncias e
iniciativas. Assim ela tera a oportunidade de manusear brinquedos e objetos, desen-
volver habilidades para desenhar, perceber texturas, temperaturas, odores, sons, de
modo a estimular os sentidos remanescentes, sendo uma estratégia pedagogica ludica,
divertida e eficaz para aquisi¢do de conceitos, [16].

Varias dessas experiéncias lidicas podem ser exploradas desde os primeiros meses
de vida. Essas experiéncias auxiliarao no processo de alfabetizacao da crianca cega,

pois ajudam a desenvolver as habilidades multissensoriais.

3.4 O Soroban

Os povos antigos nao conheciam os nimeros, e eles os registravam de varias formas,
principalmente a corpoérea, utilizando os dedos das maos, dos pés e outras partes do

corpo, mas a medida que esses niimeros ficavam maiores esse método se tornou inviavel,
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[15]. Depois passaram a utilizar materiais que estavam disponiveis na sua regiao, tais
como pedras, madeiras e cordas. Numa regiao onde havia abundancia de madeira eram
feitos cortes para registrar as unidades, em regioes onde havia cordas, as unidades eram
representadas por nos e semelhantemente as pedras eram agrupadas.

Dentre esses meios de contagem a vantagem da pedra era a mobilidade e a vantagem
do uso da corda e da madeira era a organizacao em coluna. Entao a partir desses tipos
de registros surgiu o numeral 4baco. Os Indus perceberam que podiam contar unidades
e grupos usando o mesmo numeral. O que os diferenciavam era as posicoes relativas.
Esse abaco veio justamente solidificar essas posigoes. Existem varios tipos de dbacos,
[14]:

Figura 9: Abaco aberto

Dezena __ Unidade -
_dé'mi_l-har de milhar  Centena Dezena Unidade

O Soroban é o nome do Abaco Japonés e é um dos instrumentos de contagem mais
antigos da humanidade. Ele foi utilizado pelos chineses e adaptado pelos japoneses,
embora os babilonios ja utilizassem anteriormente outros modelos mais simples de
abacos.

A vantagem do Soroban em relagao ao dbaco é a necessidade de uma quantidade
menor de pecas. Além de contar e registrar nimeros, também serve para efetuar a
subtracao, multiplicacao, divisao e extracao de raiz quadrada. A sua estrutura tem
semelhancas com o sistema de numeragao decimal.

A haste horizontal do Soroban recebe o nome de Hari, e separa as Godamas, ()o;
dama — peca das Ichidama, ichi — um; dama — peca. Cada coluna do Soroban regista
os numeros de 0 a 9. Na parte superior, a Godama representa 5 unidades e na parte
inferior, cada uma das 4 Ichidama equivale a uma unidade. Para que a peca tenha
valor no Soroban ela deve estar encostada no Hari.

O Teiten sao pontos em auto relevo sobre o Hari, Observe que na Figura 12 temos
3 Teiten sendo que a coluna que fica sobre o Teitten central representa as unidades,

as colunas a sua esquerda representam os multiplos de unidade que sao as dezenas,
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Figura 10: Abaco fechado

Representacio do nimero 1.234

Figura 11: Abaco Japonés ou Soroban de 21 hastes.

centenas, milhares, unidade de milhares e dezena de milhares, j& as colunas a sua direita
representam os submiiltiplos de unidades que sao os décimos, centésimos, milésimos
décimos e centésimos de milésimos. O nimero 28 pode ser representado da forma 20 +
8. Na barra das unidades marcamos a Godama -+ 3 Ichidama e na barra das dezenas
representamos duas unidades de Ichidama, conforme Figura 13. De maneira analoga
faz-se a representacao do nimero 703,15 = 700 + 00 + 3 + 0,1 + 0,05. Observe como

ele fica representado no Soroban de 11 hastes na figura 14.
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Figura 12: Soroban de 11 hastes

3.5 Adaptacao do Soroban para Uso de Pessoas Cegas

No Soroban as pecas Godama e Ichidama sao movidas com facilidade, as vezes até
acidentalmente. Neste aspecto ¢ recomendado o uso do Soroban apoiado sobre uma
superficie plana horizontal, pois o seu uso na vertical pode acarretar movimentos inde-
sejaveis das pecas, principalmente quando o Soroban ja tem algum tempo de uso. Uma
pessoa cega, ao utilizar um Soroban, pode sentir inseguranca dos resultados obtidos
pois um simples esbarrao de mao em uma das pecgas pode ocasionar movimentos nao
previstos e nao perceptiveis, ocasionando possiveis erros de célculo.

Por isso algumas adaptagoes sao necessarias. Uma delas é a implantacao de uma
pelicula de borracha ou tecido aspero entre as hastes do Soroban e o seu fundo de
plastico ou madeira, aumentando a resisténcia por atrito durante o deslizamento de
cada peca, o que previne a movimentagao nao desejada. Outra adaptacao é utilizar
alguns pontos de referéncia na base do Soroban ou na haste horizontal Hari para
melhorar a destreza no posicionamento das maos. O Soroban é utilizado com as duas
maos simultaneamente, principalmente no modelo mais comum que ¢ o de 21 hastes.

Com adaptagoes simples, o Soroban transmite mais confianca durante o seu ma-

nuseio, e as pessoas cegas ficam mais confiantes em relacao aos resultados obtidos. O
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Figura 14: Representacao do nimero 703,15.

Soroban é utilizado também na posicao vertical. Essas adaptacoes do Soroban foram
ensinadas durante o curso de Capacitacao de Professores ministrado pelo CEBRAV-
Goiania no primeiro semestre de 2019. Foram embasadas na experiéncia dos profes-
sores, que trabalham exclusivamente com pessoas cegas, auxiliando na autonomia e

formacao académica dos alunos.

3.6 Soroban: Instrumento de ensino e inclusao

Por ser uma ferramenta de baixo custo e tendo a possiblidade da confeccao artesanal,
o Soroban é um dos instrumentos mais acessiveis, simples e eficientes para o ensino
da matemaética. Diferente de uma calculadora eletronica o Soroban é uma calculadora
mecanica, que depende exclusivamente do raciocinio, habilidade, dominio e destreza
do usuério. Isso implica em uma manipulagao tatil das suas pecas, fazendo do aluno
um agente ativo no processo da sua propria aprendizagem, auxiliando a fixacao dos

conceitos mateméticos de uma forma mais concreta.

A Portaria n° 1.010, de 11.05.2006, do Ministério da Educacao, insti-
tuiu o Soroban, contador mecanico adaptado para pessoas com deficiéncia
visual, nos sistemas de ensino do Pais em todos os niveis. De acordo com a
portaria, o dispositivo é um recurso educacional para utilizagao nos sistemas
de ensino. Pode ser utilizado pelos deficientes visuais durante a realizacao

de provas de vestibulares e concursos piblicos.

O uso do Soroban envolve a concentragao do usuario durante o seu manuseio, pro-
porciona autonomia, independéncia e se aproxima de uma atividade ladica. O pro-

fessor, ao desenvolver uma atividade utilizando o Soroban em sala, cria um ambiente
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favoravel para o envolvimento de todos, fazendo com que os alunos cegos ou de baixa
visao se sintam pertencentes e integrados ao grupo.

Por ser uma calculadora mecéanica, a repeticao do processo acontece de forma in-
tensa. Para o aluno cego, isso é importante para o seu aprendizado e autonomia
frente aos desafios matematicos, auxiliando na fixacao dos conceitos. O Soroban é uma
ferramenta de inclusao que pode ser usufruida por todos, proporcionando a mesma ex-
periéncia entre os seus usuarios, oferecendo condicoes igualitarias entre os alunos cegos
e nao cegos. Favorece aos jovens a conviverem com as suas diferencas, contribuido para

que sejam adultos melhores.

3.7 Como o Soroban pode ser Utilizado por Pessoas Cegas, no

Intuito de Resolver Problemas de Contagem

Uma pessoa nao cega, para desenvolver uma operacao, como por exemplo 7! tem al-
guns recursos do tipo papel e lapis ou uma calculadora. Porém para um deficiente
visual chegar a esse resultado nao ¢ simples, pois ele nao consegue usar lapis e papel
para ir armazenado os resultados enquanto desenvolve a solugao e, se usar uma calcu-
ladora normal ele nao conseguiré ler o resultado. O tnico caminho é desenvolver todo
o calculo mentalmente. Embora alguns aplicativos de celulares ja tenham a opcao de
comando de voz para efetuar alguns procedimentos, dentre eles o uso da calculadora,
ainda é uma tecnologia nao acessivel a maioria dos deficientes visuais. O Soroban pode
ser confeccionado até artesanalmente com uso de papelao, cartolina, tesoura, cola, fita
e missangas como mostra a Figura 15, abaixo. Existem também, em videos de dominio
publico, tutoriais de como confeccionar Sorobans. O Soroban é uma calculadora me-
canica para efetuar os calculos e armazenar os resultados. Na figura acima o Soroban
tem uma fita horizontal central, na cor dourada, para auxiliar o deficiente visual a
separar através do tato as unidades, dezenas e centenas, sempre separando de trés em
trés as colunas. Com isso facilita a identificar a posicao de cada digito através do tato
e posicionar as maos de maneira mais rapida.

A linguagem matemética no Alfabeto Braille nao é simples, as contas sao todas
lineares, nao existindo denominador e numerador, poténcia sobre niimeros, niimeros
grandes ou pequenos para representar indices. A maioria dos simbolos matematicos ja
existe nessa linguagem. A unificacdo da linguagem matemaética em Braille, na década

de 90, teve um incremento significativo que foi o simbolo de "Fechamento", segundo
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Figura 15: Soroban artesanal, construgao propria.

declaracao pessoal da Professora de Braille, Maria Euripedes de Souza Dias, de Goiania.
Para ela o simbolo de "Fechamento"deveria ser chamado de "Separamento", mesmo
que essa palavra nao exista, podendo se tornar um neologismo. Furipa como gosta de
ser chamada, participou de congressos para a discussao da unificacao matematica em

Braille (Sao Paulo, Curitiba e Brasilia).

Figura 16: Representacao do nimero v/2
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Simbolo de Raiz

Simbolo de fechamento

Simbolo de Nimero

Numero 2

Sempre antes de um nimero deve utilizar um simbolo para indicar que a proxima
cela em Braille representa um ntmero e nao uma letra, uma vez que a letra a tem a
mesma representacao do nimero 1 na cela Braille, a letra b a mesma representacao do
nimero 2 e assim sucessivamente até chegar no nimero 9 que tem a mesma representa-
cao da letra i e o nimero zero corresponde a representagao da letra j, conforme figura

17 abaixo:
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Figura 17: Folheto Braille.
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Figura 18: Representacao de 4! em Braille
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Para o aluno cego a linguagem matematica pode ser composta de combinagoes

de pontos em celas Braille. Vérios simbolos mateméticos utilizam mais de uma cela
Braille. As celas sao utilizadas para representar os simbolos em equagoes mais com-

plexas ou simplesmente equacoes mais extensas, com varias operacoes. Para visualizar

39



o todo, através do tato, nao é tarefa facil, por isso o uso do Soroban deixa o processo
de aprendizagem mais eficiente. O aluno vai resolvendo as operagoes que sao lidas em
Braille e depois, com o uso do Soroban, vai efetuando os calculos e armazenando os
resultados para novas operagoes. O aluno muda frequentemente as maos de lugar, hora
estao no texto em Braille, hora no Soroban. Para os deficientes visuais, as adaptagoes
feitas no Abaco facilitam a identificacdo dos nimeros representados e o posicionamento

das maos, gerando uma dindmica mais segura e eficiente.

3.8 Relatorio de uma Aula Ministrada

A aula foi realizada no Centro Brasileiro de Reabilitacao e Apoio ao Deficiente Visual
(CEBRAV), de Goiania, institui¢do bem estruturada, ambiente acolhedor por toda a
equipe, dedicacao diferenciada aos alunos, interacao com orientacao as familias dos

alunos. O plano de aula segue na figura 19 e a lista de exercicios aplicada, na figura 20
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Figura 19: Plano de Aula

—Relembrar o que é permutacéo simples;

- IDENTIFICACAO

Professor: Disciplina: | Tema: Carga Horaria

Oscar Joaquim da Silva Neto Matemética | Analise Combinatéria: 1,5 hora.
Permutacéo e Arranjos

- PLANO

OBJETIVOS CONTEUDOS RECURSOS

;:' Ensinar os conceitos de combinagéo e - Fatorial; - Exercicios impressos

@ | permutagéo circular para alunos cegos. - Permutacdo simples; em Braille

o - Arranjo; - Tampinhas de formatos
- Combinagéo; e tamanhos diferentes;

— Soroban

8 - Exercitar o ordenamento lexicografico; ~ Permutacéo Circular; papel ifi
O | — Introduzir os conceitos de Combinagéo; - rape espelgl K?Icl) para
L | - Diferenciar arranjo de combinac&o; ‘:AS,Cm? erg raite,
Q| —Introduzir os conceitos de permutagéo - aqum_:ﬁ '€ escrever
A | circular; em Braille;
0
w
- PROCEDIMENTOS
INTRODUGAO DESENVOLVIMENTO CONCLUSAO

Averiguar se 0
aluno fez a
atividade proposta
na dltima aula.

Pesquisa sobre
Combinacgéo e

— Ap0s a introducgédo, apresentar objetos concretos
para que os alunos consigam diferencia-los através
do tato, estes objetos serdo importantes para a
construgdo de conceitos.

- Entregar uma lista de exercicios em Braille.

— Deixar um tempo para que o aluno leia e tente
fazer alguns dos exercicios.

- Finalizando a aula,
com um exercicio de
provas anteriores do
ENEM sobre analise
combinatéria

— Provocar um

guestionamento de

Permutacéo — Definir combinagédo e permutacéao circular através Onde € como podemos
Circular. de objetos para que os alunos possam tatea-los, ut|I|za_r angl_lse
enquanto construimos os seus conceitos; combinatoria.
- Enfatizar a diferencga entre arranjo e combinacéo
baseando-se na ordem dos elementos;
- AVALIACAO

- Aavaliacao dos alunos sera realizada de forma continuada, levando em consideragdo a participagédo,
envolvimento e interesse dos alunos nas discussdes originadas e na solu¢éo de exercicios propostos
durante essa aula,;

- INDICACOES BIBLIOGRAFICAS

- Andlise Combinatdria e Probabilidade, de Augusto César de Oliveira Morgado, Jodo Bosco
Pitombeira de Carvalho, Paulo Cezar Pinto Carvalho e Pedro Fernandez, SBM, 2016;
- Matemadtica: Contexto e Aplicacées, de Luiz Roberto Dante, Atica, 2008;
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Figura 20: Lista de Exercicios

1. Um professor quer sortear um prémio em dinheiro para trés dos seus 12 alunos.
De quantas maneiras ele podera fazer a entrega desse prémio?
a. Trés prémios iguais no valor de R$ 50,00 por aluno.

b. Trés prémios, o 1° no valor de R$ 80,00, o 2° no valor de R$ 50,00 e 0 3° no
valor de R$ 20,00.

2. Quantos combinacdes diferentes podemos formar com a cela Braille?

3. Quantas diretorias de 4 membros podemos formar com 10 sécios de uma

empresa?

4. Determine o nimero de tridngulos formados por 7 pontos distintos, 4 sobre uma

reta e 3 sobre uma paralela a primeira.

5. Em uma circunferéncia sdo marcados 7 pontos distintos: A, B, C, D, E, F e G.
Com estes pontos, quantas cordas podem ser tracadas?

6. De gquantos modos 4 criancas podem formar uma roda?

7. Se Pedro e Ana sdo duas de 8 criangas, de quantas maneiras elas podem brincar
ficando Ana e Pedro sempre lado a lado?

8. (Enem 2012) O designer portugués Miguel Neiva criou um sistema de simbolos
gue permite que pessoas daltbnicas identifiquem cores. O sistema consiste na
utilizagdo de simbolos que identificam as cores primérias (azul, amarelo e
vermelho). Além disso, a justaposicao de dois desses simbolos permite identificar
cores secundarias (como o verde, que é o amarelo combinado com o azul). O
preto e o branco sdo identificados por pequenos quadrados: o que simboliza o
preto é cheio, enquanto o que simboliza o branco é vazio. Os simbolos que
representam preto e branco também podem ser associados aos simbolos que
identificam cores, significando se estas séo claras ou escuras.

Ref. Folha de S&o Paulo. Disponivel em: www1.folha.uol.com.br. Acesso em: 18 fev. 2012.
(adaptado).
De acordo com o texto, quantas cores podem ser representadas pelo sistema

proposto?

a) 14 b) 18 c) 20 d) 21 e) 23

No dia 15.08.2019 tive reuniao de planejamento com o professor Flamarion Gon-
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calves Moreira, efetivo de turma, motivado em conhecer os materiais pedagogicos dis-
poniveis no CEBRAV para elaborar o plano de aula. O CEBRAV conta com vérios
materiais, objetos e dispositivos adaptados para trabalhar com os alunos cegos. Exem-
plos: maquina de escrever em Braille, Soroban, impressora para impressao de material
em Braille, varios jogos e objetos do dia a dia como, tampinhas de varios formatos e ta-
manhos, bolinhas de pesos e tamanhos diferentes, formas geométricas em madeira, etc.
Esses materiais ao serem tateados ajudam na transicao do concreto para o abstrato.

Nessa turma todos sao alfabetizados na leitura e escrita Braille, sabem usar com
destreza o Soroban, utilizam com familiaridade a maquina de escrita em Braille. O
atendimento prestado pelo CEBRAV acolhe esses jovens e adultos desde a infancia,
ensinando locomocao em ambientes fechados e abertos, higiene pessoal, cursos de culi-
néria, alfabetizagao em Braille (portugués e matemaética), e autonomia de vida.

Nesse dia 15 tive a oportunidade de ajudar um aluno com o contetido do prin-
cipio fundamental da contagem, fatorial e permutacao simples e, com a supervisao
do professor Flamarion, obtive resultados satisfatorios representados pelo aumento no
desempenho escolar do aluno.

O aluno que frequenta os cursos complementares oferecidos pelo CEBRAV, continua
com a obrigacao de frequentar o ensino regular até a conclusao do ensino médio.

No dia 22.08.2019, das 15:30 h as 17:00 h ministrei uma aula para dois alunos cegos.
Um é adolescente e cursa o 2° ano do Ensino Médio e o outro é adulto, é servidor ptblico

e pretende continuar estudando para se qualificar para novos concursos.

3.8.1 Avaliagao de uma Aula Aplicada

Uma vez que nao se utiliza quadro, giz, ou outro recurso visual de aula expositiva, ha
maior exigéncia do professor em se conseguir passar aos alunos as equacoes de arranjo e
combinagdo. Os alunos apresentaram grande eficiéncia em fazer calculos mentalmente,
facilitando o aprendizado deles pela construcao de conceitos a partir das manifestacoes
sensoriais do tato. Os alunos utilizaram um tempo maior para absorver os conceitos,
pois tinham a necessidade de testar todas as combinacoes possiveis, como propostas
nos exercicios, para confirmarem os resultados. Para alunos nao cegos o ordenamento
lexicografico pode ser feito com papel e tinta. Para os alunos cegos o ordenamento
consiste em memorizar a ordem dos objetos. Empregamos cerca de 10 minutos por
aluno para listar todas as possibilidades de organizar cinco objetos selecionados 3 a

3. Diferentemente dos alunos nao cegos, que as vezes deixam duvidas para serem
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estudas em casa, através das anotagoes feitas em sala de aula esses alunos nao cegos
nao deixam passar a oportunidade de questionar o professor, até que ocorra a absorcao
do conhecimento.

A generalizacao dos resultados é mais demorada, pois a aula expositiva pode in-
duzir os alunos ao resultado esperado. Ja os experimentos sao feitos de maneira mais
lenta, porém com uma compreensao mais ampla por parte dos estudantes. Um dos
alunos tentou colocar mais de um objeto nas caixinhas de ordenacgao, durante os ex-
perimentos. J& se fosse numa aula expositiva a didatica de modo geral leva a colocar
apenas um objeto por caixinha, habitualmente sem questionamento pelos alunos. Fo-
ram utilizadas caixinhas idénticas para delimitar as posicoes que os objetos poderiam
ser armazenados; tampinhas de formas distintas para objetos diferentes e tampinhas
idénticas para representar objetos iguais. Foi observado que durante a aula os alunos
comecam a organizar os objetos nas caixinhas, da direita para esquerda, assim como
escrevem em Braille.

As explicacoes e acompanhamento foram feitas individualmente. Na construcao de
conceitos, a partir de objetos, o professor deve fazer intervencoes de pronto, porque
ao final do exercicio a identificacao da etapa onde eventualmente ocorreram falhas fica

dificultada por falta de registro, em papel, das etapas da resolucao do exercicio.

3.8.2 Pontos de Melhoria

Para um mesmo contetido de uma aula para nao cegos, a aula para cegos necessita
maior tempo de aplicacao. Cada explicagdao para um aluno deve ser repetida para cada
aluno individualmente. A explicacao é feita verbalmente e tateando objetos concretos,
com auxilio do professor. Para a resposta da experiéncia, cada aluno deve tatear o
objeto e verbalizar o contetido individualmente para o professor. Se assim nao ocorrer,
conceitos errados podem ser gerados. Deve-se acompanhar atentamente a construgao
do conhecimento, pois poucas informacoes sao registradas no papel em Braille, e a

maior parte da construcao do saber é feita pelo tato, oral e mentalmente.

3.8.3 Conclusao sobre a Aula

E surpreendentemente positiva a habilidade dos alunos cegos na interacao e assimilagao
dos ensinamentos. Embora a aula tenha sido ministrada num universo reduzido de

alunos, este relatorio pode se destinar também & orientacao de professores de apoio
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que lidam em geral com apenas um aluno por sala.
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4 Consideracoes finais

O estudo de Matematica é uma oportunidade de fixar conceitos, criar e aprender algo
novo, perceber uma maneira diferente de pensar num mesmo problema, de expandir a
mente. A primeira parte deste trabalho foi dedicada ao entendimento, sistematizac¢ao
e apresentacao dos principios da Analise Combinatoria, uma parte representativa do
meu aprendizado durante este Curso de Mestrado. Todos tém o direito a uma educacao
de qualidade e foi pensando nisso que dediquei parte deste trabalho a compreensao e
ao ensino de Analise Combinatoria para deficientes visuais. Tive a oportunidade de
trabalhar com jovens cegos no CEBRAV, onde encontrei profissionais qualificados,
compromissados com o trabalho na educacao e jovens com habilidades admiraveis, tais
como no uso do Soroban, escrita em Braille, realizacao de contas mentais, etc. No
decorrer deste trabalho aprendi mais sobre a escrita Braille Matematica, a qual teve
grandes atualizagoes no final dos anos 90. Pratiquei e aprendi a buscar informagoes
na literatura sobre os métodos de ensino em Braille. Trabalhar com alunos cegos me
proporcionou uma experiéncia nova, diferente de uma sala de aula, onde o professor
interage com a turma toda ao mesmo tempo. Ensino de Analise Combinatoria para essa
turma a interacao foi individual, proporcionando um ensino individual, potencializando

a manifestacao da habilidade de cada aluno.
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