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Resumo

Este trabalho propoe um estudo dos aspectos teoricos e metodologicos da modelagem
matematica e da Modelacao Matematica como um meio de melhoria no ensino, mas
utiliza das etapas da modelagem, porém nao é modelagem, pois permite conciliar o
cronograma escolar com o curriculo que sao norteados e estao em conformidade com
os documentos oficiais: Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e Base Nacional
Comum Curricular (BNCC). A elaboracao desse trabalho foi realizada tendo como
principais referenciais teoricos; Bassanezi [6], Meyer, Caldeira e Malheiros [34] e Bi-
embengut [11], que apesar de visoes um pouco distintas sobre modelagem, concordam
com a ideia de que os educandos quando submetidos a uma situacao problema real
¢ mais interessante e reflexivo o aprender. Confrontamos os objetivos de modelagem
e modelacao, além de enfatizar a relevancia delas tanto no cendrio brasileiro quanto
no cenario internacional. Para a aplicacao da modelacao nos baseamos na situacao
problema real da propagacao da podridao em magas segundo o trabalho de Bassanezi
[6], onde foi explorado varios topicos matematicos, como geometria plana, geometria
espacial e sequéncias. A proposta de aplicacao do processo de modelacao foi através de
Estudos Dirigidos online (ED), extra classe, e em seguida de aulas de compartilhamento
de duvidas e solugoes desses ED, além da participagao do professor como mediador,
agucando as discussoes e esclarecendo algumas dividas, e estimulando cada educando
a conjecturar segundo seu olhar sobre a situacao problema. O professor como media-
dor nao chegava em sala com solugoes prontas, nem afirmando quais respostas estavam
certas ou erradas, mas levando-os a pensarem em validar suas proprias ideias (modelo).
A aplicacdo da Modelacao Matematica nao é considerada neste trabalho como a pana-
ceias da educacao, mas sim como mais uma proposta de melhoria no ensino, podendo
ser aplicada sem restricoes tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio. Ao
analisarmos a aplicacao da proposta de trabalho por meio dos ED, inferimos que houve

relevancia significativa para os educandos no processo de ensino-aprendizagem, pois



despertou neles o interesse em buscar o conhecimento ao perceberem a matematica
como ferramenta para solucionar o problema, além da liberdade que o meio eletronico
possibilitou para exporem suas ideias sem receio de estar certo ou errado. Propomos
ainda a aplicacao de outras propostas de trabalho e a realizacao de um experimento

que possam auxiliar na sistematizacao dos assuntos abordados.

Palavras-chave

Modelagem, Modelagao Matematica, Modelo, Educacao, Ensino de Matemaética.
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Abstract

This paper proposes a study of the theoretical and methodological aspects of model-
ling and modelling mathematical as a means of improvement in teaching, but uses the
stages of modelling, but it is not modelling, because it allows to reconcile the school
schedule with the curriculum that are guided and are in accordance with the official do-
cuments: National Curriculum Parameters (PCN) and Common National Curriculum
Base (BNCC). The elaboration of this work was carried out with as main theoretical re-
ferences: Bassanezi [6], Meyer, Caldeira and Malheiros [34] and Biembengut [11], which
despite somewhat distinct views on modelling, agree with the idea that students when
submitted to a Real problem situation is more interesting and reflective to learn. We
confront the objectives of modelling and modelling mathematical, besides emphasizing
their relevance both in the Brazilian and international scenario. For the application of
modelling mathematical we are based on the real problem situation of the propagation
of rot in apples according to Bassanezi’s work, where several mathematical topics were
explored, such as flat geometry, spatial geometry and sequences. The proposal for
the application of the modelling mathematical process was through Online Directed
Studies (ED), extra class, and after classes sharing doubts and solutions of these ED,
in addition to the participation of the teacher as mediator, sharpening the discussions
and clarifying some doubts, and encouraging each educating to conjecture according
to their look at the problem situation. The teacher as a mediator did not arrive in
the room with ready-made solutions, nor stating which answers were right or wrong,
but leading them to think about validating their own ideas (model). The application
of Maematic Modelling mathematical is not considered in this work as the panacea of
education, but as a proposal for improvement in teaching, and can be applied without
restrictions both in elementary and high school. When analyzing the application of the
work proposal through ED, we inferred that there was significant relevance for students

in the teaching-learning process, because it aroused in them the interest and seeking

iii



knowledge when they perceived mathematics as tool to solve the problem, in addition
to the freedom that the electronic environment enabled them to expose their ideas
without fear of being right or wrong. We also propose the application of other work
proposals and the realization of an experiment that can help in the systematization of

the issues addressed.

Keywords
Modelling, Mathematical Modelling, Model, Education, Mathematics Teaching.
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Introducao

O trabalho apresentado tem como tema “Da Modelagem Matematica a Modelagao:
um Estudo sobre a Propagacao da podridao em Macgas”. O objetivo geral é contribuir na
melhoria do ensino de alguns topicos da Matematica, apresentando a Modelagao como
um meio de ensino que pode proporcionar a sistematizacao dos assuntos propostos,
haja visto que uma parte dos educandos reclamam das dificuldades deles em assimilar
alguns conceitos matematicos que lhe sao apresentados nas escolas e nao fazem relagao

com seu cotidiano.

O tema foi escolhido apods varias pesquisas sobre como melhorar o ensino da ma-
tematica nas escolas. Nesta busca, dois temas chamaram a atencao, justamente pela
importancia e relevancia que tém. O primeiro foi o “Letramento Matemaético”, que
segundo a definicio do PISA[]“.. ¢ a capacidade de um individuo para identificar e
entender o papel que a Matematica representa no mundo ...” O segundo tema foi “A
Modelagem Matemética” que conforme Biembengut [IT] é uma prética em construcao
capaz de transformar os problemas reais ou parte deles em linguagem Matematica e
resolvé-los. A escolha pela “A Modelagem Matematica” se deu pela sua amplitude e
ao considerar que o aprofundamento dos estudos nesse tema estaria englobando parte

dos objetivos do letramento matematico.

A Modelagem Matemaética no ensino pode ser assimilada como uma estratégia que
possibilita a abordagem de contetidos matematicos a partir de situagoes-problemas do
cotidiano como ponto inicial e posteriormente, com a necessidade de encontrar uma

solucao. Possibilitando que os educandos busquem na Matemética, ferramentas que

IPISA ¢ a sigla, em inglés, de Programme for International Student Assessment cujo relatorio refe-
renciado neste texto foi publicado pela OECD (Organization for Economic Co-operation and Develop-
ment) e se constitui de andlise de testes de contetdos escolares aplicados em varios paises, incluindo
no Brasil.



os auxiliem na resolucao ou na estratégia de resolugao do problema, que muitas vezes
pode ser representada por meio de expressdo Matematica (modelo). A modelagem tem
aplicagoes em diversas areas do conhecimento, seja do Ensino Fundamental ao Superior
e se estende nas Graduacoes e Pos-graduacoes, tanto no ambito das licenciaturas quanto

dos cursos de bacharelados.

A modelagem Matematica como meio de ensino é encontrada desde o inicio do
século XX na literatura de Engenharia e Ciéncias Economicas. Porém, nos EUA ha
evidéncias de colecao de textos preparados entre 1958 e 1965, que tratam do assunto,
mas sem utilizar o termo “modelagem”. No cenario brasileiro, na década de 1960,
temos estudiosos que auxiliaram no impulso e na consolidagao do termo modelagem
na Educacao Matematica, tais como: Aristides C. Barreto, Ubiratan D’Ambrosio,

Rodney C. Bassanezi, Joao Frederico Mayer, Marineuza Gazzetta e Eduardo Sebastiani.

Segundo Bassanezi [6], “... quando se pensa em cursos regulares, que tem datas e
cronogramas fechados a serem compridos, a modelagem Matemética pode nao ser
uma metodologia aplicavel, pois requer o desprendimento de tempo para que o
conhecimento seja realmente assimilado, que os educandos se tornem interessados e
ativos”. Mas como deixar de lado tal metodologia ou meio de ensinar, haja visto todas

suas vantagens no processo ensino-aprendizagem?

O processo que aplica todas as etapas da modelagem, com eficicia e, ao mesmo
tempo que permitiria cumprir o curriculo e cronograma escolar ja existia e é conhecido
como Modelagcao Matemdtica. Essa nomenclatura foi utilizada primordialmente
tanto por Bassanezi [6] quanto por Biembengut [11], na década de 90, para diferenciar a
aplicagao de uma metodologia que perpassava por quase todas as etapas da modelagem,

porém, com um diferencial, atendia as necessidades do processo de ensino.

Com o Estudo sobre a Propagacao da podridao em Macas, segundo o trabalho
de Bassanezi [6], pretende-se aplicar as etapas da Modela¢do no Ensino para explorar
varios topicos matematicos, entre eles, podemos citar na geometria, o reconhecimento
de objetos geométricos para representar as macas e a caixa em que sao acondicionadas,

além de explorar o estudo de sequéncia e a relacao de dependéncia entre elementos.



Portanto, nesse trabalho mostraremos como surge a Modelacao em meio da “Mo-
delagem Matematica”, como elas sao relevantes no ensino e estao coerentes com Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) e ainda sdo temas emergentes na melhoria do

ensino, tanto no cenario nacional quanto no cenario internacional.

No primeiro capitulo, a abordagem ¢ na Modelagem Mateméatica e seus aspectos
teoricos e metodologicos. Neste capitulo buscamos em varios autores os conceitos de
Modelagem, apesar de termos usado como principais referenciais teoricos Bassanezi
[6], Meyer, Caldeira e Malheiros [34] e Biembengut [11], mostramos os conceitos de
Modelagem no Ensino; as etapas da modelagem e como embasados na modelagem
chegamos na Modelacao Matemética, que permite ser utilizada em turmas regulares

do ensino onde o curriculo e cronograma escolar devem ser cumpridos.

No segundo capitulo, o foco é descrever em detalhes os modelos continuos e discre-
tos, apresentados por Bassanezi [6], diante do problema da propagacgao da podridao
em magas, porém, com nossa abordagem, onde fizemos um estudo aprofundado, mas
realizamos adaptacoes, contribuicoes, comentarios e comparacao de cada um dos “dois”

modelos continuos e dos “dois” modelos geométricos que ele apresentou.

No terceiro capitulo, mostrard como tema “Da Modelagem a Modelagao: Uma apli-
cacao de proposta de trabalho e discussao dos conceitos geométricos envolvidos”, onde
iremos fazer um estudo da Modelagao Matemética como meio de ensino em cursos
regulares de ensino e para isso trazemos varios pesquisadores que ja a utilizaram com
sucesso. Baseados nesses estudos fazemos uma proposta ousada de aplicacao das eta-
pas da Modelagao Matematica por meio de Estudos Dirigidos online, (respondem fora
do ambiente escolar) passando por algumas etapas(Experimentagao, Abstracio e Re-
solugdo) e finalizando com as “Validagoes” e com as “Modificagdes” por meio de aula
expositiva para discussao. Fazemos a analise dessa aplicacdo e como essa experiéncia.
O ED foi baseado no problema da propagacao da podridao em macas que também
é apresentado neste capitulo; o problema do empilhamento das bolas de canhao e a
proposta de aplicacao de um experimento que simula a propagacao da podridao em

magas.

No quarto capitulo iremos mostrar as possiveis aplicacoes que os educandos podem,

durante a busca da criacao de um modelo para a situacao problema da propagacao da



podridao em macas, se depararem, no estudo da geometria e também alguns outros
topicos de Matematica que podem ser explorados conforme a necessidade ou disponi-

bilidade de tempo que cada grupo de estudo possa ter.

Nas consideragoes finais, analisamos se 0s nossos objetivos foram alcancados com a
aplicagao da Modelagao Matematica por meio dos Estudos Dirigidos juntamente com

as aulas expositivas para discussao das respostas de cada ED.



Capitulo 1

Modelagem Matematica: aspectos

teodricos e metodologicos

Os educandos apresentam dificuldades em assimilar, determinados topicos Matema-
ticos de forma significativa ao seu cotidiano, dentre os quais destacamos o estudo de
geometria, seja pela sua complexidade, pela auséncia de aplicacoes diretas no cotidi-
ano ou principalmente pelo descaso que foi dado ao longo da historia da educacao no
Brasil. Na década de 70, quando foi criada a Lei de Diretrizes e Bases do Ensino de 1°
e 2° Graus (LDB), sob o namero 5692/71, foram dadas prioridades a certas disciplinas
e assuntos. Para Pavanello [39], essa lei foi um agravante ao ensino de geometria no
Brasil, pois desde a sua promulgagao houve um gradual abandono deste ensino, embora
j& existissem indicios de uma tendéncia geral, nas escolas piiblicas isso se refletiu de

maneira mais efetiva.

A liberdade que essa lei concedia as escolas quanto a decisdo sobre os pro-
gramas das diferentes disciplinas possibilitou que muitos professores de ma-
tematica se sentindo inseguros para trabalhar com geometria deixassem de
inclui-la em sua programacao. Por outro lado, mesmo dentre aqueles que
continuaram ensinando muitos reservavam ao final do ano letivo para sua
abordagem em sala de aula, talvez numa tentativa ainda que inconsciente
de utilizar a falta de tempo como desculpa pela nao realizagao do trabalho

programado com os topicos em questdo. (Pavanello [39], 1993)



Olhando ao nosso redor, podemos observar as formas geométricas em varios lugares,
dos objetos mais simples até os mais engenhosos, na arquitetura antiga até a atual, na

natureza que traz mistérios e curiosidades que ainda nao entendemos nem desvendamos.

Lorenzato [29] afirma da importancia da geometria nas nossas vidas e do olhar

diferente que devemos aprender a ter.

A Geometria esta por toda parte..., mas é preciso conseguir enxerga-la...
Mesmo nao querendo, lida-se no cotidiano com as ideias de paralelismo,
perpendicularismo, semelhancga, proporcionalidade, medigdo (comprimento,
area, volume), simetria: seja pelo visual (formas), seja pelo uso no lazer,
na profissao, na comunicacao oral, cotidianamente se esta envolvido com a
Geometria. (Lorenzato [29], 1995)

Segundo Alarcon [38], (2006, p.169) “ O ensino da geometria, em nossas escolas
primérias, se reduz a fazer com que nossos estudantes memorizem os nomes das figuras,
os mapas geométricos e as formulas que servem para calcular &reas e volumes”. O
cenario descrito pela autora revela-se alarmante para o ensino na area, uma vez que
consideramos o objetivo explicitado nos Parametros Curriculares Nacionais-PCN [14],

para a Matematica:

[...] fazer observagbes sisteméaticas de aspectos quantitativos e qualitativos
do ponto de vista do conhecimento e estabelecer o maior ntimero possi-
vel de relacoes entre eles, utilizando para isso o conhecimento matemaético
(aritmético, geométrico, métrico, algébrico, estatistico, combinatoério, pro-
babilistico); selecionar, organizar e produzir informagcoes relevantes, para
interpreta-las e avalia-las criticamente (BRASIL, 1998, p. 37).

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) [14], destacam que a Matematica
estd presente na vida de todas as pessoas, em situacoes que é preciso, por exemplo,
quantificar, calcular, localizar um objeto no espacgo, ler graficos e mapas, fazer previ-
soes. Mostram que é fundamental superar a aprendizagem centrada em procedimentos
mecanicos, indicando a resolucao de problemas como ponto de partida da atividade

Mateméatica a ser desenvolvida em sala de aula.

Em meio a esse contexto, os educandos tém praticamente duas alternativas: apren-
der de forma significativa ou mecanica. Na primeira, o conhecimento é assimilado com

qualidade, trazendo interesse e raciocinio efetivo ao educando, conforme Ausubel [I],
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...aprendizagem significativa é um processo por meio do qual uma nova infor-
macao relaciona-se com um aspecto especificamente relevante da estrutura
de conhecimento do individuo, ou seja, este processo envolve a interacao da
nova informagdo com uma estrutura de conhecimento especifica, a qual Au-
subel define como subsuncor, existente na estrutura cognitiva do individuo.
A aprendizagem significativa ocorre quando a nova informagao ancora-se
em conceitos ou proposicoes relevantes, preexistentes na estrutura cognitiva
do aprendiz.

No segundo é simplesmente armazenado de forma isolada, sem conexoes, impedindo
o educando de aplicar aquele conhecimento ou parte dele em outras situacoes problema
similares, ou seja, na maioria das vezes ¢ totalmente esquecido apds as avaliagoes.
Como Meyer, Caldeira e Malheiros [34],(2018) afirmam “ ... a maioria das pessoas
nao conseguem relacionar a Matemadtica nem com as outras ciéncias e muito menos
com situacoes de seu cotidiano, porque foi criada universo a parte, ou seja, para elas a

Matematica nao esta presente em outros contextos.”

Desta maneira faz-se necessério a busca de novas estratégias no ensino de Matemé-
tica, que possam favorecer a aplicacao e assimilacao de conceitos geométricos, além de
correlacionar com outros saberes de modo que seja consolidado; nao sendo restrito ao
estudo de Geometria e Matematica, podendo ir além do trivial, promovendo elabora-
cao de estratégias para a resolucao de problemas, ressignificar as formulas geométricas,
desmistificar a ideia que na Matemética e na geometria a complexidade é elevada e nao

tera utilidade além das paginas do caderno.

Uma prética em construcao é capaz de transformar os problemas reais ou parte deles
em linguagem Matematica e resolvé-los, de modo que os resultados sejam representados
para a sociedade de forma clara e objetiva: essa fora intitulada como Modelagem. Tal
préatica ja vem sendo estudada e aplicada ha algum tempo e ja é considerada por varios
estudiosos como Biembengut, Meyer, Caldeira e Malheiros e Burak, [I1}, 34 20], uma
metodologia ou meio de ensino aplicavel. Meyer, Caldeira e Malheiros [34], afirmam
que esta vai por um caminho diferente do que ¢ comumente aplicado no ensino, por

isso pode ser melhor e mais significativo.

. vai por um caminho inverso, ou seja, ao invés de se dar uma pergunta para
o aluno, em que ele vai ter que usar predeterminada ferramenta matematica

para garantir a obtenc¢do da resposta certa, o aluno faz a pergunta para si e



para os outros. junto com o professor e os outros alunos, ele vai aprender (e
usar) as ferramentas matematicas ja existentes para entender o fendmeno
escolhido e eventualmente, levar & sala de aula conhecimentos ja produzidos
pela cultura local para responder as questoes relevantes, muitas vezes até
de forma aproximada. ( Meyer, Caldeira e Malheiros, 2018, p.35)

“Todo homem deseja naturalmente saber” (Aristoteles). Temos a necessidade de
saber, e o papel da escola é incentivar essa curiosidade, o prazer de buscar o conheci-
mento. Desta maneira quando os educandos sao colocados diante de situacoes reais, e se
interessam, existe uma aprendizagem mais significativa, pois nessa busca os educandos
tém contato com outras areas do conhecimento, ou seja, nao se aprende Matemaéatica

s6 pela matematica.

[...] A Modelagem possibilita o envolvimento dos alunos nos problemas,
nao s6 da prépria matematica, mas nos problemas do mundo real, ou seja,
estudar matemética ndo s6 pela matemaética, mas correlacionando os co-
nhecimentos mateméaticos com os problemas do dia a dia do aluno ou da
comunidade escolar, ou ainda, os problemas do dia a dia sao impulsionado-
res para o aprendizado dos contetidos de matematica. Nesse sentido, com
o uso de Modelagem Matematica, hd uma grande propensao em auxiliar os
alunos a apreciar a Matematica.(ANGELA [3], 2012, p.15)

Na busca por aprimoramento no assunto de modelagem, encontramos um trecho

em que Angela [3] cita Bassanezi concordando com suas ideias:

[..] “.. que o gosto se desenvolve com mais facilidade quando é mo-
vido por interesses e estimulos externos & Matemética, vindos do mundo
real.(BASSANEZI, [6] 2006, p.15)

Angela (2012), ainda relata que na sua pesquisa sobre modelagem, quando esteve
diante do trabalho de Barbosa [4] (2004), alimentou a esperanca de que todas as suas
duvidas sobre Modelagem seriam respondidas e que seria desnecessario pesquisar mais
sobre o assunto, porém, no decorrer da leitura-pesquisa, se deparou com a seguinte
afirmacao: “Esse artigo é justamente uma tentativa de oferecer subsidios para as pessoas
compreenderem uma maneira (e nao a maneira) de entender Modelagem na perspectiva

da Educacao Matematica”.



Dessa maneira vemos que a modelagem Matematica ¢ uma pratica ou um meio de
ensino com relevancia no ensino que possibilita a Matematica Aplicada ao cotidiano,
aperfeicoando o processo de aprender Mateméatica. Onde o foco passa a ser os educan-
dos, e o professor serd um incentivador da curiosidade, do desafio e até da necessidade

de resolver determinada situacao. E eficiente, pois temos iniimeros casos de sucesso.



1.1 A Modelagem Matematica no Ensino

A Modelagem Matematica no Ensino, pode ser assimilada como uma estratégia de
ensino que possibilita a abordagem de contetidos matematicos a partir de situacoes-
problemas da realidade. Assim, a modelagem tem aplicacoes nas mais variadas areas
do conhecimento, seja do Ensino Fundamental ao Superior e se estende nas graduacoes
e pos-graduacoes tanto do ambito das licenciaturas quanto dos cursos de Bachareladoﬂ
em geral. J&4 o modelo de ensino atual ¢ na maioria das vezes, baseado praticamente
em ensinar os conceitos e contetidos de forma teérica para posteriormente mostrar suas
aplicacoes diretas e que na maioria das vezes, sofrem tantas alteragoes que nem sao

interligadas e assimiladas.

. se considerar que a modelagem emerge como estratégia para motivar es-
tudantes, nos mais diversos niveis de escolaridade, a aprender matemética e
se consolida como método nao apenas para motivéi-los a aprender matemé-
tica, mas principalmente, propiciar a eles a capacidade de realizarem, fora
da sala de aula, modelagem e aplicacoes em outras areas de conhecimento
e diferentes contextos. (BIEMBENGUT [10], 2009, P.18)

Podemos exemplificar a capacidade que os educandos tém em calcular as areas de
retangulos e tridangulos por meio de formulas, porém, na maioria das vezes sentem muita
dificuldade de utilizarem esse conhecimento e deduzir, criar um “modelo” que determine
a area de um trapézio. Ou seja, os educandos decoram algumas férmulas matematicas
que, dentro de suas conviccoes, devem ser aplicadas em casos especificos, mas nao se
apropriam do conhecimento, nao entendeu como se deu o processo e dessa maneira se
sente impossibilitado de deduzir por conta propria a férmula para determinar a area
de outras figuras geométricas por meio das formulas de area tanto do triangulo quanto

do retangulo.(Grifos nossos)

Nessa mesma dire¢ao, encontramos Veloso (1998) que apresenta duas razdes para
a demonstracao matematica esteja presente na sala de aula: aprender a raciocinar e

compreender a natureza da Matemaética, considerando esta a mais importante.

'Um exemplo: a atual proposta do Curso de Matemaética - Bacharelado pela Universidade do
Sul de Santa Catarina é inovadora pelo pioneirismo na modalidade a distancia e pelo foco especifico
que agrega a modelagem Matematica em ambientes interdisciplinares, no contexto da Fisica, das
Engenharias, do contexto Economico-Financeiro, e Ambiental.
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...0s alunos devem chegar ao secundario com uma experiéncia ja con-
sideravel de atividades de investigacao em matematica, durante a qual ti-
veram numerosas ocasioes para argumentar e demonstrar, e refletir com a
ajuda do professor sobre essa experiéncia matemaética. (VELOSO, 1998, p.
362)

Levantar algumas questoes e refletir sobre essa pratica de ensino neste momento é de
suma importancia. Primeiramente, ela é inovadora, ou seja, ainda é novidade no pro-
cesso de Ensino da Matematica? Depois, desde quando ela vem sendo utilizada como
pratica ou metodologia de ensino? Surpreendentemente a resposta para a primeira
questao ¢ nao, pois essa pratica ja vem sendo utilizada e difundida desde a década
de 70, a qual é explorada a construcao de “modelos” mateméaticos como resolucao de
situagdes problema reais. Para segunda questao, temos o relato de Burak [17] e Silveira
[44].

Segundo Burak [17], o termo modelo foi utilizado pela primeira vez no ano de
1976, durante o III Congresso Internacional de Educagdo Matematica (CIEM), em
Kalrsruhe, Alemanha Federal, onde na ocasiao houve a participacao de mais de dois
mil professores de varios pafses, e um dos varios temas tratados foi a modelagem. Ou
seja, esse tema ja vem sendo discutido h&d muito tempo e sendo aplicado como pratica
de melhoria de ensino em varios paises. Silveira [44], na sua dissertacao de mestrado,
fez um levantamento sobre os trabalhos que tratam da modelagem no Brasil e também
encontrou como trabalho mais antigo, uma dissertacao produzida também em 1976,
por Celso Braga Wilmer e orientada pelo professor Aristides Camargo Barreto, cujo
titulo apesar de nao usar o termo modelagem, tratou de “modelos na aprendizagem da
Matematica”, como preocupacao com a qualidade do ensino desta disciplina, que da a

ideia de primérdio da modelagem.

O professor Bassanezi [§], ja utilizou desta pratica de ensino com éxito em um curso
de especializagao para professores de Matematica em Palmas e Guarapuava na década
de 80, e desde entao, esta vem sendo aplicada com resultados satisfatérios em cursos
de graduacao e pos-graduacao e também ¢ indicada nos cursos de Ensino Fundamental

sem restri¢ao alguma.

Além dos PCNs citado anteriormente, temos a Base Nacional Comum Curricular

(BNCC), que é um documento de carater normativo que define o conjunto organico e
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progressivo de aprendizagens essenciais que todos os educandos devem desenvolver ao
longo das etapas e modalidades da Educagao Basica, apesar de ainda estd em cons-
trucao nos dias atuais, desde 2015 vem sendo aplicado e divulgado como o documento
de instancia superior no que rege o ensino no Brasil. No tocante da Matematica, no
que se refere ao Ensino Fundamental, a BNCC é objetiva quanto a preocupacao com
a melhoria do ensino de Matematica e propoe meios, como resolugao de problemas,
letramento matemaético, contextualizacao, sistematizacao e senso critico para utilizar

os conceitos e “ferramentas” Matemaéticas.

O Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desenvolvimento
do letramento matematico, definido como as competéncias e habilidades
de raciocinar, representar, comunicar e argumentar matematicamente, de
modo a favorecer o estabelecimento de conjecturas, a formulacao e a reso-
lucao de problemas em uma variedade de contextos, utilizando conceitos,

procedimentos, fatos e ferramentas matematicas... (Brasil, [15], 2019)

Na BNCC quanto aos objetivos para o Ensino Médio, verifica-se a necessidade de
explorar e estimular avancos na sistematizacao de conteiidos matemaéticos, indo além do
que é proposto no Ensino Fundamental, ou seja, nao basta “reconhecer” um assunto ou
tema, é necessario que os educandos sejam capazes de analisar, investigar, conjecturar
e montar estratégias aplicando-as. Dessa maneira, mostra a resolucao de problemas
por meio de modelos como uma meio de ensino que pode melhorar o aprendizado de

Matemaética.

... Isso significa que novos conhecimentos especificos devem estimular pro-
cessos mais elaborados de reflexdo e de abstracdo, que deem sustentacao a
modos de pensar que permitam aos estudantes formular e resolver proble-
mas em diversos contextos com mais autonomia e recursos matematicos.
Para que esses propésitos se concretizem nessa drea, os estudantes devem
desenvolver habilidades relativas aos processos de investigacao, de cons-
trucao de modelos e de resolugao de problemas. Para tanto, eles
devem mobilizar seu modo proprio de raciocinar, representar, comunicar,
argumentar e, com base em discussoes e validacoes conjuntas, aprender
conceitos e desenvolver representagoes e procedimentos cada vez mais sofis-
ticados.(Brasil, [15], 2019)

Desta maneira podemos verificar que a modelagem Matemética no ensino esta
coerente com os documentos oficiais da federacdo, tanto nos PCNs [I4] quanto na

BNCC [I5], pois, em ambos evidenciamos como proposta para a Matematica, algo
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que seja mais vivenciado pelos educandos, e que faca realmente sentido, para que os

educandos se sintam estimulados a descoberta e pela busca do conhecimento.

No cenério brasileiro temos o Centro de Referéncia de Modelagem Matematica no
Ensino (CREMM)E], idealizado e fundado pela professora e pesquisadora Maria Salett
Biembengut, que relata ter ouvido pela primeira vez falar de Modelagem Matematica,
em 1986 pelo professor Rodney Bassanezi da Universidade de Campinas (UNICAMP),
e desde entao se tornou pesquisadora em modelagem e realizou muitas palestras, con-
feréncias, cursos de formagao continuada e poés-graduacao, em Universidades e Institui-
coes de Ensino e em Congressos Nacionais e Internacionais. inclusive no International
Community of Teachers of Mathematical Modelling and Aplications (ICTMA)EI

Como ja foi citada, a modelagem, tem sido pauta nos congressos da International
Community of Teachers of Mathematical Modelling and Aplications (ICTMA), cujo
tema ¢ Modelagem e Aplicagoes, ha cerca de trés décadas. Estes congressos ocor-
rem bienalmente e tem representantes de varios paises, desde do ICTMA 3 em 1987,
em Kassel na Alemanha, que a modelagem tem sido o tema principal. Em 2013, este
congresso ocorreu aqui no Brasil na cidade de Blumenau-SC, intitulado o ICTMA 16,
organizado pela professora e pesquisadora Maria Salett Biembengut. Como produto
destes encontros sao produzidos livros, um para cada congresso. FEm julho de 2019 o
ICTMA 19, foi realizado em Hong Kong China, desta maneira percebe-se que modela-

gem esta em plena discussao e é um tema super atual.

Podemos verificar ainda a abordagem desse tema no Seminario Internacional de
Pesquisas em Educagao Matematica (Anais do VII SIPEM), onde foi criado o Grupo
de Trabalho (GT de namero 10) de Modelagem Matemética que foi estabelecido pela
Sociedade Brasileira de Educacao Mateméatica-SBEM no ano de 2001, como resultado
da politica de que os grupos assumissem o papel de articulacao e colaboracao dos

pesquisadores brasileiros. Ele foi o décimo a ser criado, razao pela qual passamos a se

20 CREMM, é um Centro de Estudo e Pesquisa integrado a outros Centros ou Grupos de Pesquisa
na area para promover agoes que contribuam para a Educagdo Matematica e dispor de um Sistema
de Documentagao, referentes pesquisas e préticas pedagogicas de Modelagem Matemaética no Ensino
dos mais diversos paises que possam subsidiar educandos, professores e pesquisadores.

3A Comunidade Internacional de Professores de Modelagem Matematica e Aplicagoes (a ’Comuni-
dade’) é uma organizagdo de associagdo que existe para promover Aplicagoes e Modelagem (A & M) em
todas as areas da educacdo matemaética - escolas primarias e secundarias, faculdades e universidades.

13



chamar GT10. A missao do GT10 é favorecer o debate e a colaboracao dos pesquisado-
res brasileiros que realizam investigagoes sobre Modelagem Matematica na perspectiva
da Educacao Matematica, articulando o desenvolvimento desta frente de pesquisa no
pais. As reunides ocorrem periodicamente a cada 3 anos, durante a realizacao dos Se-
minarios Internacionais de Pesquisa em Educagdo Matemética (STPEM), os quais sao

organizados pela Diretoria Executiva da SBEM.

Esse grupo também participa da organizacao das Conferéncias Nacionais sobre Mo-
delagem na Educacao Matematica (CNMEM), evento bianual devotado ao tema e que
reline pesquisadores, professores e estudantes interessados em Modelagem. Além disto,
outras participagoes em eventos, como o Encontro Nacional de Educacao Matematica

(ENEM), bem como outras agoes, buscam cumprir a missao do grupo.

Em Silveiraﬂ [44, 22], vemos estudos no ambito de analisar a Modelagem na sala de
aula: resisténcias e obstaculos, contando que ao analisar os dados e ao comparar tais
dados com outras pesquisas no campo, mostraram que os obstaculos e as resisténcias,
quando se trata de aplicacoes de Modelagem em salas de aula, apontam dificuldades
na sua implementacao, porém, com estudos e as pesquisas envolvendo a Modelagem
enquanto pratica pedagbgica apontam para um novo rumo de indagagoes, nao mais
sobre o que é a Modelagem, mas como é possivel a sua incorporagao e manutengao nos

sistemas escolares como ferramenta fundamental no processo de ensino-aprendizagem.

A modelagem Matematica no ensino desmistifica o fato dessa aprendizagem ser
muito complicada, mudando o processo e nao o foco, o educando se sente mais atuante

e desta maneira, o estudo se torna mais significativo e prazeroso.

[...] A modelagem matematica, em seus varios aspectos, & um processo que
alia teoria e pratica, motiva seu usuario na procura do entendimento da
realidade que o cerca e na busca de meios para agir sobre ela e transforma-
la. Nesse sentido, é também um método cientifico que ajuda a preparar o
individuo para assumir seu papel de cidadao.(BASSANEZI, 2014, p.17)

Meyer, Caldeira e Malheiros [34], propoem a Modelagem como uma proposta para

“Educar Matematicamente”, no sentido de nao considera-la “apenas” como um método

4Analisou e selecionou dezesseis trabalhos sobre formacdo de professores, dentro de um universo
de sessenta e cinco teses e dissertacoes sobre Modelagem, defendidas no Brasil no periodo de 1976 a
2005
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de ensino, e sim como uma concepcao de ensino e aprendizagem. Nesta proposta,
nao existe uma dnica Matemética, existem outras que podem surgir por meio das
investigacoes na busca da solucao de problemas reais, de tal forma que faz necessario
um programa no desenvolvimento da modelagem, flexivel e em espiral, e nao rigido e

linear.

E isso se deve a nossa concep¢ao de matematica. Assim, para compreensao
da Modelagem com uma perspectiva de educar matematicamente, vamos
tomar a matematica como regra e convencoes que sao estabelecidas dentro
de determinados contexto social historico e cultural permeado pelas rela-
¢oes de poder, diferentemente daquela vista como uma descoberta.( Meyer,
Caldeira e Malheiros, 2018, p.33)

Biembengut [11], defende que a modelagem ¢é parecida com o trabalho de um escultor
trabalhando na argila, que em posse do material, utiliza de ferramentas e técnicas para
produzir um objeto, e para os olhos do escultor esse objeto ¢ um modelo, pois é a
representacao de algo real ou imaginario, ou seja, para ela modelagem ¢é a arte de

modelar e é processual.

Modelagem Matemaética é o processo que envolve a obtencao de um Mo-
delo. Este, sob certa 6ptica, pode ser considerado um processo artistico,
visto que, para elaborar um modelo, além do conhecimento de Mateméa-
tica, o modelador precisa ter um dose significativa de intuicio e criativi-
dade para interpretar o contexto, saber discernir que contetido matemaético
melhor se adapta e também ter senso ladico para jogar com as varidveis
envolvidas.(BIEMBENGUT, 2000, p.12)

Vimos que apesar de visoes um pouco distintas sobre modelagem, cada autor pon-
tua sobre seu olhar e senso critico, tanto Bassanezi [6], Meyer, Caldeira e Malheiros
[34], quanto Biembengut [I1], concordam que os educandos quando submetidos a uma
situacao problema real e sao instigados a resolverem ou analisarem o problema utili-
zando conhecimentos prévios e sentem a necessidade de buscar novos “saberes” é mais
interessante e reflexivo o aprender. E relevante ressaltar que na modelagem, o mais
importante é despertar e utilizar o interesse dos educandos pelo problema, onde
a necessidade de entender ou resolver, “matematizar” o problema, gere entusiasmo
para depois se chegar nos contetidos e conceitos tedricos, ou seja, nao serd mais um

“conhecimento” guardado de forma isolada (decorado-gravado, para a realizacdo de
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uma avaliacdo), que brevemente sera esquecido por nao ter contextualizagdo e nem

significado real.

Repositério Bibliografico

Para o enriquecimento desta Dissertacao, buscamos trabalhos académicos na Bi-
blioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacoes (BDTD)E] e também no repositorio
do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), sobre mo-
delagem e modelacao. O tema “Modelagem” é mais comum e aparece em mais
de 5000 trabalhos académicos em todo Brasil, porém, ao refinar a busca, procurando
por “Modelagem Matematica” e “Modelagem Matematica no Ensino” o niimero reduz

consideravelmente.

J& sobre o tema “Modelacao”, os nimeros caem ainda mais chegando a zero na
maioria das instituicoes de ensino superior, podemos citar a Universidade Federal de
Goidas UFG, que segundo nossas pesquisas online, ainda nao tinha nenhum trabalho
que tivesse o termo “Modelagao” no titulo. Quando se pesquisa Modelagao Matemaética
no Ensino ao nivel nacional, do nosso conhecimento, s6 encontramos trés trabalhos, sao
eles: Ensino de matematica no curso de arquitetura-uma proposta por meio de modela-
¢ao matematica-Universidade Regional de Blumenau (FURB); Modelacao Matemaética
na Sala de Aula - O Conceito de Funcao Exponencial numa Sequéncia de Ativida-
des para o 1° Ano do Ensino Médio-Universidade Federal de Sao Carlos-Campus Sao
Carlos (UFSCAR); Modelagdo Mateméatica como método de ensino para o ENEM -
Universidade Federal do Tocantins Palmas (UFT).

Quando pesquisado o tema desta dissertacao, nao encontramos nenhuma tese ou
dissertacao, que trate da Modelagem & Modelacao e com aplicacdes no ensino. A
tabela na Figura foi organizada apos essa pesquisa nos Repositorios Bibliogréficos
Nacionais em especial no BDTD e no repositorio do PROFMAT (que sao do nosso

conhecimento).

0 Ibict desenvolveu e coordena a Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagoes (BDTD),
que integra os sistemas de informacdo de teses e dissertacoes existentes nas institui¢bes de ensino
e pesquisa do Brasil, e também estimula o registro e a publicagao de teses e dissertagoes em meio
eletréonico. A BDTD, em parceria com as institui¢coes brasileiras de ensino e pesquisa, possibilita que
a comunidade brasileira de C&T publique e difunda suas teses e dissertacoes produzidas no Pais e no
exterior, dando maior visibilidade & producao cientifica nacional.
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Figura 1.1: Repositorio Bibliografico

1.2 Etapas na Modelagem

Para Bassanezi [0], a modelagem no ensino é apenas uma estratégia de aprendiza-
gem, onde o mais importante nao é chegar imediatamente a um modelo bem sucedido,
mas caminhar seguindo etapas onde o conteddo matematico vai sendo sistematizado e
aplicado. Dentre os varios significados da palavra “modelo”, neste trabalho usaremos
o termo como sendo forma de representar particularidades de uma situacao problema

estudada, por meio de simbolos e relacoes Mateméticas.

Para a aplicagao desta proposta o professor deve se preparar, pois, ela nao é a
panaceia de todos os problemas educacionais, mas se bem aplicada pode potencializar
e melhorar o processo de aprendizagem dos educandos. Esta preparagao por parte
do professor requer amplo conhecimento nas etapas da modelagem. A seguir vamos

explanar sobre as etapas da modelagem, como meio de ensino da Matemética.

Segundo Bassanezi [6], as etapas da modelagem se dividem em cinco partes bem
definidas: Experimentagao, Abstracao, Resolugao, Validagdo e Modificacao. No or-
ganograma da Figura serd apresentado estas etapas e como ocorre o processo de

modelagem.
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Figura 1.2: Esquema de Modelagem. Fonte: [6]

A respeito da Figura temos:

1-Experimentacao: E uma atividade essencialmente laboratorial onde se processa

a obtencao de dados;

2-Abstracdo: E o procedimento que deve levar a formulacdo dos Modelos Mate-

maticos. Nesta fase, procura-se estabelecer:

2a)

2h)

2¢)

2)

Selecao das variaveis - A distincao entre as variaveis de estado que descrevem

a evolugao do sistema e as variaveis de controle que agem sobre o sistema;

Problematizacao ou formulagao aos problemas tedéricos numa lingua-
gem propria da area em que se esta trabalhando - A adequacao de uma
investigacao sistemética, empirica e critica leva a formulacao de problemas com
enunciados que devem ser explicitados de forma clara, compreensivel e operacio-

nal;

Formulacao de hipoéteses - As hipoteses dirigem a investigagao e sao comu-
mente formulacoes gerais que permitem ao pesquisador deduzir manifestagoes

empiricas especificas;

d) Simplificagao - Os fendmenos que se apresentam para o estudo matematico

sao, em geral, excessivamente complexos se os considerarmos em todos os seus
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detalhes;

3. Resolugao: O modelo matematico é obtido quando se substitui a linguagem

natural das hipéteses por uma linguagem Matemaética coerente;
4. Validacdo: E o processo de aceitacio ou nao do modelo proposto;

5. Modificacao: Alguns fatores ligados ao problema original podem provocar a

rejeicao ou aceitacao dos modelos.

Ja para Biembengut [I1], as etapas de modelagem diferem um pouco de Bassanezi

[6], pois ela divide em 3 etapas, subdivididas em seis sub-etapas:
a) Interagao:
e Que consiste em fazer reconhecimento da situacao-problema;

e Realizar a familiarizacao com o assunto a ser modelado, ou seja, se apropriar de

referencial teoérico, buscar informagoes relevantes e coletar os dados.
b) Matematizagao:

e Que é a formulacao do problema, ou seja, elaborar a hipotese, baseada nas infor-

macoes e dados da etapa anterior;

e A busca da resolucdo do problema com termos do modelo, ou seja, se apropriar

dos dados teoricos e tentar traduzir para uma linguagem Matematica.

¢) Modelo Matematico:

e E chegar numa formulacdo Matematica, baseada na interpretaciao da solucio,
obter uma equacao simples ou complexa, dependendo da quantidade de elementos que

serao relevantes;

e Posteriormente verificar a eficiéncia do modelo, ou seja, validar o modelo.
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Podemos verificar essas etapas no organograma proposto por Biembengut [IT] na

Figura[1.3|

[ Interacio ]»—-[ I\*Iatematizag:ﬁo}—*[]\{odelo I\*Iatemﬁtico}

o

@uagﬁo] [Fm'mulagﬁo } | Interacio ]

[ Familiarizagﬁo} [ Resolucio ] ( Validacio J

Figura 1.3: Dinamica da Modelagem Matematica. Fonte: [11], pg 15

O que verificamos ao analisar ambos modelos apresentados, é uma distin¢ao somente
nas sub-etapas, pois, o que Bassanezi chama de Fxperimentacao Biembengut, chama de
Interacao; o que o primeiro chama de Abstragao, o segundo chama de Matematizacao
e por fim um consenso na criacao do modelo matematico. Desta maneira, sem perda
de generalidade, optamos em adotar o processo das etapas de modelagem proposto
por Bassanezi [6], para a aplicagdo da modelagdo no ensino, simplesmente por serem

semelhantes e com os mesmos resultados esperados.

Segue a Tabela para representar a distin¢ao entre as etapas de modelagem

propostas por Bassanezi e Biembengut.
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Tabela 1.1: Etapas de modelagem propostas por Bassanezi ¢ Biembengut

Biembengut Bassanezi Resumo
1)Interacao: Experimentacao Primeiro contato com a situacao
a)Reconhecimento

problema.
b)Familiarizagao
2)Matematizagao: Abstragao E a “tradu¢do” da situagao
a)Formulagao problema para a linguagem

Matematica, ou seja,
transformacao da linguagem

natural para a linguagem

Matematica.
3)Resolugao Resolucao Obtencao do modelo matemaético
4)Modelo a)Validacao; Avaliagdo do modelo matemético
matematico: b)Modificagao com base na validagao da sua
a)Interpretagao capacidade de representar a
b)Validagao situacao inicial.

Porém, ao se optar por utilizar a modelagem, o professor deve estar ciente que os
educandos podem nao se limitar a um contetido especifico, ou seja, ¢ muito vasto o
que pode ser explorado e a profundidade que se desprende a cada assunto depende

muito também da motivacao e interesse deles. Por isso quando se deseja explorar ou
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aprofundar um determinado conteido matemaético, é possivel utilizar a modelagem,

para esse fim?

Ao se modificar ou adaptar a modelagem de ensino para atender determinadas espe-
cificidades dos educandos, ou do curriculo, nao se pode mais falar em modelagem, po-
rém, podemos verificar aplicagao e resultados satisfatorios, nos trabalhos de Martinello
[30] e Silva [43], com os respectivos temas; Modelagao Matemdtica: uma alternativa
para o ensino de matemdtica no 1° grau e Modelacao Matemdtica e Suas Implicagoes
nas Concepcoes Matemdticas de educandos de 5* Série do Ensino Fundamental, que

comprovam sua relevancia no ensino.

Segundo Biembengut [IT], esse processo é possivel e tem resultados muito bom, pois,
conseguem despertar o interesse dos educandos, possibilitando o conhecimento e nao
“o decorar Matemética”, mas realmente habilitd-los para utilizarem os conhecimentos
matematicos como estratégia de resolucao de problemas nos mais vastos campos do
conhecimento. Veremos a seguir como se denomina esse processo que faz adaptacoes

na modelagem com fins especificos.

1.3 A Modelacao Matematica no Ensino

Para Bassanezi [6], quando se pensa em cursos regulares, que tem datas e crono-
gramas fechados a serem compridos, a modelagem Matematica pode nao ser uma me-
todologia aplicavel, pois, requer o desprendimento de tempo para que o conhecimento
seja realmente assimilado, que os educandos se tornem interessados e ativos, pois, o
andamento depende do comprometimento deles também, e até mesmo pela falta de
experiéncia dos professores. Todos esses fatores podem comprometer o cronograma e
contetido programatico escolar. Mas como deixar de lado tal metodologia, haja visto,

todas suas vantagens no processo ensino aprendizado?

Verificamos que nao podemos deixar de lado a ideia de modelagem, mas devemos
pensar em um processo que tenha todas essas etapas, com eficicia e, a0 mesmo tempo
que seja possivel cumprir o curriculo e cronograma escolar. Desta maneira a proposta
da Modelagao Matemdtica como meio de ensino pode ser a resposta ao desejo de

aplicar modelagem no Ensino Fundamental e Médio sem prejuizos. Essa nomenclatura,
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modelagao Matematica, foi utilizado primordialmente tanto por Bassanezi [6] quanto
Biembengut [11], na década de 90, para diferenciar a aplicagdo de uma metodologia
ou meio de ensino que perpassa por quase todas as etapas da modelagem, porém,
com um diferencial, atender as necessidades do processo de ensino, ou seja, enquanto
modelagem pode ser considerada como uma estratégia de método cientifico, modelacao

é direcionado especificamente para o ensino e na sua melhoria.

Para Bassanezi [6], a falta de tempo para “cumprir” um programa, a inércia dos
estudantes para desenvolver a modelagem e a inexperiéncia de professores sao difi-
culdades que podem ser minoradas quando modificamos o processo classico de mo-
delagem, levando-se em conta o momento de sistematizacao do contetudo e utilizando
uma analogia constante com outras situacoes problemas. FEssa alteracao no processo
da modelagem com intuito de adequar aos cursos regulares se denomina Modelag¢ao

Matematica.

Ainda segundo Biembengut [11], a modelacio preserva os resultados da modelagem
no ensino, que é o grande intuito da melhoria do ensino matematico, e pode ser aplicado
em todas as etapas do ensino. No livro “Modelagem Matemética no Ensino”, Hein
e Salett [I0], ambos usam o termo modelagao para diferenciar a modelagem desse

processo que atender aos curriculos escolares.

... “A modelagdo matemética norteia-se por desenvolver o contetudo progra-
mético a partir de um tema ou modelo matemaético e orientar os educandos
na realizacao de seu proprio modelo-modelagem. Pode valer como método
de ensino-aprendizagem de matemética em qualquer nivel escolar, das séries
iniciais a um curso de pés-graduacdo. Nao ha restricao!”.(BIEMBENGUT
[11], 2009, P.18)

Para entender onde ha modificacoes ou adaptacoes no processo de modelagem para
que se torne modelagao, precisamos relembrar os passos da modelagem, apresentados
na Secao [1.2], e estarmos cientes que na modelagao o intuito é explorar conceitos espe-
cificos do contetido programético, desta maneira a etapa de modelagem em que se faz

distin¢ao entre modelagem e modelacao é o da Matematizacao ou Abstragao.

Desta maneira verificamos que a diferenca entre Modelagem e Modelacao consiste

no fato da primeira buscar o conhecimento matematico seja qual for e até mesmo criar
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novos modelos matematicos, ou seja, realizar descobertas diante de uma situagao real,
nao se preocupando com o tempo de assimilacao e nem em cumprir cronogramas, ja
a segunda alia e ajusta & modelagem e suas etapas com os contetidos programaticos
almejados do cronograma, ou seja, o intuito nao é novas descobertas , mas explorar
os conteidos programaticos. Nesse sentido, Biembengut [I1] ainda complementa ao
relatar: “nao é modelagem, pois nao passa por todas as etapas que a constitui, mas
nao deixa de ter a capacidade de ofertar aos educandos o contato com a situacao

problema real, de pesquisar e fazer parte do processo de aprendizagem ativamente”.

Segundo Biembengut [I1], o processo de ensino utilizando a modelagao Matematica

deve ter objetivos bem claros.

. Os objetivos sao:
e aproximar uma outra drea do conhecimento da Matemética;
e enfatizar a importancia da Matemética para a formagao do aluno;
e despertar o interesse pela Matematica ante a aplicabilidade;
e melhorar a apreensao dos conceitos matematicos;
e desenvolver a habilidade para resolver problemas; e

e estimular a criatividade. (BIEMBENGUT, 2000, p. 18)

Podemos inferir que as Etapas da Modelacao, baseados nas etapas da modelagem

de Bassanezi [0] com suas devidas modifica¢oes ou adaptacoes sao:

1. Experimentacao: Onde o estudo ¢ direcionado para o assunto que se deseje abor-

dar para cumprir o cronograma e curriculo escolar;

2. Abstracao: formulacao do modelo; selecao de varidveis; problematizacao; for-
mulacao de hipotese e simplificacdo, podem ser direcionadas para o conteido

desejado;

3. Resolugao: O modelo matematico é obtido quando se substitui a linguagem na-

tural das hipdteses por uma linguagem Matematica coerente;
4. Validacio: E o processo de aceitacio ou nao do modelo proposto:

5. Modificagao: Alguns fatores ligados ao problema original podem provocar a re-

jeicao ou aceitacao dos modelos.
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E indubitavel que o ensino de Matematica retome seu papel de promover o conheci-
mento matematico e fazé-la uma ferramenta utilizavel tanto em tarefas tidas simples do
cotidiano, quanto nas mais complexas que envolvem diretamente um conhecimento de

Matematica, mas também em situacoes onde ela estd implicita e nao menos importante.

Compreender a Matematica é ter a capacidade de ir além do ditado pelos livros,
é pesquisar, é ir a campo, como diz Biembengut (2000) [I1] , “... ir além das simples
resolugoes de questoes mateméticas, muitas vezes sem significado para o aluno, e leva-
lo a adquirir uma melhor compreensao tanto da teoria Matematica quanto da natureza

do problema a ser modelado.”

Neste contexto, a Modelagao Matemaética no Ensino vem de encontro com nos-
sas expectativas, promovendo nos educandos mais interesse nos assuntos matemaéticos e
na geométricos de maneira favoravel pois leva os educandos a busca de conhecimentos e
os colocam diante de situacoes reais, estimulando-os conjecturar, tentar e até encontrar

solucoes de forma sistémica.

1.4 Modelacao Matematica: a escolha do tema

propagacao da podridao em macas

Para darmos continuidade em nosso trabalho, neste capitulo iremos mostrar nossos,
referéncias para a aplicacao de modelagao além de como foi feita a escolha do tema

referente a magas.

Diante dos problemas de tempo, falta de capacitacao, desinteresse dos educandos,
entre outros que podem comprometer a aplicacao de modelagao matemética, traze-
mos para discussao varios pesquisadores que pensando em todas essas problemaéticas
propoem uma metodologia aplicavel, como, por exemplo, Rodney Carlos Bassanezi
[6], Maria Salett Biembengut [I1], Dionisio Burak [20], além de Ubiratan D’Ambrosio,
Monteiro e Franchi, Werner Blum, Peter Galbraith, Joao Frederico Meyer, Marcelo de
Carvalho Borba, Nelson Hein, Lieven Verschaffel, Marineusa Gazzeta (no final desta

a0, na pagin resentamos mai ul r udi r ma).
sessao, na pagina [27] apresentamos mais pesquisadores e estudiosos sobre o tema
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Para as aplicagoes das teorias de Modelagem e Modelacao escolhemos estudar o
problema da propagacao da podridao em macas. Este tema foi sugerido e discutido
juntamente com Prof*. Dr?. Kélem Gomes Lourencgo. Verificamos no trabalho de
Bassanezi [0], que jA mostrava uma maneira de aplicagdo de Modelagem, nos restava
pesquisar e elaborar uma estrategia para explorar topicos mateméticos (inicialmente
notamos a abrangéncia e possibilidade no campo da geometria, tanto plana quanto

espacial) por meio da Modelagdo matemaética.

Por ser uma fruta muito conhecida e apreciada por todos, pode despertar o interesse
pelo assunto e desta maneira poderemos explorar o assunto, maca, que ¢ muito vasto,
nos permitindo estudar o plantio, a colheita, os processos de armazenagem, a logistica

e os problemas de perda na producao desta fruta.

Durante a pesquisa deste tema: a propagacao da podridao da maca, varias leituras
foram feitas a principio percebemos que o tema dava abertura para explorar um con-
tetdo em defasagem no ensino, o estudo da geometria. Escolhemos relacionar as macas
com esferas e depois quantificar quantas esferas cabem em um cubo, como determinar
o volume entre macas dentro de uma caixa. Dentre varios trabalhos sobre a propagacao
da podriddo em magas, destacamos os estudos de Mata [31], orientada por Bassanezi
[6], que tratava do problema da podriddo em magas, ao se estudar a organizac¢do em
pilhas das macas dentro da bin (mais detalhes sobre a bin na Secao: , que a autora
fez relacao com o empilhamento de balas de canhao enquanto Brasil colonia, pois, saber

organizar as balas de canhdo era uma necessidade bélica de defesa e contra ataque (ver
Anexo [4.2).

Mata [31], relata sobre o Problemas Classicos de Empilhamento e Empacotamento
de Bolas, no trabalho evidenciado que em meados de 1699, preocupada com a defesa da
Colonia a Coroa Portuguesa decidiu impulsionar a formagao de militares bem treinados
no manuseio de pecas de artilharia e com competéncia na construcao de fortes para pre-
servar a terra e as riquezas conquistadas. Foi entao decidido que seria criada a Aula de
Artilharia e Fortificagoes. Para essas aulas foram escritos dois livros, escritos por José
Fernandes Pinto Alpoin, que se tornaram os primeiros livros didaticos de Matemética
escritos no Brasil: Exame de Artilheiros e Exame de Bombeiros, respectivamente em
1744 e 1748. Uma de suas maiores tarefas era, a partir da geometria, ensinar como era

possivel calcular o nimero de balas de canhao que uma pilha poderia conter. A partir
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dessa situacao, que Mata [31], se baseou para contar o nimero de magas que eram

contaminadas a partir de uma fruta contaminada, ou seja, a propagacao da podridao.

Este trabalho da Mata, esta rico possibilitando explorar contetidos matemaéticos
e da um enfoque maior na geometria espacial, mas o que mais me chamou atencao
foi justamente que para se defender os interesses da colonia, houve a necessidade de
escrever os dois primeiros livros didaticos de Matemaética do Brasil, além da necessi-
dade de utilizacao da Matemaética como ferramenta para resolver uma situacao real e
emergenciais da época. Portanto, se muda o elemento, mas a necessidade de explorar
o empilhamento de bolas, laranjas, macas ou esferas é antigo e ja havia despertado o
interesse em muitos estudiosos, comecando em 1611, com a Conjectura de Keplelﬂ que

tratava da melhor maneira de empacotar esferas.

Pesquisadores que apoiam a Modelacao

A seguir enumeramos uma lista de pesquisadores que propdem a Modelacao como
meio de ensino ou metodologia aplicdvel no ensino, e um breve relato do trabalho e

atuacao deles.

1- Rodney Carlos Bassanezi - Possui graduacao em Matemética pela Universidade
Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho (UNESP), mestrado em pela Universi-
dade Estadual de Campinas (Unicamp) (1971) e doutorado em Matemética pela
(Unicamp) (1977). Trabalhou no IMECC- Unicamp de 1969 a 2001 quando pas-
sou a ser pesquisador voluntario nesta universidade, permanecendo até 2006. A
partir de 2007 trabalha na Universidade Federal do ABC onde foi o primeiro
coordenador do programa de pos-graduacao do CMCC. Tem experiéncia na area
de Matematica, com énfase em Analise, atuando principalmente nos seguintes
temas: Teoria Fuzzy: Sistemas dinamicos subjetivos; Biomatematica: epidemio-

logia, ecologia; Educacao matemaética: Modelagem.

2- Maria Salett Biembengut - Possui graduagao em Pedagogia pela Faculdade Plinio

Augusto do Amaral (FPAA). E Matematica com especializacdo na Universidade

5Em 1611, o fisico, matematico e astronomo alemdo Johannes Kepler propos que a melhor maneira,
de se empilhar objetos esféricos como frutas, por exemplo, seria organiza-los na forma de piramide.
No entanto, ele ndo conseguiu provar que estava certo, e esse problema enigmatico acabou ficando
conhecido como a “Conjectura de Kepler”.
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Estadual de Campinas (UNICAMP), pedagoga, mestra em Educagao Matematica
pela Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho (UNESP), doutora
em Engenharia de Producao e Sistemas pela Universidade Federal de Santa Ca-
tarina (UFSC) e poés-doutora em Educacao pela A Universidade de Sdo Paulo
(USP) (2003) e pela University of New Mexico - USA (2009). Na Universidade
Regional de Blumenau (FURB). Dedica-se a pesquisa em Modelagem Matematica
na Educagao desde 1986. Publicou dezenas de artigos em periddicos especiali-
zados e em anais de Eventos, onze livros e 25 capitulos de livros e organizou
trés livros. Orientou dezenas producoes de final de cursos: doutorado, mes-
trado, especializacao, graduacao; e iniciacoes cientificas nas areas de Educagao
e Educagao Matematica. Foi Presidente da Sociedade Brasileira de Educacao
Matematica - SBEM (jan/1992 - jul/1995) e do Comité Interamericano de Edu-
cagdo Matematica - CTAEM (jul /2003 & jul/2007), membro do IPC Aplicagoes
& Modelagem - International Commission on Mathematical Instruction (ICMI)
(2001-2007). Membro do International Community of Teachers of Mathematical
Modelling and Applications e idealizadora e fundadora do Centro de Referéncia

em Modelagem Matemética no Ensino (CREMM). (Texto informado pelo autor)

Dionisio Burak Possui graduagao em Matematica pela Universidade Estadual
do Centro-Oeste (1973), mestrado em Ensino de Matemética pela Universidade
Estadual Paulista Juilio de Mesquita Filho (1987) e doutorado pela Universidade
Estadual de Campinas (1992). Tem experiéncia na area de Matemética, com
énfase em Educacao Matemaética, atuando principalmente nos seguintes temas:
modelagem Matematica na educacao Matemaética, ensino e aprendizagem e ensino
de Matematica. Pos-Doutorado (2010) - Universidade Federal do Para (UFP).

Werner Blum - Universidade de Kassel, Alemanha. Seu interesse de pesquisa
inclui modelagem em e aplicacoes matematicas, literacia e qualidade de instru-
cao Matematica. Ele tem sido coordenador do projeto Kassel-Exeter Project
e é correntemente um membro do grupo de PISA Mathematics Expert Group,
coordenador do Grupo de Estudo sobre Aplicagoes e Modelagem em Educagao
Matematica do ICMI e Co-coordenador de varios estudos empiricos no ensino de

Matematica e habilidade profissional dos professores.

Peter Galbraith - Universidade de Queensland, Australia. E um leitor adjunto

em educacao - a Universidade de Queensland. Ele é membro da International
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Executive da Comissao Internacional de Instrugdo de Matematica (ICMI, 2003 -
2006); Comité Internacional do Programa e Proceedings co-Editor: ICMI Study
Group 14 (Aplicacoes e Modelagem em Educagao) (2002-2006); Conferéncia In-
ternacional para o Ensino de Modelagem Matemética e Aplicagoes (Presidente
2003 - 2007); Academia Australiana de Ciéncias - National C’tee for Mathema-
tics (2003-); Instituto Australiano de Ciéncias Matematicas (membro do Comité
de Educacao 2004); Grupo de Pesquisa de Educagdo Matemética da Australasia
(Presidente 2000-2002); Sociedade de Dinamica de Sistemas - Capitulo Austra-
lasian (Vice-presidente 2000-2003). Inclui mais de 150 publicagbes académicas e
profissionais, autoria individual ou colaborativa além de mais de 25 livros. Os
artigos apareceram em 16 revistas internacionais e também em publicacoes naci-

onais.

Joao Frederico Meyer - Universidade Estadual de Campinas- Brasil. Bacharel
em Matematica pela Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP, 1970) e
doutor em Matematica pela mesma universidade. E professor do Instituto de
Matematica Estatistica e Ciéncia da Computacao (IMECC) desde 1971 e tem
colaborado na Faculdade de Educagdo (Educacdo Matematica), na Universidade
Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” - UNESP/Rio Claro - Sao Paulo.
Fez breve periodo de estagio no INRIA, na Franca e participa do Grupo de

Biomatematica do IMECC, onde coordena a parte de Ecologia Matematica.

Marcelo de Carvalho Borba - Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita
Filho” (UNESP) - Brasil. Licenciado em Matemaética pela Universidade Federal
do Rio de Janeiro (UFRJ, 1983), mestre em Educagdo Matematica pela Univer-
sidade Estadual Paulista -Julio de Mesquita Filho (UNESP, 1987) e doutor nessa
mesma area pela Cornell University, Estados Unidos (1993). Em 2005 tornou-se
Livre Docente em Educacdo Matematica pela UNESP. E professor do Programa
de Pos-Graduacao em Educagao Matematica da UNESP, Rio Claro, SP. Por cur-
tos intervalos de tempo fez estagios de pos-doutoramento e foi professor visitante
nos Estados Unidos, Dinamarca, Canada e Nova Zelandia. E autor de diversos
artigos e livros no Brasil e no exterior e participa de diversas comissoes em ni-
vel nacional e internacional. Coordenador do Grupo de Pesquisa em Informatica
(GPIMEM), outras Midias e Educa¢do Matematica

Nelson Hein - Universidade Regional de Blumenau (FURB), Brasil. Graduagao

29



10-

em Matematica pela Fundacao Universidade Regional de Blumenau (1988), gra-
duacgao em Ciéncias de I Grau pela Fundagao Universidade Regional de Blumenau
(1987), mestrado em Engenharia de Produgao pela Universidade Federal de Santa
Catarina (1994), doutorado em Engenharia de Producao pela Universidade Fe-
deral de Santa Catarina (1998) e pés-doutor em Matematica pelo Instituto de
Matematica Pura e Aplicada (2003). Atualmente é professor titular da Fundagao
Universidade Regional de Blumenau. Tem experiéncia na area de Matemaética,
com énfase em Anéalise Numeérica, atuando principalmente nos seguintes temas:

ensino, modelagem Matematica, otimizagao, modelos matematicos e educacao.

Ubiratan D’Ambrosio - Universidade de Campinas - Brasil. Doutor em Ma-
teméatica pela Universidade de Sao Paulo, Professor Emérito da Universidade
Estadual de Campinas (UNICAMP). Atualmente ¢ Professor dos Programas de
Pos-graduacao em Educacao Matematica e em Historia da Ciéncia, da PUC-SP;
Professor Credenciado nos Programas de Poés-graduacao do Instituto de Geo-
ciéncias e Ciéncias Exatas da UNESP-Rio Claro e da Faculdade de Educacao
da Universidade de Sdo Paulo. E também Presidente da Sociedade Brasileira
de Historia da Matematica e Presidente Honorédrio da Sociedade Brasileira de
Educagao Matemética; “fellow” da American Association for the Advancement of
Science -AAAS (1983). Recebeu a “The Kenneth O. May Medal in the History
of Mathematics”, oferecida pela International Commission on History of Mathe-
matics (2001) e a “Felix Klein Medal” oferecida pela International Commission
of Mathematics Instruction (2005). Foi Diretor do Instituto de Matemética, Es-
tatistica e Ciéncia da Computagao da UNICAMP (1972-80), Chefe da Unidade
de Melhoramento de Sistemas Educativos da Organizagao de Estados America-
nos, Washington, DC (1980-82), Pro-Reitor de Desenvolvimento Universitario da
UNICAMP (1982-1990). E Professor Emérito da Universidade Estadual de Cam-
pinas/UNICAMP. No momento é Professor dos Programas de Pos-graduacao em
Educagao Matematica e em Historia da Ciéncia, da PUC-SP; Professor Creden-
ciado nos Programas de Pos-graduagao do Instituto de Geociéncias e Ciéncias
Exatas da UNESP - Rio Claro e da Faculdade de Educacao da Universidade de

Sao Paulo.

Lieven Verschaffel - Universidade de Leuven - Bélgica. Lieven Verschaffel (1957,
Eeklo, Belgica) obteve em 1984 o titulo de Doutor em Educacdo em Ciéncias

na Universidade de Leuven (Bélgica). De 1979 até 2000 obteve varios apoios de
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pesquisa no Fund for Scientific Research, Flanders (Bélgica). Desde 2000 ele tem
sido professor na Faculdade de Psicologia e Educacao em Ciéncias na Universi-
dade de Leuven. Seus principais interesses de pesquisa sao: (elementar) educagao
matematica, ensino e aprendizagem na resolucao de problemas, meta cognicao e
aspectos evidenciados na aprendizagem e no ensino com o uso de computador.
Nos ultimos 20 anos, Lieven Verschaffel foi (co-)editor de varios jornais cienti-
ficos na lingua holandesa sobre pesquisa em ensino e aprendizagem. Tem sido
assistente e editor da Learning and Instruction e editor associado da Research
Dialogue in Learning and Instruction. Correntemente, ele é membro do con-
selho editorial de Mathematical Thinking and Learning, Educational Studies in
Mathematics and Adults Learning Mathematics, Learning and Instruction, and
Educational Research Review. E também, co-editor de uma série de livros: New
Directions in Mathematics and Science Fducation (Sense Publishers). Ele tem
proferido palestras em varios congressos internacionais de pesquisa. Algumas das
palestras que fez foi: 9th International Conference on Mathematical Education
(ICME), Tokyo, Japan (Agosto, 2000), 26th Annual Conference of the Interna-
tional Group for the Psychology of Mathematics Education (PME) in Norwich,
UK (Julho, 2001), 10th Biennual Conference of the European Association for
Research on Learning and Instruction (EARLI) in Padua, Italy (Agosto, 2003).

Marineusa Gazzetta -possui graduagao em Licenciatura em Matematica pela Pon-
tificia Universidade Catolica de Campinas (1963) e mestrado em Educacio Ma-
temética pela Universidade Estadual Paulista Jalio de Mesquita Filho (1989).
Atualmente é professora da Universidade Metodista de Piracicaba, professora e
assessora de curso da Universidade do Estado de Mato Grosso e Tem experi-
éncia na area de Matematica, com énfase em Formacao de Professores, atuando
principalmente nos seguintes temas: educacao Matematica, etnomatematica, mo-

delagem Matematica, aprendizagem, Ensino Fundamental e geometria.
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Capitulo 2

Modelos: uma abordagem do
problema da propagacao da podridao

em macas

“Modelo Matemdtico € um conjunto de simbolos e relagoes ma-
temdticas que representam de alguma forma o objeto estu-
dado.” (BASSANEZI, 2014, p.20)

Neste capitulo nos ateremos em descrever em detalhes os modelos continuos, dis-
cretos e geométricos, apresentados por Bassanezi [6], mas com uma abordagem nossa.
Ressaltamos nossas contribuicoes nos modelos poe ele apresentados no coso da pro-
pagacao da podridao em macas. Para isso, acrescentamos algumas tabelas e graficos,
fizemos breves comentarios e comparacoes de cada modelo e suas respectivas versoes,
além de incluirmos informacoes pertinentes ao assunto. Realizamos algumas adapta-
coedpara os ajustes do nosso tema e também visando a comodidade do leitor. Todo

esse capitulo foi baseado em [6].

Dentre os varios significados da palavra “modelo”, neste capitulo, usaremos o termo

segundo as ideias de Bassanezi [6], (2014) “Modelo Matematico ¢ um conjunto de

! As figuras e tabelas apresentadas neste capitulo foram reconstruidas, modificadas ou criadas para
a conveniéncia do leitor.
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simbolos e relacoes Matematicas que representam de alguma forma o objeto estudado.”

Bassanezi ao ministrar um curso de aperfeicoamento de professores na Faculdade
de Filosofia, Ciéncias e Letras de Guarapuava (FAFIGE]) de Guarapuava e Palmas
em 1988, cidades situadas na regiao sul do estado do Parana, diante da percepcao
do distanciamento entre a préatica pedagogica e a participacao efetiva do educador,
propos que os educandos procurassem um tema mais proximo de sua realidade. Como
nessa regiao a producao de maca é grande e faz parte da realidade da comunidade foi

escolhido o tema maca, e assim a obtencao de dados era mais acessivel.

2.1 Podridao em macas: Conhecendo um pouco sobre

a maca

Segundo Mathias [32], a mag¢a ¢ uma fruta mundialmente conhecida e é consumida
em todos os continentes, tipica de clima frio. Quando os primeiros colonizadores euro-
peus a trouxeram para o Brasil, as melhores condicées para o cultivo ocorreu em Santa
Catarina, ao avancar para o Rio Grande do Sul e Parana, passou a formar, e é até
hoje, o principal polo produtor da fruta no Brasil. O plantio requer alguns cuidados
de espacamento, além da anélise de solo e cuidados durante o crescimento da planta,
porém, para a analise de dados do problema da propagacao da podridao em macas,

iremos nos ater a outros estagios da producao.

De acordo com Girard [25], quando saboreamos uma magca nem nos damos conta
de toda a logistica até chegar a nossa mesa, que comega em saber o momento correto
da colheita, pois, as frutas nao podem estar maduras e nem verdes demais. Cuidados
especificos sao necessarios: os catadores devem ter cautela ao realizarem o manuseio
ainda no campo; no trajeto destas frutas até os locais de armazenagem nao podem
ficar expostas ao sol ou as mudancas repentinas de temperatura; quando chegam aos
armazéns refrigerados, elas deverao ficar sob temperatura controlada por um curto
periodo, pois, ainda existe o tempo gasto pelo transporte até chegar aos grandes centros

de distribuicao nas capitais de todo pais, e entao s6 ai podemos desfrutar da fruta.

2Atualmente ¢ a Unicentro. A Unicentro é uma das mais jovens Universidades do Estado do
Parana. Ela surgiu no ano de 1990 da fusao de duas Faculdades: a Faculdade de Filosofia, Ciéncias e
Letras de Guarapuava - Fafig e a Faculdade de Educagao, Ciéncias e Letras de Irati - Fecli.
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magas sao muito suscetiveis a danos mecanicos, motivo pelo qual nao
devem ser manipuladas além do necessario. Devem se tomar as seguintes
cautelas na colheita: nao derrubar as frutas, colher as frutas sadias em re-
passes e com estado de maturacao adequado, sem folhas para evitar riscos
de infeccdo, e evitar colher as frutas molhadas. As frutas caidas no chédo
nao devem ser colocadas junto com as colhidas.
Os efeitos de danos mecanicos ndo podem ser revertidos e irdo acelerar a
deterioracao e reduzir o valor do produto. A colheita é realizada normal-
mente em sacolas de fundo falso, sendo as frutas depositadas em binsﬂ (ver
Figura, os quais facilitam o transporte até a central de embalagem...

As bins representam um investimento significativo para a maioria dos
produtores e portanto, devem ser mantidos limpos, desinfetados e em bom
estado de conservacdo, sendo armazenados em lugar fechado quando nao
estdo em uso. (GIRARD, 2018, p.148)

Figura 2.1: Bin: Caixa de madeira. Fonte: [13]

Informagoes relevantes da logistica das frutas encontramos segundo o trabalho de

Bassanezi [8].

A armazenagem das macas é feita em camaras frigorificas onde sdo de-
positadas em caixas de madeira (bin) sobrepostas que comportam aproxi-
madamente, 3000 frutas. Quando alguma maca estd contaminada com a
podridao, & doenca se propaga rapidamente contaminando as outras frutas
ao seu redor - estima-se que em 12 dias, 80% das magés da caixa sdo con-
taminadas, comprometendo posteriormente todo o estoque. A modelagem
Matemaética, neste caso, visa analisar a dindmica da doenca. (BASSANEZI,
2012, p.105)

3Segundo o dicionario Collins, bin é Cesto, binne do inglés antigo, provavelmente de origem celta,
manjedoura, presépio-Celta, como em galés benn.
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Conforme Mata (2010, p.14) “A podridao é uma doenga que se propaga por contato
direto e pode causar perdas expressivas da producao, podendo atingir a totalidade das

frutas armazenadas.”

Das doencas de verao da macieira que causam podridao de frutos no Brasil,
as mais importantes sdo a podridao branca (Botryosphaeria dothidea, sinn.
B. berengeriana), a podridao amarga (Colletotrichum gloeosporioides, C.
acutatum) e a podridao “olho de boi” (Cryptosporiopsis perennans). As trés
ocorrem em todas as plantacoes e tornam-se mais evidentes quando a fruta
atinge a maturacao e diminuem os mecanismos de resisténcia. Isto ocorre
no periodo préximo da colheita, o que exige maiores cuidados quanto ao uso
de fungicidas para evitar a colheita de macas com residuos nao permitidos.
Os sintomas destas doencgas podem ser constatados no campo, durante a
frigorificagdo e na comercializagao da fruta. [Emb?OOQE]

As doengas iniciadas durante a frigorificagdo sdo causadas, principalmente,

pelo fungo Penicillium expansum, que origina a podridao que é conhe-
cida como “mofo azul” e por Botrytis cinerea, associado ao “mofo cinzento”.
(SANHUEZA, 2002)[42]

As perdas durante o transporte das macas, em caminhdes refrigerados, sao peque-
nas, pois, sao mantidas as condi¢oes das camaras frigorificas. Geralmente o tempo
de deslocamento entre os centros de armazenamento e os centros de distribuicao sao

pequenos e nao influenciam tanto no processo.

Como ja vimos, essas macas apos a colheita ficam alguns dias e até semana nas
camaras frigorificas, até serem transportadas e ¢ ai que a maioria da producao se
perde. E é justamente nesse estagio da logistica que iremos focar nosso trabalho para
obter o Modelo.

Ao analisar todas as informagdes nas Se¢ao [2.1], envolvidas na etapa de frigorificacao,
onde o maior problema de perda é constatado, iremos filtrar as varidveis de maior
relevancia, pois & medida que levarmos em consideracao muitas variaveis a construcao
do modelo se torna muito complexo, dificultando o processo. Apos essa filtragem iremos
introduzir dados e variaveis para facilitar os calculos e entendimento em cada fase da
obtencao do modelo, que serao aplicados para as quantidades de macas que uma bin

comporta.

“Referéncia ao trabalho de Sanhueza [42]
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Apresentamos algumas notagoes:

(a) M(t) = quantidade de magas contaminadas no instante t;
(b) t = tempo de propagacao (em dias);

c = quantidade total de macas em uma bin.
T tidade total d ca bi
(Na descricao do modelo que trazemos adotaremos 3000 frutas, para simplificar o
modelo e ndo o problema (Essa quantidade de magas por bin pode variar conforme

o tamanho médio de cada fruta))

(d) S(t) = quantidade de magas sadias na bin.

Esse processo de propagacao da doenca, a partir de macas infectadas, pode inicial-
mente ocorrer com qualquer quantidade de macas infectadas, uma vez que é pratica-
mente impossivel identificar qual fruta estd contaminada precocemente, pois, segundo
Petri [40], “o apodrecimento ocorre de dentro para fora do fruto”, ou seja, a maca pode

estar perfeita por fora e infestada de fungos por dentro.

[...] nas cebolas o apodrecimento de dentro para fora é causado por bacté-
rias. Nos periodos mais chuvosos, a dgua penetra pela superficie e se aloja
no bulbo, favorecendo o desenvolvimento dos microrganismos No caso da
maga, os culpados sdo os fungos. José Luiz Petri, presidente da Sociedade
Brasileira de Fruticultura, diz que, quando o fruto estd ainda se formando,
é possivel que fungos se instalem em espagos vazios que existem na propria
semente. Uma vez colhida a maga, o que ocorre entre janeiro e abril, parte
da producado é armazenada em camaras frias, de onde sdo retiradas ao longo
do ano. Quanto mais tempo a mag¢a passa na cdmara, maior é a chance
de que o fungo venha a se desenvolver, e a maga apodreca. (PETRI, 2009,
p.32)

Para a proposta da construcao desse modelo de contaminacao ire-
mos analisar todo o processo da propagacao da doenca em uma
bin considerando que exista inicialmente 1 (uma) Gnica maca con-
taminada no centro da bin. Desta maneira podemos denotar que

no instante inicial ¢ = 0, o nimero de macgas contaminadas seja
M(0) =1, ou seja:

M(0) =1 (condi¢ao inicial) (2.1)
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Segundo Bassanezi [6], quando a propagagao se inicia com uma fruta infectada, con-
forme adotamos como condicao inicial, pode-se estimar, segundo verificagao realizada
nas camaras frigorificas, que em 12 dias 80% das macas da bin, estarao podres. Desta

maneira o namero M (t), no instante ¢t = 12 (em dias), serd dada por:
M(12) = 0,87 | (2.2)

Que é um caso particular da propagacao da podridao em macas.

2.2 Um Modelo Continuo no Problema da

Propagacao da Podridao em Maga

Diante dos dados apresentados na Secao na pégina [36| podemos chegar em uma

hipotese sobre a velocidade dessa propagacao.

Hipotese: “A velocidade de propagacao da doenca é proporcional & proximidade

(encontro) entre magas sadias e contaminadas”.

Entendemos como velocidade de propagacdo a variagao (nesse caso, aumento), em

relagao ao tempo, da quantidade de macas podres na bin.

Inicialmente trazemos um modelo ja conhecido na literatura e uma Lei sobre Vari-

acao que dao aporte as discussoes de modelos do tipo continuo.

1*) Modelo de crescimento populacional proposto por Malthus, quando consideramos

o crescimento populacional dos fungos.

2%) Lei das Agbes das Massas, ao analisar a velocidade de propagacao da doenga que

é proporcional & proximidade (encontro) entre magas sadias e contaminadas.

A seguir iremos apresentar o modelo e a lei, ambos citados anteriormente.
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Modelo de crescimento populacional proposto por Malthus

O modelo malthusiano pressupde que a taxa segundo a qual a populacao de um pais
cresce em um determinado instante é proporcional & populacao total do pais naquele
instante. Em simbolos, se P(t) é a populagdo total no instante ¢, entdo, o modelo

continuo de Malthus é:

dP
= —k-P(t
dt ( )7

onde k, é a constante de crescimento.

Lei das Agoes das Massas-Quimica

A Lei de acao das Massas, é amplamente utilizada na quimica para verificar a
velocidade da reacao Quimica entre elementos, considerando a temperatura e os influ-
enciadores de velocidade que cada reagente possui.

A lei de acao das massas € um modelo matemético utilizado para descrever fenémenos
dindmicos em quimica, como por exemplo,a cinética de reagoes quimicas. A lei diz que a
velocidade de uma reacao quimica elementar, isto ¢ uma reacdo quimica que ocorre em

apenas uma etapa, é proporcional & concentracao dos reagentes.(AROEIRA, 2018)

Em uma reac¢ao quimica, dois reagentes A e B produzem uma nova substancia (C'+ D).

aA+pB—C+ D

Para a verificacao da velocidade da reacao temos:
v=Cy - [A]B],

onde:
e v ¢é a velocidade de reacao;

e (] é a constante de velocidade;

38



e A e B sao os reagentes;
e « e ¢ coeficiente estequiométrico de A e B respectivamente;

e v é a ordem da reacao de cada reagente.
(Para reacoes elementares a ordem é simplesmente o coeficiente estequiométrico
da espécie, que dependem da temperatura, em outras reagoes, o produto dele com
os coeficientes estequiométricos, sao os Influenciadores da velocidade da reacao,

ou seja, a sucessibilidade que cada reagente tem em reagir).

Essa lei de reacao de massas também ¢é utilizada em outros campos fora da Mate-

maética, como modelo inicial para obtencao de outros modelos mais sofisticados.

outros trabalhos importantes foram feitos por Harmer, Ross e Mosh-
kovskii, que formularam teorias especificas sobre a transmissdo de doencas
utilizando modelos matematicos simples...
... Dentre essas contribui¢oes duas podem se destacar: a primeira é de Har-
mer com a “lei de acdo das massas”’, a qual diz que a taxa de disseminacao
de uma doencga é assumida ser proporcional o produto entre a densidade das
pessoas suscetiveis e a densidade das pessoas infectadas... (Sanches, [41],
2011, p.15)

Prosseguindo com as discussoes de alguns modelos especificos aplicados ao problema

da propagacao da podridao em magas.

2.2.1 Buscando aplicar um modelo continuo

Segundo Bassanezi [6], “... ndo existem modelos definitivos. A modelagem ¢ um
processo. Um modelo de fato ou fenomeno real sempre pode ser melhorado...”. Pri-
meiramente por se tratar de um ser biologico, podemos verificar analogia com outros
modelos ja propostos, pois a evolucao de modelos se d& justamente quando em aporte
de um preexistente, tema possibilidade de melhorar e desta maneira chegar mais pro-
ximo possivel da realidade do que se pretende modelar. Neste sentido o crescimento
populacional de fungos se comporta semelhante ao crescimento populacional, proposto

pelo inglés Malthus em 1798.

. aimportancia da analogia no processo de modelagem, o que implica natu-

ralmente, que conhecimentos adquiridos numa determinada &rea podem ser
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transferidos para outras areas. Em termos de equagdes variacionais (diferen-
ciais ou de diferencas) esta implicagio é evidenciada em muitas situagoes,
indicando que um bom modelador deve, antes de mais nada, conhecer os
modelos classicos da literatura mesmo porque uma tnica equagao ou sistema
pode servir para modelar situagoes de naturezas completamente diversas.
(BASSANEZI, 2014, p.325)

Para a utilizacao do modelo de Malthus, iremos considerar as macas como individuos
de uma populacao, o que pode ser facilmente entendido, pois a contaminacao se da de
maga para maga, ou seja, o fungo (doenca) depende da maga. Desta maneira devemos
considerar que para cada bin, a populacao 7' de macas é constante, ou seja, 3000.
Podemos ainda perceber a relacao entre as macas sadias e contaminadas dentro da
bin, pois a quantidade de macas sadias S, diminuem & medida que o ntmero de magas

podres “M" aumentam.

Ajustes de notacao

Agora iremos alterar os simbolos e realizar alguns ajustes, tanto do modelo proposto
por Malthus quanto a lei das acoes das massas, ao nosso problema da propagacao da
podridao em macas, apoiados nas ideias de Bassanezi e também para conveniéncia do

leitor. Na tabela a seguir, mostram essas alteracoes de forma direta.

Tabela 2.1: Ajustes de notacao

Original Ajustes de Notacao
P M
Modelo de Malthus dr =k- P(t), daM k- M(t),
dt dt
Lei das Massas v=C, - [A][B]? V=0 8% Me

Para o modelo de Malthus, as mudancas de simbolos, sao intuitivos, ou seja, onde
se lia P, de populacao, agora iremos ler M, de quantidade total de macas na bin. Para

o tempo t, e a constante k, continuaram com os mesmos simbolos.

40



Ja para a leis da acao das massas, temos que realizar algumas consideracoes: pri-
meiramente os reagentes sao as macas sadias S, e as macas contaminadas M, logo
nos lugares dos reagentes A e B, iremos usar S e M. Nao iremos usar os simbolos
de separacao de reagentes “[ ]”; e por fim denotar Yy« = 0 e v0 = e. Posteriormente,
como no nosso caso hipotético, nao hé variacao de temperatura, pois as macas estao
em camaras frias com temperatura controlada, e como nao ha macas que sejam mais
suscetiveis a contaminacao do que as outras, nem macas que estejam mais proximas
umas das outras, podemos inferir que os influenciadores de velocidade, 6 e €, nao so-

frem variagao, logo sao constantes. Desta maneira teremos:

C=0=¢e=1.

Logo:
V=1.5 M = V=5-M. (2.3)

Para a utilizacao do modelo de Malthus no problema da propagacao da podridao em
macas, devemos nos lembrar das informacoes vistas na Secao: 2.2.1] ou seja, o niimero

de macas sadias podera ser obtido pela funcao S, a seguir:

S(t) =T — M(t).

Percebe-se que esta funcao S, pode ser relacionada com a velocidade de reacao das
massas (quimica), ou seja, se levarmos em consideracao que S(t) = V, nao havera

discrepancia de resultados. Temos

S(t)=V = S(t)=8- M,

onde
S(t) =T — M(t).

Concluimos que:

S(t) = (T — M(t)) - M(2).
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Analisando ainda ambos os modelos, podemos verificar que o crescimento (propaga-
¢ao da podriddo) depende diretamente da velocidade de contaminagao. Assim podemos

considerar o seguinte modelo:

( dS
— = —8SM
dM
- = 2.4
7 BSM (2.4)
My=1

\

onde 3 é a taxa de contaminacao, ou seja, dependendo do fungo ela pode ser maior ou

menor.

O sistema pode ser simplificado para o caso do crescimento da propagacao da
podridao em macas, pois no primeiro caso, quando (5 é negativo, demonstra a relacao
diminuicao das magas sadias em relacao a quantidade de magas podres, ja no segundo
caso, quando 3 é positivo demonstra o aumento de macas podres em relacao ao nimero
de macas sadias. Desta maneira optamos pelo segundo caso, para prosseguirmos, dai
teremos:

% = BSM
dt . (2.5)
My=1

Estamos diante de uma Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) de primeira ordem. Note
que S(t) =S-M = M(T — M). Entao:

Pelo método da separacao de variaveis, vamos resolver essa EDO de primeira ordem.

Inicialmente:

dM
M(T = M)
My =

= [dt
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Aplicando integracdo em ambos os membros teremos

/%I/ﬁ‘“-

Podemos resolver a integracao do primeiro membro decompondo-a em uma soma

de fracoes parciais e posteriormente integra-la membro a membro.

1 C1 C2
—— dM = —t M R 2.
[ =] (et ) e >0
Temos:
1 _Cl'T+M(CQ—Cl)
M(T—M) — M(T—M)
Assim,
0=M(cy —c = cp=c
(2= 1) o (2.7)
1
1261'T 61:?

Ao substituir (2.7) em (2.6)), teremos

/ (UWTCZMJr (Tlf—TM)dM> = /Bdt.

Sendo, 1/T constante,

LI e

Dai,

1 1
TlnM—Tln(T—M)+03:Bt+c4, c3,c4 €R

e, assim,

1 M
?ln T—m +03:ﬁt+C4.
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Agora,

1T
M 1 M
ln(T—M) =[ft+cy—c3 :>T~ln(T_M)—ﬁt—|—c5

C5

Ao multiplicar ambos os membros por T,

M
In (T—]\/[> =T (ft+cs),

Onde T - ¢5 adotaremos como “cy”, assim,

() ar

n

T—M) _ (Bt-T+c) M\ (eTre)
e € = T_ M (&

Adotaremos e® = ¢, Assim:

M
(T M) =Tt e — M=(T-M)-c-e’ " = M=T-c-e’T'—M.c.- /Tt =

M+M-c-ePTt=T.c.eTt — M(l—i—c-eﬁT't):T-c-eBT't.

Desta maneira obtemos uma solucao particular M, para nossa equacao

c-TePTt

M(t) = oo Tt (2.8)
Usando a condigdo inicial M(0) = 1 da equagao em (2.8),
M(O):l_che—éTe;T.0 — 1:% — 1l4+c=Tc—
1 1
€= = 2 0,00033333, (2.9)
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. . 1 . -
Apobs essa etapa, para efeito de célculos iremos tomar ¢ = T pois uma maca a

menos na populagao de 3000 é insignificante.

Multiplicando por e ?**, na equacao 1) teremos;

T-c

M(t) = g

(2.10)

Para obter uma solugao particular em funcao somente do tempo ¢, em nossa equagao

particular é necessario substituir ¢ por T na Equacao: (2.10

1 T

M) = gy emem = MW= o=

(2.11)

Agora para determinar o valor de (3, que é taxa de contaminacao, iremos considerar
a informacdo que em 12 dias estima-se que 80% da producao esteja contaminada, ou
seja, M(12) = 0,87, na equagao (2.11)), e depois uma sucessao de passos triviais para

determinar uma relacao de 8 com o ntimero T, e também o seu valor.

T

08 = I Temr

=0,840,87 ¢ =1=0,8T-¢ 27 =1-0,8

0,2
08T 12T ()9 1287 = E
Or e LT 0,87 4T

1
e B————In <_) ~ 0, 00026090. (2.12)
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Modelo Continuo Versao I

Sabendo o valor de 8 e a quantidades T" de macas na bin, podemos determinar o
valor do produto deles, - T, temos 0, 00026090 - 3000 = 0, 78272182. De modo que ao
substituir os valores de 7" e  na equagao (2.11)) teremos o Modelo Continuo Versao I,

que determina o nimero de macas podres em funcao do tempo:

3000

MU = 5550 omsi 41

(2.13)

Agora iremos realizar alguns testes com nosso Modelo Continuo Versao 1.

Exemplo: vejamos os resultados obtidos pelo Modelo ([2.13])

Parat=1:M(1) = 2,18643185;

Para t = 6 : M(6) = 105, 85573620;

Para t = 12 : M (12) = 2401, 60067000;

Para ¢ = 22 : M(22) = 2999, 70280415;

Para ¢ = 23 : M(23) = 3000, 86407400.

Note que para t = 23, o nimero de macas excede a quantidade méaxima de frutas
na bin, dessa maneira, podemos concluir que segundo esse Modelo Continuo Versao I,

em 22 dias todas as macas da bin estarao podres.

A seguir temos a Tabela [2.2] que mostra a quantidade de macas contaminadas em

intervalo de tempo de 1 até 23 dias.
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Tabela 2.2: Numero de magcas podres em fungao do tempo, segundo equagao ([2.13))

. 3000
t (dias) | M(t) = 5000 - o=07887 1 |

1 2.18

2 4,77

3 10,43

4 92,74

5 49,32

6 105,85
7 992,29
8 447,03
9 831,01
10 1363,06
11 1941.,51
12 2401,60
13 2693,29
14 2851,58
15 2930,29
16 2967,73
17 2985,16
18 2993,20
19 2996,88
20 2998.,57
21 2999,34
22 2999,70
23 3000,86

Modelo Continuo Versio |

\

N\

g

/
/
/
,—4‘"/ t

0,0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 16,0 18,0
.
Dias

g

Magds podres

g

g

=

Figura 2.2: Grafico do Modelo Continuo Versao I
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Ao analisarmos a Tabela: 2.2] e o grafico da Figura: podemos comprovar que
em 12 dias cerca de 80% das frutas estdo contaminadas, porém, para contaminar o
restante da bin, nao é razoavel que ainda demore o dobro do tempo, ou seja, segundo
essa tabela, que fora construida a partir do modelo continuo Versao I (ver modelo
a partir do 16° dia, o nimero de macas estd muito proximo da contaminacao
total das frutas, mas parece que para 16 <t < 23 o modelo continua crescente, porém,
com taxa de crescimento muito pequena. Somente em 22 dias teriamos toda a bin
contaminada. Ao analisar o Gréafico: ap6s o 16° dia de propagagao nos da uma
ideia de patamar, as novas frutas contaminadas terao um tempo de contigio continuo

que é uma fragilidade do modelo.

Modelo Continuo Versao 11

Para obter uma Versao II do Modelo Continuo, iremos mudar a condi¢ao inicial,
ou seja, ao invés de usarmos M (0) = 1, adotaremos M (8) = 970 como nova condic¢ao
inicia]ﬂ A motivacao para essa condicao vem de um estudo de caso discreto, que
apresentamos na Se¢ao: [2.3.3] Trazemos essa Versao II para que possamos fazer uma
andlise desse caso continuo em diferentes condicoes iniciais. Dessa maneira os dados

para essa nova versao serao:
e M(8) =970, nova condicdo inicial;
e M(12) =0,8T

Lembrando que a solucao (2.10)), ndo sofreu alteragdes. Assim teremos:

c-T
ME) = s
ou seja,
¢ T 970 - =857
070 = 7 =200 2.14
ctresT T T 970 (214)

Em [2.32, temos M (8) = 967, porém, iremos considerar M(8) = 970, pois com a diferenga de
3 magas nao ird fazer grande diferenca nos nossos calculos, haja visto que nosso universo é de 3000
frutas.
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Por outro lado, temos que M (12) = 0,87,

c-T e—128T
Das equagoes (2.14) e (2.15) temos:
(T —970)-4-¢¢ 7" =970 - ¢ 7T = "7 = 8,371 = BT = 0, 5312 (2.16)
Chegando no valor de ¢,
c=4-e? %12 = 006819. (2.17)

Substituindo os valores de e na equagao (2.10)obteremos o Modelo Con-
tinuo Versao II, a seguir:

_ 20, 456
- 07 006819 + ¢—0,5312:

M(t) (2.18)

Agora iremos analisar alguns resultados para essa Versao II do Modelo Continuo,
na Tabela [2.3] onde é possivel perceber que houve mudanga nos valores iniciais e nos
valores finais, pois ao pegar um intervalo menor entre o instante inicial e final o modelo

fica mais realistico.
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Tabela 2.3: Modelo Continuo Versao 11

20, 456
' M(t) = 0,006819 4 ¢~0:5312:¢
1 34,39781154
2 58,043212
5 265,5112768
7 657,955397
8 970,0344957
9 1345,122096
10 1740,865304
11 2104,943811
12 2400,030332
13 2615,597465
14 2761,411637
15 2854,981256
16 2913,010721
18 2969,352787
19 2981,906359
20 2989,336261
21 2993,721601
22 2996,305749
23 2997,827051
24 2998,722144
25 2999,248618

Modelo Continuo Versao Il

—
3000 .....to"oo
.

Macds Podres
@

o

>

wo |
L

—

Dias
Figura 2.3: Grafico do Modelo Continuo Versao II -M (¢)
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Na Tabela também podemos comprovar que em 8 dias cerca de 970 frutas estao
contaminadas(condi¢ao inicial)e que em 12 dias cerca de 80% das frutas estdo podres,
porém, continua o problema de tempo de contaminacao para o restante da bin. Ao
analisar o Gréfico da Figura e Tabela nao é razoavel que s6 em 24 dias toda a

bin esteja podre que é a fragilidade desse modelo continuo Versao II.

Por essas fragilidades tanto no modelo continuo versao I quanto no modelo continuo
versao 11, serd proposto a construcao de outro modelo posteriormente, mas agora vamos
remodelar o nosso modelo de obtencao do ntimero de magcas podres dado tempo, para

um que possamos determinar o tempo em relacao ao numero de frutas podres.

Previsoes para percentuais de podridao

Para a previsao do tempo necessario para que um percentual qualquer de T de
magas estejam contaminadas, deveremos usar um novo parametro “p” (uma proporgao
de magas em relagdo ao nimero total de magas), e dai passaremos a ver ¢ em fungao

de M(t) = pT. Dessa maneira ao substituir M (¢) por pT em (2.11)), teremos:

l—p
= = T —BTt = 1 e BTt = —
1+ Te PTt pre +p ‘ pT

1—p 1 1—p
BT -t = - P - . I
= —pT -t ln(pT):>t 5T ln(pT)

pT

1 1
Tomando o valor de 5 = 1T In (E) ~ 0,000261, obteremos um modelo que
determina o percentual de macas podres em fungao do tempo. Nesse caso,
12 1—
n [EN—
4T

Se quisermos saber o tempo para determinada porcentagem de magas serem con-
taminadas é s6 assumir um nimero para o parametro p, tal que para porcentagem se

tenha um valor proporcional.

Qual serd o tempo para contaminar uma porcao p de macas?
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Por exemplo:

* Para um décimo das macas da bin.

12 1— 12 -+
t=—Fr——-In L o
1 pT 1 L3000
In{— In 10
AT 4 - 3000
(=277 =25 Z 742172006 dias
Y 1/5-3000) ‘

*

Para a quinta parte das macas da bin.

4/5

t=(—1,277) - In [ —10
(=1,277) 71(1/5-3000

) = 8,45775980 dias.

*

Para a terca parte das magas da bin.

2/3

t=(=1,277) - In [ —L2—
(=1,277) "/(1/3~3000

) = 9,34331985 dias.

*

Para a metade das macas da bin.

1/2
t=(=1,277) In | —L— ) = 10,22 dias.
(—1,277) n/(1/2'3000> 0,22887990 dias

*

Para 90% das macas da bin.

1/10

= (—1,277) - In [ ) = 13,03603884 dias.
(=1,277) "/(9/10-3000) ’ e
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* Para 99% das macas da bin.

1/100

= (—1,277) - —_—— | =1 2 ias.
(—=1,277) - In <99/100.3000) 6,09957328 dias

Em posse dessas informagoes podemos montar uma tabela com as devidas propor-
coes, para estimarmos o tempo. E necessario ressaltar porque o valor de p, deve estar
entre zero e um. Primeiramente para p = 0, estariamos considerando que nao exista
nenhuma maca podre, ou seja, nao existiria contigio, consequentemente nao haveria a
propagacao da podridao, além do fato que no modelo para p = 0, teriamos 1/0

que é uma indeterminagao.

J& para p = 1, estariamos pensando em 100% da bin podre, porém, o nosso mo-
delo , nio estd definida para este ponto, pois In(0) = 3. Mas como sabemos
que a bin podera estar totalmente contaminada, podemos tomar valores para “p” tao
proximos de 1 quanto se queira, lembrando que a nossa funcao tende a +o0o a medida

que p tende a 1, porém, essa situagao nao simula o nosso problema.

Analisamos a Tabela: que foi construida a partir do modelo ([2.19).

Previsoes Para Percentuais de Podridao

16 L]
8
14 .
..
W e @
. an®
n - ..o.l."..
2 10 ssseeses
- 20 o880 L X
o FY Lo
z 8 - PEY e
= Lo
3 6
=
4
2
0
0 01 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Proporgdo de frutas infectadas - (0 < p < 1)

Figura 2.4: Previsoes para percentuais de podridao
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Tabela 2.4: Previsoes para percentuais de podridao

t (dias)

7

7,42172096

8,45775980

Wl

9,34331985

10,22887990

13,03603884

16,09957328

i

Agora ao comparar as Tabelas: 2.2 e verificamos que M (t) = p, pois M (t(p)) =

p, ou seja, se trata do mesmo modelo somente com objetivos distintas.

Podemos

verificar a identidade na Tabela: quando atribuimos uma porcao p de magas

podres, encontramos t, dai ao calcular M (t) teremos p novamente.

Tabela 2.5: Identidade entre t(p) e M(t)

p t(p) M(t)

0 - 0
1/10 | 7,4217210 | 300,5578808
1/5 | 84577598 | 601,1301013
1/3 | 9,3433199 | 1001,733454
1/2 | 10,2288799 | 1502,134044
9/10 | 13,0360388 | 2700,977673

99/100 | 16,0995733 | 2970,132719
0,99999 | 27,8794795 | 2999,997023

54



Uma breve anélise dos resultados obtidos nas versoes I e II do modelo continuo até
agora propostos, é que esses modelos estao coerentes somente com alguns instantes da
propagacao da podridao em macas, porém, se analisarmos os dados para t > 12, parece
que o contagio continua crescente, porém, com taxa de crescimento menor. Em ambos
o0s casos levamos em consideracao a “proximidade” ou contato das frutas podres com as
sadias, e ao usar a lei das massas[2.3, estamos admitindo que o niimero de macas podres
é proporcional ao produto de magas podres com as sadias (V = S- M), o que talvez seja
a fragilidade do modelo, pois quanto mais macas podres teremos ainda mais contigios
serao feitos e assim nunca haveria decaimento do niimero de contagios. Dessa maneira,
como os resultados podem ser melhorados para todos os instantes, ¢ necessario buscar
outro modelo que seja mais realistico com o problema da propagacao da podridao em

magas.
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2.3 Estudando Modelos Discretos

Ao verificar a “Validagao” da resposta, nos modelos continuos (Versao I e Versao II),
conforme Bassanezi afirma “ ... um bom modelo matematico é aquele que o usuério,
especialista na area onde se executou a modelagem, o considera como tal, tendo as
qualidades de ser suficientemente simples e representar razoavelmente a situacao anali-
sada”. Percebemos a fragilidade para t > 12, tanto no modelo continuo Versao I quanto
no modelo continuo Versao 11, pois os resultados nao correspondem fidedignamente com
a realidade devido ao modelo que considera que o crescimento da propagacao continua
como uma funcao exponencial, o que nao ocorre pois temos barreiras que impedem esse

crescimento.

Portanto, existe a necessidade de propormos a construcao de outro modelo que possa
ser mais realistico com as informacdes da situagao problema da propagacao da podridao
em macas. Para isso, iremos considerar outros dados relevantes, como capacidade da
bin e uma relacao da capacidade da bin com a quantidade de macas, além dos dados
utilizados na elaboracao do modelo continuo que considera ter 80% das frutas podres

em 12 dias.

Dados que utilizaremos para a construgao do Modelo Discreto:

(a) Uma bin, cuja capacidade é de aproximadamente 3000 macas;

(b) As macas, que serdo utilizadas como unidade de medida para a capacidade da

bin, ou seja, 1 maga serd considerada correspondente a 1.

(c) Em 12 dias 80% das frutas estariam podres.

Diante destes dados parece que ha pouco a fazer, ou seja, em primeiro momento
parece tudo muito proximo ao que ja tinhamos. Porém, podemos iniciar a construcao
do modelo discreto, relacionando a capacidade da bin com a unidade de medida maca
(1), além de impormos alguns parametros, tais como adotar a unidade de tempo como
sendo cada interacao efetuada de maca podre para as macas sadias, pelo simples toque

de uma maca em outra.
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Chamaremos de M,, a quantidade de macas podres e o indexador “n” como o nimero

que representa o estagio com n € N tal que n = {1,2,3,4,5,6,7,...,12,13} . Assim,
M, representa a quantidade de macas podres no 2° estagio de contaminacdo em macas

de uma mesma camada.

Na tentativa de encontrar as dimensoes da bin em unidade de maca, temos um
problema inicial, pois nao sabemos quantas macas forram o fundo e nem quantas macas
determinam a altura dessa bin. Dessa maneira, iremos considerar a 1* hipotese: a
bin é uma caixa ctibica. Entao suas dimensoes sao iguais. O tamanho de uma maca

serd envolvido no problema mediante p =1

Assim, como a bin tem capacidade para aproximadamente 3000 magas, (3000p?),
entao as dimensoes da bin, podem ser obtidas pela raiz cubica da capacidade da bin,
ou seja

/3000 ~ 14, 45.

Em posse desse nimero decimal, é preciso analisar como interpreta-lo, pois ele
representa as dimensoes da bin em unidade de medida maca, e como nao podemos
considerar parte de uma maca como unidade de medida é necessario considerar uma
22 hipotese: a bin nao é cibica. Entao suas dimensoes sao distintas porém, muito
proximas de 14,45 (da 1* hipotese), o que nos leva a entender que sao 14 fileiras
com 154, ou seja, lado menor cabem 14y, lado maior cabem 151 e 15u de
altura (conforme Figura

Figura 2.5: Dimensoes da bin relacionadas com a medida maga. Fonte [13]-Adaptada
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2.3.1 Modelo da camada que forra o fundo da bin ou camada
inicial

Vamos agora propor um modelo discreto no plano, ou seja, para as macas que

forram o fundo da bin, sua organizagao e niimeros de tangéncias de cada fruta. Pos-

teriormente estender o estudo da disposicao delas, no espaco e assim teremos outras

camadas sobrepostas a camada que forra o fundo até que a bin fique totalmente cheia.

Prosseguindo, continuaremos analisando cada maga no plano como um objeto ge-
ométrico plano, ou seja, cada maca serd representada por um circulo, elemento mais
basico que descreve bem o formato da maca. J4 para o fundo da bin o elemento

geométrico que pode representa-lo bem é o retangulo.

Analisando formas de organizar as macgas no fundo da bin

Mediante aos entendimentos na Sessao [2.3] chamaremos de “camada” essa distribui-
cao de 14 x 15 = 210p magas (veja na Figura , que estarao dispostas no fundo da
caixa, e logo ap0s iremos enumerar cada camada que sera sobreposta sobre a outra até
a borda superior da bin. Essa enumeragao seréd realizada segundo a comodidade que

isso possa agregar ao presente estudo e a nossa abordagem.

Figura 2.6: Organizacao das magas no fundo - Versao [: Camada Inicial

Para o problema da propagagao da podridao em macas, poderiamos analisar situ-
acoes distintas, com uma quantidade qualquer de macas podres no fundo da caixa, e

ainda pensar nelas agrupadas ou nao, e daif com certeza terfamos varias hipoteses para

58



analisar e possivelmente para cada hipotese uma versao de modelo distinta. Porém,
para a simplificacdo das variaveis e ndo do problema (pois, quanto mais elementos le-
varmos em consideracao para a determinacao do nosso modelo mais complexo esse se

torna e muitas vezes a solugdo pode ser inviavel), optamos em adotar:

A existéncia de uma tinica maca podre, e para que a propagacao
se dé de maneira continua e em todas as direcoes da forma mais
uniforme possivel, iremos considerar ainda que essa maga conta-
minada esteja no centro dessa camada inicial (que forra o fundo
da caixa).

Indicamos essa maca podre ocupando aproximadamente a 7% posicao da 8 fileira,

que esta representada na Figura |[2.6] com a maca vermelha.

Se considerarmos uma maca podre, que chamaremos de M,, quan-
tas macas irao tangenciar nossa M, no fundo da bin e consequen-
temente serem contaminadas pela podridao dessa maga M,?

Para responder a enquete anterior é necessario considerar outras hipoteses de or-
ganizacao das magas no fundo da bin. Para a organizagao dos dados, propomos que o
leitor pense inicialmente nestes circulos organizados a partir de um dos vértices deste

retangulo. Logo serd preciso considerar duas hipoteses:

e Hipoétese 1: Se os circulos estarao organizados em fileiras lado a lado conforme

Figura: 2.7 Entdo o nimero de tangéncias entre elas serdo 4.

C®
e

A

Figura 2.7: Tangéncia minima: 4

59



Na Figura buscamos ilustrar a hip6tese 1, com os circulos de diametro 1,
dispostos em fileiras. Notemos que no vértice do retangulo tem um circulo de cor
azul que tangencia somente 2 circulos, porém, iremos analisar o circulo de cor rosa, de
centro My, notemos que o nimero minimo de circulos também de diametro 1u, que

tangenciam o circulo rosa sao 4.

e Hipotese 2: Os circulos estarao organizados de outra forma, de modo que dimi-
nua os espacos entre eles e consequentemente aumente o niimero de tangéncias
entre eles. (Vamos provar o numero maximo de tangéncias entre circulos para

depois denominar essa segunda hipdtese.)

Ao pensar na hipétese 2, quanto a organizagao das magas, podemos nos perguntar
se existe uma outra maneira de organiza-las de modo que o niimero de tangéncias seja
menor que 4, e consequentemente, analisar se podemos obter tangéncias iguais a ¢ € N,

tais que i = {3,4,5,6,7,...}, e consequentemente encontrar o valor maximo para i.

Dessa maneira, iremos considerar um caso particular ¢ = 8, assim teremos:

e Hipdtese 2: O numero de circulos tangentes ao circulo rosa, na Figura é 8.

Para provar a hipo6tese 2, iremos avaliar a possibilidade dos circulos azuis da Figura
poderem tangenciar o circulo de cor rosa sem afastar os circulos brancos, de modo

que o numero de circulos tangentes ao rosa seria 8.

Inicialmente vamos supor que o circulo D, da Figura possa tangenciar o circulo

de centro A, sem mover os circulos de centros B e C respectivamente.

N

&

-

Figura 2.8: Triangulo ABC

60



Note que o triangulo formado pelos centros dos circulos de centros A, B e C, na
Figura é retangulo (deixamos ao leitor com o exercicio essa demonstracdo). Dessa

maneira, BC' é tal que:

BC°—=BA +AC  =2.4AB° — BC = V2 - AB.

Figura 2.9: Relacoes do lado BC.

Denotando por “z” a distancia entre os circulos de centros “C” e “B” (ver Figura
, temos BC' = AB + z, logo

AB +2=+2-AB.

Segue que z = (v/2 —1) - AB < AB, que é o diametro do circulo D. Isso implica
que entre os circulos de centros B e C nio cabe outro circulo de mesmo diametro AB.
Logo, por contradi¢cao, o nimero de tangéncias nao podera ser 8 e podemos concluir

que 7 < 8.

Podemos pensar em outra configuracao dos circulos no retangulo para demonstrar
a hipotese 2, ao invés de ficarmos atribuindo valores para i. Se considerarmos que os
circulos de centros B e C (ver Figura , deslizem de tal forma que “z” tenda a zero.
Assim, o triangulo ABC tera todos os lados iguais a AB, ou seja, o triangulo ABC sera
equilatero. Isso implica que o angulo do vértice A mede 60°, logo teremos 6 triangulos
equilateros de vértice em A, formando um hexagono cujos vértices sao os centros dos

respectivos circulos tangentes ao circulo de centro A, conforme Figura: [2.10
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Figura 2.10: A tangéncia maxima gera hexagonos

Dessa maneira podemos concluir que valor maximo para i ¢ 6, ou seja, para a
hip6tese 2, concluirmos que o niimero maximo de tangéncias entre circulos de mesmo

raio é 6 e a organizagao desses circulos chamaremos de hexagonos encaixantes.

Nessa organizacao de hexagonos encaixantes podemos pensar na formagao de tri-
angulos formados por circulos no plano, conforme Figura podemos perceber que
1 circulo se encaixa em 2, estes por sua vez se encaixam em 3 e posteriormente em 4 e
assim por diante. Dessa maneira se a primeira fileira da bin tiver 15u entao a segunda

fileira terd 14p a terceira 15 novamente e assim por diante.

Figura 2.11: Organiza¢ao em forma de triangulo. Fonte: [31]

Como a propagacao da podridao se d& pelo contato direto entre frutas, e aliando ao
fato que também temos que otimizar a quantidade de frutas em funcao da area, pois
quanto mais macas couberem na bin melhor. Ainda devemos considerar o fato que o
contagio ocorra de maneira maxima, ou seja, as macas estao dispostas de tal forma
que o contato dentro da bin, fruta a fruta seja maxima. Portanto, para a construcao

do nosso modelo discreto, vamos considerar:

O ntmero de tangéncias para as magas em uma mesma camada
serd 6 e para a organizagao delas a formacao de hexagonos encai-
xantes.

62



Vamos supor que a quantidade inicial de macas podres seja My = 1 e que a Gnica

maga podre esteja situada no centro da regiao plana, conforme Figura [2.12

Figura 2.12: Organizagao das magas no fundo - Versao II

Como no nosso modelo iremos considerar a formacao de hexigonos encaixantes,

isto ¢, o nimero de macgas que apodrecem é sempre miltiplo de 6 a cada

estagid|ver Figura [2.13).

Figura 2.13: Hex4gonos encaixantes

Entao a propagacao da doenca nesse plano serd dada conforme sequéncia a seguir:
My=1;, M =6;My =12; M3=18; ...; M, =6"-n. (2.20)

Onde:

1. M significa o nimero de magas contaminadas no primeiro instante, ou seja, sem

estagio de contaminacao ainda;

2. M, significa o nimero de magas contaminadas no primeiro estagio pela maga M.

SBassanezi [§] analisa também o tangenciamento minimo. Nesse caso, o ntimero de magas que
apodrecem é sempre multiplo de 4, ou seja, a sequéncia seria My = 1;M; = 4; My = 8 Ms =
12;..; M, =4-n,
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Dessa maneira, quando utilizamos o simbolo M;, estamos nos referindo ao ntimero de
novas macas contaminadas no 5° estagio de contaminacgao, ou seja, My = 1, contaminou
6 novas macas, no 1° estagio, logo M; = 6. Essas 6 novas magcas por sua vez ird

contaminar 12 novas outras magas no 2° estagio, logo My = 12. (ver Figura [2.14)).

o & @

Figura 2.14: Estagios de contaminacao para M, , My e M,

Veja na Figura [2.15|a evolugao da propagacao até o estagio 2.

&

Figura 215 Mo + M1 + MQ

Nao podemos esquecer que o niimero maximo de estagios ¢ 7, ou seja, 1 < n < 7,
pois com 7 interagoes (estagios), temos as primeiras magas podres atingindo as paredes
da caixa que tem lado aproximadamente igual a 14u. Depois da 7* interagao, a taxa de
propagacao da doenca é modificada, pois as macas podres sao barradas pelas paredes

da caixa. Podemos agora calcular a soma de magas contaminadas para 1 <n < 7.

Seja:
(1) M,: o numero de novas magas contaminadas a cada estagio n;

(2) A,: a soma das magcas contaminadas a cada estagio.
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Temos

(2.21)

Ao realizarmos a soma telescopica dos termos dessas igualdades, teremos a recorréncia

a seguir:
AQ: 1
A= Ag+6-1
Ay = A{+6-2

/r;),: %4—6-3

A, = %—1—671

Ay= Ag+6-(14+2+3+...+n)

Como Ag = 1 podemos escrever A,,, da seguinte forma:

A,=143-n-(n+1), paral <n<7 : (2.22)

Essa formula nos d4 o modelo para a soma das macas contaminadas no plano
para um estagio “n”, onde 1 < n <7, ou seja, se quisermos saber a quantidade de

macas podres no 7° estagio da propagacao basta tomar n = 7, donde

A, = 169.

Poderiamos ainda considerar que Ag = 4. Dai teriamos Versao II para A,

A, =442-n-(n+1), paral <n<T.
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Pois para Ay = 4, teriamos uma nova sequéncia de contaminacdo, onde a primeira
maga podre ird contaminar outras 4 magas (tangéncia minima). A nova sequéncia seria:
My =1, My =4, My = 8 M3 = 12;...; M,, = 4 - n, mas agora o contiagio ocorreria em

forma de quadrados encaixantes, ou seja, multiplos de 4. Assim para n = 5 teriamos,
A5 - 54

Verificamos que o modelo de soma das magas podres em funcao do estagio “n”,
depende da quantidade inicial de macas podres consideradas, pois muda a forma como
se d& a propagacao da podridao da doenca. Seguiremos nossa analise do trabalho de

Bassanezi [§] para os modelos da proxima camada, admitindo que My = 1.

A seguir iremos construir o modelo para a proxima camada, que fica sobreposta a
camada inicial, verificar as semelhancas e diferencas e também se existe algum padrao

para o contagio com as outras camadas.

2.3.2 Modelo da Segunda Camada

Para entender a organizagao da segunda camada, faz-se necessario olharmos para
as camadas de maca por outro prisma, ou seja, temos que deixar a ideia intuitiva da
propagacao no plano e comecamos a pensar na propagacao das frutas na bin como um
todo, pois a contaminacao da segunda camada nao ocorre apds a contaminacao total da
camada inicial, ela ocorre simultaneamente, e o contigio continua se propagando para
as camadas superiores sem que se conclua a contaminacao total da camada inferior e
assim, sucessivamente, ou seja, a anélise para a organizacao da segunda camada devera

ser inicialmente “espacial”.

Nesse momento, verifica-se que o circulo nao poderé ser mais utilizado como objeto
geométrico que melhor representa as magas, pois agora devemos considerar o empilha-
mento das frutas, ou seja, a altura para determinar o volume delas agora é relevante.
Dessa maneira conclui-se que o elemento geométrico que melhor modela a maca na
situacao é a esfera e, ajustando para nossos dados iniciais, consideraremos cada maca

como uma esfera de diametro 1p.
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A fim de entender como se da a propagacao da podridao no espaco, precisamos
considerar as magas em pilhas no formato de piramide de base triangular. Veja em
Anexo “Empilhamento das balas de canhao” (Mata [31]), .

Tentaremos agora verificar como sera formada a pilha de magcas (piramide de base
triangular). Primeiramente vamos pensar na base minima para sustentar uma maga
M, (esfera), e na quantidade minima de esferas que formariam essa base de sustento

para a esfera My do topo ou vértice, veja Figura [2.16

. &

Figura 2.16: a) Piramide de base triangular. b) Com giro de 180°.

Ao observar a Figura , fica bem claro que para que uma esfera ocupe o topo
ou vértice (cor verde), é necessario no minimo 3 outras esferas (cor vermelha) como
base. Ja na figura m a), temos 3 andares dessa piramide, ou seja, agora temos sete
esferas para sustentar a piramide da Figura ). Nas Figuras b) e ¢) temos
uma vista de cima dessas piramides para que possamos entender como as magcas estarao
organizadas na bin. Se considerarmos a esfera verde na primeira camada (inferior) da
piramide a) da Figura como sendo a nossa maca podre, podemos observar que
ela tangencia 6 ao seu redor, trés acima, consequentemente se ele estivesse no centro

da bin, ela também tangenciaria 3 abaixo.

Percebe-se que a 2* camada abaixo da esfera do vértice é composta por 7 esferas
e estao dispostas como hexigonos encaixantes conforme vimos no modelo discreto no
plano. Assim se tivermos 7 magas organizadas como hexagonos encaixantes, teremos
3 macas que se encaixaram sobre elas, que por sua vez encaixara uma maca no topo

dessa piramide ver Figura [2.17]
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a) b) Q)

Figura 2.17: a)Organizagao em forma de piramide ; b) Piramide sem o vértice vista
por cima ; ¢) Piramide vista por cima

Mas ainda ¢ necessario entender como sera a organizagao das magas dentro da bin,
pois as macas nao estarao organizadas em forma de piramide, porém, para determinar
o numero maximo de tangéncias que uma maca terd, iremos considerar a formacao de
piramides de forma expansiva com a maca podre M, exatamente no centro da bin, e

como as outras macas se organizam a partir desta maca M.

Uma maneira sugestiva de chamar essa camada que contém a maga M, nesse mo-
mento serd ‘“‘camada central” ou ‘“camada ZERO: Cy”, uma vez que agora iremos
considerar que a maca podre se encontra no centro da bin, e teremos camadas acima e
abaixo dela. Também serd conveniente renomear as camadas acima e abaixo da camada

central - (.

Neste momento é preciso questionar o nome desta Secao pois com a nova
andlise da organizacao das macas na bin, tendo a macga podre no centro da caixa, a
primeira camada “mudou” de lugar, ou seja, ela serd a camada que se encontra no
centro da bin e a partir de agora serd chamada de camada central ou “zero”, dessa
maneira um nome sugestivo para essa Se¢ao seria: “Modelo da Primeira Camada,

sob um olhar espacial”

A segunda camada, que é nosso objetivo analisar, que seria a camada logo acima
da primeira camada (quando estava no fundo da bin) também “mudaria” de lugar, e
agora estaria acima da camada central, mudando de nome também, passando a ser

chamada de 1* camada, que sera representada pelo simbolo - Cy, (ver Figura [2.18]).
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o 22 camada + 12 camada-C,
p 12 camada + Camada Central-C,

28 camada
12 camada

Figura 2.18: Mudanca de lugar da camada que contém a maca podre inicial

Dai o motivo da sugestao de mudanca de nome para essa se¢ao. Continuando com
a renomeacao das camadas, a camada sobreposta a primeira camada, chamaremos de
segunda camada - C5 e a proxima de terceira camada -Cj3 e assim por diante até a borda
superior da bin com a sétima camada C;. Ja as camadas abaixo de Cy indicaremos
com fndices negativos, C'_; C'_o, C_3 e assim sucessivamente até o fundo da bin com a

sétima camada C'_7, abaixo da central.

Para entender como sera a organizacao das magas dentro da bin, propomos que o
leitor pense em uma maca flutuando no espaco, que poderiamos chamar de M, desta
maneira iremos organizar outras magas juntas a essa de modo que se tenha o méximo
de tangéncias no espaco. Primeiramente abaixo dessa maca M, flutuante teriamos 3
magas (base da piramide veja Figura a), onde a My estaria na cor verde e base

formada por 3 esferas de cor vermelha).

Agora se fizermos uma rotagao de 180° em relacao a base, que é formada pelas
trés esferas vermelhas conforme Figura a) teremos a Figura b). Dessa nova
organizacao, teremos a esfera verde por baixo e trés acima dela. Por sua vez essa esfera
que agora esta por baixo (verde), necessita de quantas esferas ao seu redor para dar
base de sustento para as trés imediatamente acima dela, se fossemos apoid-las em um
plano? Temos a resposta facilmente, basta nos basearmos na Figura 2.10] do inicio
das tangéncias minimas, assim a resposta ao nosso problema ¢ 6, ou seja, da nova base

teriamos 7 magas (esferas).
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Ao verificarmos a Figura percebemos que abaixo e acima da esfera M, (cor

vermelha) terfamos 3 esferas de cor amarela.

Figura 2.19: Nimero de macas acima e abaixo de M,

Ja ao redor da esfera M, de cor vermelha, teriamos 6 esferas de cor verde, (ver

Figura [2.20)).

Figura 2.20: Numero de macas ao redor de M,

Ao agrupar todas as macas tangentes de M, no espaco teremos a Figura [2.21

Figura 2.21: Todas esferas tangentes de M, no espago
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Inferimos que 12 sao as esferas que tangenciam a esfera M, ou seja, 3 acima, 6 ao

seu redor e 3 abaixo, totalizando 12 tangéncias para M. (veja na Figura[2.21])

Ao analisarmos a propagacao da podridao das macas na primeira camada - C sob
um olhar espacial é facil ver que a macga M, que esta em Cj, contaminard 3 macas
dessa primeira camada- (. Portanto, teremos que analisar como serd a propagacao
da primeira camada- C isoladamente, pois nao seré possivel aproveitar a andlise da
primeira camada no plano, uma vez que o numero inicial de macas podres mudou de
1 para 3, veja na Figura [2.22] como serd a propagacao da podridao em macas nessa

camada C.

- g

Figura 2.22: Inicio de contagio da camada C}

Continuando essa andlise, essas trés macas contaminadas da primeira camada, por
sua vez ird propagar a podridao para as magas que a tangenciam, ou seja, 9 outras
macas. O mesmo ocorrerd com a camada inferior a Cy, que chamaremos de C_1, que
iniciard o contigio também com 3 macas, que por sua vez contaminard 9 e assim por
diante. Por esse motivo iremos focar a anélise somente nas camadas acima de Cj, pois

para as camadas abaixo dela, a analise seré realizada de forma analoga.

Chamaremos de estagio zero Fy, o0 momento em que nao se tem nenhum contagio,
e de primeiro Estagio E; o momento de contégio de todas as magas que tangenciam a
maga M,. Dessa maneira, a podridao na primeira Camada C) comegara a se formar
no primeiro Estagio FE', pois temos 3 macas que estao em contato com a maca podre

My inicial da camada central, conforme Figura [2.16
Ao continuar a analise da Figura verificamos que as 3 magas contaminadas por

My (cor vermelha), agora ird contaminar outras 9 magas que estao ao seu redor (cor

azul) e assim por diante, formando uma sequéncia que serd representada pelo simbolo
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P, onde, P representa a quantidade de novas macas contaminadas a cada estagio e “n”

o indexador da propagagao da podridao em cada estagio.

A sequéncia P, de frutas podres nesta primeira camada C, conforme Figura [2.23

%%, ¢ ﬁpkb ®
* > i) i ]
0‘5“5‘ ¢ o

Figura 2.23: Propagacao da primeira camada: P, P, P;e P,

Veja na Figura a evolucao da propagacgio até o estagio 4.

Figura 2.24: P +Py+Ps+ Py

Assim temos a sequéncia:

P=3 P=9 P3=15 P,=21;...

Percebemos novamente que a cada estagio o ntimero de novas macas podres em
relacdo ao estagio anterior é acrescida de 6 novas macas podres, logo a formula de

Recorréncia da sequéncia de contégio para a primeira camada C é

P,=PFP, 1+6, para 2<n<T.
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Novamente realizando a soma telescopia teremos

P1: 3
P, = P +6

cuja solucao é:

P,=3-(2-n—1) para 1<n<7 : (2.23)

Essa formula nos da o modelo para a quantidade de macas contaminadas no plano
em funcao do estagio que é indexado por “n” da primeira camada acima da camada
central, onde 1 < n < 7. Assim, se quisermos saber por exemplo a quantidade de

macas podres no estagio 4° da propagacao basta tomar n = 4, dai teremos,
P4 == 21

Agora que temos a féormula que nos da a quantidade de macas podres a cada estégio
de contaminacao da primeira camada, tentaremos determinar a formula para a soma-
toria das magas contaminadas a cada estagio, indexada por “n”. Denotaremos por (),

a somatoria das macas na primeira camada-C', ou seja,

Qn:in:Zn:B‘(Qﬂn—l):32n:(2n—1)
j=1 j=1 j=1
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Logo,
Qn=3-14+434+5+...+(n—-1)).

Observando que o valor de ), é o triplo da soma dos termos de uma progressao

aritmética (a,) de razdo 2, onde a; =1 e a, =n — 1, temos,

Qn = 3n2 . (224)

Essa formula nos da o modelo para soma das macas contaminadas no plano em
funcao do estagio E, indexada por “n” da primeira camada acima da camada central,
onde 1 < n < 7. Por exemplo, se quisermos saber a soma das macas podres no estagio

3° da propagacao basta tomar n = 3, dai teremos,

Qs = 27.

Se mudarmos a condicao inicial, ou seja, de P, = 3 para P, = 4 ou P, = 5, teriamos
que rever a nova sequéncia de niimeros que representaria a propagacao da podridao em
macas nessa camada C7, lembrando que a quantidade de macas iniciais dessa camada
C1 depende da quantidade inicial da camada central. Por exemplo, se o nimero de
macas podres na camada central Cy fosse 3, teriamos P; = 1 e s6 mudaria a ordem
dos modelos por camada conforme a camada tivesse em uma posicao impar ou par
na organizacao, porém, se a quantidade de M, fosse 4, tudo seria bem diferente, pois
deveriamos realizar uma nova anélise de como as macas da primeira camada estariam

encaixadas na camada central Cj.

Percebemos que na tentava de mudar a condicao inicial de P,, teriamos que re-
formular todos os modelos até agora construidos M, e A,, pois estarfamos diante de

outros dados e consequentemente encontrariamos versoes distintas desses modelos.

Fazendo a retomada dos dados sem mudancas nas condic¢oes iniciais e agrupando os

primeiros modelos geométricos, temos:
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(i) M, =6n,paral <n <7,e My =1, que é a sequéncia de novas contaminagoes
na camada central (Cp) (ver Equagao [2.20));

(i) A, =14+3-n-(n+1) paral <n <7, que ¢ a soma das macas contaminadas a

cada estagio Ey dadas por M, na camada central (Cy) (ver Equagao (2.22)));

(i) P, =3-(2-n—1) para 1 <n <7, que ¢ a sequéncia de novas contaminagoes

na primeira camada (C}) (ver Equagao (2.23));

(iv) @, = 3n?, que é a soma das magas contaminadas a cada estagio E, dadas por

P,, da primeira camada (C}) (ver Equacao ([2.24))).

Em posse desses modelos parciais de propagacao e soma de propagacao da camada
central e primeira camada, tentaremos estender as analises e as estratégias de conta-
gem para as outras camadas da bin, verificando se os modelos até aqui poderao ser

reutilizados.

Veja na Tabela os valores de M,,, A,, P, e @, em funcao do indexador “n”, que

representa qual o estagio de propagacao da podridao, agrupados.

Tabela 2.6: Sequéncias e Somatorias

1 1 - -
6 7 3 3
12 19 9 12

18 37 15 27
24 61 21 48
30 91 27 I6)
36 127 33 108
42 169 39 147
- - 45 192

o~ o| o x| w o —o| 3

2.3.3 Modelo Parcial Espacial Discreto

Agora vamos analisar o problema por inteiro, ou seja, agrupar todas as informacoes

e modelos para aproximar ainda mais do real. Neste momento faz-se necessario pensar
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no problema de forma mais elaborada, analisando os dados no espaco R3. Desse modo
vamos retomar a condicao inicial, em que supomos que havia uma fruta podre situada
no centro de uma caixa, de modo que a distancia dessas frutas até as paredes da caixa

fosse igual a 7p.

Na revista SuperInteressante [46], temos o famoso problema do empacotamento
de esferas. Em 1611, essa questao mereceu a atencao do astréonomo alemao Johannes
Kepler, que associou o empacotamento de esferas a uma solucao que a natureza nos
apresenta por meio de uma fruta: a roma. Se observarmos os espacos esféricos em seu
interior, verificamos que a maior densidade de empacotamento ocorre quando as esferas
sao abarrotadas juntas naquilo que se conhece como arranjo de modelo tridimensional
cubico de face centrada. Ou seja, trata se de uma solu¢ao a que recorremos natu-
ralmente quando construimos uma piramide de bolas, com a camada de baixo segura
por um suporte triangular, nesse empacotamento, as esferas ocupam cerca de 74% dos

espagos.

Vamos considerar as frutas dispostas na bin, como se estivessem em camadas sobre-
postas e cujas configuracoes sao dadas pelas formacoes das camadas estudadas anteri-
ormente, ou seja, “arranjo de modelo tridimensional ctibico de face centrada’. Sendo
assim devemos procurar uma férmula que dé a soma das frutas podres para um estégio

E,, indexadas por n quando 0 <n < 7.

Seja S, a soma de todas as frutas podres para um estagio E, indexadas por n.
Devemos pensar que em cada estagio indexada por “n”, apodrecem frutas que estao
situadas em camadas adjacentes aquelas onde ja existem frutas podres. Ou seja, deve-
mos considerar que propagacao da podridao em magas ocorrerd do centro da bin até
as paredes da bin, como se a propagacao ocorresse segundo uma esfera de raio igual a

cada estagio de contaminagao.

Voltamos a analisar a Tabela para notar os resultados dos modelos de contigio
M,, A,, P, e @, a cada estagio F, indexadas por n, e ainda podemos observar que as
seguintes relacoes:

A=A+ M, (2.25)
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Qn+1 = Qn + PnJrl- (226)

logo a maga M, contamina 6 ao seu redor na primeira camada e, a0 mesmo tempo
que contamina 3 da camada superior e mais 3 da camada inferior. Para organizacao
dos dados ja que o processo é andlogo, vamos analisar somente as camadas acima da

primeira camada Cf.

Assim, a primeira maca que estd na camada central -Cy contamina 6 para os lados,
ou seja, ainda na camada central e 3 na camada adjacente (acima em C). Agora temos
3 contaminadas na 1* camada, que irdo contaminar 9 para os lados (ainda na mesma
camada C7) e (146), na camada de cima C5. Essas sete macas irao contaminar mais 12
para os lados (em C5) e (346), na camada de cima Cj3, que por sua vez ird contaminar
mais 15 novas magas para os lados e 19 para a camada de cima C} e de forma analoga
para as camadas abaixo da camada central, e assim por diante até chegar nas paredes

da bin com a camada C;, conforme a Figura

Para os lados, a podriddo continua na mesma camada.
——

- @9 -
| |
vames Qo — 3 — @ —

Para cima, a podriddo muda de camada.

Camada Central @ e @) —) %_,

Figura 2.25: Esquema de propagagao por estagio
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Com base na propagacao da podridao e nos dados da Figura podemos construir
essa nova Tabela [2.7] considerando as Observagoes das Equagoes e [2.26

Tabela 2.7: Somatoéria de magas podres por estagio

Cn / En EO E1 EQ E3 E4 E5 E6 E7 Soma
C7 48 48
Cs 37 | 24 61
Cs 27121 | 27 79
Cy 19 | 18 | 24 | 30 91
Cs 12 15 |21 | 27 | 33 108
Cy 7 |12 118 |24 | 30 | 36 127
4 3 19 |15]21 |27 |33 |39 147
Co 1 |6 |12 18|24 |30 |36 |42 169
—Cl Ql P2 P3 P4 P5 P6 P7 147
—Ch Ay | My| Ms| My| Ms| Mg 127
—Cy Q.| P, [P | P, | P, | 108
—Cy A | Ms| My | Ms; 91
—05 Qg P3 P4 75
_Cﬁ A3 M4 61
—-Cy Q4 48
Soma 1 |12 )44 |96 | 170 264| 380| 516 1483

Onde “C,,” denota a camada e E,, denota o estagio.

A criagao da tabela foi necessaria para a compreensao de como se da a soma
de todas as macas podres por estigio de contaminacao F, e a soma de todos esses

estagios, para a comodidade do leitor.
Exemplo: Cj, significa “camada 3” superior & camada central (Cy) e Ej, significa

“Estagio 47 de contaminacao. Percebemos que na Tabela a soma dos dados da

coluna formada pelo Estagio E; sao 12, pois

Lembrando que os mesmos valores que teremos acima da camada central Cy, teremos
abaixo da camada central, de forma simétrica. Dessa maneira iremos determinar a

soma de macas podres por estdgio de contaminacao, por isso adaptamos a Tabela
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colocando as relagdes simétricas de cada valor acima da camada central Cp, dai
esperamos que o leitor note que no estagio F; o valor de ()1 seja 3, e que no estigio

FE5 as parcelas A; e P,, sejam respectivamente iguais a 7 e 9, ou seja,

Ey=My=A,=1
E1:M1+2Q1:12
Ey =My +2P,+2A;, =44

E6:M6+2P6+2M5+2P4+2M4+2P3+2A3:380

Er = M7 +2P; +2Mg + 2P5 + 2M5 + 2P, + 2M4 + 2Q)4 = 517.

Nesse momento queremos construir um modelo que determine a soma de todos os
estagios de contaminacao em macas, para esse modelo “soma de estagio” denotaremos
com o simbolo S,,, onde o “S” representa a soma de todos os estagios F, menores ou

igual a “n”. Por exemplo:

Sn: Eo+FE1+ ...+ Ey 1+ By Sn: Snfl—i_En
ou (2.27)

S[): 1 S(): ]_

e Sq, serd a soma de Ey com Ej.

e Sy, serd a soma de Fy, F; com FEj.

Vejamos passo a passo como S, serd representado variando n tal que 0 < n <7,

para n = 1, teremos S; = My + M; + 2Q)1, ou seja,

51:A1+2Q17

pOiS Al = MO -+ Ml-
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Ao somarmos os estagios de Ey até Ey obteremos Ss:

Sy =FEy+ E1+ E»
So = My + My +2Q1 + My + 2P, + 24,
Sy = My + My + My + 2Q, + 2P, + 24,
Sy =A+2-(Q1+ P,) +2A;, mas de2.26] temos que (Q1 + P») = Q> logo
Sy = A + 20, + 244,
ou ainda
So = S1 + Eo
So=A1 +20Q1 + My + 2P, + 24,
So = (A1 + My) +2(Q1 + P») +2A;  de e temos:
Sy = Ay + 20, + 2A;.

Para obter S5 o procedimento é analogo, tal que:
S3 = S9 + Ej

Sy =S5+ Ej3

Ss = (As +2Q2 + 2A;1) + (M3 + 2P3 + 2M, + 2Q)2)
Ss = (Ay + M3) +2(Q2 + Ps) + 2(A1 + M) + 2Q,
Sz = A3+ 2Q3 + 245 + 20Q)-

Sz = As + 245 + 20Q2 + 2Q)3

Para obter S, basta acrescentar E, em Ss:

S4 = S3+E4.

80



Assim,

Sy =5y + Ey

Sy = (A3 + 245+ 2Q2 + 2Q3) + (My + 2P, + 2M3 + 2P, + 2A5)
Realizando algumas associacoes, segundo as relagoes
Sy = (As + My) + 2(Qs + Py) 4+ 2(As + Ms) + 2(Q2 + Ps3) + 24,

54 = A4 + 2@4 + 2143 + 2@3 + 2A2

Para obter os S5, Sg e S7, 0 processo segue a mesma sequéncia, assim teremos:

55 = 54 ‘l‘ E5
Ss = (As+ Ms) +2(Q4 + Ps) + 2(Asz + My) + 2(Qs + Py) + 2(As + Ms) + 2(Q2 + P3)

S5 = As + 2Qs + 244 + 2Qu + 245 + 2Qs.

SG - S5 + Eg
Se = (A5 + Mg) +2(Qs + Ps) + 2(Ay + M) + 2(Q4 + Ps) 4+ 2(As 4+ M) + 2(Q2 + P3)+
+2(Ay + Mj)

SG - AG -+ 2@6 + 2A5 + 2@5 + 2A4 —+ 2@4 + 2143

57 = SG ‘I’ E7
S7=(Ag + M7) +2(Qs + Pr) + 2(As + Ms) + 2(Qs + Ps) + 2(As + Ms) +2(Q4 + P5)+
+2<A3 —|— M4) —|— 2(@3 + P4)

S7= A7+ Q7 + 246 + 2Q6 + 2A5 + 2Q5 + 2A4 + 2Q4.

Ao analisar cada S,, da dinamica de propagacao, percebe-se que hd uma repeticao
de parcelas a cada 2 estagios e, por esse motivo, vamos considerar separadamente os

estagios de indices pares e indices impares:
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Para os Estagios pares teremos:

2n—1 2n
Son=Aon +2- ) Aj+2- ) Q. (2.28)
j=n j=n+1

Ja para os Estagios impares teremos:

2n 2n+1
Sopi1 = Agpir +2- Z A;+2- Z Q; . (2.29)
j=n+1 Jj=n+1

Nota-se que essa contaminacao segue tal configuracao até certo ponto, quando
atinge as bordas da caixa, ou seja, na sétima camada, assim para saber o total de
macas até esta camada basta calcular S7. Como queremos a somatoéria das macgas

podres até uma camada impar, usaremos o modelo (2.29))

Sr=Ar+2-(Ag+ A5+ Ay) +2(Q7 + Qs + Q5 + Qa). (2.30)
Como
A, =1+3n(n+1)
e

Qn=3n" = Quni1 =3n+1)?=3n"+3n+3n+3=(1+3n*+3n) +3n+2
— Wnt1=A, +3n+2

assim S;7 pode ser escrita colocando os @, em funcao de A,,:
St = Ar+2-(As+A5+As) +2[(As+3-6+2)+(A5+3-5+2) + (A +3-442)+(A3+3-3+2)]

S7= A7 +2A46+2A5+2A, + 246+ 36+ 4+ 245+ 30 +4+2A, +24 +4+2A3+ 18 +4
S7:PA7+-4A6%-4A5%-4A4%—2A3—F124
Sr=(1+21-8)+4(1+18-7) +4(1 +15-6) +4(1 +12-5) +2(1 +9-4) + 1242

— §; = 1483. (2.31)
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porém, devemos lembrar que o nimero inicial de maca na bin é T" = 3000. Resta
saber como se dard a contaminacao do restante e a localizacao destas dentro da bin e

por que ainda nao foram contaminadas.

A contaminagdo em magcas se deu conforme uma esfera em expansao, onde a cada
estagio F,,n = {1,2,...7}, tinhamos uma esfera de raio “R = n”, em que o indexador
n ¢ o mesmo que fora usado como indexador para o estagio F,, contendo as macas
contaminadas, até atingir o raio maximo de R = 7Tu, quando alcangou as paredes da

bin. Falta calcular as macas fora dessa esfera em expansao.

Por outro lado observa-se também que poderiamos ter calculado o ntimero de esferas
(magas), pensando no aglomerado que se forma ao redor da M, que seria no formato
de uma esfera, que tem seu raio de contégio na 2° camada, depois para a 3° camada
e assim por diante até atingir as paredes da bin (ver Figura: [2.1). Para que a esfera
v tangencie as paredes internas da bin, seu raio deve ser aproximadamente igual a 7pu.
Para tentar aproximar mais da realidade, vamos verificar a relacao entre os volumes

) 4
da esfera e do cubo. Sabe-se que o volume de uma esfera v deraioré V,, = - -7 - 3

3
e Volume do cubo que contém a esfera v é Vi = (2r)% = 8r°

V. s
- = —-=0,52306
V;:ubo 6 ’

Como o nimero de magas na caixa ¢ de 3000, temos dentro da esfera v = (0, 5236) -
(3000) = 1570, que nao é um ntmero longe do calculado anteriormente com as somas

por camada, logo esse modelo é razoavel.

Analisando as mag¢as do canto na camada central ou ZERO

Analisando a propagacao da podridao como uma esfera em expansao, percebemos
que ainda falta determinar o nimero de macas nos cantos da caixa, pois a propagagao
cessa nas paredes da bin, mas os cantos estao mais distante desse raio de contagio,
assim podemos pensar em quantas macgas tem em cada novo raio maior do que 7x na

camada zero Cy, que esteja contido na caixa, conforme Figura [2.26
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Figura 2.26: Circulo ¢ de raio 7pu.

Uma maneira simples de determinar a quantidade é contar as macas por camada
na expansao dos raios da esfera v é por contagem empirica, teremos o total de macas
nos cantos (M,.) dados por M, =T — S; ou seja, M, = 3000 — 1483 = 1517.

Iremos considerar o circulo § em expansao de raio “nu”, tal que ¢ de raio 7, contenha
todas as magas da camada central até as paredes da bin, que ja sabemos de [2.22] sao
A; = 169.

Portanto, quando esse circulo 9§, tiver raio 8, ou seja, ultrapassando as paredes da
bin, s6 teremos macas nos cantos da bin. Estaremos na camada central exatamente
no estagio 8 (Cy X Eg), onde contaremos todas as magas que tangenciam as magas
contidas no circulo ¢ de raio r = 7u. Desta maneira teremos aproximadamente 5

magas em cada canto, conforme Figura [2.26] as de cor rosa.
No estagio 9, da camada central (Cy X Ey), as macas externas ao circulo ¢ de raio

9u serao aproximadamente 4, pois como se trata do proximo estiagio, as macas estarao

organizadas em triangulos conforme Figura [2.11] porém, algumas delas ndao podem ser
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contadas pois estariam cortadas para caber no canto, ou seja, teriamos 3 macas inteiras
em cada canto. Assim o niimero de macas no proximo estagio seria 3, mas pelo mesmo
motivo s6 teremos uma maca no proximo caso. Estes valores nao condizem com a
organizacao de piramide de circulos, justamente por estarem condicionadas ao canto
da caixa. Vide Figura [2.27] onde podemos verificar a formacao de triangulos cujos
lados sao as paredes da bin no canto e a quantidade de macas que formam o terceiro

lado do triangulo.

Figura 2.27: triangulos formados pelas paredes da bin e as macas do canto

Percebe-se que no triangulo VEF, da Figura[2.27, o lado EF é formado pelas macas
externas o circulo ¢ de raio 7, ou seja, estagio 8 temos 5 macas inteiras, ja no triangulo

VCD, o lado C'D é formado por aproximadamente 4 macas, porém, inteiras sao so 3.

Ja no estégio 10 da camada central (Cy X Ejp), as magas tangentes aos circulos
(magas) contidas no circulo de raio r = 10y serao aproximadamente 1 (uma) em cada
canto. Para o circulo de raio 11u, ou seja, estagio 11, jA nao haverd nenhuma maca
contida na bin e assim por diante até o estagio Ej3 que serd o maximo até que todas

macas sejam contaminadas.

Assim resumindo temos:
o (y X Eg: 4 x5=20;
e (0 X Ey:4x3=12;
e (y X Fjp:4x1=3;

° 00XE1114><0:0.
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Analisando as mag¢as do canto das camadas acima da camada central

Agora vamos analisar as macgas nos cantos da bin para as camadas acima da camada
zero, conforme Figura[2.26] percebemos que a cada estagio apos a primeira contamina-
¢cao o nimero de macas afetadas no total é maior que a camada zero Cy, em 3 unidades,
ou seja, se na camada Cy X E7 teremos 42 macas podres, na camada C; X FEg teremos
45 magas podres. Vale ressaltar que na camada 1(C}), o estagio Eg é o sétimo ciclo de

contaminacao desta camada. Assim:

01XE8:P8:45

Cy X Eg =1-4 =4, conforme Figura [2.26

Nos proximos estagios dessa camada nao teremos mais magas podres, pois ja atingiu

o canto da bin.

E facil ver que o ntimero de macas nos cantos das camadas de indices pares para
estagios sucessivos se repete conforme a camada zero. Assim, para cada estagio apos

o contato com as paredes da caixa teremos:

CUXEg = CQXEQ = 04 = .= CGXEll = 20,
O()XEQ == OQXElO == 04 = ... = C6XE12 == 12,
00XE10 - CQXEll - C4 = ... = CGXElg - 3

Apos essas etapas ja se contaminou todas as macas desta camada.

Também podemos verificar que o mesmo ocorre para as camadas de indices impares

e estagios sucessivos.

01XE9 == CgXElU = C4 = ..= C7XE12 == 47
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01XE10 = CgXEH = C4 =..= C7XE13 =0.

Apos a organizacao desses dados podemos analisar a Tabela[2.8], para constatar como
se d& a propagacao da podridao até o estagio F; de cada camada, onde a contaminacgao
segue uniforme e crescente, ja do estagio Eyg de cada camada em diante a propagacao
¢ mais lenta e desigual, pois o nimero de macas nao ¢ a mesma nos cantos para as

camadas de indices impares.

Tabela 2.8: Contaminagao por Estégio: Modelo Geométrico. Fonte: [6]

Ey| Ey| Ey| By | Ey| Es| Eg| Er| Es| Eg | Erg| Evi| Er2| Ei3| Total
C 4827133139 [45 |4 [0 196
Cé 3712413036 [42 [20 [12 [3 | 204
Cs 27 [21[27[33[39 [45 [4 [0 [0 [196
Cl 191824303642 [20 [12 [3 [0 |204
Cs 12]15[21[27[33[39]45 [4 [0 [0 [0 196
Cy 7 [12]18[24[30|36[42]20 [12 [3 [0 |0 [204
C 3 19 [15]21]27[33]39[45]4 [0 [0 [0 [0 [196
(Co |1 [6 [12]18]24]30|36][42][20][12[3 [0 [0 [0 [204 |
C 3 ]9 [15]21[27[33]39[45]4 [0 [0 [0 [0 [196
Cy 7 [12]18[24[30|36[42]20 [12 [3 [0 |0 [204
Cs 12]15[21[27[33[39]45 [4 [0 [0 [0 [196
Ci 191824303642 [20 |12 [3 [0 |204
Cs 27 [21[27[33[39 [45 [4 [0 [0 [196
Cé 3712413036 [42 [20 [12 [3 | 204
C- 48127133139 [45 |4 [0 196
Total | 1 | 12 | 44| 96 | 170 264 380 516 524 450| 327| 168| 38 | 6 | 2996

Observac@o sobre a Tabela os nimeros na cor azul, representam as magas nos

cantos de cada estagio por camada.
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Assim o total de macas podres podem ser contadas por estagio F,

Su =Y E; Sabendo que 1 < S,, < 3000 .
7=0

Onde,
(Sn) = {1,13,57,153, 323,587,967, 1483, 2007, 2457, 2784, 2952, 2990, 2996 }.

Observe que no 6° estagio, a soma das macgas podres é 967. O que nos
motivou a destacar essa informagao foi o fato de que na Secao [2.2.1] utilizamos um

valor muito préximo a esse.

Ao analisarmos os dados do grafico do Modelo Discreto na Figura [2.2§] e com-
pararmos com os dados do grafico do Modelo Continuo 2.3] podemos constatar que
a propagacao da contaminagao da podridao em magas nao é crescente em todos os
estagios como parece demonstrar no grafico do Modelo Continuo [2.3) que mostra a

quantidade de macas contaminadas em relagao ao tempo.

Velocidade da doenca

- /N
; y \

NE de Macghs
Lok
"]
J

Figura 2.28: Evolucao da propagacao por estigios. Fonte: [6]

Essa diferenca ocorre porque os dados comparados sao distintos, desta maneira
faz-se necessario que transformemos cada estégio F, em tempo “t”. Para a elaboracao

14

desse novo modelo usaremos os dados iniciais apresentados na Secao [2.1] “... em 12
dias 80% das frutas estdo podres”, assim, precisamos determinar em qual estagio se da

essa porcentagem, mas 80% de 2996 é 2397. Mas essa quantidade de macas contaminas
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se d& entre os estagios 8 e 9, conforme podemos verificar a sequéncia apresentada na
Secao [2.3.3, Sg = 2007 e Sy = 2457.

O namero de magas contaminas entre os estagios 8 e 9 sao 450 u. A diferenga entre

os 80% das macas e nimero de magas no Estdagio 8 é 390. Desta maneira 80% das

390

magas ocorre quando: n = 3z = 8,8, que é equivalente aos 12 dias, e cada estégio

12
8,87

a quantidade de macas podres pelo nimero de dias.

corresponde a ou seja, 1,364 dias. Desta maneira podemos montar uma tabela com

Tabela 2.9: S,, em relacao ao tempo t em dias

n t Sy,
1] 1,364 | 13
9 2,728 | 57
5| 6,82 087
6 | 8,184 | 967
8 | 10,912 | 2007
9 | 12,276 | 2457

Observe que para t = 8, temos 970 macas podres, ou seja,

M (8) = 967. (2.32)

Esta informacao da Equagao foi arredondada para 970 e utilizada na Secao

2.2.1| para a construcao do Modelo Continuo Versao II.
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2.3.4 Modelo Discreto: Equacoes de Diferencas

Um dos pontos positivos da modelagem é sempre ter a certeza que por mais que
um modelo encontrado seja bom, sempre pode existir outro modelo que seja mais
atualizado e chegue mais proximo da realidade, ou seja, a superacao de um modelo por

outro melhor faz parte deste processo.

Segundo os dados iniciais do modelo continuo que se considerou a velocidade de
propagacao da doenca ser proporcional a proximidade das magas na bin (pela lei das

massas) e o total de macas podres contadas por estigio pela sequéncia [2.3.3] teremos:
Sn+1 - Sn = Cp - SN : (T— Sn>

Relembrando que T' é a quantidade total de macas e .S, o total de macas contaminadas
na bin. E d4 mesma maneira utilizando um valor inicial procuremos determinar o valor

da constante c, para um estagio maior do que 3, ou seja, n > 3.

Sn+1 - Sn o
So(T = S,)

Cp =

0,000295.

Esses valores podem ser verificados na tabela da Figura [2.29

L Sn T Spt1—5n| T—35x C
1 1 3000 12 2899 0,004001334
2 13 3000 44 2987 0,001133115
3 a7 3000 96 2943 | 0.000572277
4 153 3000 170 2847 0,000390274
5 323 3000 264 2677 0,000305318
B 587 3000 380 2413 0,00026828
7 967 3000 516 2033 0,000262474
8] 1483 3000 524 1817 | 0.000232919
9| 2007 3000 450 993 0,000225796
101 2457 3000 327 543 0,0002451
11] 2784 3000 168 216 0,000279374
12] 2952 3000 38 48 0,00026818
13] 2990 3000 B 10 0,000200663
Média 0,000295515

Figura 2.29: Tabela Equacgao de diferenca com a Média de ¢,. Fonte:[6]
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Posteriormente, teremos o grafico do modelo discreto com equacao diferenca, na
Figura [2.30

3500
3000 |
2500 =

2000 =

1500 B

1000 m

500 =

=]
= O
m
w O

Figura 2.30: Modelo discreto com equacao de diferencas
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2.3.5 Comparacao dos resultados apresentados pelos modelos

Na tentativa de verificar qual modelo chega mais préoximo da realidade decidimos
comparar os resultados apresentados nos modelos continuos, nos modelos geométrico e
o modelo geométrico de diferencas. Para que se alcance o objetivo foi necessério a cons-

trucao de uma tabela e grafico para tal, conforme podemos verificar respectivamente

nas Figuras e

i Tempo | Continuo | Continue | . :
Estagio it diﬁas Vet | Naisey Discreto | Diferenca
0 0 0.999667 | 2031845 1 1
1 1,35 |2,875111 | 41,32935 13 1,886248
2 27 8,259327 | §3.45865 57 2447513
3 4.05 23.647 [166.1214 153 106.5729
4 5.4 67,06035 | 321,62938 323 281,7235
g 6,75 155,2161 | 592 2865 887 578,5229
b 8.1 4776502 | 1005,223 967 1005,576
7 9.45 10568,219 | 1523,846 [ 1483 | 1547945
8 10,8 1831,941 | 2036,828 [ 2007 | 2147 822
g 12,156 | 2455,885 | 2437,363 | 2457 | 2595946
10 13,6 | 2785552 | 269618 2784 | 2851,261
1 14,66 | 2921838 | 2843 58 2952 | 2961706
12 16,2 2972371 | 2921,549 | 2990 | 2993,873
13 17,66 2990341 | 2961,184 | 2996 | 2998,836

Figura 2.31: Comparacao entre modelos. Fonte: [6]

Nesta tabela [2.32] usamos como parametro os varios niveis de estagio, e colocamos
o numero de dias em funcao do nimero de cada estagio. O valor de t é dado pela

expressao t = 1,35 n

Comparacaoentre os Modelos

=g V1. Corminuo Verso

=M. Corminuo Versio

150
120

g 1_Discreto

o
s
£ g1 Discreto Diferenca
=z

Tempo em dias

Figura 2.32: Grafico para comparar os Modelos. Fonte: [6]
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Apos analise dos dados e graficos das quatro versoes de modelo, verifica-se que o
modelo continuo Versao I, é o que tem o grafico mais distante dos outros modelos, isso
nao quer dizer que ele seja ruim ou errado, mas simplesmente para evidenciar que cada

modelo pode ser aperfeicoado e melhorado conforme se analise mais variaveis.

Poderiamos ainda buscar outros modelos talvez mais simples de equacoes de dife-
rencas cujas solugoes também se aproximariam razoavelmente dos valores encontrados
até agora. Para S,, (Soma de todas as frutas podres no estagio n qualquer) e F, (Soma
total de novas frutas contaminadas em cada estagio n), que seriam obtidos a partir dos
modelos discretos anteriores. O que faria a diferenca seria considerar outra hipotese,

tal como:

e Hipoétese: O apodrecimento de novas macas, em cada estagio, é proporcional a

quantidade de frutas podres no estagio anterior.
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Capitulo 3

Da Modelagem a Modelacao: uma
aplicacao de proposta de trabalho e
discussao dos conceitos geométricos

envolvidos

Neste capitulo trataremos o problema da modelagao da propagacao da podridao
em macas, onde serd apresentada a nossa proposta de aplicacao com um olhar para o

problema, no contexto de suas possiveis aplicacoes no Ensino Médio.

Pensar a modelagem e atividades investigativas no contexto do uso pedagégico em
sala de aula ndo é uma reflexdo tdo recente. E possivel encontrar trabalhos ja amadu-
recidos e discussoes detalhadas sobre pesquisas e experiéncias didaticas com a mode-
lagem. Um cendario interessante dessa discussdo estdo presente em Burak (1994) [17],
Skovsmose (2000) [45], Ben (2001) [9], Barbosa (2001) [5], Bassanezi (2002, 2014)[7],
Biembengut Hein (2003) [12] dentre outras obras. Encontramos diferentes pontos de
vistas sobre a forma de tratar e abordar a investigacao e a modelagem, mas um senso
comum de seu potencial investigador, construtivo, descritivo e rico campo para se co-

nhecer aplicacoes, nao s6 da Matematica, como de diversas areas do conhecimento.
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3.1 Uma aplicacao de proposta: Estudos Dirigidos

A proposta de aplicacao foi elaborada pensando em uma forma que permitisse que

os educandos se sentissem mais seguros para expor suas ideias e conjecturas.

Uma vez que os assuntos matematicos a serem explorados sao responsaveis em
nortear todo o trabalho, ao explorar o assunto magas podem vir a tona varios topicos
matematicos diferentes, porém mesmo que os educandos percebessem outros assuntos
a serem explorados, por se tratar de modelacao é que se deve “direcionar” os estudos
dos educandos para os topicos planejados. Dai a ideia de aplicagao da proposta de
trabalho ser por meio de Estudos Dirigidos online (ED) seguido de aulas expositivas
para discussao, compartilhamento e esclarecimentos, além da criagao de “Grupo de
whatsapp”, como os alunos, utilizada como ferramenta que permitisse a realizacao um

trabalho colaborativo.

Por esta necessidade de cumprir os contetidos programéticos dentro de prazos é que
nao nos permite chamar de modelagem e sim modelacao a maneira como sera aplicada

nossa proposta de trabalho.

A criagao de formularios online, para a aplicacao dos Estudos Dirigidos (ED), pos-
sibilitaria que os educandos fossem mais auténticos nas suas respostas, sem receio das
eventuais criticas dos colegas de sala e também iria permitir a analise de dados (res-
postas dos educandos) de forma mais rapida e correta, além da facilidade de acesso
dos EDs pelos educandos, pois poderiam responder os EDs pelo proprio celular (lite-
ralmente ao alcance das maos), o que favorece a busca de ferramentas de auxilio para

resolver cada problema proposto no estudo dirigido pela internet do proprio aparelho.

Contudo, a proposta de trabalho é a aplicagdo de Estudos Dirigidos (ED), em duas
turmas de 2° Ano do Ensino Médio de uma Escola Estadual’] de maneira individual
ou em pequenos grupos, aplicaveis por meio eletronico (online - formularios do google

docs) ou por meio de formulérios impressos, dependendo do que melhor se aplica para

"Escola que estd situada na Regido leste de Goiania, tem 11 salas, sendo que no turno matutino
seis destas salas s3o para as turmas de 2° Ano do Ensino Médio e cinco delas para turmas de 3° Anos
do Ensino Médio. J& no turno vespertino, que seré aplicado os Estudos Dirigidos, tem duas turmas
de 9° Ano do ensino Fundamental, sete turmas de 1° Ano do Ensino Médio e duas Turmas de 2° Ano
do Ensino Médio. Esta unidade de ensino nao tem aulas no turno noturno desde dezembro de 2018.
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cada turma. Para acompanhar o andamento do preenchimento dos Estudos Dirigidos e
possibilitar o trabalho colaborativo foi criado um “grupo de Whatsapp” com cada turma
e dessa maneira, também pudesse ser utilizado para discussao de solucoes entre eles e
para retirar algumas davidas diretamente com o professor. Apos o preenchimento de
cada um dos formulérios do ED, serd proposto uma aula expositiva para a discussao em
pequenos grupos dos resultados encontrados e compartilhamento das novas descobertas

dos educandos.

O primeiro Estudo Dirigido, serd denominado pela sigla ED1, e os demais seguiram
essa notacgao, ou seja, ED2; ED3; ED4 e ED5.

Aplicacao dos Estudos Dirigidos

Para a aplicacao dos EDs, foi necessaria uma preparacao em sala com os educandos.
Primeiramente foi comentado sobre as macas, e questionados sobre o que eles sabiam
dessa fruta, e para enriquecimento de informacoes foram fornecidos textos informati-
vos sobre a maca, inclusive que se encontram neste trabalho. Uma vez que houve um
despertar sobre o tema, foi apresentado a forma com que esse trabalho seria desenvol-
vido, ou seja, eles teriam que responder questoes sobre o problema da propagacgao da
podridao em macas, de forma dirigida, de tal maneira que fossem explorados as etapas

da modelacao e os topicos desejados.

Foi dado um exemplo de como preencher o EDI, ressaltando a importancia do
preenchimento sob seu olhar diante do problema, pois nao havia respostas certas ou
erradas, mas formas distintas de abordar o mesmo assunto. Em seguida foi passado
o link, que permitiria o acesso ao ED1, percebemos o entusiasmo e curiosidade inicial

dos educandos em conhecer o material.

Ao receberem a informagao que os assuntos matematicos a serem explorados depen-
diam da necessidade deles em resolver as possiveis situacoes problemas, eles ficaram
receosos, mas aceitaram a ideia. Para acalmar um pouco a ansiedade deles em saber se
estariam indo pelo caminho certo, mais uma vez foi esclarecido que nao havia respos-
tas certas ou erradas e que o material iria proporcionar um estudo dirigido de modo a

indicar uma direcao, em que s6 cabia a eles tentarem resolver, e que a liberdade para
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pesquisar na matematica, uma forma de auxiliarem na problematica levantada era de
responsabilidade deles. Nesta apresentacao do EDI1, foi também criado o grupo de

whatsapp, para que houvesse o trabalho colaborativo de todos.

Os educandos relataram que o preenchimento dos EDs foram complicando a medida
que iam avancando nos estudos, e cada vez mais tinham que procurar no “escuro”,
pois, sabiam que tinha um conteiido matematico que iria os auxiliarem, porém nao
sabiam qual. Nesse aspecto foi percebido o incomodo deles, pois estavam acostumados
a serem norteados sobre a matéria que iria ser estudada para depois propor resolucao
de problemas. Também foi percebido que alguns educandos temiam explorar assuntos
nada a ver com os objetivos. Foi esclarecido que eles tinham essa liberdade, desde que

fossem focados nos questionamentos de cada ED.

Nas aulas posteriores a cada ED, foi observado a inquietacao de alguns educandos
com essa proposta, pois eles queriam saber que assunto deveriam pesquisar, até mesmo,
onde poderiam encontrar aquelas perguntas de cada ED, para nao terem o perigo de

errar. (queriam voltar ao tradicional, onde se sentem mais tranquilos).

Os Objetivos dos Estudos Dirigidos

Cada Estudo Dirigido tem seu Objetivo claro e grau de abstragao gradativo de modo
que os educandos se sintam motivados inicial e posteriormente desafiados a encontra-
rem uma solucao, ou seja, um modelo para o problema levantado em cada Estudo Diri-
gido, conforme as Etapas de modelagem descritos na Sessdo{l.2] na pagina [I7] segundo
Bassanezi [6]. Porém com as adaptagoes de tal maneira que possa ser considerada

Modelacao Matematica.

Este trabalho sera utilizado como parte do computo de notas do 3° bimestre dessas
turmas. Os Estudos Dirigidos foram disponibilizados para todos, inclusive para aqueles
educandos que nao tinha acesso a internet, via formuldrio impresso. A seguir iremos
relatar os objetivos de cada ED, assim como a andlise dos Estudos Dirigidos 1, 2 e 3
que foram aplicados, discutidos, compartilhados e analisados para que se alcancasse os

objetivos almejados, valorizando todas as respostas e participagoes dos educandos.

Em resumo, teremos trés partes para cada ED.
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1. Com o Estudo dirigido: Experimentagao, Abstracao, Resolugao (Etapas da Mo-
delacio);

2. Grupo de whatsapp: Trabalho colaborativos, tirar dividas e compartilhamento

de ideias entre alunos;

3. Aula Expositiva: Trabalho colaborativo ao participarem das discussoes, além da

Validagao e Modificagdo (Etapas da modelagao)

3.1.1 Os Objetivos dos Estudos Dirigidos 1, 2 ¢ 3

Os EDs foram aplicados de maneira a explorar as etapas da Modelacao Matematica,
vistas na Sessao [1.3} onde as adaptagoes necessarias para que pudesse ser Modelacao
Matematica, foram realizadas na Etapa da “Abstracao”, segundo Biembengut [11], é
nessa etapa que consiste a diferenca de modelagem e modelagao, pois com o planeja-
mento do professor e preparacao seré possivel explorar assuntos dentro do cronograma
e curriculo. Nesta turma em especial os conceitos especificos sao, dentro da geometria
plana: circulos, circunferéncias, retangulos e medidas de area; e na geometria espacial;
esferas, prismas e volume; ji em sequéncias, Progressao Aritmética (PA)e Soma dos

termos de uma PA.

Objetivos do Estudo Dirigido 1 (ED1)

No ED1 (veja Apéndice [A]), sera fornecido a situagao problema da propagagao
da podridao em macas e alguns dados iniciais que despertem o interesse da turma
pelo tema, nessa fase os educandos estarao na Etapa da Experimentagao, segundo
Bassanezi [6], porém sera enfatizado ou dirigidos de modo que sejam explorados mais
os topicos de geometria. Para isso eles terao acesso aos dados da situagao problema

real, via textos, figuras e videos.

Nesse ED1, espera-se que os educandos sejam capazes de representar geometrica-
mente tanto a bin quanto as macas. Serd proposto neste ED1, que eles desenhem
o fundo da caixa e as macas forrando o fundo. Identifiquem o fundo da caixa, por um

retangulo ou quadrado e as macas por um circulo, ou circunferéncia.
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Ao apresentar a situacao problema real, espera-se que eles se sintam agucados e
despertem a curiosidade sobre o problema e busquem a interpretacao dos dados, ou
seja, selecionem os dados relevantes e as representem por meio de variaveis, percebam a
problematizacao e dessa maneira possam conjecturar e levantar hipoteses, mesmo que
sob o olhar deles, simplificando se necessarios algumas das variaveis ou informagoes
para melhor representar as variaveis, passando nesse momento pela etapa da modelacao

Abstracgao.

Em posse dos dados do problema busquem solugoes (etapa de modelagao: Resolu-
¢ao0), ou seja, obtenc¢ao de um modelo. Mesmo que seja considerado ou classificado
como simples representar a maca por meio de um circulo e a caixa por meio de um
retangulo, julgando que estes conceitos estejam ao alcance da turma, serd exigido que
busquem conceitos que sistematizem os assuntos abordados, como relacionar a quan-
tidade de macas que ocupam o fundo de uma caixa qualquer com o assunto calculo de
area de figuras planas, tais como a do retangulo, porém utilizando como unidade de
medida a maca.

Nessa etapa da Resolucgao, ou seja, obtencao de um modelo, o objetivo é que os
educandos quantifiquem o total de macas necessarias para cobrir somente o fundo de

uma caixa qualquer.

J& a etapa da validacao sera explorada na aula apos conclusao da ED1, onde cada
educando poderd expor suas expectativas e ideias, conjecturas, hipdteses, possiveis
davidas e conclusoes. Espera-se que nessa aula os educandos validem suas respostas,

reflitam sobre cada item e possibilite responder a ED2.

Nessa ED1, o alcance deste objetivo parece ser simples, mas como alguns educandos
nunca tiveram aulas exclusivas de geometria, pode ser que eles desenhem o retangulo
e os circulos, porém, nao saibam identificar nem os nomes, nem os seus elementos e

muito menos suas propriedades, permitindo e exploracao de novos aprendizagens.

Nesse ED1, ainda se espera que os educandos sejam capazes de sistematizar as
dimensoes do fundo de uma caixa qualquer pela medida de macas que ela con-
tém, além de reconhecer ou escrever a expressao matematica que determina

a quantidade de macas que forram o fundo de uma caixa qualquer em funcao

99



das dimensoes da caixa em macas.

Objetivos do Estudo Dirigido 2 (ED2)

De maneira anédloga, os ED2 (veja Apéndice , também passara pelas etapas da

Modelacao Matemética vistas na Sessao: (1.3

No ED2, sera proposto que os educandos percebam que os mesmos objetos geomé-
tricos que foram aplicados no plano nao serao aplicaveis quando considerarmos a bin
como um todo, ou seja, no espaco. Serd proposto que eles busquem representar a caixa

e as magas, so que agora de modo que ocupem do fundo até a tampa (Experimentagao).

Neste ED2, serd proposto a representacao da caixa de macas por outra qualquer,
que pode ser de sapato, que é um objeto que todos conhecem, ou seja, busca-se repre-
sentar a bin por outra caixa qualquer. A busca do objeto geométrico que represente
a maga parece ser mais interessante, e essa parte deixaremos a cargo dos educandos
(Abstracao).

Sera proposto que os educandos consigam representar a bin por um cubo ou
paralelepipedo de base retangular, ji as macas que eles consigam concluir
que o objeto geométrico que melhor a representa seja a esfera. Além de
expressar a lei ou modelo matematico que representa a capacidade de uma
caixa qualquer dado como referéncia a maca, para depois sistematizar como se deu
a construcao do modelo de volume para paralelepipedo de base retangular ou do cubo

(Resolugao).

Objetivos do Estudo Dirigido 3 (ED3)

Neste terceiro estudo dirigido (ED3, veja Apéndice , serd proposto que os edu-
candos sejam capazes de perceber como ocorre a propagacao da podridao em macas,
no fundo de uma caixa, dados a quantidade de macas infectadas inicialmente e a sua

posicao entre as outras.
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No ED3, inicialmente sera proposto a descoberta da quantidade de tangéncias mi-
nimas e maximas que cada maca pode ter no fundo de uma caixa (Experimentagio).
Posteriormente serd proposto que eles percebam como se da a propagacao da podri-
dao no fundo da caixa, dada uma maga podre no centro (Abstracao). Nesta etapa os
educandos estarao mais libertos, podendo montar suas proprias estratégias para chegar
nas respostas (Resolu¢do), nao sera considerado falha se eles ndo conseguirem chegar
na elaboracao de um modelo correto, desde que eles percebam como se d& a propa-
gacao e se for dado um modelo pronto, eles consigam entender como foi elaborado de
forma sistémica, desta maneira os educandos estarao efetivamente modelando de forma

dirigida, ou seja, estao no meio do processo de modelagao.

3.1.2 Analise dos Estudos Dirigidos ED1, ED2 e ED3

A anélise dos estudos dirigidos foram realizados tendo como base as respostas dos
formularios online e principalmente nas discussoes, compartilhamento de informacoes
e davidas que foram levantadas nas aulas posteriores a cada ED (Trabalho colabora-
tivo). E importante ressaltar que ao analisar os EDs, ndo se percebia a emocdo que
cada resposta era dada, porém, no decorrer das aulas que eram dadas posteriormente
ao ED é que era perceptivel verificar os niveis de abstracao, sistematizacao e dividas
de cada educando. Se o meio eletronico permitiu autenticidade nas respostas, as tra-
dicionais aulas presenciais de discussao é que pareciam responséveis em fazer a ligacao
dos topicos propostos e a assimilagao deles. Muitas descobertas e conjecturas s6 foram
percebidas e levantadas nessas aulas, dai a importancia do conjunto: aplicacao de ED,

grupo de conversa via aplicativo e aulas de discussao apoés cada ED.

Analise do ED1

Ao analisar as respostas do ED1, verificamos que dos trés objetivos propostos, se-
gundo as etapas de modelacao, podemos considerar que todos foram bem sucedidos.
Pois, os educandos, analisaram a situagao problema via texto, imagens e videos, abs-
trairam os dados, perceberam a problematizacao e formularam hipoteses. Além de
constatar que a maioria deles conseguiram construir um modelo que representasse a

quantidade de macas no fundo, de uma caixa qualquer.

101



O primeiro objetivo, que era representar de forma geométrica tanto o fundo de uma
caixa quanto as macas que preenchem o fundo dessa caixa, com figuras planas, tivemos
80% dos desenhos com retangulos e circulos, representando de forma correta o que foi

proposto.

Tivemos casos de educandos que na tentava de aprimorar o desenho, julgando estar
muito facil a tarefa, fizeram os desenhos em trés dimensoes, outros ainda desenharam
retangulos para representar as macas. E importante salientar que para a construcio de
modelos nao existe respostas certas ou erradas, pois, o modelo depende das observacoes
e hipoteses levantadas sob o olhar de quem o analisa, dessa maneira podemos dizer que

verificamos respostas nao esperadas.

Para o segundo objetivo que era determinar as dimensoes do fundo de uma caixa
com a unidade de medida maca, nao foi complicado e segundo as respostas deles no
ED1, podemos considerar que todos conseguiram. Ja para o terceiro objetivo que era
determinar o modelo (expressdo matematica), para quantificar a quantidades de magas
no fundo de uma caixa qualquer, verificamos segundo as respostas do ED, que 73,33%
dos educandos conseguiram sistematizacao do que foi proposto, porém ao analisar a
discussao em sala da ED1, percebemos que a maioria deles consigam falar a quantidades
de macas que cabiam no lado maior da caixa e também a quantidade de macas que
cabiam no lado menor e para determinar quantas macas tinham no fundo, era s6
multiplicar o nimero de macas de uma fileira (Lado maior) pela quantidade de fileiras

que cabiam no fundo da caixa (Lado menor).

Dentre as respostas para a questao da quantidade de macas, uma delas me chamou
a atencao, pois estava escrito: “para somar a quantidade de macas de um lado pelo o
outro ...”, mas na escrita do modelo a operacao que ele usou foi a multiplicagao. Essa
resposta apesar dos erros, de expressar que iria somar, quando, na verdade ele iria
multiplicar. Mas, mesmo com esses erros ele demostrou que aprendeu a calcular o

ntimero de macas no fundo da bin.

Na aula marcada para discussao das respostas do ED1, os educandos estavam ansio-
sos para saber quem tinha acertado mais. Depois de acalmar os &nimos e enfatizar que
o objetivo nao era esse, a aula iniciou com a exposicao das respostas deles via graficos,

sem identificacdo dos autores de cada repostas. A discussao teve inicio ao questionar
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o que teria levado eles a pensarem naquelas respostas como corretas? Os educandos
ainda meio receosos em expor suas ideias, comecaram a defender suas respostas se-
gundo o que tinham entendido, e reclamando muito, pois nao sabiam o que poderiam
usar para responder cada questao. Nesses momentos o professor intervinha, afirmando
nao existir respostas certas ou erradas, pois dependia do olhar e entendimento de cada
um e que o mais importante era que suas respostas pudessem ser validadas por eles

mesmos e que nao necessitavam de uma outra pessoa para isso.

Nessa aula muitos tiveram oportunidades de participar, relatar seus pontos de vista
e defendé-los, o professor fez alguns questionamentos durante estas exposicoes, de modo
que pudessem nortear a discussao e também promover a reflexao ou esclarecimentos que
impediam de prosseguir com o trabalho. Podemos exemplificar a divida de como usar
a maca como instrumento de medida, onde foi falado sobre as primeiras maneiras que
o homem utilizou para efetuar medidas utilizando as préprias partes do corpo, dessa
maneira nao se fornecia a resposta e sim uma situagao que eles pudessem relacionar e

serem capazes de responder.

Ainda no decorrer desta aula houve a fala de um educando afirmando que aquela
forma de calcular macas era como determinar area do retangulo. Nessa fala, percebe-se
que houve sistematizacao nao s6 da forma de determinar a quantidade de macas no
fundo de uma caixa qualquer, mas sim uma interconexao de contetidos. Outra duvida
levantada por eles eram “como organizar as macas em fileiras?”. Nao entendiam o termo
“fileira”. Apo0s esse esclarecimento continua com exposicoes de ideias e percebemos que
os educandos tinham entendido o quanto era simples o ED1, e a maioria das respostas
que eles deram de forma insegura elas ja tinham o conhecimento porem sob outra
abordagem, como foi o caso da relacao de como determinar area de retangulos e como
contar objetos em uma caixa retangular quando estes estdo organizados em fila de
mesmo tamanho. Ou seja, o cdlculo é o mesmo, o que muda sao os elementos envolvidos

e a interpretacao da resposta.

Verificamos que a aula foi dinamica e cumpriu com o que estava proposto, ao propor-
cionar a exposicao de ideias e conjecturas dos educandos, esclarecimento de dividas.
Mesmo que o objetivo nao tenha alcancado todos os educandos, pudemos perceber
que houve sistematizacao de contetido e que alguns enxergaram a mateméatica como

ferramenta que auxilia na resolucao de problemas reais.

103



Obs.: O grupo de whatsapp para esse ED1, praticamente nao foi utilizado nem para

discussao de respostas, nem para tirar davidas com o professor.

Analise do ED2

Ao analisarmos as respostas do ED2, novamente tivemos participacao de 60 educan-
dos. A reposta para a questdo: E possivel representar as macas dentro da caixa
de sapatos com circulos ou circunferéncias, lembrando que se pretende en-
cher a caixa? Por qué? Tivemos 39 educandos que deram resposta positiva e ainda
justificaram, ou seja, nao sabem diferenciar circulo de esfera ou simplesmente nao re-
conhecem a esfera como objeto geométrico. Essa confusao entre circulos e esferas, nao
era esperada, e gerou curiosidade para saber o que os motivou a dizerem “sim” para
essa questao. Como resposta eles afirmaram que a maioria se apoiaram no desenho da
ED1, e alguns por falta de atencao nao perceberam que o problema agora era sobre

volume.

Diante da questao 3: Esse objeto que agora ira representar as macgas, além de
largura e comprimento tera também: 38% dos educandos reconheceram como a
terceira dimensao “area ou peso”, 25% como “altura”, 25% como “espessura’” e 19% como
“profundidade”. Acredito que eles nao se atentaram aos detalhes, pois, na questao 7:
Quais seriam os nomes que se dariam para as dimensoes da caixa de sapato?

62% deles responderam: largura, comprimento e altura.

Na questao 9: Como saber ou calcular quantas macas cabem em uma caixa
sem encher essa caixa de maca? Cujo objetivo principal era que os educandos
percebessem que bastaria calcular a largura, comprimento e altura da caixa com a
unidade de medida maca e multiplicd-las. Analisando as respostas, verificamos que
apenas 36,33% dos educandos conseguiram esbogar alguma maneira razoavel de calcular

a capacidade.

Para a questao 10, da existéncia de uma expressao matemaética que fosse possivel
determinar essa capacidade, 83,33% deles afirmaram existir tal expressao matematica,

porém, somente 35% deles conseguiram escrever uma expressao matematica, sendo que
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desses 83,33% apenas 38,00% conseguiram escrever a expressao, nao necessariamente
correta, mais coerente com os dados fornecidos. Dado relevante dessa analise, foi
verificar que dois educandos que afirmaram nao existir expressao matemaéatica para
tal, escreveram uma expressao mesmo que erréonea. O grupo de whatsapp, continuou
sendo pouco utilizado para os fins que ele foi criado, a maioria deles s6 usaram para

confirmar datas, tarefas e horarios.

Na aula destinada para discussao das respostas da ED2, uma vez que os educandos
estavam mais inteirados de como ela iria acontecer, eles ja comecaram levantando suas
duvidas e questionamentos. Percebemos que alguns educandos continuaram com as
ideias propostas no ED1, onde s6 existia uma camada na caixa. A maioria dos edu-
candos queriam ter certeza que todas as camadas da caixa teriam a mesma quantidade
e, mais uma vez foi dado liberdade para que eles elaborarem suas respostas segundo o

olhar deles mesmos.

Essa aula teve mais participagoes e questionamentos, eles estavam incomodados
com a incerteza do estarem certos ou errados, a todo momento solicitavam que eu
desse logo as respostas e pronto. A aula foi conduzida de modo que a cada duvida,
dava abertura para os colegas pudessem expor suas ideias e depois o professor fornecia
exemplos de outras situagoes reais para que eles fizessem analogias e pudessem concluir
ou validar suas repostas. Verificamos que muitos educandos conseguiram determinar
uma quantidade de magas para cada dimensao da caixa (largura, comprimento e al-
tura), mas como no ED2 nao foi questionado explicitamente sobre “Volume” nem sobre
a “Capacidade” de uma caixa, eles nao relacionaram esses conteiidos com o problema,

ou seja, trataram-no como inédito e complicado.

A ideia de volume s6 veio a tona no fim da aula, e se questionaram o motivo pela qual
nao tinham pensado nisso antes, mesmo quando os educandos realizavam os célculos
conforme estivessem determinando o de volume de uma caixa, porém nao conseguiam
relacionavam com Volume. S6 depois dessa aula, que alguns educandos perceberam que
as questoes do ED, eram gradativas ao nivel de dificuldade, mas que iam favorecendo

as solucoes das questoes posteriores do mesmo ED e também dos proximos.

Observamos que quase toda a turma ainda pede correcao para saber quem acertou

ou errou. Como foi retirado deles a possibilidade de usar qualquer instrumento de
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medida, a maioria deles nao conseguiram relacionar a maca como unidade de medida

necessaria para a resolugao.

No fim dessa aula, diante dos apontamentos e davidas, foi lancado um desafio, que
consistia em determinar as dimensoes de um cubo sabendo somente sua capacidade.
Durante a aula a maioria deles nao perceberam que o produto de trés medidas iguais
¢ 0 mesmo que uma poténcia ctbica e que a operagao inversa seria a raiz cibica, dai o
desafio em forma de teste online (Formulario Docs [27]) no Apéndice [F] na pagina [166]
Para tentar sanar essa duvida de modo que os educandos por meio de resolucao de
problemas pudessem sistematizar potenciacao e radiciacdo como operacoes inversas. A
questao era: Quais as dimensoes de uma caixa ciibica, que tem 3000 macas?
Dé as medidas da caixa em macgas. Justifique sua resposta. O desafio foi
direcionado somente para os que se interessassem pela discussao, houve s6 10 resposta,

sendo 4 coerentes ou certas.

Inferimos que esse estudo Dirigido, teve seu alacasse, pois ao passar pela etapa de
Experimentacao os educandos conseguiram perceber o problema coerentemente, ja ao
passarem pela etapa de Abstracao, teve algumas ressalvas, pois, muito deles ainda nao
se enxergavam como agentes construtivos da resolucdo do problema, afirmavam ter
medo de errar, mesmo sabendo que nao existem respostas certas ou erradas, mas sim

interpretacoes erroneas.

Na etapa da Resolugao tivemos poucos casos de construcao de modelos, dessa ma-
neira a Validacao dos modelos, que deveria ocorrer durante a aula apés ED2, também
foi comprometida, mas nao podemos afirmar que nao foram alcancados os objetivos,
pois, houve respostas e afirmagoes que mostraram, mesmo que de forma simples ou

erroneamente, que houve a sistematizacao do que foi proposto.

Analise do ED3

Ao analisar as repostas do ED3, percebemos que os educandos tiveram muitas
dividas e fizeram muitas confusoes, talvez por esse ED3 exigir um pouco mais de
autonomia e respostas mais elaboras. Na opiniao dos educandos esse ED3 nao era tao

trivial quanto os outros EDs.
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Os principais motivos que, ao nosso olhar, dificultaram as solucoes coerentes foram:
Primeiramente o fato dos educandos comecarem a responder o ED3, baseados no pri-
meiro desenho do ED1; em segundo, parece que nao entenderam a ideia de “encostar”
tangenciar outras macas, pois responderam que era possivel encher uma caixa de ma-
cas em que cada uma s6 encostasse em mais uma; posteriormente, o entendimento de
“reorganizacao” das macas na caixa de modo que se tivesse o maximo de tangéncias.
A maioria dele pensaram em modificar as dimensoes da caixa, ou seja, os educandos
foram capazes de preencher o fundo dela em que cada fruta s6 encostasse em duas,

pois, no desenho dele s6 cabiam 4 magas organizadas em fileiras.

Como a maioria dos educandos pensaram em modificar as dimensoes da caixa e nao
reorganizar as macas, foi necessario fazer uma intervencao, de modo que pensassem em
reorganizar as magas de modo que houvesse mais tangéncias possiveis nao as dimensoes
da caixa. Essa reorganizacao é parte essencial da etapa de Experimentacao, e nao
poderia ser comprometida, pois, poderia nos levar para o estudo de outros contetdos
ou tépicos matemaéticos, que nao ruim, quando se pensa em novos saberes, mas nao

podemos perder o foco em cumprir o curriculo e cronograma escolar.

Mesmo apo6s esta intervencao, os educandos ainda continuaram a dizer que nao
existia outro modo de “arrumar” as macas no fundo, senao por meio de fileiras. No-
vamente tentei fazer com que eles pensassem na organizacao de outros objetos, como
garrafas em um freezer, pedi para eles colocarem varias canetas umas em cima das
outras e assim por diante. Depois dessa segunda colocacao e que comecaram a surgir
novas concepgoes de organizagao de coisas arredondadas ou esféricas. Porém, nao con-
seguiam determinar o nimero maximo de tangéncias entre as macas. Solicitei ainda
que pegassem varias tampinhas de garrafa e organizassem elas de modo que uma em
especial encostasse no maior ntimero de outras. Mesmo assim, eles continuaram a dizer
quantidades aleatorias, penso que eles acreditavam que uma vez que ja tinham preen-
chido o formulario ED3, essas discussoes nao iriam acrescentar em nada. Percebo que
a maioria deles ainda estao condicionados em aulas tradicionais, com respostas certas
e erradas, e que a sistematizagao dos assuntos ainda nao é o foco e sim “estar” certo ou

errado.

Foi percebido que os educandos nao estavam se envolvendo muito nas discussoes,

pois nao poderiam mudar suas respostas, entao foi autorizado que eles preenchessem
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novamente o ED3, sem carater obrigatorio, s para os que gostariam de melhorar as suas
repostas ou pensamento, (Somente 10 deles reavaliaram suas resposta e preencheram
novamente o ED3). Durante a aula de discussao das respostas do ED3, nao foram
confirmadas nenhuma resposta como certa ou errada, mas foi questionado a forma
como eles se dedicaram para essa tarefa. Diante da discussao foi solicitado que eles se
dedicassem mais, e nao respondessem por responder, se a questao estivesse complicada

que eles discutissem entre eles ou tirassem suas duvidas pelo grupo de whatsapp.

Ao analisar somente as respostas reenviadas, apenas 6 tiveram suas respostas mo-
dificadas de forma consideravel, a maior delas ainda se prenderam na organizacao das

macas em fileiras de mesma quantidade de frutas.

Os principais objetivos desse ED3 sao:

1. constatar que o niimero minimo de tangéncias sao 4 e que o nimero mMAaximo
sdo 6 (Experimentagao), porém, a maioria dos educandos se confundiram com o
primeiro desenho e ndo reorganizaram as macas para verificar se era possivel 59%
deram como resposta “os nimeros 4”7, 18% responderam 2 e 27% deles dividiram

a opiniao entre 3, 6 e 8.

2. constatar como se da a propagacao segundo o maximo de tangéncias que ele
encontrou para cada magad (Abstracdo). Novamente foi percebido que eles se
confundiram e analisaram a magca podre como estando no canto da caixa, e ainda
analisando uma caixa pequena tal que no maximo se tinha dois estagios de con-
taminacao. Sobre a quantidade de novas contaminacoes dada a maca podre, a
maioria deles, cerca de 60% deram como resposta “o nimero 4”, 18% responderam
“27 e 27% deles dividiram a opiniao entre 3, 6 ¢ 8. Poucos educandos atingiram
esse objetivo, segundo analise de suas respostas no ED3. Porém, em sala na aula
durante a discussao, eles demonstraram capacidade, mas, ao mesmo tempo, se

sentem inseguros em fazer conjecturas.

3. conseguir perceber que a propagacao da podridao se da em forma de uma sequén-
cia (Abstracao). Verificamos que dos 52 educandos somente 25 deles conseguiram
imaginar a propagacao como uma sequéncia, porém, todos escreveram sequén-
cias na questao 11: “Imagine que vocé continuou esse processo por 6 estagios, ou

seja, além dos trés anteriores vocé ainda fez mais trés passos. Qual seria os 6
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resultados obtidos? (digite cada resposta separada por virgula (,). Exemplo: 2,
3,4, 5, 6, ...)" e dessas, menos de 20 tinham alguma fundamentacdo no quesito
ntmero de tangéncias méximas. 17 deles escreveram sequéncias nao aleatoérias e

somente 14 encontraram P.A.

4. escrever essa sequéncia e sua formula ou modelo (Resolugaol). Todos os educan-
dos escreveram uma sequéncia, porem somente 11 conseguiram escrever algum

esboco de modelo para previsao de contagio;

5. modelar a soma de todas as magas por estagio no plano (Resolu¢ao2). Somente
8 perceberam como se d& a soma desses estagios, mas nenhum deles conseguirao
escrever o modelo para tal. Percebemos que dos poucos educandos que consegui-
ram relacionar o problema com o assunto de sequéncias e soma de seus termos,
conseguiram escrever o modelo. Porém, em sala, eles demonstraram saber como

seria a propagacao, a sequéncia e também a soma dos termos da sequéncia.

De modo geral o ED3 teve seus pros e contras. Os pontos positivos foram per-
cebidos uma vez que os educandos conseguiram perceber o problema de propagagao
por tangéncias (Experimentacdo), porém, a maioria deles ndo conseguiram conjecturar
como sendo 6 a tangéncia maxima (Abstracao). Somente 36 es construirdo algum tipo
de modelo de previsao de propagacao de podridao e 11 deles fizeram modelos corretos
segundo suas sequéncias (Resolugao). A validagdo também foi comprometida em par-
tes, pois houve poucas participacoes nessa aula, acredito que a maioria deles nao se
sentiram confortaveis em realizar tantas conjecturas e queria uma certeza se o caminho

escolhido estava certo ou errado.

Como muitos deles tentaram achar uma solucao para o problema, houve a busca
pelo saber, mesmo percebendo que eles se limitaram a caixas pequenas e com a organi-
zacao das macas em fileiras. Nesse aspecto foi positiva a experiéncia, ja pelas confusoes
e dificuldades em interpretacao dos dados e até mesmo por inseguranca deles, medo
de errar, nao buscaram respostas realisticas com o problema, e responderam as ques-
toes, com certo descompromisso, dai os pontos de fragilidades no ED3. O grupo de
Whatsapp para esse ED3 foi mais utilizado, e em varios momentos eles levantavam dis-
cussoes. Houve a participacao de um educando no grupo, que escreveu: “mas alguém

viu PA nessa questao”, veja Figuraf3.1] fazendo referéncia a questao que solicitava que
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completassem a quantidade de novas macas contaminada pela primeira maca podre

(veja a questdo na pagina [154)).

foram contaminadas
pela primeira maga, por
sua vez contaminardo
outras magas. *

Digite sua resposta que completa a
frase agui em baixo

Este aluno guestionou porque o nimero
de mag8s contaminadas no segundo
estdgio deveria ser entre 7 e 14, pois na
caixa que ele pensara so havia 9 magis.
No modelo dele uma conatmina4 e
depois o restante da caixa.

4

Precisa ser um numero entre 7
el14

Eu sugeri que ele

pensasse em uma caixa

Aluno . maior para analisar a
4 v propagacdo -

O educando reconhecendo topicos

de matematica. L Professor

Mais alguem viu PA nessas questées

Figura 3.1: Conversas via Aplicativo.

Quando comecaram a discussoes no grupo, sobre o ED3, ficou mais evidente a
participacao e interesse de alguns educandos sobre a resolu¢ao do problema, e como o
objetivo era justamente que houvesse mais duvidas e afirmacoes no grupo, nao foram
feitas intervencoes sobre as afirmativas dos educandos de modo que eles pudessem
validar suas proprias conjecturas e modelos, mas é relevante ressaltar que o professor
teve que se conter para nao elogiar um educando em questao podendo desmotivar os
outros e encerrando o assunto que poderia render mais cometéarios a partir do momento

que se sentissem mais tranquilos em usar o aplicativo para esse fim.

Na Tabela da Figura verificamos que 30 educandos afirmaram que sao 4 as
tangéncias maximas e 7 deles afirmaram que sao 6. Dessa maneira, percebemos a
confusao que eles fizeram, pois, nao tentaram mudar a organizacao das macas na caixa
e sim diminuir a caixa de modo que o que deveria ser minimo se tornou maximo. Para
alguns educandos nao passavam de 3 o nimero de estigios de contaminacgao, pois, o

numero de macas era pequeno na caixa por eles adotada.
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Namero de N2 de
Tangéncias | alunos
2 5
3 0
q 30 *
5 3
E '.]' =%
7 2
] 5
* Minima
**Maxima

Figura 3.2: Quantidade de tangéncias maximas segundo os educandos

Outras consideragoes sobre os Estudos Dirigidos 1, 2 e 3

Quando foram analisadas somente as respostas do ED1, acreditamos que os objetivos
poderiam ser alcangados mesmo com algumas ressalvas, pois a maioria dos educandos
preencheram o formulario de modo coerente, passando pelas etapas da modelacao.
J& para o ED2 e ED3, ao realizarmos analise somente das respostas dos formulérios,
parecia que nao seriam alcancados os objetivos estabelecidos, havia algumas respostas
muito distantes do que se esperava, talvez pela visao do professor sobre a respostas dos
educandos, que muitas vezes tendem a valorizar mais os erros do que os acertos, ou seja,
para as primeiras impressoes sobre os assuntos abordados, parecia que os educandos
nao iriam sistematizar muito sobre os topicos matematicos almejados. Porém, foi nas
aulas apos cada Estudo Dirigido que cada objetivo parecia ser alcancado, justamente
na etapa da Validacao dos Modelos, pois nessas discussoes era possivel perceber ideias,
conjecturas e hipotese que os educandos pareciam ter receio de expor ao preencher o
formulario. Talvez as afirmativas e ideias surgiam apoés algumas duvidas sanadas ou

pelo clima favoravel para expor seus pensamentos durante a aula.

Verificamos que aplicacao desses EDs e principalmente as aulas ap6s cada ED, per-
mitiram alcancar de forma razoavel os objetivos, podendo desta maneira afirmar que
o meio de ensino Modelagao Matematica tem sua relevancia na melhoria do ensino da
matematica inicialmente nos topicos que essa dissertacao elencou, porém, acreditamos
mediante aos resultados deste trabalho, que ela pode se estender para outros topicos
matematicos (Interconexao de contetdos) e também para outras areas do conhecimento

(Integracdo com outros componentes curriculares), Sem restri¢oes, de tal modo que a
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modelacao matematica pode ser “...um processo que alia teoria e pratica, motiva seu
usuario na procura do entendimento da realidade que o cerca e na busca de meios para
agir sobre ela e transforma-la.”(BASSANEZI, 2014, p.17).

Deixamos a seguir, outras sugestao de propostas de aplicacoes, que podem explorar

outros topicos mateméticos e outras abordagens de como validar um modelo.

Outras propostas de aplicacoes

Os estudos Dirigidos 4 e 5 deixaremos como proposta de aplicagdo, haja visto que
até o Estudo Dirigido 3, tivemos resultados suficientes para realizarmos uma avaliagao
dessa proposta de trabalho, onde a modelagao foi aplicada na busca de melhoria de

ensino em turmas cujo curriculo deve ser cumprido.

Objetivos do Estudo Dirigido 4 (ED4)

No ED4 (veja Apéndice @[), para comprovagao dos resultados obtidos ser& proposto
a criacao de um experimento que simule essa propagacao da podridao em macas no
fundo, de uma caixa, ou seja, no plano. Podera também ser apresentado o experimento
que esta proposto no Apéndice [G| que simula esta propagacdo. Este ED4, permitira
que os educandos tenham contato direto com o problema promovendo o efetivo en-
tendimento, pois, segundo (MORAES, 1998) [35] “A organizagao dos experimentos em
torno de problemas e hipoteses possibilita, por um lado, superar a concepcao empirista
que entende que o conhecimento se origina unicamente a partir da observacao e, por
outro lado, relacionar o contetido a ser aprendido com os conhecimentos prévios dos

educandos.”

Depois dos ED3 e ED4, a proposta é incentivar os educandos a continuarem os estu-
dos e busca do conhecimento ao perceberem como matematicamente essa propagacao

se d& admitindo que cada maca tangencie o maximo de outras frutas, ou seja:

i- Que os educandos percebam que a cada estagio de contégio o nimero de novas

magcas contaminadas seja multiplo de 6;
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ii- Consigam escrever um modelo que determina essa propagacao no plano;

iii- (Desafio) Construgdo de um modelo que determine a soma de todas as macas

podres em cada novo estagio.

Posteriormente serd proposto que eles pensem em como empilhar as magas (For-
necer o texto da Mata, empilhamento das balas de canhao). Avancando ainda neste
ponto da propagacao da podridao, podera ser proposto um modelo de propagacao da
podridao em macas no espago. (Lembrando que esse ndo é o objetivo deste trabalho,

serd proposto apenas como desafio).

Objetivos do Estudo Dirigido 5 (ED5)

Neste ED5 (veja Apéndice [E]), com base em todas as aulas e Estudos Dirigidos
anteriormente, espera-se que os educandos sejam desafiados a responder o “desafio”
que consiste na criacao de um modelo matemaético para a propagacao da podridao em
macas no fundo, de uma caixa qualquer no plano, sabendo apenas a quantidade de
magas infectadas no inicio (uma) e a estimativa de macas podres apos 12 dias(80%
das magas se encontram podres) e a quantidade de tangéncias entre elas. Sabemos
que este modelo é complexo, porém, poderé ser alcancado, uma vez que os educandos
agora em posse de informacoes relevantes e sistematizacao de conceitos matematicos,
se sintam mais capazes e sem medo de errar. E evidente que existe a necessidade de
estudar muito, pois, estimular o conhecimento, a busca da Matemaética para resolucao

de situacoes reais é um desafio e um dos intuitos da modelacao Matemaética no ensino.

Os questionarios dos estudos dirigidos estao disponiveis nos seguintes links:
1. Estudo Dirigido 1: bit.ly/2FragaMaca; (ver em Apéndices

2. Estudo Dirigido 2: bit.ly/2FragaMaca2; (ver em Apéndices

3. Estudo Dirigido 3: bit.ly/2FragaMaca3; (ver em Apéndices

4. Estudo Dirigido 4: bit.ly/2FragaMaca4; (ver em Apéndices [D))

5. Estudo Dirigido 5: bit.ly/2FragaMacab. (ver em Apéndices
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E também em uma versao impressa nos Apéndices [A]

3.1.3 Uma avaliacao das aplicagoes dos estudos dirigidos ED1,

ED2 e ED3

2

A proposta de aplicagdo de Estudos Dirigidos é importante para verificar a ca-
pacidade dos educandos de se envolverem em um assunto, buscar informacoes, ter
disposicao para solucionéa-los, ou seja, modelar o problema, entender como se da cada
etapa da construcao deste modelo. Isso é o que a Modelacao no Ensino da Matemé-
tica sugere como melhoria do ensino matematico. Nesse aspecto, a proposta foi bem
sucedida. Primeiramente, os educandos mostraram interesse pelo tema (maca), desde
que foram questionados sobre o que eles sabiam dessa fruta tao apreciada por todos no
mundo. (Para agucar a curiosidade foi apresentado textos e videos sobre a maga, veja
no ED1 . Posteriormente, houve a busca pela sistematizacao dos topicos matemati-
cos, onde eles perceberam a Matematica como uma ferramenta ttil para a resolugao de
uma situacao real, eles deveriam encontrar meios de solucionar. Diante disso, houve
ainda a quebra da “comodidade”, mudanca de postura, eles nao foram receber conheci-
mento, mas sim buscé-lo, de modo que o conhecimento se torne mais significativo para

os educandos.

Com a ideia dos EDs online, foi possivel perceber a autenticidade das respostas,
pois, cada educando, procurou meios préoprios para solucionar cada questao e conse-
quentemente chegar nas soluc¢oes (modelos). E importante lembrar que nesse processo
nao existem restricoes para a busca das solucoes, ou seja, eles podem realizar pesqui-
sas na internet ou em qualquer outro meio de busca de conhecimentos, o primordial é
que diante dos dados e hipoteses levantadas, eles, sejam capazes de conjecturar suas

proprias estratégias de resolucao de problemas e construcao de modelos matemaéticos.

A cada estudo dirigido, foi dada uma aula expositiva com o tema do ED anterior,
onde o intuito era compartilhar conhecimentos adquiridos e davidas, além de analisar
hipoteses e conjecturas levantadas pelos educandos, mesmo que erroneas. Nessas aulas
percebemos o envolvimento e empolgacao de muitos educandos, mas também o receio
deles, pois, a mudanca no modo de ensinar, onde a busca da solucao é que faz emergir

o conceito matematico, gerou muitas incertezas e medo de errar, haja visto que, estao
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acostumados a simplesmente aplicar (com certeza) o assunto que foi visto na aula

anterior para chegarem nas solugoes dos problemas propostos posteriormente.

Podemos exemplificar essa situacao comoda para os educandos, quando o professor
chega em sala de aula com o tema “Teorema de Pitagoras” define, explica e d4 exemplos,
posteriormente passa uma lista com mais de 10 exercicios de aplicacao do Teorema de
Pitagoras. Dessa maneira o educando nao tem duvida do que ele usaré para resolver
toda a lista, mas agora o maior problema seria decorar a formula, interpretar o problema

corretamente para coletar os dados de forma satisfatoria.

Podemos inferir que cada estudo dirigido, alcancou seus objetivos, pois, a cada ED

mesmo que de forma trivial foi sendo conceituado topicos matematicos.

A proposta do ED1, foi alcancada quando os educandos conseguiram perceber que
os melhores objetos para representar as macas e o fundo da caixa, seria respectivamente
o circulo e o retangulo, além de conseguirem organizar as magas(circulos) em fileiras e
dessa maneira conseguirem calcular a quantidade de frutas que cabem em uma caixa,

sem instrumento de medidas usuais, ou seja, utilizaram a propria maca como unidade

de medida.

Para o ED2, verificamos que os objetivos também foram alcancados, mesmo que
nao tenha atingido toda a turma no primeiro momento. No ED1, que era mais simples,
s6 dos educandos realizarem o estudo dirigido, ja nos permitiu perceber o alcance dos
objetivos propostos, mas para o ED2 isso nao se deu da mesma forma. S6 apés o
esclarecimento das dividas na aula ap6s ED2 com o compartilhamento de informacoes
e novos dados e que a turma conseguiu melhor o raciocinio e perceber a necessidade
de mudar o objeto geométrico plano para um que levasse em considera¢ao outra di-
mensao além da largura e comprimento, pois, agora o volume era relevante. Chegaram
ao entendimento que a esfera e o cubo seriam os objetos geométricos que melhor re-
presentariam respectivamente as macgas e a bin. Além de conseguirem representar as
dimensoes da bin por meio das macgas e também conseguirem chegar no modelo de

capacidade de uma caixa qualquer com unidade de medida maca.

J& para o ED3, os educandos nao conseguiram a priori pensar em uma nova or-

ganizacao das macas no fundo da caixa, por mais que as questoes sugerissem novas
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respostas, eles ainda se prenderam ao fato delas sempre estarem organizadas por meio
de fileiras de mesma quantidade de frutas. Dessa maneira nao fazia sentido as questoes
sobre a quantidade méaxima e minima de tangéncias das macas na caixa. Novamente
apo6s a intervencao do professor, na aula posterior ao ED3, é que ficou claro o motivo de
tantas respostas sem sentido no estudo dirigido, além de verificar que, ao invés de pen-
sarem na mudanga da organizagao das macgas na caixa eles acharam mais conveniente

mudarem as dimensoes da caixa a cada questao.

Apos alguns esclarecimento e novas informagoes foi sugerido que eles refizessem o
ED3, porém, somente 10 educandos se sentiram motivados. Acreditamos que o motivo

por tao poucos terem refeito o ED3, foi a resisténcia em refazer atividades propostas.

De modo geral com aplicagao do meio de ensino “Modelacao Matematica no Ensino”
por meio dos Estudos Dirigidos, verificamos que esse meio de ensino é aplicavel e tem
resultados satisfatorios, desde que haja uma preparacao tanto do professor quanto dos
educandos envolvidos nesse processo. Nao se pode pensar que simplesmente o professor
vai chegar em sala e comecar a trabalhar modelacao e que todos os problemas de ensino
matematicos estarao resolvidos, mas deve ser considerado como mais uma ferramenta

do uso pedagdgico em sala de aula.
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Capitulo 4

Conceitos geométricos aplicaveis e

experimento

Nesta Secao, iremos mostrar as possiveis aplicacoes que os educandos podem, du-
rante a busca da criacao de um modelo para a situagao problema da propagacao da
podridao em macas, se depararem, no estudo da geometria e também alguns outros
topicos de Matematica que podem ser explorados conforme a necessidade ou disponi-

bilidade de tempo que cada grupo de estudo possa ter.

A primeira atividade é propor a pesquisa com o tema (maga), analisando as véarias
fases, plantio, colheita, estocagem, logistica, perca de produgao (prejuizo) e venda ao
consumidor final. Levantar a enquete; onde ou em que estagio se d4 a maior perda da

producao (prejuizo)?

Buscar dados que possam ser o ponto de partida para a busca da solucao, problema.
Nesse caso o professor podera disponibilizar os dados segundo o trabalho de Bassanezi
[6], para agilizar a pesquisa, pois, o foco nao seria a pesquisa, mas sim a construgio de
modelos a partir de dados iniciais. A ideia principal com o levantamento de dados é
instigar, provocar nos educandos a curiosidade de estimar a perda da produgao (pro-
pagacao da doenca) a cada dia? O que é um modelo? Se existe um modelo que retrata

essa situacao?
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Para a realizacao do planejamento de trabalho deve-se analisar.

Os topicos matematicos que precisaremos para retratar o problema da propagacao

da podridao em magas;

Os temas que atendem ao curriculo escolar?

Até que ponto os educandos podem explorar sem prejudicar o andamento do

curriculo;

A capacidade de resolucao de problemas e conjecturar modelos.

Se a percepcao dos educandos enquadrar a geometria como melhor meio (inicial)
para solucionar o problema, iremos dar continuacao ao tema, caso contrario cabe ao
professor propor ou interferir, pois, ele tem um objetivo a cumprir dentro contetido

programatico.

Espera-se que os educandos sejam capazes de representar por meio de objetos ge-
ométricos tanto as magas quanto a bin (No plano e no espago). Nesse estagio deixar
que os educandos sugiram e discutam o melhor objeto geométrico. Faz parte do plane-
jamento essa etapa, para depois explorar tudo que seja relevante ao estudo do modelo

e que atenda ao curriculo escolar.

Os objetos geométricos esperados sao:

i- O circulo ou circunferéncia, para representar as macas;

ii- O retangulo ou quadrado para representar o fundo da bin;
iii- A esfera para representar a maca no espaco;

iv- O cubo para representar a bin.
Obs.: Podem surgir no meio das discussoes outros objetos geométricos e questi-
onamentos nao esperados, dai a necessidade do preparo do professor para lidar

com a modelacao conforme visto na pagina [122
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Apos a pesquisa e coleta de dados verificar que a propagacao da podridao se da por
contato direto, logo sugeri qual seria 0 nimero minimo e o maximo de tangéncias, ao
reorganizar as macas na bin. Posteriormente analisar como o contégio se efetua, tanto
da forma mais lenta (com menos tangéncias entre as frutas) quanto da mais rapida
(com o nimero de tangéncias maximas). Diante dessas verifica¢oes propor a tarefa aos
educandos de avaliar e determinar o minimo e o maximo de tangéncias entre as macas

tanto, no fundo da bin quanto nela como um todo.

Devemos ter o cuidado em auxiliar os educandos na escolha dos melhores objetos
geométricos para representar cada situacao, no plano e no espaco, de modo que a tarefa
nao se torne complicada e consequentemente frustrante. Apoés essa busca de dados,
possibilitar as conjecturas. Posteriormente, propor meios concretos que comprovem
as conjecturas de organizacao das macgas na bin, assim como o ntimero de tangéncias

minimas e maximas.

Nesse estagio da modelagao a construcao dos modelos pode ser complicado, pois,
agora sera sugerido modelos por meio de expressoes Matematicas. Devemos estar pre-
parados para valorizar cada participagao dos educandos e também os erros que fazem
parte essencial para se chegar na solucdo do problema. E possivel que os educandos
percebam o funcionamento do modelo e mesmo assim nao consigam escrever o modelo,
e mesmo assim, pode-se considerar que o contetddo foi assimilado de forma sistémica
conforme Bassanezi [6], modelacdo “ ... é apenas uma estratégia de aprendizagem, onde
0 mais importante nao é chegar imediatamente a um modelo bem-sucedido mas, cami-

nhar seguindo etapas onde o contetido mateméatico vai sendo sistematizado e aplicado.”

Varios topicos matematicos podem ser explorados, tais como:

e Sequéncias e termo geral, Progressoes Aritméticas e Soma de termos;

Sequéncia de recorréncia;

Novas unidades de medida com a maca;

Area e volume;

e Méaximos e Minimos em uma funcao;

Estimativa entre outros.
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Simplificagcao do problema

Questionamentos que podem ser realizados para provocar a busca pela solucao do

problema.

1. A macgas sao esféricas?

2. Qual a forma da bin?

3. Quantas magas cabem em cada lateral da bin?

4. Como determinar a tangéncia de esferas?

5. Qual tangéncia devemos considerar (maxima ou minima) para o estudo da pro-
pagacao?

6. Se 3000 frutas cabem em uma bin cibica, quais as dimensoes da caixa em unidade
de maca?

7. Como se propaga a doenga se as magas fossem circulos? (experimento), O que se
observa no experimento? Se uma maca esta podre no centro da bin e a tangéncia
méaxima é 6, como se dara o proximo estigio da doenca no plano?

8. Qual relacao temos com a numeracao do estigio a soma das macas podres no
modelo a ser construido?

9. E possivel estabelecer uma relacao com o espaco? Ou seja, quantificar os estagios
de contaminacao uma vez que a maca podre se encontra dentro (centro da bin)?
Teria como provar por meio de um experimento?

10. Quais os conteidos foram explorados? Houve necessidade de aprender quais
conceitos? Relembrar quais?
11. Quais conceitos extra curriculo regular foram vistos ou buscados? (por exem-

plos equagoes diferenciais, derivadas, integrais, equacoes ordinarias, limite entre

outros).
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4.0.1 Uma proposta de aplicacao e discussao dos conceitos

geométricos envolvidos

Para Bassanezi [0], os problemas em aplicar a modelagem, como tempo e inex-
periéncia, sao dificuldades que podem ser minoradas quando modificamos o processo
classico de modelagem, levando-se em conta o momento de sistematizacao do contetido
e utilizando uma analogia constante com outras situacoes problemas. Essa alteragao
no processo da modelagem com intuito de adequar aos cursos regulares se denomina

Modelagao Matemadtica.

A modelagem no ensino é apenas uma estratégia de aprendizagem, onde o
mais importante nao é chegar imediatamente a um modelo bem-sucedido,
mas caminhar seguindo etapas onde o conteido matematico vai sendo siste-
matizado e aplicado. Com a modelagem o processo de ensino-aprendizagem
nao mais se da no sentido unico do professor para o aluno, mas como resul-
tado da interacao do aluno como seu ambiente natural...

...A proposta deste texto é sugerir a modelagem matemética como uma es-
tratégia a ser usada para o ensino e aprendizagem de Matematica em cursos
regulares ou nao e neste contexto recebe o nome de Modelagao Matematica
(modelagem em Educaco).(BASSANEZI, [6])

Temos ainda Biembengut [I1], reforcando a ideia que é possivel aplicar uma me-
todologia que busque o conhecimento nos moldes da modelagem e seja aplicavel no

ensino regular.

Em cursos regulares, nos quais hd um programa a ser cumprido - curriculo
- e uma estrutura espacial e organizacional nos moldes “tradicionais” (como
¢ a maioria das instituigdes de ensino), o processo da modelagem precisa
sofrer algumas alteragoes, levando em consideracao principalmente o grau
de escolaridade dos alunos, o tempo disponivel para que terdao para o traba-
lho extra classe, o programa a ser cumprido e o estigio em que o professor
se encontra, seja em relagao ao conhecimento da modelagem, seja no apoio
por parte da comunidade escolar para implantar mudancas. O método que
utiliza a esséncia da modelagem em cursos regulares com programa deno-
minamos modelagao Matematica.(BIEMBENGUT, 2000, p.18)

A diferenca entre Modelagem e Modelagao consiste no fato da primeira buscar o
conhecimento matematico seja qual for e até mesmo criar novos modelos matematicos,

ou seja, realizar descobertas diante de uma situacao real, nao se preocupando com o
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tempo de assimilagao e nem em cumprir cronogramas, ja a segunda alia e ajusta a
modelagem e suas etapas com os conteiidos programéaticos almejados e cumprindo o
cronograma, ou seja, o intuito nao é realizar novas descobertas em contetidos diversos,

mas sim explorar os conteiidos programaticos.

A modelacao Matemética como proposta de ensino matematico, propoe trabalhar
com conteudos complexos por meio de um modelo aplicado, e para isto o professor
devera estar preparado para trabalhar com essa nova metodologia para que tenha éxito
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no ensino. Segundo Biembengut [11](2009), “ seja como for, um modelo matemético

retrata, ainda que em uma visao simplificada, aspectos da situacao pesquisada.”

Porém, para a implementac¢ao da metodologia de modelacao Matemética é necessaria
uma preparacao por parte do professor, uma verdadeira sondagem tanto do piblico alvo
quanto da situagao problema. Biembengut [11], sugere ainda cinco passos: Diagnostico,
Escolha do tema ou modelo mateméatico, Desenvolvimento do contetido programaético,

Orientacao de modelagem e Avaliacao do processo.

Para a aplicagao da nossa proposta de trabalho sera realizado os cinco passos segundo

Biembengut, da seguinte maneira:

(1) Diagndstico Sera realizado os levantamentos da turma, o niamero de educandos,
a realidade social, o grau de conhecimento matematico e a disponibilidade dos

educandos para a efetivacao do planejamento;

(2) Escolha do Tema ou Modelo matematico O tema escolhido foi a propagagao
da podridao em macas, para explorar conceitos geométricos e criacao de um

modelo matematico;

(3) Desenvolvimento do contetido programatico E nesse momento que a Mo-
delacao se concretiza de fato, pois, no desenvolvimento programatico o profes-
sor segue as mesmas etapas da modelagao; Interacao; Matematizacao e Modelo
Matemdtico, porém, é acrescentado na etapa de matematizacao o conteido pro-

gramatico desejado, que em nosso caso é a Geometria. Que ird permitir definir
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qual a melhor forma geométrica para simular cada maca, calculo de area, para
determinar a area do fundo da caixa de maca, verificar geometricamente se existe
uma disposicao ideal para que elas possam cobrir o fundo da caixa com o maior
numero de macas, depois estender para o volume, ou seja, a capacidade de cada

caixa de macas;

(4) Orientacdo de Modelagem que consiste em verificar se o trabalho esta coe-
rente aos dados e ao que ¢é esperado, pois 0 maior objetivo desse método é segundo
Biembengut (2012) “...criar condigdes para os educandos aprendam a fazer mo-
delos matemaéticos, aprimorando seus conhecimentos.” Desta maneira fujam do
trivial e realmente seja relevante para assimilacido dos contetdos. E necessario
um planejamento prévio e com objetivos claros. Serd proposto um questionario
que dirija os trabalhos sem interferir no processo de busca, mas simplesmente na

orientacao do caminho a seguir;

(5) Avaliagao do Processo. Nesse momento é necessaria uma retomada dos objeti-
vos desejados, para realizar a avaliagao, pois o principal intuito dessa metodologia
é reacender o que o Ensino da Matemética deveria propiciar aos educandos que
é a capacidade para enfrentar e solucionar problemas, saber realizar pesquisas,

utilizar-se das tecnologias entre outras.

4.1 Conceitos matematicos presentes em diferentes
abordagens do problema da propagacao da

podridao em macas

Relembremos que o estudo sobre a propagacao da podridao em magas, que apre-
sentamos aqui é baseado nas experiéncias do Prof. Dr. Rodney Carlos Bassanezi,
apresentadas no livro: Temas & Modelos, 2012, no capitulo 5: “Propagacao da Podri-
dao em Macas”. Bassanezi ainda relata que com esse tema, maca, foi possivel abordar

alguns topicos de Matematica:

i) Geometria: Da escolha do objeto geométrico que melhor representa a frutas até
o calculo do volume da fruta e a relacao volume da esfera com o volume do cubo

entre outras;
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ii) Equagoes: Diferenciais: quando ao analisar os dados e as necessidades do manejo
da fruta na frigorificagdo, se propuseram a construir uma esteira ideal para o

tanque de resfriamento;

iii) Estatistica: Quando se analisa os melhores processos de plantio, distancia entre

as fileiras e entre as plantas, escolha do tipo de fruta e a producao;

iv) Calculo Diferencial: quando se pensa no processo de armazenamento, maior quan-
tidade de frutas no menor espaco, com possibilidade de movimentacao que um

deposito requer.

v) Mateméatica Fuzzy: ao analisar a subjetividade dos dados, pode-se empregar
modelos variacionais fuzzy, onde as variaveis e/ou os parametros sao considerados

como conjuntos que exibem o grau de pertinéncia de seus elementos.

O educandos ainda continuam tendo um fraco desempenho nas aprendizagens de
Matematica, mesmo depois de varias reestruturagoes no ensino, porém, é preciso que
os educandos se sintam intrigados com situagoes reais e que os professores sejam os
causadores dessa curiosidade e estimule a busca pelo conhecimento e aprimoramento

da interpretacao e capacidade de montar estratégias de resolucao.

Na Educacao Matemética, mesmo com expressiva pesquisa e reestrutura-
¢oes curriculares, o ensino de Matematica, salvo experiéncias isoladas, nao
propicia ao estudante suficiente habilidade para interpretar e solucionar pro-
blemas. Poucas vezes lhes sdo apresentados situagoes-problemas que reque-
rem uma leitura e interpretagao e, a seguir, uma formulacao e explicacao
desse contexto. Sem essa vivéncia, essa capacidade se perde. A Matematica,
em geral, é tratada de forma estanque sem qualquer vinculo; nem entre a
propria Matematica. (BIEMBENGUT [12], 2009, p.225).

4.2 A Importancia do Experimento

Como acompanhar a propagacao da evolugao das macas é algo complexo, almejamos
fazer um experimento, Simulador de Propagacao da Podridao em macas, que serd
construido com recipientes cilindricos (copos descartéaveis) interligados por mangueiras,
simulando a disposicao das macas na primeira camada dentro da caixa. O copo central

terd contato maximo com seis outros copos, e assim iremos interligando-os, de tal
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forma que o liquido ao ser colocado copo central, aqui chamo de camada ZERO, ira
se espalhar para todos os outros copos, por meio das conexoes, e s6 depois iremos
observar o tempo necessario para que um “contaminante” (pigmento), se propague por
cada camada ao redor da camada ZERO, para que o educando possa observar de um

modo prético essa evolucdo. Isso serd descrito com detalhes no Apéndice [G]

Vérias sao a discussoes sobre uma metodologia de ensino que seja melhor, uma delas
sao as atividades nao tradicionais de realizacao de experimentos, que fogem do ambiente
controlado e engessado de cadeiras enfileiradas, e parte para as descobertas, englobando
aspectos como o conhecimento e os saberes que os educandos ja possuem, isso permite
aos educandos participarem de um processo empirico, em que possam compreender o
que estd proposto de uma maneira no minimo mais prazerosa e significativa para a

edificacao do saber.

A organizacdo dos experimentos em torno de problemas e hipdteses pos-
sibilita, por um lado, superar a concepcao empirista que entende que o
conhecimento se origina unicamente a partir da observagao e, por outro
lado, relacionar o contetdo a ser aprendido com os conhecimentos prévios
dos alunos. Entretanto, problemas dessa natureza geralmente nao se en-
quadram bem em disciplinas especificas, exigindo uma abordagem inter-
disciplinar. Isto nos leva a uma outra caracteristica das experimentacgoes
construtivistas que é o envolvimento de varias disciplinas ao mesmo tempo,
sendo possivel demonstrar para os alunos que todas elas estao interligadas.
(MORAES [35], 1998, p.116).

Os problemas apresentados na escola, muitas vezes nao chegam nem na
avaliagao porque, em geral muito pouco tem a ver com a realidade. Muitos
problemas, alids, nem tocam em algum cotidiano, isto é, o livro-texto ou o
professor dao a equacao e mandam os alunos resolverem-na, ou seja, estamos
muito acostumados a trabalhar os problemas na categoria de exercicios de
reconhecimento, de repeticao, de algoritmo e eventualmente, problemas de
aplicagdo.( Meyer, Caldeira e Malheiros [34], 2018, p.29) .

Proposta de Aplicacao em Sala do Experimento

Como foi proposto no ED4, que os educandos construissem um experimento que
mostrasse ou simulasse a propagacao da podridao serd o momento de trocar experi-
encias e anotar os possiveis erros e também os sucessos. Essa proposta visa estimular

o fazer matematico, ter contato direto com uma situacao problema. A exposicao dos
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experimentos tanto dos educandos quanto do professor ird ocorrer simultaneamente,
pois, nao existe experimento certo ou errado. E importante salientar que cada trabalho

ird representar a forma como cada um interpreta a situacao problema.

126



Consideracoes finais

A elaboracao dessa dissertacdo é norteada pela inquietacdo de contribuir com a
melhoria do ensino de matematica e traz primeiramente a modelagem como uma pro-
posta. Para isso, realizamos um estudo tedrico e metodolégico, porém, a modelagao
matematica foi criada e defendida por autores como Bassanezi [6] e Biembengut [11],
com o objetivo justamente de promover a melhoria do ensino em sala de aula. E como
ja foi citado neste trabalho, a Modelacao é diferente da Modelagem, pois permite ser
aplicada em cursos regulares que tem cronograma e curriculos a serem cumpridos, com
a mesma qualidade da modelagem, além de atender os documentos oficiais PCNs e a

BNCC, que norteiam a educac¢ao na nossa federacao.

A educacao esta sempre em processo de evolucao e que nao se pode pensar em uma
receita pronta e acabada para a melhoria do ensino, mas devemos sempre procurar
meios para que os nossos educandos tenham acesso ao conhecimento significativo, e

busquem-no como ferramenta para solucionar e resolver os problemas do cotidiano.

Dessa forma a presente pesquisa contribui para a difusao e para o estudo da Modela-
¢ao Matematica como Meio de Ensino, ao oferecer dados que embasam teoricamente os
professores que queiram usar a modelacao em sala de aula e ainda se sentem inseguros,

apresenta resultados favoraveis dessa aplicacao.

Este estudo trouxe uma proposta ousada, no sentido de aplicar a Modelagao Mate-
matica por meio de Estudos Dirigidos online, ou seja, boa parte dos trabalhos foram
realizados fora de sala de aula. Os educandos poderiam responder os Estudos Dirigi-
dos (EDs) em qualquer lugar. Os EDs nao eram a parte principal do processo, uma
vez que todas as etapas da modelagao mateméatica pudessem ocorrer satisfatoriamente.

Foram ministradas aulas presencias para as possiveis discussoes e compartilhamento
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de conjecturas e ideias acerca de cada ED, bem como para a verificagao da validagao

de cada modelo encontrado pelos educandos.

Considera-se que o objetivo deste estudo foi alcancado, pois, apresentamos dados e as
analises favoraveis dos resultados de cada ED, que evidenciam a Modelacao Matemaética
como meio que contribui para a melhoria do ensino e que podem ser aplicados em

turmas regulares sem restricoes.

Durante a aplicacao dos EDs foi perceptivel a inseguranca por parte dos educandos,
pois, estavam seguindo linhas de raciocinio distintas. Como estao acostumados a serem
avaliados constantemente e, na maioria das vezes, sao levados a pensarem de maneira
padronizada, a Modelacao Matemaética trouxe esse incomodo, porém, percebemos que
grande parte dos educandos demonstraram ser mais atuantes no processo de ensino-
aprendizagem, pois, demonstraram mais disposicao a encontrarem os “modelos” de cada
Estudo Dirigido.

Devemos lembrar que a modelagao matemaética tem o papel de promover a melhoria
do ensino, como Biembengut [I1], (2009) afirma “[...] ir além das simples resolugoes de
questoes matematicas, muitas vezes sem significado para o aluno, e levi-lo a adquirir
uma melhor compreensao tanto da teoria Mateméatica quanto da natureza do problema

a ser modelado.”

Com a Modelagao houve uma mudanga, pois, o professor nao levava o conteido
e depois propunha uma lista de problemas envolvendo o que foi ministrado para os
educandos. Agora eles deveriam ser atuantes e buscarem na matemaéatica o conteido

que os auxiliassem na busca das solugoes.

Diante da novidade, da mudanca de como eles estavam aprendendo matematica,
muitos educandos perceberam que ficava mais facil entender matematica com situagoes
reais (a Modelagdo). Com essa proposta de trabalho os educandos demonstraram
ter outra percepcao da Matematica, nao como a matéria “dificil” e complicada, mas
como um meio de solucionar problemas, tendo a possibilidade de se tornar prazerosa.
Com a Modelagao Matematica, houve participacao efetiva de alguns educandos, que se
propuseram a resolver todos os EDs, até os que foram apenas propostos como futura

aplicacao.
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Verificamos que ao aplicar os Estudos Dirigidos, parte dos educandos se entusias-
maram com a ideia de conjecturar e levantarem hipoteses, de serem autores de seus
proprios modelos e nao mais uma féormula a ser decorada. Foi o caso dos alunos “X”
e “Y” que mesmo apo6s o encerramento dos trés primeiros Estudos dirigidos, que eram
a proposta de aplicacao para essa dissertagao, continuaram buscando solugoes para o
ED4 e EDb, pois, se sentiram desafiados. Em vérias discussoes buscavam o profes-
sor para esclarecer duvidas, solicitar orientacao para conseguirem resolver o ED5, e
relatavam que iriam persistir até obter éxito. Nessa perspectiva considera exitosos os

resultados, viabilizando a utilizagao frequente no Ensino da Matemética.

Foi perceptivel que para uma parte dos educandos, a mudanca foi além da sim-
ples forma como foram conduzidas as aulas, pois trouxe liberdade para se buscar o
conhecimento além dos livros didaticos, possibilitando que eles atuassem efetivamente
no processo, e ao solucionar problemas reais aliaram a teoria com a pratica, tornado
significativo o aprender, possibilitando que matematica seja compreendida em outra
perspectiva. Corroborando com a ideia de Biembengut (2000) [I1], que “... ir além
das simples resolugoes de questoes mateméaticas, muitas vezes sem significado para o
educando, e leva-lo a adquirir uma melhor compreensao tanto da teoria Matematica

quanto da natureza do problema a ser modelado.”

Este trabalho além de permitir a realizacao uma satisfacao pessoal, contribuiu com
o meu profissional, pois toda a trajetoria até a conclusao desta dissertacao trouxe mais
do que um titulo, agregou conhecimentos, experiéncias, possibilidade de contribuir com
melhoria do ensino. Perceber no olhar dos educandos o encanto das descobertas, do
“fazer” matematica é gratificante, e com a modelacao matematica, verificamos que isso
pode ocorrer de maneira significativa, o que nao torna a tarefa de “Ensinar” mais facil,
porém, pode contribuir com a melhoria do ensino. Todo esse enriquecimento e apri-
moramento foram possiveis pelo Programa de Mestrado Profissional em Matemaética
(PROFMAT) que visa atender prioritariamente professores de Matematica em exercicio
na Educacao Basica, especialmente de escolas piblicas, que buscam aprimoramento em
sua formacao profissional, com énfase no dominio aprofundado de conteido matematico

relevante para sua docéncia.

Deixamos ainda como proposta de aplicagao dos Estudos Dirigidos 4 e 5 e a constru-

cao de experimentos que possibilitem a validagao de alguns modelos. Com os resultados
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satisfatorios dos ED1, ED2 e ED3, ficamos na expectativa de como seria os resultados
dos ED4 e ED5.

Assim, como perspectiva de continuidade dessa pesquisa, percebemos a possibilidade
de aplicagao da Modelacao Matematica como uma das metodologias que favorecem
a educacdo a distancia (EAD), em matematica, mas que pode ser expandida para
outras areas do conhecimento. Essa proposta podera ser formulada ao realizarmos uma
interconexao com outras areas do conhecimento, conforme a proposta da BNCC, e assim
contribuir na qualidade do ensino e possibilitar o acesso em lugares que simplesmente

nao ha a possibilidade de uma escola fisica.
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Apresentando os Estudos Dirigidos Online (ED)

Estes Estudos Dirigidos foram elaborados em uma versao online utilizando Google-
Forms, ferramentas do Google [27], no intuito de oferecer mais liberdade aos educandos
para responderem os questionarios fora do ambiente escolar, permitindo melhorar a ca-

pacidade de resolucao de problemas, pois assim, eles tém menos medo de errar.
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Apéndice A

Estudo Dirigido (ED1

Figura A.1: Estudo Dirigido 1 (ED1) bit.ly/2FragaMaca

03/09/2019 A Maga

A Maga

A maga é uma fruta mundialmente conhecida e é consumida em todos os continentes, tipica de
clima frio. Quando os primeiros colonizadores europeus a trouxeram para o Brasil, as melhores
condigdes para o cultivo ocorreram em Santa Catarina, ao avangar para o Rio Grande do Sul e
Parand, passou a formar, e é até hoje, o principal polo produtor da fruta no Brasil fonte:
(https:/revistagloborural.globo.com/vida-na-fazenda/como-plantar/noticia/2017/05/como-plantar-
maca.html)

Quando saboreamos uma maga nem nos damos conta de toda a logistica até chegar a nossa
mesa, que comega em saber o momento correto da colheita, pois as frutas ndo podem estar
maduras e nem verdes demais. Cuidados especificos sdo necessarios: os catadores devem ter
cautela ao realizarem o manuseio ainda no campo; no trajeto destas frutas até os locais de
armazenagem nao podem ficar expostas ao sol ou a mudangas repentinas de temperatura; quando
chegam aos armazéns refrigerados, elas deverao ficar sob temperatura controlada por um curto
periodo, pois ainda existe o tempo gasto pelo transporte até chegar aos grandes centros de
distribuigdo nas capitais de todo pais, e entdo so6 ai podemos desfrutar da fruta.

A armazenagem das magas ¢ feita em camaras frigorificas onde sdo depositadas em caixas de
madeira bin sobrepostas que comportam aproximadamente, 3000 frutas. Quando alguma maga esta
contaminada com a podriddo, a doenga se propaga rapidamente contaminando as outras frutas ao
seu redor - estima-se que em 12 dias, 80% das magas da caixa sdo contaminadas, comprometendo
posteriormente todo o estoque. (BASSANEZI,2012,p.105)

*Obrigatério
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03/09/2019 Quantas magés tem na caixa? - Parte | - Formularios Google

... magas sdo muito suscetiveis a danos mecanicos, motivo pelo qual ndo devem ser manipuladas além do -
necessario. Devem se tomar as seguintes cautelas na colheita: ndo derrubar as frutas, colher as frutas sadias
em repasses e com estado de maturagdo adequado, sem folhas para evitar riscos de infecgao, e evitar colher
frutas molhadas. As frutas caidas no chdo ndo devem ser colocadas junto com as colhidas. v

Fungos ameaga acabar com produgdo de magas em Santa Catarina.
https://youtu.be/05UCCTfwCz4

Nome completo *

Texto de resposta curta

Turma

Caso vocé ndo seja dos 2° anos, clique em outros e DIGITE sua turma.
2° Ano F
2° Ano G

(+] ) Tr o) o

https://docs.google.com/forms/d/1Uq9_g9L6UszGJFzy-NgkVOC80PJ53P3nm_vbVbFMOy4/edit
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03/09/2019 Quantas magés tem na caixa? - Parte | - Formularios Google

1-Quantas magcés tem na caixa (bin)? Talvez essa pergunta seja sem
sentido porém, quais os dados que vocé necessitaria para responder a
essa enquete?

Dimensdes da caixa (bin)

Dimensdes da maga

~

Dimensdes da caixa e da maga.

2-Agora pense em que vocé esta em um local onde é necessario saber
quantas magas cabem em uma caixa e vocé ndo tem ao dispor
nenhum instrumento de medida. Tem como calcular quantas magas
cabem na caixa mesmo antes de encher a caixa?

Sim

(+] ) Tr o) o

https://docs.google.com/forms/d/1Uq9_g9L6UszGJFzy-NgkVOC80PJ53P3nm_vbVbFMOy4/edit
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03/09/2019 Quantas magas tem na caixa? - Parte | - Formularios Google

desenho que represente somente o fundo da caixa forrado de magas.

Este desenho deverd ser entregue com o seguinte titulo: Macés forrando o fundo da caixa. Veja o modelo
http://bit.ly/2HuTqyg

Quer desenhar online? clique aqui: http://bit.ly/2FraMaca, porém néo serd salvo, entdo apds o desenhar c...

Se preferir pode usar lapis e papel

4-Qual figura vocé usou para representar o fundo da caixa? *

Quadrado
Retangulo
triangulo

Circulo

5-Qual figura vocé usou para representar cada maga no fundo da

6-Quantas magas couberam no fundo da caixa que vocé desenhou? *

7-Se vocé desenhou uma maga do lado da outra, teremos entdao uma
fileira. A quantidade de magas que vocé desenhou na primeira fileira é
igual a todas as outras fileiras que vocé desenhou?

Sim
Néo
|
[ +] =) Tr s [ > ] =
https://docs.google.com/forms/d/1Uq9_g9L6UszGJFzy-NgkVOC80PJ53P3nm_vbVbFMOy4/edit 4/6
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03/09/2019 Quantas magas tem na caixa? - Parte | - Formularios Google

9-Quantas magas tem em cada fileira?

10-Olhando para seu desenho que representa o fundo da caixa
responda: Quantas magas couberam no maior lado?

11-Quantas macgas couberam no menor lado?

12-Como vocé faria para calcular quantas magas cabem no fundo de
uma outra caixa retangular, que pode ser muitas vezes maior do que a
desenhada por vocé. (Tente representar por uma expresséo

Ap6s asecdo 1  Continuar para a préxima segao

Secdo 2de 2

><

Fileiras

[+ =) T aa) o

https://docs.google.com/forms/d/1Uq9_g9L6UszGJFzy-NgkVOC80PJ53P3nm_vbVbFMOy4/edit
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03/09/2019 Quantas magas tem na caixa? - Parte | - Formularios Google

tentando organizar as macgas ok. Depois clique em voltar, logo abaixo

Voltar

(+] ) Tr = o

https://docs.google.com/forms/d/1Uq9_g9L6UszGJFzy-NgkVOC80PJ53P3nm_vbVbFMOy4/edit
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Apéndice B

Estudo Dirigido (ED2)

Figura B.1: Estudo Dirigido 2 (ED2): bit.ly/2FragaMaca2

03/09/2019 Quantas magas cabem na caixa? Parte Il

Quantas macas cabem na caixa?
Parte Il

*Qbrigatorio

Magas na bin

Colheita das magas-carregamento das bins.




03/09/2019 Quantas magas cabem na caixa? Parte Il

Nome completo *

Turma *
Caso vocé ndo seja dos 2° anos, clique em outros e DIGITE sua turma.

O 2°AnoF

O 2°An0G

(O outro:

Sabendo que é possivel saber quantas magas serao
necessarias para encher a caixa até a borda, sem encher de
maca. Um aluno prop6s fazer uma experiencia, utilizar uma
caixa de sapato para representar a caixa da macga. Dessa
maneira, qual objeto ele poderia usar para representar cada
maca? (pense que ele quer representar uma caixa que cabem
muitas magas) *

E possivel representar as macas dentro da caixa de sapatos
com circulos ou circunferéncias, lembrando que se pretende

encher a caixa? Porque? *

Pense que um aluno desenhou em uma folha varias circunferéncias e depois recortou-as, com
intuito de representar as magas enchendo a caixa.

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLScuAuPjaijQTwjflGqQdE6 Tk8mknTzKVZOELWXA1wo_gDWKtnQ/viewform
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03/09/2019

Quantas magas cabem na caixa? Parte Il

Esse objeto que ele ira agora representar as magas além de
largura e comprimento tera também: *

O Profundidade
O Altura

O Espessura
O Peso

O Area

Geometricamente falando, qual o nome que se daria para esse
objeto que ele utilizaria para representar as magas? *

Porque é necessario utilizar esse objeto geométrico? *

Responda a essa pergunta baseando-se na reposta anterior.

Geometricamente falando, qual o nome que se daria para essa
caixa de sapatos? *

Qual seria 0 nome que se daria para as dimensdes da caixa de
sapato?

O Largura e comprimento
O Largura, comprimento e altura
O Largura, comprimento e peso

O Fundo, laterais e Tampa

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLScuAuPjaijQTwjflGqQdE6 Tk8mknTzKVZOELWXA1wo_gDWKtnQ/viewform
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03/09/2019

Quantas magas cabem na caixa? Parte Il

Qual a medida de cada uma dessas dimensoes da caixa, com a

unidade de medida maca?
Ou seja quantas magas cabem em cada dimens&o?

Como saber ou calcular quantas magas cabem em uma caixa

sem encher essa caixa de maga? *
Lembrando que ndo temos ao nosso dispor nenhum instrumento de medida.

Existe uma expressao matematica que represente a quantidade
de magéas que cabem em uma caixa qualquer?

O Sim
O Néo
O Outro:

Como seria esta expressao matematica?

Nunca envie senhas pelo Formularios Google.

Este conteudo néo foi criado nem aprovado pelo Google. Denunciar abuso - Termos de Servigo

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLScuAuPjaijQTwjflGqQdE6 Tk8mknTzKVZOELWXA1wo_gDWKtnQ/viewform 4/4
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Apéndice C

Estudo Dirigido (ED3)

Figura C.1: Estudo Dirigido 3 (ED3): bit.ly/2FragaMaca3

03/09/2019 Quantas magas cabem na caixa? - Parte llI

Quantas macas cabem na caixa? -
Parte Il

*QObrigatorio

Macieira

Nome completo *

Turma * 151

Caso vocé ndo seja dos 2° anos, clique em outros e DIGITE sua turma.

(O 2°AnoF

O 2°An0G



03/09/2019 Quantas magas cabem na caixa? - Parte llI

E quando a caixa estiver totalmente cheia até a borda, qual o
maximo de macas que uma maga pode encostar? *

Exite alguma forma de organizar as magas(do mesmo
tamanho) no fundo da caixa, de modo que o nimero maximo
que cada magca encoste na outra seja: (tente fazer um desenho
para cada caso) *

Este desenho devera ser entregue com o seguinte titulo: Organizagdo das magas. Veja o modelo
http://bit.ly/2HzyiGS

Quer desenhar online? clique aqui: http://bit.ly/2FraMaca , porém néo sera
|:| salvo, entdo apos o desenhar copie e cole em outro lugar e apague seu
desenho. Esta versao é s6 para uma analise rapida.

Outro:

0 0000O0O0O0

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSfQ-fWfg3tzk22v4KuzzuwVkhwaCMS0ZV8y-_|Aix7D0fMeMQ/viewform
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03/09/2019

Quantas magas cabem na caixa? - Parte llI

Apds analise do exercicio anterior qual o nimero maximo de
macas que cada maca pode encostar estando no fundo da
caixa? *

O 4
O s
O s
O 7

O outro:

Tomando com parametro o niumero maximo de contato entre
macas no fundo da caixa, determine quantas macgas serao
contaminadas diretamente pela primeira maca. *

O 4

o O O O

Outro:

Considerando que esse processo de contaminagao continue até
que todas as magas estejam podres, quantas magas serao
contaminadas a cada no contagio? *

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSfQ-fWfg3tzk22v4KuzzuwVkhwaCMS0ZV8y-_|Aix7D0fMeMQ/viewform
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03/09/2019

Quantas magas cabem na caixa? - Parte llI

Represente por meio de desenho ou expressao como poderia

ocorrer essa contaminagao. *

Este desenho devera ser entregue com o seguinte titulo: Modelo de Contaminag&o. Veja o modelo
http://bit.ly/2L5x0E8

Quer desenhar online? clique aqui: http:/bit.ly/2FraMaca , porém néo sera
O salvo, entdo apos o desenhar copie e cole em outro lugar e apague seu
desenho. Esta versado é s6 para uma analise rapida.

O outro:

Complete as lacunas: A 12 maga contaminara novas
magas. *

Digite sua resposta que completa a frase aqui em baixo.

Essas novas magas, que foram contaminadas pela primeira

maga, por sua vez contaminarao outras magas. *
Digite sua resposta que completa a frase aqui em baixo.

Seguindo este processo, no préximo ciclo de contagio, teremos
guantas novas magas contaminadas? *

Imagine que vocé continuou esse processo por 6 estagios, ou
seja além dos trés anteriores vocé ainda fez mais trés passos.
Qual seria os 6 resultados obtidos? ( digite cada resposta
separada por virgula (,). Exemplo: 2, 3,4, 5,6, ...) *

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSfQ-fWfg3tzk22v4KuzzuwVkhwaCMS0ZV8y-_|Aix7D0fMeMQ/viewform 4/6

154



03/09/2019

Quantas magas cabem na caixa? - Parte llI

Ao digitar a resposta do exercicio anterior, 0 que vocé percebeu?
E possivel saber quantas macés estardo contaminadas no
estagio 10? Quantas macas estardo contaminadas no estagio
12?2 *

Segundo suas observagoes e baseando-se na resposta do
exercicio anterior escreva um expressdo matematica (Modelo)
para previsdao de macgas podres em um estagio qualquer da
contaminacgao. *

Qual a soma de magas podres no primeiro estagio? ( Soma-se a
12 maca podre com as que ela contaminou diretamente) *

5

O O O O O O

Outro:

Qual a soma de magas podres no segundo estagio? (Soma-se
as magcas podres do 1° estagio com as novas magas
contaminadas) *

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSfQ-fWfg3tzk22v4KuzzuwVkhwaCMS0ZV8y-_|Aix7D0fMeMQ/viewform
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03/09/2019 Quantas magas cabem na caixa? - Parte llI

Qual a soma de magas podres no terceiro estagio? *

Imagine novamente que vocé continuou esse processo, de
somar todas as macgas podres por 6 estagios, ou seja além dos
trés anteriores que vocé ja respondeu vocé ainda fez mais trés
passos. Qual seria os 6 resultados obtidos? ( digite cada
resposta separada por virgula (). Exemplo: 2, 3,4, 5,6, ...) *

Segundo suas observagoes e baseando-se na resposta do
exercicio anterior escreva um expressdo matematica (Modelo)
para previsao de "SOMA" de magas podres em um estagio
qualquer da contaminacao. *

Nunca envie senhas pelo Formularios Google.

Este conteudo nao foi criado nem aprovado pelo Google. Denunciar abuso - Termos de Servigco

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSfQ-fWfg3tzk22v4KuzzuwVkhwaCMS0ZV8y-_|Aix7D0fMeMQ/viewform 6/6
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Apéndice D

Estudo Dirigido (ED4

Figura D.1: Estudo Dirigido 4 (ED4): bit.ly/2FragaMaca4

03/09/2019 Quantas magas cabem na caixa? Parte IV

Quantas macas cabem na caixa?
Parte IV

DESAFIO - Vocé gosta de ser desafiado? Entdo estd ai o grande desafio

*Qbrigatorio

Vocé sabe o que € um experimento? Aproveite e teste seu
espanhol! https://youtu.be/GL_bBVgcvRs

¢Qué es un experimento? - Pr...

DESAFIO 1- Vocé aceita o desafio? *

Individualmente ou em grupo, CONSTRUA al§§ 8m experimento, uma maquete, animagédo de
computador, video, qualquer coisa que simule a propagacdo da podridao das magés no fundo da
caixa. Este experimente terd como objetivo provar que nossas expectativas a cerca da propagacao
da podriddo das macés estéo corretas. Vocé terd apenas 3 dias para isso, corra!

O sim

™\ s~



03/09/2019 Quantas magas cabem na caixa? Parte |V

Quantas macas cabem na caixa?
Parte IV

*Qbrigatorio

Nome completo de todos integrantes do grupo *
Na frente de cada nome, coloque a Turma referente.

VOLTAR

Nunca envie senhas pelo Formularios Google.

Este contetdo néo foi criado nem aprovado pelo Google. Denunciar abuso - Termos de Servico

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSc6AmmCrGeuE67Pnf_dKpygqE_UFkYGNIuBWKIzEIK2toaYsA/formResponse
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Apéndice E

Estudo Dirigido (ED5)

Figura E.1: Estudo Dirigido 5 (ED5): bit.ly/2FragaMacab

03/09/2019 Quantas magés cabem na caixa? Parte V - Formularios Google

PERGUNTAS RESPOSTAS

Secdo 1de 3

>«

Quantas macas cabem na caixa? Parte V

Assista este video antes de comecar a responder. ok!

Por que as abelhas adoram os hexagonos? - Zack
Patterson e Andy Peterson - [

THE HONEYBEE -* >

_ seoecoded
AND THE HEXAGON



03/09/2019 Quantas magas cabem na caixa? Parte V - Formularios Google

———— T — - - -

fruta para fruta, e que a maca
infectada(podre) estd posicionada no

v

a) Se uma maga contaminada demora 1 hora para contaminar todas as *
macas sadias que estdo em contato com ela, ou seja, como a maca
podre esta no centro e encosta em 6 magas, esse primeiro contagio
demora 1 hora, e assim por diante. Desta maneira podemos afirmar

que o humero de magas contaminadas por hora é sempre a mesma?

Sim
Outros...

b) Na 22 horas quantas magas foram contaminadas? *

c) Apds 2 horas quantas magas foram contaminadas? (Soma de todas *
macas podres)

d) Na 62 hora quantas macas serdo contaminadas? *

AN AnAn 2 hAavaa AttAantan mAaARA Aaaria Aaantanminadaan ®

© o) Tr = o

https://docs.google.com/forms/d/1HfuBYg4IKyavn9L-0neWcYHdcV15RvPK-ffEcyH_VIM/edit
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03/09/2019 Quantas magas cabem na caixa? Parte V - Formularios Google

f) Construa um modelo matematico que expresse a quantidade de
magas contaminas em fung¢ao do tempo.

Apés a segdo 2 Continuar para a préxima segao

><

Secdo 3de 3

DESAFIO 2 - Se a unica informacao que
vocé soubesse sobre o tempo de
contaminacao das macas é que em 12
dia 80% das macas estao podres.

2) Determinar o tempo em horas para contaminar 50% das frutas *

3) Determinar o tempo em horas para contaminar 30% das frutas *

4) Escreva uma expressdo matematica que represente essa situacao

(+) iy Tr s (> =

https://docs.google.com/forms/d/1HfuBYg4IKyavn9L-0neWcYHdcV15RvPK-ffEcyH_VIM/edit
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03/09/2019 Quantas magas cabem na caixa? Parte V - Formularios Google

Texto de resposta longa

(+) =) Tr = o

https://docs.google.com/forms/d/1HfuBYg4IKyavn9L-0neWcYHdcV15RvPK-ffEcyH_VIM/edit
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Apéndice F

Desafio

Figura F.1: Desafio do dia!

03/09/2019 Desafio do Dia -I

Desafio do Dia -l
*Obrigatério

1. Quais as dimensdes de uma caixa cubica,
que tem 3000 magas? Dé as medidas da
caixa em magas. Justifique sua resposta. *

Responda somente com nimeros. Nao escreva
termos como mais ou menos, aproximadamente
ou cerca de....

2. Dica: Se na caixa tivesse 27 magas, cada dimenséao seria 3 macga, pois 3x3x3=27. Se na
caixa tivesse 64 macgas, cada dimenséao seria 4 maga, pois 4x4x4=64. Se na caixa tivesse
343 magas cada dimensao seria: *

Marcar apenas uma oval.

5 macgas
6 magas
7 magas
8 magas

9 magas

Powered by
E Google Forms
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Apéndice G

O experimento: Da Construcao a

experimentacao

O intuito da construcao deste experimento, foi mostrar de forma significativa como
a propagacao da podridao em macas pode ocorrer, ou seja, se uma maca estiver podre e
estiver com o ntimero méaximo de tangéncias em uma camada (no plano), quantas serao
contaminadas e como se dard essa contaminagao. Com este experimento, queremos que
os educandos comprovem suas expectativas de contagem de como se dara a propagacao
de forma empirica, pois, foi proposto anteriormente que os educandos pensassem e até
criassem um modelo de propagacao no plano, e desta maneira é possivel comprovar se

o modelo esti coerente ou nao.

Sabemos que o experimento é apenas um simulador, e nao retrata fidedignamente
o problema da propagacao da podridao em macgas, mas este simula como se da a
propagacao de um agente contaminante, por contato direto. Este experimento foi
pensado inicialmente para mostrar para os educandos como se di a propagacao da
podridao, uma vez que é dificil pensar como se da a contaminacao e nem terfamos como
demonstrar a propagacao com os elementos reais do problema, no caso magas, pois,
precisariamos ter certeza que uma maca estaria contaminada com um dos fungos que
causa a podridao contagiosa, além de controlar temperatura. E mesmo se tivéssemos
como controlar essa temperatura, seria dificil para a turma toda observar o contégio, e

identificar quais macas ja estariam contaminadas. Com a aplicacao dos questionérios

167



dirigidos, percebemos que o experimento poderia ser usado de outra forma, ja nao para

ajudar a formular um modelo, mas como uma forma de validar o modelo.

A ideia para a construcao do experimento foi interligar recipientes conforme o nu-
mero maximo de tangéncias que um corpo redondo no plano pode ter, de modo a
simular a organizacao das macas no fundo da bin. Foi pensado em encher um reci-
piente (em forma de cilindro ou tronco de cone)com um liquido (inicialmente agua),
depois através de uma mangueira interligar este recipiente central com 6 outros recipi-
entes iguais, e cada um destes 6 recipientes interligar com outros 2 recipientes cada, de
modo que teriamos , 1 recipiente central ligado a 6, e estes 6 ligados em 12 e posteri-

ormente ligados com 18, e assim por diante, conforme foi visto no capitulo 2| na Figura

210 e 212

Depois de interligados, encher eles com agua e aplicar um agente colorante no
recipiente central de modo que fosse colorindo os outros, ou seja, fosse possivel ver a
mudanca da cor da agua, recipiente a recipiente e como essa reacao se daria, como esse

corante iria se propagar. Depois de pronta, foram feitas experimentacoes.

Experimentacao 1

Na tentativa de encher todos os recipientes, colocando dgua no recipiente central,
onde foi observado que realmente a agua ia sendo distribuida conforme a propaga-
¢ao, porém, em alguns instantes era falho, pois, dependia do nivel (altura) que cada
mangueira foi colocada para interligar os copos, ou seja, fatores nao esperados com-
prometeram a comprovacao. No caso da propagacao da podridao em macas o nivel de
cada fruta nao é fator importante. Porém, a intencdo nao era mostrar a propagacao
por meio da distribuicao da agua e sim de um colorante. Ainda nesta fase, depois de
encher todos os recipientes interligados, foi colocado um colorante (suco de uva em
po, diluido de forma que ficasse concentrado), porém, como os recipientes ja estavam
cheios nao havia movimentacao da agua, parecia que o sistema entrava em equilibrio
em relagao ao nivel antes que o corante atingisse todos os recipientes. Foi possivel ver

a reacao nos 6 primeiros recipientes ligados ao recipiente central.
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Experimentacgao 2

Para que houvesse movimentacao da dgua no sistema, foram feitos pequenos orificios
nos recipientes das bordas, de modo que ao encher o recipiente central o sistema,
movimentasse a dgua e o corante pudesse atingir todos os recipientes. Desta maneira
depois que todos os recipientes estivessem cheios até o nivel de vasao dos recipientes das
bordas, foi adicionado o corante (cerca de 500 ml de suco de uva em p6 concentrado) de
maneira continua no recipiente central até que o corante alcancasse todos os recipientes.

Nesta experimentacao, dois problemas foram percebidos:

1. O corante nao foi suficiente para mudar a cor da adgua em todos os recipientes
como desejado, pois, nos ultimos recipientes praticamente nao se via a acao do

corante.

2. Dependendo da vasao do corante e a posicao que este ia sendo despejado influ-
enciava na velocidade da contaminacgao, ou seja, precisava controlar a vazao de
corante de modo que este ficasse continuo e em uma mesma dire¢cao neutra o

tempo todo.

Experimentacao 3

Foi preparado um recipiente (Balde) maior de 5 litros, com aproximadamente 2 litros
de corante. Com o auxilio de uma mangueira (5/16 x 1,5mm) foi possivel controlar
a vazao e a direcao do corante, pois, ao utilizar a mangueira pelo sistema de sifao e
colocado a uma altura fixa do experimento, foi possivel manter o controle de vazao
e dire¢ao, de modo que os dnicos fatores que influenciavam na vazao da agua era a
pressdo do liquido e a gravidade (ndo sofrendo a¢ao humana, que foi verificado como
fator que alterava significativamente os resultados do experimento. Onde a cada nova

experimentacdo poderia sofrer alteragoes impossiveis de controlar).

Desta vez foi possivel verificar melhor a propagagao do corante de forma mais acei-
tavel, porém, o corante ainda se diluia muito rdpido nao colorindo todos os recipientes
a contento do autor. Foi pensado em usar um corante mais concentrado, porém, todos
que foram testados mudavam a cor dos copos também, nao permitindo repetir o expe-

rimento. (O teste foi feito em um copo que nao fazia parte do sistema).
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Experimentagao 4

Desta vez foi mudada as substancias envolvidas na experimentacao, ao invés de
agua e corante (suco de uva), foi colocado nos recipientes uma mistura concentrada
de Povidind'] e 4gua em todos os recipientes e como reagente que simulava o contami-
nante, dgua sanitaria. Essa ideia surgiu apos ver uma exposicao de feira de ciéncias de
uma escola da regiao leste de Goiania, cujo titulo era “O sangue de mentira”. Com a
mudanca de substancias percebemos que a reacao aconteceu de forma mais uniforme e

foi perceptivel a mudanca de cor em todos os recipientes do sistema.

G.1 Materiais

Os materiais utilizados para a construcao do experimento foram encontrados no

comércio local e com investimento baixo cerca R$50,00. Segue a lista dos itens.

Materiais para a construcao do experimento. Veja as fotos na Figura

e Um pacote de copos descartaveis, 100 unidades: tulipas de 250 ml;

Uma mangueira de borracha transparente: Mg-cristal 5/16 x 1,5mm; 2 metros;

Um pacote de canudos Shake: 100 unidades 5/16 x 1,5mm;

Um pincel de tinta permanente vermelho;

Uma bandeja de 4,5 LITROS: 1 unidade;

Duas colas Tek Bond: Artesanato, Silicone de 100ml;

Duas colas Tek Bond: Abrasiva de 50 ml.

!Povidine ¢ um antisséptico em que a Iodopolividona (substancia ativa) ¢ um iod6foro resultante
da complexacao do iodo com o polimero polivinil pirrolidona
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Ferramentas para construgao do experimento, (ver fotos na Figura |G.2

Tesoura grande;

Régua de 30 cm;

Transferidor de meia volta;

Ferro de solda eletronica;

Estilete grande.

G.2 Construcao ou Montagem

Passo a passo da construcao. Veja as fotos a partir da Figura (G.3

i Primeiramente foi cortada a mangueira em pedacos de 2,2cm cada com o auxilio

do estilete;

ii logo apos foram perfurados 33 copos, com o auxilio do ferro de solda que tinha as
dimensoes coerentes com a mangueira. Cada copo ou recipientes foi perfurado seis

vezes, cujo angulo entre eles era de 60° (medidos com o auxilio do transferidor);

iii Foi colocada os pedacos de mangueira nos furos e encaixando cada copo ao outro,
para isso foi utilizado as duas colas, primeiramente a cola abrasiva para fixar o

sistema e a de silicone para vedacao deles.

iv. Depois de encaixados todos os copos foi verificado se havia vazamentos, e comecou

as experimentacoes.

Todo esse trabalho de montagem foi realizado com muito cuidado, para a montagem
do experimento foram gastos cerca de 8 horas, pois nao tinhamos certeza do sucesso,
entao a rigorosidade nas medidas, tanto dos pedacos de mangueira, quanto no local
que se perfurava os copos, na espessura de cada furo e a paciéncia foram elementos

esséncias para o sucesso da construcao.
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Parte facil da construcao

1. Cortar os pedacos de mangueira. Veja Figura [G.3}

2. Perfurar os copos com ferro de solda eletrénica.

Parte Complicada

1. Encaixar os copos nas mangueiras dos outros copos (ver Figura |G.7)), pois nao
dava para encaixar tudo para depois colar, pois eles comecam a se soltar uns dos
outros, por outro lado se colassemos cada encaixe ficava extremamente compli-
cado colar os outros copos, pois nao dava encaixe e se pressionasse muito o copo

quebrava, muito trabalho e suor nessa tarefa.

2. Colar os copos e principalmente cuidar para vedar cada encaixe, pois os reci-
pientes sao pequenos nao permitindo um espaco de trabalho confortavel, e na
tentativa de encaixar os copos muitas vezes os orificios aumentavam de tamanho,

dificultando a vedagdao. Veja a foto na Figura [G.8] que mostra essa vedagao.
Foram feitas gravacoes de cada experimentagao, porém, essas gravacoes foram per-
didas quando o celular que as continham se quebrou em uma queda de motocicleta
enquanto eu ia trabalhar, ji as fotos foram possiveis de recuperar pois estas eram

feitas o Backup automético.

A seguir uma coletanea de fotos que mostram desde os materiais até o experimento

pronto para testes.

G.3 Registros da Construcao
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Figura G.1: Materiais para Construcao
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Figura G.3: Repetido
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Figura G.5: Construcao: Montagem
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Figura G.7: Construcao: Continuagao da Montagem
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Figura G.8: Vedagao

Figura G.9: Como se d4 a propagacao
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Empilhamento das balas de canhao

Recortes do trabalho de Simone Tomiko Mata. Todo o contetido aqui foi

retirado da forma como apresentado em [31]

Mata possui graduacao em Matematica pela Universidade Estadual Paulista Julio de
Mesquita Filho(2007) e mestrado em Matematica Aplicada pela Universidade Federal
do ABC(2010), seu orientador da dissertacao de mestrado foi Bassanezi

Qual a forma mais compacta de empacotar esferas de mesmo raio? O problema
de empilhamento de bolas é uma questao antiga que despertou interesse em muitos
estudiosos, comecando em 1611, com a Conjectura de Kepler, que tratava da melhor
maneira de empacotar esferas em uma organizacao conhecida como arranjo de modelo
tridimensional ctubico de face centrada. Muitos matematicos se interessaram por essa
conjectura: como Harriot, Thue, Hales, entre outros. Tal problema é algo que também
sempre interessou os produtores de laranja ou macas, que querem com razao, econo-
mizar engradados no armazenamento das frutas. Originou também a investigacao de

propagacao de doencas de frutas, quando estas estao embaladas em caixas quadradas.

“Como contar as bolas de canhao empilhadas” ¢ um problema também bastante
interessante e que aparece num dos primeiros textos de matematica no Brasil, escrito

por José Fernandes Pinto Alpoin.

Em meados de 1699, preocupada com a defesa da Colonia a Coroa Portuguesa
decide impulsionar a formacao de militares bem treinados no manuseio de pecas de
artilharia e com competéncia na construcao de fortes para preservar a terra e as riquezas

conquistadas. Foi entao decidido que seria criada a Aula de Artilharia e Fortificacdes.
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O trabalho de Alpoim no Brasil pode ser analisado observando trés aspectos: como
engenheiro e arquiteto, como militar e, finalmente como professor e autor de obras
didéticas de engenharia e matemaética aplicada & engenharia. Ele escreveu duas obras
que se tornaram os primeiros livros didaticos de matemaética escritos no Brasil: Exame
de Artilheiros e Exame de Bombeiros, respectivamente em 1744 e 1748. Vija a Figura
4,10

EXAME

E

DE Al
o e,

Figura 4.10: a)Exame de Artilheiros (1744) b)Exame de Bombeiros (1748). Fonte:
Mata [31]
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remos mais hura comoregrageral; efte foma fe ‘Regra geyal. ;
mulsiplica, pela amerade do aumero das bal- 618, Jumearcrmos fempre 4baze, ot dal n?.
las da baze, cu do lado, ¢ o produdto ferd o : ra da pitha 2, por huma.regra_"gam_,
numero das ballag, que [eachsé na face trian- da qual loma romaremos = fiza terga parte, que
gular. = multiplicada pelo numero de ballas , que e
o achad oa face triangular, © prou’u:":u: ferd @
EXEMFPFLO L numera de balias, que a pilha contém.
i i T
Temos huma face teiangular, que tem 4 ballas de EX EMPL T
cb;z:, fguara 1. au de h!ﬁu, e ajuntamos-the P. Hums pilha mangul:;r tem 19 ballas deali,
faz 6, cuja foma femultiplique pordouse guantas ballas conrem i "
I[r:nqy;, al"“\t‘.ﬂldc de 7, ©84 no produdto 15 bal- R. Primciramente scharemos as ‘;J-ﬁtilm ;nlfadce
las; ¢ taatas e aface triangulac. triangulary ¢ porque. tEmos 19 ba as de ledo

ajungando-lhz 1 faz 30, que n:ulnplicjdos por
g 1, merade dolado Ty, produz 152 ballss oz fa-
e triangular ; logh &5 me(mae 19 ballas de
ladu wentaremn? 2, e faz 21, cuio te1go fad
7, gue multiplicedo por 190 mallas dz face
triangulzr, produz xggo_mﬁa?; e ranras dirc
maos tem acica pilha roianguiar

Figura 4.11: Pagina do livro: Exame de Artilheiros. Fonte: Mata [31]

O livro Exame de Artilheiros consta de 236 paginas e esta dividido em 3 Tratados,
dos quais o ultimo possui 4 Apéndices. Os Tratados versam respectivamente sobre

Aritmética, Geometria (abordando conceitos ligados a ponto, linha e reta) e Artilharia.
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Figura 4.12: Empilhamento de bolas. Fonte: Mata [31]
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Figura 4.13: Piramide em formacao. Fonte: Mata [31]

Figura 4.14: Piramide pronta. Fonte: Mata [31]

Os quatro Apéndices dizem respeito a assuntos especificos de Artilharia. Um deles em

especial, o Apéndice II, aborda céalculos interessantes como a determinacao do niimero
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de balas de canhao que se podem empilhar em piramides de base triangular vede
Figura e 4.14] quadrada ou retangular, em que ele lanca mao de conceitos de
andlise combinatoria explicados por meio de célculos de fragoes, de forma a serem mais

facilmente compreendidos por seus alunos.

Uma de suas maiores tarefas era, a partir da geometria, ensinar como era possivel

calcular o namero de balas de canhao que uma pilha poderia conter. Veja a Figura

.11
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