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Resumo

Este trabalho, tem como objetivo apresentar alguns problemas combinatérios e de recor-
réncias que podem ser solucionados utilizando as Funcgoes Geradoras; mostrar também
uma interpretacao para a Sequéncia de Fibonacci e para a Sucessao de Lucas utilizando
esses conceitos, bem como, as condi¢oes para que essas funcoes resultem em um nimero
inteiro. E por fim, ressaltar que este estudo pode contribuir para futuras pesquisas tanto

na Educacao Béasica quanto no Ensino Superior.

Palavras-chave
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Abstract

This paper aims to present some combinatorial and recurrence problems that can be solved
using the Generator Functions; also show an interpretation for the Fibonacci Sequence
and the Lucas Succession using these concepts, as well as the conditions for these functions
to result in an integer. Finally, it should be noted that this study may contribute to future

research in both Basic and Higher Education.
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Combinatorial. Generating Functions. Recurrences.
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Introducao

A matematica tem como principal objetivo proporcionar ao homem a capacidade de
resolver problemas. Construir e demonstrar teoremas ¢ antes de mais nada descobrir
novos conhecimentos por meio de uma analise profunda de dados e padroes estudados.
A Analise Combinatoria por exemplo, que é um conhecimento matemético bastante pre-
sente na Educacao Basica, em especial, no Ensino Médio, necessita de ferramentas e
técnicas diferentes para resolver problemas de contagem. Sobre o estudo de Recorréncias,
notavelmente existem sequéncias numeéricas que ao longo da historia da matematica apre-
sentaram e apresentam até hoje um certo fascinio por exemplo, a Sequéncia de Fibonacci

e a Sucessao de Lucas

Neste trabalho faremos uma introducao a Analise Combinatoria e ao estudo de Re-
corréncias com o objetivo principal de relacionar esses dois conhecimentos as Funcoes
Geradoras para obtermos um importante resultado referente a Sequéncia de Fibonacci
e a Sucessao de Lucas. Para isso, percorremos o seguinte caminho: no primeiro capi-
tulo apresentaremos alguns métodos tradicionais de solucionar problemas de contagem do
Ensino Médio; no segundo capitulo vamos mostrar a caracterizacao de algumas funcoes
geradoras que resolvem certos problemas combinatoérios, identificando em que condicoes
cada método pode ser utilizado; no terceiro capitulo vamos fazer uma breve introducao
ao estudo de recorréncias, bem como, apresentar os métodos de resolver as sequéncias
recorrentes de primeira e de segunda ordem, nos casos de homogéneas e nao-homogéneas,
e ainda, vamos apresentar as sequéncias de Fibonacci e Lucas; por fim, no quarto capi-
tulo, demonstraremos para quais valores racionais as funcoes geradoras da Sequéncia de

Fibonacci e da Sucessao de Lucas resultam em um ntmero inteiro.

Entendemos que os conhecimentos aqui mencionados serao de extrema importancia

para futuras abordagens tanto na Educacao Basica quanto no Ensino Superior.



Capitulo 1

Analise Combinatéria

A Anélise Combinatoéria é um conhecimento matemaético que permite desenvolver mé-
todos de contar o nimero de elementos de um conjunto, sendo esses agrupados sob certas
condicdes. A primeira vista pode parecer desnecessaria a existéncia e utilizacio desses
métodos. Isso é verdade, se o nimero de elementos que queremos contar for pequeno. En-
tretanto, alguns exemplos podem se tornar gradualmente mais complexos por possuirem
uma maior quantidade de elementos a serem contados, e sem o uso de técnicas especiais
pode tornar-se algo extremamente trabalhoso.

Nosso objetivo neste capitulo, € mostrar em que condicoes esses métodos podem ser
utilizados e como sao ferramentas importantes para resolver diversos problemas de con-

tagem.

1.1 Principio Multiplicativo

A multiplicacao é utilizada como base de um raciocinio muito importante em problemas
de contagem. O Principio Multiplicativo se constitui como uma das varias ferramentas ba-
sicas para resolver alguns desses problemas, desde que, nao haja necessidade de enumerar

seus elementos, como veremos a seguir.

Definicao 1.1.1. Se um evento A pode ocorrer de p maneiras diferentes e, se, para
cada uma dessas p maneiras possiveis de A ocorrer, um outro evento B pode ocorrer de
q maneiras diferentes, em que, A e B sdo eventos independentes, entao o niumero de

maneiras de ocorrer o evento A sequido de B é p-q.

Exemplo 1.1.1. Numa confeitaria, hd 5 sabores de picolés e 3 sabores de salgados. Supo-
nha que Licia so tenha permissao para chupar um picolé e comer um salgado. De quantas

maneiras diferentes ela poderd fazer seu pedido?



Seja S = {S51,S59,53} e P ={Py, Py, P5, P,, Ps}. Temos que:

{SlePI;SgePl;Sgepl;SlePQ;SgePQ;SgePg;Slepg;SQePg;Sgepg;Sle
P4;SQGP4;S;3€P4;51€P5;S2€P5;SgeP5}.

Nesse exemplo, O evento A é escolher o sabor do picolé e o evento B, é escolher o sabor
do salgado. Seja p o ntumero de sabores de picolés e ¢ o nimero de sabores de salgados,

entao, pelo Principio Multiplicativo, p-q=5-3 = 15.
E portanto, ha 15 maneiras diferentes de Lucia fazer seu pedido.

O Principio Multiplicativo é também conhecido como Principio Fundamental da
Contagem (PFC) e o mesmo pode ser estendido para um nimero finito qualquer de

conjuntos, conforme a préxima secao.

1.2 Extensao do Principio Multiplicativo

Nesta segao, vamos generalizar o Principio Multiplicativo para os problemas que pos-

suem trés ou mais eventos.

Definicao 1.2.1. Se um evento A; pode ocorrer de p; maneiras diferentes e independentes
2
para © = 1,2,3,...,n, entao esses n eventos podem ocorrer, em sucessao de, pP1 - Pa -+ Pn

maneiras diferentes.

Exemplo 1.2.1. Cada uma das placas das bicicletas de Quizajuba contém trés letras.
A primeira letra € escolhida dentre os elementos do conjunto A = {G, H, L, P, R}, a
sequnda letra é escolhida dentre os elementos do conjunto B = {M, I, O} e a terceira
letra é escolhida dentre os elementos do conjunto C = {D, U, N, T}. Devido ao aumento
no numero de bicicletas da cidade, teve-se que expandir a quantidade de possibilidades de
placas. Ficou determinado acrescentar duas novas letras a apenas um dos conjuntos ou
uma letra nova a dois conjuntos. Qual o maior nimero de novas placas que podem ser

feitos, quando se acrescentam as duas novas letras?

Inicialmente, é possivel fazer o emplacamento de 5-3-4 = 60 bicicletas. Agora, vamos
analisar duas situagoes possiveis:

Aumentando-se duas letras, uma em cada conjunto, temos

A - B-C | Namero de placas

7-3-4 84
5-5-4 100
2:3-6 90




Agora, aumentando-se uma letra nova a dois conjuntos, temos

A-B-C | Namero de placas

6-4-4 96
6-3-5 90
5-4-5 100

Assim, com a modificacao mostrada, o nimero de novas placas é dado pela diferenca
100 - 60 = 40.

Exemplo 1.2.2. Um amigo mostrou-me 5 livros diferentes de Matemdtica, 7 livros dife-
rentes de Fisica e 10 livros diferentes de Quimica e pediu-me para escolher 2 livros com
a condicdo de que eles nao fossem da mesma matéria. De quantas maneiras eu posso

escolhé-los?

Posso fazer as seguintes escolhas:
(a) Matematica e Fisica: 5-7 = 35 maneiras;
(b) Matematica e Quimica: 510 = 50 maneiras;
(c) Fisica e Quimica: 7-10 = 70 maneiras.
Como as minhas escolhas s6 podem ocorrer dentre uma das possibilidades (a), (b) ou

(c), entao, 35 + 50 + 70 = 155 ¢ o naumero de maneiras diferentes de fazer estas escolhas.

Na resolugao de problemas de contagem por meio do Principio Multiplicativo é comum,
aparecerem multiplicacoes envolvendo niimeros naturais consecutivos. Sobre estes casos,

a proxima secao trara importantes resultados dentro desse contexto.

1.3 Fatorial

Muitas vezes é possivel escrever certas multiplicacoes de forma mais resumida, em
especial as que envolvem nimeros naturais consecutivos. Para isso, vamos apresentar o
fatorial de um ntmero natural, que serd 1til na contagem de agrupamentos que serao

neste trabalho apresentados.

Definic¢ao 1.3.1. Seja n um nidmero inteiro nao negativo (n € N). Definimos fatorial de
n (e indicamos por n!) por meio das relagoes:

i) 0l = 0;

i) 11 =1,

ii)n! =n-(n—1)-(n—2)---3-2-1 paran > 2.



Exemplo 1.3.1. Simplifique as expressoes:

100 10-9-8!
2) o = —g— = %0
(n—1)! (n—1)! 1 1

b) - - _

(n+1)! (n+1)-n-(n=1)! (n+1)-n n2+n
Exemplo 1.3.2. Quantos nimeros de 4 algarismo podemos formar com os digitos 4, 5,
6e7?

Seja P; a posicao das unidades, P, a posicao das dezenas, P3 a posicao das centenas
e ainda, P, a posicao das unidades de milhar. Teremos uma quantidade de niimeros de
4 algarismos quantas forem as maneiras de preenchermos essas 4 posigoes. A posicao
P, pode ser preenchida de 4 maneiras diferentes. Preenchida P;, a posicao P, pode ser
preenchida de 3 maneiras diferentes, analogamente, P; podera ser preenchida de 2 ma-
neiras diferentes, restando 1 maneira para preencher a posicdo P;. Assim, pelo Principio

Multiplicativo e por definicao de Fatorial, temos
4-3-2-1=41=24
E portanto, podemos formar 24 nimeros diferentes com os digitos 4, 5, 6 e 7.

Vamos estudar a seguir maneiras diferentes de formar um agrupamento e, por meio
do Principio Multiplicativo, desenvolver métodos de contagem para cada tipo de agrupa-

mento.

1.4 Permutacoes Simples

No problema anterior, vimos que o resultado é igual a 4!. Nesse caso, podemos dizer
que houve uma permutacgao dos 4 digitos. Desta forma, nesta secao vamos formalizar

tal conceito.

Definicao 1.4.1. Uma permutacao de n objetos distintos é qualquer agrupamento orde-
nado desses objetos, de modo que, se denominarmos P, o nimero de permutacoes simples

dos n objetos, entdo P, =n-(n—1)-(n—2)---1=nl.

A expressao acima define o seguinte problema: De quantos modos podemos ordenar

em fila n objetos distintos?

Note que a escolha do objeto que ocupa a primeira posicao pode ser feita de n maneiras;
j4 a segunda posicao pode ser ocupada de n — 1 modos; a escolha do objeto que ocupa
a terceira posicao pode ser feita de n — 2 maneiras, e assim sucessivamente, até que a

escolha do objeto que ocupa a tltima posicao, que pode ser feita de 1 modo.



Exemplo 1.4.1. Considerando os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, quantos niumeros de 3 alga-

rismos distintos podem ser formados?

Para nameros de 3 algarismos, podemos considerar que temos 3 posigoes para serem
preenchidas; a posicdo da centenas (P;), a posicdo das dezenas (P;) e a posicao das
unidades (P3). A posicdo P; pode ser preenchida de 5 maneiras; a posicdo P, pode ser
preenchida de 4 maneiras; e a posicao P3; pode ser preenchida de 3 maneiras.

Portanto, tem-se 5 -4 -3 = 60 nimeros de 3 algarismos diferentes formados com os
digitos 1, 2, 3, 4 e 5.

Exemplo 1.4.2. Quatro pessoas estio sentadas num banco de uma praca, sendo um
fumante e trés nao fumantes. Considerando que o fumante ficou sempre sentado numa

das extremidades, qual é o nimero de ordenacoes possiveis?

Podemos dividir a solucao desse problema em dois casos:
Caso 1: Se o fumante ficar na extremidade esquerda, temos: 1-3!=1-3-2-1=P; =6
ordenacoes.
Caso 2: Se o fumante ficar na extremidade direita, temos: 1-3!=1-3-2-1=PFP; =6
ordenagoes.

Portanto, sao 6 + 6 = 12 ordenacoes possiveis.

Diferente do que foi feito até aqui, na proxima secao além de contar o nimero de
maneiras diferentes que podemos organizar n objetos em fila, nossa preocupacao sera
também quando a ordem desses objetos nessa fila for importante, ou seja, quando essa

ordem altera a natureza do problema.

1.5 Arranjos Simples

Definicao 1.5.1. Chamamos de Arranjos Simples de n elementos tomados p a p, onde
n =1 ep é um numero natural tal que p < n, todos os agrupamentos de p elementos
distintos, que diferem entre si pela ordem e pela natureza dos p elementos que compoem

L, Cap
cada agrupamento, e € indicado por: AP .

Partindo do Principio Multiplicativo, vamos determinar uma expressao matematica
que caraterize A?.

Temos n elementos dos quais queremos tomar p. Este é um problema equivalente a
termos n objetos com os quais queremos preencher p lugares. Vejamos: No caso em que
n = p, temos A = P, = n!, ja estudado. No caso que n > p, temos as seguintes situagoes:
e O primeiro lugar pode ser escolhido de n maneiras diferentes.

e O segundo lugar pode ser escolhido de (n — 1) maneiras distintas ja que o primeiro foi

escolhido e nao ha repeticao.



e Para o terceiro lugar pode ser escolhido de (n — 2) maneiras diferentes, pois nao ha
repeticao.
e Para o p-ésimo lugar, teremos (n — (p — 1)) = n — p+ 1 maneiras diferentes de escolher
os p lugares a serem preenchidos, escolhidos os (p — 1) lugares anteriores. Assim, pelo
PFC, temos:

A =n(n—-1)-n—=2)-(n—3)---(n—p+1).

— !
Multiplicando o segundo membro da igualdade por %, obtemos:

n—np)!
" (n—p)!
=) (=2 (—pt1)-(n-p)

(n —p)!
n!
- (n-p)t

Exemplo 1.5.1. Dispomos de 8 cores e queremos pintar uma bandeira de 5 listras, cada

listra com wma cor. De quantas formas isso pode acontecer?

Cada maneira de pintar a bandeira consiste de uma sequéncia de cinco cores distin-
tas (sequéncia, porque as listras da bandeira estdo numa ordem) escolhidas entre oito
existentes. Logo, o ntimero de sequéncias procurado é:

8!

8!
w8 8 e
® (8—5)! 3

Portanto, pode-se pintar essa bandeira de 6720 formas diferentes.

Exemplo 1.5.2. Ezistem 10 cadeiras enumeradas de 1 a 10. De quantas maneiras duas

pessoas podem se sentar, devendo haver ao menos uma cadeira entre elas?

Inicialmente podemos notar que cada maneira delas se sentarem corresponde a um
par ordenado de nimeros naturais distintos de 1 a 10. Por exemplo, (2, 6) significa que a
pessoa A se senta na cadeira 2 e a pessoa B se senta na cadeira 6. Assim, vamos calcular
inicialmente o total de pares ordenados possiveis.

10! 10!
A= —=—=10-9=90.
0 ao-2)0 8!

Agora, vamos excluir os pares ordenados cujos elementos sejam nameros consecutivos.
Sao eles:

(1,2);(2,3);...;(9,10), 9 pares.
(2,1);(3,2);...;(10,9), 9 pares.

Num total de 9 + 9 = 18 pares a serem excluidos.
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Logo, o nimero de maneiras dessas duas pessoas se sentarem, havendo ao menos uma

cadeira entre elas é 90 - 18 = 72.

A seguir, iremos contar os elementos de um conjunto sem se preocupar em que ordem

estes estao dispostos.

1.6 Combinacgoes Simples

Nesta secao vamos tratar de analisar os subconjuntos de um conjunto, em que a ordem
dos elementos ¢é irrelevante, ou seja, vamos considerar os agrupamentos distintos que

diferem entre si apenas pela natureza dos elementos.

Definicao 1.6.1. Combinacao Simples de n elementos tomados p a p, onde p > 1 e p
€ um numero natural tal que p < n, sao todas as escolhas nao ordenadas de p desses
n elementos. Ou seja, sao os subconjuntos de p elementos que podemos formar com n

elementos dados. Notagao: CP.

Vimos que o niimero de arranjos simples de n elementos tomados p a p é igual ao
numero de maneiras de escolher p lugares com n elementos disponiveis. Isso nada mais é
que o nimero de agrupamentos que se diferenciam entre si pela natureza e pela ordem de
colocacao dos elementos no agrupamento, ou seja, importa quem participa e o lugar que
ocupa.

Ja quando consideramos combinacoes simples de n elementos tomados p a p, temos
agrupamentos de p elementos, tomados dentre os n elementos disponiveis, que diferem
apenas pela natureza dos elementos, ou seja, somente quem participa do grupo indepen-
dente do lugar que ocupa.

Dessa forma um arranjo simples de n elementos tomados p a p pode ser calculado a
partir de uma escolha de determinados elementos, considerando-se para cada escolha feita

a permutacao entre si desses elementos entre os n disponiveis, ou seja:

AP = pl. CP,

p
_n
I

logo, C? =
p

. n! 1 n!
Assim sendo, temos que: CF = — - — = e — E portanto,

(n—p)! p pl(n—p)



Exemplo 1.6.1. Uma prova consta de 15 questoes, das quais o aluno deve resolver 10.

De quantas maneiras ele poderd escolher as 10 questoes?

Percebemos que nesse problema a ordem em que o aluno escolhera as 10 questoes nao
interessa. Logo, cada maneira de escolher 10 questoes ¢ uma combinac¢ao da 15 questoes,

tomadas 10 a 10, isto é:

15! 15!
ClY = = = 3003.
10115 — 10)! 1015

Exemplo 1.6.2. De quantas maneiras podemos escolher 4 cartas de um baralho, sem

levar em conta a ordem delas, de modo que em cada escolha haja pelo menos um rei?

Nao levando em conta a ordem das cartas, cada escolha é uma combinacao. O niimero
total de combinacdes é Cs, — (542). O ntmero de combinagoes em que o rei nao esta

. 4 , . ~ . ,
presente ¢ Cfy = (48). Logo, temos que o nimero de combinacoes em que o rei estd

presente é:
Csy — Cig = 76145.

Portanto, ha 76145 maneiras de escolher 4 cartas de um baralho de modo que haja pelo

menos um rei.

Ainda sobre o célculo do niimero de combinacoes, existem os casos em que o nimero de

maneiras de escolhermos p ¢é igual ao nimero de maneiras de escolhermos n — p objetos.

1.7 Combinacoes Complementares

Considere o seguinte problema: De quantas maneiras podemos escolher 4 pessoas num

grupo de 6 pessoas? E 2 pessoas?

Pelo que foi visto na se¢ao anterior, o nimero de maneiras de escolhermos 4 pessoas

num grupo de 6 é uma combinacao simples de 6 elementos tomados 4 a 4, ou seja:
|

Cg = m = 15 maneiras. Porém, o ntimero de maneiras de escolhermos 2 pessoas
' ' 6!
num grupo de 6 pessoas ¢ dado por: CZ = m = 15 maneiras. Desta forma,

escolher 4 pessoas num grupo de 6 é equivalente a escolher 2 pessoas num grupo de 6.

Dizemos entao, que Cg e CZ sdo complementares.

Definicao 1.7.1. Considere n elementos distintos. O nimero de maneiras de escolhermos
p elementos € idéntico ao nimero de maneiras de escolhermos (n — p) elementos, isto se
dd porque se dos n elementos escolhermos p, sobram (n — p) dos n elementos. Logo,

CP = CP7P, onde C7P denomina-se combinagao complementar de CP.
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Exemplo 1.7.1. De quantas maneiras podemos arrumar em fila 5 sinais (+) e 7 sinais

de (-)?

Basta pensarmos em 12 lugares para serem preenchidos com 5 sinais (+) e 7 sinais de
(—). Neste caso, escolher 5 lugares dentre os 12 para colocarmos os sinais de (+) e nos
que sobrarem colocarmos 7 sinais (—) ¢ equivalente a escolher 7 lugares para os sinais (—)
e nos que sobrarem colocarmos 5 sinais de (+), ou seja:

12!
5 7

Portanto, ha 792 maneiras de arrumarmos em fila 5 sinais (+) e 7 sinais de (-).

Até aqui, tratamos de abordar as combinagoes simples das quais os elementos repetidos
nao sao permitidos. No entanto, existem certos problemas envolvendo combinacao que

isso precisa ser feito.

1.8 Combinacgoes com Repeticao

Nesta secao, vamos analisar as definicoes anteriores para o caso em que repeticoes
de elementos sao permitidos. Em especial, contar o nimero de solucoes inteiras de uma
equacao linear com coeficientes unitarios, ou seja, contar o nimero de solucoes inteiras de

uma equacao da forma z; + 29+ 23+ .-+, =pem que n .

Exemplo 1.8.1. Quantas sao as solugoes inteiras e nao - negativas da equacgao

$1+I2—|—l‘3+"'+l’n:p?

A resposta deste problema é representada por C'RE, que é o ntumero total de maneiras
de selecionar p objetos dentre n objetos distintos, em que cada um pode ser tomado até p
vezes. Por exemplo; denotando por { Ny, No, ..., N,,} os n objetos distintos podemos tomar
x; vezes o objeton;, comi =1,2,...ne0 < x; < pde forma que z1+x2+2x3+- - -+, = p.

O valor de C'RP ¢é obtido sendo a permutacao de p sinais de + e (n — 1) simbolos de
|; ou seja, precisamos de (n — 1) barras para dividir p sinais de + em n partes.

++|+++...+|+... | ’

Por exemplo, para equacao x + y + z = 5, as solucoes (2,2,1) e (5,0,0) seriam repre-
sentadas por ++ | ++ | + e + + + + + ||, respectivamente.

Assim, para a equagdo r, + xo + x3 + ... +x, = p, cada solugao seria representada por
uma fila com (n — 1) simbolos | e p sinais de +. Mas para formar uma fila com (n — 1)
simbolos | e p sinais de +, basta escolher dos n + p — 1 lugares na fila os p lugares onde

serao colocados os sinais de + , o que pode ser feito de Cﬁﬂjfl modos.
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(n+p—1)!
Portanto, CRP = Cg+p—1 = m

Exemplo 1.8.2. Um bar vende 3 tipos de refrigerantes: guarand, soda e tonica. De

quantas maneiras uma pessoa pode comprar 5 garrafas de refrigerantes?

Seja:
21 o nimero de garrafas de refrigerantes de guarana.
2o 0 nimero de garrafas de refrigerantes de soda.

x3 0 numero de garrafas de refrigerantes de tonica.

E facil ver que o problema equivale a descobrir o nimero de solucdes inteiras nao-
negativas da equagao x; + x9 + 3 = 5, sendo que cada x; = 0,1,2,3,4,5 com ¢ = 1,2,3

representa o ntimero de garrafas de refrigerantes de cada tipo. Logo, temos que:

. 3+5—-1)! 7!

I TR T R

Portanto, ha 21 maneiras de uma pessoa comprar 5 garrafas de refrigerantes nesse bar.
Exemplo 1.8.3. Quantas sao as solucoes inteiras positivas de x +y + z < 47

Para resolvermos a inequacao x + y + z < 4, basta encontramos o niimero de soluc¢oes

inteiras positivas das seguintes equacoes:

r+y+z=1
rTtyt+z=2
T+y+z=3
r+y+z=4

As solugoes das equagoes acima sao dadas, respectivamente, por: Ci = 3, C3 = 6, C2 = 10
e Cg = 15. Assim, o nimero procurado ¢ dado pela soma: 3 + 6 + 10 + 15 = 34.

Portanto, sao 34 solucoes inteiras positivas da equacao x +y + z < 4.

Exemplo 1.8.4. De quantas maneiras podemos distribuir 7 balinhas iguais para 3 crian-

cas sabendo que, cada crianca recebe pelo menos uma balinha?

Resolver este problema ¢é equivalente a encontrar as solucoes positivas da equacao
r+y-+z=7emque, z,y e z¢éonumero de balinhas que cada crianca iré receber. Mas
Cg conta o nimero de solugoes nao-negativas isto é, x,y, z > 0. Como queremos somente

as solugoes positivas, facamos a seguinte mudanca de variavel:

r = a+1,
y = b+1,
z = c+ 1.
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Assim, obtemos: a+1+b+14+c+1=7T<a+b+c=4.

A mudanca de varidvel nos mostra que as solucoes inteiras nao-negativas da equacao
a+b+c = 4, equivalem a uma tnica solugao de inteiros positivos da equacao r+y+2z = 7.

Tal mudanca nos garante que x > 1, y > 1 e z > 1. Entao:

6!

15.
Portanto, existem 15 maneiras de distribuir as 7 balinhas iguais para 3 criancas, de

modo que cada crianca receba pelo menos uma balinha.

Na proxima secao vamos considerar os casos em que podemos selecionar objetos idén-

ticos dentre n objetos.

1.9 Permutacoes com Repeticao

Vimos anteriormente que permutacoes simples de n elementos, determina o nimero
de maneiras que existem para colocar em fila n elementos distintos. Como consequéncia,

esse nimero ¢ igual a n!.

Agora, consideremos dentre os n elementos existem n; iguais a a, ny iguais a ao, ..., n,
iguais a a,. Ou seja, precisamos escolher n; lugares para colocagao dos ay’s, dos n — n,
lugares restantes, escolher ny lugares para colocacoes dos as’s lugares e assim por diante,
obtendo:

oo ome Lo _ n! _ (n—ny)! (= =)
n nom nomT Tl nil(n —ny)! nal(n —ny—no)! nln—---—n,)l
Como ny + ng + -+ - +n, = n o que implica que (n —ny —--- —n,)! = 0! e dai,
n!
prunz,.sne
n N I
1-702- T

Note que é possivel abordar o problema de encontrar o niimero de solugoes inteiras
nao-negativas da equacao ry + x2 + ... + , = p do ponto de vista da permutacao com
repeticdo. De fato, isto equivale a dispormos, (n — 1) simbolos | e p sinais de +. Logo
teremos (n + p — 1) elementos com p elementos iguais a + e (n — 1) elementos iguais |.

Ou seja:

(n+p—1)!

_ (P
pl-(n—1)! Cntpr-

12



Exemplo 1.9.1. Se um time de futebol jogou 13 partidas em um campeonato, tendo

perdido & jogos, empatado 2 e vencido 6 jogos, de quantos modos isto pode ter ocorrido?

O problema acima é equivalente a distribuir 13 pessoas em 3 quartos a, b e ¢, com 5

pessoas em a, 2 pessoas em b e 6 pessoas em c.

Dessa forma, temos
5,2,6 13!

Assim, existem 36036 modos desse time ter perdido 5 jogos, empatado 2 e vencido 6.
Exemplo 1.9.2. Quantas solucoes inteiras nao-negativas tem a equacdo r+y+z+w = 67

Para resolver esse problema, vamos usar para que nao haja confusao o sinal de + e o
simbolo |. Ou seja, filas formadas pelos dois simbolos, por exemplo: + | + | + 4+ + | +,
representa a solugao (1, 1, 3, 1).

Assim, trata-se de uma permutacao de 9 elementos com repeticao de 6 simbolos + e

3 sinais de | idénticos. Ou seja,

Portanto, existem 84 solucoes inteiras nao-negativas para a equagao r +y+ 2 +w = 6.

Vimos neste capitulo, que o niimero de arranjos simples de n elementos tomados p a p
conta todas as possiveis maneiras de se retirar num conjuntos de n elementos distintos p
elementos levando em consideragao a ordem desses elementos. Porém, veremos a seguir,
0 que ocorre quando ocorre uma vez que o primeiro elemento retirado for retirado de n
maneiras, o segundo também de n maneiras, e assim por diante até que o p-ésimo elemento

seja escolhido [7].

1.10 Arranjos com Repeticao
O nimero de arranjos simples de n elementos tomados p a p é dado por:
A =n-(n—=1)-(n—=3)---(n—p+1).

No caso de elementos repetidos, o principio multiplicativo nos diz que o nimero total de
maneiras de se retirar, levando-se em conta a ordem, p desses elementos, distintos ou nao,

pode ser feito da seguinte maneira:



Exemplo 1.10.1. Qual o numero total de placas de carro que podem ser confeccionadas

por 7 simbolos, sendo os 3 primeiros constituidos por letras e os 4 ultimos por digitos?

Considere o alfabeto com 26 letras, podemos escolher 3 dessas 26 letras de maneiras
diferentes, ou seja, AR5 maneiras diferentes. Analogamente, podemos escolher 4 digitos
de um total de 10 existentes, ARj,. Logo, pelo Principio Fundamental de Contagem
(PFC), temos que:

AR3s - AR{, = 175.760.000 placas possiveis.

Todos os casos aqui mencionados, distribuimos em filas quaisquer n elementos. Porém,

o que acontece quando esses n elementos sao dispostos ao redor de um circulo?

1.11 Permutacoes Circulares

Pretendemos, nesta secao, contar o niimero de modos de se colocar n objetos distintos

em torno de um circulo.

B s
’// ] \\ /’ T \\‘
/ \ / A\
. .

Al Hc B - D
Il‘. ,ll \_-. )jl
‘\.% ) s g

D A

Figura 1.1: Permutacao circular

Exemplo 1.11.1. De quantos modos 4 crianc¢as podem formar uma roda de ciranda?

A primeira vista parece que para formar um roda com as quatro criancas basta escolher
uma ordem para elas, o que poderia ser feito de 4! = 24 modos. Neste caso o que importa
é a posicao relativa das criancas entre si, e portanto as rodas BADC, CBAD, DCBA
e ADCB diferem apenas por rotagoes no sentido anti-horario e a nossa contagem de 24

rodas contou cada roda 4 vezes e, assim, a resposta correta para o problema é 7= 6.

De modo geral, o nimero de modos de colocar n objetos em circulo, de modo que as
disposicoes que possam coincidir por rotacao sejam consideradas iguais, isto é, o nimero

de Permutacoes Circulares de n objetos é

(PC), = %' =(n—-1)
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1.12 Binémio de Newton

Esta secao tem como principal objetivo usar as técnicas que apresentamos de Analise
Combinatéria para ter um importante resultado na Algebra, que consiste em obter o

desenvolvimento do binémio (a + b)".

1.12.1 Coeficiente Binomial

Definicao 1.12.1. Dados dois numeros naturais, n e p, com 0 < p < n, chamamos de

coeficiente binomial de numerador n e classe p, todo nimero da forma:

(o) = =

A seguir, vamos mostrar uma série de propriedades que sao importantes para alguns

dos resultados que iremos encontrar.

Propriedades:

e Binomiais Complementares

Demonstracao.

e Relacao de Stifel
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Demonstracao.

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
Qﬁ4)+( p) T - Dn-D-p-D] pn—1-p)

B (n—1)! (n—1)!

(= Dn—p)!  pln—1-p)

B (n—1)! (n—1)!

(= Dn—pn—p-1)! p-(p—1n—1-p)

)
B (n—1)! (11
a @—1Wn—p—U!(n—p+p)
(
)

Exemplo 1.12.1. Calcule o valor da expressao:

8 n 8
6 5)
Pela Relacao de Stifel, temos que:

(6)+(6) = (5) =

Em seguida, vamos formalizar todos esses conceitos e definir o Binémio de Newton.

1.12.2 Desenvolvimento do Binémio de Newton

Denominamos bindémio a qualquer expressao da forma a + b, isto é, a soma de dois
simbolos distintos. Porém, estamos interessados no calculo dos coeficientes das expansoes
de poténcias de a + b, ou seja, (a + b)" sendo n um ntimero natural. Essa expressao
denomina-se Binomio de Newton.

Para uma analise mais detalhada, vamos considerar o produto
(a+b)(c+d)(e+ f) = ace+acf + adf + bce + bef 4 bde + bdf, que consiste de oito termos,
em que cada termo consiste de trés letras, cada uma selecionada de um dos binomios.
Pelo Principio Fundamental da Contagem (PFC), é claro que o ntimero total de termos é
23 = 8. Para o produto (a +b)(c +d)(e + f)(g + h), temos um total de 2* = 16 termos,
cada uma consistindo de um produto de 4 letras, cada uma delas pertencendo a um dos 4
binomios considerados. Por exemplo, acdf e adeh sao alguns dos 16 termos deste dltimo

produto.
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Generalizando, para n binémios, temos 2" termos.

Sendo » um nimero natural, vejamos algumas expansoes do Binomio de Newton.

en=0=(a+0b)"=

en=1= (a+b)!'=a+b.

en=2= (a+b)?=a*+2ab+ V.
en=3= (a+0b)?=a®+3a’ + 3ab® + 1’

Para valores maiores que 3, o processo acima se torna muito trabalhoso. Desta forma,
devemos recorrer & um método mais rapido.

Vejamos a expansao (a + b)® = (a + b)(a +b)(a +b)(a+b)(a + b)(a + b).

Como se tem 2% = 64 maneiras de selecionarmos 6 letras, uma de cada binémio, e
como todos eles sdo iguais a (a+b), teremos termos repetidos. Por exemplo, se tomarmos
a letra a nos 4 primeiros e a letra b nos 2 altimos, teremos a*b?, que ir4 aparecer toda vez
que a letra a for escolhida em exatamente 4 dos 6 binomios e a letra b nos 2 restantes. E
isso pode ser feito de C§ maneiras diferentes, concluimos que o termo a*b? ird aparecer
esse nimero de vezes, ou seja, o coeficiente de a*b? é igual Cy.

De fato, pois: C§ = 15 é o coeficiente de a*h? na expansao

(a4 b)° = a® + 6a°b + 15a*b* 4 20a*b* + 15a*b* + 6ab® + b°.

A féormula do Binémio de Newton da o desenvolvimento da expressdo (a + b)". Para

obté-la basta multiplicar:
(a+0b)-(a+b)-(a+b)---(a+D).

Perceba que o termo genérico do produto acima é obtido pela poténcia p da segunda
parcela, com p = 0,1,2,3,...,n, juntamente com a poténcia n — p da primeira parcela.

Como isso, o termo genérico do produto CPbPa" 7P é

(a+0)" =Y Coa" "0 = C2a™° + Cla" "0 + C2a" 2K + ... + Clalb".
p=0

Observe que o desenvolvimento binomial também é valido para a expansdo (a — b)".

Exemplo 1.12.2. Ezpandir o binémio (z + 1)°.

(t+17 = %10+ Cla™ 1! 4 C25 1% 4+ .. + C2a01°
= 2° +52* +102° + 102% + 52 + 1.
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Na secao seguinte, vamos apresentar uma maneira de obter o coeficiente desejado num

Binémio de Newton.

1.12.3 Termo Geral do Bin6mio de Newton

Expandindo o Bindmio de Newton, vimos que:

(a+b)" = C%"b" + Cla™ B! + C2a™ 22 +... + CPa" PWP +... + C"a D" .
—_— Y Y —— S——

Ty T T Tp +1 Thn+1

Exemplo 1.12.3. Encontre o quarto termo da expansio (1 + x)8.

Temos aqui,a =1, b=2x,n=8e p+1 =4, logo p=3. Assim:
T4 = T3+1 = CS]_SI8_3 = 56ZE5

Exemplo 1.12.4. Calcule o termo independente de x na expansao (ac + %)6.

1 p
Ty = CEx5P (—) = Ofx57%,
x
O termo independente de x é o coeficiente de 2, isto é, quando 6 — 2p = p < p = 3.

Logo, o termo independente é

Ty = CY
6!
= 53
— 20.

1.12.4 O Triangulo Aritmético e o Tridngulo de Pascal

Anteriormente, vimos algumas das expansoes binomiais da forma (a + b)" para alguns

valores de n. Sao eles:
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Os coeficientes das expansoes anteriores quando organizadas formam um triangulo,

conhecido como tridngulo aritmético.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 D 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

O Triangulo de Pascal ¢ um triangulo aritmético infinito onde sao dispostos os

coeficientes das expansoes binominais. Vejamos:

R R I A
o 00 O O 0

Além disso, a soma de todos os elementos da n-ésima linha desse tridngulo é dado por:

4

Y Cr=Co+CL+Cr O =20,

p=0

Propriedades do Tridngulo de Pascal

O Triangulo de Pascal apresenta varias propriedades, algumas das quais permitem

construi-lo sem a necessidade de se calcular todos os coeficientes binomiais.
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Propriedade 1: Toda linha do triangulo comega e termina com 1.

n n!
Demonstracao. O primeiro elemento de uma linha qualquer é (O) = o 1, para
n! n!
todo n € N, e o altimo elemento dessa linha é S o s 1, para todon € N. [

Propriedade 2: Em uma mesma linha, os coeficientes binomiais equidistantes dos

extremos sao iguais.

n n
Demonstracao. Sejam < ) e < ) dois coeficientes equidistantes dos extremos, na
p n—
linha n do triangulo. Observe que ( ) é precedido de p termos: < ) <1> ( 1) e
p 0 p—

que " é sucedido de p termos: " " ™). Assim:
n—op n—p+1/)\n—p+2 n

(Z) - p!(nnipﬂ " n—(n —Z!ﬂ!(n—p)! - <n7—1p>'

]

Dois coeficientes binomiais equidistantes dos extremos sao os chamados coeficientes

binomiais complementares.
Propriedade 3 (Relagao de Stifel):

Pra finalizar, notamos que a partir da linha 2, cada elemento x (com exce¢ao do
primeiro e do tltimo) é igual a soma de dois elementos consecutivos da linha anterior, a
saber: o elemento imediatamente acima de x e anterior a este. Esta é na verdade a ja

vista, Relacao de Stifel, cuja expressao é

n n—1 n—1
= + ;= .
p p p—1
Perceba que o primeiro membro da igualdade acima representa um elemento genérico

(linha n e coluna p) do triangulo; o segundo membro representa a soma dos dois elementos

da linha anterior (linha n — 1), um da mesma coluna p e outro da coluna anterior, p — 1.

Enfim, apresentados as técnicas e métodos tradicionais de resolver problemas de conta-
gem, iremos mostrar outra importante ferramenta para resolver alguns desses problemas,

as Funcoes Geradoras.
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Capitulo 2

Funcoes Geradoras

O conceito das Funcoes Geradoras é mais uma importante ferramenta da matemética
para resolver problemas certos problemas de Analise Combinatoria. Esse conceito com
origem nos trabalhos de A. De Moivre (1667-1754), tendo sido aplicado extensivamente
por L. Euler (1707-1783) em problemas de teoria aditiva de nimeros, especificamente na
teoria de partigoes, foi muito usado por S. Laplace (1749-1827) no estudo de probabilidade.

N. Bernoulli (1687-1759) também o utilizou no estudo de permutacoes caoticas [7].

Vimos anteriormente técnicas para resolver problemas combinatérios que nos permitem
encontrar o nimero de solucoes nao-negativas de equacoes do tipo x1 + 2o+ ... + T = 1.

Veremos agora como proceder nos casos em que existem restricoes nas variaveis xy’s.

Exemplo 2.0.1. Encontre o nimero de solugoes inteiras da equacdo x1 + xo + x3 = 12,
onde as varidveis x1 e xo pertencem ao conjunto {2,3,4}, e a varidvel x3 pertence ao
conjunto {5,6,7}.

Vamos definir trés polinémios para cada variavel x; da seguinte forma:

p1 = 2%+ 2% + 2
pr = 2% + 2% + 2

p3:x5+x6+x7.

Notemos que os expoentes de x em p; sao os elementos do conjunto ao qual x; pertence.
Estamos procurando niimeros cuja soma ¢ igual 12 e que cada um esteja em um conjunto

cujos elementos sao os expoentes dos polindémios py, ps e ps. Consideremos entao o produto

p(x) = p1 - p2 - ps.

p(x) =p1po-ps = (22 + 23+ 2 (2 + 23 + 2*)(2° + 2% + 27).
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O que vamos mostrar, aqui, é que a resposta desse problema sera o coeficiente de x'2 na
expansao do produto p(x). A equacao x + 3+ x3 = 12 possui 7 solucoes inteiras com as
restrigoes impostas. Uma solucao por exemplo é, vy = 3, x5 = 2 e x3 = 7, que representa

o termo dado pelo produto z®z%z”. O termo x*z3x° nos fornece a solucio x; =4, 5 = 3

e 3 = 5. O que podemos verificar é que cada solucao desse problema indica exatamente

a maneira de se obter z'? na expansao do polinoémio p(z).

Expandindo p(z), temos:

p(r) = pi-pa-p3
= (@ + 2% +2H@® +2° + M) (2® + 2% + 27)
— (2?42 222+ 2S + 2h)
= 2° + 32" + 62!t + 72?4 621 4 3™ 4 2.

Portanto, o niimero de solugoes inteiras da equacao x; + xo + 3 = 12 é igual a 7.

Agora fica facil ver que o polinémio do problema anterior nos fornece também, a
resposta para outros problemas. Por exemplo, o nimero de solucoes da equagao

r1 + x9 + x3 = 14, dadas as mesmas restrigoes para os x’s é igual a 3.

Assim, podemos por meio da resolucao anterior gerar o nimero de solucoes inteiras da-

das as mesmas restri¢oes para a equacao z1+x2+x3 = monde, m € {9,10,11,12,13, 14, 15}.

Podemos, entdo, dizer que p(z) é a funcdo geradora que nos fornece as solucgoes da

equacao xrp + To + T3 = m.

2.1 Séries de Poténcias

Definicao 2.1.1. Uma série de poténcias é uma série infinita na forma ag+ a,x + asx? +

+asx® + -+, onde a;, para i =0,1,2,3, ..., sGo numeros reais e x € uma varidvel.

A definicao diz que qualquer polinémio em x é uma série de poténcias. Por exemplo,
o polinémio 5z + 423 + x* pode ser escrito como 04 5z + 022 +4x® + 2* 4+ 025 + 028 +- - - .

Uma série de poténcias depende de um parametro x e pode ser escrita da seguinte forma:

S(x) = Zan(a: — xo)".

n=0
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Definicao 2.1.2. Se a,, parar =0,1,2,3,..., € 0o numero de solugoes de um problema de

combinatoria, a funcao geradora ordindria para este problema € a série de poténcias
2 3
ag + a1x + asx® + aszx® + - - - .
Como o nimero de maneiras de retirarmos r objetos de um conjunto de n objetos

distintos, com r < n, é C}, observamos entao, que a funcao geradora para este problema

é
flx)=Cl+Clox+ Cha? 4 -+ Cha" +--- + Cla”,
que é equivalente a:
(1+a2)™

Exemplo 2.1.1. De quantas maneiras podemos escolher 4 pessoas num grupo de 6 pes-

soas?

Podemos perceber que se trata de um problema de combinacao simples.

6\ 6! B
(4)_06_4!-(6—4)!_15'

No entanto, pode-se resolver este problema por meio da funcao geradora. Vejamos:

Seja (14 ) o polindémio que representa a presenga de uma pessoa dentro do grupo de 6
pessoas. Entao, o desenvolvimento (1 + )% nos d4 o ntimero de possibilidade de escolher
quaisquer r (0 < r < 6), pessoas dentro desse grupo. E como estamos interessados em

escolher 4 nesse grupo de 6, ou seja, n = 6 e r = 4, temos que:
(14 )% =1+ 62 + 152% + 202° + 152* 4 62° + 5.
Portanto, pela definicao de funcao geradora, o nimero de maneiras de escolher 4
pessoas em um grupo de 6, é igual a 15.

Exemplo 2.1.2. Encontre a fun¢do geradora ordindria f(x) na qual o coeficiente a, de

x" € o numero de solugoes inteiras positivas de

r1 4+ xo+x3 =7, onde r € {9,10,11,12,13, 14, 15},
2<ux, <4, para k=1,2,

Como ja foi visto anteriormente nesta secao, a solucao a, para este problema é o

coeficiente de 2" na expansao do produto
(22 + 2% + 2*)2(2® + 2% + 27) = 2% + 3210 + 62! + 7212 4 623 + 321 4 215
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Portanto, essa série de poténcias é a funcao geradora ordinaria que procuramos.

Exemplo 2.1.3. Encontre a fun¢ao geradora ordindria f(x) na qual o coeficiente a, de

x" € o numero de solugoes inteiras nao-negativas da equacao 2x + 3y + 7z = r.
Para este problema, basta tomarmos x; = 2z, x5 = 3y e x3 = 7z, que teremos:
1+ To+ T3 =71,
Notemos que, x; é multiplo de 2, x5 é multiplo de 3 e x3 é miltiplo de 7. Dessa forma, a

série de poténcias cujos expoentes sao os possiveis valores de x1, x5 € x3, respectivamente

sao
T+ +at + a8+ a8+
I+ad+ab+a% + 22+
Dessa forma, a fungao geradora ordinaria f(z) ¢ dada por:
flz) = (Q+a?+at+a54+ 28+ )1+ 428+ 2% +22+- ) (142 T+ 2 42 28+ ).
Continuando, o que estamos pretendendo fazer é utilizar séries de poténcias com o
objetivo de encontrarmos o valor a, do coeficiente de " que, como ja foi visto, em muitos

casos nos da a resposta para um problema combinatério. Por este motivo, passaremos a

estudar e analisar varias técnicas para o calculo de coeficientes das funcoes geradoras.

2.2 (Calculo de Coeficientes das Funcoes Geradoras

Para se calcular o coeficiente da funcao geradora de uma série de poténcias, segue a

definicao:

Definicao 2.2.1. Se a, € uma sequéncia numérica parar = 0,1,2,3, ..., a funcdo geradora

dessa sequéncia é a sequinte série de poténcias:
2 3
ap + a1 + ax” + asx” + - - - .

Seja [ um conjunto para o qual a func¢ao geradora converge para f(x), se € I, entdo,

f(z) também sera chamado de funcao geradora.
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oo

An+1 o S
= L, dada uma série numérica an,, temos que:

Teorema 2.2.1. Seja lim

(i) Se L<1= Z a, € absolutamente convergente.
n=0
(i1) Se L > 1= Z a, € divergente.

n=0

oo
(i1i) Se L=1= g a, € inconclusivo, ou seja, nenhuma conclusao pode ser tirada sobre

n=0
oo

a convergéncia ou divergéncia de g Q-
n=0

O teste da razao para série de poténcias nos mostra condicoes em x para que a série
(o)

E a,x" seja ou nao convergente. Entao, ao aplicarmos por exemplo na série geométrica

n=0
1+z+2?+23+- - - de primeiro termo igual a 1 e razao x, dada pela sequéncia (a,) = 1 para

r=1,2,3,..., podemos perceber que esta série é absolutamente convergente se |z| < 1, e

divergente caso contrario. Vejamos:

. an+1xn+1 . Ap+1 "t
lim |—————| = lim .
n—00 Apnx™ n—oo | Qay, xn
E como a, =1, parar =1,2,3, ..., temos,
) A1 xn+1 . n+1
lim : = lim [1]- = |z].
n—oo | Ay xn n—oo xn
- 2, .3 L 5 Ay
Sendo assim, f(z) =1+xz+ 2 +2°+ -+ = 1 é a fungao geradora da sequéncia

(a,), desde que, |z| < 1.

4 A . s s . Ap+1 ~
De modo geral, se (a,) é uma sequéncia numérica e lim = L, entao:

n—00 | Qp

n+1 n+1
Ap41T . Qp41 x
| ——— | = lim .
n—00 Apnx™ n—00 | QA "
n+1
. Ap+1 . x
= lim - lim
n—oo | Ay, n—oo | ™
. a/n+1 .
= lim lim |z|
n—o00 an, n—o0
= L. | :L“|
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o
E para que a série de poténcias E a,x" seja absolutamente convergente devemos

n=0

1

1
ter L |x| < 1 se, e somente se, |z| < T isto é, x € (—Z, Z), denominado de raio de

convergéncia da série.

Para concluir, uma série de poténcias pode:
(a) convergir em todo ponto;
(b) convergir somente em um intervalo |z — a| < L (intervalo de convergéncia);
(c) convergir somente em um ponto.
A funcdo geradora f(x) = 1 +ax+ 2> +2° + .- = : L serd a partir de agora

-
manipulada para obtermos outras séries de poténcias sem nenhum tipo de preocupacao

com a convergéncia das mesmas.
Exemplo 2.2.1. Determine a fun¢ao geradora da sequéncia (a,) = (0,0,1,1,1,...).
E facil ver que a série de poténcias procurada é:

flx) =040z + 2+ 2+t +a2°+ -,
Podemos escrever f(z) da seguinte forma:

fz) = 22+ 2> +2* +25+---
= 22 (I+a+22+28 42" +--)

1—x 1—a’

que é a funcao geradora da sequéncia (a,) desde que, |z| < 1.

Exemplo 2.2.2. Encontre a sequéncia cuja funcao geradora € dada por:

1

Sabemos que

1
1—2z

=l+az+a®+22+at+-.. .
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Logo, basta substituir 2 por 2z? na tltima expressao e teremos:

— =14 222+ 42t 825 1625+ - .
g(x) o7 + 227 + 4x* + 82° + 162° +

Exemplo 2.2.3. Encontre a sequéncia da funcdo geradora ordindria:

Vimos que:
1
1—=

=l+a+>+2>+a2t+- .

Assim, a funcao h(z) pode ser escrita da seguinte forma

W) = 1—2x

1
_ .3,
-7 (1—2x>

= 2% (1422 +42° + 82% + 162" + - - -)

= 2%+ 20" +42° + 825 + 1627 + - -,

que ¢ a série gerada por h(x).
3

Concluimos entao que, h(z) = 7 a 5 é a funcao geradora da sequéncia
—2x
1
(a,) =(0,0,0,1,2,4,8,16,...), desde que, |z| < 3

Em seguida, vamos abordar um teorema que generaliza as expansoes binomiais vistas no
capitulo 1 para que possamos estudar séries de poténcias da forma (1+x+2%+23+4--- )"

em que, n € um numero natural arbitrario.

2.3 Teorema Binomial

Isaac Newton foi, e ainda é, considerado um dos maiores cientistas conhecidos his-
toricamente. Nascido em 25 de dezembro de 1642 em uma pequena aldeia conhecida
por Woolsthorpe-by-Colsterworth, localizada na Inglaterra, tornou-se um dos principais
precursores do Iluminismo, e é responsavel pelo Teorema Binomial. Fez ainda, outras
descobertas importantes para o avanco da ciéncia como o calculo infinitesimal, que é uti-
lizado para o estudo de taxas de variacao de grandezas (como a inclinagdo de uma reta)
e a acumulagdo de quantidades (como a area debaixo de uma curva ou o volume de um
solido), a lei da gravitacdo, principal responséavel pelo seu reconhecimento, nao apenas
academicamente, mas também mundialmente por pessoas comuns; e por fim, mas nao

menos importante, também realizou estudos relacionados a natureza das cores.
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1 D ee(u—r—1
Seja(l—l—x)“:1+ux+%x2+-~+u(u ) '(u L )xr+~--.Denotando
. T
por:
1) (u— 1
wlu—1)--(u=r+ >, se >0,
rl
u pa—
(7)-
1, se r=20,

temos que,

onde o ntmero ( ) denomina-se coeficiente binomial generalizado. Caso u seja igual
r

ao inteiro positivo n, ( ) serd o familiar coeficiente binomial, e como ( ) é zero para
r

’
r > n, a expansao se reduzird & expansao binomial usual [7].

Como ja foi dito, ndo estamos preocupados com questoes de convergéncia, uma vez
que nao precisamos atribuir valores numéricos para a varidavel x. Neste contexto, vamos

provar em seguida, o Teorema Binomzial.

Teorema 2.3.1. (Teorema Binomial) O coeficiente de xP na erpansao de
2 3 n -
(I+z+a®+2°+---)", éigual a CF, ;.

Demonstragdo. Vimos nesta secdo que (1 +z+ 2> +2° +--.) = T Entao, podemos

concluir que:

(1+x+x2+x3+---)=( ! )n:(l—x)_".

Agora, substituindo x por —x e u por —n em

(1+az)" = i (:f) z’,

teremos:
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Em seguida, substituimos a definicao de coeficiente binomial generalizado, ou seja:

()ap - Colonm D=2 onop e Ly

p P!
DO DE )t p - (LY
p!
_onn+1)(n+2)---(n+p—1)
= o
_ n+p—1)n+p—2)---(n+ n(n—1)!
pl(n —1)!
 (n+p-1)
 pl(n—1)!
_ (ntp=1)
- ( P ) = Gy

]

Exemplo 2.3.1. Que expressao corresponde ao nimero de maneiras de se distribuir r
objetos idénticos em n caixas distintas, com a restricao de que cada caiza contenha pelo

menos p objetos e no mdximo p+ q — 1 objetos?

Podemos notar que a funcao que determina o nimero de objetos em uma caixa, dadas

as condi¢oes acima, €
P + ZL’erl + ZEerQ 4+t xp+Q*1'
Como sao n caixas, a resposta para este problema seréd o coeficiente de 2" em
(aP + 2Pt 4 P2 4 PP = P (] 4o 2% 4 )R,

Agora, usando o fato de que

1— a9

l+z+a®+ - +27! = ,
1—=z

temos que:

P p+1 p+q—1\n pn 1—a®\"
(P + 2P+ F )t =" )

Portanto, o coeficiente de 2" nesta tltima expressao sera igual ao coeficiente de 2" 77" em
1—a7\"
1—xz )~

Exemplo 2.3.2. De quantas maneiras podemos escolher 12 latas de refrigerante se exis-

tem 4 marcas diferentes?
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Neste problema, nao hé restricao ao nimero de latas de uma determinada marca, logo,

a funcao geradora que controla o niimero de latas de uma certa marca ¢é
l+o+a?+2°+ -+t

Como sao 4 marcas diferentes, o que procuramos como resposta deste problema é o coe-

ficiente de z'? na expansao de

1—x
= 1—-2"™* 1 —-2)"

137 4
Adazta?ta®t- a2t = (1—$ )

Uma vez que

(1—2)* =1 — 42" 4 627 — 42 4 2,

4

percebemos que o coeficiente de z'? em (1 +x + 22 + 23 + -+ + 2'%)* ¢é 0 coeficiente de

21?2 em (1 — z)~*. Logo, pela defini¢io de coeficiente binomial generalizado, temos

—4 44+12-1 15 15!
. —]_ 12 g = - 0 = 455.
(12) (=1) ( 12 ) (12) 121 31

O que acabamos de fazer foi um caso particular dos casos até aqui estudados, onde

p=0,p+q—1=12 (logo ¢ = 13) e n = 4. Ou seja, o coeficiente de z'?

coeficiente de 22794 = 455,

é igual ao

O que fizemos até aqui foi utilizar as funcoes geradoras ordinarias para resolver pro-
blemas em que nao hi preocupacgao com a ordem dos objetos. Porém, o que vamos fazer
em seguida é solucionar problemas onde a ordem em que esses objetos sao retirados tem

relevancia. E, para isso, vamos falar sobre fungoes geradoras exponenciais.

2.4 Funcoes Geradoras Exponenciais

Sobre esse tipo de funcao geradora imagine trés tipos diferentes de carros, a, b e c. De
quantos modos diferentes podemos retirar 4 carros de uma garagem, colocando-os em uma
fila em ordem, sendo que o carro do tipo a pode ser retirado dessa garagem no maximo
uma vez, o carro do tipo b no maximo duas vezes e o carro do tipo ¢ no maximo trés

vezes?
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Conforme visto no inicio deste capitulo a funcao geradora que fornece as possiveis

escolhas dadas as restricoes e sem se importar com a ordem é:
(14 ax)(1 + bx + b°2°)(1 + cx + *2® + 2.

Efetuando os calculos e agrupando convenientemente a equacao acima, temos que:
L+ (a+b+c)x+ (2 +bc+ b + ac + ab)x? + (¢ + be? + b*c + ac® + abe + ab®)z® +
+ (bc® + b*¢? + ac® + abc® + ab®c)zt + (b2 + abc® + ab*c?)x® + ab*c3a®.

Como queremos retirar e ordenar 4 carros dessa garagem, o que nos interessa é o
coeficiente de z*. Percebemos que ha 5 maneiras de se retirar esses quatro carros da
garagem dadas as restricoes. Logo, abc?, por exemplo, indica que se retira um carro do

tipo a, um carro do tipo b e dois carros do tipo ¢. Mas ordené-los em uma fila significa
|

que os esses podem permutar entre si, o que pode ser feito de uma vez que se trata

11112!
de uma permutacao com repeticao visto no capitulo anterior.

Utilizando o mesmo raciocinio para as outras 4 maneiras chegaremos que todas as
possiveis retiradas distintas somam

Al 44 A Al
(1!3! o T T T 1!2!1!) =58

Definicao 2.4.1. A série de poténcias

T 2 x3 x"
a0+ali+a2§+a3§+---+arﬁ+~--

€ a funcdo geradora exponencial da sequéncia (a,).
Parar entender tal definicdo vamos voltar ao problema inicial dessa secao. Como
vimos, a funcao geradora exponencial nos fornece todas as possiveis retiradas dos carros da

garagem, conforme as condi¢coes dadas. Assim, vamos alterar os polindémios que controlam

a presenca de cada tipo de carro introduzindo no coeficiente de x™ o fator 5 obtendo:
n!

a b v, c o, Ay

Expandindo e agrupando os termos semelhantes, temos
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] a b ¢ A be b ac 9
A CTRETRETY AR CTRAT TR 1'1' 1'1' v
N 03+b02+b20+a02 B4
3! 112! 211! 1121 1'1'1' 1'2'
b b ac®
+ um+mm+um+1mm umv
N (b203 abc®  ab’c 2) s ab*c®

o131 T I T 11212 12131"

Como a resposta do problema & o coeficiente de x*, ou seja:

13 o T3 T i T e

( b b2 acd abc? ab?c )

percebemos que ainda nao é o que queremos.

Para resolver isto, basta multiplicarmos e dividirmos esta expressao por 4!.

41 4] 4] 4] 4] 1
(—bc + —b+ ac® + abc? c) —

113! 212! 1!3! 11112! 1‘2‘1‘ 4!
Logo, se tomarmos a = b = ¢ = 1, verificamos que o nimero procurado serd o coeficiente
4

de % que é igual a

44 444
(um+mm+um+1mm+1mu):%’

2 x 2 23
@+U>O+U+2J(L%ﬂ+§+§0.

Exemplo 2.4.1. Encontre a fun¢do geradora exponencial da sequéncia (1,1,1,---).

na expansao de

Sabemos que a expansao pela Série de Taylor em torno do zero da fungao exponencial

é dada por

T x? a8 x"

. : " : :
Perceba que nesta expansao o coeficiente de — é sempre igual a 1, para todo r. Assim, a

7!
funcao geradora exponencial para a sequéncia a, = 1, parar =0,1,2,3,--- é
2 3 r
T x x T -
f()—1—|—1|—|—§+§+ —l—ﬁze-
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Exemplo 2.4.2. Encontre a funcao geradora exponencial que determina o numero de
sequéncias de k letras (k < 4) formada pelas letras a, b e ¢, onde a letra a ocorre no

mdzimo uma vez, a letra b no mdximo uma vez e a letra ¢ no mdzimo duas vezes.

Para resolver esse problema, devemos considerar o produto de 3 polinémios em que

cada um controla a presenca das letras a, b e ¢, respectivamente. Sao estes:

2 7 ) .1’4
fl@)=(1+2z)(1+2) (1+x+ 2,) =1+3x+§x2+x3+3.

) . ) ",
Agora, como estamos interessados na sequéncia dos coeficientes de —7» Iremos reescre-
T

ver este polinémio na forma

2 1.3 $4

o Tor + 65+ 12

flx)=1+3 T m

1!
Conforme visto no inicio desta secao, a funcao acima mostra que existem, por exemplo,
7 maneiras de retirarmos 2 letras. Como a ordem agora nos interessa, estas maneiras sao:

ab, ba, ac, ca, be, cb e cc.

Exemplo 2.4.3. Num pequeno hotel existem 3 quartos diferentes vagos. 7 amigos que
estao viajando precisam dormir pois estao muito cansados. De quantas maneiras podemos

acomodar esses amigos sem que nenhum quarto fique vazio?

Inicialmente como nenhum quarto podera ficar vazio, entdao, nenhum quarto poderéa
receber mais do que 5 amigos. Além disso, os quartos sao diferentes e, nesse caso, a ordem

das pessoas dentro de cada quarto nao importa. Logo, a funcao geradora exponencial para

r a2 5\ ?
g(x) = < + =+ o+ +—>

este problema é

20 3l 5!

. X ~ . , .
Como a resposta é o coeficiente de ) nessa fungdo. Vamos manipula-la conveniente-

mente. Observe:

xZ ZL‘Q 1’3 .ZU5 3
g(:L’) = (1|+§+§+'“+§+'-->
3
2 ZBS 5175
— Hm+§+§+ el
e
= (e"—1)°

— €3x_3€2x+3€z
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A ~ . . x7
Como as poténcias extras nao contribuem para encontramos o coeficiente de Tk temos

que
3 (3z)? (3z)7
3x p— — DY DY
e’ = 1+ 1 + o +- o +oe
2z (2z)? (22)7
2:1/‘ p— — DY —_— DY
e = 1+ 1 + o +- o +e
s _ 14 % 7 z’
e’ = +ﬂ+§+"'+ﬁ+"'

Desta forma, é facil ver que o coeficiente procurado é
37— 327+ 3 = 1806.
Prosseguindo, o teorema a seguir provara um resultado que nos permitira concluir a

equivaléncia entre certos problemas envolvendo funcoes geradoras exponenciais.

Teorema 2.4.1. O nidmero de maneiras de colocarmos n objetos distintos em k caizas

distintas, sem que nenhuma caixa fique vazia €

T(n. k) = Ek; (—1)1'(];) (k— i)™

ou seja: O numero de n-uplas cujos elementos pertencem ao conjunto 1,2,3,....k nas

quais cada um dos nimeros 1,2, ...k, aparece pelo menos uma vez é T'(n, k).

Demonstracao. Como cada uma das k caixas devem conter pelo menos um objeto, e a
ordem dos n objetos importa. Entao, a funcao geradora exponencial para solucionar este

problema é

r 2?2l g N L
f(ilﬁ): (ﬂ+§+§+) :(6 —1)
em que a solucao desse problema é o coeficiente de x—| Fazendo a expansao binomial,
7!
temos
" (k "k
z_ 1 E _ ir(k—i) _ 1\ (k=)
-1 = 3 (5 e =3 (F) ey
=0 1=0
e como
, 1
(k—i)x __ (1. A\n,n
e = ZO n!(k: i)"z",
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temos,

. ’ . 'r z
Assim, concluimos que o coeficiente de — é

n!
k
> v ()i
i=0
que é a expressdo que nos fornece T'(n, k), concluindo a demonstracao. O

Agora, com esse teorema podemos resolver o exemplo anterior. Para isso, basta to-

marmos n =7 e k = 3. Vejamos:

T(7,3) = z; (-1)@'(;)(3—@')7 =37 - (?)27+ (g) =3"—3-2"+ 3 = 1806.

2

Com isso, o teorema a seguir mostrara o resultado quando colocamos n objetos distintos

em caixas iguais (sem caixa vazia).

Teorema 2.4.2. O nidmero de maneiras S(n, k) de distribuirmos n objetos distintos em

k caizas idénticas sem que nenhuma caiza fique vazia €

S(n, k) = %T(n, k) = %Z (—1) (’;) (k — )"

Demonstracao. Para distribuirmos n objetos distintos em k caixas distintas, sem que
nenhuma caixa fique vazia, devemos encontrar um distribuicdo de n objetos distintos em
k caixas idénticas, todas com pelo menos um objeto e, em seguida, ordenar essas caixas.
Isto é

S(n, k) =k!-T(n, k),

o que conclui a demonstracao. O]

O namero S(n, k) denomina-se nimero de Stirling do sequndo tipo.

Exemplo 2.4.4. De quantas maneiras podemos distribuir 6 bolas com as cores, azul,
branca, cinza, vermelha, roxa e laranja, em 2 caizas idénticas, de modo que nenhuma

fique vazia?
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E facil ver, que o problema ¢ uma simples aplicacdo do Teorema 2.4.2., onde: n =6 e

k = 2. Dessa forma, temos

2
1 i 2 ~6 _ L os _
5(6,2) = ;(—1) (2) (2-i)° = (2" - 2) =31
Portanto, h4 31 maneiras de distribuirmos 6 bolas em 2 caixas.

No préximo capitulo vamos falar sobre as relagoes de recorréncia, definindo as recor-

réncias lineares homogéneas e nao-homogéneas de primeira e segunda ordem.
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Capitulo 3

Relacoes de Recorréncia

Uma poderosa ferramenta no estudo da Matematica Discreta para resolucao de pro-
blemas combinatorios sao as relagoes de recorréncia. De fato, muitos problemas que em
um primeiro momento sao considerados dificeis podem ser resolvidos de maneira trivial
por esse tipo de técnica. Nesse capitulo iremos apresentar essa proposta como mais uma

das varias abordagens existentes quando o assunto é analise combinatoria.

Iniciaremos enfatizando que uma relacao de recorréncia é uma sequéncia numérica
definida recursivamente, isto é, por intermédio de uma regra que permite calcular qualquer

termo em funcao do(s) antecessor(es) imediato(s).

Exemplo 3.0.1. A sequéncia (x,) dos nimeros naturais impares 1,3,5,7,--- pode ser

escrita por Tpy1 = x, +2 (n>1), com x; = 1.

Exemplo 3.0.2. Qualquer progressao aritmética (a,) de razao r e primeiro termo a pode

ser definida por any1 = an, +1r (n > 1), com a; = a.

Exemplo 3.0.3. Qualquer progressao geométrica (b,) de razao q e primeiro termo b pode

ser definida por b, 1 = b, - q.

Exemplo 3.0.4. A sequéncia (F,,), dita de Fibonacci, cujos termos sio 1,1,2,3,5,--- ¢
na qual cada termo é a soma dos dois imediatamente anteriores, € definida por:
Fn+2 = Fn+1 -+ Fn (n Z O), com Fl = FQ =1.

A Sequéncia de Fibonacci serd muito importante para o decorrer deste e do préximo
capitulo, uma vez que iremos definir situacoes que envolvem nao somente o estudo de
recorréncias como também de funcoes geradoras, mencionadas no capitulo anterior. Co-

mecaremos entao pelas recorréncias lineares de primeira ordem.
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3.1 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem

Definigao 3.1.1. Uma recorréncia linear de primeira ordem é toda sequéncia (r,) que
erpressa Tni1 em funcao de x,, isto €, cada termo da sequéncia € escrito em funcao do
seu primeiro antecessor. Tal sequéncia € dita linear se, e somente se, for uma funcao

polinomial do primeiro grau.

3.1.1 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem Homogéneas

A recorréncia x,.; = nx, ¢é linear de primeira ordem homogénea, pois nao possui
termo independente de x,,. Para se resolver esse tipo de sequéncia existem técnicas que

na maioria das vezes nao geram tantas dificuldades.

Exemplo 3.1.1. Resolva a recorréncia x,1 = nx,, com r; = 1.

Inicialmente podemos observar que

Ty = 1- T
Tr3 = 2 i)
Ty = 3- xs3
Ty = (n—1)x,_1.

Agora, basta multiplicarmos os membros correspondentes e obtemos x, = (n — 1)lx;.

E como z; = 1, temos z,, = (n — 1)!.

3.1.2 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem Nao-Homogéneas

Existem recorréncias lineares nao-homogéneas de primeira ordem que sao mais faceis

de resolver. Estas possuem a forma z, 11 = x, + f(n).

Com efeito, temos

To = I+ f(l)
T3 = XT9-+ f(2)
vy = z3+ f(3)

Ty, = Tp1+ fin—1).
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n—1
Somando as equagoes, obtemos z,, = z1 + Z f(k).
k=1

Exemplo 3.1.2. Resolva a recorréncia x,y1 = x, + 2", com x; = 1.

Temos

Ty = T+ 2
T3 = ITo9+ 22
Ty = I3+ 23
Ty = Tpq+ 2L

Efetuando a soma das equacoes acima, encontramos

T, = x4+ (24+22 428 ... 427D
= 1+24+22 428 ... 420!

-1
21
- " 1.

Em seguida, vamos mostrar como se resolve uma recorréncia linear nao-homogénea

de primeira ordem. O teorema a seguir transforma esse tipo de recorréncia na forma

Tpy1 = Tp + f(n>

Teorema 3.1.1. Se a,, é uma solugcdo nao nula de x,1 = g(n)zx,, entdo a substituicdo

Tp = QnYy, transforma a recorréncia Ty = g(n)r,+h(n) em ypi1 = yo+h(n)[g(n)-a,] = .

Demonstracao. A substituicao x,, = a,y, transforma
Tni1 = g(n)on + h(n)

em

Unt1Ynt1 = g(n)anyn + h(n).

Por outro lado, a,+1 = g(n)a,, pois a, é solu¢do de z,,,1 = g(n)x,. Portanto, a equagao

se transforma em g(n)a,yni1 = g(n)ay, + h(n),, ou seja,

Ynt1l = Yn + h(”)[g(n) ) an]_l'
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Exemplo 3.1.3. Resolva a recorréncia x,y1 = 2z, + 1, com x1 = 2.

Primeiramente, vamos encontrar uma solucao nao nula para a recorréncia linear homo-

génea de primeira ordem z,; = 2z,. Vejamos

To = 21‘1
r3 = 2[L‘2
Ty = 21’3
Tn — 2.%'”,1.

Efetuando o produto das equacoes acima membro a membro, obtemos x, = 2" 1xz;.
Logo, uma solucdo nio nula para essa recorréncia é x, = 2" '. Agora, vamos fazer a
substitui¢do z,, = 2" 'y,, obtendo, assim, 2"y, = 2"y, + 1, ou seja, Ypi1 = Yn + 27"

Em seguida, temos

Y2 = y1+27"
Ys = Y2+ 272
Y = yz+27°

—(n—1
Yn = Yn-1+ 2 (n )
Ao somarmos as equagoes acima, obtemos

Yo = 27142774270 4 27007
(271)7171 -1

2-1 -1
= y =274 1.

= y +27!

E como z, = 2" 1y, e ainda 2; = 2. Temos y; = 2 e y, = 3 — 21", e, portanto,
T, =320 — 1.

Na secao seguinte, abordaremos as recorréncias em que cada termo ¢ obtido por meio

dos dois termos antecessores imediatos.
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3.2 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem

Definicao 3.2.1. Uma recorréncia linear € dita de sequnda ordem quando cada termo
definido pela equagao de recorréncia depende dos dois termos imediatamente anteriores a

ele.

Uma recorréncia linear de segunda ordem é dada por uma funcao da forma:

J(@n2) = txnga) + g(zn) + h(n),

onde g(z,) # 0. Além disso, se h(n) = 0, entdo, a recorréncia ¢ homogénea, caso contrario,

nao-homogénea.

3.2.1 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem Homogéneas

Inicialmente, vamos tratar das recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas,

com coeficientes constantes, isto é, recorréncias da forma
Tpt2 + PTni1 + @y, =0,

com ¢ # 0; caso contrario, a recorréncia acima seria de primeira ordem.

Definicao 3.2.2. Uma recorréncia linear de sequnda ordem homogénea, com coeficientes
constantes é da forma T,io + pTpi1 + qr, = 0 com q # 0, em que associamos essa
recorréncia a uma equacdo do sequndo grau da forma r? + pr +q = 0, denominada

equacao caracteristica.

O teorema a seguir nos mostrara a maneira de obtermos a solucao desse tipo de recor-

réncia.

-

Teorema 3.2.1. Se as raizes de r> +pr+q =0 sdo ry e rq, entio, a, = Cyr + Corl ¢
solugao da recorréncia T,io + prni1 + qr, = 0, para quaisquer que sejam as constantes
Cl € 02.

Demonstracao. Vamos supor inicialmente que r; = ro = r é raiz da equacao caracteristica,

entao, x, = r™ é uma solucao da recorréncia x,, s + pr,+1 + qr, = 0. De fato,
"2 "t g =" (P pr4q) = 0.

Além disso, z,, = C' - r™ & solucao para todo C.
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Agora, no caso de r, # ry temos que a, = Cyr} + Cyrld é solugdo da recorréncia

Tnio + DTpi1 + qr, = 0, quaisquer que sejam as constantes C; e Cy. Observem:

nio + Pang1 +qan = Ciry(r] +pri+q) + Cory (ry + pra + q)
= (ClT?JrZ + CQT121+2) -+ p(Cl'r’?fH + CQT;LJrl) —+ Q(Cﬂ”? + CQ?”S)
= [Cur(ripry + q)] + [Cori(rs 4 pry + q)]
= Clr?O—i—C'Qr;‘O =0.

Exemplo 3.2.1. Determine a solucao da recorréncia x,.o + 3,41 — 4z, = 0.

A equacao caracteristica que associamos a recorréncia acima é 72 + 3r — 4 = 0, cujas
raizes sao 1 e -4. Assim, de acordo com o Teorema 3.2.1, todas as sequéncias da forma

a, = C11" 4+ Cy(—4)™ sdo solugbes da recorréncia para quaisquer C e Cs.

Porém, existem os casos em que as raizes da equacao caracteristica sao iguais. Sobre

essa situacao, segue o teorema abaixo.

Teorema 3.2.2. Se as raizes de r? + pr + q = 0 sdo iguais, ou seja, 1y = 9 = 1, entaio
todas as solucoes da recorréncia x, 1o+ prpi1 +qr, = 0 sao da forma vy, = Cir™ 4+ Conr™,

onde Cy e Cy sao constantes.

Demonstracao. Seja 1y, ¢ uma solucao qualquer de x,.o + prn,i1 + qr, = 0. Vamos

determinar constantes C7 e Cy que sejam solugoes do sistema de equacoes.

Cir + Cor = 5
017'2 + 2027"2 = Y,
Y2 e Cy = Y2 =T

_ o2 r2
acima é equivalente a

. Isto é possivel, pois, r # 0. E portanto, o sistema

Ci+Cy = %
01 —|—202 - y—;,
r

além disso, os coeficientes de C e Cy determinam uma matriz A da forma: A =

e como, det(A) # 0, temos que o sistema acima tem solu¢ao.

Queremos mostrar que y, = Cir" + Conr™ para todo natural n. Para isso, é suficiente

mostrar que z, =y, — C1r" — Conr™; e z, = 0 para todo natural n.
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Substituindo z, em x,.2 + pr,y1 + qr, = 0 e agrupando os termos de maneira conve-
niente, temos

(Yns2 + PYns1 + qyn) — C1r™ (12 + pr + q) — Conr™(r? + pr + q) — Cor™(2r + p).

O primeiro paréntese é igual a zero, pois, y, é solugao; o segundo e também o terceiro
sao iguais a zero uma vez que r é raiz de r> + pr + ¢ = 0; o quarto é igual a zero, pois
Como r{ = r9 =1 = —g, entao, 2r +p = 0. Portanto, z,,2 + pzps1 + q2z, = 0. Além
disso, como C1r + Cor = 3, e C11? + 20572 = 35, temos que, z; = 2o = 0. O que implica

que z, = 0 para todo n natural. O

Exemplo 3.2.2. Encontre a solucao geral da recorréncia x,.o — 6x,11 + 92, = 0.

A recorréncia %19 — 62,41 + 97, = 0 tem como equacao caracteristica 72 —6r +9 =0
+ + 9
cujas raizes sao ry = ro = r = 3. Assim, pelo Teorema 3.2.2, temos que a solucdo geral

da recorréncia é dada por x,, = C13" 4+ Cyn3™ para quaisquer constantes C; e Cs.

3.2.2 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem Nao-Homogéneas

A solugao de uma recorréncia linear de segunda ordem nao-homogénea é composta por
duas parcelas: uma solucao qualquer da recorréncia nao-homogénea e a solucao geral
da recorréncia homogénea. Conforme ja foi visto neste capitulo, encontrar a solucao da
recorréncia homogénea nao serd um problema. Nossos esforcos estardao voltados essen-
cialmente para a solucao da recorréncia nao-homogénea. O teorema a seguir nos dard

algumas possibilidades para esse fim.

Teorema 3.2.3. Se a,, € uma solucio da equacdo Tpyo + pTpiy1 + qr, = f(n), entdo a

substituicao x, = a, + y, transforma a equacao em Yo + PYni1 + qyn = 0.

Demonstracao. Inicialmente vamos substituir x,, por a, + ¥, na equagao r,io + pr,i1 +

+qz, = f(n). Assim, temos

(ant2 + Ynt2) + D(@ns1 + Yn+1) + ¢lan + yn) = f(n)
(g2 + Pant1 + qan) + (Ynt2 + PYnt1 + qun) = f(n).

Como a,, é solugao da equagao original, entao, a, 2 + pa,+1 + qa, = f(n) o que trans-
forma a equacgao acima em ¥y,10 + PYni1 + qyn = 0. ]
Exemplo 3.2.3. Determine a solugcao da recorréncia x,.o — 5xpi1 + 62, = n.

Primeiramente vamos encontrar a solugao da homogénea, isto é, x,,. o — 5,1 +6x, =0

cuja equacao caracteristica é r2 — 5r + 6 = 0 e suas raizes sao r; = 2 e 7y = 3.

Dessa forma, temos que a solucao geral da homogénea é h,, = C12" + Cy3™.
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Agora, tentaremos descobrir uma solugao particular ¢, da recorréncia
Tpio — DTpi1 + 62, = n.

Para isso, devemos responder a seguinte pergunta: que tipo de funcao deve ser t,, de
tal forma que substituindo ¢,, em x,,.9 — 5x,, 11 + 62, obtemos n? Percebemos que é bem
razoavel imaginar que a func¢ao ¢, ¢ uma fungdo polinomial do primeiro grau, ou seja,

t, = An 4+ B. Assim, se substituirmos ¢, em x,,2 — 52,41 + 6x,, = n, temos

An+2)+ B —5[A(n+1)+ B] 4+ 6(An + B)
An+2A+ B —-5(An+ A+ B)+6An+ 6B
(A—5A+6A)n+ (2A+ B —5A— 5B+ 6B)

2An + (-3A + 2B),

1 3
que dever ser igual n. Portanto, A = 5 € B = T Dai,

L1 .3
n =T

Logo, a solugao geral da recorréncia nao-homogénea é
T, = h,+t,
1 3
Tn = 012n + 02371 + 571 + 4_17

com C4 e Cy, constantes.

E importante ressaltar que o Teorema 3.2.3 pode ser utilizado para resolver uma recor-
réncia linear nao-homogénea de qualquer grau. Basta que conhecamos a solucao geral h,,
recorréncia homogénea e uma solucao particular ¢,, da nao-homogénea. Assim, a solucao

geral da nao-homogénea ¢ dada por: x, = h, + t,.

Com os resultados e teoremas nesta secao abordados, vamos a partir de agora estu-
dar duas importantes sequéncias numeéricas, a Sequéncia de Fibonacci e uma de suas

generalizacoes, a Sucessao de Lucas.

3.2.3 As Sequéncias de Fibonacci e de Lucas

A Sequéncia de Fibonacci

A Sucessao ou Sequéncia de Fibonacci trata do seguinte problema:
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“Um homem colocou um par de coelhos num local cercado por todos os lados. Quantos
pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par ao fim de um ano, sabendo que, por

més, cada par gera um novo par, que se torna produtivo no sequndo més de vida?”

Para resolver esse problema podemos perceber que no primeiro meés existe apenas o
par inicial. No segundo més, por ainda nao estarem na fase reprodutiva, permanece o
mesmo par. Ja no terceiro més, nasceu outro par. No quarto, o par inicial teve outro par
de coelhos enquanto os seus primeiros filhos amadureciam. No quinto més, o par inicial
e sua primeira geracao puderam reproduzir e, entao, tiveram dois novos pares, e assim

sucessivamente. Dessa forma, a sequéncia que define a populacao de coelhos é
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233, ...

Observando com atencao, percebemos que a populacao de coelhos de cada més a partir
do segundo, ¢ dado pela soma da populagao dos dois meses imediatamente anteriores.
Denotando por F,, a populacao de coelhos no n-ésimo més, podemos construir a seguinte
recorréncia F,, = F, 1 + F,_ 5, para n > 2 em que, todos os termos dessa sequéncia
denominam - se niimeros de Fibonacci. Além disso, a recorréncia F,, = F,,_1 + F,,_», para

n > 2 pode ser reescrita como F, o = F, 11 + F,, paran >0, com Fy =0e F; = F, = 1.
Exemplo 3.2.4. Resolva a recorréncia Fy o = F,, .1 + F,, com Fo =0 ¢ F} = F, = 1.

A equacdo caracteristica que relacionamos a recorréncia é r?> —r — 1 = 0, cujas raizes
sao dadas por

1++5 1-+5
2 e g = 2 .

o5 o

2 2

r =

Entao,

Para determinarmos C e Cy vamos utilizar para facilitar os céalculos Fy = 0 e F} = 1,

obtendo o seguinte sistema

’
01—|'02:0

1++/5 1-5
() o)
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1
Resolvendo o sistema, encontramos C; = —Cy = —5 Em seguida, temos

oo L (14v5) 1 (1-vBY
n—% 9 - 9 )

que é a solucao da recorréncia.

1+v5 . 1-+5
2 b= 2

S

Além disso, se a = e ainda, o — B = V/5, entdo, temos que

an_ﬁn

by = :
a—pf

esta que é conhecida como a Formula de Binet dos nameros de Fibonacci.

Observacgao: Se F,, .| = F, + F,_1, dividindo a equagao por Fj,, temos:

F, F,_
1 1
F, E,
F, S DS 1 . o .
Tomando lim —t = L, entao lim L = T considerando os limites na equacao
n—oo n—oo

n
anterior, obtemos

1
L=1+—-<L*-L-1=0,

L
. L 1++5 1—+5 )
cujas raizes sao o = 5 e f= 5 e como F}, é crescente, segue que:
lim i =
n—oo [,

Agora, vamos determinar a funcao geradora que constréi a sequéncia de Fibonacci.
Para isso, vamos utilizar os conceitos ja estudados sobre fungoes geradoras, bem como

algumas das técnicas para obté-las.

Exemplo 3.2.5. Determine uma funcao F(x) tal que, F(z) define a sequéncia (Fo, Fy, Fy, F3, ...

ou seja, F' constroi a sequéncia de Fibonacci.
Por definicao de funcao geradora, sabemos que

F((L’) - FO+F1$+F2£L'2+F3$3—|—F4(L’4—|-... .
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Assim, se multiplicarmos a equacao acima por x, obtemos
vF(r) = Fyo+ Fla?+ Fa® 4+ Faa* + Fya® + -+ -
Multiplicando novamente por z, temos
P*F(r) = Fyr*+ Fio® + Bt + Fya® + Fya® 4 -

Subtraindo as trés equacgoes na ordem em que aparecem e agrupando os termos de

maneira conveniente, temos
F(z) —aF(z) — 2*F(x) = Fy + (F) — Fy))x + (Fy — Fy — F)a? + (F3 — Fy — )2 4+ - .

Mas como F,,.o = F,, .1 + F,,, fazendo alguns cancelamentos, obtemos

x
Fz) = R —

que é a funcdo geradora da sequéncia de Fibonacci.

Agora, vamos utilizar o teste da razao para determinar o intervalo de convergéncia

funcao F(z) dada pela série de poténcias Z Foa" = Fo+ Fla+ Fyx?+ Fya® + Fyat 4+ - -

n=0
o
Seja F(x) = F,x" a funcao geradora da sequéncia de Fibonacci, entao, pelo teste
n ? 7
n=0
da razao, temos
1 1
I Fo . ant ~ lim Fni ‘ ™t
n—00 Fn ™ n—00 Fn ™
.| Fana
= lim [ |z
n—oo n
. Fn+1 1 + \/g
Mas, lim = = «a. Logo,
n—oo [, 2
. Fn-l—l
lim |z] = a - |z]
n—oo | I,
o
Como queremos um intervalo que garanta a convergéncia da série E EF,xz" que é a
n=0

funcao geradora da sequéncia de Fibonacci, as condi¢oes em = para que isso aconteca é:
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1 . 11
a - |x] <1 se, e somente se, |x| < —, isto é, x € | ——, — | que é o raio de convergéncia
o a’ o

de F(x).

Na secao seguinte, faremos o0 mesmo para a Sucessao de Lucas, esta que é obtida por

meio da mudanca das condicoes iniciais da sequéncia de Fibonacci.

3.2.4 A Sucessao de Lucas

Francois Edouard Anatole Lucas nasceu em abril de 1842 na cidade de Amiens, na
Franca. Em 1876, motivado por questoes que envolviam divisibilidade e fatoracao, passou
a estudar profundamente a sequéncia de Fibonacci e suas peculiaridades. De inicio, uti-
lizou a recorréncia que define os nimeros de Fibonacci com condigoes iniciais diferentes

das anteriores e a partir dai construiu novas sucessoes, por exemplo, a Sucessao de Lucas.

Exemplo 3.2.6. Seja L, a Sucessao de Lucas. Resolva a recorréncia Ly, o = L,1+ Ly,

paran =0, com Ly =2 e L; = 1.

A equacdo caracteristica referente & recorréncia também é 72 —r — 1 = 0, cujas raizes

sao

”
S
S

rs =

1+v5) 1-v5\"
e () e ()

Assim, dadas as novas condigoes iniciais, obtemos o seguinte sistema

Desta forma

Ci+Cy=2

(5759

Resolvendo este obtemos: €'} = Cy = 1. E por conseguinte a solucao da recorréncia é

1+v5\  [1-v5)
ne(550) - (57)

De maneira analoga ao que fora feito com F),, podemos escrever L, em termos de « e

[ e, assim, obtemos
L,=a"+p".
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Esta, que define a famosa sucessao (2,1,3,4,7,11,18,29,...) é a férmula de Binet dos

numeros de Lucas.

Formula essa que ¢ obtida de maneira andloga ao que fora feito com a sequéncia de
Fibonacci. Assim, L(z) = Lo + Lix + Lyx?® + Lzz® + -+ que é a fungao geradora da
sucessao de Lucas é igual a:

2—x
L(z) = ———m—.
(z) 1—2—22

Assim como F'(x), a funcdo geradora da Sucessao de Lucas dada pela série de poténcias
9 _
L(z) = Lo+ Lyx + Lox® + Lgaz® + -+ = 1—% é absolutamente convergente, desde
—r—x

1
que, |z| < —.
o

Na proxima se¢ao vamos apresentar e demonstrar importantes identidades relacionadas

a Sequéncia de Fibonacci e a Sucessao de Lucas.

3.3 Identidades de Fibonacci e Lucas

J& vimos que as sequéncias de Fibonacci e Lucas podem ser definidas recursivamente,
ou seja, por recorréncia. Vamos apresentar nesta secao algumas identidades e propriedades

referentes a estas duas sucessoes [4].

Proposicao 3.3.1. Seja L,, um numero de Lucas e F,, um nimero de Fibonacci, entao,

¢ verdadeira a identidade: L, = F, 1+ F,_1, paran > 1.

Demonstracao. Faremos a demonstracao por inducao em n.
Para n = 1, e considerando Fj = 0, temos:
Ly=F+FK=0+2=2.

Agora, suponha que exista k € N tal que, a igualdade se verifica para n < k, ou seja,

L, =F, 1+ F,,1. Mostraremos entao que a igualdade se verifica para o sucessor de k.

Lytw = Lp+ Li,
Liyi = (Fyp—1 + Figr) + (Fre2 + Fi),
Liyi = (Fyp—1 + Fr—2) + (Fig1 + Fr),
Liy1 = Fp+ Fryo.
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Proposicao 3.3.2. Seja F,, um numero de Fibonacci, vale a identidade:
FoiFpp — F2=(-1)"n>1.

A equagao acima é conhecida como a Fdrmula de Cassini e faremos sua demonstragao

também por inducao em n.

Demonstracao. Considerando novamente Fy = 0, Fy = Fy = 1, para n = 1, a igualdade é
verdadeira. Suponha agora, que a igualdade acima se verifica para um nimero natural k,

entao, devemos provar que esta é verdadeira para seu sucessor, k + 1.

Fy  Fopo— F2py = FiFiepo — Fipi(Fior + )
= Fp(Fry2 — Fr1) — Fro1Fey;
= F{ — Fy1Fip;
= (=D (Fs-1Fk1 _FIS);

— (—DML

]
n—l.

Proposicio 3.3.3. Se L, é um nimero de Lucas, temos que: Ly,_1L, 41— L2 = 5(—1)

Demonstracao. Para a demonstragao dessa proposicao vamos utilizar a formula de Binet.

1 5 1—+/5
Se a = +\/_e6: \/_éfécilverque
2 2
a+p = 1,
a-f = -1,
o’ + 32 = 3.

Desta forma temos

LpaLpgr =Ly = (@714 877 - (@™ 4 574 — (o + 67)°
= o” +a" 1B oA 4 B2 — (@ 4 2078 + B77)
= " 18" a? + B?) — 2" B"
= 3(=1)"t=2(=1)"
= 5(—1)""%
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Proposicao 3.3.4. E vdlida a identidade: L1+ L, 1 =5HF,.

Demonstracao. Da Proposicao 3.3.1, temos

Ln+1 = Fn + Fn+2’ (31)
Ly1=F, 5+ F, (3.2)

Somando (3.1) e (3.2), tém - se

Ln+1+Ln71 = 2Fn+Fn+2+an2
- 2Fn+Fn+1+Fn+Fn—2
= 3Fn+Fn+Fn—1+Fn—2

= bOF,
O]
Proposicao 3.3.5. Dados F,, e L, € vdlida a identidade:
L2 —5F2 = 4(-1)".
Demonstracao. Da Proposicao 3.3.1, temos
L2 = F2 +2F,0F, 1+ F
- (Fn—l—l - Fn—l)2 + 4Fn+1Fn—1
Agora, utilizando a Proposicao 3.3.2 na equacao acima, temos
L, = F/+4F+ (1",
L2 = F?4+AF2 4+ 4(-1)",
L2 —5F% = 4(-1)",
concluindo a demonstracao. O]
Proposicdo 3.3.6. E vdlida a identidade: Fy, = F, - L,.
Demonstracao. Por Binet, temos:
o — ﬂn a2n _ ﬁQn
F,-L,= A+ = ———— = Fy,.
-8 a—p
O]
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Proposicao 3.3.7. Se m € Z, entio, 5m? £ 4 é um quadrado perfeito se, e somente se,

m for um numero de Fibonacci.

Demonstracao. Da Proposicao 3.3.5 é facil ver que se m é um ntumero de Fibonacci, entao,
5m? 4 4 é quadrado perfeito. Dessa forma, resta demonstrar que se m e k sio tais que

5m? +£4 = k%, entdo, m = F,,, para algum inteiro n. A prova desta sera feita por absurdo.

Suponha que m ¢ o menor ntimero inteiro positivo que nao ¢ um nimero de Fibonacci
e que satisfaz a equagao proposta. Entao, m > 4 uma vez que, 1, 2 e 3 sao nimeros de
Fibonacci. Assim, dadas as condicoes anteriores, temos que 2m < k < 3m. Por outro
lado, percebemos que que m e k tém mesma paridade, logo, k = m + 2t, para algum

t < m. Substituindo & na equacao 5m? 4 4 = k?, temos

Sm*+4 = (m+2t)?
4m?® —dmt —4* +£4 = 0
(2m)* — (2m) -2t —4t* +£4 = 0.

Resolvendo a equacao acima em 2m, tem-se

2m =t + V512 £ 4.

Mas como 5t? + 4 = w? é quadrado perfeito para algum ¢ e w com t < m, entdo, t é um

numero de Fibonacci F;,, e w é um namero de Lucas L,,. Assim,
2m = F,, + L,,
pois m é inteiro positivo e L, > F,,, para n > 1. Isso feito, temos que
2m=F,+F, 1+ Foaae2m=2F, 1 m=F,.

Portanto, se t ¢ nimero de Fibonacci, entao, m também seré, absurdo. O

Proposicao 3.3.8. Se m € Z, entio, 5m?* £ 20 € um quadrado perfeito se, e somente se,

m for um nimero de Lucas.

Demonstrag¢io. Multiplicando por 5 a equagdao L2 — 5F2 = 4(—1)" (Proposi¢ao 3.3.5),
temos
5L —20(—1)" = 25F2,

que é quadrado perfeito para todo n. O
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A prova da reciproca deixaremos de lado uma vez que a mesma foge do proposito desse

trabalho. Para o leitor que se interesse por tal demonstragao,pode ser encontrada em [4].

Proposicao 3.3.9. Sem > 2 en > 1. Entao
Fo1—mF, = (=1)"m" (mod m*+m —1).
Demonstracao. Faremos a demonstracao por inducao em n.

Primeiramente vamos ressaltar que a proposi¢ao acima também se verifica para os casos
em que n > 0 porém, como nosso estudo nao enfatiza os casos em que a sequéncia de
Fibonacci possui indices inteiros negativos, vamos utilizar com base de inducgao, n = 1.
Desta forma, temos Fy—mF; = 0—m = (—1)*m! (mod m?+m—1) em que o resultado é
direto. Suponha agora que a congruéncia acima é vilida para um nimero natural k£ onde
k > 2. Entao, vamos mostrar que este resultado também se verifica para o seu sucessor,

k + 1. Vejamos:

Fr —mFry =
Fi—o —mFy_q) + (Fy—1 — mFy)

D) mF 4 (=1)Pm* (mod m® +m — 1)
P ImA (1 —=m)  (mod m? +m —1)
(=D 'm 1 m?  (mod m? +m — 1)

—)Mm* (mod m? +m — 1).

|
—

A~~~ T/ /N /N /N

]

Como consequéncia, se m = 2 e n > 1, entao, F,, — 2F, ;1 = (—1)"" - 2" (mod 5).
Porém, sabemos que 2F,, .1 — F,, = F,y1 + (Foy1 — F) = Frp1 + Fo1 = Ly, Assim,

~L, = (=1)"".2""" (mod 5),
L, = (=1)"-2""" (mod 5).

Em especial, e para o interesse dessa pesquisa, temos ainda que

Li=1 (modb5) & i=1 (mod4),
Li=—-1 (mod5) & i=-1 (mod4).
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Portanto, no que tange o desenvolvimento desta pesquisa, as identidades acima serao
ferramentas importantes para o nosso objetivo final que é o estudo do comportamento
das funcoes geradoras das sequéncias recorrentes de Fibonacci e de Lucas quando estas

possuem valores inteiros.
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Capitulo 4

Valores Inteiros de Funcoes Geradoras

de Sequéncias Recorrentes

Neste capitulo relacionaremos os conceitos estudados nessa pesquisa sobre funcoes
geradoras e relagoes de recorréncia para mostrar condigoes suficientes em que as sequén-
cias de Fibonacci e de Lucas resultam em um ntimero inteiro. Os principais resultados
que serao mencionados nesse capitulo foram provados por Pongsriiam [6] que responde
afirmativamente a uma conjectura de Hong em [3]. Iniciaremos respondendo ao seguinte

problema que ja foi foi proposto na OBM do ano de 2013.

Problema:(OBM /2013 - Nivel 3 - Fase 1) Na sequéncia de Fibonacci (0,1,1,2,3,5,8,--)
cada termo, a partir do terceiro, é igual a soma dos dois termos anteriores. Quanto vale
a soma infinita

11 2 3 5 8 13

2 18 T e TR e s T

onde a n-ésima parcela é o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci dividido por 2™7

No problema exposto, é facil ver que a série dada é construida pela funcao
(o]

F(z) = Z F,z" onde, F,, é um namero de Fibonacci. Além disso, no capitulo 3 vimos
n=0
x
que, F(x) = Fy + Fio + Fya? + Fya® + -+ = T portanto, para resolver o
—r—z
1
problema, basta calcularmos F <§) = 2. Essa igualdade ¢é valida, pois, pelo Teste da

1 1
Razao a série é convergente para x = 5 Perceba ainda que z = 3 implicou em F(x) € Z.

Dessa forma, para o aprofundamento desta pesquisa, vamos responder a seguinte questao:

Para quais valores de = € Q temos F(z) € Z? E sob que condigbes isso se da?
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4.1 O Resultado de Fibonacci

Para respondermos a questao acima vamos utilizar a func¢do geradora F'(z) da sequéncia

de Fibonacci e demonstrar o proximo teorema [6].

Teorema 4.1.1. Seja F(z) a fun¢do geradora da sequéncia de Fibonacci, entdo, para

todo x € Q temos F(x) € Z se, e somente se, v = " paran >0 ouxr = ——, para
n+1 n+1
n > 1.
N - . ) F, <
Demonstracao. Inicialmente iremos fazer a reciproca do teorema. Se x = ——, entao,
n+1
substituindo em F(z) = 5> temos
l—x—2
F,
Fo 1 F, F?
Fn-l—l FnJrl
Prosseguindo,
F<Fn>: Fn'Fn+1
Fn+1 F3+1_FTLFTL+1_F7%

Agora, aplicando a Proposicao 3.3.2 no denominador e fazendo as substitui¢cdes conveni-

entes, obtemos,

F,
Fl—=") =(=1)"F,- Fp1.
(Fn—H) ( ) i

A verificacao de que F' (— n ) é feito de maneira anédloga a anterior.

n+1

Para a implica¢ao direta do teorema, suponha inicialmente que z € Q e F(z) = k € Z.

Se k=0, entao, x = FO = 0 que é racional. Agora, se k # 0, entao,
1

X 2

Resolvendo a equacgao em z, temos

(k+1) £ /(k+ 1) + 442
2k '

Como z é um niimero racional, entao, (k + 1)? 4 4k? é quadrado perfeito, digamos m?

para algum m € N. Assim

5m? — 4 = 25k* + 10k + 1 = (5k + 1)
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Pela Proposicao 3.3.7, sabemos que 5m? — 4 = 25k* + 10k + 1 = (5k + 1)? para algum
m € N é quadrado perfeito se, e somente se, m for um nimero de Fibonacci. Dessa forma,
Fy, 1 = m para algum n € N e, como consequéncia temos, m = Fy, 1 e bk+1 = 4Ly, 1.
Continuando, pela Proposicao 3.3.9, temos ainda que

Lopiy =1 mod 5 < n é par.

—Lopy1 =1 mod 5 < n é impar.

Lopi1—1 —Lo, 1
Como +Ls,,1 = 5k + 1, temos k = Sla s B— quando n é par ou, k = i

5 5
quando n é impar.

Prosseguindo nossa demonstracao, vamos precisar de outros resultados envolvendo

congruéncia para os numeros de Fibonacci e de Lucas. Esses estao presentes no lema a
seguir.

Lema 1. Para m > 1, temos as sequintes expressoes para F,, £1 e L, £ 1.

m=0 (mod4) | m=1 (mod4) | m=2 (mod 4) | m =3 (mod 4)

Fm - ]_ F7n+2 . L7VL72 F’mfl . L7n+1 F7VL72 . L7n+2 F’m+1 . mel
2 2 2 2 2 2 2

Fm + ]. F'm72 . Lm+2 Fm+1 . L'mfl F'm+2 M L'm72 mel . L7VL+1
2 2 2 2 2 2 2 2

Lm - ]. Lm . Lm 5F’m+1 . mel Fm . Fﬂ Lm+1 . L'mfl
P 2 ~2 2 2 2 2 2

Lm+1 Fm Fm Lm-H ‘Lm—l Lm Lﬂ 5Fm+l 'Fm—l
) 2 2 2 2 2 2 2

A seguir, faremos a demonstracao de dois dos resultados da tabela acima. Para isso,

vamos utilizar as férmulas de Binet, sendo que os demais podem ser provados de maneira
analoga.

m—1 m+1
Demonstracao. Se m =1 (mod 4) entao, m =4k +1 < —5 = 2k & T+ =2k+1.
Assim, para o produto FmTH . LmTfl, temos

2k+1 2k+1
O/Lk:—l—l + (Oéﬁ)%Od _ (Ckﬁ)%ﬁ _ ﬁ4k+1
a—pf
O/Lk—i—l o 54kz+1 o — B
a—pf N a—pf
= F,+1
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Agora, se m = 3 (mod 4) & m = —1 (mod 4); ou seja, m = 4k — 1 ou ainda,
1 —
% =2k & mT = 2k — 1. Logo, para o produto Lm2+1 ~Lm2_1, temos

Lms1 - Lm—1 = (a% + ﬁ%) . (a2k—l + 6%_1)
— Oé4k71 + (Oéﬂ)% . 571 + (Oéﬂ)% . Cfl + 54k71
_ k— k— o+ /6
= e 1)+(aﬂ>
= Lp—1

Prosseguindo com a prova do teorema, se aplicarmos adequadamente o Lema 1 subs-

tituindo o valor de k em +L5,,; = 5k — 1, obtemos: k = F,.; - F,, quando n ¢é
impar ou, k = —F, 1 - F,, quando n é par. Em seguida, substituindo k£ na equacao
—(k+1) %+ /(k+1)%+4k? —F, 1 F,+ Fy 0 — 1
= (k+1) \él({: P obtemos x = +12FnFn—|—21+1 ,senéparen #0
Fo1 Fy £+ Fopr — 1 .
ou, r = se n é impar.
7 _2FnFn+1 P

O que devemos fazer agora ¢ analisar os dois casos acima.

Caso 1. n é um ntmero natural par nao nulo. Aplicando o Lema 1, podemos escre-
ver

F2n+1 - ]_ == F(2n+l)—1 . L(2n+1)+1 = Fn . Ln+1>
2 2

e de forma anéloga,
F2n+1+1 :Fn+1'Ln-

—(k+1) £ /(k+1)%+ 4k2

Agora, basta substituirmos na equacao xr = e aplicar a Pro-

o 2k
posicao 3.3.1, obtendo
r = —Ln41 + Ln+1
2Fn+1
o _Fn+1+Fn+2+Fn
B 2’!771—&-1 ’
Fn+1 .
_Fn+1

Analogamente, obtemos z = —

Caso 2. n é impar. De maneira semelhante ao que fora feito no caso 1, aplique o

Lema 1 para escrever Fy,,1 — 1= F,1-Lye Fopy+1=1F, - L,.,. Igualmente ao caso
_Fn+1 Fn
oux =

anterior, substitua - os na expressao apropriada de x e obtenha z = o
n n+1
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Porém, ainda falta definirmos quais desses valores estao no intervalo de convergéncia

da funcao F(x). Para isso, vamos utilizar o corolario a seguir.

14++5

Corolario 1. Seja o = 5 um numero racional x no intervalo de convergéncia
11
(——, —) para qual F(z) € Z tem a forma x = para algum n € N.
o @ 2n+1
. . ) . 1
Demonstracao. Aplicando a féormula de Binet, podemos mostrar que > — para
n+1 «
] F, 1
todo n impar e, < — para todo n par.
Fn+1 «&

De Binet, sabemos que 5 < 0 < a. Assim, para n impar, ao multiplicarmos a desigual-
dade por ", temos
ﬁn—l—l > - Bn

icionando « m am ém -
Adicionando o™*! em ambos os lados, té se
anJrl 4 5n+1 > an+1 - ﬁn o an+1 — - 671 > an+1 _ BnJrl.

Agora, dividindo ambos os lados por «, obtemos

1 e 1
n n n+1 n+1
S Ty T

1
> —, Ou se¢ja,
n+1 « n+1

e portanto, nao estd no intervalo de convergéncia.

No caso de n par e dadas as mesmas condicoes iniciais do caso anterior, temos
<o
Adicionando o' em ambos os lados, tém - se
"t gt <ot ot e "t — - B < o™t - g

Dividindo por «, obtemos
a — (" 1

antl — Bn—o—l < Oé’

F, 1 F,
" < —. Conclusdo, para n par —
Fn+1

e, portanto, esta no intervalo de convergéncia. [

o

n+1

O resultado analogo pode ser encontrado também para Sucessao de Lucas, conforme a

proxima secao.
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4.2 0O Resultado de Lucas

Da mesma forma que foi feito na secao anterior, também podemos estudar a funcao
geradora dos nimeros de Lucas para obter um resultado anéalogo [6].

Fn Ly,

Teorema 4.2.1. Para todo = € Q, temos L(x) € Z se, e somente se, x = 7 o,
n+1

Ln—',-l

Ln+1
Fn+1

para algum n € N ou, v = — para algum n € N,

n n

ou ainda, —

Demonstra¢ao. De forma analoga ao teorema anterior comecaremos reciproca. Tome

n

T= entdo, substituindo em L(x) e aplicando Cassini, temos
n+1
I F, _ 2F2  — F, - Foq
Fn+1 Fn'Fn+2_(_1)n+1_Fn'Fn+1_F3.

Prosseguindo e aplicando Cassini, temos

L( P, ) _ 2F2. — F, - Fyp
Foia Fy P+ F2— (1) = Fy - By — B
2F, - Fppa — 2(—1)" = F, - Foyy
- -1y
2F2 4 F,- Fyyy — 2(—1)n
- )

Agora, realizando manipulacoes algébricas convenientes, temos

L Fa ) _ Fa QF + F)
Fn+1 B _<_1)n+1 ’

aplicando a Proposicao 3.3.1, obtemos

I Fn o Fn+1 ' Ln
Fo. o (—1)n+1

= (=1)" Fypur - L.

]

F L

Para o caso, F' <— ;fl) ou F < L ) o resultado é obtido de maneira similar, res-
n n+1

saltando que a resposta deste é
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A implicacao direta sera feita de maneira semelhante ao teorema anterior. Suponha

L
que z € Qe L(x) =k com k € Z. Se k =0, entao, r = L—O € 7Z. Agora, se k # 0, temos
1

2—w 2
Resolvendo, temos
. —(k—1) £ Vbk? — 10k + 1

2k
E como z € Q, entdo, 5k — 10k + 1 é quadrado perfeito, digamos t* para algum ¢ € N.
Logo,
5k — 10k + 1 = m?,

multiplicando ambos os membros por 5 e, em seguida, adicionando 20, obtemos
5m? 420 = 25(k — 1),
que é quadrado perfeito pela Proposicao 3.3.8.

Assim, para algum m € N tém - se
m = Lo, e 25(k — 1)? = 5m? 4+ 20 = (5F3,41)* (Proposigio 3.3.8).
Prosseguindo e aplicando convenientemente o Lema 1, temos
k = F,.1 - F, para todo n,

o que implica que que k = 1 + Fy,,;. Assim, repetindo o processo de (4.1.1) obtemos

_ _F2n+1 + L2n+1 oll. T = F2n+1 + L2n+1
2(1 + Fanta) 7 —2(Fopg1 — 1)

Agora, falta analisarmos os casos quando n é par ou impar.

A anélise é semelhante ao que fora feito no resultado de Fibonacci. E como ja excluimos
o caso k = 0, podemos perceber que n # 0 nao teremos problemas. Em seguida, basta
aplicar o Lema 1 para os denominadores F3, 1 + 1 e aos numeradores £F5, 1 £ Lo,q €

ainda utilizar a Proposicao 3.3.6, para ver que

Tr = = = .
Fn+1 Ln Fn+1 'Ln Fn+1

Da mesma forma, obtemos os resultados para

_ FQn _F2n+2 o _F2n+2
Fn'Ln+1,Fn+1'Ln Fn'Ln+1‘

X
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Agora, falta verificar qual desses valores racionais estao no intervalo de convergéncia.

A prova é similar a prova do Teorema 4.1.1.

Corolario 2. Um nimero racional x no intervalo de convergéncia (——, —) tal que,
Q@

o
Fon Lon
L(x) € Z é da forma 2 ou 22 para algum n € N.
F2n+1 L2n+2

L2n+1

Faremos a demonstragao somente para o caso de x = uma vez que o outro ja

2n+2
estd demonstrado no corolario anterior.

Demonstracao. De Binet, sabemos que L, = o™ + . Também vimos que, 8 < 0 < a.

Para n impar e multiplicando a desigualdade por ", temos
A > o g
Adicionando o' em ambos os lados, tem-se
an-l—l + /Bn—l-l S - Bn + an—i—l.

Dividindo por «, obtemos

1 a4+ [" 1
= n+1 n+1 n n -
- (@ + /") > a"+ B @a”+1+ﬁ”+1<a’

1 . . .
< —, ou seja, estd no intervalo de convergéncia.

n+1 «

e, portanto,

n

1 . .
> — nao estd no intervalo de convergéncia. [
n+1 Q

No caso de n par é imediato que
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, analisamos sob a perspectiva de diferentes técnicas o estudo dos pro-
blemas de contagem, bem como suas diferentes interpretacoes por meio das funcoes gera-
doras. Ressaltamos que é possivel resolver certos tipos de problemas combinatoérios por
meio de métodos nao tao tradicionais do Ensino Médio. O desenvolvimento do raciocinio,
isto é, reconhecer padroes, tirar conclusoes e, com isso, aprender a organizar ideias serve
para construir modelos proprios para solucionar esses problemas. Assim, acreditamos que
cabe ao professor a iniciativa de apresentar tais abordagens nesse contexto, em especial,
para estudantes do Ensino Médio.

A respeito do estudo de recorréncias, com maior foco nas de segunda ordem, procu-
ramos apresentar determinados conceitos em linguagem matematica formal. Entretanto,
alguns estudantes tém problemas com esse tipo de linguagem, pois o estudo de recor-
réncias requer muitas manipulagoes algébricas e, também, uma importante e cuidadosa
observacao de padroes, como por exemplo, o que ocorre na Sequéncia Fibonacci e uma de
sua generalizagao, a Sucessao de Lucas.

Isto posto, procuramos de maneira bem peculiar relacionar essas importantes ferra-
mentas da Matematica para apresentar um problema que acreditamos ter sido respondido
nesta pesquisa. As condicoes para que a funcoes geradoras da Sequéncia de Fibonacci e de
Lucas resultem em um nimero inteiro. Assim, concluimos percebendo que a Sequéncia de
Fibonacci, bem como a Sucessao de Lucas permitem que sejam cada vez mais exploradas

por meio de outras abordagens tanto na Educacao Basica quanto no Ensino Superior.
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