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Resumo

Este trabalho apresenta algumas demonstrações elementares para alguns casos
particulares do Último Teorema de Fermat. Por muitas vezes buscamos encontrar
soluções inteiras para uma equação polinomial, ou seja, solucionar uma equaçáo
diofantina. Esta ideia foi a base do que é considerado o problema mais famoso e
duradouro da história da matemática, o Último teorema de Fermat. A busca por
provas ou contraprovas desse resultado foi determinante no desenvolvimento da teo-
ria algébrica dos números, permitindo estabelecer-se diversas ferramentas poderosas
e so�sticadas, muito contributivas para a matemática moderna. Um fato é que o
último Teorema de Fermat foi um dos grandes mistérios da história da Matemática
e que desa�ou as mentes mais brilhantes e determinadas do mundo da matemática.
Um teorema de fácil entendimento, mas de resolução considerada por muitos como
impossível. Este trabalho tem como foco apresentar algumas demonstrações elemen-
tares para o Último Teorema de Fermat xn + yn = zn para os casos n ∈ {2, 3, 4, 5},
mostrando que tal equação de fato não possui soluções inteiras não-triviais para
n > 2. Para o caso n = 5 é feita uma demonstração parcial, onde mostra-se que se
5 6 |x, 5 6 |y, 5 6 |z, com x, y, z inteiros, então x5 + y5 6= z5.

Palavras-chave: Fermat, Equações, Demonstrações.
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Abstract

This paper presents some elementary demonstrations for some particular cases
of Fermat's Last Theorem. We often seek to �nd whole solutions for a polynomial
equation, that is, to solve a diophantine equation. This idea was the basis of what is
considered to be the most famous and enduring problem in the history of mathema-
tics, Fermat's Last Theorem. The search for evidence or evidence of this result was
crucial in the development of the algebraic theory of numbers, allowing to establish
several tools. powerful and sophisticated, very contributory to modern mathema-
tics. One fact is that Fermat's last Theorem was one of the great mysteries of the
history of mathematics and it challenges the most brilliant and determined minds
in the world of mathematics. An easy-to-understand theorem that many consider
impossible. This paper focuses on presenting some elementary demonstrations for
Fermat's Last Theorem xn + yn = zn for cases n ∈ 2, 3, 4, 5, showing that such an
equation does not have non-trivial integer solutions for n > 2. For the case n = 5 a
partial demonstration is made, showing that if 5 - x, 5 - y, 5 - z, with x, y, z integers,
then x5 + y5 = z5.

Keywords: Fermat, Equations, Demonstrations.
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Introdução

Como sabemos o último teorema de Fermat é representado pela equação diofan-
tina xn + yn = zn . Fermat a�rmava que era impossível separar um cubo em dois
cubos, ou uma quarta potência em duas quartas potências, de forma geral, qualquer
potência maior do que as já citadas, em duas potências semelhantes. Fermat é mais
bem lembrado quando associado a seu trabalho em teoria dos números, em particu-
lar pelo Último Teorema de Fermat. Este teorema diz que: não tem solução inteira
não nula para x, y e z quando n > 2. Esse problema é de origem grega e partiu
do tão conhecido teorema de Pitágoras. Fermat observou que de fato a equação
de Pitágoras x2 + y2 = z2 é válida para todos os triângulos retângulos, porém, se
ao invés de um quadrado, tivéssemos um cubo ou uma potência maior, se tornaria
impossível encontrar soluções inteiras não nulas.
Ao a�rmar que a equação xn + yn = zn não possuia solução para n > 2, fez com que
Fermat criasse assim, o mais famoso e difícil problema matemático que o mundo já
tinha visto. O mais interessante é que tal problema durou mais de três séculos e
meio desa�ando as mentes mais brilhantes da Matemática.
Fermat a�rmou que tinha uma demonstração maravilhosa para o problema por ele
proposto, entretanto, disse, que a margem onde escrevia era muito estreita para
contê-la. Isso foi mais do que su�ciente para fazer com que várias gerações de ma-
temáticos �cassem na vontade de desenvolver uma solução para o problema ou de
provar que ele era falso, mas até então, isto não aconteceu e, muitas tentativas de
solucionar o problema foram exploradas sem o êxito esperado.

O que mais indagava os estudiosos matemáticos, era sobre, como Fermat chegou
a prova do problema, do que ele se utilizou, visto que ele não tinha deixado nada
registrado sobre essa demonstração.
Depois de provas e mais provas sem o êxito esperado pelos estudiosos matemáti-
cos, Andrews Wiles, um desses matemáticos, conseguiu apresentar a prova para esse
problema. Tal prova foi publicada no ano de 1995, fazendo com que chegasse ao
�m, o mistério que durou mais de três séculos e meios. Nesse trabalho, vamos apre-
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sentar algumas demonstrações elementares para a equação de Fermat, mostrando
que, de fato, não existem soluções inteiras não-trivial para xn + yn = zn. Com isso
estruturamos o trabalho da seguinte forma: No primeiro capítulo é apresentada a
demonstração da equação x2 + y2 = z2, onde são caracterizadas todas as soluções
para essa equação. No segundo capítulo é apresentada a demonstração da equação
x3 +y3 = z3. Onde mostramos que tal equação não possui solução inteira não-trivial
como Fermat a�rmava, pois, não se pode separar um cubo em dois cubos. Para tal
demonstração, usamos a minimalidade de | xyz |. No terceiro capítulo é apresentada
a demonstração da equação x4 +y4 = z4. Nesse capítulo mostramos que tal equação
não possui solução inteira não-trivial. Para a prova, partirmos de que não se pode
ter a soma de duas quartas potências , resultando em um potência de grau 2. No
quarto e último capítulo é apresentada a demonstração da equação x5 + y5 = z5,
onde mostramos que tal equação não possui solução inteira não-trivial. Para che-
garmos em tal resultado, partimos do fato que, se 5 não divide nenhum dos x, y, z
então x5 + y5 + z5 6= 0.
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Capítulo 1

Demonstração para equação

x2 + y2 = z2

Nesse capítulo iremos apresentar uma prova elementar para a equação de Pità-
goras, isto é, uma demonstração para equação de Fermat xn + yn = zn para n = 2,
onde será caractezizada todas as soluções para tal equação.

1.1 Caso n = 2, x2 + y2 = z2

A equação

x2 + y2 = z2

É a equação de Pitágoras e possui soluções inteiras. Vamos agora caracterizar todas
essas soluções.

Teorema 1.1. Seja (x, y, z) ∈ N3, uma terna pitagórica, isto é, uma terna tal que
mdc(x, y, z) = 1 e x2 + y2 = z2 então :

(a) um dos números x, y é par e o outro é ímpar, e o número z é ímpar.
(b) Suponha que x é ímpar, então existem a, b ∈ N, coprimos, tais que a > b,a 6≡ b
mod 2, e

x = a2 − b2, y = 2ab, z = a2 + b2

Demonstração: Vamos começar mostrando que x, y e z são dois a dois copri-
mos. De fato suponha que p é primo e

p | mdc(x, y)
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1.1. CASO N = 2, X2 + Y 2 = Z2 CAPÍTULO 1. CASO N = 2

então, p | x2 + y2 ⇒ p | z2 ⇒ p | z .

Absurdo! Pois x , y, z são coprimos. Portanto x e y são coprimos. O mesmo
argumento serve para mostrar que x e z são coprimos e y e z também são coprimos.

Daí, concluímos que como x e y são coprimos, não podem ser ambos pares. Va-
mos mostrar agora que também não podem ser ambos ímpares. De fato, se x e y
fossem ambos ímpares, então:

x ≡ 1 mod 4 ou x ≡ 3 mod 4,

daí,

x2 ≡ 1 mod 4

Da mesma forma

y2 ≡ 1 mod 4.

Sendo assim,

x2 + y2 ≡ 2 mod 4.

Por outro lado, temos que, se z é par, então

z2 ≡ 0 mod 4

Se z é ímpar, repetimos o argumento anterior para mostrar que

z2 ≡ 1 mod 4.

Como

x2 + y2 = z2

obtemos um absurdo! Logo, x e y não podem ser ambos ímpares.

Assim temos que x é par e y é ímpar ou x é ímpar e y par. Em ambos os ca-
sos temos que z é ímpar. Isto prova (a).

Vamos provar (b). Suponha sem perda de generalidade, que x é ímpar (renome-
ando as variáveis se necessário). Assim,

x2 + y2 = z2,

5



1.1. CASO N = 2, X2 + Y 2 = Z2 CAPÍTULO 1. CASO N = 2

Daí,
y2 = z2 − x2 = (z − x)(z + x) (1.1)

Seja d = mdc(z + x, z − x). Daí,

d | (z + x)− (z − x)⇒ d | 2x,

e

d | (z + x) + (z − x)⇒ d | 2z.

Como z e x são coprimos, segue então que d | 2. Além disso, como x e z são ímpares,
então

2 | x+ z e 2 | z − x.

Portanto, segue que d = 2.

Desta forma,

z + x = 2u e z − x = 2v,

com u e v coprimos.

Por (a) , como x é ímpar e y é par, temos que ∃w ∈ N, tal que y = 2w. Daí
por (1.1)

4w2 = 4uv ⇒ w2 = uv (1.2)

Seja p primo e q ∈ N tal que pq | u e pq+1 - u.

Seja ainda

q =

{
q + 1, se q é ímpar

q, se q é par

Então,

pq | u⇒ pq | w2 ⇒ pq | w2 ⇒ pq | uv

e como u e v são coprimos, segue que

pq | u

Logo, q = q ⇒ q é par. Sendo assim, u é um quadrado perfeito.

Portanto, existe a ∈ N, tal que u = a2. Da mesma forma, mostra-se que v é
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1.1. CASO N = 2, X2 + Y 2 = Z2 CAPÍTULO 1. CASO N = 2

quadrado perfeito. Assim, ∃b ∈ N tal que v = b2.

Sendo assim, por (1.2) segue que

w2 = a2b2 ⇒ w = ab

pois w, a, b ∈ N, e daí

y = 2w = 2ab⇒ y = 2ab.

Além disso,

z + x = 2u = 2a2 ⇒ a2 =
z + x

2

z − x = 2v = 2b2 ⇒ b2 =
z − x

2

Daí,

z =
z + x

2
+
z − x

2
= a2 + b2

e

x =
z + x

2
− z − x

2
= a2 − b2.

O que conclui a prova.

�
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Capítulo 2

Demonstração para equação

x3 + y3 = z3

Nesse capítulo iremos apresentar uma prova elementar para a equação x3 + y3 =
z3 , isto é, uma demonstração para equação de Fermat xn+yn = zn para n = 3, onde
será apresentado que não existem soluções inteiras não-triviais para esta equação.

2.1 Caso n = 3, x3 + y3 = z3

Vamos fornecer um prova elementar para o teorema de Fermat com n = 3. A
estratégia se baseia no artigo do Liu (2000).

Teorema 2.1. A equação
x3 + y3 = z3 (2.1)

não possui soluções inteiras não-triviais.

Demonstração: Realizaremos uma demonstração por absurdo. Assim suponha
que a equação 2.1 admite solução não-trivial.
Assim,

W =
{
| xyz |∈ N, (x, y, z) ∈ Z, x 6= 0, y 6= 0, z 6= 0 e x3 + y3 = z3

}
é não vazio. Isto é, W 6= ∅,W ⊂ N.

Portanto, pelo princípio da boa ordenação, W possui um menor elemento. Ou
seja, (x, y, z) uma solução de (2.1) tal que |xyz| é o menor elemento de W .

A�rmação 1 : x, y e z são dois-a-dois distintos.

De fato, se x = y temos
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2.1. CASO N = 3, X3 + Y 3 = Z3 CAPÍTULO 2. CASO N = 3

2x3 = z3

Seja q ∈ N, 2q | z3, mas 2q+1 - z3. Como z é cubo perfeito, segue que q = 3k com
k ∈ N. Assim 23k | z3, mas 23k+1 - z3. Seja agora q̃ ∈ N tal que 2q̃ | x3, mas
2q̃+1 - x3. Como x3 é cubo perfeito, então q̃ = 3k̃ com k̃ ∈ N. Daí faça

x3 = 23k̃x̃3, com mdc(2, x̃) = 1,

z3 = 23kz̃3, com mdc(2, z̃) = 1

Daí,

23k̃+1x̃3 = 23kz̃3 ⇒ 23k̃+1 = 23k ⇒ 3k̃ + 1 = 3k

Absurdo! Logo, x 6= y.

Se x = z ⇒ y3 = 0⇒ y = 0. Absurdo! Pois, a solução é não-trivial.

Se y = z ⇒ x3 = 0⇒ x = 0 . Absurdo!

Isto prova a a�rmação (1)

�

A�rmação 2 : mdc(x, y) = mdc(x, z) = mdc(y, z) = 1. Além disso, exatamente
um dos x, y, z é par.

Vamos começar mostrando que mdc(x, y) = 1. De fato, seja d = mdc(x, y), en-
tão ∃x̃, ỹ ∈ Z, x = dx̃ e y = dỹ. Assim, temos que

d3x̃3 + d3ỹ3 = z3 ⇒ d3(x̃3 + ỹ3) = z3 ⇒ d3 | z3

Assim, ∃z̃3 ∈ Z, z3 = d3z̃3

Portanto,

x̃3 + ỹ3 = z̃3

Se d > 1, então | x̃ỹz̃ |<| xyz |, contrariando a minimalidade de | xyz |. Logo, d = 1.

Seja agora d = mdc(x, z). Então, ∃x̃, z̃ ∈ Z, x = dx̃ e z = dz̃. Daí

d3x̃3 + d3(−z̃)3 = (−y)3 ⇒ d3 | y3

⇒ ∃ỹ ∈ Z, tal que y3 = d3(−ỹ)3

⇒ x̃3 + (−z̃)3 = (−ỹ)3

⇒ x̃3 + ỹ3 = z̃3.
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2.1. CASO N = 3, X3 + Y 3 = Z3 CAPÍTULO 2. CASO N = 3

Da mesma forma, se d > 1, então | x̃ỹz̃ |<| xyz |, o que contraria a minimalidade
de | xyz |. Logo, d = 1. Da mesma forma mostra-se que mdc(y, z) = 1

Agora vamos mostrar que teremos exatamente um número par entre os números
x, y e z. De fato, se dois deles forem pares, segue que 2 é um divisor comum, o que
contraria o fato de serem dois-a-dois coprimos (primeira parte da a�rmação 2).

Como não podemos ter dois números pares entre x, y e z, segue que dois deles
são ímpares. Como dois deles são ímpares, o terceiro é par.

De fato, se x e y são ímpares, olhando a congruência módulo 2

x3 + y3 = z3 ⇒ x3 + y3 ≡ z3 mod 2

⇒ 1 + 1 ≡ z3, mod 2

⇒ z3 ≡ 0 mod 2

⇒ z ≡ 0 mod 2.

Da mesma forma, provam-se os outros casos. Isto conclui a a�rmação (2).

�

Como temos que

x3 + y3 = z3 ⇒ x3 + (−z)3 = (−y)3

⇒ x3 + ỹ3 = z̃3,

onde ỹ = −z e z̃ = −x e também

(−z)3 + y3 = (−x)3 ⇒ ˜̃x+ y3 = ˜̃z3

onde ˜̃x = −z e ˜̃z = −y . Podemos supor, sem perda de generalidade, utilizando a
a�rmação 2, que

z é par (2.2)

Assim, segue da a�rmação 2 que

x e y são ímpares (2.3)

Portanto,

x+ y e x− y

10



2.1. CASO N = 3, X3 + Y 3 = Z3 CAPÍTULO 2. CASO N = 3

são pares. Daí, existem u,w ∈ Z tais que

x+ y = 2u e x− y = 2w

Daí,

x = u+ w e y = u− w

Assim,

z3 = x3 + y3 = (u+ w)3 + (u− w)3

= u3 + 3u2w + 3uw3 + w3 − 3u2w + 3uw2 − w3

= 2u3 + 6uw2

= 2u(u2 + 3w2).

Assim,

z3 = 2u(u2 + 3w2).

A�rmação 3: mdc(u,w) = 1 e exatamente um deles é ímpar.

De fato, se d = mdc(u,w), temos que d | x e d | y ⇒ d | mdc(x, y)⇒ d = 1.

Como x é ímpar, por (2.3), e além disso, como x = u + w, então, se u e w forem
pares, teríamos x par, absurdo. Por outro lado, se u e w fossem ímpares teríamos x
par, absurdo.

Portanto, ou u é par e w é ímpar, ou u é ímpar e w é par. Isso prova a a�r-
mação 3.

�

Vamos agora realizar a análise em dois casos:

Caso 1: u não é divisível por 3.
Como estamos supondo que 3 - u e como mdc(u,w) = 1, segue que mdc(u, 3w) = 1.
Além disso, como temos que u é par e w é ímpar ou u é ímpar e w é par, segue que
em ambos os casos

u2 + 3w2 ≡ 1 mod 2

⇒ 2 - u2 + 3w2

11



2.1. CASO N = 3, X3 + Y 3 = Z3 CAPÍTULO 2. CASO N = 3

Assim, fazendo

d = mdc(2u, u2 + 3w2)

temos que

d = mdc(2u, u2 + 3w2) = mdc(u, u2 + 3w2)

Assim,

d | u e d | u2 + 3w2 − u2 ⇒ d | 3w2

Como estamos supondo (caso 1) que 3 - u, segue que

d | w2.

Se d > 1, tome p fator primo de d, então

p | u e p | w2 ⇒ p | w ⇒ p | mdc(u,w).

Porém, mdc(u,w) = 1. Absurdo! Portanto d = 1, ou seja

mdc(2u, u2 + 3w2) = 1.

Como temos que

z3 = 2u(u2 + 3w2),

temos que existem r, s ∈ Z tais que

2u = r3 e u2 + 3w2 = s3. (2.4)

Caso 2: Suponha agora que u é divisível por 3.

Assim, existe v ∈ Z tal que u = 3v. Assim,

z3 = 2u(u2 + 3w2)

= 6v(9v2 + 3w2)

= 18v(3v2 + w2)

z3 = 18v(3v2 + w2).

Observe que como mdc(u,w) = 1, temos que

mdc(3v, w) = 1

12



2.1. CASO N = 3, X3 + Y 3 = Z3 CAPÍTULO 2. CASO N = 3

pois, u = 3v.

Note que mdc(3v, w) = 1 ⇒ 3 - w. Além disso, u é par e w é ímpar, ou u é
ímpar e w é par, temos que v é par e w é ímpar ou v é ímpar e w é par. Em
qualquer um dos casos, tem-se que

3v2 + w2 ≡ 1 mod 2⇒ mdc(18v, 3v2 + w2) = mdc(9v, 3v2 + w2)

Se 3 | mdc(9v, 3v2 + w2), então

3 | 3v2 + w2 ⇒ 3 | w2 ⇒ 3 | w.

Absurdo! Pois, 3 - w. Logo, 3 - mdc(9v, 3v2 + w2). Por outro lado,

mdc(v, 3v2 + w2) = mdc(v, w2)

mas, como mdc(3v, w) = 1, segue que mdc(v, w2) = 1.

Assim,

mdc(18v, 3v2 + w2) = mdc(9v, 3v2 + w2)

= mdc(v, 3v2 + w2)

= mdc(v, w2)

= 1

⇒ mdc(18v, 3v2 + w2) = 1.

Como temos que

z3 = 18v(3v2 + w2),

segue que existem r, s ∈ Z, tais que

18v = r3 e 3v2 + w2 = s3. (2.5)

Note que a equação Diofantina

a2 + 3b2 = s3,

onde mdc(a, 3b) = 1 e a + b ≡ 1 mod 2, apareceu tanto no caso 1 quanto no caso
2.

Vamos então, resolver essa equação Diofantina. Vamos começar com o caso em
que s é primo.

13



2.1. CASO N = 3, X3 + Y 3 = Z3 CAPÍTULO 2. CASO N = 3

A�rmação 4: Se s é primo, a, b ∈ Z, mdc(a, 3b) = 1, a+ b ≡ 1 mod 2 e

a2 + 3b2 = s3

então s > 3, e , além disso, s - a e s - b.

De fato, olhando módulo 2:

s3 ≡ a2 + 3b2 mod 2

≡ a2 + b2 mod 2

≡ a+ b mod 2

≡ 1 mod 2

⇒ 2 - s⇒ s > 2.

Olhando módulo 3:

s3 ≡ a2 + 3b2 mod 3

≡ a2 mod 3

6≡ 0 mod 3

pois, o mdc(a, 3b) = 1⇒ 3 - a. Logo, como s3 6≡ 0 mod 3, segue que s 6= 3⇒ s > 3.
Isto prova a primeira parte da A�rmação 4.

Para a segunda parte suponha que s | a. Fazendo a congruência módulo s:

s3 ≡ a2 + 3b2 mod s

⇒ 0 ≡ 0 + 3b2 mod s

⇒ 3b2 ≡ 0 mod s

Como 3 - s, segue que:

b2 ≡ 0 mod s.

Como s é primo, segue que

b ≡ 0 mod s.

Daí, s | mdc(a, b)⇒ s | mdc(a, 3b) = 1. Absurdo. Portanto s - a.

Analogamente, temos que s - b. Isto, conclui a a�rmação 4.
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�

Como s - b, segue do Pequeno Teorema de Fermat que

bs−1 ≡ 1 mod s

Daí, bs−2 é a inversa de b módulo s, onde s− 2 > 0, pois pela a�rmação 4, s > 3

Assim, seja

g = abs−2

Como

a2 + 3b2 ≡ 0 mod s,

temos que

a2b2(s−2) + 3b2+2s−4 ≡ 0 mod s

⇒ (abs−2)2 + 3(bs−1)2 ≡ 0 mod s

⇒ g2 + 3 ≡ 0 mod s.

Assim

g2 + 3 ≡ 0 mod s

Agora, faça q = b
√
sc. Como s é primo, então

q <
√
s < q + 1 (2.6)

A�rmação 5: Existem i′, j′, i”, j” inteiros, tais que i′, j′, i”, j” ∈ {0, 1, ..., q}, com
i′ 6= i” ou j′ 6= j” tais que

g · (i′ − i”) ≡ j′ − j” mod s.

Comece notando que como

g2 ≡ −3 mod s

segue que s - g , já que 3 - s. Por 2.6, temos que

q + 1 >
√
s⇒ (q + 1)2 > s.

Considere a expressão

gi− j com i, j ∈ {0, 1, ..., q}

15
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Temos (q + 1)2 > s expressões diferentes e apenas s restos possíveis, na divisão por
s. Assim, existem dois pares diferentes (i′, j′) e (i”, j”) tais que

(i′, j′) 6= (i”, j”),

isto é,

i′ 6= i” ou j′ 6= j” e

gi′ − j′ ≡ gi” − j” mod s

⇒ g(i′ − i”)− (j′ − j”) ≡ 0 mod s.

Assim,

g(i′ − i”) ≡ j′ − j” mod s.

Isto prova a a�rmação 5.

�

Observe que como i′, j′, i”, j” ∈ {0, 1, ..., q} temos que

i′ − i” ∈ {−q, ..., q} e j′ − j” ∈ {−q, ..., q} (2.7)

De�na

i =| i′ − i” | e j =| j′ − j” | .

Assim, segue da a�rmação 5 que

gi ≡ j mod s ou gi ≡ −j mod s.

Assim,

gi+ j ≡ 0 mod s ou gi− j ≡ 0 mod s.

Daí, em qualquer um dos casos acima temos que

(gi+ j)(gi− j) ≡ 0 mod s⇒ g2i2 − j2 ≡ 0 mod s (2.8)

Por (2.6) e (2.7) temos que

i <
√
s e j <

√
s.

Além disso, se

j = 0⇒ g2i2 ≡ 0 mod s

16
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e como s - g , segue que

i2 ≡ 0 mod s.

Como 0 ≤ i <
√
s, segue que

i = 0.

Absurdo!, pois teríamos

i = j = 0⇒ i′ = i” e j′ = j”,

contrariando a A�rmação 5 .

Logo, j 6= 0. Analogamente temos que i 6= 0. Portanto

0 < i <
√
s e 0 < j <

√
s (2.9)

Assim, como

g2 + 3 ≡ 0 mod s

e por (2.8)

g2i2 ≡ j2 mod s.

temos que

g2i2 ≡ −3i2 mod s

⇒ j2 ≡ −3i2 mod s

⇒ j2 + 3i2 ≡ 0 mod s

Daí, ∃h ∈ Z tal que 3i2 + j2 = hs.

Como 3i2 + j2 > 0 ⇒ h > 0.

Por (2.9), i2 < s e j2 < s, daí

3i2 + j2 < 4s.

Assim, h ≤ 3 e h > 0. Logo, h = 1, h = 2 ou h = 3.

Vamos mostrar agora que h 6= 2.
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De fato, se h = 2, temos que

3i2 + j2 = 2s

⇒ 3i2 + j2 ≡ 0 mod 2

⇒ i2 + j2 ≡ 0 mod 2

⇒ i+ j ≡ 0 mod 2.

Assim i e j são pares ou i e j são ímpares.

Se i e j forem pares, temos que

3i2 + j2 ≡ 0 mod 4

⇒ 2s ≡ 0 mod 4

⇒ s ≡ 0 mod 2.

Absurdo!

Se i e j forem ímpares, segue que

i2 ≡ 1 mod 4 e j2 ≡ 1 mod 4.

Para a demonstração de que

i ímpar⇒ i2 ≡ 1 mod 4

(ver caso n = 2) feito no capítulo 1.

Portanto,

3i2 + j2 ≡ 3 + 1 mod 4

⇒ 2s ≡ 0 mod 4

⇒ s ≡ 0 mod 2.

Desta forma, chegamos a outro absurdo! Portanto, h 6= 2.

Logo, temos h = 1 ou h = 3

Se h = 1 temos que 3i2 + j2 = s

Se h = 3, então

3i2 + j2 = 3s⇒ j2 = 3(s− i2)⇒ 3 | j2 ⇒ 3 | j.

18
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Daí, j = 3k, onde k ∈ Z. Assim,

3i2 + 9k2 = 3s⇒ i2 + 3k2 = s

Assim , para qualquer caso acima, h = 1 ou h = 3, temos que

s = m2 + 3n2 (2.10)

onde m,n ∈ Z.

Suponha então que temos (2.10), vamos mostrar que mdc(m, 3n) = 1.

Se 3 | m, então temos que

s ≡ m2 + 3n2 mod 3

≡ 0 mod 3

Absurdo. Logo 3 - m e mdc(m, 3n) = mdc(m,n).

Se d | m e d | n, segue que d | s. Porém s é primo, logo d = 1 ou d = s.
Como m < s e d | m⇒ d < s⇒ d = 1. Assim, mdc(m,n) = 1 e mdc(m, 3n) = 1.

Além disso,

s ≡ m2 + 3n2 mod 2

⇒ 1 ≡ m2 + n2 mod 2

⇒ 1 ≡ m+ n mod 2.

Assim, mdc(m, 3n) = 1 e m+ n ≡ 1 mod 2

Por (2.10) temos que

s = m2 + 3n2

e temos que

s3 = a2 + 3b2

Assim,

a2 + 3b2 = (m2 + 3n2)3 = m6 + 9m4n2 + 27m2n4 + 27n6.

Tome agora

ã = m3 − Amn2 e b̃ = Bm2n− 3n3
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Assim,

ã2 + 3b̃2 = m6 + (3B2 − 2A)m4n2 + (A2 − 18B)m2n4 + 27n6

Daí, {
3B2 − 2A = 9,
A2 − 18B = 27

(2.11)

Assim temos que

A =
3B2 − 9

2

⇒
(

3B2 − 9

2

)2

− 18B = 27

⇒ B4 − 6B2 − 8B − 3 = 0

Vemos que B = −1 (após testar os valores clássicos B = ±1 e B = 0) é raiz do
polinômio acima. Realizando a divisão polinomial obtemos

B4 − 6B2 − 8B − 3

B + 1
= B3 −B2 − 5B − 3.

Vemos que, novamente −1 é raiz de B3 −B2 − 5B − 3. Assim,

B3 −B2 − 5B − 3

B + 1
= B2 − 2B − 3

Temos facilmente que B2 − 2B − 3 = (B − 3)(B − 1), assim

B4 − 6B2 − 8B − 3 = (B − 3)(B + 1)3

Portanto, B = 3 ou B = −1, e respectivamente, temos A = 9 ou A = −3. Assim,
as soluções do sistema (2.11) são : A = 9 e B = 3 ou A = −3 e B = −1

Como temos, portanto, duas soluções possíveis, a saber,{
˜̃a = m3 + 3mn2,
˜̃b = −m2n− 3n3

e {
ã = m3 − 9mn2,

b̃ = 3m2n− 3n3

Em resumo, mostramos que se s é primo e a2 + 3b2 = s3, com mdc(a, 3b) = 1 e
a+ b ≡ 1 mod 2, então:
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i) s > 3, a - s, b - s

ii) Existem ã e b̃ ∈ Z tais que ã2 + 3b̃2 = s3 e ã = m3 − 9mn2 e b̃ = 3m2n −
3n3, m, n ∈ Z, onde mdc(m, 3n) = 1 e m+ n ≡ 1 mod 2.

Vamos mostrar agora que a a�rmação anterior continua valendo mesmo no caso em
que s não é primo. Assim vamos mostrar que:

Proposição 2.2. : Se a2 + 3b2 = s3, com mdc(a, 3b) = 1 e a+ b ≡ 1 mod 2, então,
existe uma solução s = m2 +3n2, ã = m3 +9mn2 e b̃ = 3m2n−3n3, com m,n ∈ Z,
mdc(m, 3n) = 1 e m+ n ≡ 1 mod 2, onde s é natural não necessariamente primo,
e ã2 + 3b̃2 = s3.

Demonstração: A prova será por indução no número de fatores primos de s.
Comece observando que provamos (a partir da fórmula 3) a seguinte a�rmação.
A�rmação 6: Se s é primo e a2 + 3b2 ≡ 0 mod s, então existem c, d ∈ Z, tais
que s3 = c2 + 3d2, com s = m2

1 + 3n2
1, c = m3

1 − 9m1n
2
1, d = 3m2

1n1 − 3n3
1, onde

m1, n1 ∈ Z, mdc(m1, 3n1) = 1, m1 + n1 ≡ 1 mod 2.

Voltemos agora ao caso em que s é natural não-necessariamente primo. Faremos
a indução no número de fatores primos de s. Chamemos o número de fatores primos
de s de l.

Se l = 0, então s = 1, temos m = ±1, n = 0. Segue que mdc(m, 3n) = 1 e
m+ n ≡ 1 mod 2. Isto prova a base da indução.
Suponha agora que o resultado é verdade para valores de s com l fatores primos.
Assim, seja s ∈ N com l + 1 fatores primos e seja p ∈ N um fator primo de s. En-
tão s = p · t, t ∈ N, t possuindo l fatores primos. Note que t pode ser divisível por p.

Como p | s e a2 + 3b2 = s3,temos que

a2 + 3b2 ≡ 0 mod p

Pela A�rmação 6 segue que existem c, d ∈ Z tais que

p3 = c2 + 3d2 (2.12)

com p = m2
1+3n2

1, c = m3
1−9m1n

2
1, d = 3m2

1n1−3n3
1, m1, n1 ∈ Z, mdc(m1, 3n1) =

1, m1 + n1 ≡ 1 mod 2.
Desta forma, por um lado, p3 · s3 = (t · p)3 · p3 = t3p6. Por outro lado, p3 · s3 =
(c2 + 3d2)(a2 + 3b2).
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Assim,

t3p6 = (c2 + 3d2)(a2 + 3b2)

= (ac+ 3bd)2 + 3(ad− bc)2

= (ac− 3bd)2 + 3(ad+ bc)2.

além disso,

(ad− bc)(ad+ bc) = a2d2 − b2c2

= a2d2 + 3b2d2 − 3b2d2 − b2c2

= d2(a2 + 3b2)− b2(c2 + 3d2)

= d2s3 − b2p3

= d2t3p3 − b2p3

= p3(d2t3 − b2) (2.13)

Juntando a A�rmação 6 com a A�rmação 4, podemos concluir que p > 3, em par-
ticular p é primo.
Se p | ad + bc e p | ad − bc, então p | (ad + bc) + (ad − bc) ⇒ p | 2ad. Como p é
ímpar, temos que p | ad. Analogamente p | (ad + bc)− (ad− bc)⇒ p | 2bc, e como
p é ímpar, então p | bc. Logo p | ad e p | bc.
Porém, p3 = c2+3d2. Daí, se p | d, então p | p3−3d2 ⇒ p | c2 ⇒ p | c⇒ p | mdc(c, d).
Como mdc(c, d) = mdc(c, 3d) = 1, temos que p = 1, absurdo!. Portanto p - d. O
mesmo argumento mostra que p - c.
Como p | ad e p | bc, temos que p - d ⇒ p | a e p - c ⇒ p | b, porém,
mdc(a, b) = mdc(a, 3b) = 1. Daí, p = 1, absurdo!
Assim não podemos ter p | ad+ bc e p | ad− bc

Como por ((2.13)) p3 | p3(t3d2 − b2)⇒ p3 | (ad + bc)(ad− bc), segue daqui que, ou
p3 | ad + bc ou p3 | ad − bc. Vamos supor que p3 | ad − bc e p - ad + bc, (o outro
caso se resolve analogamente). (Relembre que mostramos que se p | ad− bc, então
p - ad+ bc e vice-versa).

Como temos que
t3p6 = (ac+ 3bd)2 + 3(ad− bc)2 (2.14)

e p3 | ad− bc, segue p6 | (ad− bc)2 e p6 | (ac+ 3bd)2 ⇒ p3 | ac+ 3bd
Portanto,

ad− bc
p3

∈ Z e
ac+ 3bd

p3
∈ Z,
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daí sejam

e =
ad− bc
p3

e f =
ac+ 3bd

p3
(2.15)

com e, f ∈ Z. Note que 2.14 pode ser reescrita como

t3
(
ac+ 3bd

p3

)
+ 3

(
ad− bc
p3

)2

⇒ t3 = f 2 + 3e2.

Temos ainda que p3 = c2 + 3d2, daí 2.15 nos dá
ad− bc = ep3 ⇒ a = ep3+bc

d

ac+ 3bd = fp3 ⇒ fp3 = ep3c+bc2+3bd2

d

⇒ fp3d = ep3c+ b(c2 + 3d2)⇒ fdp3 = ecp3 + bp3

daí temos que
b = fd− ec (2.16)

substituindo o valor de b chegamos em

a = cf + 3de (2.17)

Logo,

t3 = f 2 + 3e2

com a = cf+3de, b = fd−ec. Como sabemos que mdc(a, 3b) = 1, se d = mdc(e, f)
segue que d | a e d | b⇒ d | mdc(a, b)⇒ d = 1. Daí, mdc(e, f) = 1. Além disso, se
3 | f , então 3 | cf + 3de⇒ 3 | a. Porém, mdc(a, 3b) = 1, daí 3 - a. Portanto 3 - f e
segue que mdc(f, 3e) = 1. Por �m, como a+ b ≡ 1 mod b, segue que

s3 ≡ a2 + 3b2 mod 2

⇒ s3 ≡ a2 + b2 mod 2

⇒ s3 ≡ a+ b mod 2

⇒ s3 ≡ 1 mod 2

⇒ s ≡ 1 mod 2.

Como s = p·t, segue que t ≡ 1 mod 2. Daí, t3 ≡ 1 mod 2⇒ f 2 +3e2 ≡ 1 mod 2⇒
f + e ≡ 1 mod 2.

Em resumo temos que

t3 = f 2 + 3e2
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onde mdc(f, 3e) = 1 e f + e ≡ 1 mod 2. Como t possui l fatores primos, segue da
hipótese de indução que ∃m2, n2 ∈ Z tais quemdc(m2, 3n2) = 1, m2+n2 ≡ 1 mod 2,

t = m2
2 + 3n2

2, com f = m3
2 − 9m2n

2
2 e e = 3m2

2n2 − 3n3
2.

Relembre a de�nição de m1, n1 ∈ Z de�nidos abaixo da equação . De�na

m = m1m2 + 3n1n2 e n = m2n1 − n2m1

A�rmação 7: Temos que mdc(m, 3n) = 1, m+n ≡ 1 mod 2, s = m2 + 3n2, a =
m2 − 9mn2 e b = 3m2n− 3n3.

Inicialmente , temos que :

p = m2
1 + 3n2

1 e t = m2
2 + 3n2

2

Daí,

s = t · p = (m2
2 + 3n2

2)(m2
1 + 3n2

1)

= m2
1m

2
2 + 3m2

2n
2
1 + 3n2

2m
2
1 + 9n2

1n
2
2

= m2
1m

2
2 + 6m1m2n1n2 + 9n2

1n
2
2 + 3m2

2n
2
1 − 6m1m2n1n2 + 3n2

2m
2
1

= (m1m2 + 3n1n2)2 + 3(m2n1 − n2m1)2

= m2 + 3n2

⇒ s = m2 + 3n2

Além disso, pelas fórmulas (2.16) e (2.17), temos

a = cf + 3de e b = fd− ec.

Daí, dela de�nição de m1 e n1

c = (m3
1 − 9m1n

2
1) e d = 3m2

1n1 − 3n3
1

e pela de�nição de m2 e n2

f = m3
2 − 9m2n

2
2 e e = 3m2

2n2 − 3n3
2

Portanto,

a = (m3
1 − 9m1n

2
1)(m3

2 − 9m2n
2
2) + 3(3m2

1n1 − 3n3
1) + 3(3m2

2n2 − 3n3
2)

= m3
1m

3
2 − 9m3

1n
2
1n

2
2 − 9m1m

3
2n

2
1 + 81m1m2n

2
1n

2
2 + 27m2

1m
2
2n1n2 −

27m2
1n1n

3
2 − 27m2

2n2n
3
1 + 27n3

1n
3
2

= m3
1m

3
2 + 9m2

1m
2
2n1n2 + 27m1m2n

2
1n

2
2 + 27n3

1n
3
2 + 54m1m2n

2
1n

2
2 +

18m2
1m

2
2n1n2 − 9m3

1m
2
2n

2
2 − 27m2

1n1n
3
2 − 9m3

2m1n
2
1 − 27m2

2n
3
1n2

= (m1m2 + 3n1n2)3 − 9(m1m2 + 3n1n2)(m2n1 −m1n2)2

= m3 − 9mn2

⇒ a = m3 − 9mn2
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Temos que b = 3m2n− 3n3. Sabemos que como a+ b ≡ 1 mod 2, então

s3 ≡ a2 + 3b2 mod 2

≡ a2 + b2 mod 2

≡ a+ b mod 2

≡ 1 mod 2

s3 ≡ 1 mod 2

⇒ s ≡ 1 mod 2

Daí,

1 ≡ m2 + 3n2 mod 2

⇒ 1 ≡ m2 + 3n2 mod 2

⇒ 1 ≡ m2 + n2 mod 2

⇒ 1 ≡ m+ n mod 2.

ou seja, m + n ≡ 1 mod 2. Por �m, como mdc(a, b) = 1, pois, mdc(a, 3b) = 1
e a = m3 − 9mn2, b = 3m2n − 3n3, temos que d = mdc(m,n) é tal que d | a e
d | b⇒ d | mdc(a, b)⇒ d = 1⇒ mdc(m,n) = 1.
Além disso 3 | m, então

a ≡ m3 − 9mn2 mod 3

⇒ a ≡ 0 mod 3

⇒ 3 | a.

Porém, mdc (a, 3b) = 1 ⇒ 3 - a. Esta contradição mostra que 3 - m. Portanto
mdc(m, 3n) = 1
Em resumo, temos que

s = m2 + 3n2, m+ n ≡ 1 mod 2 ,mdc(m, 3n) = 1, a = m3 − 9mn2 e b = 3m2n− 3n3.

Isto prova o passo da indução e conclui a prova da proposição.

Vamos agora completar a demonstração do teorema de Fermat para n = 3. Va-
mos primeiro provar para o (caso 1). Relembre que no caso 1 temos: x + y = 2u,
x− y = 2w, daí, x = u+ w, y = u− w. Além disso, z3 = 2u(u2 + 3w2) e existem
r, s ∈ Z, s > 0, tal que 2u = r3 e u2 + 3w2 = s3.

Segue da proposição que a equação u2 +3w2 = s3 tem uma solução tal que u = m3−
9mn2, para, m,n ∈ Z commdc(m, 3n) = 1, daí, mdc(m,n) = 1 em+n ≡ 1 mod 2.
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Portanto,

r3 = 2u

= 2(m3 − 9mn2)

= 2m(m2 − 9n2)

= 2m(m− 3n)(m+ 3n)

⇒ r3 = 2m(m− 3n)(m+ 3n).

Como m+ n ≡ 1 mod 2⇒ m− 3n ≡ 1 mod 2 e m+ 3n ≡ 1 mod 2⇒ 2 - m− 3n
e 2 - m+ 3n

Além disso, como mdc(m,n) = 1, segue que mdc(m,m − 3n) = 1 e mdc(m,m +
3n) = 1. Logo, mdc(2m,m − 3n) = 1 e mdc(2m,m + 3n) = 1. Por �m, seja
d = mdc(m− 3n,m+ 3n), então d | 2m. Como m− 3n e m+ 3n são ímpares então
2 - d ⇒ d | m. Como mdc(m, 3n) = 1 ⇒ 3 - m ⇒ 3 - d ⇒ mdc(3, d) = 1. Como
d | m − 3n e d | m + 3n, temos que d | 6n. Como mdc(2, d) = mdc(3, d) = 1,
segue que d | n. Daí, d | mdc(m,n) ⇒ d | 1 ⇒ d = 1. Assim, mdc(2m,m + 3) =
mdc(2m,m− 3n) = mdc(m− 3n,m+ 3n) = 1.

Como r3 = 2m(m − 3n)(m + 3n), segue que existem α, β, δ ∈ Z tais que 2m =
α3, m− 3n = β3 e m+ 3n = δ3.
Logo, α3 = 2m = m − 3n + m + 3n = β3 + δ3 ⇒ α3 = β3 + δ3. Além disso, segue
que

| r |3 =| 2m || m+ 3n || m− 3n |
=| α |3| β |3| δ |3

⇒| αβδ |3 =| r |3

temos também que r3 = 2u e 2u = x+ y, logo

| αβδ |3 =| r |3=| 2u |=| x+ y |
⇒| αβδ |3 =| x+ y |≤| xyz |<| xyz |3,

Observe que como z > 2, a desigualdade | x + y |≤| xyz | segue do argumento
abaixo:

| zxy |>| 2xy |=| xy | + | xy |≥| x | + | y |≥| x+ y |

Assim,

| αβδ |<| xyz |,
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o que contradiz a minimalidade de | xyz |. Absurdo! O Absurdo foi supor que existe
a solução não-trivial da equação de Fermat com n = 3 e que u não é divisível por 3.
Vamos mostrar que também não pode ocorrer o (caso 2).
Vamos relembrar agora o caso 2. Temos que x + y = 2u, x − y = 2w, u = 3v, daí
x + y = 6v. Além disso temos que z3 = 18v(3v2 + w2) e existem r, s ∈ Z tais que
18v = r3 e 3v2 + w2 = s3.
Pela Proposição (2.2) segue que a equação 3v2 + w2 = s3 tem uma solução tal que
v = 3m2n− 3n3, com mdc(m,n) = 1 e m+ n ≡ 1 mod2 . Desta forma,

r3 = 18v = 18(3m2n− 3n3)

= 18n(3m2 − 3n2)Q

= 33.2n(m2 − n2)

= 33.(2n)(m− n)(m+ n)

Como mdc(m − n) = 1 e m + n ≡ 1 mod 2, segue que m − n ≡ 1 mod 2 e
m+ n ≡ 1 mod 2⇒ mdc(2,m− n) = mdc(2,m+ n) = 1. Além disso, mdc(n,m+
n) = mdc(n,m) = 1,mdc(n,m− n) = mdc(n,m) = 1. Daí

mdc(2n,m− n) = mdc(2n,m+ n) = 1.

Por �m, se d = mdc(m − n,m + n), temos que d | 2m e d | 2n, Como 2 - m − n e
2 - m+ n, segue que d | m e d | n⇒ d | mdc(m,n) = 1⇒ d = 1 .
Assim,

mdc(2n,m+ n) = mdc(2n,m− n) = mdc(m− n,m+ n) = 1.

Como r3 = 33 · (2n)(m− n)(m+ n), segue que existem α, β, δ ∈ Z tais que

2n = α3,m− n = β3 e m+ n = δ3.

Daí

δ3 = m+ n = m− n+ 2n = β3 + α3

⇒ δ3 = β3 + α3.

Porém,

| αβδ |3 =| 2n || m+ n || m− n |= | r
3 |

33

=
| 18v |

33
=

2

3
| v |= 2

3
· | u |
| 3 |

=
2

9
| u |

⇒| αβδ |3=
| 2u |

9
=
| x+ y |

9
6= 0.
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Além disso,

| αβδ |3 =
1

9
| x+ y |≤ | x | + | y |

9
≤ | xy | + | xy |

9

=
| 2xy |

9
≤ | xyz |

9
<| xyz |≤| xyz |3

⇒| αβδ |<| xyz |

Isso contradiz a minimalidade de | xyz |. A contradição ocorreu em supor que a
equação de Fermat com n = 3 admitia solução não-trivial e que u era divisível por
3. Isto mostra que a solução também não existe nesse caso.

Portanto, juntando os dois casos, temos que a equação de Fermat com n = 3 não
admite solução não-trivial.
Isto concluí a demonstração.

�
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Capítulo 3

Demonstração para equação

x4 + y4 = z4

Nesse capítulo iremos apresentar uma prova elementar para a equação x4 + y4 =
z4 , isto é, uma demonstração para equação de Fermat xn+yn = zn para n = 4, onde
será apresentado que não existem soluções inteiras não-triviais para esta equação.

3.1 Caso n = 4, x4 + y4 = z4

Vamos demonstrar agora que a equação

x4 + y4 = z4

não possui soluções inteiras.

A a�rmação acima decorre facilmente do seguinte Teorema:

Teorema 3.1. A equação

x4 + y4 = w2

não possui soluções inteiras.

Demonstração Suponha, por absurdo que existem soluções não-triviais.
De�na :

W = {w ∈ N, w > 0 e existem x, y ∈ Z tais que x4 + y4 = w2}

Por hipótese (de que existem soluções não-triviais) W 6= ∅ e pelo princípio da
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boa ordenação dos naturais, W possui um menor elemento, digamos ŵ

Assim, tome x, y ∈ Z tais que

x4 + y4 = ŵ2.

Temos que x é ímpar ou y é ímpar. De fato, se x e y são pares, existem x̃ e ỹ ∈ Z
tais que

x = 2x̃ e y = 2ỹ

Daí,

x4 + y4 = ŵ2 ⇒ 24x̃4 + 24ỹ4 = ŵ2

Assim,

24 | ŵ2 ⇒ 22 | ŵ

Logo existe, w̃ ∈ N tal que ŵ = 22w̃.

Assim, dividindo a equação 24x̃4 + 24ỹ4 = ŵ2 por 24 , obtemos

x̃4 + ỹ4 = w̃2

Daí, w̃ ∈ W e w̃ < ŵ. Absurdo! Pois, ŵ é o menor elemento de W . Logo, x é ímpar
ou y é ímpar.

Suponha, sem perda de generalidade (renomeando as variáveis se necessário) que
x é ímpar.
Assim, temos que

x4 + y4 = ŵ2

onde (x, y, ŵ) são coprimos. De fato, seja d = mdc(x, y, ŵ), então, x = dx̃, y =
dỹ, ŵ = dw̃, onde x̃, ỹ ∈ Z e w̃ ∈ N. Assim,

x4 + y4 = ŵ2 ⇒ d4x̃4 + d4ỹ4 = d2w̃2 ⇒ d2(x̃4 + ỹ4) = w̃2 ⇒ d2 | w̃2.

Assim, ∃ ˜̃w ∈ N tal que w̃2 = d2 ˜̃w2 e assim x̃4 + ỹ4 = ˜̃w2, logo ˜̃w ∈ W .

Se d > 1, temos que ˜̃w < ŵ , o que contradiz o fato de ŵ ser o menor elemento de
W . Logo d = 1.
Portanto,

mdc(x, y, ŵ) = 1⇒ mdc(x2, y2, ŵ) = 1
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e

x4 + y4 = ŵ2 ⇒ (x2)2 + (y2)2 = ŵ2

Desta forma, (x2, y2, ŵ) é uma terna pitagórica. Portanto, existe a, b ∈ N, com a e
b coprimos, onde a é par e b é ímpar, ou a é ímpar e b é par, tais que, pelo teorema
do caso n = 2,

x2 = a2 − b2, y2 = 2ab e a2 + b2 = ŵ (3.1)

Observe que a é ímpar e b é par. De fato, se a fosse par e b ímpar, teríamos, já que
x é ímpar , que

1 ≡ x2 mod 4 ≡ a2 − b2 mod 4 ≡ −1 mod 4

veja a demonstração do caso n = 2, para a justi�cativa que x ímpar⇒ x2 ≡ 1 mod 4.
Assim, segue que

1 ≡ −1 mod 4

Absurdo! Logo, a é ímpar e b é par.
Temos então, que

a2 = x2 + b2

com a e x ímpares e b par.

A�rmamos que mdc(x, b, a) = 1. De fato, seja d = mdc(x, b, a) ⇒ d | a e d | b.
Como a e b são coprimos, segue que d = 1.
Desta forma, temos que (x, b, a) é uma terna pitagórica. Daí, existem c e d ∈ N,
coprimos, com c ímpar e d par , ou c par e d ímpar, tais que, pelo teorema do caso
n = 2.

x = c2 − d2, b = 2cd e a = c2 + d2

A�rmamos agora que a é quadrado perfeito. De fato, seja p fator primo de a. Como
a é ímpar então p > 2.

Seja q ∈ N, tal que pq | a e pq+1 - a.
Além disso, seja

q =

{
q + 1, se q é ímpar

q, se q é par

Logo, por (3.1), temos que

y2 = 2ab,
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e como pq | a , temos que

pq | 2ab⇒ pq | y2 ⇒ pq | y2 ⇒ pq | 2ab

Como p > 2, segue que,

pq | ab

Como o mdc(a, b) = 1 , temos que

pq | a

Daí, q = q ⇒ q é par. Portanto, a é quadrado perfeito. Assim, existe t ∈ N tal que
a = t2.
Além disso, b é par ⇒ b = 2k, onde k ∈ N.

Seja p fator primo de k, com pq | k, mas pq+1 - k. De�na

q =

{
q + 1, se q é ímpar

q, se q é par

Se p > 2 , temos que

pq | k ⇒ pq | 4ak ⇒ pq | y2 ⇒ pq | y2 ⇒ pq | 4ak

Como a e k são coprimos, já que a e b são coprimos, segue que

pq | 4k

e como estamos supondo p > 2, temos que

pq | k ⇒ q = q ⇒ q é par.

Se p = 2 , temos que 2q | k ⇒ ∃k′ ∈ N tal que k = 2qk′. Assim, y2 = 2q+2ak′. Daí

22+q | y2 ⇒ 22+q | y2 ⇒ 22+q̄ | 22+qak′ ⇒ 2q−q | ak′.

Como a e k′ são coprimos, já que a e b são coprimos , temos que

2q−q | k′.

Daí, q̄ = q , pois, 2 - k′. Logo q é par.

Portanto, k é quadrado perfeito, ou seja, ∃g ∈ N, tal que k = g2 ⇒ b = 2g2.
Daí, como b = 2cd, temos que

g2 = cd
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Como c e d são coprimos, o mesmo argumento acima mostra que c e d são quadrados
perfeitos, digamos

c = r2 e d = s2

para r e s ∈ N.

Logo, como

a = c2 + d2

segue que

t2 = r4 + s4

Segue que t ∈ W . Porém,

t ≤ t4 = a2 = ŵ − b2 < ŵ

o que é absurdo, pois, w é o menor elemento de W .

�
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Capítulo 4

Demonstração para equação

x5 + y5 = z5

Nesse capítulo iremos apresentar uma prova elementar para um caso particular da
equação x5+y5 = z5 , isto é, uma demonstração para equação de Fermat xn+yn = zn

para n = 5, onde será apresentado que se 5 não dividir nenhum dos x, y, z, então,
não existem soluções inteiras não-triviais para esta equação.

4.1 Caso n = 5, x5 + y5 = z5

Proposição 4.1. Se p ∈ Z é primo e ímpar e a ∈ Z é tal que p - a, então

a
p−1
2 ≡ ±1 mod p

Demonstração. Como p - a segue do pequeno teorema de Fermat que

ap−1 ≡ 1 mod p

Como p é primo ímpar, p− 1 é par, daí p−1
2
∈ Z. Logo,(

a
p−1
2

)
2 ≡ 1 mod p⇒

(
a

p−1
2 + 1

)(
a

p−1
2 − 1

)
≡ 0 mod p

Como p é primo, segue que

a
p−1
2 ≡ 1 mod p ou a

p−1
2 ≡ −1 mod p
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Faremos um caso particular simples para o caso n = 5. De fato, provaremos que
se

x, y e z ∈ Z e 5 - x, 5 - y, 5 - z

então

z5 6= x5 + y5

A a�rmação acima sai como consequência simples do seguinte Teorema.

Teorema 4.2. Sejam x, y e z ∈ Z com 5 - x, 5 - y, 5 - z, então

x5 + y5 + z5 6= 0

Demonstração: Sejam x, y e z ∈ Z com 5 - x, 5 - y, 5 - z

Suponha por absurdo que

x5 + y5 + z5 = 0

Após fatorar, se necessário, podemos supor sem perda de generalidade quemdc(x, y, z) =
1

Temos que

−z5 = x5 + y5 = (x+ y)(x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4)

A�rmamos que

mdc(x+ y, x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4) = 1

Seja d = mdc(x+ y, x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4)
Temos que como

d | x+ y e d | x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4

então,

d | x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4 − (x3 − 2x2y + 3xy2 − 4y3)(x+ y)⇒ d | 5y4

Suponha por absurdo, que d 6= 1 e seja, p um fator primo de d, daí

p | 5y4 (4.1)
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Se p = 5, então

5 | (x+ y)(x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4)⇒ 5 | x5 + y5 ⇒ 5 | −z5 ⇒ 5 | z

Absurdo! Pois, 5 - z.

Assim, p 6= 5. Como p | 5y4 , segue que

p | y4 ⇒ p | y

Como p | x+ y e p | y ⇒ p | x. Além disso,

p | x5 + y5 = z5 ⇒ p | z

Assim, p | x, p | y e p | z. Absurdo! Pois mdc(x, y, z) = 1

Portanto,

mdc(x+ y, x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4) = 1

Desta forma, como

−z5 = (x+ y)(x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4)

e

mdc(x+ y, x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4) = 1

segue que existem A, T ∈ Z tais que

x+ y = A5

e

x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4 = T 5

Trocando os papéis de x, y e z no argumento anterior, podemos concluir que existem
B e C ∈ Z tais que

x+ z = B5

e

y + z = C5
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Suponha agora, por absurdo, que 11 - x, 11 - y e 11 - z. Segue então da Proposição
(4.1) que

x5 ≡ ±1 mod 11, z5 ≡ ±1 mod 11, z5 ≡ ±1 mod 11⇒ x5 + y5 + z5 6≡ 0 mod 11

Absurdo, pois, por hipótese x5+y5+z5 = 0. Logo, algum dos x, y, z é múltiplo de 11.

Suponha, sem perda de generalidade( pois podemos renomear as variáveis se ne-
cessário) que 11 | z.
Desta forma, como

−A5 +B5 + C5 = −x− y + x+ z + y + z = 2z

temos que

−A5 +B5 + C5 ≡ 0 mod 11

Suponha, por absurdo, que 11 - A, 11 - B 11 - C. Então, pela Proposição (4.1),
temos que

A5 ≡ ±1 mod 11, B5 ≡ ±1 mod 11 e C5 ≡ ±1 mod 11

Logo,

−A5 +B5 + C5 6≡ 0 mod 11

Absurdo! Portanto,

11 | A ou 11 | B ou 11 | C.

Se 11 | B, como x+ z = B5 e 11 | z, segue que 11 | x. Como

x5 + y5 + z5 = 0

segue que 11 | y ⇒ 11 | mdc(x, y, z). Absurdo! Logo 11 - B.

Analogamente , temos que 11 - C. Portanto 11 | A.

Como A5 = x+ y, temos que

x ≡ −y mod 11 (4.2)

daí, como

x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4 = T 5
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segue que

x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4 = T 5 ≡ 5y4 mod 11

Portanto,

T 5 ≡ 5y4 mod 11

Por outro lado, como

z + y = C5 e 11 | z

segue que

y ≡ C5 mod 11

Como 11 - C, segue da proposição (4.1) que

C5 ≡ ±1 mod 11⇒ y ≡ ±1 mod 11

Portanto,

T 5 ≡ 5 mod 11⇒ 11 - T.

Pela proposição 4.1 , como 11 - T , temos que

T 5 ≡ ±1 mod 11

Absurdo! Esta contradição conclui a demonstração.

�
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