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Resumo

Este trabalho apresenta algumas demonstragoes elementares para alguns casos
particulares do Ultimo Teorema de Fermat. Por muitas vezes buscamos encontrar
solucoes inteiras para uma equacao polinomial, ou seja, solucionar uma equacdo
diofantina. Esta ideia foi a base do que é considerado o problema mais famoso e
duradouro da histéria da matematica, o Ultimo teorema de Fermat. A busca por
provas ou contraprovas desse resultado foi determinante no desenvolvimento da teo-
ria algébrica dos nimeros, permitindo estabelecer-se diversas ferramentas poderosas
e sofisticadas, muito contributivas para a matematica moderna. Um fato é que o
ultimo Teorema de Fermat foi um dos grandes mistérios da histéria da Matematica
e que desafiou as mentes mais brilhantes e determinadas do mundo da matematica.
Um teorema de facil entendimento, mas de resolucao considerada por muitos como
impossivel. Este trabalho tem como foco apresentar algumas demonstracoes elemen-
tares para o Ultimo Teorema de Fermat 2™ + y" = 2" para os casos n € {2,3,4, 5},
mostrando que tal equacao de fato nao possui solucoes inteiras nao-triviais para
n > 2. Para o caso n = 5 é feita uma demonstracao parcial, onde mostra-se que se
5 fr,5 Jy,5 [z, com z,y, z inteiros, entao x° + y° # 2°.

Palavras-chave: Fermat, Equacoes, Demonstracoes.



Abstract

This paper presents some elementary demonstrations for some particular cases
of Fermat’s Last Theorem. We often seek to find whole solutions for a polynomial
equation, that is, to solve a diophantine equation. This idea was the basis of what is
considered to be the most famous and enduring problem in the history of mathema-
tics, Fermat’s Last Theorem. The search for evidence or evidence of this result was
crucial in the development of the algebraic theory of numbers, allowing to establish
several tools. powerful and sophisticated, very contributory to modern mathema-
tics. One fact is that Fermat’s last Theorem was one of the great mysteries of the
history of mathematics and it challenges the most brilliant and determined minds
in the world of mathematics. An easy-to-understand theorem that many consider
impossible. This paper focuses on presenting some elementary demonstrations for
Fermat’s Last Theorem x" 4 y" = 2" for cases n € 2,3,4,5, showing that such an
equation does not have non-trivial integer solutions for n > 2. For the case n =5 a
partial demonstration is made, showing that if 54 2,54 y,5 { 2z, with z, y, z integers,
then z° 4 ¢° = 2°.

Keywords: Fermat, Equations, Demonstrations.
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Introducao

Como sabemos o tltimo teorema de Fermat é representado pela equacao diofan-
tina z" 4+ y" = 2" . Fermat afirmava que era impossivel separar um cubo em dois
cubos, ou uma quarta poténcia em duas quartas poténcias, de forma geral, qualquer
poténcia maior do que as ja citadas, em duas poténcias semelhantes. Fermat é mais
bem lembrado quando associado a seu trabalho em teoria dos ntimeros, em particu-
lar pelo Ultimo Teorema de Fermat. Este teorema diz que: néo tem solucio inteira
nao nula para x,y e z quando n > 2. Esse problema é de origem grega e partiu
do tao conhecido teorema de Pitagoras. Fermat observou que de fato a equacao
de Pitagoras 22 + y? = 22 ¢é valida para todos os triangulos retangulos, porém, se
ao invés de um quadrado, tivéssemos um cubo ou uma poténcia maior, se tornaria
impossivel encontrar solugoes inteiras nao nulas.

Ao afirmar que a equagao x™ + y" = 2™ nao possuia solucao para n > 2, fez com que
Fermat criasse assim, o mais famoso e dificil problema matematico que o mundo ja
tinha visto. O mais interessante é que tal problema durou mais de trés séculos e
meio desafiando as mentes mais brilhantes da Matematica.

Fermat afirmou que tinha uma demonstracao maravilhosa para o problema por ele
proposto, entretanto, disse, que a margem onde escrevia era muito estreita para
conté-la. Isso foi mais do que suficiente para fazer com que varias geracoes de ma-
tematicos ficassem na vontade de desenvolver uma solucao para o problema ou de
provar que ele era falso, mas até entao, isto nao aconteceu e, muitas tentativas de
solucionar o problema foram exploradas sem o éxito esperado.

O que mais indagava os estudiosos matemaéticos, era sobre, como Fermat chegou
a prova do problema, do que ele se utilizou, visto que ele nao tinha deixado nada
registrado sobre essa demonstracao.

Depois de provas e mais provas sem o éxito esperado pelos estudiosos matemati-
cos, Andrews Wiles, um desses matematicos, conseguiu apresentar a prova para esse
problema. Tal prova foi publicada no ano de 1995, fazendo com que chegasse ao
fim, o mistério que durou mais de trés séculos e meios. Nesse trabalho, vamos apre-



sentar algumas demonstracoes elementares para a equacao de Fermat, mostrando
que, de fato, nao existem solu¢oes inteiras nao-trivial para z" + y™ = z". Com isso
estruturamos o trabalho da seguinte forma: No primeiro capitulo é apresentada a
demonstracdao da equacdo 22 + y? = 22, onde sao caracterizadas todas as solucoes
para essa equacao. No segundo capitulo é apresentada a demonstracao da equacao
23 +1y? = 23. Onde mostramos que tal equacao nao possui solucao inteira nao-trivial
como Fermat afirmava, pois, nao se pode separar um cubo em dois cubos. Para tal
demonstracdo, usamos a minimalidade de | zyz |. No terceiro capitulo é apresentada
a demonstracao da equacio z* +1y* = 2% Nesse capitulo mostramos que tal equacao
nao possui solucao inteira nao-trivial. Para a prova, partirmos de que nao se pode
ter a soma de duas quartas poténcias , resultando em um poténcia de grau 2. No
quarto e tltimo capitulo ¢ apresentada a demonstracao da equacio x® + y° = 2°,
onde mostramos que tal equagao nao possui solugao inteira nao-trivial. Para che-
garmos em tal resultado, partimos do fato que, se 5 nao divide nenhum dos z,y, z
entdao x° + y° + 25 #£ 0.



Capitulo 1

Demonstracao para equacao
2 4 12 = 2

Nesse capitulo iremos apresentar uma prova elementar para a equacao de Pita-
goras, isto é, uma demonstracao para equacao de Fermat 2" + y" = 2" para n = 2,
onde serd caractezizada todas as solucoes para tal equacao.

1.1 Cason=2,2°+y*>=2*
A equagao
2?4y = 22

E a equacao de Pit4dgoras e possui solucoes inteiras. Vamos agora caracterizar todas
essas solucoes.

Teorema 1.1. Seja (x,y,2) € N?, uma terna pitagorica, isto €, uma terna tal que
mde(z,y,z) =1 e 2? + y* = 2% entao :

(a) um dos nimeros x,y € par e o outro é impar, e o nimero z € impar.
(b) Suponha que x é impar, entao existem a,b € N, coprimos, tais que a > b,a £ b
mod 2, e

r=a®>—b%y=2ab,z = a®+ b

Demonstragao: Vamos comecar mostrando que z,y e 2z sao dois a dois copri-
mos. De fato suponha que p é primo e

p | mdc(z,y)



1.1. CASON =2, X?+Y?=27? CAPITULO 1. CASO N =2

entao, p | 2*+y? =>pl|2=plz.

Absurdo! Pois z , y, z s@o coprimos. Portanto x e y sao coprimos. O mesmo
argumento serve para mostrar que x e z sao coprimos e y e z também sao coprimos.

Dai, concluimos que como = e y sao coprimos, nao podem ser ambos pares. Va-
mos mostrar agora que também nao podem ser ambos impares. De fato, se z e y
fossem ambos impares, entao:

r=1 mod 4 ou x =3 mod 4,
dai,

22 =1 mod 4

Da mesma forma

> =1 mod 4.
Sendo assim,

2> +y*> =2 mod 4.

Por outro lado, temos que, se z é par, entao

22 =0 mod 4
Se z é fmpar, repetimos o argumento anterior para mostrar que

22 =1 mod 4.
Como

2?4 y? =22

obtemos um absurdo! Logo, = e y ndo podem ser ambos impares.

Assim temos que x é par e y é impar ou x é impar e y par. Em ambos os ca-
sos temos que z ¢ impar. Isto prova (a).

Vamos provar (b). Suponha sem perda de generalidade, que z é impar (renome-
ando as variaveis se necessario). Assim,

2 2 2
-ty =z,



1.1. CASON =2, X?+Y?=27? CAPITULO 1. CASO N =2

Dali,
=22 -2 =(z—2)(z +2) (1.1)

Seja d = mdc(z + x, z — x). Dali,

d|(z+2z)—(z—2x)=d]| 2z,

d| (z+2)+(z—x)=d]|2z.

Como z e x sdo coprimos, segue entdo que d | 2. Além disso, como x e z sdo impares,
entao

2|z+ze2|z—ux
Portanto, segue que d = 2.
Desta forma,
z+r=2ue z—x =20,
com u e v coprimos.

Por (a) , como = é impar e y é par, temos que Jw € N, tal que y = 2w. Dai
por (|1.1])
4w? = duv = w? = uv (1.2)

Seja p primo e ¢ € N tal que p? | u e p?™ { u.
Seja ainda

_ g+1, se g éimpar

7= { q, se q é par
Entao,

plu=p? | w = p | w=p? | w
e cOmo u € v Sa0 coprimos, segue que
P’ | u

Logo, ¢ = q = q é par. Sendo assim, u ¢ um quadrado perfeito.

Portanto, existe a € N, tal que u = a®. Da mesma forma, mostra-se que v é



1.1. CASON =2,X?+Y?= 7> CAPITULO 1. CASO N =2
quadrado perfeito. Assim, 3b € N tal que v = b.
Sendo assim, por (1.2)) segue que
w® = a®V? = w = ab
pois w,a,b € N, e dai
Yy = 2w = 2ab = y = 2ab.
Além disso,
241 =2u=2d=d’= Z;I
z—x=20=200=b= z;x
Dai,
L 2—12—26 z;x :a2+b2
e
- z—lz—x_z;x 2
O que conclui a prova.
[ |



Capitulo 2

Demonstracao para equacao
24P = 23

Nesse capitulo iremos apresentar uma prova elementar para a equacao x° +y> =
23 | isto ¢, uma demonstracao para equacao de Fermat 2" 4y" = 2" paran = 3, onde
serd apresentado que nao existem solugoes inteiras nao-triviais para esta equacao.

2.1 Cason=3, 3+¢y>=2°

Vamos fornecer um prova elementar para o teorema de Fermat com n = 3. A
estratégia se baseia no artigo do Liu (2000).

Teorema 2.1. A equacao
? +y? = 2? (2.1)

nao possut solucoes inteiras nao-triviais.

Demonstracao: Realizaremos uma demonstragao por absurdo. Assim suponha
que a equagao admite solucao nao-trivial.
Assim,

W:{|xyz|€N, (,9,2) €EZ, ©#0, y#0, z#0 e x3+y3223}

é nao vazio. Isto é, W # 0, W C N.

Portanto, pelo principio da boa ordenagao, W possui um menor elemento. Ou
seja, (z,y, z) uma solucao de (2.1) tal que |xyz| é o menor elemento de .

Afirmacao 1 : x,y e z sao dois-a-dois distintos.

De fato, se x = y temos



21. CASON =3, X?4+Y3=23 CAPITULO 2. CASON =3

23 = 23

Seja ¢ € N, 27| 23 mas 2971 § 23, Como z é cubo perfeito, segue que ¢ = 3k com
ke N. Assim 2° | 2% mas 2%t t 23 Seja agora ¢ € N tal que 27| 2%, mas
20+ 3. Como a2 é cubo perfeito, entdo ¢ = 3k com k € N. Dai faga

23 = 23533 com mdc(2,7) = 1,
23 =2%2% com mdc(2,2) =1
Dali,
9 +133 — 93kz3 —y 93K+l _ 93k 3 41 = 3k

Absurdo! Logo, x # y.
Sex =2z=1y>=0=y=0. Absurdo! Pois, a solu¢io é nio-trivial.
Sey=z2=2=0=2=0. Absurdo!

Isto prova a afirmagao (1)

Afirmacao 2 : mdc(z,y) = mde(x,z) = mde(y,z) = 1. Além disso, exatamente
um dos z,y, z é par.

Vamos comegar mostrando que mde(x,y) = 1. De fato, seja d = mde(x,y), en-
tdo 3%, y € Z, v =dzx e y = dy. Assim, temos que
P+ Iy =2 = @+ 7)== d |2
Assim, 323 € Z, 23 = d373
Portanto,

‘%3+g3:§3

Se d > 1, entdo | ZyZ |<| zyz |, contrariando a minimalidade de | zyz |. Logo, d = 1.

Seja agora d = mdc(z, z). Entdo, 3%, Z € Z, © =dz e z = dz. Dai
PB4+ (2 = () > & | o
= 3§ € Z, tal que y* = d*(—7)*
=2+ (-2 = (-3

=P+ =7



21. CASON =3, X?4+Y3=23 CAPITULO 2. CASON =3

Da mesma forma, se d > 1, entdo | g2z |<| zyz |, o que contraria a minimalidade
de | zyz |. Logo, d = 1. Da mesma forma mostra-se que mdc(y, z) = 1

Agora vamos mostrar que teremos exatamente um nimero par entre os nimeros
x,y e z. De fato, se dois deles forem pares, segue que 2 é um divisor comum, o que
contraria o fato de serem dois-a-dois coprimos (primeira parte da afirmagao 2).

Como nao podemos ter dois nimeros pares entre x,y e z, segue que dois deles
sao impares. Como dois deles sao impares, o terceiro é par.

De fato, se z e y sao impares, olhando a congruéncia modulo 2

2+ =2 = 2 P = 2% mod 2
=1+1=2 mod 2
= 2>=0 mod 2
= 2=0 mod 2.

Da mesma forma, provam-se os outros casos. Isto conclui a afirmacao (2).

[ |
Como temos que
4yt =2 = 4 (—2)% = (—y)?
= CC?) + g3 — 237
onde y = —z e Z = —x e também
(49 = () = G4yt = 2
onde Z = —z e z = —y . Podemos supor, sem perda de generalidade, utilizando a
afirmacao 2, que
z & par (2.2)
Assim, segue da afirmacgao 2 que
x e y sao impares (2.3)

Portanto,

r+yex—y

10



21. CASON =3, X?4+Y3=23 CAPITULO 2. CASON =3

sao pares. Dai, existem u,w € Z tais que

r+y=2ue x—y=2w

Dali,
r=ut+wey=u—w
Assim,
2= tyd=(u+w)?+ (u—w)?
_ .3 2 3 3 2 2 3
=u" 4 3uw + 3uw” + w” — Ju w + Juw” —w
= 2u® + 6uw?
= 2u(u® + 3w?).
Assim,

23 = 2u(u® + 3w?).
Afirmacgao 3: mdc(u,w) =1 e exatamente um deles é impar.
De fato, se d = mdc(u,w), temos que d |z e d |y = d | mde(x,y) = d = 1.

Como z é impar, por (2.3)), e além disso, como z = u + w, entdo, se u e w forem
pares, teriamos x par, absurdo. Por outro lado, se u e w fossem impares teriamos x
par, absurdo.

Portanto, ou u é par e w é fmpar, ou u é impar e w é par. Isso prova a afir-
magao 3.

Vamos agora realizar a andlise em dois casos:

Caso 1: u nao é divisivel por 3.

Como estamos supondo que 3 1 u e como mde(u,w) = 1, segue que mde(u, 3w) = 1.
Além disso, como temos que u é par e w é impar ou u é impar e w é par, segue que
em ambos 0s casos

w? + 3w =1 mod 2
= 21 u® + 3uw?

11



21. CASON =3, X?4+Y3=23 CAPITULO 2. CASON =3

Assim, fazendo

d = mdc(2u, u* + 3w?)
temos que

d = mdc(2u, u* + 3w?) = mdc(u, u® + 3w?)
Assim,
dlued|u+3w —u*=d| 3w
Como estamos supondo (caso 1) que 3t u, segue que
d | w?.
Se d > 1, tome p fator primo de d, entao
pluep|w =p|w=p|mdelu,w).

Porém, mdc(u,w) = 1. Absurdo! Portanto d = 1, ou seja

mdc(2u, u® + 3w?) = 1.
Como temos que

23 = 2u(u® + 3w?),

temos que existem 7, s € Z tais que

3

2u=r1r" e u? + 3w = s>, (2.4)

Caso 2: Suponha agora que u é divisivel por 3.

Assim, existe v € Z tal que u = 3v. Assim,

23 = 2u(u® + 3w?)
= 6v(9v* + 3w?)
= 18v(3v* + w?)

23 = 18v(3v? + w?).

Observe que como mdc(u, w) = 1, temos que

mde(3v,w) =1

12



21. CASON =3, X?4+Y3=23 CAPITULO 2. CASON =3

pois, u = 3v.

Note que mde(3v,w) = 1 = 3 ¥ w. Além disso, u é par e w é impar, ou u é
impar e w é par, temos que v é par e w é impar ou v é impar e w é par. Em
qualquer um dos casos, tem-se que

302 +w? =1 mod 2 = mdc(18v, 3v* + w?) = mdc(9v, 3v* + w?)
Se 3 | mdc(9v, 3v? + w?), entdo
33 +w? = 3| w= 3| w.
Absurdo! Pois, 3t w. Logo, 31 mdc(9v,3v? + w?). Por outro lado,
mdc(v, 3v* + w?) = mdc(v, w?)
mas, como mdc(3v,w) = 1, segue que mdc(v,w?) = 1.

Assim,

mdc(18v, 3v* + w?) = mdc(9v, 3v* + w?)
= mdc(v, 3v* + w?)
= mdc(v, w?)
=1
= mdc(18v,3v* + w?) = 1.

Como temos que
23 = 18v(3v* + w?),
segue que existem r, s € Z, tais que
18v =173 e 30 +w? = s°. (2.5)
Note que a equacao Diofantina
a® + 3b% = s,

onde mdc(a,3b) =1 e a+b =1 mod 2, apareceu tanto no caso 1 quanto no caso
2.

Vamos entao, resolver essa equacao Diofantina. Vamos comecar com o caso em
que s é primo.

13



21. CASON =3, X?4+Y3=23 CAPITULO 2. CASON =3

Afirmacao 4: Se s é primo, a,b € Z, mdc(a,3b) =1, a+b=1 mod 2 e
a’ + 3’ =s°
entao s > 3, e , além disso, stae s{b.

De fato, olhando modulo 2:

53 = a® + 36> mod 2
a® +b* mod 2
a+b mod 2

1 mod 2
=2f{s=s5>2.

Olhando moédulo 3:

s =a?+ 3b% mod3
=a? mod 3
Z= 0 mod 3

pois, o mdc(a, 3b) = 1 = 3t a. Logo, como s> # 0 mod 3, segue que s # 3 = s > 3.
Isto prova a primeira parte da Afirmacao 4.

Para a segunda parte suponha que s | a. Fazendo a congruéncia modulo s:

s3 = a4 3b® mod s
=0=0+3b> mod s
= 302 =0 mod s

Como 31 s, segue que:

> =0 mod s.
Como s é primo, segue que

b=0 mod s.

Dai, s | mdc(a,b) = s | mde(a,3b) = 1. Absurdo. Portanto st a.

Analogamente, temos que s 1 b. Isto, conclui a afirmagao 4.

14



21. CASON =3, X?4+Y3=23 CAPITULO 2. CASON =3

Como s 1 b, segue do Pequeno Teorema de Fermat que
¥ 1=1 mod s

Dai, b°=2 ¢ a inversa de b modulo s, onde s — 2 > 0, pois pela afirmacao 4, s > 3

Assim, seja
g=ab*?
Como
a>+ 30> =0 mod s,
temos que
a?b?¢= £ 30212574 = 0 mod s
= (ab*" 22+ 30" 1)? =0 mod s
= ¢*+3=0 mod s.
Assim

> +3=0 mod s
Agora, faga ¢ = |1/s]. Como s é primo, entao
qg<+s<q+1 (2.6)

Afirmacao 5: Existem ¢',7’,7”, 7" inteiros, tais que ¢, j',i",j” € {0,1,...,q}, com
i" #1417 ou j' # j7 tais que

g-(i'—=i")=7 -7 mod s.
Comece notando que como
¢* = -3 mod s
segue que s{ g, ja que 31s. Por temos que
qg+1>s=(¢g+1)?>s.

Considere a expressao

gi—j com 1,5 €4{0,1,....q}

15
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Temos (g + 1)? > s expressoes diferentes e apenas s restos possiveis, na divisao por
s. Assim, existem dois pares diferentes (¢, j') e (i7,j”) tais que

(@5 # (@,57),

isto é,
i, 7£ Z.” ou jl ?’éj” e
gi' —j ' =gi” — 3" mod s
=g’ —7")—(j'—=75") =0 mod s.
Assim,

g(i' —i")=7 -3 mod s.

Isto prova a afirmacao 5.

|
Observe que como ', 5,77, 77 € {0, 1, ...,q} temos que
i"—i"e{—q,....q} e —7€{—q ..,q} (2.7)
Defina
izl =] e j=li =71,
Assim, segue da afirmacao 5 que
gi =7 mod s ou gi = —7j mod s.
Assim,
gi+7=0 mod s ou gi —j7 =0 mod s.
Dai, em qualquer um dos casos acima temos que
(gi+7)(gi — j) =0 mod s = g*i* — j> =0 mod s (2.8)

Por (2.6) e (2.7) temos que
i<+s e j<s
Além disso, se

j=0=¢%>=0 mod s
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e como s 1 g , segue que
9 _
1“ =0 mod s.

Como 0 < i < /s, segue que

Absurdo!, pois teriamos

contrariando a Afirmacgao 5 .

Logo, 7 # 0. Analogamente temos que ¢ # 0. Portanto
0<i<vselO<j<is (2.9)
Assim, como

@ +3=0 mod s

e por (22.8))
%% = j% mod s.
temos que
%> = —3i* mod s
= 2= —-3i* mod s

= 2 +3i? =0 mod s

Dai, 3h € Z tal que 3% + j% = hs.
Como 3i% + 52 > 0 = h > 0.

Por (2.9), i* < s e j% < s, dai
3% + 5 < 4s.
Assim, h <3 e h > 0. Logo, h=1,h=2 ou h=3.

Vamos mostrar agora que h # 2.
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CASO N =3

De fato, se h = 2, temos que

3i% 4+ j% = 2s

=32+ 52=0 mod 2
=24+ 52=0 mod 2
=1i+7=0 mod 2.

Assim 7 e j s@0 pares ou ¢ e j sao impares.

Se i e j forem pares, temos que

312+ 52 =0 mod 4
=25 =0 mod 4
= s=0 mod 2.

Absurdo!
Se i e j forem impares, segue que
=1 mod 4 e j2=1 mod 4.
Para a demonstracao de que
i impar = 2 =1 mod 4
(ver caso n = 2) feito no capitulo 1.

Portanto,

32+ =3+1 mod 4
= 25 =0 mod 4
= s=0 mod 2.

Desta forma, chegamos a outro absurdo! Portanto, h # 2.
Logo, temos h =1ou h =3

Se h = 1 temos que 3i% + j% = s

Se h = 3, entao

3+ % =3s =2 =3(s —i*) = 3| > =3 ]

18
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Dai, j = 3k, onde k € Z. Assim,
31+ 9k* =3s = i+ 3k = s
Assim , para qualquer caso acima, h = 1 ou h = 3, temos que
s =m?+ 3n’ (2.10)
onde m,n € Z.

Suponha entao que temos (2.10), vamos mostrar que mdc(m,3n) = 1.

Se 3 | m, entdo temos que

s =m? 4+ 3n? mod 3
=0 mod 3

Absurdo. Logo 31 m e mdc(m,3n) = mdc(m,n).

Sed | med| n, segue que d | s. Porém s é primo, logo d = 1 ou d = s.
Comom<sed|m=d<s=d=1. Assim, mdc(m,n) =1 e mde(m,3n) = 1.

Além disso,

s =m?+3n? mod 2
=1=m?+n? mod 2
=1=m+n mod 2.

Assim, mde(m,3n) =1em+n=1 mod 2

Por temos que
s =m? + 3n?
e temos que
s° = a®+ 3b?
Assim,
a® + 36> = (m? + 3n?)* = m® + 9m*n® + 27Tm*n* + 27n°.
Tome agora

a=m>— Amn® ¢ b= Bm?n — 3n>
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Assim,
a? + 36 = m® + (3B% — 2A)ym*n?® + (A% — 18B)m>n* 4 27nS
Dali,

2 _
{ 3B% —2A =9, (2.11)

A? —18B =27
Assim temos que

_3B*—9
2

2 2
:(SBQ 9) — 18B =27

= B*~-6B>-8B—-3=0

A

Vemos que B = —1 (apds testar os valores classicos B = £1 e B = 0) é raiz do
polinémio acima. Realizando a divisao polinomial obtemos
B*—-6B?> -8B -3
B+1

=B*-B*-5B-3.

Vemos que, novamente —1 é raiz de B3 — B? — 5B — 3. Assim,
B3 —-B?>—-5B—3

B+1
Temos facilmente que B*> — 2B — 3 = (B — 3)(B — 1), assim

=B?>-2B-3

B*—-6B*-8B—-3=(B-3)(B+1)?

Portanto, B = 3 ou B = —1, e respectivamente, temos A = 9 ou A = —3. Assim,
as solugoes do sistema (2.11) sdo: A=9 e B=3 ou A=-3e B=-1

Como temos, portanto, duas solucoes possiveis, a saber,

2

a =m?+ 3mn?,
b= —m2n — 3n3

m? — 9mn?,
b= 3m?n — 3n®

RN
|

Em resumo, mostramos que se s é primo e a? + 3b*> = 53, com mdc(a,3b) = 1 e

a+b=1 mod 2, entao:
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i) s>3, ats, bts

ii) Existem @ e b € Z tais que a*> + 30> = s* e @ = m® — 9mn® e b = 3m>n —
3n3, m,n € Z, onde mdc(m,3n) =1lem+n=1 mod 2.

Vamos mostrar agora que a afirmacao anterior continua valendo mesmo no caso em
que s nao é primo. Assim vamos mostrar que:

Proposigao 2.2. : Se a® +3b* = 53, com mdc(a, 3b2 =1lea+b=1 mod 2, entao,
existe uma solucao s = m?2+3n2, a =m>*+9mn? e b = 3m?*n—3n3, com m,n € Z,
mdc(m,3n) =1em+n=1 mod 2, onde s é natural ndo necessariamente primo,

e @2+ 3b2 = 3.

Demonstracao: A prova serd por inducao no numero de fatores primos de s.
Comece observando que provamos (a partir da formula 3) a seguinte afirmagao.

Afirmacao 6: Se s & primo e a®> +3b> =0 mod s, entdo existem c,d € Z, tais
que s3 = ¢+ 3d? com s = m? +3n?, ¢ =mi—9mn}, d = 3min; — 3n?, onde

my,ny € Z, mde(mq,3n1) =1, my +ny =1 mod 2.

Voltemos agora ao caso em que s é natural nao-necessariamente primo. Faremos
a inducao no ntumero de fatores primos de s. Chamemos o ntimero de fatores primos

de s de [.

Se [l = 0, entdo s = 1, temos m = +1, n = 0. Segue que mdc(m,3n) = 1 e
m+n =1 mod 2. Isto prova a base da inducao.

Suponha agora que o resultado é verdade para valores de s com [ fatores primos.
Assim, seja s € N com [ 4+ 1 fatores primos e seja p € N um fator primo de s. En-
tao s = p-t, t € N, t possuindo [ fatores primos. Note que ¢ pode ser divisivel por p.

Como p | s e a® + 3b* = 53 temos que
a>+ 30> =0 mod p
Pela Afirmacao 6 segue que existem c,d € 7Z tais que

p® =+ 3d* (2.12)

com p =mi+3n3, c=mi—9mn? d=3min,—3n}, my, ny € Z, mdc(my,3n;) =
1, mi+n; =1 mod 2.
Desta forma, por um lado, p® - s3 = (¢t - p)3 - p® = t3p5. Por outro lado, p? - s3 =

(c? + 3d?)(a® + 3b?).
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Assim,
35 = (¢ + 3d*)(a® + 3b%)
= (ac + 3bd)* + 3(ad — be)?
= (ac — 3bd)* + 3(ad + be)?.
além disso,

(ad — be)(ad + be) = a*d® — b*c?
= a*d® + 3b*d* — 3b*d® — b*c?
= d*(a* + 3b%) — b*(* + 3d?)

— d283 - 62p3
— d2t3p3 . b2p3
= p*(d*t® — b?) (2.13)

Juntando a Afirmacgdo 6 com a Afirmacgao 4, podemos concluir que p > 3, em par-
ticular p é primo.

Se p | ad+ bec e p | ad — be, entao p | (ad + be) + (ad — bc) = p | 2ad. Como p é
impar, temos que p | ad. Analogamente p | (ad + bc) — (ad — be) = p | 2be, e como
p é impar, entdo p | be. Logo p | ad e p | be.

Porém, p* = ¢*+3d%. Dai,sep | d,entaop | p>—3d*> = p|c* = p|c= p| mdc(c,d).
Como mdc(c,d) = mdc(c,3d) = 1, temos que p = 1, absurdo!. Portanto p 1 d. O
mesmo argumento mostra que pt c.

Como p | ad e p | bc, temos que p f d = p | aep{c = p | b porém,
mdc(a,b) = mde(a,3b) = 1. Dai, p =1, absurdo!

Assim nao podemos ter p | ad + be e p | ad — be

Como por ((2.13) p* | p*(£3d* — b*) = p* | (ad + bc)(ad — be), segue daqui que, ou
p® | ad + bc ou p* | ad — be. Vamos supor que p? | ad — be e p t ad + be, (o outro
caso se resolve analogamente). (Relembre que mostramos que se p | ad — be, entdo
p 1 ad+ be e vice-versa).

Como temos que
3% = (ac + 3bd)* + 3(ad — be)? (2.14)
e p? | ad — be, segue pb | (ad — be)? e p° | (ac + 3bd)? = p* | ac + 3bd

Portanto,

d—>b 3bd
ap3 CEZG %EZ,
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dai sejam
d—b 3bd
o= L0 o p a0t e (2.15)
p p
com e, f € Z. Note que [2.14] pode ser reescrita como
3bd d—bc\’
(CORCD e
p p
Temos ainda que p® = ¢ + 3d?, daf nos da
ad — be :ep3:>a:$jbc
o _ ep3ctbe2+3bd?
ac + 3bd _fp3:>fp3_pT
= fpPd = epc+b(c? +3d%) = fdp* = ecp® + bp?
dai temos que
b= fd—ec (2.16)
substituindo o valor de b chegamos em
a=cf+ 3de (2.17)

Logo,
t* = f? + 3¢?

com a = cf+3de, b= fd—ec. Como sabemos que mdc(a,3b) = 1, se d = mdc(e, f)
segue que d |a e d | b= d | mdc(a,b) = d = 1. Dai, mdc(e, f) = 1. Além disso, se
3| f, entdo 3 | ¢f + 3de = 3 | a. Porém, mdc(a,3b) = 1, dai 31 a. Portanto 31 f e
segue que mdc(f,3e) = 1. Por fim, como a +b =1 mod b, segue que

s =a?® + 3% mod 2
= s3=a’+ b mod 2
= s> =a+b mod 2
= s=1 mod 2
= s=1 mod 2.

Como s = p-t, segue que t = 1 mod 2. Dai, 3 =1 mod 2 = f?+3e? =1 mod 2 =
f+e=1 mod 2.

Em resumo temos que

t* = f? + 3¢
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onde mdc(f,3¢) =1e f+e=1 mod 2. Como ¢t possui [ fatores primos, segue da
hipotese de indugao que Imy, ny € Z tais que mdc(ms, 3ns) = 1, ma+ny = 1 mod 2,

t=m3+3n3, com f=mi—9myn; e e = 3msny — 3nj.
Relembre a definicao de my, ny € Z definidos abaixo da equacao . Defina
m=mimso + 3NNy € N = MaNg — NaMMy
Afirmacgao 7: Temos que mdc(m,3n) =1, m+n =1 mod 2, s =m>+3n? a=
m? — 9mn? e b = 3m?*n — 3n3.
Inicialmente , temos que :

p=mi+3nd e t=mj+ 3n;

s=t-p= (mg + 3n3)(m? + 3n?)

= mim3 + 3mani + 3nimi + 9Inins

= mimj + 6mimoning + 9nins + 3mini — 6mymoniny + 3ngm?:

= (mimg + 3n1ny)? + 3(many — nym;)?

=m® + 3n

= 5 =m? + 3n?
Além disso, pelas formulas e (2.17), temos
a=cf+3de e b= fd—ec.
Dai, dela definicao de mq e ng
c=(m} —9mini) e d=3min, — 3n}

e pela definicao de msy e ny

2 3
f=m3—9myn2 e e =3miny — 3n’

Portanto,
a = (m}—9mini)(mjy — Imyn3) + 3(3min, — 3n3) + 3(3miny — 3nj)

= mimj — Iminini — Imyming + 8lmimening + 27mimininy —
2Tmining — 27Tminon? + 27nin3

= mim3 + 9Imimining + 27m1m2n1n2 + 27n3n3 + 5dmymaoning +
18m3maning — Imimans — 27mininy — Imamini — 27Tmansnsy

= (mymg + 3n1n2) — 9(myms + 3ning)(many — m1n2)2

= m® — 9mn?

=a = m®—9mn?
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Temos que b = 3m?n — 3n3. Sabemos que como a +b =1 mod 2, entao

s3 = a® + 3b* mod 2
=a’>+b* mod 2

a+b mod 2
=1 mod 2

s>=1 mod 2

= s=1 mod 2

Dali,

1 =m?+ 3n* mod 2
= 1=m*+3n® mod 2
=1=m?>+n* mod 2
= 1=m+n mod 2.

ou seja, m+n = 1 mod 2. Por fim, como mdc(a,b) = 1, pois, mdc(a,3b) = 1
ea=m>—9mn? b= 3m?n — 3n3, temos que d = mdc(m,n) é tal que d | a e
d|b=d|mdec(a,b) = d=1= mdc(m,n) = 1.

Além disso 3 | m, entdo

a=m>—9mn® mod 3
= a=0 mod 3
=3 a.

Porém, mdc (a,3b) = 1 = 3 1 a. Esta contradi¢do mostra que 3 f m. Portanto
mdec(m,3n) =1
Em resumo, temos que

s=m?+3n*, m+n=1mod 2 ,mdc(m,3n) =1, a=m®—9Imn®> e b= 3m?n — 3n>.

Isto prova o passo da inducao e conclui a prova da proposicao.

Vamos agora completar a demonstracao do teorema de Fermat para n = 3. Va-
mos primeiro provar para o (caso 1). Relembre que no caso 1 temos: = + y = 2u,
r—y=2w, dai, z =u+w, y=u—w. Além disso, 2% = 2u(u® + 3w?) e existem
r,s €7Z, s> 0, tal que 2u = r3 e u? + 3w? = 5.

Segue da proposicao que a equacio u?+3w? = s® tem uma solucao tal que u = m?3 —
9mn?, para, m,n € Z com mdc(m, 3n) = 1, dai, mde(m,n) = 1lem+n =1 mod 2.
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Portanto,

r3 =2u

= 2(m® — 9mn?)

= 2m(m? — 9n?)

= 2m(m — 3n)(m + 3n)
= 1% = 2m(m — 3n)(m + 3n).

Comom+n=1mod 2=m—-3n=1mod 2em+3n=1 mod 2=2{m—3n
e2fm—+3n

Além disso, como mdc(m,n) = 1, segue que mdc(m,m — 3n) = 1 e mdc(m,m +
3n) = 1. Logo, mdc(2m,m — 3n) = 1 e mdc(2m,m + 3n) = 1. Por fim, seja
d = mdec(m — 3n,m+ 3n), entdo d | 2m. Como m — 3n e m + 3n sdo impares entdo
21d=d|m. Como mde(m,3n) =1= 3tm = 31d= mdc(3,d) =1. Como
d| m—3n e d| m+3n, temos que d | 6n. Como mdc(2,d) = mdc(3,d) = 1,
segue que d | n. Dai, d | mde(m,n) = d |1 = d = 1. Assim, mdc(2m,m + 3) =
mdc(2m, m — 3n) = mde(m — 3n,m + 3n) = 1.

Como % = 2m(m — 3n)(m + 3n), segue que existem «, 3,6 € Z tais que 2m =
a®, m—3n=p3e m+3n=275.

Logo, a® =2m =m —3n+m +3n = 3+ 5 = o = 3+ §2. Além disso, segue

que

|r|3:|2m||m+3n||m—3n|
=la P86
=] afd > =|r

temos também que 73 = 2u e 2u = = + y, logo

| aB6 P =|r|P=|2u|=|z+y|
=|aBs * =]z +y|<| zyz |<| 2yz [,

Observe que como z > 2, a desigualdade | x + y |<| zyz | segue do argumento
abaixo:

| zoy |>| 2oy |=| 2y | + |2y 2]z [+ ]y |22+ y |
Assim,

| aBd <[ zyz |,
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o que contradiz a minimalidade de | xyz |. Absurdo! O Absurdo foi supor que existe
a solucao nao-trivial da equagao de Fermat com n = 3 e que u nao é divisivel por 3.
Vamos mostrar que também nao pode ocorrer o (caso 2).

Vamos relembrar agora o caso 2. Temos que x +y = 2u, xr —y = 2w, u = 3v, dai
r + 1y = 6v. Além disso temos que z3 = 18v(3v? + w?) e existem 7, s € Z tais que
18v =13 e 3v? + w? = s°.

Pela Proposi¢ao (2.2) segue que a equagao 3v? + w? = s tem uma solucao tal que
v =3m?n — 3n3, com mdc(m,n) =1em+n=1 mod2 . Desta forma,

rd = 18v = 18(3m?n — 3n?)
= 18n(3m* — 3n*)Q
= 3°.2n(m?* — n?)
=3%.(2n)(m — n)(m +n)
Como mde(m —n) = 1 em+n =1 mod 2, segue que m —n = 1 mod 2 e

m+n=1 mod 2= mdc(2,m —n) =mdec(2,m+n) =1. Além disso, mdc(n, m +
n) = mdc(n,m) = 1,mdc(n,m —n) = mdc(n,m) = 1. Dai

mdc(2n, m — n) = mde(2n,m +n) = 1.

Por fim, se d = mdc(m —n,m + n), temos que d | 2m e d | 2n, Como 2t m —n e
2¢fm+mn,segue qued | med|n=d|mde(mn)=1=d=1.
Assim,

mde(2n, m + n) = mde(2n, m —n) = mde(m —n,m +n) = 1.

Como r® = 3% - (2n)(m — n)(m + n), segue que existem «, 3,9 € Z tais que

m=a’m-—n=p3 em+n=205.
Dai
P =m+n=m-n+2n=p+a
= 0 =B+’
Porém,
3 |77 |
| a0 | =|2”||m+”||m—”|:?
|18v| 2 2 |u| 2
= =S el= =
3 3 3 13] 9
. 2
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Além disso,

|z [+ 1yl ey |+ ]y
9 = 9

1
[aBd =g le+yls
_ 22y | _ |ayz |

9 = 9

=| aBd |<|zyz |

<| zyz |<| zyz \3

Isso contradiz a minimalidade de | zyz |. A contradi¢do ocorreu em supor que a
equacao de Fermat com n = 3 admitia solugao nao-trivial e que u era divisivel por
3. Isto mostra que a solucao também nao existe nesse caso.

Portanto, juntando os dois casos, temos que a equagao de Fermat com n = 3 nao

admite solucao nao-trivial.
Isto conclui a demonstracao.
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Capitulo 3

Demonstracao para equacao
w4t =

Nesse capitulo iremos apresentar uma prova elementar para a equacao z* +y* =
2% | isto ¢, uma demonstracao para equacao de Fermat 2" 4y" = 2" para n = 4, onde
serd apresentado que nao existem solugoes inteiras nao-triviais para esta equacao.

3.1 Cason=4,z*+y*=2"

Vamos demonstrar agora que a equagao

nao possui solucoes inteiras.

A afirmacao acima decorre facilmente do seguinte Teorema:

Teorema 3.1. A equacado

nao possut solucoes inteiras.

Demonstracao Suponha, por absurdo que existem solucoes nao-triviais.
Defina :

W ={w € N,w >0 e existem x,y € Z tais que z*+ y* = w?}

Por hipotese (de que existem solugbes ndo-triviais) W # @ e pelo principio da
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boa ordenacao dos naturais, W possui um menor elemento, digamos w

Assim, tome z,y € Z tais que

Temos que x é impar ou y é impar. De fato, se x e y sdo pares, existem T e §y € Z
tais que

rT=2T e y=2y

Dai,
2yt = 02 = 205 4 20 — 2

Assim,

24| w? = 2% | w
Logo existe, @ € N tal que @ = 2%0.
Assim, dividindo a equacao 247* 4 2*4* = w? por 2* | obtemos

4= a2

Dai, w € W e w < w. Absurdo! Pois, w é o menor elemento de W. Logo, = é impar
ou y é impar.

Suponha, sem perda de generalidade (renomeando as variaveis se necessario) que
x € impar.
Assim, temos que

ot 4yt = 02

onde (z,y,w) sao coprimos. De fato, seja d = mdec(x,y,w), entdo, v = dZ,y =
dy,w = dw, onde 7,y € Z e w € N. Assim,

Pyt = 02 = AU A = Pt = R+ ) = 02 = &P | R
Assim, 3w € N tal que @? = d?0? e assim ! + §* = @2, logo w € W.

Se d > 1, temos que w < ¥ , o que contradiz o fato de @ ser o menor elemento de
W. Logo d =1.
Portanto,

mdc(z,y, ) = 1 = mde(2?,y*, w) = 1
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2t oyt =02 = (22)2 4 (12)2 = 02

Desta forma, (22, y% ) é uma terna pitagorica. Portanto, existe a,b € N, com a e
b coprimos, onde a é par e b é impar, ou a é impar e b é par, tais que, pelo teorema
do caso n = 2,

?=a>—b, y¥*=2abe a* +b*=w (3.1)

Observe que a é impar e b é par. De fato, se a fosse par e b impar, teriamos, ja que
x é impar , que

1=22 mod 4=a?>—b*> mod 4=—1 mod 4

veja a demonstracao do caso n = 2, para a justificativa que x impar = 22 = 1 mod 4.
Assim, segue que

1=—-1 mod 4

Absurdo! Logo, a é impar e b é par.
Temos entao, que

a’ =22+ b?
com a e x impares e b par.

Afirmamos que mdc(z,b,a) = 1. De fato, seja d = mdc(z,b,a) = d | a e d | b.
Como a e b sao coprimos, segue que d = 1.

Desta forma, temos que (z,b,a) é uma terna pitagorica. Dai, existem c e d € N,
coprimos, com ¢ impar e d par , ou ¢ par e d impar, tais que, pelo teorema do caso
n=2.

r=c—d* b=2cd e a=c*+ d?

Afirmamos agora que a é quadrado perfeito. De fato, seja p fator primo de a. Como
a é impar entao p > 2.

Seja g € N, tal que p? | a e p?™' { a.

Além disso, seja
_ ) g+1, se q é&impar
1= { g, se q épar

Logo, por (3.1), temos que
y? = 2ab,
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e como p? | a , temos que
p? | 2ab=p? | y* = p? | y* = p7| 2ab
Como p > 2, segue que,
p7 | ab
Como o mdc(a,b) =1, temos que
p?la
Dai, § = ¢ = ¢ é par. Portanto, a é quadrado perfeito. Assim, existe t € N tal que

a =t
Além disso, b é par = b = 2k, onde k£ € N.

Seja p fator primo de k, com p? | k, mas p?™! { k. Defina

__J g+1, se g éimpar
1= g, se q épar
Se p > 2, temos que
Pt | k= p? | dak = p? | y? = pT | y® = p7 | dak
Como a e k sao coprimos, ja que a e b sao coprimos, segue que
p? | 4k
e como estamos supondo p > 2, temos que
p? |k =q=q= qépar.
Se p =2, temos que 27 | k = Jk’ € N tal que k = 29k". Assim, y? = 2972ak’. Dai
2% | y? = 2210 | 2 = 22T | 2Fdg)) = 2779 | k.
Como a e k' s&0 coprimos, ja que a e b sao coprimos , temos que
2079 | k.
Dai, § = q , pois, 21 k’. Logo ¢ é par.

Portanto, k é quadrado perfeito, ou seja, g € N, tal que k = ¢> = b = 2¢°.
Dai, como b = 2cd, temos que

g® =cd
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Como ¢ e d sao coprimos, 0 mesmo argumento acima mostra que c e d sao quadrados

perfeitos, digamos
c=r12e d=s>

parare s € N.
Logo, como
a=c*+d?
segue que
42 = pd g g
Segue que t € W . Porém,
t<tt=a>=w-0<w

o que é absurdo, pois, w é o menor elemento de W.
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Capitulo 4

Demonstracao para equacao
2 4 g = 2P

Nesse capitulo iremos apresentar uma prova elementar para um caso particular da
equacao 2°+1° = 2° | isto é, uma demonstracio para equacio de Fermat 2" +y" = 2"
para n = 5, onde serd apresentado que se 5 nao dividir nenhum dos x,y, z, entao,
nao existem solucoes inteiras nao-triviais para esta equacao.

41 Cason=25, 2°+y =2’
Proposicao 4.1. Se p € Z é primo e impar e a € Z é tal que p{ a, entao
p—1
a2z ==+1 mod p
Demonstra¢ao. Como p 1 a segue do pequeno teorema de Fermat que
a”'=1 mod p

Como p é primo fmpar, p — 1 é par, dai ’%1 € Z. Logo,

<apzl)251 mod p = (ap21—|—1>(ap21—1) =0 mod p

Como p é primo, segue que

p—1 p—1
a2 =1 mod pouaz =—-1 modp
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Faremos um caso particular simples para o caso n = 5. De fato, provaremos que
se

r,ye z€Z e 5tx,51y,51z
entao
25 A2’ P

A afirmacdo acima sai como consequéncia simples do seguinte Teorema.

Teorema 4.2. Sejam x,y e z € Z com 5t x,51y,51 2z, entdo
P 4+y°+2"£0
Demonstrac¢ao: Sejam z,y e z € Z com 51x,51y,51 z
Suponha por absurdo que
P4y’ +2°=0

Apos fatorar, se necesséario, podemos supor sem perda de generalidade que mdc(x,y, z) =
1
Temos que

—20 =25 4P = (v +y)(a* — 2Py + 2%y — 2y + o)
Afirmamos que
mde(z +y, 2t — 2y + 2%y — 2P +yt) =1

Seja d = mde(z + y, 2t — 23y + 22y — xyP + )
Temos que como

dlz+yed|a'—ay+a2’y’ —ay’ +y
entao,
d|z* — 2%y + 2%y — xy® + ' — (2 — 227y + 32y® — 4y (2 +y) = d | 5y*
Suponha por absurdo, que d # 1 e seja, p um fator primo de d, dai

p |5y (4.1)
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Se p = 5, entao
51 (x+y)(a! -2y + 2%y —aP +y) =5 |2° +y° =5 2" =5]z

Absurdo! Pois, 5 1 z.

Assim, p # 5. Como p | 5y* |, segue que

ply'=ply
Comop|z+yep|y=p|z Além disso,
pla*+y’=2"=p|z
Assim, p |z, p |y e p | z. Absurdo! Pois mdc(z,y,z) =1
Portanto,
mdc(x +y, 2* — 2Py + 2%y —ay® +yt) =1
Desta forma, como

—2" = (x4 y) (' — 2Py + 2% — 2y’ + y*)

mde(x +y, 2* — 2Py + 2%y — 2y +yt) =1
segue que existem A, T € Z tais que
r4y=A°
ot = 23yt — P 4yt =T

Trocando os papéis de x,y e 2 no argumento anterior, podemos concluir que existem
B e C € Z tais que

r+z=B°

y+z=0"
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Suponha agora, por absurdo, que 111, 11ty e 111 z. Segue entao da Proposi¢ao
(4.1) que

z° =41 mod 11,2° = +1 mod 11,2° = £1 mod 11 = 2° + y° + 2° £ 0 mod 11

Absurdo, pois, por hipétese 2°+13°+2° = 0. Logo, algum dos x, y, z ¢ multiplo de 11.

Suponha, sem perda de generalidade( pois podemos renomear as variaveis se ne-
cessario) que 11 | z.
Desta forma, como

— A+ B +CP=—z—ytrtztytz=22
temos que
— A"+ B+ C°=0 mod 11

Suponha, por absurdo, que 11 + A, 11 1+ B 11 1 C. Entao, pela Proposicao (4.1),
temos que

A® =41 mod 11,B° = 1 mod 11 e C° = £1 mod 11

Logo,

— A’ + B> +C° 20 mod 11
Absurdo! Portanto,

11|Aou 11| B ou 11| C.
Se 11 | B, como x + z = B e 11 | z, segue que 11 | z. Como

2 +y°+2°=0

segue que 11 | y = 11 | mdc(z,y, z). Absurdo! Logo 111 B.

Analogamente , temos que 11 1 C. Portanto 11 | A.

Como A® = x + y, temos que
r=—y mod 11 (4.2)
dai, como

ot — 2yt — o 4yt =T
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segue que
ot — 23y + 2% — 2P+ = T° = 5y* mod 11
Portanto,
T° = 5y* mod 11
Por outro lado, como
z+y=C°e 11|z
segue que
y=C® mod 11
Como 11 1 C, segue da proposi¢ao (4.1) que
C® =41 mod 11 = y = +1 mod 11
Portanto,
T° =5 mod 11 = 111 T.
Pela proposigao 4.1 , como 1117, temos que
T° = £1 mod 11
Absurdo! Esta contradicao conclui a demonstracao.
|
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