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RESUMO

CARNESECCA, C. L. Diagonalizacao de matrizes e suas aplicacoes. 2019. 113 p. Disser-
tacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2019.

O principal objetivo desse trabalho € apresentar a teoria necessdria para compreender o processo
de diagonalizacao de operadores lineares e, consequentemente, de matrizes, como uma técnica
para resolver sistemas de equagdes diferenciais ordindrias lineares homogéneos com coeficientes

constantes e para reconhecer conicas nao degeneradas, as elipses, hipérboles e parabolas.

Palavras-chave: Diagonalizacdo de Operadores Lineares, Conicas, Sistemas Lineares de

Equacdes Diferenciais Ordindrias.






ABSTRACT

CARNESECCA, C. L. Diagonalization of matrices and applications. 2019. 113 p. Disser-
tacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —

SP, 2019.

The main goal of this work is showing theories that are necessaries to understand the process
of diagonalization of linear operators and, consequently, matrices, as a technique for solving
homogeneous linear ordinary differential equations with constant coefficients and recognize

non-degenerate cones, ellipses, hyperbolas, and parabolas.

Keywords: Diagonalization of Linear Operators, Conics, Linear Systems of Ordinary Differen-

tial Equations.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A Matemitica € uma ciéncia que sempre esteve presente em nosso cotidiano, dos pri-
mordios historicos da humanidade até os dias atuais. E. mesmo sem notarmos, estd presente
em virias dreas do conhecimento. A Algebra Linear é um ramo da Matemadtica que tem muita
aplicabilidade em diversos campos de estudos como a criptografia, programacao linear, circuitos
elétricos, producao mecanica de pecas, modelos econdmicos lineares, entre outros. Por ser uma
disciplina versatil nas aplicacdes, a Algebra Linear tem uma grande relevancia, pois contribui
para os avancos tecnoldgicos e cientificos. O objetivo deste trabalho é entender conceitos basicos
e essenciais de Algebra Linear como espagos vetoriais, autovalor e autovetor de transformacdes
lineares, tendo como enfoque principal o processo de diagonalizagdo de matrizes e suas aplica-
¢oes, em particular a identificacdo de conicas ndo degeneradas e resolucdo de sistemas lineares
de equacdes diferenciais ordindrias com coeficientes constantes. A diagonalizacdo de matrizes
nao faz parte do curriculo do Ensino Médio. No entanto, sdo varios os contetidos do curriculo
do Ensino Médio onde esse fundamento pode ser utilizado. Um deles estd relacionado com a

identificac@o de conicas ndo degeneradas: elipse, hipérbole e pardabola, como citado.

Desta forma, consideramos ser importante para os professores de Matematica conhecer
técnicas para reconhecer uma cOnica ndo degenerada ou resolver um sistema de equagdes
diferenciais, ampliando sua visdo sobre as possiveis aplicagdes desta teoria. Ha varios livros
que abordam estes problemas, mas compilamos os resultados essenciais para a compreensao da

teoria.

Assim surgiu a ideia deste trabalho, que consiste em auxiliar professores da educacao

basica, em sua pratica, no conteido de Algebra Linear.
O trabalho sera apresentado da seguinte maneira.

No capitulo 2 abordamos os pré-requisitos necessarios para entender onde as trans-
formagdes lineares estdo definidas, conceitos como: espagos vetoriais, subespacos vetoriais,

dependéncia e independéncia linear, base e dimensdo. O capitulo 3 trata das transformacdes line-
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ares, os operadores lineares em R2 e em R3, mudanca de base e matrizes semelhantes, obtendo
os resultados necessarios para o processo de diagonalizagdo. O capitulo 4 aborda os conceitos
de espaco vetorial com produto interno e no capitulo 5, tratamos essencialmente do processo
de diagonalizacdo de operadores lineares e, consequentemente, diagonalizacdo de matrizes. No
capitulo 6, descrevemos as conicas e aplicamos a teoria diagonalizacdo de matrizes, para o
processo de identificacdo de conicas ndo degeneradas. Por fim, no capitulo 7, uma aplicacdo
desta teoria sobre diagonaliizacao € feita para resolvermos sistemas lineares homogéneos de

equacoes diferenciais ordindrias com coeficientes constantes.
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CAPITULO

PRE REQUISITOS

Neste capitulo faremos um estudo sobre os pré-requisitos necessdrios para o entendimento
do processo de diagonalizacdo de operadores lineares. Os topicos aqui estudados podem ser
encontrados em (ZANI, ), (HEFEZ A.; SOUZA FERNANDES, 2012), (LIPSCHUTZ, 1994) e
(STEINBRUCH, 1987).

2.1 Espacos Vetoriais

2.1.1 Definicao e Exemplos

Nesta se¢do serdo apresentados a defini¢do de espago vetorial e alguns exemplos.

Definicao 1. Um espaco vetorial V é um conjunto onde estdo definidas duas operagdes, uma
chamada adi¢do e outra chamada multiplicagdo por um escalar. Os elementos do conjunto V
sdo chamados de vetores. A adic¢ao faz corresponder a cada par de vetores u,v € V, um novo
vetor u+v € V, chamado a soma de u e v. A multiplicacdo por escalar, a cada niimero o € R e
a cada vetor v € V, faz corresponder um vetor « - v ou av, chamado produto de & por v. Essas

operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, € R e u,v,w € V, as seguintes condigdes :
1. u+v=v—+u;

2. (utv)+w=u+(v+w);

3. Existe um vetor 0 € V, chamado vetor nulo, denotado também por 6, talque v+0=0+v

paratodov € V;

4. Para cada vetor v € V existe um vetor —v € V, chamado inverso aditivo ou simétrico de v,
tal que: —v+v=v+(—v) =0;

5. (e +B)v=ov+Pv;
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6. (aB)v = a(Bv);
7. o(u+v) = au+av;

8. 1-v=w

Exemplo 1. V = R? = {(x,y)/x,y € R} é um espaco vetorial com as operacdes de adi¢io e

multiplicacdo por um nimero real assim definidas.
(x1,31) 4 (2, 2) = (x1 +x2,y1 +2)
ou(xy,y1) = (oxp, 0xz)

Vamos verificar as oito propriedades que um espaco vetorial deve satisfazer. Para isso

considere u = (x1,y1), v = (x2,y2) e w = (x3,y3) elementos de R?. Assim,

Lou+v=(x1,y1)+ (x2,2) = (x1 +22,51 +y2) = (%2 +x1,y2 +y1) = (x2,¥2) + (x1,y1) =
vV+u

2. u+ (v+w) = (x1,y1) + ((x2,y2) + (x3,33)) = (x1,31) + (22 + 23,52 +y3) =
= (x1 4 (2 +x3),51 + (2 +y3)) = ((x1 +x2) +2x3, (V1 +y2) +¥3) =

= (1 +x2,y1 +y2) + (x3,y3) = (u+v) +w

3. Existe 0 = (0,0) € R? onde 0 é o elemento neutro da adi¢do em R tal que para todo

u= (x1,y1) € R? temos:
u+0=(x1,y1) +(0,0) = (x1 +0,y1 +0) = (x1,y1) = u
4. Paratodo u = (x1,y1) € R? existe —u = (—x1, —y1) € R? tal que:

u+ (—u) = (x1,y1) + (—x1,—y1) = (x; —x1,y1 —y1) = (0,0), onde —x; e —y; serdo os
opostos de xj e y; respectivamente em R

5. a(Bu)=a(B(x1,y1)) = a(Bxi, Byr) = (a(Bxi), a(By1)) = ((aB)x1), (aB)y1)) = (aB)(x1,y1) =
(aB)u.

6. (a+Bu= (ot+P)(xi,yr) = ((a+B)x1, (a+B)yr)) = (oox1 + Bar, oy + Byr) =

= (oxy, ayy) + (Bx1, By1) = owu+ Bu.

7. a(u+v) = o(x1,y1)+ (x2,52)) = a(x1 +x2,y1 +y2) = (@(x1 +x2), (y1 +y2)) = (otx; +
oxp, 0y + ay2) = = (axy, 0y1) + (0x2, y2) = ot(x1,y1) + a(x2,y2) = Qu+ ov.

8. 1u=1(x,y1) = (1xy, Iyr) = (x1,y1) = u.
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Quando usamos o sinal = significa que nesta passagem estamosassumindo o fato de que
essas propriedades sio vilidas para os niimeros reais. Logo, V = R?, com as operagdes de adicdo

e multiplicacdo definidas acima, é um espaco vetorial.

Observe que se considerarmos R” = {(xy,--- ,x,)/x; € R,i=1,--- ,n} e as operagdes de
adicao e multiplica¢do por escalar definidas por (x1,x2,- -+ ,X%,) + (V1,¥2, s ¥n) = (X1 +y1,22 +
V2,00 s Xn +yn) € o(xg, -, x,) = (Qxy,---,0x,), com @ € R, usando o mesmo raciocinio,

provamos que (R", 4+, ) é um espago vetorial.

Exemplo 2. V = R = {x € R/x > 0} é um espago vetorial com as operagdes de adicéo e

multiplicacdo por um niimero real assim definidas:
x@y=x-y, x,y €RY,
Lox=x*, xeRL, A eR.
Vamos verificar as oito propriedades e provar que (R* ,®,®) é um espago vetorial.
. x®y=x-y=y-x=yPhx
2. (x@y)@z=(x-y)@z=((x-y)-2) =x-(y-2) =xB(y-2) =x& (yD2)

—

3. Observe que x® 1 =x-1 =x,Vx € R7.. Logo, 1 € o elemento neutro da adi¢do, ou seja, 0 = 1

. . .. . 1 .
4. Dado x € R*, considere o inverso aditivo —x como sendo o nimero —. Assim, x® (—x) =
X
1 .
x-(=)=1=0.

5. 00 (Box)=a@xP) = P)* =x* = (aB)ox

6. (a+B)ox=x%P =x*P =x*0xf = (aox)®(BOY)

7. 00 (x®y)=a0(x-y)=(x-y)*=x*y*=x*®y*=(aox)® (¢Oy)
8. lox=xl=x

Exemplo 3. Seja M,,.,(R) o conjunto das matrizes reais de ordem m x n.Se A € M,;».,(R) entdo

A é representada por:

ayl di2 -+ din
azy 4z -+ Ay
A=
Aml Am2 - Qmn mxn

Dadas duas matrizes A e B € M,,x,(R) entdo a adi¢do e a multiplicagdo por um escalar sdo
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definidas por:
an  an
ay ax
A+B=|
aml am2
aan
aas
e QA =
oam

aln

azn

Amn

oain
az

(04777%)

b1
by
+1 .

bml

b2

ba

aaiy

aazy

Ol

bm2

ai + b

am1 + bml

ap+bio
a1 +by  axn+by

ama + bm2

,a € R,onde A+Be oA € My, (R).

ai, +biy
ax, + by,

Amn + bimn

O conjunto das matrizes com a adi¢do e multiplicagdo por escalar definidas acima € um

espaco vetorial. De fato,

AR A ain bll
a a a b
L A+B— .21 2 2n N '21
aml am Amn bml
ajl+byr  app+bin ai, +biy
_ |artba an+bxn az, + by,
aml +bm1  am2 + b Amn + Din
= B+A.
ajl  ap ain
a axp as
2.(A+B)+C= "
Aml Am2 Amn
[a11+b11 ap+bin ai, +biy,
_ |artba an+tbxn ax, + by,
| Am1 + b1 am + by Amn + byun
(a1 +b11)+cr (app+bin)+cn
| (@aar+ba) e (an+bn)ten
_(aml + bml) +Cm1 (am2 + me) +Cm2

b2 b1,
ba b |
bm2 bmn
bin+ann bip+an
| bartaxn bptaxn
bm1 +am by +amn
bi1 b1z bin
by bx bay,
) ) +
bml me bmn
ciocn Cn |
21 €2 Com |
Cml Cm2 Cmn |
(aln + bln) +cCip
(aZn +b2n) + cop .
(amn + bmn) + Cmn

C11
21

Cml

b1, +aiy,
bo, +azy,

byun + amn

€12
€22

Cm2

Cln

Con

Cmn
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ayy app - dip bii+cit biptcn2 bin+cin aypy app - dip
_|az axn - ao by +c21 byp+cx bytcon | a2 axn - a
aAml Am2 *°° Amn bm] + Cml me + Cm2 bmn + Cmn Aml Am2 - Amn
by by -+ by C11 €12 -+ Cln
byy by - by 1 € 0
I "1+ "I =a+B+0).
bmi bma -+ bmn Cml Cm2 “*° Cmn
0O o0 - 0
o . 0 --- 0 .
3. Existe 0 € Myyx, dadaporO=| = , pois
0O 0 - 0
mxn
ayj; ap - A 00 -0 aj;+0 ap+0 ay,+0
- a| ayy -+ ayp 00 ---0 a1 +0 ap+0 --- ay+0
A+0=] | . N e ol VR B ) ) i ) =
Aml dm2 " dmn 00 -0 aml +0 am2+0 amn+0
aipr ap o Ay
_ |2 an e am _ 4
Aml Am2 ' Amn

4. Dado A € M,;xn(R), existe —A € My, (R) de tal forma que

aip app - Ay —ayjy —app - —da
At (—A) _ a.zl a.zz a.zn n —6.121 —6.122 _C-IZn _
aml Am2 - Amn —Aml —Am2 - —Amn
ajp—ap  ap—ap aip —ain 00 --0
a1 —az; axp—axn an — azp 00 0

Aml —aml Am2 —am2 Amn — Amn
aijp -+ Qi (a+B)ai (a+B)ain
5. (a+B)-A=(a+p) = :
Aml " Amn (a+B)aml (a+[))>amn
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oar + Bar aay, + Baiy, am ain ai
— . — a . —I—ﬁ .
oap, + ﬁaml oam, + Bamn am1 Amn Aam1
= oA+ BA
al aln ﬁan ﬁaln
asy ann Baz; Bazn
6. (af)A = (af) =l = a(BA)
am1 Amn _ﬁaml - Bamn
apl  ap ain bi1 b1 b1y,
a ax a by by by
7.0(A+B) =« I+ !
Am1  Am2 Amn | bm1 bm2 Dn
ajr+bi  an+bni ain+bin alaii+b11) alain+bi2)
_ |autbu an+byn am+bo | | a(a2i+b21)  a(axn+by)
aml +bm1 a2 + b2 Amn + bin a(aml + bml) a(amZ + bm2)
aay; +oabyy  oapp+abyp aay, + aby,
oax +aby;  Qax + otby Qax, + by, |
Qa1 + by Cay + by Oy + 0Dy
ajl  ap ain bi1 b1 b1y,
ax ax asy, by by by,
= +a| . .| =0A+oB.
aAml am2 Amn bm1 bm bmn
ajl ap din I-a;; 1-anz I-ay,
axy ax as l-ay; 1-ax l-ap
8.(1-A)=1- "= "=
aAml aAm2 Amn L-am 1-am 1-am,
ajl ap ain
_ |2 an a _a
aml Am2 Amn

Exemplo 4. Seja P, = {ag +a1x+ ax*> +--- + a,x" a; € R} o conjunto dos polindmios de grau
menor ou igual a n. P, é um espago vetorial em relacio as operagdes usuais definidas da seguinte

Pré requisitos

a(aln +b1n)

o (amn + bmn)
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forma, se P, (x) = ag +a1x+ax* +--- +a,x" e Qu(x) = bo +b1x+byx?> + - - -+ b,x", entio
Po(x) + 0n(x) = (ag+bo) + (a1 + by )x+ (az +b2)x* + -+ (an +bn)x", e
aP,(x) = atag + aarx+ +0ax® + - - + otanx".

As oito propriedades sdo facilmente verificadas observando que o polindmio nulo 0 =
0+0a+---+ 00" é o elemento neutro da adi¢io e dado p,(x) = ag +a1x +axx® + - - - + a,x",

o oposto aditivo é dado por —p,(x) = —ap —ayx — - - - — aux".

2.1.2 Subespacos

Definiciao 2. Um subconjunto W, ndo vazio, de um espaco vetorial V é um subespaco vetorial

de V se estiverem satisfeitas as seguintes condicgoes.

1. 0ew;
2. seu,ve W,entdiou+v € W;

3.seaxceReucW,entiooxu cW.

Todo espaco vetorial V admite pelo menos dois subespagos vetoriais: o subespaco nulo
{0} e o préprio espago vetorial V. Estes subespagos sdo chamados subespagos triviais. Os demais

subespacos, se existirem, sao chamados subespacgos proprios.

Seja V um espaco vetorial e W um subconjunto nio vazio de V. E facil ver que, W é um

subespaco vetorial de V, se u+ arv € W, paratodo o € R e paratodo u, v e W.

Exemplo 5. Sejam V = R? e W = {(x,y) € R?;y = 2x}. W é um subespago vetorial de V.
De fato, se u € W entdo u = (x1,2x;) para algum x; € R e se v € W entdo v = (xp,2x;), para
algum xp € R. Logo u+v = (x1,2x1) + (x2,2x2) = (x1 +x2,2x1 +2xp) = (x1 +x2,2(x1 +x2)) €
podemos ver que u+v € W, pois a segunda componente € o dobro da primeira. Dado a € R,
temos o = 0t(x1,2x1) = (0x1,2(0wx;)) que também pertence a W. Além disso, 0 € W pois
(0,0) = (0,2-0). Portanto W é um subespago vetorial.

Exemplo 6. Seja V = M,,3(R) o espaco vetorial dado por:

b
V:{[a C],a,b,c,d,e,fE]R}
d e f

esejaW CV, dada por:

a b 0
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0 00
W € um subespaco vetorial de V. De fato, W é ndo vazio, pois [0 0 0] ew

Se as matrizes A,B € W, entdo

ar+ay by+by 0

al b1 0_ ar b2 0
A+B= + = cW
et fi] |0 e f2 0 eter fitf
e ~
ap by 0 aa; ab; 0
QA =0 = eWw
_0 er fl1 0 ae; afl

Portanto W € subespaco vetorial do espaco V.

anx+apy+apizz=>0
Exemplo 7. Considere o sistema linear homogéneo: ¢ ay1x + axy+ax;z =10
azx+azy+azz=0
Denotando por
an app aps x 0
A= |ay axn ay|,X=|y|,0=|0],
0

asy a2 ass <

o sistema linear homogéneo pode ser escrito como AX = 0.

X

Seja: W ={X = |y| ,x,y,z€ R/AX = 0} o conjunto de todas as solu¢des homogéneas

Z

do sistema dado. Vamos verificar que W é um subespaco vetorial do R?. Podemos ver que W # 0,
0

pois AO=0,eassim 0= |0 € W. Também se X|,X, € W entdo X; +X, € W e Va € R temos
0

aX; € W.De fato,
X eW=AX;=0
X, eW=AX, =0

— AX| +AX, :A(Xl —|—X2) =0 eA(Och) =0AX; =a-0=0.
Portanto W € subespaco vetorial de V.

Como os espagos vetoriais sao conjuntos € natural perguntar se a unido e a intersecao de

conjuntos preservam a propriedade de espago vetorial.

1 A intersecdo de dois subespacos de um espaco vetorial V é um subespaco de V.

Demonstragdo. Sejam U e V subespacos de V. Vamos verificar se U "W € também um

subespaco de V. U NW € um subconjunto ndo vazio de V, pois 0 € U e 0 € W, ja que
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ambos sdo subespacgos de V. Agora, x c Reu,yvc UNW, como u,v e U eu,ve W,
segue-se que u+ovclUeut+aveW,ousejaut+ovec UNW. Assim UNW € um
subespaco de V. [

2 A unido de dois subespacos de um espago vetorial V ndo é necessariamente um subespaco
de V. Como exemplo, podemos considerar U = {(x,y) € R%;x +y=0} e W = {(x,y) €
R?;x —y = 0}, subespacos de R?, o conjunto U UW nio é subespaco de R?, pois u =
(L)eUuWew=(1l,-1)cUUW,masu+w=(2,0) ¢UUW.

Definicao 3. Sejam S| e S, subespacos de V. Definimos S = S 4+ 52 como sendo o

conjunto de todos os vetores u+vtalque u € S ev € Ss.

3 A soma S de dois subespacos vetoriais S1 e S de V € um subespaco vetorial.

Demonstragcdo. Sejam u e w € S. Entdo existem wy,v| € S1 € up,vy € S tais que u =
up+upev=vy+vy.Logo,u+av=u+uy+alvi+op) = (u+ovy)+ (uy+av)e
como S € S, sdo subespacos de V,u; +avy € S e up+ vy € S3. Assim,u+ove S. [

Definicao 4. Sejam S| e S, dois subespacos vetorial V. W € a soma direta de S| e S; e representa-
sepor W=S81®S,se,V=S8+8¢eS5 NS ={0}.

Exemplo 8. Sejam S| = {(a,0,¢,0);a,c € R} e S, ={(0,0,0,d);b,d € R} subespagos vetoriais
de R*. Entio:

S1+8> ={(a,b,c,d);a,b,c,d c R} =R*e

S1NS, = {(0,0,0,0)}

Logo, S| ® S, = R* e dizemos que R* pode ser escrito como soma direta dos subespacos
S 1€ Sz.

Definicao 5. Seja V um espago vetorial e sejam vy, v,,---,v, vetores de V. Diremos que um
vetor v de V € uma combinacdo linear de vy, vy, -+, v, se existirem ndmeros reais aj,as,--- ,d,
tais que:

v=avi+ayvo+---+av,. 2.1)

Exemplo 9. Considere os seguintes vetores do R>,v; = (1,2,1),v2 = (1,0,2) e vz = (1,1,0).

Podemos escrever v = (1,2,4) como uma combinagdo linear de v{,v; e v3. De fato,

(17274) = 01(1,2, 1)—|—a2(1,0,2)+a3(1, 170)7

ar+ar+az=1
que € equivalente ao sistema < 2a; +a3 =2 . Concluimos que a; =2,a, =1 e az =2.
ay+2a, =4

Assim, v é combinacao linear de vy, v; e v3.
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Sejam vy, v, -+, v, vetores de um espago vetorial V. Denotaremos por G(vi,vp,- -+ ,Vy),
o conjunto de todas as combinacdes lineares de vi,vp,---,v, em V.O seguinte resultado € de

facil verificacdo.

Proposicao 1. Seja W = G(v,v2,---,v,) onde vi,vy,---, v, sdo vetores de um espago vetorial

V. Valem as seguintes afirmagdes:

1. W € um subespaco de V.

2. W € o menor subespaco de V contendo v, vy, -, v, ou seja qualquer subespaco de V que

contém vy, vy, -+, v, também contém W.

Exemplo 10. Seja V =R3. Vamos determinar o subespaco gerado pelos vetores v; = (I, 1,1);vp =
(1,1,0) e v3 = (1,0,0). Considere v = (x,y,z) e suponha que v = a|v| + apv; + a3v3 para algum
ay,az,az € R. Assim, (x,y,z) =ai(1,1,1)+ax(1,1,0) +a3(1,0,0) que equivale ao sistema

ar+a+az=x
ay+az; =y

al ==z

onde concluimos que a; = z,ay =y—zeaz =x—y. Logo, (x,y,z) =z(1,1,1)+(y—2z)(1,1,0) +
(x—y)(1,0,0) e concluimos que R* C G(v,v2,v3). Como, G(vy,v,v3) é subespaco vetorial de
R3, temos G(v1,v,v3) = R3.

Proposicao 2. Sejam o = {vy,vp,---,v,.} e B ={wy,wa,--- ,wy,} dois conjuntos de vetores em

um espaco vetorial V. As seguintes afirmacgdes sdo equivalentes.
(@ G(vi,va, -+, vy) = G(wi,wa, - ,Wp);
(b) Cada vetor de @ é uma combinagio linear de vetores de 3 e cada vetor de B é uma combinagio

linear de vetores de .

2.1.3 Dependéncia e Independéncia Linear

Definicao 6. Sejam vy,v,,---,v, vetores em um espaco vetorial V. Dizemos que os vetores

vi,Vv2,- -,V s@0 linearmente independentes ou simplesmente l.i. se a equagdo
avi+oovy+---+ oy, =0 2.2)

¢ satisfeita somente quando o = o = --- = o, = 0. Caso exista algum @; # 0 dizemos que os

vetores vy, Vva,- -+, v, sd0 linearmente dependentes ou simplesmente 1. d..

O conjunto {v,vs,---,v,} é dito ser independente ou dependente se os vetores vy, vy, -+ ,V, SA0

linearmente independentes ou dependentes, respectivamente. Dizemos que 2.2 € uma combinagdo

linear nula de vy,--- ,v,.
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Exemplo 11. Sejam V um espaco vetorial e u,v e w € V. Suponha que w é combinagao linear
de u e v. Entdo u,v e w sdo linearmente dependentes. De fato, como w € combinagdo linear de

u,v existem o e 3 € R tais que o+ v =w. Assim o+ fv—w = 0.
Exemplo 12. Considere o R* com as operacdes usuais. Temos que (0,1,0,1),(4,6,2,6) e

1
(2,0,1,0) sdo linearmente dependentes, pois 3(0,1,0,1) — 5(4,6,2,6) +1(2,0,1,0) =0

1 1 1 1 0 0
Exemplo 13. Conside M, com as operagdes usuais. Entdo A = ,B= ,C=
01 00 2 2

sdo linearmente independentes. De fato, sejam «, B,y € R tais que:

aA+ BB+ yC =0.

.
oa+pB=0
_Ja+p=0 ,
Entéo, , de onde concluimos que & = =y =0.
2y=0
Can 2y=0
Proposicao 3. Sejam vy,v;,---,v, vetores em R”, onde, para cada i, com 1 <i < r, temos v; =
(ai1,aip,- - ,ain) e considere A = [a;;]. Temos que {vi,vy,---,v,} € linearmente independente

se, e somente se, A € invertivel.

Demonstragdo. Basta observar que o sistema linear kyvy + - - - 4+ kv, = O terd apenas a solugdo

nula. L]

Proposicao 4. Sejam vy,v;,---,v, vetores em R”. Se r > n, entdo os vetores v, vy, -+ ,V, SA0

linearmente dependentes.

Demonstrag¢do. Suponha que para cada 1 <i<r,v; = (a, - ,ai). Consideremos a equagio:
kivi+kovo+---+kv,=0 (2.3)
que € equivalente ao sistema:

)
anky +axky+---+ank, =0
apky +axpky +---+apnk, =0

\alnkl +ayko+ - +amk, =0

O sistema dado € linearmente homogénio de n equagdes e r incognitas ky,kp, - - k.. Como r > n
segue que o sistema tem solucdes ndo triviais. Isto mostra que vy, vs,- -+, Vv, sdo linearmente

dependentes. [
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Proposicdo 5. Um conjunto finito o = {vy,---,v,}, com r > 2, de um espago vetorial V é
linearmente dependente se, e somente se, pelo menos um dos vetores de & pode ser escrito como

combinacao linear dos outros vetores.
Definicdo 7. Seja oo = {vy,v7,---,v,} um conjunto ordenado de vetores em um espaco vetorial
ndo nulo V. Dizemos que & é uma base de V se as seguintes condi¢des sdo verificadas:
1) « é linearmente independente;
i) V=G(a).
Exemplo 14. Considere R* com as operagdes usuais. Temos que
B={(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)}
é uma base do R*. De fato, seja (a,b,c,d) € R* e considere a, 8,7, 8 € R tais que:

o(1,0,1,0)+pB(0,1,0,1)+79(1,0,0,1)+8(0,0,1,1) = (a,b,c,d).

Temos que
(OH—}/za
B=>b
o+0=c
|B+y+d6=d
e assim, aza—d+b+¢,ﬁ — b, }/:d—b—c_a;d_b’ 5 C_a—;d_b.

Assim temos que G(B) = R*. Para verificar que B é Li., basta considerara =b=c=d =0e¢

verificarque ¢ = =y=0 =0.

Exemplo 15. Considere o espacgo vetorial M3 de todas as matrizes 2 X 3 sobre o corpo dos

numeros reais. Entdo o conjunto B forma uma base de M»3, onde

. 1 00/ 010 001 (000l [00o0] (000
“1lo o ol’'lo ool'loool'l1 ool’'lo1 0ol'loo0 1|

A demonstr¢do deste fato € similar ao exempolo anterior.

De modo mais geral, no espago vetorial M, das matrizes r X s, seja E;; a matriz com
1 como elemento de ordem ij, € 0 0 nos demais. Entdo, o conjunto de todas as matrizes E;;
formam uma base de M,; chamada base usual de M,;. Em particular e; = (1,0,0,---,0),e, =
(0,1,0,---,0),e, = (0,0,0,---,1) formam a base usual de R".

Uma base de um espaco vetorial V' é um conjunto gerador no qual cada vetor de V pode
ser escrito de modo unico como combinagao linear desses vetores. Esse € o resultado da proxima

proposicao.
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Proposicao 6. Sejam a = {vi,vz, -+ ,v,} um conjunto ordenado de vetores de um espaco

vetorial ndo nulo. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes.

1) o é uma base de V;

ii) cada vetor de vem V pode ser escrito de modo tinico na forma v =ajvy +azva+---+a,vy.

Demonstracdo. Suponhamos que ¢ € uma base de V. Tomemos v € V. Como o gera V, existem

ndmeros reais ap,as, - - - ,a, tais que:
v=ajvi+axvy+---+ayvy. (2.4)
Para mostrar que a combinag¢ao linear em 2.4 € Ginica, suponhamos que existem by,b;, -+ , b,
tais que:
v=>b1vi+byvy+---+byvy, (2.5)

De 2.4 e 2.5 segue que:

(a1 —bl)vl —|—(a2—b2)v2+--~+(an—bn)vn =0 (2.6)

Como « é linearmente independente, a equagdo 2.6 é satisfeita somente se (a; — b;) = (ap —
by)=---=(ap—by) =0. Como v € V foi tomado de modo arbitrario, segue o resultado.

Suponhamos, agora, que @ tem a propriedade de que cada vetor v em V pode ser escrito de
modo tnico como combinacdo linear dos espago gerado, claramente o gera V e para mostrar
que « € linearmente independente, considere a equacao kyvy + kyvo + -+ + k,v, = 0. Como
0=0v;4+0vy+---+0v, e esta forma de escrever o vetor nulo € tinica segue que k| =k =--- =
k, = 0. [

Definicao 8. Seja V um espacgo vetorial gerado por um conjunto finito de vetores ndo nulos

o ={vi,va, -+ ,vn},isto é G(a) = V. Diremos que V é finitamente gerado.

Proposicdo 7. Seja V um espaco vetorial finitamente gerado e seja B = {v,v2, -+, v, } uma base

de V # {0}. Entdo, qualquer conjunto com mais de n vetores de V é linearmente dependente.

Demonstracdo. De fato, seja B’ = {wy, w2, -+ ,w,, } um conjunto de m vetores de V, com m > n.

Queremos mostrar que B’ é LD. Sejam x1,x2, - - - , X, tais que xywy +xpwp + - - - + X, Wy, = 0.
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Como Béumabasede Vew, € B CV,i=1,...,m, entdo, existem escalares aj,ﬂj,--- Njs

com j =1,...,n, tais que:
.
Wl =0V +0Vv2+ -+ Qyvy

wy = P1vi+ pPava+--- 4 Py
"2 Bivi + Bava Buvn @

\Wm =M1+ Mva+-+Npvy.

Desta forma,

(ouxy + Prxa+- -+ Nixp)vi+

(Cox1+ Poxz + -+ Moxm)va + -+ (Ox1 + Buxz + -+ + N )Jvn = 0.

Como os vetores v, vy, -+ ,V, s30 uma base para V entdo eles sdo Li. Logo,
(alxl +Pixa+--+Mxy =0

opx1 + fBoxy + -+ Moxy =0

Kanxl+an2+"'+nnxm:0

Sendo m > n, o sistema admite mais de uma solu¢do, além da trivial, logo B’ =
{Wl,WQ,---,Wm}él.d. ]

Proposicdo 8. Duas bases quaisquer de um espago vetorial V = {0}, V finitamente gerado, t¢ém

0 mesmo numero de vetores.

Demonstragdo. De fato, sejam A = {vy,v,---,v,} € B={wy,wp, -+ ,wy,, } duas bases para V.
Como A é base e B é l.i., entao m < n. Por outro lado, como B é base e A € 1.i., entdo n < m.

Logo, m = n. ]

Defini¢do 9. Seja V um espago vetorial finitamente gerado. Se V = {0} definimos a dimensio
de V como sendo 0. Se V # {0} e finitamente gerado, definimos a dimensao de V como sendo
o numero de elementos de uma base qualquer de V. Usaremos o simbolo dimV para designar
a dimensdo de V. Se um espaco vetorial V ndo € finitamente gerado dizemos que V possui

dimensao infinita.

Como exemplos, podemos citar, dimR = 1, dimR" = n, dimMj 4, = 4, dimM,,»,, =

mxnedimP,=n+1.

Teorema 1. Seja V um espago vetorial de dimens@o n. Qualquer conjunto de vetores L.I. em V

¢ parte de uma base, isto €, pode ser completado até formar uma base de V.
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Demonstracdo. Suponha que esse conjunto contenha r vetores linearmente independentes.

Como r < n existe u,; € V tal que uy,--- ,u,,u,41 sdo Li., pois caso contrdrio os vetores
uy,--- ,u, formariam uma base de V; o que € impossivel pois dimV =n > r. Se r+ 1 = n entdo
ui,--- Uy, u,1 formam uma base de V. Se r+ 1 < n entdo é possivel encontrar u,5 € V tal que
Ui, Ur,Ury1, U2 SA0 Li., pois caso contrdrio a sequéncia uy,--- ,u,, U,| seria uma base de

V; o que € impossivel pois dimV = n > r+ 1. Repetindo os argumentos acima, encontramos
vetores U4 1,Ur42, * ,Urrk, ONde r+k = n, de forma que uy, - ,up,up11, -+ U,y s30 Li. e,
como dimV = n = r + k segue que esta sequéncia de vetores € uma base de V que contém os

vetores uy,- -, Uy U]
1 )

Exemplo 16. Sejam v; = (1,0,2) e v, = (0,—1,3), podemos completar o conjunto {vy,v,} de
modo a formar uma base do R3. De fato, sabemos que dimR3 = 3, logo devemos acrescentar um
vetor v3 = (a,b,c) # ayvi + vy = (0, — 0,20 +305), pois v3 nao pode ser uma combinagdo
linear de v| e v,. Existem infinitos vetores possiveis, por exemplo, podemos escolher v3 =
(2,—1,0). Assim, {v1,v2,v3} é uma base do R>.

Proposicao 9. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Se W € um subespaco de V, entdo

W tem também dimensao finita e dimW < dimV. Além disso, se dimW =dimV,entio W = V.
Como exemplo, suponha V = R3. Entdo, se S C R3, temos dim$ = 0,1,2o0u3e

(1) dimS§=0=S5={0}
(2) dimS =1 = § é uma reta, passando pela origem.
(3) dim$ =2 = S é um plano, passando pela origem.
4) dimS=3=S=R>.

Definicao 10. Sejam V um espaco vetorial finitamente gerado e B uma base de V formada pelos
vetores uy,- - ,u,. Como B € uma base de V, todo elemento de u € V se escreve como Qju; +
-+ 4 oy Uy, com os coeficientes o, - - - ,a, € R. Pela proposicdo 6, os coeficientes &, - - - ,a, sao
unicamente determinados pelo vetor u. Estes coeficientes sdo denominados coordenas de u com

relacdo a base B. Representaremos as coordenadas de u com relacdo a base B como

o
[u]p =
%/ ,
ou simplesmente por
o
[u]p =
O

quando B estiver subentendida.
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Exemplo 17. Vamos mostrar que os vetores (1,1,1),(0,1,1) e (0,0,1) formam uma base de
R3 e encontrar as coordenadas de u = (1,2,0) € R com relagio a essa base. J4 sabemos que
dimR3 = 3. Para verificar se os vetores acima formam uma base de V, basta verificar se eles sio

L.i.. Vemos que estes vetores sdo de fato l.i. pois a matriz

1
1
1

—_— = O
—_ O O

possui determinante igual a 1 # 0. Agora,
(1,2,0) = a(1,1,1)+B(0,1,1) +¥(0,0,1) = (o, + B, + f +7)

que € equivalente ao sistema

oa=1
a+p=2
a+f+y=0

cuja unica solugdo é a = 1,3 = 1 e y = —2. Desse modo, as coordenadas de u = (1,2,0) com

relacdo a base B sdo dadas por

B
Definicao 11. Seja V um espaco vetorial e U um subespago vetorial de V. O complemento

ortogonal de U € o conjunto

Ut={veVi<uv>=0,YucU}.

Proposiciio 10. U~ é um subespaco vetorial de V.

Demonstracdo. Temos 0 € U+ pois < 0,u >=0Vu € U.Sev,w € U™ e o € R entiio para todo
u € U, temos:

<v+oawu>=<vu>-+o <wu>=0
Portanto, v+ aw € U=, ]

Observacao 1. Se V tém dimensao finita entdo u € U L se, e somente se, u é ortogonal a todos

os vetores de uma base qualquer de U.

Exemplo 18. Encontre UlseU= {(x,y, 7) € R3/x—y —z7= O}

Temos (x,y,z) € U se (x,y,2) = (y+2z,,2) =y(1,1,0) +2(1,0,1).
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Logo (1,1,0) e (1,0, 1) formam uma base para U.

Assim, (x,y,z) € U™ se < (x,y,2),(1,1,0) >=0e < (x,y,2),(1,0,1) >=0

x+y=0
g <:>(X,y,Z>:X(1,—1,—1)
x+z=0

Assim:
Ut =[(1,-1,-1)].

Temos o seguinte resultado para complemento ortogonal:

Teorema 2. Se W € um subespaco de V ,entdao

V=WaoWw'.
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CAPITULO

TRANSFORMACOES LINEARES E
MATRIZES

3.1 Transformacdes Lineares

No capitulo anterior, estudamos espagos vetoriais e as propriedades dos vetores, elemen-
tos destes espagos, como, por exemplo, os conceitos de dependéncia linear e independéncia linear.
Neste capitulo, vamos estudar as transformacdes entre espagos vetoriais, mas ndo qualquer uma,
vamos estudar as transformacdes que possuem a propriedade de associar a soma de dois vetores,
a soma dos resultados obtidos pela aplicagcdo da transformacdo em cada um desses vetores e,
associar ao produto de um escalar por um vetor, o produto deste escalar pelo resultado obtido
pela transformacao aplicada a esse vetor. Descrevemos de forma mais precisa essas condi¢des na

seguinte defini¢ao:

Definicdo 12. Sejam U e V espagoes vetoriais. Dizemos que uma fung¢do 7 : U — Vé uma
transformacao linear se forem erificadas as seguintes condicoes:

) T(u+v)=Tw)+T(v), Yu,v € U;

b) T(Au) =AT(u), VA eReVueU.

Quando a transformacao linear for de um espacgo vetorial V nele mesmo, ela € chamada

de operador linear em V.

Os resultados deste capitulo podem ser encontrados em (ZANI, ), (LADEIRA, 2004),
(HEFEZ A.; SOUZA FERNANDES, 2012) e (FRENSEL K.; DELGADO, 2011).

Observacao 2. Toda transformacao linear 7 : U — V leva o vetor nulo do espago U no vetor
nulo do espaco V. De fato, T(0y) =T(0-0y) =0-T(0y) = Oy.

Podemos citar como exemplos de transformagdes lineares:
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Exemplo 19. A transformagdo nula 7 : U — V dada por T (u) =0, Yu € U e a transformagéo
identidade T : U — U dada por T'(u) =u, Vu € U.

Exemplo 20. T : €' ([a,b];R) — €([a,b];R), dada por T(f)=f". Aqui € (|a,b];R) significa o
espago das fungdes continuas em [a, b] com valores reais e ¢! (|a,b]; R) significa o espaco das

fun¢des com derivadas continuas.

Exemplo 21. Seja A € M., uma matriz fixada e considere T : M,;c; — My, dadapor T'(X) =

AX.T assim definida é uma transformacao linear.

Podemos observar que uma transformacao linear fica completamente determinada se

conhecermos seus valores nos elementos da base do espacgo de saida, isto é:

Proposicao 11. Sejam U e V espagos vetoriais e seja & = {uy,uy,...,u,} uma base para o
espaco U. Entdo, toda transformagdo linear 7 : U — V fica determinada conhecendo-se os
valores de T'(uy), T (uz), -+, T (up).

Demonstragcdo. Sejau € U, entdo existem escalares oy, 0, - - - , 04, tais que u = Quy + Opup +
-+ OlyUy. Assim, T(u) = T(a1u1 + Ouy +--- Oc,,un) = (XlT(I/l1> + (XQT(MQ) +--- Oc,,T(un). O

Definicao 13. Sejam U e V espacos vetoriais. O conjunto de todas as transformacdes lineares de
U em V é denotado por .Z(U,V). Quando U =V denotamos .Z (U,V) por £ (U).

Nosso objetivo é identificar o conjunto das transformagdes lineares .2 (U,V), com
dim(U) = n e dim(V) = m com o conjunto das matrizes de ordem m x n. Primeiramente,
observamos que se definirmos em £ (U, V) as operacdes de adi¢do e multiplicac@o por escalar
dadas por :

T+S:UV, (T+S8)(u)=T(u)+S(u), VvueU,

A-T:U—=V, (A-T)(u)=AT(u), VA €RVu e U,

¢ um espago vetorial. A dimensao do espago vetorial Z(U,V)ém-n,se dim(U) =nedim(V) =

m.

Definicao 14. Uma transformacio linear 7 : U —V é :
1) injetora se T (u) = T (v) implicar que u = v;
2) sobrejetora se para cada v € V existir um vetor u € U tal que T (u) = v;

3) bijetora se for injetora e sobrejetora.

Definicao 15. Dizemos que 7 € . (U, V) possui inversa se existir S: V — U tal que So T (u) = u,
VYueUeToS(v)=v, Vv e V.Denotaremos S por T~ .

A fimde que T € £ (U,V) possua uma fungio inversa é necessario e suficiente que 7

seja uma transformacio bijetora. Neste caso, a inversa de 7, T~ ! é também uma transformagio
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lineare T-!' € Z(V,U).

Definicao 16. Diremos que uma transformacao linear 7 : U — V € um isomorfismo se ela for

uma transformacao bijetora. Dizemos, neste caso, que os espagos U e V sdo isomorfos.

A seguir, listamos alguns resultados para ajudar-nos a provar quando uma transformacao

linear é uma bijecdo.

Quando T € uma transformacdo linear, temos um resultado bastante pratico para verificar

se ela € ou ndo uma transformacao injetora, dado pela proposicao a seguir:

Proposicao 12. Uma transformacdo linera 7 : U — V € injetora se, e somente se, T (u) = 0

implicar em u = 0.

Demonstrag¢do. Se supormos que T é uma transformagio linear injetora, ento, se T (u) = 0,
como sabemos que 7(0) = 0 e T ¢ injetora, segue que u = 0. Agora, se considerarmos 7 (1) =
T(v), entdo T(u—v) = 0 e, se por hipétese, isto implicar em u —v =0, entiou =ve T é

injetora. [

Proposicao 13. Seja 7 : U — V uma transformacao linear. Temos que:
1) Se W é um subespago vetorial de U, entdao T(W) = {T(w) e V:w e W};
2) Se W é um subespaco vetorial de V entdo T~! (W) é um espaco vetorial de U.

Definicao 17. O nicleo de uma transformacao linear 7 : UV € o subespaco vetorial de U dado
por T~1({0}), ou seja, é o conjunto {u € U : T (u) = 0}. O niicleo de uma transformagcio linear
¢ indicado por .4 (T') ou por Ker(T).

O seguinte teorema relaciona a dimensao do nucleo de uma transformacao linear com a

dimensao de sua imagem.

Teorema 3. Sejam U e V espagos vetoriais, com dimensdo de U finita, e 7 : U — V uma

transformacao linear. Entdo:

dim(U) = dim(N(T)) +dim(T (U))

Proposicao 14. Seja 7 : U — V uma transformacdo linear. 7 € injetora se, e somente se,

N (T) = {0}.

Corolario 1. Se U e V sdo espagos vetoriais de dimensio finita tais que dim(U) = dim(V) e se
T : U — V ¢ uma transformacao linear, entdo as seguintes condi¢des sdo equivalentes:

1) T € sobrejetora;

2) T € injetora;

3) T é bijetora;
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4) T leva bases de U em bases de V.

Proposicao 15. Se T : U — V € um isomorfismo e U tem dimensao finita, entdo V também tem
dimensao finita e dim(U) = dim(V'). Por outro lado, se V tem dimensao finita , U também tera

dimensao finita e também teremos dim(U) = dim(V ).

Proposicao 16. Se U e V sdo espacos vetoriais de dimensdo finita n, existe um isomorfismo

T :U — V,isto é, os espagos sdo isomorfos.

Corolario 2. Dois espagos vetoriais de dimensao finita sdo isomorfos se, e somente se, t€ém a

mesma dimensao.

Corolario 3. Se U € um espago vetorial de dimensao finita n e V é um espago vetorial de

dimensdo finita m, entdo £ (U,V) é isomorfo ao espaco vetorial M, .

3.2 Matriz de uma Transformacao Linear

Se V e W sao espago vetoriais de dimensao finita, com bases fixadas, entdo uma transfor-
macao linear 7 : V — W pode ser representada por uma matriz. A vantagem de tal representacdo
€ que muitos problemas associados as tranformacgdes lineares entre espacos de dimensao finita

podem ser resolvidos com a teoria das matrizes.
Seja T : V — W uma transformacdo linear, em que dimV =n e dimW = m.

Sejam o = {vy,vp, -+, vy} e B = {wi,wp, -+, wy,} bases de V e W respectivamente.
Como 3 é uma base de W, podemos determinar de modo tinico nimeros reais a; j»com 1 <i<

n,1 < j<m, tais que:
T(vi)=aiwi+---+ajiwj+---+aniwm.

Tomemos agora v em V. Temos que v = kyvy +--- +k,v,, em que k; € R para 1 <i < n. Entdo,
TW)=kiT(vi)+--+k,T(vy)
=ki(auwi 4 +amwn) + -+ kp(a1aw1 + - + QW) =
= (anky + - +aikn)wi + -+ (@miky + - + @Gmnkn) Wi
Logo,

aky + - +aiky ajl -+ A ki
[T(v)lg = : =

am k1 + -+ + amnky aml - Amn

I
~

5 - [V defi-

3

nindo por
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air -0 din

T ]g = e como sendo a matriz que representa 7' em relacao as bases

aml - Amn
o e 3. Assim, temos,

[TW)p =1T15 - Va- 3.1)

Exemplo 22. Sejam o = {(1,1),(0,2)} e B = {(1,0,1),(0,1,0),(1,2,0)}, bases de R? e R>,
respectivamente. Calculemos [T]g onde T : R? — R3 é dada por:

T()C,y) = (2x7x_y7 2y>
Como T é uma transformagio linear de R? em R?, [T]g € uma matriz 3 x 2, digamos

al an
[T]g = | ay1 ax |,onde ajj,az;, a3 sdo as coordenadas de 7(1,1) na base f3 e

asr azp
ayy,ax e asy sdo as coordenadas de 7(0,2) na base 3.

T(l,l) :all(l,O,1)+a21(0,1,0)+a31(1,2,0) = (2,0,2) €
T(O,Z) = alz(l,o, 1) —|—a22(0, 1,0) —|—a32(1,2,0) = (0,—2,4).
ap +az =2
Assim, < ar; +2a3; =0 e, resolvendo o sistema temos:
all =2
4
[T]5 = 6

S O N

—4

Exemplo 23. Vamos agora fazer o inverso, isto €, dada a matriz [T]g vamos determinar qual
¢ a transformagéo T. Sejam « e f as bases dadas no exemplo anterior a = {(1,1),(0,2)} e
B ={(1,0,1),(0,1,0),(1,2,0)}. Queremos determinar a transformaco linear 7 : R? — R3 tal

0 1

Para determinar 7', usaremos a expressdo 3.1. Acharemos inicialmente [v]y. Ora, se

(x,y) € R?, entdo (x,y) = x(1,1) + (3%)6) 0,2)

assim,

()] =

<
N =
=
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Portanto,
10 X
X
[T(xy)g=1|1 2 y—x [ =| Y
7z - yox
01 2
2
Consequentemente,

() =+(1.0.0 450,10+ (157) (120 = (20 -xx)

Proposicao 17. Temos as seguintes operacdes de transformagdes lineares representadas por

matrizes:

1. Sejam T e T’ transformagdes lineares de V em W, onde V e W sdo espacos vetoriais de

dimensao finita. Se ¢ e B sdo bases de V e W, respectivamente, entao:

T+ T8 = (75 + T3,

[kT]g = k[T]g, onde k é um niimero real arbitrério.

2. Sejam T :V — W e S: W — U transformacdes lineares, em que V,W e U sdo espagos

vetoriais de dimens3o finita. Se o, 8 e ¥ sdo bases de V,W e U, respectivamente, entio:
[SoT)¢ = [s]§-[T]%.

Teorema 4. Seja T : V — W um isomorfismo, onde V e W sdo espagos vetoriais de dimensao

finita. Se o € uma base de V e B uma base de W, entdo:
T = (715)"" (3.2)

Corolario 4. Seja T : V — W uma transformag@o linear, onde V e W sdo espagos vetoriais de
mesma dimens@o finita. Sejam « e 3 bases de V e W, respectivamente. Temos que 7 ¢ invertivel

se, e somente se, a matriz [T]gC ¢ invertivel.

Exemplo 24. Seja T : R? — R? a transformagio linear dada por T (x,y) = (4x — 3y, —2x +2y).
Vamos verificar que T é invertivel e vamos encontrar 7!, Para verificarmos que 7 é invertivel,

podemos calcular [T]% onde o é uma base qualquer de R?, e usar o coroldrio. Se o é a base

4 -3
candnica de R?, entio, [T]% = 5 5 ) Portanto,
1 3
[T e=(118)" = 2
1 2
Assim,
1 5 X +3
J— _ x J—
T e = (e = 2 ( ) _ [+
L2/ \Y x4 2y
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Logo,

3
Tﬁl(xay) = (X+ §y7x+2y> .

3.2.1 Operadores Lineares em R> e em R

Dentre os operadores lineares mais importantes em R? e em R estdo os que produzem

reflexdo, projecdes, rotacdes e homotetias.
¢ Reflexoes:

Podemos considerar o operador linear T : R? — R?, chamado de reflexdo em torno do
eixo Ox, que transforma cada vetor v = (x,y) € R? em sua imagem simétrica em relagio ao eixo
Ox.

_y —————————————
Figura 1 — Reflex@o em torno do eixo Ox.

Escrevendo w = T'(v) = (wy,wy), obteremos as equagdes w; =x = lx+0yew, = —y =

Ox — ly. Assim se o denota a base canénica de R?, segue que:
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Tabela 1 — Reflexdes mais comuns em R>

Operador Equagdes Matriz [T)%
Reflexdo em torno do eixo Oy = <_1 O>
Reflexdo em torno dareta y = x =y <0 1>
wp=x 1 0 O
Reflex@o em torno do plano xOy Wy =y 01 O
w3 = —2 00 ~I
wp=—X -1 0 0
Reflex@o em torno do plano yOz Wy =1y 0 10
w3 = 0 0 1
wp=x 1 0 O
Reflexdo em torno do plano xOz Wy = —y 0 -1 0
Wy =7 0 0 1

e Projecoes:

Podemos considerar o operador linear 7' : R? — R? que transforma cada vetor v = (x,y) €
R? em sua projegdo ortogonal sobre o eixo Ox.

T(v)

v
v

Figura 2 — Projecdo

Escrevendo w = T'(v) = (wy,wy), obteremos as equagdes w; =x = lx+0yew, =0=
Ox + Oy.

Assim se o denota a base candnica de R2, temos:

70l = (; g) e

Em geral uma projegio ou projecio ortogonal de R? ou R? é um operador linear que
transforma cada vetor em sua projecao ortogonal sobre alguma reta ou algum plano que passa
pela origem.
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Tabela 2 — Projecdes mais comum em R?

Operador Equagdes Matriz [T]%
=0

Projecdo sobre o eixo Oy e <0 O)
wp=x 1 00
Projecdo sobre o plano xOy Wy =y 010
w3 =0 000
wi =0 0 00
Projecdo sobre o plano yOz Wy =1y 010
w3 =2 001
wp=x 1 00
Projec¢do sobre o plano xOz wy =0 000
Wy =z 0 0 1

¢ Rotacao:

Considere o operador linear T : R?> — R? que rotaciona cada vetor v = (x,y) € R? de um

angulo fixado 6.

I(v)
T Wyf--==-------4
/_\A :
r 5 fa) {
g —» 2 L
X W]"

Figura 3 — Rotagao

T é chamado de rotagio por & em R2. Escrevendo w = T(v) = (wy,w;) segue da

trigonometria que:

X=rcosg y=rsind (3.3)

w1 =rcos(0+ ), wr = rsin(6 + ) (3.4)

onde r é o comprimento de v e @ € o angulo entre v e o eixo Ox positivo no sentido anti -
horério. Aplicando as identidades trigonométricas em 3.4 temos:
w1 = rcos 0 cos & — rsin 0 sin &
wy = rsin 0 cos & + rcos 0 sin &

Substituindo 3.3 nas expressdes acima, temos:
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wi =xcos0 —ysinf
wy =xsinf +ycos 0

Assim se o denota a base candnica de R2, obteremos:

cos® —sinb
TW]a=] | Ve
sin@ cos0

Em geral a rotacio de vetores em R3 & feita em relacdo a uma reta partindo da origem,
chamada eixo de rotagio. A medida que um vetor gira em torno do eixo de rotagio, ele varre

uma porcao de um cone.

ZA

eixo de rotagdo

v

T(v) y

Figura 4 — Rotagéo

O angulo de rotag@o que € medido na base do cone € descrito no sentido horario ou anti -

horério, em relacdo a um ponto de vista ao longo do eixo de rotacao olhando para a origem.

Assim como em R?, os 4ngulos sdo positivos se gerados por rotacdes no sentido anti -

horério e negativos se gerados por rotagcdes no sentido horario.

Tabela 3 — Rotacdes em R> cujos eixos de rotagdo sdo os eixos coordenados

Operador Equagoes Matriz [T]% ‘
Rotagao anti - hordria em torno
wip =X 1 0 0
do eixo Ox por um angulo 6 wy =ycos8 —zsin 0 0 cos® —sin6
w3 = ysin0 +zcos 0 0 sinB cos6
Rotagao anti - horaria em torno
w) =xcos 0 +zsin 0 cos® 0O sin6
do eixo Oy por um angulo Wy =y 0 1 0
w3 = —xsin@ +zcos 6 —sinf 0 cosé
Rotagdo anti - hordria em torno
wip =xcosf —ysin6 cos® —sinf 0
do eixo Oz por um angulo 0 wy = xsin 6 + ycos 6 sin@ cos@® O
I 0 0 1

¢ Homotetias:
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Sabemos que a multiplicagiio por um escalar de um vetor R? e em R?, dependendo do

valor, produz no vetor uma dilatac¢do, contracdo ou inversao.
Podemos representar estes efeitos geométricos por meio de operadores lineares.

Sendo o operador linear T, : R? — R2, dado por To(v) =oav,emque x € Rev e R2, a
oparacao dilata v, se o > 1, contrai v, se 0 < o < 1; inverte o sentido de v, se & < 0. No caso

particular de @ = —1 o operador Ty, € chamado reflexdo em torno da origem. Isso vale também
para o R3.
4 A
ay ____________ [ B -
: e
v | I
y ______ I : aZ e ~ :
| | S 1
| ' . !
| | 1(v) | %
' — — 4
X ax N e P
ax.~_..___. N
b A S

Figura 5 — Dilatag@o e contragdo por o em R

3.2.2 Mudanca de Base e Matrizes semelhantes
Defini¢ao 18. Dado um espaco vetorial V arbitrario de dimensio finita e duas bases o e f de V,

podemos obter uma relag@o entre as matrizes [v]q € [v]g de um vetor v em V, usando para isto, o

operador identidade em V, usando a expressao:

Vg = [Iv]g V] YVveEV.

A matriz [Iv]g ¢ chamada matriz mudanca de base de « para f3, pois pela igualdade
acima, ela nos permite obter as coordenadas de um vetor v em V em relagdo a base § uma vez

conhecidas suas coordenadas na base o.

Exemplo 25. Considerando as bases oo = {(1,0,1),(1,1,1),(1,1,2)} e B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
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e encontraremos [Iv]g. Precisamos resolver

(1,0,0) :a“(l,O, 1)—|—a21(1,1,1)—|—a31(1,1,2)
(0,1,0) :alz(l,o,1)—|—a22(1,1,1)+a32(1,1,2)
(0,0,1) :a13(1,0,1)—|—a23(1,1,1)—|—a33(1,1,2)

(a11 + a1 +az1,a21 +az1,an +az +2az;) = (1,0,0)
(a12+ax +az,axn +az,ain +axn +2az) = (0,1,0)

(a13 + a3 +az3,a23 +azz,a13 +ax +2asz) = (0,0, 1)

Cada linha acima representa um sistema de trés equagdes com trés incognitas e a matriz
associada a cada um desses sistemas € a mesma, o que muda sdo os nomes das varidveis e o

segundo membro. Utilizando como variaveis x, y e z, basta resolvermos o seguinte sistema

I 11 X a
01 1 y|=|b|,ondea beccR.
1 12 Z c
I 11 X a
O sistema acima € equivalentea |0 1 1 y| = b
0 01 Z c—a

cuja solugdo tnicaé dadaporx=a—b, y=a+b—cez=c—a.

Tomando (a,b,c) = (1,0,0) obtemos (ay1,az1,a31) = (1,1,—1),
(a,b,c) = (0,1,0) obtemos (ay3,a2,a3) = (—1,1,0),
(a,b,c) = (0,0, 1) obtemos (a;3,az3,a33) = (0,—1,1)’
I -1 O
Desta forma, [Iv]g =11 1 -1
-1 0 1

Teorema 5. Sejam o e 3 duas bases de um espaco de dimensao finita V. Temos que a matriz

p

1 v]g é invertivel e sua inversa é a matriz [Iv]g, ou seja,

(1ng) " =il

Teorema 6. Sejam « e B duas bases de um espago vetorial de dimensao finita V. Se 7 é um
operador linear em V, entao

(] =P"- (1P
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onde P = [Iv]g

Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem, dizemos que B é semelhante a A,
quando existir uma matriz invertivel P tal que B = P~!AP. E facil verificar que se uma matriz

B ¢é semelhante a A, entdo A também € semelhante a B, desta forma, dizemos que A e B sdo

p

semelhantes. Pelo teorema acima temos que [T]% e [T 5 530 semelhantes.

5 2 1
Exemplo 26. Vamos verificar se as matrizes A = ( eB= | sdo semelhantes.

-8 -3
Para isso devemos encontrar uma matriz invertivel P tal que PA = BP. Se tal matriz P existir ela

X
¢ uma matriz quadrada de ordem 2 que pode ser denotada por ( y> . Assim:
z t

C)E2)-6DE)

4x—8y—2z=0
Esta igualdade equivale ao sistema ¢ 2x—4y—2t =0 , que admite a solu¢do nado

4z—8t =0

31
trivial (3, 1,2, 1). Portanto, P = (2 1) e A e B sao semelhantes.
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CAPITULO

ESPACO COM PRODUTO INTERNO

Neste capitulo vamos apresentar a no¢do de produto interno em espagos vetoriais.Esta
nogio generaliza a nogio de produto escalar em R? e em R enriquecendo a estrutura de um
espaco vetorial. Os resultados deste capitulo também podem ser encontrados em (HEFEZ A _;
SOUZA FERNANDES, 2012) e (ZANI, ).

Definicao 19. Seja V um espaco vetorial. Um produto interno em V € uma fun¢do que a cada par
de vetores u e v em V associa um ndmero real, denotado por < u,v > que satisfaz as seguintes

condigdes:

Para quaisquer vetores u,v e w em V e V nimero real «,

<u,v>>0

< u,v>=0se, e somente se, v =0
<u,y >=<v,u>
<utvw>S=<uw>-+<vyw>

< au,y>=0o <u,y>
Exemplo 27. Sejam u = (x,x2, -+ ,x,) e v= (y1,¥2, - ,yn) em R". Definimos
< U,y >=x1y1 +x2Y2 4+ - +XnYn- 4.1)

Note que < u,u >:x%—|—x%—|— e +x% >0eque <u,v>=x1y1+x2y2+ -+ x990, == y1X1 +
V2x2 + - -+ 4+ yuxy, =< v,u >, mostrando que as condic¢des 1 e 3 da definicao sdo satisfeitas. A

condi¢do 2 também € satisfeita ja que

<u,u>:x%—|—x%+---+x,%:O<:>x1 =xp=---=x,=0.
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Sew=(z1,22," " ,2n) entdo: <u-+v,w>= (x;+y1)z1 + (2 +y2)z2 + -+ (Xn +Yn)zn
= (x121 + X222 + - +Xnzn) + (V121 + Y222 + -+ +Yn2n) =< u,w > + < v,w >, mostrando que

a condi¢do 4 também ¢ satisfeita e a condi¢ao 5 também segue, pois se k € R, entdo:
< ku,v >= (kx1)y1 + (kx2)y2 + - - - + (kxp ) yn
= k(x1y1 +x2y2+ -+ Xuyn)

=k<u,v>

Assim, 4.1 define um produto interno em R”, chamado produto interno usual de R" ou
produto escalar de R”, generalizando a nogio de produto escalar de R? e de R3.

Definicao 20. Seja V um espago com produto interno. Definimos norma do vetor v de V, ou

comprimento de v, denotado por ||v||, como o ndmero real
vl = v<vv>.

Se ||v|| = 1, dizemos que v é um vetor unitério.

A distancia de (u,v) entre dois vetores u e v de V € definida como:

duv)=|lu—v|=vV<u—viu—v>.

Exemplo 28. Se u = (x1,x, -+ ,x,) e v= (y1,y2,-- ,¥n) sdo vetores em R", com o produto
interno usual, entido

Il = 2+ 42

du,v)=lu—v|=v<u—vu—v>

= =302+ (2 =32 e ()2
Proposicao 18. Seja V um espaco vetorial com um produto interno. Temos:
. |lowu|| = || ||u||, para todo u € V e todo a € R.
. ||u|]| > 0, paratodou € V.
. |lu|| = 0 se, e somente se, u = 0.
.| <u,v>| <||ul|||v|]| para todo u,v € V (desigualdade de Cauchy - Schwarz).

. lu+v]| <||u||+]|v]|, para todo u,v € V (desigualdade tridngular).
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Proposicao 19. (Identidade do Paralelogramo) Sejam u e v vetores de um espaco vetorial V com

um produto interno. Entdo:
2 2 2 2
e+ w17+l = vII* = 2(fael” + [V [I7).-
Demonstragdo.

4]+ lu—v|* =< u4vu+v>+<u—vu—v>

=<<uu>+<vv>2<uv>+<uu>+<vy>-2<uy>

=2 <uu>+2 <v,v>=2(||ul*+|]v|[*).

Proposicao 20. Se u,v e w sdo vetores em um espago com produto interno V, entdo:

1. d(u,v) > 0.
2. d(u,v) =0 se, e somente se, u = v.
3. d(u,v) =d(v,u).

4. d(u,v) <d(u,w)+d(w,v) (desigualdade tridngular).

Seja V um espco vetorial com produto interno e u,v € V ambos ndo nulos. Pela desigual-

dade de Cauchy - Schwarz, ver proposi¢do (18), temos:

=Nl VIl << v ><ulf[[v]]

ou ainda

cos O =

Este nimero 0 ¢ chamado de angulo entre os vetores u e v.
Exemplo 29. Sabe-se que ||u|| = ||v|| =1 e ||u—v|| = 2. Calcule o angulo entre u e v.
Como ||u —v|| = 2, entdo:

4= lu—v|* =<u—vu—v>=lu] + v -2 <uy>=2-2<uy>

<u,v> )
’ = —1, ou seja, 6 = 7.

Assim, < u,y >=1lecosf = —— =
[Juel [ ][ v]]
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Definicao 21. Seja V um espagco com produto interno. Dizemos que u,v € V s@o ortogonais se

< u,v >= 0 e, neste caso, denotamos por u _L s.
Dizemos que um conjunto S = {uy,---,u,} C V é ortogonal se u; L u; quando i # j.

Dizemos que um conjunto S = {uy, -+ ,u,} C V é ortonormal se for ortogonal e também

|uj|| =1,j=1,2,--- ,n.

Dizemos que u € V € ortogonal a um subconjunto ndo vazio S de V se u for ortogonal a

todos os elementos de S. Neste caso usaremos a definicdo de u | S.

Exemplo 30. Seja um vetor arbitrario u = (xy,x2, - - - ,X,) € R". Entdo um vetor v= (y1,y2, - ,yn) €

R™ é ortogonal a u se < u,v >=x1y; +x2y2, - +X,yn = 0.

Observacdo 3. E ficil verificar que

.Seu=0ouv=0,entdou L v.Seu#0ev+#0entdou L vse, e somente se o angulo entre u e

T
v=—.
2
. Se S ={uy, - ,up} CV é um conjunto ortogonal com u; #0,j = 1,2,---,n, entdo §' =
ui Up . .
{ TN } ¢ um conjunto ortonormal.
[ | [[un |

Proposicao 21. Todo conjunto ortogonal de vetores nao nulos de V € linearmente independente.
Demonstragdo. Se
oqur+---+ ou, =0 4.2)

entdo tomando o produto interno do vetor acima com u; e lembrando que < uy,u; >= ||u; H2 =1

e <uju; >=0 se j=2,3,---,n, obteremos:

o =01 <up,ur >+--+a <uyu >=<0,u; >=0

isto é, oy =0e 4.2 fica oous + - - - + otu, = 0.
Tomando o produto interno do vetor acima com u;, obtemos como acima, que 0 = 0.
Repetindo o processo chegamos a conclusiao que a tnica possibilidade para 4.2 é o =

=0 =0. 0

Observacao 4. A proposicdao acima continua valida se S for apenas um conjunto ortogonal com

elementos nao nulos.

Defini¢do 22. Se V é um espago vetorial com produto interno de dimenséo n e se {uy,- - ,u, } é

conjunto ortonormal, entdo diremos que estes vetores formam uma base ortonormal de V.

Proposicao 22. Sejam V um espago euclidiano que possui uma base ortonormal dada por

{uy,--- ,u,}. Entdo, se u € V temos
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u=<u,ur >up—+---+ < Uiy > Uy.

Demonstracdo. Como uy,--- ,u, formam uma base de V, existem oy, ---, 0, € R tais que v =

oy vy + - - -+ a,v,. Tomando o produto interno de V com vy, temos que,

<vv >=0q <vi,v) >+ o, < vy, v >= 0y, pois a base € ortogonal. O resultado

segue tomando o produto interno de v por v;,v3, etc. [
Se B ={vi,v2,---,v,} € uma base ortogonal de V normalizando cada um dos vetores de
Vi V2 1%
B, obteremos a base ortonormal & de V, onde @ = { , e, }
vl "l ™ lvall

Proposicao 23. Seja w um vetor ndo nulo de V. Se v € V, entdo:

k— <vw> <vw>
<w,w > ||W||2

€ o tinico numero real tal que v/ = v — kw € ortogonal a w.
A projecdo de v ao longo de w, é denotado por proj,,(v) e é definida por:

<v,w>
—_—Ww.

Progw (v) Y <w,w>

—5 >
proj. (v) v

Figura 6 — Projecdo de v ao longo de w.

Proposicdo 24. Suponhamos que {wy,wy,---,w,} seja um conjunto ortogonal de vetores ndo
- < V,W; > . " L. . . .
nulos de V. Se v € V, entdo k; = “ ’ le ,1 <1< r,sdo os tnicos nimeros reais tais que o
Wi
vetor
V=v—kiw; —kowy — - —k,w,

€ ortogonal aos vetores wi,wa,: -+, Wy.
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Demonstragdo. Parai=1,2,--- ,reusando < w;,w; >= 0 para i # j, temos:
<v—kiw; —kywy— - —kw,,w; >=<v,w; > —k; <wj,w; >=
< V,W; >
=<vwi>——"" <w,w; >=0
< wi,w; >
[
Com estes resultados, podemos afirmar o seguinte teorema:
Teorema 7. Um espaco vetorial V com produto interno possui uma base ortogonal.
Demonstracdo. Seja {vi,v,,---,v,} uma base para um espaco V com produto interno. Podemos
obter uma uma base ortogonal {wy,w»,--- ,w,} para V da maneira descrita a seguir. Considere
w1 =V
<Vvy,wi >
Wy =Vy — 2 1
i
<v3, Wi > <Vv3,wy >
3=V3i— 2 1 > 2
[Iwi] w2l
< Vy,W1 > < Vp,Wp > < Vyp,Wp >
Wy =V, — Wi — W2 = —————— Wy,
[lwill w2l [[wall
Pela proposicdo 24, o conjunto {wy,w», -+, w,} é um conjunto ortogonal. Além disso,
como o conjunto {vy,vy,---,v,} é linearmente independente, cada vetor w; é ndo nulo. Assim,
o conjunto {wy,w,---,w,} é um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos de V. Como, por
definicdo, n =dimV, {w,wy,--- ,w,} é base ortogonal de V. A normalizagdo de cada wy, garante
uma base ortonormal para V. L

Exemplo 31. Para encontrar uma base ortonormal para W = {(x,y,z) € R?,x—2y = 0}, notamos,

primeiramente, que (x,y,z) € W se

(x,3,2) = (29,5,2) = ¥(2,1,0) +2(0,0,1).

Assim, (2,1,0) e (0,0, 1) formam uma base de W. A base ortonormal para W serd dada
pelos vetores uj e uy, considerando u; = (0,0, 1) pois é um vetor unitdrio e pelo processo anterior,

up é a projecdo ortogonal unitdria de (2,1,0) sobre uj, isto é:

(2,1,0)— < (2,1,0),(0,0,1) > (0,0,1)  (2,1,0) (2 1 )

Uy = = =|—%=,—%,0
27 1(2,1,0)= < (2,1,0,(0,0,1) > (0,0, )]~ [12,1,0] ~ \V/5'+/5
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Operadores em Espacos com Produto Interno

Agora, vamos mostrar a existéncia do operador adjunto de um operador linear e apartir
deste, introduzir as no¢des de operadores simétricos e operadores ortogonais. Suponhamos que

V € um espaco com produto interno de dimensao finita n > 0.

Mostraremos que existe um isomorfismo entre V e .Z(V,R). Dado um vetor v € V, a ele

associamos de modo natural um funcional linear em V, como segue:

o,:V—> R

u— <u,v>

De fato ¢, é um funcional linear, pois, para cada u;,u; € V e todo o € R temos:
Oy (ur + Qup) =< uy + Qup, v >=< up,v > +o < up,v >= ¢, (u) + ot @, (u2).
Logo, cada v € V define um funcional linear ¢, em V, ou seja, um elemento de .Z(V,R).

Suponhamos, agora, que ¢, = @/, isto é, < u,v >=< u,v' > para todo u € V. Logo
< u,v—Vv >=0, para todo u € V. Portanto, v — V' é ortogonal a todos os vetores de V o
que acarreta que v = V. Desta forma, a fungéo v — ¢,, onde ¢, (1) =< u,v >, (u € V), é um
isomorfismo entre V e .Z(V,R).

Teorema 8. Dado o operador linear 7 em V, existe um unico operador linear 7* em V tal que:

<T(),w>=<nT"(w) > Vy,weV.

Demonstra¢do. Tome w € V. Como a fun¢go definida por v —< T'(v),w > é um funcional linear

em V, segue do resultado anterior que existe um tnico vetor w’' € V tal que:

< T(v),w>=<v,w >, paratodo v € V. Basta definir T*(w) = w'.

Se vy, ---,v, € uma base ortonormal de V, entao,
w=<wvi>vi+... 4+ <wWov >v,=<TW),w>vi+...<t(v),w> v,

Como T*(w) = w', podemos ver pela igualdade anterior que T* € linear. 0

Definicao 23. O operador 7* acima definido ¢ chamado de operador adjunto de 7'.

Assim, o teorema anterior afirma que todo operador linear 7, em um espago com o

produto interno de dimensao finita, possui um operador adjunto 7.

Proposicao 25. Para toda base ortonormal ¢ de V e para todo operador linear 7 em V, temos

que
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Para a prova desta proposicdo precisamos do lema a seguir.

Lema 1. Seja oo = {vy,---, v,} uma base ortonormal de V. Se A = [a;j],x» ¢ a matriz que

representa um operador 7 em V, com relagdo a base « (ou seja, A = [T']%), entdo:

a;j =<T(vj),vi > paratodos i,j, 1 <i,j<n.

Demonstragdo do Teorema: Considere as matrizes [T = [aij|nxn € [T*]% = [bijlnxn-
Pelo lema 1,
a;jj =<T(vj),vi>ebjj=<T*"(vj),vi >, paratodos i, j, 1 <i,j<n.
Logo,

bij =<T*(vj),vi >=<v;,T*(v;) >=<T(v;),v; >=ajj,para todos i, j,coml <i,j<n.

Defini¢ao 24. Um operador linear 7 : V — V € dito operador simétrico quando 7* = T.

Pela proposicao 25, observamos que se 7' € um operador simétrico em V/, entdo para toda

base ortonormal & de V temos:

Assim T : V — V & simétrico se, e somente se, [T']§ ¢ uma matriz simétrica.

Exemplo 32. Seja T : R* — R3 o operador linear definido por 7' (x,y,z) = (2x —y+2z,—x+y+

3z,x+ 3y) Se « é a base candnica de R, entio:

1 -1 1
r¢=|-1 1 3
1 3 0

¢ uma matriz simétrica, e portanto, 7 é um operador simétrico.
Definicao 25. Um operador linear 7 : V — V € dito ser um operador ortogonal quando

T*T =TT* =1,.

Dizemos que um operador 7 em V preserva norma, preserva distancia, ou preserva
produto interno, quando para todos u,v € V, se tenha ||T(v)|| = ||v||,d(T (u), T (v)) = d(u,v), ou
< T(u),T(v) >=< u,v >, respectivamente.

Teorema 9. Seja T : V — V um operador linear. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

i. T é ortogonal.
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T preserva a norma.

T preserva a distancia.

T preserva o produto interno.

T transforma toda base ortonormal numa base ortonormal.

T transforma alguma base ortonormal numa base ortonormal.

Demonstragado. (i) = (ii)
Sev eV, entdo:
ITW) | =< T),T(v) >=<v,TT()) >=<v,I,(v) >=<v,v >= |v|?.
(ii) = (iii)
Sev,ucV,entio d(T(v),T(w)) = |T(0) = Tw)| = |T(v—u)|| = ||v—ul = d(v,u).
(iii) = (iv)

2 2
17 =1y +ul

Sev,ueV,entdo d(T(v+u),0) =d(v+u,0) ouseja, |T(v+u)
Note que:

ITv+u)|| =<T),T(v)>4+2<TW),T(u)>+<T(u),T(u)>e

v+ul® =<vv>4+2<vu>+<uu>

Como:

<vv>=(d(v0))? = (d(T(v),0))> =< Tv),T(v) >

o mesmo valendo para u, temos que < T(v), T (u) >=< v,u >, como desejado.
(iv) = (i)

Se v,u € V, entdo:

<vu>=<TW),T(u) >=<v,T*(T(u)) >,

mostrando que para todo u,v € V,

<V (T*T — 1,)(u) >=0

Temos que (T*T —1I,,)(u) = 0, para todo u € V, o que acarreta que 7T = I, logo T é

ortogonal.

() = (v)

Seja vy, vz, -, v, uma base ortonormal de V. Entao
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Osei+#j
<T(v,~),T(vj) >=<v;,v; >= < l7é]>
lsei=j

Logo, o conjunto T'(vy),T(v2),---,T(v,) é ortonormal e consequentemente, linearmente

independente. Como dimV = n, concluimos que esse conjunto € uma base de V.
(v) = (vi)
Esta implicagdo € 6bvia.
(vi) = (iv)

Seja {vy,v2,--+,v, } uma base ortonormal de V tal que {7 (v;),T (v2),---,T(v,)} tam-

bém € uma base ortonormal de V. Sejam v e u em V com

v=avi+ayvr+---+a,vy, € u=>bivi+byvy+---+b,v,, entido

<vu>= ZZa,b <,V >= ZZa, 4.3)

i=1 j= i=lj=
Por outro lado, temos

T(v)=aT(vi)+---+ayT(vyp)

T(u) = b1T(v)+--+byT(vy),

donde

n n

i ibj <T(vi),T(uj) >=Y Y ab;. (4.4)

i=1j=1

<TW),T

HM:

Assim de 4.3 e 4.4 concluimos que

<TW),T(u) >=<v,u>.

Definicio 26. Uma matriz quadrada A tal que A’A = I é chamada de matriz ortogonal.

Proposicdo 26. Seja A = [a;j],~, uma matriz. Sdo equivalentes

i. A é ortogonal.
ii. As colunas de A formam um conjunto ortonormal em R".

iii. As linhas de A formam um conjunto ortonormal em R”,
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Demonstragdo. (i) < (ii) Chamaremos A’A = [b;j],x,.Pela defini¢do de produto de matrizes, o

elemento b;; € dado por:

bij = ayiaj+azazj+ -+ anian; =< (a1i,a2, - ,ani), (a1j,a2j, - ,anj) >

Assim,

A'A =, se, e somente se,

Osei+#j

<(ai, a2, - ,an),(a1j,azj, - ,anj) >=
Isei=j.

(i) < (iii) Basta utilizar o fato que A é ortogonal se, e somente se, A’ é ortogonal, que as linhas

de A’ s@o as colunas de A e aplicar o que foi provado acima. 0

Teorema 10. Se « e f sdo bases ortonormais de V, entdo a matriz de mudanga de base [Iv]g é

uma matriz ortogonal.

Demonstragdo. Sejam oo = {v,va,---,v,} € B = {wi,wp, -+, w, }. Suponhamos [Iv]g = [ajj].

Para 1 <i < ntemos que:

Vi =awi+axwy+ -+ agiwy

Como v; e v; sdo ortogonais, quando i # j, entdo:

0=< Vi,Vj >=ayia1j+aziazj+-- -+ anianj
=< (aliuaZiv"' 7ai’li)7(a1j7a2j7”' Janj> >

pois B é ortonormal e concluimos que as colunas de [Iv]g formam vetores ortogonais em R”.
Vejamos agora que cada coluna de [Iv]g formam um vetor unitario em R”. De fato, se 1 <i<n,
entao:

I =<vj,vi>= a%i+a%i+---+a,%i,
ja que B € ortonormal. Assim, as colunas de [Iv]g formam vetores unitdrios em R” e [Iv]g é uma
matriz ortogonal.

Agora vamos mostrar a relacao entre os operadores ortogonais € as matrizes ortogonais.

Sejam dados um espaco vetorial V, com uma base @ = {vi,vz, - ,v,} € uma matriz
quadrada A = [a;j] de ordem n. Podemos, como ja vimos, associar a matriz A um operador linear

T4, definido como se segue

Ta(v) = (anxi+---+- -4 aipXn, - ,an X1 + -+ annXn),
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onde xy,- - ,x, sdo coordenadas de v relativamente a base o, ou seja

V=X|V]+" "+ XnVp
]

Proposicao 27. Sejam o uma base ortonormal de V, T um operador linearem V e A € M,

i. T é ortogonal se, e somente se, [T]% é ortogonal.

ii. A é ortogonal se, e somente se, Ty € ortogonal.
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CAPITULO

DIAGONALIZACAO DE OPERADORES

5.1 Operadores Diagonalizaveis

Vimos anteriormente que uma operador linear 7 : V — V, onde V tem dimensao finita,
pode ser representada por uma matriz. Sendo as matrizes diagonais as mais simples do ponto
de vista das opera¢Oes matriciais, queremos saber se para todo operador 7" existe uma base
de V tal que [T|% seja uma matriz diagonal. A resposta é que nem sempre existe tal base. Por

exemplo, o operador 7 em R?, cuja matriz na base candnica é dada por:

()

nao admite uma tal representacao. De fato, se fosse possivel achar uma base « tal que a matriz
de T nesta base fosse diagonal, teriamos PAP~! = C onde P é uma matriz 2 x 2 invertivel e C

uma matriz diagonal. Como A% = 0, isto acarretaria que:
C?=(PAP)? =PA’P 1 =0
Logo C =0, o que implica que A = 0; uma contradicao.

Definicao 27. Dizemos que um operador definido sobre um espaco vetorial V de dimensao finita
¢ diagonalizdvel, quando for possivel representd-lo por uma matriz diagonal em alguma base de
V.

Nosso objetivo, entdo, € obter resultados para garantir se um operador é diagonalizavel
ou ndo. Para isso, iniciamos com a definicdo de autovalor e autovetor associados a um opera-
dor linear T'. Para descrever o conteido deste capitulo utilizamos a bibliografia (HEFEZ A_;
SOUZA FERNANDES, 2012) e (ZANI, ).

Definicao 28. Seja 7 : V — V um operador linear. Um niimero real & serd dito um autovalor de

T se existir um vetor ndo nulo v, chamado de autovetor de T associado a @, tal que 7'(v) = av.
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Exemplo 33. Seja T : R? — R? o operador linear dado por T'(x,y) = (4x —y,2x+y). Vamos
determinar & € R e v = (x,y) € R?, nio nulo, tais que T (x,y) = c(x,y), ou seja (4x —y,2x+y) =
o(x,y).
) 4x—y=ax
Resolvendo o sistema , temos que Q) = 3 e ap = 2 s@o os autovalores
2x+y=ay
de T'. Vamos agora calcular os autovetores de 7. Primeiramente, para & = 2, fazemos:

4x —y =72
2x+y=2y
Assim, y = 2x e o conjunto solucdo da equacdo T'(x,y) = 2(x,y) é dado por {(x,2x);x €

R}. Logo, os autovetores de T associados a @ = 2 s@o os vetores da forma (x,2x) em que x € R
ex#0.

Agora, vamos calcular os autovetores de T associados ao autovalor ¢ = 3, fazemos:

4x —y =3x
2x+y =3y

Assim x =y, e 0 conjunto solu¢@o dessa equagdo ¢ dado por {(x,x);x € R}. Logo, os

autovalores de T associados a & = 3 sdo os vetores da forma (x,x) em que x € Re x # 0.
O exemplo a seguir nos mostra que nem todo operador linear possui autovalores e

autovetores.

Exemplo 34. Seja T : R? — R? o operador linear dado por T'(x,y) = (—y,x). Se ¢ € R e
v=(x,y) € R%, v # 0, sio tais que T(x,y) = a(x,y) entio:

(_yux) = Ot(x,y).
Equivalentemente,
ox = —y
oy =x

Assim y(a> +1) =0 e como « € R a equagio y(a? + 1) = 0 é verificada apenas se
y = 0, o que implicaria x = 0. Como v ndo é o vetor nulo, isso ndo pode ocorrer. Concluimos

que 7" ndo tem autovalor € nem autovetores.

Proposicao 28. Seja 7 : V — V um operador linear e sejam c,c3, - - - , ¢, autovalores distintos
de T.Sevy,vy,---,v, sdo autovetores associados aos autovalores cy,ca, - , ¢, respectivamente,

entdo vy, vy, - -+, v, € linearmente independente.
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Demonstragcdo. A prova é feita por indugao sobre r. O resultado é valido para r = 1 pois se
T :V — V é um operador linear com autovalor c; e se v € um autovetor de T associado a cy,
entdo v; € linearmente independente, pois v| # 0. Suponhamos agora o resultado valido para

r— 1, vamos provar para r, r > 2.

Considere a equacgdo

apvi+axyvy+---+av, =0 (5.1)

onde aj,ay,--- ,a, sdo nimeros reais. Aplicando 7 em 5.1, e observando que 7' (v;) = c,v;,
1 < j <r, obtemos

ai(civi) +ax(cava) + -+ +a(cv) =0 (5.2)

Por outro lado, T possui pelo menos um autovalor nao nulo, que podemos supor ¢, # 0. Multi-

plicando 5.1 por c¢,, obtemos:

ay(cvi) +ax(cpva)+---+ar(cvy) =0 (5.3)

De5.2e5.3
ai(ci —crvi+ax(ca—cr)va+--+a,—1(c,—1 —¢cr)v—1 =0 (5.4)
Pela hipétese de inducdo {v,vs,---,v,_1} é linearmente independente. Portanto, de 5.4 segue:
aj(cj—c,)=0, 1 <j<r—1. (5.5)
Como os autovalores cy,c2,- -+, ¢, sdo todos distintos, de 5.5 obtemos que a; = 0 para todo

1 < j <r—1. Substituindo os valores em 5.1, concluimos também que a, = 0, ja que v, # 0.

Portanto {vy,vy,---,v,} é independente. ]

Corolario 5. Seja T : V — V um operador linear. Se dimV =n e T possui n autovalores distintos,

entdo V possui uma base formada por autovetores de T'.

Demonstragdo. Pela proposi¢do acima, n autovalores distintos implicam na existéncia de um

conjunto de autovetores vy,vy,- - -, v, linearmente independente. Como G(vy,v,---,v,) CV e
dim(vy,va, - ,v,) =n=dimV, temos que G(v,va,---,v,) = V. Logo {vi,v2, -+ ,v,} é uma
base de V. [

Definicao 29. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz ¢, — A, onde I, é a matriz
identidade de ordem » e ¢t uma indeterminada € chamada de matriz caracteristica de A. O

determinante dessa matriz que € um polindmio em ¢, € o polindmio caracteristico de A, denotado

por Py (t).
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4 —1
Exemplo 35. Seja <2 . ) , 0 polindmio caracteristico de A serd dado pelo determinante da

r—4 1

matriz caracteristicade A, tl) —A = ( 1) , dado por

t—4 1

Py (1) = det
1) (_2 .

) =({t—4)(t—1)+2=1>-5t+6.

Observamos que as raizes do polindmio deste exemplo, ou seja, 0s nimeros reais # tais

que Pa(tp) = 0, s@o os autovalores dados no exemplo 33.

Existe uma relacdo entre autovalores de um operador e as raizes do polindmio caracteris-

tico de alguma matriz associada a ele.
Teorema 11. Seja 7 : V — V um operador linear e seja & = {vy,vp,---,v,} uma base de V.
Entao:
v é um autovetor de T associado a ty se, € somente se, v € uma solucao ndo trivial do sistema
linear AX =0, onde A = 1o, — [T
to € R € um autovalor de T se, e somente se, fy € uma solucdo do polindmio caracteristico da
matriz [T]g, ou seja, Prje(fo) =0
Demonstracdo. (i) Seja to um autovalor de 7 e v um autovetor de T associado a fy. Como
[T(V)|a =[T]%[V]a € T(v) = tyv, temos:

[tov]e = [T]g V]a

tohn[v]e: = [T]g[V]a-

Equivalentemente,

(toln = [T]g) V] = O (5.6)

(ii) Considere o sistema linear AX = 0, onde A =19, — [T]%. De (i) segue que AX =0
tem uma solugéo ndo trivial, a saber [v], jd que v ndo é um vetor nulo. o que implica que A ndo é
invertivel. Assim, P[T]g (o) = 0, provando que fy é uma raiz de ng . Reciprocamente, se typ € R
é uma raiz de Pr)e, entdo Prje (o) = 0. Portanto, o sistema linear AX = 0, onde A = 1pl,, — [T']|%,

tem uma solugdo X; = ([x; xp --- xn]t> ndo nula, pois detA = 0. Como AX; =0,

(toly — [T]g)X1 = t0X1 — [T]gX1 =0 (5.7

[tov]a = to[V]a = [TTgMa = [T (v)]a (5.8)
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pois pela construgio de v, X| = [v]¢. Obtemos que [T'(v)]q = [tov]aisto &, as coordenadas dos
vetores T'(v) e fov na base a sdo iguais. Consequentemente, estes vetores sdo iguais, ou seja,
T (v) = tov. Como, por construgdo v # 0, segue-se que #y € um autovalor de 7' e v um autovetor

de T associado a fy. [

Exemplo 36. Vamos refazer o exemplo 33, utilizando o teorema acima. Reconsidere o operador
linear T : R? — R? dado por T (x,y) = (4x —y,2x+y) e seja & a base canonica de R>.

ng(t):det s =t —=5t+6t"=5t+6=0<=1t =21 =3

O teorema acima nos mostra que #1 € #; sdo os unicos autovalores de 7. Para determinarmos os

autovetores de T associados a t;, devemos resolver o sistema

(=)0
(2 ) ()= )

que equivale a equagao —2x; +x, = 0 assim, o autoespaco de 7T associado a 7] é {(x,2x);x €

ou seja,

R # 0}. Agora vamos determinar, da mesma forma, os autovetores associados ao autovalor

(=80
(52) ()= )

equivale a equagdo linear —x; 4+ x, = 0 assim, o autoespaco de T associado a 1, é {(x,x);x €
R # 0}.

O teorema a seguir ¢ um dos mais importantes teoremas da Algebra Linear, o chamado

t, = 3 Assim:

ou seja,

Teorema de Cayley - Hamilton.

Teorema 12. Seja A € M,, e seja P4(t) o polindmio caracteristico de A. Entéo, P4 = 0, onde 0 é

a matriz nula de M (n).

Uma consequéncia imediata do Teorema de Cayley - Hamilton € que a poténcia A", de
uma matriz A € M,, pode ser escrita como combinac¢ao linear das poténcias de A com expoentes
menores do que 71, pois se Py (t) =" +b,_ 11"~ +--- 4 bt + by, entdo P4(A) = 0, o que equivale
a

A" = —b, A" — o b A 4 bol,
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Exemplo 37. Considere a matriz A = ( O> seu polindmio caracteristico sera:

r—1 -3

Py (t) = det(tl, —A) = det [ 0
t_

] — 2 t+3.

Pelo Teorema de Cayley - Hamilton, P4(A) = 0. Vamos calcular A3.
A2—A+35L=0,0u seja, AZ=A-3],

A3 =AA? =A(A—-3L) =A? —-3A= —2A -3D.

Para A%, temos A* = AA3 = A(—24 —3L) = —2A”> ~3A = —2(A—3L) —3A = —5A+
61.

Este procedimento mostra que, em geral, se A € M, entdo para todo m € N, a matriz A™

se escreve como combinacao linear de I; e A.

Retornando ao nosso objetivo inicial, dado um operador linear 7 : V — V, queremos

obter, se possivel, uma base a de V na qual a matriz [T]$ seja uma matriz diagonal.

Teorema 13. Um operador linear 7 : V — V admite uma base 8 em relacdo a qual a matriz [T]g

¢ diagonal se, e somente se, essa base 3 for formada por autovetores de T'.

B

Demonstracdo. Suponhamos que = {vi,v,,--+,v,} é uma base de V tal que [T g ¢ diagonal,

digamos

o 0 0
0 o 0

75 = : (5.9)
0O 0 - .

paracada 1 < j<m; T(vj) =0vi+---+0v,_1+ajvj+0vjr +---+0v, = o;v;, segue que o;
€ um autovalor de T e v; € autovetor de T associado a «;. Portanto, B é uma base formada de
autovetores de 7.

Suponhamos agora que B = {uj,us, - ,u,} é uma base de V formada por autovetores de
T. Existem, entdo, nimeros reais b,b;,--- ,b, tais que, para cada 1 < j <n, T(uj) =bju;.

Observamos que os b j; ndo sdo necessariamente todos distintos. Pela defini¢do de [T]g e pelo
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fato da base ser autovetores,

by O 0
mp={ Y 510
0 0 b
ou seja, [T]g ¢ uma matriz diagonal. O

Na demonstr¢ao do teorema acima fica claro que, se o operador linear 7 tem uma
representacao por uma matriz diagonal [T]g, entdo as entradas da diagonal principal de [T]g sdo
dadas pelos autovalores de 7. Mais ainda, a ordem em que os autovalores aparecem na diagonal
principal da matriz é a mesma em que seus respectivos autovetores sdo dados na base 3. O
polindmio caracteristico de T’ tem a forma Pr(A) = (A4 —A)--- (A4, — A ), onde os nimeros reais

A, -+, Ay sd0 todos os autovalores de 7.

Exemplo 38. O operador linear 7 : R?> — R? dado por T (x,y) = (4x —y,2x+y) é diagonalizavel.
De fato, vimos anteriormente que os autovalores de 7 sdo 2 e 3 e os autovetores associados
aos autovalores sdo {(x,2x);x € R,x # 0} e {(x,x);x € R,x # 0} respectivamente, entdo uma

representacao diagonal para T é dada por:

[ﬂﬁ:(i?)Nmmﬁ:ngan}

Uma outra representacdo diagonal de T é dada por:

Uﬁ:<zg>ﬁm®ﬁ:{@n4hm}

Definimos a multiplicidade algébrica de um autovalor A de T, como sendo sua multiplici-
dade como raiz do polindmio caracteristico de 7. A multiplicidade geométrica de um autovalor A
de T é, por definicdo, a dimensao do espaco gerado (ou autoespago) pelos autovetores associados

a A, o qual denotaremos por V(1).

Teorema 14. Sejam U um espago vetorial de dimensao finitae 7 € .2 (U): Entdo, T é diagona-

lizavel se, e somente se, os seus autovalores Ay, - - , A, forem tais que

U=V(A)&--aV(A)

Demonstra¢do. Se U =V (A1) @ --- @V (A,), entdo podemos formar uma base B de U formada
por bases B; de V(4;); j=1,--- ,n. Como cada elemento de B; ¢ um autovetor de T, segue por
defini¢do que T € diagonalizavel.Reciprocamente, se T for diagonalizdvel existe uma base B de

U formada por autovetores de 7. Como cada autovetor estd associado a algum autovalor de 7,
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vemos que cada elemento de B estd contido em algum V(A;). Desta forma, a soma de todos os
subespacos proprios de T contém B e, portanto, € o proprio U. Logo a soma € direta, ou seja,
U=V(L)D - dV(L). O

O seguinte teorema nos fornece uma forma de verificar se T € diagonalizavel, conhecendo

as multiplicidades algébricas e geométricas de seus autovalores.

Teorema 15. Sejam U um espago vetorial de dimensio finitae T € £ (U). Entdo T é diagonali-

zéavel se e somente se ambas condicdes forem verificadas

1. para cada autovalor de 7" as suas multiplicidades algébrica e geométrica sao iguais,

2. a soma das multiplicidades geométricas de todos os autovalores de T coincide com a dimensao
de U.

Corolario 6. Sejam U um espaco vetorial de dimensdone 7T € £ (U): Se
pr(A) = —A)-(An—2)

onde A1,---,A, € R sdo distintos entre si entdo T é diagonalizével.

Demonstragdo. Como os autovalores de T sdo dois a dois distintos, vé-se que as raizes de
pr(A), sdo todas simples, isto é, t¢m multiplicidade um. Desta forma, se A é um autovalor de T
entdo a sua multiplicidade algébrica é um. Como dimV (A1) > 1, segue-se que a multiplicidade

geométrica de A € um, ou seja, igual a sua multiplicidade algébrica. U

Exemplo 39. Vamos verificar se T : R* — R* dada por T'(x,y,z,t) = (x+y,y,2z+1,27+1) é

diagonalizavel. A matriz T em relacdo a base canodnica € dada por:

1 10O
0100
00 21
00 21

e seu polindmio caracteristico €:

pr(A) = det g | =ae-na-ni=o

onde, A =0 ou A =3 oul =1 sdo as raizes. Vamos procurar os autovetores associados aos

autovalores encontrados.
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Para A = 0, temos que v = (x,y,z,) é autovetor associado a A = 0 se
T(v) =Av<= (x+y,y,2z+1,2z+1) = (0,0,0,0)
ou seja, (x,y,z,¢) = z(0,0,1,—2), com z € R*. Logo, [(0,0,1,—2)] é o espago gerado pelo
autovetor associado a A = 0.

Parad =3,T(v) = Av<= (x+y,y,2z+1t,2z+1) = (3x,3y,3z,3t), ou seja, v= (x,y,z,t) =
1(0,0,1,1), com ¢t € R*. Logo, [(0,0,1,1)] é o espaco gerado pelo autovetor associado a A = 3.

Parad =1,T(v) = Av<= (x+y,y,2z+1,2z+1) = (x,y,2,¢) ev=(x,Y,z,¢) =x(1,0,0,0),
com x € R*. Logo, [(1,0,0,0)] é o espaco gerado pelo autovetor associado a A = 1. Como a

multiplicidade algébrica do autovalor 1 € dois e a sua multiplicidade geométrica € um, vimos

que T ndo € diagonalizavel.

Exemplo 40. Vamos verificar se T : R®> — R? dada por T(x,y,z) = (x+ 2,y +z,x+y+22) é

1 01
diagonalizavel. Com relacdo a base candnica, a matrizde T é dadapor [ O 1 1 |. Assim,
11 2

pr(A)=det| 0 1-1 1 |=2A(1-21)(A-3).

Desta forma, vemos que pr(A) apresenta todas as raizes reais e simples e, pelo coroldrio 6,

segue-se que 7" € diagonalizdvel.

Vamos encontrar uma base de autovetores para este operador. Para o autovalor A = 0,
temos que resolver T'(x,y,z) = (0,0,0), o que nos fornece o autovetor u = (1,1,—1). Para o
autovalor A = 1, temos o autovetor v = (1,—1,0) e para o autovalor A = 3 temos o autovetor
w=(1,1,2).

A matriz de T com relacdo a base formada por u,v e w € dada por

o O O
oS = O
w O O

O préximo exemplo serd utilizado nas aplica¢des envolvendo cOnicas.
Exemplo 41. Seja T : R? — R? cuja matriz com relaco a alguma base é dada por
a b
A= .
Vamos mostrar que 7' € diagonalizdvel. O polindmio caracteristico de 7' € dado por

pr(A) =A% — (a+c)A +ac — b*
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Vemos que pr(A) apresenta duas raizes reais simples, isto é, com multiplicidade um, se, e
somente se, o discriminante (a + c)> — 4(ac — b?) for positivo.

Temos que (a+c)?> —4(ac — b?) = a® + c* — 2ac + 4b*> = (a—c)*> +4b* > 0 se, e somente se,
a # c ou b # (. Portanto, se a # ¢ ou b # 0 as multiplicidades algébrica e geométrica de cada

um dos autovalores de 7 (as raizes de pr(A)) coincidem e, portanto, T é diagonalizavel.

Se a = c e b =0 entdo vé-se claramente que 7T € diagonalizdvel pois, neste caso, A é

diagonal.

5.2 Matrizes Diagonalizaveis

Toda matriz A = (a;j) € My, define uma transformagdo linear 7 : R" — R™ definida
por Tx(v) = (ajxy+ -+ +aimxn,  ,anix1 + -+ + apuXy), onde xy, - - -, x, sdo coordenadas
de v relativamente a base o = {v,v2,...,v,}. Em particular, se A é uma matriz quadrada de
ordem n, entdo A define um operador linear T em R". Dizemos que a matriz A é diagonalizavel,
se o operador linear Ty for diagonalizdvel. Desta forma, existe uma representacao diagonal D,

onde D = [TA]g, para o operador T4 com relagéo a alguma base 3 de V. Como [T|% = A onde o

denota a base canoOnica de R”, assim, se P = [IRn]g, temos:
D =P AP

Teorema 16. Uma matriz A € M,,,, é diagonalizavel se, e somente se, existe uma matriz P

invertivel de ordem n tal que P~'AP é uma matriz diagonal.

Demonstragdo. Consideremos 8 = {vi,v2,---,v,}, onde v; é o vetor formado pela j-ésima

coluna de P. Seja o a base candnica de R”.

Assim,
(TA)} = o] (Ta] S o], (5.11)
ou, equivalentemente,

)5 = P~'AP (5.12)
jaque [IRn]g = P pela maneira como S foi tomada. Como P~'AP é uma matriz diagonal, segue-se
que [TA]g ¢ uma matriz diagonal. Portanto, T4 é diagonalizavel e. assim, A também &. ]

1 0 2
Exemplo 42. Vamos verificar se amatrizA= |0 1 3 | é diagonalizdvel.
00 —1

Seja « a base canonica no R3. Entio:

Pz = pat) =det| 0 -1 -3 |=0
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parat =1 out = —1. O autoespaco associado ao autovalor t = 1 € o conjunto solu¢@o do sistema
linear:
0 0 -2\ [x 0
0 0 -3 yl=10
2 b4 0
ou seja, € o conjunto {(x,y,0);x,y € R}. O autoespago associado ao autovalor t = —1 é o

conjunto solu¢do do sistema linear:

-2 0 =2 X 0
0o -2 -3 yl=10
O 0 O Z 0

-3 3
ou seja, é o conjunto {(—z, 7z,z);z € R}. Se considerarmos 8 = {(1,1,0),(1,0,0), (1, X -1}

temos que 3 é uma base de R formada por autovetores de Ty. Assim Ty é diagonalizdvel. A

matriz
1 1 1
P=(10 3
00 -1

¢ uma matriz que diagonaliza A, no sentido que D = P~!AP. Assim,

01% 10 2 11; 10 0
Dzl—l—l 01 3 1052010
0 0 —1/\00 =1/ 0o 0 —1 00 —I

Observamo que o cdlculo da poténcia m da matriz A, isto €, A™, fica bastante simplificado
quando A ¢ diagonalizavel. De fato, se A € M) e se P € M), € invertivel, entdo € facil verificar

que:

(P~lap)ym = p~1Amp

Logo, se A é diagonalizdvel e se P~!AP = D é uma matriz diagonal, temos que:

D" =plA"P,

ou, equivalente,

A™ = pD"P !

Vejamos um exemplo deste célculo.
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1 2
Exemplo 43. Vamos calcular a matriz A>° onde A = (O 1) .

Vamos verificar que A € diagonalizdvel e encontrar uma matriz P que diagonaliza A. Para

isso, facamos

det(tI—A):det< ) =(t—-1)(t+1)

0 r+1

que se anula parat = 1 out = —1. Como as raizes sao simples, temos que A serd diagonalizdvel

1 0
e a matriz diagonal correspondente serd D = <0 1) .

Temos que v; = (1,0) é um autovetor parat =1 e v, = (1,—1) é um autovetor para

I 1
t=—1. Assim, P = . e, como D°° = I, segue-se que

AV=p ' Dp=plLp=1.

5.3 Teorema Espectral para operadores simétricos

Vimos que 7 : V — V € um operador diagonalizdvel se, e somente se, existe uma base de
V formada por autovetores de 7. Agora, veremos que se V € um espaco com produto interno
ese T :V — V é um operador simétrico, entdo existe uma base ortonormal de V formada por
autovetores de 7. Em particular, todo operador simétrico é diagonalizdvel. Este resultado é

conhecido como Teorema Espectral e € um dos resultados mais importantes da Algebra linear.

Todos os resultados que foram provados até o momento que envolvem sistemas lineares
e determinantes sdo validos sobre um corpo arbitrario K. Utilizamos K = R. Neste ponto

precisaremos considerar K = C.

Dado um operador linear 7 : R" — R" podemos estendé-lo a um operador 7¢ : C" — C”"
do seguinte modo: se z = x+iy € C", onde x,y € R", define-se T¢(z) = T(x) + iT(y). Os
polindmios caracteristicos de 7" e de T¢ coincidem, mas 7¢ pode possuir mais autovalores e

autovetores do que 7'.

Proposicao 29. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre R. Se 7 : V — V é um

operador simétrico e & uma base de V, entdo, todas as raizes do polindmio caracteristico ng

em C sdo ndmeros reais.

Teorema 17. (Teorema Espectral) Seja V um espacgo vetorial de dimensao finita sobre R. Se
B

T :V — V é um operador simétrico, entdo existe uma base ortonormal f3 de V tal que [T B é

diagonal.
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Demonstragcdo. A prova serd feita por inducao sobre a dimensdo de V. Denotaremos a matriz
[T]% por A. Se dimV = 1, o resultado é 6bvio. Suponhamos que n > 1 e que o resultado é valido
para espacgos de dimensao n. Seja V um espaco vetorial tal que dimV =n+ 1. Seja o uma base
de V e seja ¢ uma raiz complexa do polindmio P4.Pela proposicdo acima ¢ € R. Portanto é um

autovalor de 7. Seja v um autovetor unitario de 7" associado a c¢. Consideremos os subespagos.
W={weV;<wyv>=0}

Note que W = G(v)*. Afirmamos que T (W) C W. De fato, seja w € W. Como T é um operador
simétrico, temos que: < T'(w),v >=<w,T(v) >=<w,cv>=c <w,v>=c0=0,donde 7' (w) €
W. Assim podemos considerar o operador restri¢ao.

S=T|W e L(W,W)

que é também um operador simétrico. Além disso, como dimG(v) = 1, segue que dimW = n.

Assim podemos aplicar a hipdtese de induc@o ao operador § para garantir a existéncia de

uma base ortonormal {v{,v, -+ ,v,} de W formada por autovetores de S. Consequentemente,
B ={v,vi,--+,v,} é uma base ortonormal de V formada por autovetores de 7. Dai, [T]g é
diagonal.

[

Teorema 18. Se A € M,, é simétrica, entdio existe uma matriz ortogonal P € M, tal que P~'AP =
(P'AP) é diagonal.

Demonstracdo. Seja A € M, uma matriz simétrica. Entdo o operador 73 € .Z(R",R") também
¢ simétrico. Pelo Teorema Espectral, existe uma base ortonormal  de R” tal que [TA]g =D¢

diagonal. Se o é base candnica de R", entdo:

D = [Tyl = [le] [Ta] ¢ o)l = P~ AP
sendo P = [IRn]g. Como « e 3 sdo bases ortonormais, segue que P ¢ uma matriz ortonormal, ou
seja, P~ = P! N
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CAPITULO

CONICAS

De maneira geral, uma cdnica é o conjunto de pontos P = (x,y) no plano tais que
Ax? —|—Bxy+Cy2 +Dx+Ey+F =0

onde A,B,C,D,E ,F € R, com A, B,C nao simultaneamente nulos. Esse capitulo se propde ao
estudo das conicas nao degeneradas, os elementos principais e caracteristicas gerais. Também
haverd uma breve discussdo sobre conicas degeneradas. A bibliografia usada para este capitulo
pode ser encontrada em (FRENSEL K.; DELGADO, 2011), (HEFEZ A.; SOUZA FERNANDES,
2012) e (GOMEZ KATITA R. FRENSEL, 2017).

Elipse

Definicao 30. Uma elipse, &, de focos Fj e F», é o conjunto do plano que consiste de todos os
pontos P cuja soma das distancias a F; e F, € igual a uma constante 2a > 0, maior do que a

distancia entre os focos 2¢ > 0. Ou seja.
& = {Pd(P,F]) —|—d(P,F2) = Za}

0<c<ayd(F,F,)=2c

Figura 7 — Elipse
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Os pontos F; e F> chamam-se Focos e a medida do segmento F; F; € chamada de distancia
focal que serd representada por 2c¢. A reta a qual os focos pertencem € um eixo de simetria
da curva que intercepta a elipse nos pontos A; € A> (que chamam-se de vértices da elipse). O
segmento A1A, é chamado eixo maior da elipse. No ponto médio dos focos se encontra o centro
da elipse e passando uma reta perpendicular por ele, tem-se outro eixo de simetria da curva. Esse
eixo intercepta a elipse nos pontos B e B,. O segmento determinado por esses pontos € chamado
eixo menor e sua medida serd representado por 2b. Do tridngulo retdngulo formado decorre a

relagcdo a?=b*+cte, portanto, sempre se tem a > b.

Figura 8 — Elipse

Chama-se de excentricidade ao quociente entre as distancias entre focos e a distancia

entre vértices, isto é
d(Fl 7F2)

d(A1,Ay°
Observa-se que, da definicdo, para a elipse e < 1. Considere A; e A, pontos onde a elipse

intercepta o eixo maior. Observa-se que d(Aj,A,) = 2a. De fato, sejam
d(A1,F) =x, d(F,F,)=2c e d(F5,A;) =y.
Como o A estd na elipse tem-se que, da equacao,
d(A1,F)+d(A1,Faq) =2a.

Utilizando d(A,F;) = d(Ay,Fy) +d(F, F,) tira-se que 2x + 2¢ = 2a. Analogamente, tem-se
2y 4 2c¢ = 2a. Subtraindo estas duas equagdes, vé-se que x =y, ou seja, d(A1,F) = d(A2, F>).
Logo,

d(A1,A2) =d(A,F)+d(F,B)+d(F,A) =x+2c+y =2a.

Exemplo 44. Os vértices de uma elipse sdo os pontos (4,0) e (—4,0), e seus focos sdo os
pontos (3,0) e (—3,0). Vamos determinar a equagdo da elipse. Como F; = (—3,0) e F, =

(3,0), areta focal € 0 eixo —OX, A| = (—4,0) e A, = (4,0) sdo os vértices sobre a reta focal
fitfo  Art+Ar

¢. Entdo, C = > 7 (0,0) € o centro da elipse, a = d(C,A;) = d(C,Ay) = 4,

c=d(C,F)) =d(C,F,) =3¢ b=+a?—c?=+/4>—-32 = /7 Logo, a equacio da elipse é
X2 yZ

& L =

16 7
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Exemplo 45. A equacdo de uma elipse é
& x> +4y* +2x— 12y +6=0.

Vamos determinar a equacao da elipse & na forma canonica, o seu centro, os seus vértices, os

seus focos e a sua excentricidade.

Completando os quadrados na equacgdo de E, temos:

& (x> +2x)+4(° —3y) = —6

éa:(x2+2x+1)4(y2—3y+§) = _6+1+4.§:4

& (x+1)2—|—4(y—%)2 =4

. (x+1)2+(y_%)2: 1.

sendo esta ultima equacdo a forma candnica de &. Dessa equagdo obtemos que o centro da elipse
éC = (—1,%), a=72,b=1e, portanto, A=a*—b*=22-12=3,0u sejac = V/3. A reta focal

de&él.y= %, paralela ao eixo OX, e a reta ndo-focal € a reta vertical /' : x = —1, paralela ao
3 3
eixo —OY. Os focos da elipse sdo F; = —1 —+/3, E) e, =(—1++/3, 5)’ os vértices sobre a

1
reta focal sio A} = (—3,=) e Ay = (1, 5) e os vértices sobre a reta ndo-focal sdo B; = (—1, =)

2 2
3
eBy=(—1, %)4 e a excentricidade de & € e = g

Exemplo 46. Vamos determinar se a equacio 25x% 4+ 9y? — 225 = 0 representa uma elipse ou

uma elipse degenerada. Caso seja uma elipse, vamos determinar seus principais elementos.

2 2

Como 25x% + 9y? = 225, dividindo por 225, obtemos a equagio % + ;—5 = lrepresenta

uma elipse com:

a=5b=3ec==4.

centro: C = (0,0).

reta focal: ¢ = eixo — OY : x = 0.

reta ndo-focal: ¢/ = eixo— OX : y=0.

vértices sobre a reta focal: A} = (0,—5) e A, = (0,5).
vértices sobre a reta ndo-focal: B = (—3,0) e B, = (3,0).

focos: F1 = (0,—4) e F, = (0,4).
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Hipérbole

Definicao 31. Uma hipérbole, .77, de focos F e F>, é o conjunto do plano que consiste de todos
os pontos P tais que o médulo da diferenga das distancias de F; a F; € igual a uma constante

2a > 0, menor do que a distancia entre os focos 2¢ > 0.
A ={P/d(P,F\) —d(P,F,)| = 2a}

0<a<cd(F—1,F)=2c

Figura 9 — Hipérbole

Os pontos F; e F> chamam-se Focos e a medida do segmento F F; € chamada de distincia
focal, que serd representada por 2¢. A reta na qual os focos estao localizados é um eixo de simetria
da curva que intercepta a hipérbole nos pontos A| e Ay, chamados de vértices. A distancia entre
os vértices serd representada por 2a. O segmento A1A; € chamado eixo real da hipérbole. No
ponto médio dos focos encontra-se o centro da hipérbole, e passando uma reta perpendicular por
ele, tem-se o outro eixo de simetria da curva. Esse eixo intercepta a hipérbole nos pontos B; e
B>. O segmento determinado por esses pontos € chamado eixo conjugado (ou imagindrio) e serd

representado com medida 2b.

Figura 10 — Hipérbole

Do tridngulo retingulo formado obtém-se a relacio ¢> = a” + b?. Chama-se de excentri-

cidade o quociente entre as distancias focais e as distincias entres os vértices, isto €

o d<F17F2)
d(A1,Ay°
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Observa-se que, da definicao, para a hipérbole e > 1. Considere A| e A, pontos onde a hipérbole

intercepta o eixo real. Observa-se que d(A1,A;) = 2a. De fato, sejam
d(A1,F) =x, d(F,F,)=2c e d(F,,A;) =y.
Como o A esta na hipérbole, tem-se da equacdo,
d(A1,F1)—d(Ay, F) = 2a.
Utilizando que d(Fy,F>) = d(F1,A1) +d(A,A;) tem-se que
2c =2x+2a.

Analogamente prova-se que 2¢ = 2y — 2a. Subtraindo estas duas equacdes se vé que x =y, ou
seja, d(F1,A1) = d(Ay, F>). Logo,

d(Al,Az) = d(Fl,Fz) - [d(F],Al) —|—d(A2,F2)] =2c— [x—y] =2c—2x=2a.
Exemplo 47. Vamos determinar a equacdo da hipérbole equildtera com focos nos pontos

(—v/8,0) e (1/8,0). Como F; = (—/8,0) e F; = (1/8,0), temos que o centro da hipérbole
Fi+f

eC= ;= (0,0) e areta focal é o eixo —OX. Sendo a hipérbole equilétera, temos a = b.
22
Comoc:\/§6c2+a2:b2, obtemosquea2:4. Logo,a:b:2e<%”:%—%: 1, ¢é

a
€

~—

equacdo da hipérbole. Além disso, A| = (—2,0) e A, = (2,0) sdo os vértices, B] = (0,—2

B, = (0,2) sdo os vértices imagindrios e x = +y sdo as assintotas da hipérbole 7.

Exemplo 48. Vamos mostrar que a excentricidade de qualquer hipérbole equildtera é v/2.

. c
Como a = b e ¢2 = a* + b2, temos que 2 =2a?, ou seja, ¢ = v/2a. Logo, e = — =
a

V2a
— =2

a
Exemplo 49. Vamos determinar se a equagio 9x> — 25y? — 225 = 0 representa uma hipérbole
ou uma hipérbole degenerada. Caso seja uma hipérbole, vamos determinar seus principais

elementos.
2

2
Como 9x? — 25y = 225, dividindo por 225, encontramos a equagio ;—5 — % =1, que
representa uma hipérbole com

a=5b=3ec=+34.
centro: C = (0,0).
reta focal: ¢/ = eixo — OX : y=0.

reta ndo-focal: ¢ = eixo — OY : x = 0.
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vértices: A] = (—5,0) e A, = (5,0).
vértices imagindrios (na reta ndo-focal): B; = (0,—3) e B, = (0,3).
focos: F1 = (—v/34,0) e F, = (v/34,0).

3
assintotas: y = igx, ou seja 3x+5y = 0.

Parabola

Definicao 32. Sejam .Z uma reta no plano e F um ponto no plano nao pertencente a .Z. A
pardbola & de diretriz £ e foco F é o conjunto que consiste de todos os pontos P do plano que

sdo equidistantes do ponto F e da reta .Z.

P ={P/d(P,F) =d(P,Z)}

Toma-se também um nimero positivo 4p, chamado de parametro que serd a distancia
entre o foco e a diretriz. Na pardbola se encontra o vértice no ponto médio do foco e da interse¢ado

da diretriz com o eixo da pardbola.

«
VY
\

Figura 11 — Parabola

Exemplo 50. Considere uma pardbola que no sistema catesiano tem seu foco no eixo das
abscissas, isto é, F(p,0) e a diretriz de equagdo x = —p. Deduz-se a equacdo reduzida da

parabola nesse caso partindo da defini¢ao:

d(P,F) =d(P,—q)

V(= p)2+y2=|lx+pl
(x=p) +3* = (x+p)?
x? —2px+y2 :x2+2px—|—p2
—2px+y* =2px

y2 =4px.
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Nessas condi¢des, se F' estd a direita de V, a equacdo da pardbola serd da forma
2
y© = 4px,

y* = —4px,

e, se F estd a esquerda de V, a equagdo da pardbola serd da forma
De modo anélogo, obtém-se a equagdo da pardbola quando o vértice estd na origem do sistema e

o foco no eixo das ordenadas. Nesse caso tem-se
2 _
x“ =4py,

quando F' estd acima de V e,
x* = —4py,

quando F esta abaixo de V.

Figura 12 — y*> = 4px

= —4px

Figura 13 — x?

Se a pardabola ndo estiver com seu vértice localizado na origem do sistema mas se o eixo

que contém o foco for paralelo a abscissa tem-se a equagdo
(v=0)* = 2p(x —x0).

E se o eixo que contém o foco estiver paralelo ao eixo da ordenada tem-se a equagao

(x—x0)* =2p(y—y0)
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Exemplo 51. Vamos determinar a equacdo da pardbola &2 com vértice V na origem, cujo foco é
F = (3,0). Temos p = d(V,F) = 3 e reta focal = eixo —OX. Como o foco F estd a direita do

vértice, temos que a diretriz é .2 : x = —3 e a equagio da pardbola é & : y* = 12x.

Exemplo 52. Um circulo C com centro no ponto C = (4,—1) passa pelo foco F da pardbola
2 . x* = —16y. Mostre que C é tangente 2 diretriz . de 2.

A reta focal da pardbola & € o eixo —OY, o vértice € a origem, e o foco estd abaixo da
diretriz. Entdo, F = (0,—4) e . : y = 4, pois 4p = 16. A equagio do circulo é C: (x —4)% +
(y+1)2 =% Sendo F = (0,—4) € C, temos r = 5. Logo .Z é tangente a C, pois d(C,.¥) =
d((4,-1),Z)=|—1—4|=5=raiodeC.

4

~Y

Figura 14 — Parabola & e circulo C

Exemplo 53. Vamos verificar se a equacio x> — 8y = 0 representa uma pardbola ou uma parabola

degenerada. Caso seja uma pardbola, vamos determinar seus principais elementos.
Como x> = 8y, a equacio representa uma pardbola, com

vértice: V = (0,0).

reta focal = eixo —OY : x = 0.

parametro: p = 2.

foco: F = (0,2), acima da diretriz.

diretriz: . : y = —2.

Conicas Degeneradas

Como se vé, a elipse, a hipérbole e a pardbola t€ém equagdes que serdo representadas na
forma Ax> + Bxy+Cy? + Dx+ Ey+ F = 0. Entretanto, nem toda equacio dessa forma, representa
uma das curvas ja citadas. Ha equacdes que representam uma tnica solu¢do, ou seja, um ponto;

ou ainda, um par de retas. Essas representacoes sao as conicas degeneradas, que se vera a seguir.

. Par de retas: o conjunto solu¢do de uma equagao do segundo grau que pode ser fatorada na forma
(alx—i—bly—i—cl)(azx—f—bzy—f—cz) =0,onde ay,az,b1,by,c1,cpsdoreaisea; #0ouby #0,a; #0
ou by # 0 representa um par de retas, podendo ser paralelas, concorrentes ou mesmo coincidentes.
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Exemplo 54. A equacgio x>+ 2xy +y> — 1 = 0 representa um par de retas paralelas, pois pode
ser fatorada como (x+y+1)(x+y—1) =0.

. Um ponto: o conjunto solu¢do de uma equagdo do segundo grau que pode ser escrito na forma
ki(x —x0)? + (y —y0)*> = 0 com kj # 0 e ko # 0 representa um ponto, pois s6 0 ponto (xo,yo)

satisfaz essa equacao.

Exemplo 55. A equacio x*> +y?> = 0 representa um ponto, o (0,0).

6.1 Reconhecimento de Conicas

Agora mostraremos como por meio de Teorema Espectral € possivel fazer o reconheci-

mento de conicas. Considere a equageral do segundo grau nas duas varidveis x e y.
ax® +bxy+cy? +dx+ey+f=0

onde a,b,c,d,e e f sdo numeros reais dados. E possivel mostrar que a equacdo acima representa
uma conica ou uma reta ou duas retas ou um ponto ou nenhum lugar geométrico em R2. Vejamos

alguns exemplos

Exemplo 56. Vejamos que lugar geométrico em R? cada uma das equagdes abaixo representa.

X2+ +1=0,

L2 +4y? =0,

. xr-9=0,

. 4x> 4+ 9y> —8x—36y+4 =0,

Y46y —8x+1=0

. Estd equagio representa nenhum lugar geométrico em R, pois:

{(x,y) € Rz;xz—}—yz—i—l =0} ={(x,y) € ]Rz;xz—}—y2 =—1}=0

. Esta equag@o representa a origem do plano cartesiano, pois:
233 +4y* =0
2 _

equivale a equacdo x*> = —2y?, que é verificada somente se x = y = 0;

. Esta equagio depresenta duas retas do R?.Mais precisamente, as retas x = 3 e x = —3;
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4. Esta equagdo representa uma elipse.De fato, (x,y) € R? tal que 4x? +9y? — 8x — 36y +4 = 0 que

€ equivalente a

4(x* —2x)+9(y* —4y) = —4
Completando os quadrados temos:
4(x—1)2+9(y—2)>=36

ou seja

1 0=

que € a equagdo reduzida da elipse de centro (1,2) e eixo maior e menor medindo 6 e 4

respectivamente.

y A

5. Esta equagio representa uma parabola. De fato, (x,y) € R? tal que y> + 6y — 8x+ 1 = 0.Que é

equivalente a:

(y? +6y) =8x—1

Completando os quadrados

(y+3)?=8(x+1)

que ¢ a equagdo reduzida da parabola de vértice (—1,—3) e pardmetro 2.
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Figura 16 — {(x,y) € R?: (y+3)> =8(x+ 1)}

Observamos que em todos os exemplos anteriores o termo xy, o chamado termo misto
da equacgdo ndo aparece. A técnica usualmente utilizada nestes casos € a técnica de completar
quadrados. Porém em equacdes em que o termo misto aparece, precisamos de uma algebra mais

avangada para reduzirmos a equagdo dada.

Exemplo 57. Vamos determinar o lugar geométrico em R? representado pela equagio:
2x% + 2xy + 2% 4+ 7V2x + 5V2y + 10 = 0?

Para respondermos a esta pergunta vamos usar o Teorema Espectral. Primeiramente a equacao

acima equivale a equagdo matricial.
() (33 () Gve 5va) (1) ()~ 0

Sendo A = L 2] Como A é uma matriz simétrica e pelo Teorema Espectral, A é
ortogonalmente diagonalizdvel.

Assim vamos encontrar os autovalores.

O polindmio caracteristico:

r—2 -1

det(tlh —A) = det
(th—A) (_1 o

) — (-2 - 1="—4+3=—1=3n=1

Agora os autovetores associados aos autovalores t € 1,

()
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1 1 1 -1 1
Assim os vetores | sendo x = — | unitdrios vi = | —, — | e o vetor unitdriov, = | —=, —
< V2 ) 1 (ﬂ V2 ) ’ <\/§ V2 )

sdo autovetores de #; e 1, respectivamente.

Assim 8 = {v{,v,} é uma base ortonormal de R? formada por autovetores de Tj4. Seja
P= [IRz]g onde o é a base candnica de R?. Chame D = P~!AP.

5~ 30
Temos:Pz(*( 1\/§>eD:< )
5V 01

Como A = PDP!,ji que P! = P!, segue que

(x y)P ((3) ?) P C) + (Ni 5\/§> <;C) + (10) - (0)

[\S)

Observamos que P’ <x> = [IRz]gva.
y

X

/
Chamaremos [v]g de ( /) . Substituindo na equacdo acima obtemos
y

S

2
1

(x’ y’> P ((3) ?) P (i;) + (7\/5 5@) <

ou seja

) ()0

2

S

3x'2 —|—y’2 +12¢' -2y +10=0

Com a mudanga da base canodnica o para a base 3, reduzimos a primeira equacio a ultima

equagdo, que ndo apresenta termos mistos x”'y’

Agora vamos reduzir a ultima equac¢io completando os quadrados
3x24+y? 4+ 120 =2y +10=0

equivale a equagao

3 4+2)2+ (Y —1)2=3

ou seja

! 2
W2 Oy
3
Portanto a primeira equacdo representa uma elipse. para esbocarmos o gafico dessa elipse,
precisamos considerar as novas coordenadas x’ € y. Assim nesse sistema de coordenadas, a
elipse tem centro (—2, 1), semi-eixo menor medindo 1 e semi-eixo maior medindo V/3, sendo

este semi-eixo paralelo ao eixo y'.
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A
; ;

L
e

IRy, v

N e
2 vz
3
R
/1 2
Figura 17 — Elipse (x' 42)% + v-1) =1

Exemplo 58. Considere a seguinte equagdo quadratica

x2—6xy—7y2+ 10x+2y+9=0.

A matriz associada a forma quadratica é

1 -3
A= .
-3 =7
Os autovalores #; e t, podem ser encontrados calculando as raizes do polindmio caracteristico,
que neste caso € dado por

t-1D)(+7B) = +6r—17T=—=1,=-8, 1

Agora os autovalores associados.

1 =3\ [x X x—y=—8x
HH=-8— = -8 <— —= X =ux,
-3 -7 y y
1 =3\ [x X xX—y=2 1
Hh=2— =2 <= — X=X, = .
-3 -7 \y y 3

—3x—Ty=2y
Portanto os autovetores s e r associados respectivamente a ¢ € t», sao dados por

el

Para x = 1, temos que os autovetores normalizados associados respectivamente a #1 € f, sao

V1= 3V/10 y V2 = Vo |-
10

=2.

10
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p

Assim B = {v;,v,} é uma base ortonormal de R? formada por autovetores de Tj. Seja P = [IR?],

onde o é a base candnica de R%. Chame A = P~ DP. Entdo:

A matriz P que diagonaliza A ortogonalmente é

-8 0
Sendo D = P~ AP, temos que D = ( 0 2> .ComoA =P 'DPe P ! =P temos

_ V10 3V10
I WECEIE e 9 [MECR

8v 10 14v/10
5 X+ 5 y+9=0

Com a mudanga da base candnica o para a base 3, reduzimos a primeira equacdo a tltima

— 82 +2y? +

equacio, que ndo apresenta termos mistos xy’.
”2 ”2 J— J—
—8x7° 42y =0 <=y = $4x.

Neste caso a conica € um par de retas. Como representado na figura 18.

’ _2; ~o
’ ’ ~
/ ’ LY
’ 4 S

Figura 18 — Hiperbole - % = 3x% — 4+/3xy — y> + 20y = 25.

Exemplo 59. Considere a seguinte equa¢ao quadratica

3x% —4v/3xy — y* + 20y = 25.
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A matriz associada a forma quadratica é

3 —2V3
e

Os autovalores #; e t, podem ser encontrados calculando as raizes do polindmio caracteristico,

que neste caso € dado por
(t=3)t+1)(—2V3)2 =r> -2t —15=1, = -3, 1, =5.

Agora os autovalores associados.

o T IS L —
y

2v3 -1 y —2V3x—y= -3y
3 —2V3)\ [x X 3x—2v/3y=5x V3
h=5=— =5 — — X=X, y=——X.
2v3 1 y y —23x—y=>5y 3

Portanto os autovetores s e r associados respectivamente a ¢ e t,, sao dados por

i)l

Para x = 1, temos que os autovetores normalizados associados respectivamente a f1 € f, sa0

1 V3
:M:[]

Assim B = {v1,v,} é uma base ortonormal de R? formada por autovetores de Tp. Seja P = [IRz]g

onde o é a base candnica de R2. Chame A = P~!DP. Entio A matriz P que diagonaliza A

;Y
2 2

Sendo D = P~!AP, temos que D = ( 0

(v v) (—03 2) (;’/):@ 20) <7 f) <;C:>+(—25>:0

— 322 4+5y2+10v3x — 10y —25=0

ortogonalmente é

0
5) .ComoA=P 'DPe P! =P temos

&NI'—‘

Com a mudanga da base candnica ¢ para a base 3, reduzimos a primeira equagio a tltima

equacdo, que ndo apresenta termos mistos xy’.

,72

B2y syt =S e -
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Neste caso a conica € uma hipérbole cuja a diretriz € paralela ao eixo x”. Como representado na

figura 19.
[
n !
J l
X, 5 k
’ (N
] X
[} ]
I U
I U
I 4 '
1 U
I 1
1 i
] II
]
I 3 !
I 1’
[}
’ /)
I
S
Sseo [ 2 /
~o Seo ! 1
S~el SO U h
~o ~o r\" ’
[RREN ~~~\¢’O 1{ /
‘s§~’l =~ ~ u
PSS ~<
! T~ ~ h >~
1 S~ S~
T
T <
-5 -4 -3 -2 -1 OO,’ 1. 7=2 3 4 5 6
h ' Vv S~al S~
) ¥, S~o Sso "
1. ~o s
' 1 - ~~
1 g S~o Seo
h ' S SO
, i S S~
1 ' ~o ~a
/ y S~o -
! -2 AR

Figura 19 — Par de retas: x> — 6xy — 7y*> + 10x +2y +9 = 0.

Exemplo 60. Considere a seguinte equagao quadratica
x2+2xy—|—y2+ —2x+2y+4+3=0.

A matriz associada a forma quadratica é
11
Os autovalores 71 e f; podem ser encontrados calculando as raizes do polindmio caracteristico,

que neste caso é dado por
t—1D)(t—-1)—1>=-2=1=2, t=0.

Agora os autovalores associados.
X+y=2x
— X=X, Yy=AX.

I 1)\ (x X
Hh=2= =2
1 1) \y y x+y=2y
I 1)\ (x X x+y=0
=0 = X=X, y=—X.
x+y=0

Hh=0—
I 1 y y
Portanto os autovetores s e r associados respectivamente a ¢ € t», sao dados por
X X
7 r=
X —X

rr =
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Para x = 1, temos que os autovetores normalizados associados respectivamente a ¢ € f, sao

L L

V2 V2
Assim 8 = {v|,v,} é uma base ortonormal de R? formada por autovetores de Tp. Seja P = [IRz]g
onde o é a base candnica de R2. Chame A = P~'DP. Entio A matriz P que diagonaliza A

1 1
p:<7ﬁ 7)
V2 2

2 0
Sendo D = P~ AP, temos que D = (O O) .ComoA =P 'DPe P! =P temos

ortogonalmente é

U
<xl y’) (2) 8 ;C/l/ :(-2 2> g _\/% ;/ +<3>:O

— 32 4+5y2+10V3x — 10y —25=0
Com a mudanga da base candnica o para a base 3, reduzimos a primeira equagio a tltima
equagdo, que ndo apresenta termos mistos xy'.
xnz

- :ynz : wa — \/Ey”‘

V2

Neste caso a conica € uma hipérbole cuja a diretriz € paralela ao eixo x”. Como representado na
figura 20.
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Figura 20 — Pardbola & : x> +2xy +y> —2x+2y+3 =0.
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CAPITULO

SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS

Neste capitulo, introduziremos o conceito de sistemas de equacdes diferenciais ordindrias
lineares e, utilizando os resultados de diagonalizacdo de operadores, exibiremos uma forma de
encontrar as solugdes de tais sistemas quando a matriz é diagonalizdvel. A bibliografia usada
para este capitulo pode ser encontrada em (LADEIRA L. A. C.; JUNIOR, 2011), (LADEIRA,
2004) e (BOYCE, 2002)

Primeiramente, vamos descrever o que € uma equacao diferencial ordinéria. Podemos
dizer, sem muito formalismo, que uma equacao diferencial é uma relacdo que envolve uma

"funcdo incognita"e suas derivadas ou diferenciais. Assim, sdo exemplos de equagdes diferenciais

e y(t) = f(t), onde y(t) = fl—);,

o J(1) +y(1) =0,

o M(x,y)dx+N(x,y)dy = 0.

Definicao 33. Uma equacdo diferencial ordindria (E.D.O.) € uma equacao diferencial na qual a

funcdo incégnita depende apenas de uma varidvel.

As equagdes do exemplo acima sdo equagdes diferenciais ordindrias. A ordem de uma
equacdo diferencial é a ordem da mais alta derivada da funcao incégnita. Uma solu¢do de uma
equacao diferencial € uma funcao definida num intervalo que, juntamente com suas derivadas,
satisfaz a equacgdo diferencial dada. for exemplo, a funcéo y(7) = sint é uma solucdo da E.D.O.

d”sint

2 +sint = —sint +sint = 0.

de segunda ordem y +y = 0, pois
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Um sistema de equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem pode, geralmente, ser

escrito sob a forma:

;

X1 :Fl(l,X1,X2,"' 7xn)

szFz(t,Xl,Xz,"' axn> (7 1)

\x.n - Fn(taxlax27 T 7xn>

Uma solu¢ao de um sistema de equacdes diferenciais em um intervalo J € constituida
por n fungdes x(¢),x,(¢),- -, x,(¢) tais que, cada uma destas func¢des sdo diferencidveis em J e

satisfazem o sistema (7.1) para todo t € J.

Sistemas de equacdes diferenciais ocorrem em muitas aplicagdes como circuitos elétricos,
mistura quimica de varios ingredientes, crescimento de duas ou mais populagdes interadas,

vibragdes de estruturas, etc.

Como exemplo, podemos citar o par de fungdes x| (1) = sint e x,(¢) = cost como solugdo

do sistema
xl = X2,
X) = —X].

Um problema de valor inicial (PVI) para uma equagao diferencial ordindria pode ser

colocado da seguinte maneira:

(7.2)
¥(t0) = yo
Um PVI para um sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem € dado por:
(
X) = Fy(t,x1,%2, "+ ,%n)
Xy = FZ(taxl 3 X2y 7xn)
(7.3)

xn :Fn(t,X1,X2,‘ o 7xn)

\x1(l0) =1, x2(t0) = 29, -+, xu(t0) = x0

onde x?,xg, e ,xg € R sdo as condi¢des iniciais do sistema.

Existem questdes fundamentais a serem respondidas referentes a um PVI de uma equacao

diferencial ordindria e, consequentemente, a um sistema de equacdes diferenciais ordindrias com
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condi¢des iniciais, como, por exemplo, se a equacdo tem solugdo e, se esse € o caso, se a solugdo

encontrada € unica.

Vamos observar alguns exemplos.

Exemplo 61. Seja f : [a,b] — R uma fun¢io continua. Pelo Teorema Fundamental do Célculo
temos que a funcio F(¢) = [! f(s)ds, com a <t < b e F(a) = 0 é uma primitiva para a fungio f

e assim, F(¢) é uma solugdo do problema de valor inicial

Este PVI possui uma solugio, mas surge a pergunta, F (¢) é a tinica solucdo para este PVI?
Neste caso a resposta é positiva, pois, se G(¢) for uma outra solugéo, temos que G'(r) = f(t) =
F'(t) e isso implica que (F — G)'(t) = 0, ou seja, (F — G)(t) =constante. Mas, (F — G)(a) =
F(a)—G(a) =0—0=0. Portanto, G(t) = F(¢) para todo 7 € [a,b].

Exemplo 62. No entanto, hd problemas de valor inicial que possuem mais de uma solucao. O

problema de valor inicial

nao tém unicidade de solucdes, pois y; = 0 € uma solucdo e

£1<0
204",
—L.1<0

também € solucao. Portanto, temos duas solu¢des para o problema.

Para respondermos se um PVI tem solucdo, podemos utilizar o Método de Picard. Para

entendermos o método, consideramos o PVI

y(t) = f(t,y)
y(to) = Yo

onde f é uma funcio definida num aberto A de R?. Suponhamos que f(z,x) seja uma fungéo
continua em (#,x) e continuamente derivavel em x. Obsevamos que y(z) é solugio do PVI se, e

somente se, y(¢) é solugdo da equacdo integral

y(t) =yo+ tt f(s,y(s))ds.

Considere agora a sequéncia y,(t), dada da seguinte forma:
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yo(t) =yo
yi(t) =yo+ /ttf(s,yo(S))ds,

w0 =yot [ fls.y1(s))ds,

To

W@=m+17@hlwws

As fungdes y,(t) sdo chamadas iteradas de Picard. Pode-se mostrar que y, (1) — y(t),
quando n — o, para ¢t num intervalo conveniente. A fung@o limite y(z) serd a solugdo do PVI.

Este processo € conhecido por Método de Picard.
Para exemplificar o método, vamos considerar o PVI
y=y
y(0)=1.

Observamos que, neste caso, f(¢,y) =y, to = 0 e yo = 1. A equagdo integral equivalente
ao PVI dado é:

() =1+ /0 ' (s)ds

Considerando, inicialmente, yo(¢) = 1, obtemos, pelo processo de interagdo a préxima
fungdo, y; (1) = 1+ fj 1ds = 1 +1. Usando y; (¢) no integrando, encontramos a préxima fungdo,
() =1+ [{yi(s)ds =1+ [((1+s)ds =1+1+ ’2—2, Continuando o processo, obtemos:

! t 52 RIS
y3(t):1+/y2(s)ds:l+/(1+s+—)ds:l+t+—+—
0 0 2! 21 3!
! ! 52 st1 12 "
Yn(t):1+/0yn—l(S)dSZI—I—/O(l—f—s—f—i—f—"'—f—m)dsz1+l+5+"'+ﬁ

Como ¢ =lim,, o (1+17+ ’2—2, +et ;—n,) = lim, .y, (2), vemos que as iteradas de Picard,

yn(t), convergem para a fungdo y(¢) = €', que é solugido do PVI dado.

Observacao 5. Pode acontecer de a solu¢cdo de um PVI ndo estar definida para todo ¢ € R.
Por exemplo, a fungio y(¢) = tan(t + /4) é solugiio de y = 1 +y%,y(0) = 1, mas est4 definida
somente no intervalo (=%, Z).

Por este fato, ndo podemos esperar que as iteradas de Picard convirjam para todo ¢. Para
sabermos onde as iteradas de Picard convergem, tentamos encontrar um intervalo no qual todas
as y,(t) sdo uniformemente limitadas, isto é, para quais valores de 7 existe uma constante k > 0

tal que |y,(7)| <k paratodo ¢ € (a,b). Este é o contetido do préximo lema.
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Lema 2. Sejam a,b € R e consideremos o retangulo
R=A(t,y)/to <t <t,+ae |y—yo| <b}.

Defina M = max{|f(t,y)|,(t,y) € R} e a = min{a, Z}. Entdo: |y,(t) — yo| < M|t — 19|, para
hh<t<ri+ao.

O préximo teorema nos apresenta as condigdes para a existéncia e unicidade de solugdes
para o PVI (7.2).

Teorema 19. (Existéncia e Unicidade Local). Suponha que f e g—f; sejam funcdes continuas no

retangulo R e suponha ainda que M e & sdo considerados como no lema anterior. Entdo o PVI

y :f(tay)
y(to) = yo

possui uma e somente uma solugdo y(¢) no intervalo o <t < fy+ Q.

Exemplo 63. Consideramos a equagdo y = y> + cost? com y(0) = 0. As funcgdes f(t,y) =
y? +cost? e %(t,y) = 2y, sdo continuas em todo R? e se M = max{|f(t,y)|,(t,y) € R} =

max{|y* +cost?|,|[y| <be 0 <t < a} = b>+ 1, vemos, pelo teorema (19), que y(t) existe para
b

"2+

e este por sua vez atinge valor maximo % logo o = % Portanto, a

0<t<a,emque a=min{a }. Como, a priori, podemos tomar qualquer valor de a, temos

< b
que o valor o sera o
soluc@o y(t) existe e € tinica para 0 <r < %

Se cada uma das fungdes Fy,- -, F,, em (7.3) for linear em xy, - - - ,x,, entdo dizemos que
o sistema de equacgdes diferenciais € linear. O sistema mais geral de n equagdes lineares de 1?

ordem possui a forma:

X1 =ay(t)x1+ - +ai(t)x, +&1(1)
: (7.4)

Se g;(t) = 0 para todo 1 < j < n, entdo dizemos que o sistema de equacdes diferen-

ciais lineares acima € homogéneo. Caso contrario, ele € ndo homogéneo. Para simplificar a

representacao do sistema, usaremos a notagao matricial

an(l) aln(t) gl(l‘) X](t)
Alt) = P g =1 ex(t)=1|
ant(t) -+ am(?) gn(t) X (1)
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Assim, o sistema (7.4) pode ser expresso na forma compacta

i=A()x+g(1) (1.5)

onde x = (xq,- -+ ,x,)".

Nosso principal objetivo neste capitulo € utilizar os resultados obtidos sobre diagonaliza-
¢do de operadores para encontrar as solugdes do sistema (7.4) quando A(t) =A e g;(t) =0, para

j=1,...,n. Paraisso, vamos descrever a teoria necessaria para descrevermos essas solucoes.

Teorema 20. (Existéncia e Unicidade de Solugdes para Sistemas). Suponha que as fungdes a;;(7)
e gi(t), 1 <i,j < n, sejam continuas num intervalo J. Entdo dados 7y € J e xog € R", existe uma
tinica solug@o x(¢) de (7.5), definida em J, tal que x(t) = xo.

Proposi¢ao 30. Se u(t) = (xl (1), - ,xL(¢)) e v(t) = (x3(t), - ,x2()) sdo solugdes do sistema
homogéneo x = A(¢)x, entdo qualquer combinag@o linear cju(r) 4+ cov(t), em que ¢ e ¢; sdo
constantes arbitrarias, também € solu¢do do sistema linear homogéneo. Ou seja, o conjunto S de

todas as solugdes do sistema linear homogéneo é um espago vetorial.

Teorema 21. Sejam x'(z),---,x*(¢), solugdes do sistema linear homogéneo X = A(t)x e seja
to € J. Entdo x!(¢),-- -, x*(¢) sdo solucdes linearmente independentes se, e somente se, 0s vetores

x!(t9),- - ,x(to) sdo linearmente independentes em R”.

Demonstragdo. Suponhamos que x'(1),---, x*(¢) sejam linearmente dependentes. Entdo, exis-

tem constantes ¢y, - - - , ¢ ndo todas nulas, tais que c1x' (t) + - 4 cpx*(¢) = 0, para todo t € J.

Logo, c1x'(t9) + - - - + cxx(to) = 0, com constantes cy,-- -, cx ndo todas nulas. Portanto,

x!(t9),- - ,x(to) sdo linearmente dependentes em R”.

Reciprocamente, suponhamos que x!(zg), - - ,x*(to) sejam linearmente dependentes em
R”. Entdo, existem constantes cy, - - , ¢ nio todas nulas, tais que c1x! (o) + - - - + cx*(t9) = 0.
Temos que a funcio u(t) = cix'(¢) +--- + cxx*(t).em que cy,--- ¢ sdo as constantes dadas
acima, satisfaz o sistema linear homogéneo, pois é uma combinacdo linear de solucdes. Além
disso, u(ty) = 0. Portanto, pelo Teorema (19), u(¢) = 0 para todo ¢. Logo, x'(¢),--- ,x*(t) sdo

solugdes linearmente dependentes. []

Teorema 22. A dimensdo do espaco S de todas as solugdes do sistema linear homogéneo
Xx=A(t)xén.

Demonstragdo. Vamos mostrar que sistema linear homogéneo possui n solucdes linearmente in-

dependentes. Para isto, consideremos os vetores do R”, e; = (1,0,0,...,0)", e, = (0,1,0,...,0)’
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yors ey =1(0,0,0,...,1) e 0s PVI’s

x=A(t)x
_ (7.6)
xl(l‘()) =ei=1,---,net, el

Pelo Teorema (20), temos que cada PVI possui uma tnica solugio x'(¢). Como 0s
vetores ey, - - - , e, sio linearmente independentes em R”, segue que x!(¢),---,x"(¢) sdo solucdes
linearmente independentes do sistema de equacdes diferenciais linear homogéneo. Resta mostrar

que qualquer solugio deste sistema pode ser escrita como combinagio linear de x!(¢),--- ,x"(¢).

Seja x(¢) uma solugdo do sistema de equacdes diferenciais linear homogéneo tal que
x(tg) = (c1,--+,c,)". Com estas constantes c1,--- ,c,, construimos a fungio u(t) = c1x'(t) +
-+« 4 ¢, x"(t). Temos que u(t) satisfaz o sistema linear homogéneo pois é combinacio linear de

solucdes e além disso
u(ty) = clxl(to) + - epx(to) = crer +caea + -+ epen = (c1,¢2,. .. cn)t = x(1o).
Novamente, pelo Teorema (19), u = x. Portanto,

x(t) = c1x (t) 4 enX(t)

]

Observacao 6. O teorema anterior diz que se conhecermos 7 solugdes linearmente independentes
x!(t),--- ,x(t) do sistema linear homogéneo, entio toda solucdo deste sistema serd da forma
x(t) = c1x'(t) 4 - - - +c,x"(¢). Por esta razdio, esta expressdo é chamada solucio geral do sistema

linear homogéneo.

Defini¢cdo 34. Dizemos que uma matriz n X n, X (¢) é matriz solu¢io do sistema x = A(f)x, se

cada coluna de X () é solugdo do sistema.

L0 10
Exemplo 64. Temos que X (¢) = < Z o ) ¢ uma matriz solucdo de x = < 0 2 ) X, pois
e
et
xl(t) = ex?(t) = ,, | 880 solugdes do sistema.

e

Definicao 35. Dizemos que uma matriz n X n, X (¢) é matriz fundamental (M.F.) para o sistema
x =A(t)x se X(t) é uma matriz solugio e det X (t) # 0 para todo ¢ no intervalo de existéncia. Ou

seja, suas colunas sdo solugdes linearmente independentes de x = A(7)x.

0 ¢
vimos acima, ela é matriz solucdo e além disso detX (t) = e¥ # 0 para todo .

) e 0\, _ 10 ,
No exemplo anterior X (t) = ¢ uma M.F. de x = 0 2 X pois, como

Teorema 23. Se X () é uma M.F. do sistema linear homogéneo, entdo a solucdo geral serd dada

por x(t) = X (t)c, em que ¢ = (cy,...,cp)".
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Com o auxilio do préximo resultado:

Lema 3. Se X(¢) é uma matriz solugdo do sistema linear homogéneo em algum intervalo J e se

to € J, entdo

detX (1) = det X (10) exp( / (rA(s)ds)

To

onde trA(s) = soma dos elementos da diagonal principal de A(s).

podemos provar o seguinte teorema:

Teorema 24. Seja X (7) uma matriz solucdo do sistema de equacdes diferenciais linear homogé-

neo em J. X(r) é MLF. se, e somente se, detX (fg) # O para algum o € J.

Vamos considerar o sistema x = Ax, onde A = (a;;),i,j = 1,2,--- ,n é uma matriz
constante e a partir da teoria descrita anteriormente vamos construir a solu¢do geral do sistema.

Ay, em que o nimero A e o vetor

Para tanto, vamos procurar por solugdes da forma x(7) = e
constante v = (vi,v2,---,v,)" ndo nulo devem ser determinados. Substituindo a solu¢do no

sistema, obtemos Ae*'v = AeMy ou, equivalentemente, Ay = Av.

Logo, temos uma solucéo de x = Ax se, e somente se, A € um autovalor de A e v é um
autovetor associado a A. A natureza dos autovalores e autovetores associados determinam a

natureza da solu¢do do sistema.

Proposicdo 31. Seja A uma matriz quadrada n X n e sejam A;,...,A, os autovalores de A,
reais e distintos, com vy, Vs, ...V, autovetores associados a esses autovalores. Se os autovetores
forem linearmente independentes, entdo as solugdes x! (1) = eM'vy,... X" (1) = eM'v, sdo solucdes

linearmente independentes de x = Ax.

Demonstragdo. S6 precisamos mostrar que as solugdes sao linearmente independentes e, para
isso, vemos que, calculadas em 7y = 0, temos os vetores vy,...,V, que sdo linearmente indepen-

dentes e usamos o teorema anterior. O]

Teorema 25. Se A € M, for simétrica, entdo a solucdo geral do sistema linear homogéneo
X = Ax é dada por x(¢) = c1eMOy 4+ 4+ cpe?ity,, onde A1, s ..., A, sdo os autovalores de
A (ndo necessariamente distintos) e v,Vvs,...,V, sdo os autovetores de A associados aos seus

respectivos autovalores.

Demonstragdo. De fato, A sendo simétrica, todos os autovalores serdo reais €, mesmo que sejam
repetidos, haverd uma base ortonormal de autovetores associados a esses autovalores, ou sejam,
os autovetores serdo linearmente independentes e a solugdo geral do sistema serd dada como

Ai(t)

combinacao linear das fung¢des e”\")v;, parai=1,...,n.

]
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011
Exemplo 65. Vamos considerar o sistema x = 1 0 1 |=x, onde, obviamente, A é simétrica.
1 10
Os autovalores da matriz sdo, calculando det(A —AI) =0, A} =2 e A, = —1, com multiplicidade
1
algébrica igual a 2. O autovetor associado ao autovalor A; é vi = | 1 | e os autovetores
1
1 0
associados ao autovalor A, sdo vy = 0 evy = 1
—1 —1

Portanto, a solu¢do geral do sistema é dada por

1 1 0
x)=c1| 1 |H+e| 0 |e'+e 1 |e!
1 —1 —1

Vamos, agora, olhar para as solu¢des dos sistema X = Ax utilizando a matriz fundamental,
fazendo uma associa¢@o com as solugdes da equagdo x = ax, com x(0) = xo, dadas por x(1) =

xpe™.

Para isso, consideramos a matriz solugio ®(¢) do sistema x = Ax com x(0) = x°, obtida

como no teorema (22) considerando ®(0) = 1.

Comparando a equagéo com o sistema, podemos sugerir que tal matriz ®(¢) tenha carater

exponencial.

Podemos verificar que ®(¢) = ¢, one A é a matriz do sistema. Tem-se vdrias considera-
¢Bes a fazer sobre essa afirmacio. Primeiro, qual o significado de e4’? Definimos ¢’ da seguinte

forma:

> A"
n!

N =1+
n=1
E possivel mostrar que cada elemento dessa soma de matrizes converge para todo ¢
quando 7 — oo e mais, que ¢ satisfaz a equagio x = Ax , com x(0) = I e, pela unicidade de
solugdes ®(¢) = eA’. Mais ainda, & possivel mostrar que essa funcdo matricial tem as mesmas

propriedades "convenientes"que tem a fun¢do exponencial real.

Quando a matriz A € diagonalizavel, o célculo desta exponencial € relativamente mais
simples. A ideia que estd por trds disso € transformar o sistema X = Ax em um sistema y = Dy,

onde D € diagonal e, dessa forma, as n equacdes que aparecem no sistema sao desacopladas.

Se A for diagonalizdvel, o que € o caso quando A € simétrica, temos que existe uma base

de autovetores associados aos autovalores de A tal que D = P~'AP. onde P é formada pelos
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autovetores e D € diagonal, contendo em sua diagonal principal os autovaloes de A. Desta forma,

se definirmos x = Py, temos
Py =APy

y=(P"'AP)y = Dy. (7.7)

Uma matriz fundamental para o sistema (7.7) é a matriz diagonal

M o0 .0
0 oMt 0
Ll — .
0 0 et

Logo, uma matriz fundamental para o sistema X = Ax é dada por

d(r) = Pe.

Desta forma, podemos observar que resolver um sistema de equagdes diferenciais com

essas condicdes e diagonalizar uma matriz estao estritamente relacionados.

Vamos fazer um exemplo para descrever todo esse processo.

Exemplo 66. Consideramos o sistema x = Ax, do exemplo (65), que ja apresentamos a solugao

geral, mas vamos utilizar a matriz exponencial para resolvé-lo. Obviamente, A é diagonalizavel,

2 0 0 1 1 0
pois é simétrica e temos D = P~ !AP,ondeD=| 0 -1 0 |[.P=| 1 0 1 e
0 0 -1 1 -1 -1
11 1
pi=1l 2 -1 -1
-1 2 -1
Observamos que
220 0 220 0 2" 0
D= 0 (-1)2 0 D=1 0 (-1 o0 D=1 0 (=1)"
0 0 (=172 0o 0 (=13 0 0
c,
_ 2" 0 0 e 0 0
eD’:I-l-Z% 0 (=1)" 0 =1 0 " 0
T\ o 0 (=1r)" 0 0 e

Portanto, a solugdo serd dada por
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1 1 0 A0 0 e et 0
=1 0 1 0 e 0 [=]e 0o et |,
1 -1 —1 0 0 et el —e! et

conforme foi também demonstrado no exemplo (65).
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CAPITULO

CONCLUSAO

O dominio dos conceitos matematicos, das demonstragdes, das definigdes € importante
para a constru¢ao de novos conceitos e isso permite ao estudante a validacdo de intui¢des na

constru¢do de técnicas aplicadas em diversas situagdes.

A Matemdtica, diante disso, tem um papel importante no Ensino Médio, pois cabe a
ela a apresentacdo de novas informagdes e instrumentos que deem condi¢des ao estudante de

continuar aprendendo.
Entende-se a importancia do estudo das matrizes, determinantes e sistemas lineares.

No entanto, os conhecimentos adquiridos pelos alunos ficam limitados em sua maioria a

calculos abstratos.

Portanto, a perspectiva € que o trabalho aqui apresentado seja usado para futuras aplica-
¢oes no ultimo ano do Ensino Médio no estudo das conicas. Isso representard um ganho para os
alunos uma vez que serdo recordados conceitos de matrizes, determinantes e sistemas lineares no
enfoque da geometria analitica. Além disso, buscar técnicas para a identificacido de conicas de
modo geral aumenta a quantidade de contetdos adquiridos pelos alunos, possibilitando, assim,
uma visdo geral do contetido de conicas que, sem divida, aumentardo seus conhecimentos de

Matematica de um modo geral.
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