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RESUMO

O ensino das disciplinas da drea das Ciéncias Exatas sempre foi um problema na Educacdo
Baésica. Os contetidos de Matemadtica e Fisica sempre refletiram, individualmente, baixos indi-
ces de aprendizagem, muitas vezes com resultados abaixo da média, principalmente no Ensino
Meédio. Isso interfere na escolha dos alunos egressos do Ensino Médio pelos cursos voltados
para as Ciéncias Exatas no Ensino Superior. Embora facam parte da mesma drea, a aplicagdo
dos conhecimentos advindos da Matematica no ensino de Fisica, ainda representa um problema
para estudantes e docentes. Assim, pesquisar e desenvolver novas ferramentas que visem me-
lhorar o aprendizado dos alunos e que tornem as aulas dessas disciplinas mais atrativas € um
desafio. Este estudo propde a utilizacdo do programa computacional Maxima por possuir uma
demonstracdo visual das teorias envolvendo os contetdos de Matemadtica e Fisica na 1* série do
Ensino Médio, propiciando desta forma, melhorar os indices de aproveitamento através de uma
modalidade interdisciplinar. O emprego do programa neste estudo tende a tornar as aulas de Ma-
tematica e Fisica mais atrativas, e, as salas de aulas tornam-se verdadeiros laboratorios onde,
de maneira interdisciplinar, professores e alunos possam visualizar a materializacio da teoria
envolvendo as duas disciplinas como uma ferramenta eficaz na melhoria do ensino-aprendizado
de Matemdtica e Fisica.

Palavras-chave: Matematica, fisica, interdisciplinar



ABSTRACT

The teaching subjects in the area of Exact Sciences has always been a problem in Basic Edu-
cation. The contents of Mathematics and Physics have always reflected individually, low levels
of learning, often with below average results, especially in high school. This influences the
choice of graduating high school students for courses for the Exact Sciences in Higher Educa-
tion. Although part of the same area, the application of knowledge from Mathematics to Physics
teaching, still poses a problem for students and teachers. Thus, research and develop new tools
to improve student learning and to make lessons more attractive these disciplines is a challenge.
This study proposes the use of the computer program Maxima by having a visual demonstra-
tion of the theories involving the contents of Mathematics and Physics in the 1st grade of high
school, providing thus improve utilization rates through an interdisciplinary mode. The use of
the program in this study tends to make the lessons more attractive Mathematics and Physics,
and classrooms become real laboratories where, in an interdisciplinary way, teachers and stu-
dents can see the materialization of the theory involving the two disciplines as a effective tool
in improving the teaching and learning of Mathematics and Physics.

Keywords: Mathematics, physics, interdisciplinary
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1 INTRODUCAO

O ensino de Matemdtica e Fisica sempre foi um desafio para os educadores e uma difi-
culdade para os estudantes do Ensino Médio. As teorias educacionais em seus varios processos
evolutivos demonstraram que a subjetividade entre a teoria e a pratica na sala de aula sempre
foram dificultadores do aprendizado.

A partir da vivéncia deste pesquisador como professor de Matematica e Fisica no En-
sino Médio na rede oficial do Estado do Tocantins, bem como considerando-se o baixo interesse
demonstrado pelos cursos da drea das Ciéncias Exatas, despertou o interesse em fazer com que
as aulas destas disciplinas consideradas criticas para o desenvolvimento dos estudantes se tor-
nassem mais atrativas.

Correntes de pensamento defendem que a visualiza¢do é uma ferramenta que ajuda a
diminuir as dificuldades encontradas durante as aulas no ensino médio, assim, as explicacdes
dos professores serdo muito mais eficientes se utilizarem algumas ferramentas que permitam
visualizar, na prética, os assuntos discutidos pelas teorias; com isso, este estudo propde a apli-
cacdo de um programa que permita a projecao visual de imagens e graficos que facilitem a
compreensao do ensino de Matematica e de Fisica, além de tornar as aulas mais atraentes.

Em relacdo a organizacdo do curriculo as Orienta¢des Curriculares para o Ensino Mé-
dio, pagina 90, “O curriculo do ensino médio deve buscar a integracdo dos conhecimentos,
especialmente pelo trabalho interdisciplinar. Neste, fazem-se necessdrios a cooperagdo e o
compartilhamento de tarefas, atitudes ainda pouco presentes nos trabalhos escolares.” Assim,
propde-se a integracao dos contetdos nas aulas de Matematica e Fisica na 1* série do Ensino
Médio usando o software Maxima como facilitador da apreendizagem, porém, a sua aplica¢ao
pode ser direcionada para todos os niveis de escolaridade como uma ferramenta que coloque a
tecnologia a servico da melhoria do ensino aprendizado.

A execucdo do programa prevé que os conteidos de Matematica e Fisica possam ser
trabalhados em conjunto, de forma a promover a interdisciplinaridade e contribuir assim com a
melhoria dos indices de aprendizado nas disciplinas em questao.

A proposta tem por finalidade relacionar as disciplinas de Matemdtica e Fisica de forma

que o aluno possa compreender de maneira significativa os conteidos, e assim dar uma impor-



tancia maior as duas disciplinas, bem como a aplicacdo da Matematica no estudo da Fisica, em
especial o estudo das funcdes, das taxas de variacdo e da soma de Riemann.

Portanto, o objetivo geral desta proposta é promover a interdisciplinaridade das disci-
plinas de Matematica e Fisica no 1° ano do Ensino Médio com relacao aos contetdos de fungao

e cinemdtica escalar, movimentos retilineo, e tem como objetivos especificos os seguintes:

Propor a aplicacdo do programa Maxima durante as aulas de Matematica e Fisica com o

intuito de facilitar a aprendizagem do aluno promovendo a interdisciplinaridade;
* Mostrar ao aluno a aplicag¢do dos contetidos de Matematica na Fisica;

* Fazer um paralelo entre as funcdes afim, quadratica, exponencial e logaritmica com as
fungdes hordrias do movimento uniforme, do movimento uniformemente variado e do

movimento variado;

* Inserir nas aulas de Matemitica o conceito de velocidade instantanea e aceleracio instan-

tanea a partir do conhecimento de taxa de variacao;

* Abordar de forma interdisciplinar os conceitos de fun¢ao Afim, fun¢do Quadratica, fun-

¢do Logaritmica e fun¢do Exponencial;
* Mostrar ao aluno que a drea de uma figura pode representar uma grandeza;

* Calcular as dreas de uma regido por conceito de somatério de dreas de formas conhecidas,

soma de Riemann.

Espera-se que a aplicagcdo da atividade ocorra durante as aulas de fun¢des no 1° ano
do Ensino Médio, de forma que o aluno veja simultaneamente o conceito matematico e a apli-
cacdo em Fisica, sendo trabalhado na explicacao do conteido e ndo somente com exercicios
contextualizados, como aparece no livro didatico adotado pelas institui¢des de ensino, desta
forma, quando da resolucao de tais exercicios os alunos terdo um embasamento do conteudo,
estimulando-os a uma aprendizagem sdlida.

Como se espera que a atividade seja em conjunto com a aplicagc@o do contetudo, os pré-
requisitos necessarios para o desenvolvimento da proposta sdo os mesmos de funcdo, e, além
disso, o conhecimento de calculo de areas e taxa de variacao.

Na aplicacdo usa-se o software Maxima com o intuito da visualiza¢gdo do comporta-
mento das funcdes, do célculo da taxa de variacdo e do cdlculo da drea limitada pelas curvas,
e, dos recursos utilizados normalmente pelo professor na sua prética didatica. A escolha do
Maxima foi por ser um software livre que oferece diversos ambientes matematicos que poderao
ser explorados posteriormente pelos alunos e professores do Ensino Médio, bem como o desen-
volvimento de novos programas que facilitem o ensino-aprendizado.

Segundo os PCN+ Ensino Médio, pagina 31.



A articulagdo interdisciplinar, promovida por um aprendizado com contexto, ndo deve
ser vista como um produto suplementar a ser oferecido eventualmente se der tempo,
porque sem ela o conhecimento desenvolvido pelo aluno estard fragmentado e serad
ineficaz.

Daf espera-se que as atividades sejam ministradas naturalmente como uma aula, dei-
xando os alunos sem a expectativa de algo novo, sem ansiedade. No decorrer da apresenta-
cdo dos contetidos sobre funcdes, o professor de Matematica pode inserir 0os conceitos novos
relacionando-os com os j& apresentados pelo professor de Fisica nas suas aulas sobre o con-
teido de cinemadtica escalar e fixar através das atividades de aplicacdo.

As dificuldades esperadas pela aplicacao da proposta estdo relacionadas com o trabalho
em conjunto dos professores e com a preparagao dos contetidos de forma a serem trabalhados
simultaneamente, a preparacio para responder a diversas perguntas que nao estardo ligadas so-
mente com o contetido de Matematica, pois, quando um contetddo de Fisica é apresentado nas
aulas de Matemadtica, espera-se que aparecam questionamentos sobre a aplicacdo da Matema-
tica em outras disciplinas e/ou outras dreas de conhecimentos. Os alunos poderdo, no inicio,
ter dificuldade por estarem trabalhando os conceitos de ambas as disciplinas a0 mesmo tempo

e pelas novidades das aulas.



2 FUNCAO AFIM

Segundo LIMA (2003, p.87), “Uma funcdo f : R — R chama-se afim quando existem
constantes a,b € R tais que f(x) = ax+ b para todo x € R. Sendo a denominada de taxa de
variagdo da fun¢do e b de termo independente ou coeficiente linear.”

f(x)=—-2x+3emquea=—2eb=3

Nos teoremas de caracteriza¢io enuciados a seguir sao utilizados conceitos de injeti-
vidade, monotonicidade e continuidade de func¢des. Defini¢des precisa de tais conceitos sdao
encontradas em LIMA (2003).

A caracterizacdo é a maneira que pode definir se o0 modelo matemaético a ser adotado

em uma determinada situagdo € a funcdo afim.

Teorema 2.1. Seja f : R — R uma funcdo mondtona injetiva (f é crescente ou decrescente em
seu dominio). Se o acréscimo f(x+h)— f(x) = @(h) depende apenas de h, mas ndo de x, entdo

€ uma fungdo afim.

Casos particulares da funcdo afim:

Fungdo constante f : R — R ¢ a fun¢do de lei de formacdo dada por f(x) = b, com
beR.

f(x)=T7emquea=0eb=7

Uma fungdo f: R — R € dita linear se tem lei de formagdo dada por f(x) = ax, com
ac€Rea#0. A fungio linear definida por f(x) = x, com a = 1, é denominada funcgdo
identidade. A func¢do linear é o modelo matemaético para os problemas de proporcionalidade.

f(x)=3xemquea=3.

Seja a fungdo afim f(x) =ax+b, f:R—>R:

1. Sea >0 f é crescente
2. Sea <0 f é decrescente

3. Se a =0 como visto f € uma funcdo constante.



O crescimento e decrescimento da fun¢do afim depende do valor de a, denominado taxa
de crescimento ou taxa de variacdo. Como a fun¢do afim € monétona injetiva ou estritamente
mondtona, f é crescente ou f é decrescente em todo o seu dominio, sua imagem é Im(f) = R.

O grifico da fungdo afim f(x) = ax+b, f : R — R, é uma reta inclinada. Para de-
monstrar isto basta mostrar que trés pontos distintos quaisquer, A(xy,a.x; + b), B(xy,a.x; + b)
e C(x3,a.x3 + b) desse grifico sdo colineares.

No grafico da funcdo afim o coeficiente linear, b, € o ponto onde o gréfico intersecta
o eixo 0Y e a no grafico é denominado inclina¢io ou coeficiente angular da reta em relagcdo ao

eixo 0X, conforme as figuras 1 e 2.

5 5
4t 4t
3t 3t
o~ 2F . 27
% g
0} 0
-1 -1
2 2
3 2 -1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
X X
Figura 1: Funcao afim, a>0 Figura 2: Funcao afim, a<0

O grifico da fungdo constante f(x) = b é uma reta paralela ao eixo 0X, ou seja ho-
rizontal. Para todo valor de x a funcdo € igual a b, que pode ser observado nas figuras 3 e

4.

Figura 3: Funcao constante, b>0 Figura 4: Funcao constante, b<0

O grifico da fung@o linear f(x) = ax é uma reta inclinada que intersecta o eixo 0X e
0Y no mesmo ponto, a origem do plano cartesiano. Como a funcao linear é uma fungdo impar,

f(x) = —f(—x), seu gréfico é simétrico em relac@o a origem, que é representado das figuras 5
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Como um dos objetivos € compreender o comportamento geral da funcdo afim, o pro-
grama abaixo tem esta finalidade, permitindo ao estudante a indentificacdo da influéncia dos
coeficientes da fun¢ao na construgao de seu grafico, para isto basta substituir os valores dos co-
eficientes a e b . O professor podera acompanhar estas substituicdes de modo que os estudantes
facam as mudancas convenientes, a > 0,a <0,a=0,b > 0,b <0e b =0, e também pedir para
aumentar em moédulo os valores dos coeficientes, depois fixar com 0s mesmos os resultados

obtidos, conforme a figura 7.

W wxMaxima 12.01.0 [ Fungdo Afimawxm™ ]

Arquive  Editar Cell Maxima Equagdes Algebra Calcule  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda

D@@ eSxIXDOlael>o | @

P o(2i1) a:2s =
b:3§%
d:-b/a$

wxplotZd (a*x+b, [x,-5,5], [¥,b-5,b+53]);
plot2d: some values were clipped.
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6 |
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(%04)

Bem-vindo ac wxMaxima Pronto para entrada de usudrio

Figura 7: Comportamento da funcio Afim



2.1 TAXA DE VARIACAO

Segundo FLEMMING (2006), o acréscimo ou incremento da varidvel independente x,

denotado por Ax, quando x varia de x| a x; é a diferenca:
Ax = X2 — X1 (1)

Considera-se ao logo deste trabalho que o incremento da varidvel independente € dife-
rente de zero. A variacdo de x origina uma correspondente variagcdo de y, denotada Ay, chamada

de acréscimo ou incremento da varidvel dependente y, dada por:

Ay = f(x2) — f(x1) = f(Ax+x1) — f(x1) (2

A razdo entre o acréscimo de y e o acréscimo de x é denominada taxa de variacdo ou

taxa incremental em relagdo a varidvel x, T(x), como segue:

T(x):i_z:f(m—i—xAli_f(xl) (3)

Dada a fungdo afim f : R — R definida por f(x) = ax+ b, pode-se definir sua taxa de

variacao:
g = FAER) ) _ (eleim) +h - anth) "

Mostrando que a taxa de variacdo de uma func¢do afim € a inclina¢io ou coeficiente

angular de seu grafico, ou ainda uma func¢do constante.

2.2 SOMA DE RIEMANN

Desde a antiguidade os matematicos preocuparam-se em resolver problemas de cdlculo
de dreas de regides planas. A técnica utilizada era o método da exaustdo, que consiste em
aproximar a regido por meio de outras, cuja drea é conhecida. Dai, pode-se encontrar a drea
aproximada de qualquer forma geométrica plana a partir do conhecimento dos calculos de dreas

da geometria plana. Areas das regides, como o da figura 8 pode ser calculada com esta técnica:
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A —
250 | discrete2 ——

77
200 | =1 |
150 |
100 |

50 |
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Figura 8: Calculo de area

Conforme FLEMMING (2006), a area da regido, A,, € aproximadamente igual a soma
das areas dos n retangulos, A;, a medida que aumenta-se o valor de n, o nimero de retangulos,
a soma intuitivamente tende a ser a drea real da regido, A, = A;.

n

A = f(c1).Axy + f(c2). Ay + .4 fcn)-Axy = ) f ) Axy &)
k=1

Esta soma € denotada Soma de Riemann, quando n cresce muito o valor de Ax, k =
1,...,n, torna-se muito pequeno, sendo Ax; = x| — X € ¢x = X 1. Esta técnica € utilizada na

resolugdo das atividades de aplicagao.

2.3 MOVIMENTO UNIFORME

A aplicacao da fun¢do afim na cinematica escalar, tem a finalidade de relaciond-la com
o movimento uniforme, MU, em que a velocidade é constante e a aceleracdo é nula. Neste
momento o objetivo ndo é o de substituir o professor da disciplina de fisica e sim contribuir
para o aprendizado do aluno, fazendo um trabalho interdisciplinar. Os conceitos e definigdes
do movimento uniforme continuam de responsabilidade do professor de fisica, ao professor
de matemadtica basta o conhecimento dos conceitos e definicdes bdsicas para a aplicacdo das
atividades.

Os conceitos fundamentais, relacionados com o movimento de uma particula entre os
instantes ¢, e f, com as posigdes escalar s(¢1) e s(f2), para o desenvolvimento da atividade sdo:

O intervalo de tempo € a diferenga entre os instantes 1 € fp, com tp > 1.
Intervalo de tempo, At.

At=1—1 (6)



O Espago percorrido As pode ser dado pela diferenca entre a posi¢ao final, s(r), e a

posi¢do inicial, s(¢1), ja que trabalha-se com movimento retilineo.
Espaco percorrido, As.

As = s(tr) —s(ty) (7)

A variacao da velocidade € a diferenga entre a velocidade final, v(z,), e a velocidade

inicial, v(z1).
Variacao da velocidade, Av.

Av =v(tr) —v(t]) ()

A velocidade escalar média € a variagdo de espagco ou o deslocamento escalar que
ocorre, em média, na unidade de tempo. E a razdo entre o espaco percorrido As e o intervalo de

tempo At.

Velocidade escalar média, V,,.

As
At
A aceleracdo escalar média € a variacdo da velocidade escalar que ocorre, em média,

Vo )

na unidade de tempo. E a razdo entre a variacdo da velocidade Av e o intervalo de tempo Az.

Aceleracdo escalar média, Q.

o _Av
A

Para fazer uma comparacdo com a funcdo afim analisa-se as funcdes hordrias do mo-

(10)

vimento uniforme:
1. Fungio horéria dos espagos, s : [0,+o0) — R dada por s(f) = s9 + vt, que € uma restri¢ao
da fungdo afim ao intervalo [0, +), coma =v e b = sp.

2. Funcgdo hordria das velocidades, v : [0, 40) — R dada por v(¢) = C, sendo C € R, que é

uma restri¢do da fungdo constante ao intervalo [0, 4-o), com b = C.

3. Fungio hordria das aceleragdes, o : [0, 4o0) — R dada por a(r) = 0, que € uma restri¢ao

da fun¢@o constante ao intervalo [0, +o0), com b = 0.
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Utilizando a taxa de variagdo pode-se observar que a velocidade instantanea do movi-

mento uniforme € constante:

s(Ar+1) —s(t)

At
(so+v.(At41)) — (5o + 1)
t fd
v(t) Iy
S0+ V.At +v.t — 50— V.t
t frd
v(t) Iy
V.At
) = —
V(1) ¥
v(t) = v

Y

Da mesma forma, com a taxa de variacdo, mostra-se que a aceleracao instantanea do

movimento uniforme € nula:

v(At+1) —v(t)

At
alr) = CLC
at) = o
a(t) = 0

(13)

A partir dos gréficos das fung¢des hordrias do movimento uniforme pode-se fazer um
paralelo com os da funcdo afim e aplicar os cdlculos de dreas, uma vez que a drea da regido

entre as curvas podem representar tanto o espaco percorrido quanto a variacao da velocidade.

1. Funcdo horéria dos espagos,s(z), figuras 9 e 10.

5 5
4l 4
E 3l E 3!
8 B
(1] w
Z 2 ZF 2
@ @
1t 1
0 0
0 05 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
tempo(s) tempo(s)

Figura 9: Funcao horaria dos espacos, v>0 Figura 10: Funcao horaria dos espacos, v<0
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2. Fungdo hordria das velocidades, v(z), figuras 11 e 12.

4 3
35 t P
—_ 3 _
£ @
E 25| E 17
[/} [}
® 2 8 0
he) =]
g 15 8 1
g 1 1 g
05 | ] 2
0 - - - - - 3 - - - - -
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
tempo(s) tempo(s)

Figura 11: Funcéo horaria das velocidades, v>0 Figura 12: Funcfo horaria das velocidades, v<0

Como a superficie entre as curvas v(t), t =t e t e o eixo Of é um retingulo,figura 13,

tem-se:
n
As =Y v(cp)Aty =V, At (15)
k=1
2
2 ——
dJcrete._ —_—
15 t
1
05 t
0
0 2 4 6 8 10

Figura 13: Area pela soma de Riemann, funcao horaria das velocidades MU

3. Fungio hordria das aceleragdes, a(t), figura 14.

aceleragao(m/s"2)
(=)

0 0.5 1 15 2 25 3
tempo(s)

Figura 14: Funcio horaria das aceleracées
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2.3.1 ATIVIDADES DE APLICACAO

ATIVIDADE 1
Dada a fungdo hordria dos espagos s(f) = 3+ 2¢, 5 : [0,+00) — R, determine a veloci-
dade no instante t = 5s e o espaco inicial da particula, no SI(Sistema Internacional de Medidas).
Resolugdo
Como no movimento uniforme a velocidade é constante, observa-se que v(5) = 2m/s.
E o espago inicial € so = 3m
ATIVIDADE 2
Sendo v(t) =5, v: [0,4) — R, a fungdo horaria das velocidades de uma particula,
determine o espacgo percorrido entre os instantes t = 2s e t = 7s.
Resolucdo
At =T7—-2=>5s
As = zn: v(ck) Aty = Vi At = 5.5 =25m

k=1
(16)

A resolugdo da atividade com o auxilio do programa do Maxima, é simples. Basta
atribuir os valores de v, t; e f, no script, e variar o valor n que representa o nimero de su-
bintervalos da particdo. As figuras 15, 16 e 17 ilustram o que ocorre quando o nimero de
subintervalos do intervalo original é aumentado para n = 10, n = 50 e n = 100, respectiva-
mente. Nota-se o progressivo preenchimento da drea sob a reta v(r) = 5, a medida que o valor
de n aumenta, mostrando que tal aumento reflete na melhor aproximac¢do do valor da area da

regido hachurada, valor este que representa o espaco percorrido entre os instantes t =2set =7s.
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Pronto para entrada do usuario

Figura 15: Resolucio da atividade 2, n=10
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Figura 16: Resolucio da atividade 2, n=50
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Figura 17: Resolucio da atividade 2, n=100
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3 FUNCAO QUADRATICA

“Uma funcdo f : R — R chama-se quadratica quando existem ndmeros reais a, b € c,

com a # 0, tais que f(x) = ax? + bx + ¢, para todo x € R.” Conforme LIMA (2003, p.114).

1. f(x)=2x>—3x+4sendoa=2,b=-3ec=4
2. f(x) =x*+3sendoa=1,b=0ec=3
3. f(x) = —x*+5xsendoa=—1,b=5ec=0

4. f(x) = —6x*sendoa=—6,b=0ec=0

A caracterizac¢do é a maneira que pode definir se o0 modelo matemaético a ser adotado

em uma determinada situacdo € a funcio quadratica.

Teorema 3.1. ( Caracterizacdo das Funcoes Quadrdticas ) A fim de que a fungdo continua f :
R — R seja quadrdtica é necessdrio e suficiente que toda progressdo aritmética ndo-constante

X1, X2, -+, Xp, -+ - Seja transformada por f numa progressdo de segunda ordem ndo-degenerada

yi=fx1), y2=f(x2), -, yn=f(x), -

O gréfico da funcdo quadrética é uma pardbola. A abertura da pardbola é chamada
de concavidade, ela pode estar voltada para cima ou para baixo, conforme figuras 18 e 19, e é
determinada pelo coeficiente a da funcdo quadrética, responsdvel ainda pela abertura da para-
bola. Todos os graficos das fungdes quadraticas tém o formato do grafico da fung¢do f: R — R

2 e sdo adquiridos pela translacdo dos eixos coordenados, que ficam de-

definida por f(x) = ax
finidos pelos coeficientes b e c.

O coeficiente ¢ € o valor da ordenada do ponto que a pardbola intersecta o eixo Oy,
(0,c¢). Ja o coeficiente b em conjunto com o a ird determinar a posi¢ao do eixo de simetria da

parabola, reta que divide a pardbola em duas partes simétricas.
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xh2-3
AN LA O N w s
,

3-xn2
A b N Lo o w s

Figura 18: Funcio quadratica, a>0 Figura 19: Funcio quadratica, a<(0

Chamam-se raizes da funcio quadrética definida por f(x) = ax? +bx+c , os niimeros
reais x tais que f(x) = 0.

A férmula de resolucdo de equacao do 2 grau é:

ax*+bx+c = 0

b
a(x2+—x+£) =0
a a
b
P xts =0
a a
b, c b
_ 2 =0
(x+2a) a 4a
b, b —4ac
Gt = Ta
—bT\V/b? —4ac
X =
2a

(18)

Determinar as raizes da fungio quadritica, f : R — R, definida por f(x) = x> —4x+3.

—b"Vb2 —4dac

v 2a
— (=) /(—4)2—-4.13
T 21
414
YT T
412
T
x = 3oux=1

(20)
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A quantidade de raizes reais de uma funcdo quadrética depende do valor do discrimi-

nante A, sendo A = b% — 4ac.

1. Quando A é positivo, hd duas raizes reais e distintas.
2. Quando A € nulo, hé duas raizes reais e iguais.

3. Quando A € negativo, ndo ha raiz real .

Obs.: A soma e o produto das raizes de uma fun¢do quadrética podem ser definidos por:

b
S=x14+x=— (22)
a

P=xjx="C (23)
a

O vértice da pardbola € o ponto de intersec¢ao da pardbola com o eixo de simetria, e €

dada pela férmula abaixo:

b A b A

<_%’_4_a)’ sendo x, = “5a ¢W= 1

(24)

O conjunto imagem da funcdo definida por f(x) = ax?> +bx+c, com a # 0, é o con-

junto de valores que y pode assumir. H4 duas possibilidades:

1. a>0,Im(f) = [yy,+oo)
2. a<0,Im(f) = (—o0,y]
A andlise do comportamento de uma funcao Quadratica pode ser feito em um o pro-

grama do Maxima, substituindo os valores de a, b e ¢, e observando a interferéncia dos coefici-

entes no esbogo do gréfico, figura 20:
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Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Figura 20: Comportamento da funcio Quadratica

Como definida no capitulo 2, a taxa de variagdo é a razdo entre o acréscimo de y
e o acréscimo de x, T(x) = %, dai pode-se definir a taxa de variacdo da fun¢do quadrética,

observando que € uma fun¢do afim:

f(Ax+x) — f(x)

T(x) =
Ax
(a.(Ax+x)? +b.(Ax+x) +¢) — (ax* +bx+c)
T() = 2
aAx® + 2axAx + ax* + bAx +bx+c¢ —ax* —bx — ¢
T(x) =
Ax
2 4 2axA
T(x) = alAx” +2axA + bAx
Ax

T(x) = 2ax+bx+alAx
(25)

Os cdlculos de dreas podem ser feitos a partir dos conceitos da geometria plana ou

através da aproximacdo usando a soma de Riemann, S, quando nao for possivel usar os conceitos

7

da geometria plana. A soma de Riemann, sendo Axy = xg41 — Xk, ck =X,+1 €k=1,...,n, &

S =
k

fex) Axy (27)
|

n
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3.1 MOVIMENTO UNIFORMEMENTE VARIADO

No Movimento Uniformemente Variado, MUYV, aplica-se tanto a funcdo quadratica
quanto a fun¢do afim, neste tipo de movimento a acelerac@o é constante e a velocidade varia
com o decorrer do tempo.

Com o objetivo de comparar as fungdes, afim e quadrética, com as func¢des horarias no

Movimento Uniformemente Variado, define-se:

1. Fungdo horéria dos espagos, s : [0,+c0) — R definida por s(r) = so + vot + $1%, que é
uma restri¢do da func¢do quadrética ao intervalo [0,4o0), sendo sy 0 espago inicial, v
a velocidade inicial da particula e o a aceleragdo escalar. Comparando com a fungdo

quadrética f : R — R, f(x) = ax* +bx + ¢, temos: a = %, b=vpec=sp.

2. Funcgdo hordria das velocidades, v : [0, 4-00) — R definida por v(¢) = vp + at, que é uma
restricdo da fungdo afim f : R — R dada por f(x) = ax+ b, ao intervalo [0, +o0). Sendo

a=oeb=vy.

3. Fungido hordria das aceleragdes, o : [0,4o0) — R dada por o(t) = C,com C € R, que é

uma restri¢do da fungdo constante ao intervalo [0, +o).

Com a taxa de variacdo e a defini¢do de velocidade média define-se velocidade instan-

tanea:

s(At+1)—s(t)

At
(s0-+v0.(A1 +) + (A1 41)%) — (st vot + §.0°)
v(t) =
At
W) = SO+VO.AI+VO.I+%.Atz—i_a'At't—'_%jz)_S()—Vo,t—%.tz)
At

At.(or.t+vo+ 5.Ar)
At
o
v(t) = a.t+vy+ E'Al

(28)

Obs.: Para encontrar um valor proximo do real basta fazer Ar tender a zero pela direita.

Pode-se também mostrar que a aceleragdo instantinea € constante, a partir do conheci-
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mento de taxa de variacdo e aceleragdo média.

v(At+1) —v(t)

At
o.(At+1)) — o.t
o) — D0HA+0)—(w+a)
At
vo+ Q.At+ .t —vyg— .t
o(t) =
(t) Iy
oAt
alt) = ——
®) At
at) = «

(30)

Com o esbocgo € possivel analisar os gréficos das fun¢des hordrias do movimento uni-

formemente variado e relaciond-los com os gréaficos da funcdo afim e quadratica.

1. Fungido horéria dos espagos,s(t), figuras 21 e 22.

5 5
4 4+
E 3| E 3
8 g
@ @
2 2 g 2
[}] @
1r 1
0 . . . : . 0 . . . . .
0 05 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3
tempo(s) tempo(s)

Figura 21: Funcao horaria dos espacos, @ >0  Figura 22: Funcao horaria dos espacos, a < 0

2. Funcgdo hordria das velocidades, v(t), figuras 23 e 24.

5 5
4t 4
E E
® 3t T 3
e} =
] o
8 27 8 27
@ @
= =
1 1t
0 s s s ‘ s 0 s s s s s
0 05 1 1.5 2 2.5 3 0 05 1 15 2 25 3
tempo(s) tempo(s)

Figura 23: Funcio horaria das velocidades, o > 0 Figura 24: Funcfo horaria das velocidades, o < 0
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Como a superficie entre as curvas v(t),f =t et = t, e o eixo Or é um trapézio, conforme

a figura 25, tem-se:
[v(t1) +v(t)].At

n
As =) v(cp)Aly = 5 (32)
k=1
30
52 ——
25 | discrete2 —
20 |
15 |
10 |
5 L
0
0 1 2 3 4 5
Figura 25: Area pela soma de Riemann, funcfo horaria das velocidades MUV
3. Fungio hordria das aceleragdes, a(t), figuras 26 e 27.
5 2
15 |
~ 4 .
& o 1
% 2
E 3 [ 05 ¢t
|§ I§ 0
s 27 S 05 ¢
[+}] -
® 1 L § -1
A5 |
0 - - - : - 2 - - - - -
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
tempo(s) tempo(s)

Figura 26: Funcao horaria das aceleracées, & > 0 Figura 27: Funcao horaria das aceleracées, o < 0

Como a superficie entre as curvas o), t =t et =1, e 0 eixo 0t é um retdngulo figura

28, tem-se:
Av=Y" a(cr) Aty = 0. At (33)
k=1
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Figura 28: Area pela soma de Riemann, funciio horaria das aceleracdes MUV

3.1.1 ATIVIDADES DE APLICACAO

ATIVIDADE 1

Dada a funcio horaria dos epacos s(t) = 2 + 3t +4t2, s : [0, +o0) — R, determinar a
velocidade e a aceleragdo no instante ¢ = 3s, no SI.

Resolugdo

Considerando Ar = 0,015 e encontra uma aproximagao para v(3) e depois comparar com o valor

real.
v3) = s(0,0l(;kg;—s('}’)
V3) = S(37001’)0,IS(3)
") = 47,25?(;11—47
ya) - 02704

0,01
v(3) = 27,04m/s

(34)
Pode-se resolver com a fungdo velocidade instantanea, v(r) = 0.t +-vo + 5 .Ar.
(04
v(t) = at+vo+ E'At

v(3) = 8.3+2+§.0,01
v(3) = 244240,04
v(3) = 27,04m/s
(36)
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Pelo cdlculo diferencial e integral a resposta exata é v(3) = 27m/s.

A resolucido da atividade com o auxilio do programa do Maxima € feita com a atribui-
cdo dos valores de a = «, vy, So, t, no script, e variando o valor do intervalo de tempo Ar = d,
aproximando-o de zero pela direita, valores positivos. Esta aproximacao indica que a veloci-
dade calculada esta cada vez mais proxima da velocidade no instante t = 3s. As figuras 29, 30
e 31 ilustram o que ocorre quando o intervalo de tempo Ar = d € aproximado para Ar = 0.01s,
At =0.001s e Ar = 0.0001s, respectivamente. Nota-se a progressiva aproximagao a um nimero,
a medida que Ar = d aproxima de zero, nimero este que representa a velocidade instantanea,

v(3).

i wiMaxima 12.01.0 [ Velocidade instantanea, MUV.vxm ] =NREl X
Arquive Editar Cell Maxima Equagdes Algebra Calcule  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda
= L Y = .
D@3 e 00|60/ >o @
(%11) a:8%
v_0:3%
s 0:25 E
t:3%
d:0.01%
vi{({s_0+v_0%(d+t)+(a/2)* (d+t) "2) —(s_0+v_0*t+(a/2)*t"2))/d; Br
(%06) 27.03599559999551
Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada de usudrio
Figura 29: Resolucio da atividade 1, d = Ar = 0,01
i wxMaxima 12.01.0 [ Velocidade instantanea, MUV.wxm® | =NREl X )
Arquive Editar Cell Maxima Equacdes Algebra Calcule  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
= L Y = .
D@06 e(>o K2
(¥113) a:85
v_0:3%
s 0:25 E
t:3%
d:0.001%

vi{(5_0+v_0%(d+t)+(a/2)* (d+t) "2) - (s_0+v_0*t+(a/2)*t"2))/d; m
(®%0lB) 27.003595999%59803

Bem-vindo aoc wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Figura 30: Resolucio da atividade 1, d = Ar = 0,001



24

3 wxMaxima 12010 [ Velocidade instantanea, MUV.wxm? ] = | E S
Arquive  Editar  Cell Maxima Equagies Algebra Calcule  Simplificar  Grafico  Numérice  Ajuda
P> 7 e | ) = !
@3 ex k008> o |©
(2119) a:8%
v_0:3%
s_0:2% c
t:38%
d:0.0001%

vi{(s5_0+v_0*(dtt)+(a/2)* (d+t) "2) - (s5_0+v_0*t+(a/2)*t"2))/d;
(®¥024) 27.00040000007675

Bemn-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Figura 31: Resolucio da atividade 1, d = Ar = 0,0001

A aceleracio instantinea é a/(3) = 8m/s.
ATIVIDADE 2
Dada a fungdo hordria das velocidades v : [0, 4o0) — R definida por v(¢) = 3 + 5¢,no
SI, determine:
a) a acelerac@o no instante t = 2s.
b) o espaco percorrido entre os instantes t = 2s e t = 5.
Resolugdo
a) Como a aceleracdo instantinea é constante, a/(2) = 5m/s>
b)

At = 5-2=3s
v(2)=3+52 = 3+11=13m/s
v(5)=3+55 = 3+425=28m/s

(38)
A — [v(z1)+2v(t2)].At
A (13+28)3
2
123
As = —
’ 2
As = 61,5m
(40)

A resolucdo da atividade com o auxilio do programa do Maxima € feita da mesma
forma. Basta atribuir os valores de vg, ac = «, t] € t2, no script, e variar o valor n que representa

o ndmero de subintervalos da particdo. As figuras 32, 33 e 34 ilustram o que ocorre quando o
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numero de subintervalos do intervalo original € aumentado para n = 10, n = 100 e n = 1000,
respectivamente. Nota-se o progressivo preenchimento da drea sob a reta v(r) = 3+ 5¢, a medida
que o valor de n aumenta, mostrando que tal aumento reflete na melhor aproximacao do valor
da 4rea da regido hachurada, valor este que representa o espago percorrido entre os instantes

t=2set=>5s.

M wxMaxima 12,010 [ Calculo do espago percorrida, MUV..wxm* | =RECIE X
Arquive Editar Cell Maxima Equagtes ;\Igebra Calcule  Simplificar  Graficc  Numérico  Ajuda
= T ) =
DEdox D0k >o | @
-

¥ (3i%) c:v_0:3%

d:ac:5%

a:t 1:2%

b:t_2:5%

n:108%

dt: (b—za) /nSs
ds:sum( ((ctd* (t_1+dt*k)))*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d ([ [parametric, t,d*t+c, [t,a,bl], [discrete,
create_list ([a+i*dt,d*(at+i*dt)+c,a+i*dt,0,a+i%dt
A% (a4 (1+1) *dt)+e] i, 0, n)]1):

(%015) €3.7499999999999%

m

30

153 ——
25 | discrete —

20 |

(2t16)

(%016)

Pronto para entrada do usuario

Figura 32: Resolucio da atividade 2, letra b, n=10



M wxMaxima 12.01.0 [ Caleule do espago percorrido, MUV.wxm* |

Argquivo  Editar  Cell Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda

E¥ e K00 I>Do K2

F (%117) c:v_0:3%
d:ac:58%
a:t_1:2%
b:t_2:5%
n:100§%
dt: (b-a) /nS
ds:sum(( (c+d* (t_l+dt*k)))*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d ([ [parametric, t,d¥t4e, [t,a,bl], [discrete,
create_list ([a+i*dt,d*(a+i*dt)+c,a+i*dt,0,a+i*dt
yd* (a+ (i+1) *dt)+c] ,i, 0, n)1l);

(%023) €1.725

30

R —
25 | discreteg il

20 | il

. 15
(%t24)

10

(%024)

m

Pronto para entrada de usuario

Figura 33: Resolucio da atividade 2, letra b, n=100

i wxMaxima 12.01.0 [ Calcule do espago percorrido, MUV..wxm* |

Arquive Editar Cell Maxima Equagées Algebra Calcule Simplificar Grafico  Numérico  Ajuda

LEd ok D06 >0 K2

F (¥125) c:v_0:38%
d:ac:55
art_1:2%
b:t 2:5%5
n:10008%
dt: (b—-a)/ns
ds:sum(( (c+d¥ (t_1l+dt*k)))*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d ([ [parametric, t,d*t+c, [t,a,b]], [discrete,
create_list ([ati*dt,d*(ati*dt)+c,at+i*dt,0,a+i*dt
(A% (a+ (i+1) *dt)+e] i, 0, n)11):

(%031) ©1.5224599959595%9%

30

B —

25
20
i 15
(%t32)
10

(%032)

m

Pronto para entrada de usudrio

Figura 34: Resolucio da atividade 2, letra b, n=1000

26
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ATIVIDADE 3
Sendo a(t) =3, a : [0,4+) — R, a fun¢do hordria das aceleracdes, determine a vari-
acdo da velocidade entre os instantes t = Os e t = 4s.

Resolucdo
O =3m/s? e At =4—0=4s

ANv = oAt
Av = 34
Av = 12m/s

(42)

Novamente, resolvendo no Maxima. As figuras 35, 36 e 37 ilustram o que ocorre
quando o nimero de subintervalos do intervalo original é aumentado para n = 10, n =50 e
n = 100, respectivamente. Nota-se o progressivo preenchimento da drea sob a reta a.(t) = 3, a
medida que o valor de n aumenta, mostrando que tal aumento reflete na melhor aproximagao
do valor da 4rea da regido hachurada, valor este que representa a variacdo da velocidade entre

os instantes t = Os e t = 4s.

W wiMaxima 12,010 [ Calculo da variacio da velocidade, MUV, wor* ] | B S|
Arquive  Editar  Cell Maxima Equagfes A\gebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérice  Ajuda
Edex|XD0/6e/>o @
I (%31i1) a:ac:35
t_1:0%
t_2:48%
n:10$%
dt: (t_2-t_1)/n$
dv:sumi{a*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,a,[t,t_1,t_211, [discrete,
create_list ([t_1 + i*dt,a,t_1+i*dt,0,t_1 + i*dt, E
al si,0, n)11)s
(%06) 12.0
3
T
25 discrete? ——
2
1.5
(%t7)
1
0.5
0 .
0 05 1 15 2 25 3 35 4
(%07)
Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Figura 35: Resolucao da atividade 3, n=10



W wxMaxima 12.01.0 [ Calcule da variagao da velocidade, MUV, wxm™ |

Arquive  Editar  Cell Maxima Equagies .ﬁlgebra Calcule  Simplificar  Grafico  Numérice  Ajuda

E@dex 00|60 >o | ©

¥ (3i1) a:ac:3S I
t_1:0%
t_2:48%
n:508%
dt:(t_2-t_1)/n$
dv:sum(a*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,a, [t,t_1,t_211, [discrete,
create_list ([t_1 + i*dt,a,t_1+i*dt,0,t_1 + i*dt, E
al ;i,0, n)1l);
(%06) 12.00000000000001
3
Lu L3
25 arete?
2
15
(%t7)
1
0.5
0
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
(%$07)
Bemn-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada de usudrio

Figura 36: Resolucao da atividade 3, n=50

r
W wxMaxima 12.01.0 [ Calcule da variagio da velocidade, MUV wxm™ |

Arquive Editar Cell Maxima EquagBes Algebra Célculo  Simplificar Grifico  Mumérico  Ajuda

N@Faex bl e > o | @

I (%$18) a:ac:38 Il
t_1:0%
t_2:45
n:100%
dt: (t 2-t 1)/n$
dv:sum(a*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d ([ [parametric,t,a, [t,t_1,t 2]], [discrete,
create_list ([t_1 + i*dt,a,t_1+i*dt,0,t_1 + i*dt, E
al ,i,0, n)1l);
(%013) 11.959995999999998
3
MM
b
25 I
2
) 15
(&tl4)
1
05
0
0 05 1 15 2 25 3 35 4
(%0l4)
Bem-vindo ac wxMaxima Pronto para entrada de usuario

Figura 37: Resolucao da atividade 3, n=100

28
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4 FUNCAO EXPONENCIAL

Segundo LIMA (2003, p.178), “seja a um nimero real positivo, que suporemos sempre
diferente de 1. A fungdo exponencial de base a, f : R — R, indicada pela nota¢do f(x) = a*,

deve ser definida de modo a ter as seguintes propriedades, para quaisquer x,y € R:”

1. . = a* ™

3. x<y=a"'<a quandoa > 1
x<y=a& <a"'quando0 <a <1

f(x)=2% sendoa =2
f(x)=(3)" sendoa =3

A caracterizac¢do é a maneira que pode definir se o modelo matemaético a ser adotado

em uma determinada situacdo € a funcao exponencial.

Teorema 4.1. ( Caracterizacdo da Fungdo Exponencial ) Seja f : R — R uma fungdo mond-

tona injetiva(isto é, crescente ou decrescente). As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
1. f(nx) = f(x)" para todo n € Z e todo x € R;
2. f(x) =a" paratodo x € R, onde a = f(1);

3. f(x+y) = f(x).f(y) para quaisquer x,y € R

O gréfico da fun¢do exponencial, figuras 38 e 39, € uma curva que estd acima do eixo

Ox, pois a* > 0 para todo x € R. A imagem da fun¢fio exponencial € Im(f) = R™ e corta o eixo
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Oy no ponto (0, 1), pois a’ = 1.

5
4 L
3t
X £
& S 4
0t
a4t At
2 -2
4 3 2 4 0 1 2 3 4 3 2 1 0 1 2 3 4
X X
Figura 38: Funcio exponencial, a>1 Figura 39: Funcio exponencial, 0<a<1

A fungdo exponencial € mondtona injetiva, como definido na fungdo afim, assim:

1. Se a > 1, afungdo € crescente;
2. Se 0 <a < 1, a funcg@o € decrescente.
O comportamento do grafico de uma funcdo exponencial e suas variagdes podem ser

analisados em um programa do Maxima, substituindo os valores da base a, lembrando que a é

um numero real positivo diferente de 1, x € RT — {1}, figura 40:
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W wxMaxima 12.01.0 [ Fungdo Exponencial wxm™ ] = | B st

Arquive  Editar  Cell Maxima Equagfes A\gebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérice  Ajuda
[ <5 B ]
Edaex K00 >o ©

' (2i1) b:2g
wxplot2d (b=, [x,-5,5], [v,—-1,101);
plot2d: seme valuses were clipped.

10

8

m

6

2%
.

($t2)

(%02)

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Figura 40: Comportamento da funcido Exponencial, f(x) =2*

Como definida no capitulo 2, a taxa de variac¢do € a razdo entre o acréscimo de y € o

P A . . . ~ .
acréscimo de x, T'(x) = A—i, dai pode-se definir a taxa de variacdo da funcio exponencial:

f(Ax+x) — f(x)

T = FEE
an+x at

T =
a*.a* —a*

T =
a™ —1
T(x) = a.(——)

(44)

Os cdlculos de dreas podem ser feitos a partir dos conceitos da geometria plana ou

através da aproximacao usando a soma de Riemann, S, quando nao for possivel usar os conceitos

z

da geometria plana. A soma de Riemann, sendo Ax; = X311 —xp, cx =xpr1 €k=1,...,n, é:

n

S=Y flcx)Ax (46)

k=1
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4.1 MOVIMENTO VARIADO

No Movimento Uniforme a velocidade escalar € constante e a aceleracdo escalar é
nula , no Movimento Uniformemente Variado a velocidade escalar varia e a aceleragao esca-
lar € constante, jJ& no Movimento Variado a velocidade escalar e a aceleracdo escalar ndo sdo
constantes (varia no decorrer do tempo). No Movimento Variado aplica-se o conhecimento das
funcdes exponenciais, f : R — R dada por f(x) =a* sendoa >0ea # 1.

Mostra-se as fun¢des hordrias no Movimento Variado como sendo uma restri¢do da

fun¢do exponencial ao intervalo [0, +o).

1. Fungéo horéria dos espagos, s : [0, +o0) — R definida por s(r) = a’ coma > 0e a # 1.
2. Fungdo hordria das velocidades, v : [0, +o0) — R definida por v(¢) = d’, coma >0ea # 1.

3. Fungdo hordria das aceleragdes, @ : [0, +o) — R dada por a(r) = a',coma >0ea # 1.

A velocidade instantanea € representada pela taxa de variacao abaixo:

s(At+1) —s(t)

At
At+t t
a —a
I = -
0 v
At
—1
W) = ()

(47)

Obs.: substituindo Az por valores cada vez mais proximos de zero pela direita, valores positivos,
encontra-se uma boa aproximacao para a velocidade instantanea.

A aceleracdo instantanea € representada pela taxa de variagdo abaixo:

v(At+1) —v(t)

t —
alt) Iy
At -+t t
a —a
) = ———
alt) Y
At
a? —1
) = d.
ar) = d ()

(49)

Obs.: substituindo Ar por valores cada vez mais proximos de zero pela direita, valores positivos,
encontra-se um boa aproximacao para a aceleragao instantanea.
Os estudantes neste momentos devem observar os gréaficos das func¢des horérias, relacionando-

os com os gréficos da funcdo exponencial, identificando a semelhanca.
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1. Fungido horéria dos espagos,s(t), figuras 41 e 42.

O = N W R OO~ 0w

O =2 N W ReR O3~ 0w

tempo(s)

Figura 41: s(t) = d', a>1

0 05 1 1.5 2 25 3

Figura 43: v(r) = d', a>1

espaco(m)

0 0.5 1 15 2 25 3
tempo(s)

Figura 42: s(t) = d', 0<a<1

velocidade(mis)

0 0.5 1 1.5 2 25 3
tempo(s)

. Funcéo hordria das velocidades, v(z), figuras 43 e 44.
o 05 1 15 2 25 3
tempo(s)

Figura 44: v(r) = d', O<a<l

A drea da superficie entre as curvas v(t),f =t et =1, e o eixo 0f é o espago percorrido

por uma particula entre os instantes t = #; e t,conforme figura 45 tem-se:

As =

v(cr) Aty (51)
1

n

k
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40 T

t,2M ——
35 discrete2 —— 1
30 | ]

7

Figura 45: Area pela soma de Riemann, v(r) = d'

3. Fungio hordria das aceleracdes, a(t), figuras 46 e 47.

9 2
8t
70 &N 15 |
6 | 2
£
5t S 1
4t S
3| g
2 | g o5
1
0 : : : ‘ : 0 : : : : :
0 05 1 15 2 2.5 3 0 05 1 15 2 2.5 3
tempo(s) tempo(s)
Figura 46: o(t) = d', a>1 Figura 47: a(t) = d', 0<a<1

A érea da superficie entre as curvas v(z), t =1 et =1 e o eixo Ot é a varia¢do da

velocidade escalar de uma particula entre os instantes ¢ = #; e t,, conforme figura 48,

tem-se:
n
Av="Y" a(ck)Ar (52)
k=1
250
t, %ert ——
discrete2 ——
200 t
150 +
100 +
50 t
0 —F—Q—_—’?_Ij—? .

1 15 2 25 3 35 4 45 5

Figura 48: Area pela soma de Riemann, o(r) = a'
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4.1.1 ATIVIDADES DE APLICACAO

ATIVIDADE 1

Dada a fungéo horéria dos espagos s : [0,+0) — R definida por s(¢) = 3, determine a
velocidade no instante ¢ = 5s,no SI.

Resolugdo

Escolhendo-se Ar = 0,01 s

5(0,01+5) —s(5)

0,01
35,01 o 35
5) = =%
v(s) 0,01
2, 684346139
5) — 50050157
V() 0,01

v(5) = 268,4346139m/s
(53)

Pelo célculo diferencial e integral a resposta exata é v(t) = 243In3.

A resolucdo da atividade com o auxilio do programa do Maxima ¢ feita com a atri-
buicdo dos valores da base b e o instante ¢, no script, e variando o valor do intervalo de tempo
At = d, aproximando-o de zero pela direita, valores positivos. Esta aproximagdo indica que a
velocidade calculada estd cada vez mais proxima da velocidade no instante t = 5s. As figu-
ras 49, 50 e 51 ilustram o que ocorre quando o intervalo de tempo At = d € aproximado para
At = 0.1s, At = 0.01s e Ar = 0.001s, respectivamente. Nota-se a progressiva aproximacao a
um ndmero, a medida que Ar = d aproxima de zero, nimero este que representa a velocidade

instantinea, v(5).

r
# wxMaxima 12.01.0 [ Velocidade instantanea, MV, exponencial.wxm* | oo

Arquive Editar Cell Maxima Equagéies Algebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
LEdexIXCO|@lel>o K2

(%15) b:3%

£:55

d:0.1%

vi(b"(d+t) b t) /d;
(%08) 282.1793129023882

Pronto para entrada de usuario

Figura 49: Resolucio da atividade 1, d = Ar =0, 1



[ M wxMaxima 12.01.0 [ Velocidade instantanea, MV , exponencial.wxm® | [ =0|s(E éj
Arquive  Editar  Cell Maxima Equagfes Ngebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérice  Ajuda
2 s P = \
@@ exXDo|6e|>o | @
(%$19) b:3§ B
t:55%
d:0.01% L
v: (b~ (d+t) -b~t) /d; i
(¥0l2) 268.43461408%8413
Pronto para entrada do usudrio
Figura 50: Resolucio da atividade 1, d = Ar = 0,01
1 W wxeMaxima 12.01.0 [ Velocidade instantanea, MV, exponencial.wxm® | L = |5 éj‘

Arquive Editar Cell Maxima Equagdes Algebra Calcule  Simplificar  Grafico  Numérice  Ajuda

DEdexlsbOlkel>o K2

(%i13) b:3$%

t:58%

d:0.001%

v: (b™(d+t)-b~t)/d;
(¥ole) 267.1054841618356

Pronto para entrada do usudrio

Figura 51: Resolucio da atividade 1, d = Ar = 0,001

ATIVIDADE 2
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Dada a fung@o horéria das velocidades v : [0, +e) — R definida por v(z) = 2/,no SI,

determine:

a) a aceleracdo no instante t = 3s.

b) o espago percorrido entre os instantes = 2s e t = 5Ss.
Resolugao

a) Escolhendo-se Ar = 0,01 .

v(0,0143) —v(3)

a(3) = 0,01
23,01_23
3) = =
(3) 0,01
0,0556444
*3) = 501

a(3) = 5,5644m/s*

(55)



Pelo célculo diferencial e integral a resposta exata é a(3) = 8In2m/s>
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Novamente, resolvendo no Maxima. As figuras 52, 53 e 54 ilustram o que ocorre

quando o intervalo de tempo Ar = d é aproximado para At = 0.1s, At = 0.01s e Ar = 0.001s,

respectivamente. Nota-se a progressiva aproximacao a um nimero, a medida que At = d apro-

xima de zero, nimero este que representa a aceleragdo instantinea, a(3).

[ W wxMaxima 12.01.0 [ Aceleragdo instantdnea, MV, exponencialwxm® ] =NECN X
Arquive Editar Cell Maxima Equagfes Algebra Célculo  Simplificar  Gréfico  Mumérico  Ajuda
UEdexXKD0|de>o @

($1i1) b:25 i
t:3%
d:0.1% |
v (b” (dtt) b7 t) /ds i
($04) 5.741877002903433
Bem-vindo ac wxMaxima Pronto para entrada de usuario
Figura 52: Resolucio da atividade 2, letraa,d = Ar =0, 1

[ W wxMaxima 12.01.0 [ Aceleragdo instantdnea, MV, exponencialwxm® ] =NECN X
Arquive Editar Cell Maxima Equagfes Algebra Célculo  Simplificar  Gréfico  Mumérico  Ajuda
UEdexXKD0|de>o @

($15) b:2$ i
t:3%
d:0.01% A
v (b7 (dtt) b7 t) /ds i

($08) 5.564440045374752

Bem-vindo ac wxMaxima Pronto para entrada de usuario
Figura 53: Resolucao da atividade 2, letra a, d = Ar = 0,01
1 = | e

W waMaxima 12.01.0 [ Aceleragdo instantanea, MV, exponencialwxm® |

Célculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda

@

Arquive Editar Cell Maxima Equagfes Algebra

IEdex X D0|&0|>o

(%$19) b:2%

t:38$

d:0.001%

v: (b™ (d+t)-b"t) /d;

(¥0l2) 5.547059700642377

m

Bemn-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Figura 54: Resolucao da atividade 2, letra a, d = At = 0,001
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b) Escolhendo-se n = 10, como At =5 —2 = 3s e pela defini¢do Afy, = % =
Assim:
o =2s,1=23s,13=2,6s, 14 =2,9s, t5 = 3,25, tg = 3,55, t7 = 3,8s, t§ = 4,15, t9 = 4,4s,
tio=4,7set;;1 =5s
como ¢y = fx4+1, tem-se:
c1=2,3s5,¢cp=2,6s,c3=2,95,c4 =3,25,c5 =3,55,c6 =3,8s,c7=4,1s,cg =4,4s,c9 = 4,75,
to=5s
10
As = Z v(cr) Aty
k=1
As = v(cy)At1+v(c2)Atr + ... +v(c10)Ato
As = (22342204229 12321935 1038 1 o4l 084 4 047 1 25) 0,3
As = 44,74091726m
(57)

Pelo célculo diferencial e integral a resposta exata é As = % m

A resolucdo da atividade com o auxilio do programa do Maxima ¢ feita da mesma
forma. Basta atribuir os valores da base b (ba no script do Maxima) e os instantes | € t,, no
script, e variar o valor n que representa o nimero de subintervalos da parti¢do. As figuras 55, 56
e 57 ilustram o que ocorre quando o numero de subintervalos do intervalo original € aumentado
paran =10, n =100 e n = 1000, respectivamente. Nota-se o progressivo preenchimento da 4rea
sob a curva v(r) = 2/, a medida que o valor de n aumenta, mostrando que tal aumento reflete na
melhor aproximacdo do valor da area da regido hachurada, valor este que representa o espagco

percorrido entre os instantes t = 2s e t = 5.



M wxMaxima 12.01.0 [ Caleule do espago percorrido, MV, exponencialwxm™ ]

Argquivo  Editar  Cell Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda

E¥ e K00 I>Do K2

7 (2i8) a:t_1:2%
b:t_n:5%
n:108
k:ba:2%
dt: (b-a) /nS
ds:sum(ba” (((t_1+dt*k)))*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d ([ [parametric,t,k"t, [t,a,b]l], [discrete,
create_list ([a + i*dt,k"(a+i*dt),a + i*dt,0,a
+ i*dt,k"(a + (i+1)*dt)] ,1,0, n)ll);

(%013) 44_.74091725792837

40

t,2M ——
35 | discrete2 ——
30

25
20
15
10
5 7-‘»———’"
0 '

2 25 3 35 4 4.5 5

(%t14)

(3014)

m

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada de usudrio

Figura 55: Resolucao da atividade 2, letra b, n=10

M wxMaxima 12.01.0 [ Caleule do espago percorrido, MV, exponencial.wxm™ ]

Arquivo  Editar Cell Maxima Equagbes Algebra Calcule Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

N@Faex bl & e|> o | @

7 (%i15) a:t 1:28%
b:t_n:58
n:100%
k:ba:2%
dt: (b-a) /n$S
ds:sum(ba” (((t_1+dt*k)))*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d ([ [parametric,t,k™t, [t,a,bl], [discrete,
create_list ([a + i*dt,k"(a+i*dt),a + i*dt,0,a
+ i*dt,k"(a + (i+1)*dt)] ,1i,0, n)ll);

(%020) 40.81691674347997

35
t 2N ——
30 discrete2

o

25 |
20 '
(2£21) 15

10

(%021)

m

Bem-vindo ac wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Figura 56: Resolucio da atividade 2, letra b, n=100
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W wxMaxima 12.01.0 [ Calcule do espago percorrido, MV, exponencial.wxm™ ] [ =0|s(E éj
Arquive  Editar  Cell Maxima Equagfes Ngebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérice  Ajuda
(&3 &exK00|6el>o K2
' (2i1) a:t_1:28 M
b:t_n:53
n:1000%
k:ba:2$
dt: (b-a) /n$§
ds:sum(ba™(((t_l+dt*k)))*dt, k, 1, n),numer;
wxplotZd ([ [parametric,t,k™t, [t,a,b]l], [discrete,
create_list ([a + i*dt,k"(a+i*dt),a + i*dt,0,a =
+ i*dt,k"™(a + (i+1)*dt)] ,1i,0, n)1l);
(%06) 40.43747570058068
35
L2 ——
30 discrete2 ——
25 | |
20 ¢t
(5t7) 15 L
10
51
0
(%07)
Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada de usudrio
Figura 57: Resolucio da atividade 2, letra b, n=1000
ATIVIDADE 3

Sendo o (1) = €', o : [0,4) — R, a fungdo hordria das acelera¢des, determine Av
entre os instantes t = ls et = 5s.

Resolugdo

Escolhendo-se n = 10, como Ar = 5 — 1 = 4s e pela definicao Ay, = % = ]4—0 =0,4s.
Assim:
ty=1s,tp =1,4s, t3 = 1,8s, t4 = 2,28, t5 = 2,68, tg = 3,0s, t7 = 3,4s, tg = 3,8s, 19 = 4,25,
tho=4,6set;] =5s
como ¢y = fty1 1, tem-se:
cir=1,4s,¢cp=1,8s,c3=2,25,c4 =2,65,c5=23,0s,ce =3,4s,c7=3,8s,cg = 4,25, cg = 4,65,
tio =35s

10

Av = Zoc(ck)Atk
k=1

Av = afc))An + o(c2)Ar + ...+ oc10) Ao
Av = (M el 1224204 30 3 38 | A2 A0 SY 0 4
Av = 176,7712905m/s
(59)
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Pelo cilculo diferencial e integral a resposta exata é Av = (&’

—e)m/s

Novamente, resolvendo no Maxima. As figuras 58, 59 e 60 ilustram o que ocorre
quando o nimero de subintervalos do intervalo original é aumentado para n = 10, n = 100 e
n = 1000, respectivamente. Nota-se o progressivo preenchimento da drea sob a curva o/(¢) = ¢,
a medida que o valor de n aumenta, mostrando que tal aumento reflete na melhor aproximagao
do valor da 4rea da regido hachurada, valor este que representa a variacdo da velocidade entre

os instantes t = ls et = 5s.

W wxMaxima 12.01.0 [ Calculo da variagdo da velocidade, MV, exponencial.wixm®* ] =RNCE X
Arquive Editar Cell Maxima Equagdes Algebra Calcule  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda
= 7 e | Qg =
IEdex 00| >o | @
-

' (sig) a:t_1:18

b:t_n:5§

n:10%

k:ba:%e$

dt: (b-a)/ns
dv:sum (ba” (((t_1+dt*k)))*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d ([ [parametric,t,k™t, [t,a,b]], [discrete,
create_list ([a + i*dt,k™(ati*dt),a + i*dt,0,a
+ i*dt,k™(a + (i+1)*dt)] ,1i,0, n)l1l):

(%013) 176.7712504860058

250

m

t, %ert ——
dscrete2 ——
200

150

(%t14)
100

50

(%014)

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Figura 58: Resolucio da atividade 3, n=10
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Arquive  Editar  Cell Maxima Equagdes ﬁlgebra Calculo  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

Edexa00|@6 > @

7 (2i15) a:t_1:1§
b:t_n:55
n:100%
k:ba:%es
dt: (b-a) /n$&
dv:sum(ba” (((t_l+dt*k)))*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d ([ [parametric,t,k"t, [t,a,bl], [discrete,
create_list ([a + i*dt,k"™(a+i*dt),a + i*dt,0,a
+ i¥dt,k™(a + (i+1)*dt)] ,i,0, n)ll)s

(%020) 148.62820028523

160

t, %e’t ——
140 dscrete2 ——— |

120 A
100
80
60
40
20

0

%£21)

(%021)

m

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada de usudrio

Figura 59: Resolucio da atividade 3, n=100

W wxMaxima 12.01.0 [ Calcule da variagdo da velocidade, MV, exponencial.wxm® ]

Arquive  Editar  Cell Maxima Equagdes ﬁlgebra Calculo  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

Edexa00|@6 > @

I (2i22) a:t_1:1§
b:t_n:55
n:1000%
k:ba:%es
dt: (b-a) /n$&
dv:sum(ba” (((t_l+dt*k)))*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d ([ [parametric,t,k"t, [t,a,bl], [discrete,
create_list ([a + i*dt,k"™(a+i*dt),a + i*dt,0,a
+ i¥dt,k™(a + (i+1)*dt)] ,i,0, n)ll)s

(%027) 145.9864612884503

160

t, %e ——
140 discrete2 ——

120
100
80
60
40
20
0

(%:28)

(%028)

m

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada de usudrio

Figura 60: Resolucao da atividade 3, n=1000

42
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5 FUNCAO LOGARITMICA

“Dado um niimero real a (com 0 < a # 1), chama-se fun¢io logaritmica de base a a
fungdo f de R" em R dada pela lei f(x) = log,x. Essa fungio associa cada nimero real positivo
a seu logaritmo na base a.” Conforme IEZZI (2010, p.164)

1. f(x)=logox

2. fx)= log(%)x
A caracterizac¢do é a maneira que pode definir se 0 modelo matemdtico a ser adotado

em uma determinada situacdo € a funcio logaritmica.

Teorema 5.1. ( Caracterizacdo das Fungdes Logaritimicas ) Seja f : RT — R uma fungéo
mondtona injetiva (isto é, crescente ou decrescente) tal que f(xy) = f(x)+ f(y) para quaisquer

x,y € R, Entdo existe a > 0 tal que f(x) = log,x para todo x € R,

O grafico da fungdo logaritmica € uma curva que estd a direita do eixo Oy, pois x € R™,

conforme as figuras 61 e 62.

4 4
3t 3 L
2t 2 L
& 4 § 4|
SN S 1
2 0} = 0
> )
g 1 8 1y
T2t 2t
3 | 3 L
4 -4
41 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
x X
Figura 61: Funcao logaritmica, a>1 Figura 62: Funcao logaritmica, 0<a<1

A imagem da fungéo logaritmica é Im(f) = R e corta o eixo Ox no ponto (1,0), pois

log,1 = 0. A funcdo logaritmica € mondtona injetiva, assim:
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1. Se a > 1, a fungdo € crescente;

2. Se 0 < a < 1, a funcao € decrescente.

O comportamento do grafico de uma fun¢do logaritmica e suas variagcdes podem ser
analisados em um programa do Maxima, substituindo os valores da base a, lembrando que a é

um numero real positivo diferente de 1, x € RT — {1}, figura 63:

# wiMaxima 12.01.0 [ Fungéo Logaritmicawxm® ] =HECIE X |
Arquive Editar  Cell Maxima Equagfes A\gebra Cilcule  Simplificar  Grifico  Numérico  Ajuda
(E@® e K00 e[> o @
7 (311) a:i/zs
| wxplotZd(log(x)/log(a), [%,-1,10], [v,—-5,5]):
plotZd: expression evaluates to non—-numeric value somewhere in plotting range.
plot2d: some values were clipped.
4 =
~ 2
o
S
= 0
K
(3t2) o
= -2
-4
0 2 4 6 8 10
X
(%02)
Bem-vindo ac wxMaxima Pronto para entrada de usudrio

Figura 63: Comportamento da funcao Logaritmica

Como definida no capitulo 2, a taxa de variac¢do € a razdo entre o acréscimo de y e o

P A . . i ~ .
acréscimo de x, T'(x) = A—i, dai pode-se definir a taxa de variacdo da funcio exponencial:

f(Ax+x) - f(x)

T(x) = Ar
log, (Ax+x) —logax

(61)

Os cdlculos de dreas podem ser feitos a partir dos conceitos da geometria plana ou
através da aproximacao usando a soma de Riemann, S, quando nao for possivel usar os conceitos

z

da geometria plana. A soma de Riemann, sendo Ax; = xp 1 —xp, cx =xp1 €k=1,...,n, é:

S =
k

fcx)Axy (63)
|

n
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5.1 MOVIMENTO VARIADO

No Movimento Variado a velocidade escalar e a aceleragcdo escalar ndo sdo constantes
(varia no decorrer do tempo). No Movimento Variado aplica-se as restricdes das funcdes loga-
ritmicas ao intervalo (1,+e), f: RT — R dada por f(x) = log,xsendoa > 0ea # 1.

Mostram-se as fun¢des hordrias no Movimento Variado como sendo uma restricao da

fungdo logaritmica ao intervalo (1, +4co).

1. Fungdo hordria dos espagos, s : (1,+o0) — R definida por s(¢) = log,x coma >0ea # 1.

2. Fungdo hordria das velocidades, v : (1,4o0) — R definida por v(t) = log,x, coma >0 ¢

a#1.

3. Fungdo hordria das aceleragdes, o : (1,4+) — R dada por a(t) = logsx,com a >0 e

a# 1.

A velocidade instantanea € definida como sendo a taxa de variagdo abaixo:

s(Ar+1) —s(t)

At
log, (At +1t) —log,t
t =
v(t) A
(64)
Obs.: substituir o valor de Ar por niimeros cada vez mais proximos de zero pela direita.
A taxa de variacdo a seguir representa a aceleracdo instantanea:
v(At+1) —v(t)
oft) =
(7) Ar
logq (At +1t) —log,t
o) =
(7) Iy
(66)

Obs.: substituir o valor de Ar por niimeros cada vez mais proximos de zero pela direita.
Com o esboco é possivel analisar os graficos das fung¢des horarias do movimento vari-

ado e relacioné-los com os gréficos da func¢do logaritmica.

1. Funcgdo hordria dos espagos, s(z),figuras 64 e 65.
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15 |
E
a3 1
(4]
o
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@

05 |

O " " "
1 15 2 25

tempo(s)

Figura 64: s(t) = log,x, a>1

espaco(m)
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1 15 2 25 3
tempo(s)

Figura 65: s(t) = log, x, 0<a<l

2. Funcgdo hordaria das velocidades, v(t), figuras 66 e 67.

velocidade(m/s)

1 15 2 25
tempo(s)

Figura 66: v(1) = log, x, a>1

velocidade(m/s)

1 15 2 25 3
tempo(s)

Figura 67: v(r) = log, x, 0<a<1

A drea da superficie entre as curvas v(t),t =t et =1, e o eixo 0t é o espago percorrido

por uma particula entre os instantes t = ¢; e t,, conforme a figura 68, tem-se:

n

As =Y v(cr) At (68)
k=1

tlog(t) ——

discrete2 ]
=1 |

=1
=1

Figura 68: Area pela soma de Riemann, v(r) = log, x
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3. Fungio hordria das aceleragdes, a(t), figuras 69 e 70.

aceleragao(m/s"2)
aceleragao(m/s"2)

1 15 2 25 3 1 15 2 25 3
tempo(s) tempo(s)

Figura 69: o/(t) = log,x, a>1 Figura 70: o(t) = log, x, 0<a<1

A drea da superficie entre as curvas v(z), t =t et =1, e o eixo Or é a variacdo da

velocidade escalar de uma particula entre os instante ¢t = #; e t», conforme a figura 71,

tem-se:
n
Av="Y" oa(ck)Ar (69)
k=1
25
t log(t¥log(2) ——
discrete® —
2 L
15
1
05
0

Figura 71: Area pela soma de Riemann, c(r) = log, x

5.1.1 ATIVIDADES DE APLICACAO

ATIVIDADE 1

Dada a fun¢@o horaria dos espagos s : (1,+o0) — R definida por s(¢) = logot, deter-

mine a velocidade no instante ¢t = 3s,no SI.

Resolugdo
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Escolhendo-se Ar = 0,01 s
5(0,01+3)—s(3)

0,01
log103,01 —log103
3) =
v3) 0,01
3) 0,00144524087
Vv =
0,01

v(3) = 0,144524087m/s
(70)

Pelo cdlculo diferencial e integral a resposta exata é v(5) = 3171—10 m/s.

Novamente, resolvendo no Maxima. As figuras 72, 73 e 74 ilustram o que ocorre
quando o intervalo de tempo Ar = d é aproximado para At = 0.1s, At = 0.01s e Ar = 0.001s,
respectivamente. Nota-se a progressiva aproximacao a um ndmero, a medida que At = d apro-

xima de zero, nimero este que representa a velocidade instantinea, v(3).

W wxMaxima 12.01.0 [ Velocidade instantanea, MV, Logaritmica.wxm®* | =NESN X
Arquive Editar Cell Maxima Equagfes Algebra Calculo  Simplificar Grafico  Mumérico  Ajuda
[ f [l a5 ] = .
DEd|ex Do & >o | @
-
(¥11) b:10%
t:38
d:0.18%

m

v: (log (d+t) /log (k) -log(t) /log (b)) /d, numer;
(504) 0.1424043%11461

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Figura 72: Resolucio da atividade 1, d = Ar =0, 1

M wxMaxima 12.01.0 [ Velocidade instantdnea, MV, Logaritmica.wxm™ ]

Arquive  Editar  Cell Maxima Equagdes ﬁlgebra Calculo  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

NE@d@exXbal& e > o | @
($15) b:10% .
t:35
d:0.015

m

v: (log(d+t) /log(b)-log(t) /log(b))/d, numer;
(%cB) 0.14452408741805

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Figura 73: Resolucio da atividade 1, d = Ar = 0,01
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M wxMaxima 12.01.0 [ Velocidade instantdnea, MV, Logaritmica.wxm™ ]

Arquive  Editar  Cell Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

(®¥c0l2) 0.1447407051%011

NIE8dex D0 & 0> o @
($19) b:10% -
t:3%
d:0.0015

v: (log(d+t) /log(b)-log(t) /log(b))/d, numer;

m

Eem-vindo ao wxMaxima

Pronto para entrada do usudrio

Figura 74: Resolucao da atividade 1, d = Ar = 0,001

ATIVIDADE 2

Dada a fung¢@o hordria das velocidades v : (1,+0) — R definida por v(¢) = Int,no SI,

determine:

a) a aceleragdo no instante ¢ = 10s.

b) o espaco percorrido entre os instantes = 2s e t = 5s.

Resolugao
a) Escolhendo-se Ar = 0,001 s.

o(10)
o (10)

o(10)

o(10)

v(0,001 4 10) —v(10)
0,001
110,001 — In 10
0,001
0,000099995
0,001
= 0,099995m /s

Pelo célculo diferencial e integral a resposta exata é a(10) = %) =0,1m/s>.

(72)

As figuras 75, 76 e 77 ilustram o que ocorre quando o intervalo de tempo At =d é

aproximado para At = 0.1s, Ar = 0.01s e At = 0.001s, respectivamente. Nota-se a progressiva

aproximagao a um numero, a medida que At = d aproxima de zero, nimero este que representa

a aceleracdo instantinea, ¢(10).



Assim:

M wxMaxima 12.01.0 [ Aceleragdo instantanea, MV, Logaritmica.wxm® ]

Arquivo  Editar Cell Maxima Equagtes ﬁlgebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda

L EAEY SR SISIEI - IRl ©

(%311) b:%e$

t:108

d:0.15%

ac: (log(d+t) /log(b)-log(t) /log(b))/d, numer;
(%¥c4) 0.095503308531679%

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Figura 75: Resolucio da atividade 2, letraa,d = Ar =0, 1

W wxMaxima 12.01.0 [ Aceleragio instantdnea, MV, Logaritmica.wxm® ]

Arquive Editar Cell Maxima Equagtes Algebra Calcule  Simplificar  Graficc  Numérico  Ajuda

D@¥} ek XDO| & > o | @

(%¥15) b:%es

t:108%

d:0.01%

ac: (log(d+t) /log(b)-log(t) /log (b)) /d, numer;
(%c08) 0.09555003330831¢

m

Bem-vindo ac wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Figura 76: Resolucio da atividade 2, letra a, d = Ar = 0,01

M wxMaxima 12.01.0 [ Aceleragdo instantinea, MV, Logaritmica.wxm® ]

Arquivo  Editar Cell Maxima Equagbes Algebra Calcule Simplificar Grafico  Mumérico  Ajuda

N@Faox LD . e|> o | @

(%1%) b:%eS

t:108

d:0.001%

ac: (log(d+t) /log(b)-log(t) /log(k))/d, numer;
(%0l2) 0.099995000332864

m

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Figura 77: Resolucao da atividade 2, letra a, d = Ar = 0,001

b) Escolhendo-se n = 10, como At =5 —2 = 3s e pela defini¢do Aty = % =

3l
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0,3s.

=25t = 2,3S, 13 = 2,6S, 1y = 2,9S, 15 = 3,2S, e = 3,5S, t7 = 3,8S, 13 = 4, 1s, t9 = 4,4S,
tio=4,7set;;1 =5s

Como ¢y = fy41, tem-se:
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c1=2,35,¢cp=2,68,c3=2,95,c4 =3,25,¢5=3,55,c6=23,8s,c7=4,1s,cg =4,4s, cg =4, Ts,

to=15s

As

As
As
As

Pelo célculo diferencial e integral a resposta exata é As = (5.In5—2.In2 —3)m.

10

Y vieAy

k=1
v(c1)At +v(c2) At + ... +v(c10) At

(In2,34+1n2,6+1n2,941n3,2+In3,54+1n3,8+n4,1+1n4,4+1n4,7+1n5).0,3

3,796091426 m

(74)

Assim como nos exemplos anteriores, as figuras 78, 79 e 80 ilustram o que ocorre

quando o nimero de subintervalos do intervalo original é aumentado para n = 10, n = 100 e

n = 1000, respectivamente. Nota-se o progressivo preenchimento da drea sob a curva v(t) = Int,

a medida que o valor de n aumenta, mostrando que tal aumento reflete na melhor aproximacgao

do valor da érea da regido hachurada, valor este que representa o espaco percorrido entre os

instantes t = 2s et = 5s.

w1 wxMaxima 12.01.0 [ Calcule do espago percorrido, MV, Logaritmo.wxm™ |

EIg X

Arquive Editar Cell Maxima Equagdes Algebra Célculo  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

(ediex D@0 > ©
' (sig) art_1:28 A
b:t_n:5$
n:10%
k:ba:%es

dt: (b-a)/ns
ds:sum( (log( (t_1+dt*k)))/(legiba))*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d ([ [parametric,t,log(t)/log(k), [tra,bl], [discrete
screate_list ([a + i*dt,log(at+i*dt)/log(k),a + i*dt,0,a
+ i¥*dt,logla + (i+1)*dt)/log(k)] ,i,0, n)ll):

(%0l13) 3.79%60914257318854

18

“tlog() ——
16 discrete2
14

12

1
(%t14) 08
0.6
04
0.2

0

2 25 3 35 4 45 5

(%014)

m

Pronto para entrada do usudrio

Figura 78: Resolucio da atividade 2, letra b, n=10



W wxMaxima 12.01.0 [ Calcule do espago percorrido, MV, Logaritmo.wxm® ]

Arquive  Editar  Cell Maxima Equagdes ﬁlgebra

Calculo  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

Edexa00|@6 >

@

7 (2i15) a:t_1:2§
b:t_n:55
n:100%
k:ba:%es
dt: (b-a) /n$&

sCreate_list
+ i*dt,log(a + (i+1)*dt)/log(k)]
(%020) 3.674617062291956

ds:sum{ (log((t_1+dt*k}))/ (logiba))*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d ([ [parametric,t,log(t)/log(k), [t,a,bl], [discrete
([a + i*dt,log(ati*dt)/log(k),a + i*dt,0,a

71,0, n)11)5

18

16
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1.2

1
3:21) 08
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tlog(t) ——
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0 n o
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(%021)

m

Pronto para entrada do usudrio

Figura 79: Resolucao da atividade 2, letra b, n=100

W wxMaxima 12.01.0 [ Calcule do espago percorrido, MV, Logartmo.wxm® |

Arquive  Editar Cell Maxima Equagfes Algebra

Caleule  Simplificar  Grafico  Mumérice  Ajuda

DE@@dex D& e >o

@

7 (2i22) a:t 1:28
b:t_n:5$
n:1000%
k:ba:%es
dt: (b-a) /n$

screate_list
+ i*dt,log(a + (i+1)*dt)/log(k)]
(%027) 3.662269412148458

ds:sum({ (log((t_1+dt*k)))/(log(ba))*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d ([ [parametric,t,log(t) /log(k), [(t,a,bl], [discrete
([a + i*dt,log(ati*dt)/log(k),a + i*dt,0,a

71,0, n)11)5

1.8

16
14
1.2

1
(3t28) 08
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tlog(t) ——
discrete?

(%028)

m

Pronto para entrada do usuario

Figura 80: Resolucio da atividade 2, letra b, n=1000
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ATIVIDADE 3

Sendo a(t) = Int, a : (1,4) — R, a fungdo hordria das aceleracdes, determine Av
entre os instantes t = ls e t = 5s.

Resolucao

Escolhendo-se n = 10, como Ar =5 — 1 = 4s e pela defini¢ao Af;, = % = 14—0 =0,4s.
Assim:
Hh=1s,tp=1,4s,t3=1,8s, t4 = 2,25, t5 = 2,6s, tg = 3,0s, t7 = 3,4s, t§ = 3,8s, 19 = 4,25,
tip=4,6set;; =5s
como ¢y = fx4+1, tem-se:
cir=1,4s,¢cp=1,8s,c3=2,2s5,c4 =2,65,c5 =3,0s,cq =3,4s,c7=3,8s,cg = 4,25, co = 4,65,
to=15s

10

Av = Z(X(Ck)Alk
k=1

Av = a(c))Ay + o(cr)Ar + ...+ afcio) Aty
Av = (In1,4+1n1,84+1n2,24+1n2,64+1n3,0+1n3,4+In3,8+n4,2+1n4,6+1n5).0,4
Av = 4,358478094m/s

(76)

Pelo célculo diferencial e integral a resposta exata é Av = (5.In5—4)m/s.

Assim como nos casos precedentes, as figuras 81, 82 e 83 ilustram o que ocorre quando
o numero de subintervalos do intervalo original € aumentado para n = 10, n = 100 e n = 1000,
respectivamente. Nota-se o progressivo preenchimento da drea sob a curva ¢ (¢) = Int, 2 medida
que o valor de n aumenta, mostrando que tal aumento reflete na melhor aproximacdo do valor
da drea da regido hachurada, valor este que representa a variacdo da velocidade Av entre os

instantes t = ls e t = 5s.



W wxMaxima 12.01.0 [ Calcule da variagde da velocidade, MV, logaritmao.wxm™ ]

Arquive  Editar  Cell Maxima Equagfes ﬂ\gebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérice  Ajuda

Edaex K00 >o K2

' (3i1) a:t_1:18
b:t_n:53
n:108
k:ba:%es
dt: (b-a) /n$§
dv:sum{ (log((t_1+dt*k)})/ (log(ba))*dt, k, 1, n),numer;
wxplotZd ([ [parametric,t,log(t)/logik), [t,a,bl], [discrete,
create_list ([a + i*dt,logla+i%dt)/loglk),a + i*dt,0,a +
i*dt,log(a + (i+1)*dt)/log(k)] ,1,0, n)1l);:

(%06) 4.3584780%94062431

18

16 tlog(t) ——
. dscrete?7—
1.4

1.2

1
(5t7) 08
0.6
0.4
02

0

1 15 2 25 3 35 4 45 5

(%07)

m

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada de usudrio

Figura 81: Resolucio da atividade 3, n=10

W wxMaxima 12.01.0 [ Calcule da variagde da velocidade, MV, logaritmao.wxm™ ]

Arquive  Editar  Cell Maxima Equagfes ﬂ\gebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérice  Ajuda

Edaex K00 >o K2

' (3ig) a:t_1:18
b:t_n:53
n:1008%
k:ba:%es
dt: (b-a) /n$§
dv:sum{ (log((t_1+dt*k)})/ (log(ba))*dt, k, 1, n),numer;
wxplotZd ([ [parametric,t,log(t)/logik), [t,a,bl], [discrete,
create_list ([a + i*dt,logla+i%dt)/loglk),a + i*dt,0,a +
i*dt,log(a + (i+1)*dt)/log(k)] ,1,0, n)1l);:

(%0l3) 4.079271660803454

18
16
14
1.2

1
(3t14) 0.8
0.6
0.4
02

0

tlog(t) ——
discrete2 ATl I

1 15 2 25 3 35 4 45 5

(%014)

m

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada de usudrio

Figura 82: Resolucao da atividade 3, n=100
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W wxMaxima 12.01.0 [ Calcule da variagde da velocidade, MV, logaritmao.wxm™ ]

Arquive  Editar  Cell Maxima Equagfes ﬂ\gebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérice  Ajuda

Edaex K00 >o K2

' (2i15) a:t_1:18
b:t_n:53
n:10008%
k:ba:%es
dt: (b-a) /n$§
dv:sum{ (log((t_1+dt*k)})/ (log(ba))*dt, k, 1, n),numer;
wxplotZd ([ [parametric,t,log(t)/logik), [t,a,bl], [discrete,
create_list ([a + i*dt,logla+i%dt)/loglk),a + i*dt,0,a +
i*dt,log(a + (i+1)*dt)/log(k)] ,1,0, n)1l);:

(%020) 4.05040737132%406

18

tlog(t) ——
16 discrete?
1.4

12

1
(%£21) 08
06
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0

(%021)

m

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada de usudrio

Figura 83: Resolucio da atividade 3, n=1000
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A proposta desenvolvida para o 1° ano do Ensino Médio dividida em quatro etapas,
fun¢do afim, funcdo quadrética, fun¢do exponencial e func¢do logaritmica, busca, sobretudo a
andlise do comportamento de uma fungdo, assim como a sua aplicacdo na cinematica escalar,
tornando o estudo da Matematica e da Fisica atraente e desafiador, e, com o auxilio de uma fer-
ramenta de aprendizagem, o software Maxima, o educando poderd interagir com esta € outras
disciplinas.

Os programas utilizados no software Maxima em parceria com o mestrando Tiago
Bandeira e sob a orientacdo do professor Dr. Andrés, possibilitam a visualiza¢io e a interpre-
tacdo do comportamento do grafico de uma funcdo. No Maxima € possivel realizar calculos
matemadticos e animagdes, tornando as aulas mais dinamicas e interativas. A proposta, porém,
ndo tem a finalidade de substituir os cédlculos manuais e sim apresentar um recurso adicional,
de forma que o educando se concentre e mantenha a atencio na anélise geral da aplicacdo.

Com o ensino das disciplinas, Matemdtica e Fisica, em parceria e com o auxilio
do Maxima, tanto o professor quanto o aluno tem um grande ganho no processo de ensino-
apredizagem, o aluno tem a aplicacdo simultanea e a visualizacdo dos conteidos, os profes-
sores tém seus contetdos contextualizados, o professor de Fisica pode aprofundar-se mais nos
conceitos e definicdes da Fisica com menor preocupacdo com os conceitos da Matematica, por
outro lado, o professor de Matemadtica tem uma aplicac¢do dos seus contetidos, respondendo com
1sto um questionamento comum em sala de aula, “onde vou aplicar este contetido?”’.

A taxa de variacdo e a soma de Riemann ministradas no Ensino Médio possibilita aos
alunos que optarem em cursar o ensino superior na drea das Ciéncias Exatas, melhor adaptacdo
as disciplinas de célculo diferencial e integral.

O trabalho visa despertar nos professores de Ensino Médio, Matemdtica e Fisica, a
importancia do relacionamento do Ensino Médio com o Ensino Superior, pois o conhecimento
ndo tem barreiras, e algumas perguntas ndo podem ser respondidas com base apenas no Ensino
Médio. Com a globalizag¢ao e desenvolvimento das dreas de conhecimentos, questionamentos
sdo frequentes em sala de aula, e o professor tem que estar preparado para respondé-los ou

direciond-los para a busca de tais respostas, dai a escolha de um software que contemple dreas



da Matemdtica, desde as quatro operacdes a cdlculos avancados.
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APENDICE A - DEFINICOES E RESOLUCOES

A.1 DEFINICOES

Neste apendice sao apresentadas algumas defini¢des da matemadtica e da fisica, sobre
a oOtica do calculo diferencial integral, objetivando fornecer ao leitor as solugdes exatas das
atividades apresentadas como modelo.

Segundo SAMPAIO e CALCADA (2005), velocidade escalar instantanea € a grandeza
v cujo valor absoluto indica a rapidez de um corpo num determinado instante, € o limite da
velocidade escalar média quando Ar tende para zero, ou ainda € a derivada da funcdo horaria

dos espagos no instante t.

Velocidade escalar instantanea, V (¢).

. As  ds(t)
Vt)= lim — = 78
®) AtlglO At dt (78)
A velocidade escalar no instante t — ¢y.
s(At+11) —s(t1)  ds(ty)
Vi) =1 = 79
() AzILnO At dt (79

Segundo BONJORNO (2004), aceleracdo escalar instantanea é a aceleracdo escalar
que um corpo possui num determinado instante, informa a variacdo da velocidade escalar por
unidade de tempo, € o limite da aceleracdo escalar média quando At¢ tende para zero, ou ainda é

a derivada da func¢do horaria das velocidades no instante t.

Aceleragdo escalar instantinea, a(t).

Av  dv(t)
) = 1 — =
o(t) Atlino At dt

(80)

A aceleracdo escalar no instante t = ;.
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. V(Al‘—l—l])—v(l‘l) dv(tl)
p— 1 p—
o) Azlglo At dt

81)

Como o objetivo é trabalhar com alunos do 1° ano do ensino médio que ainda nio tém
conhecimento de limites e derivadas, utiliza-se aproximagdes ja que as fungdes nesse momento
tém comportamento bem definidos, assim, usa-se as taxas de variacdes a seguir, aproximando
At de zero pela direita. Conhecendo as func¢des horarias dos espagos e das velocidades pode-
se encontrar uma aproximag¢do para a velocidade escalar instantanea e a aceleracdo escalar

instantanea, respectivamente.

A velocidade no instante t = 1y.

s(At+11) —s(t1)

= 2
V(tl) Al (82)
A aceleragdo no instante t = #q.
At +11) —v(t
(X(tl) — V( + 1) V( 1) (83)

At

Como v(t) = d;—(t’) ea(t)= dvd—(tl) e aplicando integral definida em ambos os membros,
com limites de integracao | € t, com t] < f, e pelo Teorema Fundamental do Célculo, pode-se
observar que o espaco percorrido, As, é a integral definida de v(r) com limites de integragdo #;
e tp e que a variacdo da velocidade, Av,é a integral definida de o (¢) com limites de integracdo

1 €, tem-se :

/lzv(t)dt _ " d“;(tt)dt
/:v(t)dt — 50
/lzv(t)dt — s(ty)—s(t1)

15)
/ v(t)dt = As
N

15)

(84)

rz b dv(t)
dt
f dt

15)

o(t)dt = v(t)

n

ot)dt = v(t)—v(t)

o(t)dt = Av
(86)
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Pela definicao de integral definida e considerando as funcdes horarias ndo negativas,
maior ou igual a zero, no intervalo [t1,,] a integral f,’f v(t)dt mede a édrea entre as curvas v(t),
t =1t =1 e oeixo Ot, daf a drea é o espago percorrido por uma particula entre os instantes #; e
t,. Da mesma forma a integral fttf o.(t)dt mede a drea entre as curvas Q(t),t =t,f =1 € 0 €ixo

0Ot, e a drea € a variacdo da velocidade de uma particula entre os instantes #; € .

%) n

As—A= / v(e)dt = Tim Y v(c) Ay (88)
n =
t n

Av=A= [ a(t)dt=1im Y o(cy)As (89)
n ey =

Como ainda ndo se pode calcular limites e integrais e as formulas v(#;). Aty e ot (t).Aty
representa a drea de um retangulo k, faz-se uma aproximacao através da soma finita das areas
dos k-ésimos retangulos, conforme figura 84, chamada Soma de Riemann, para isso faz-se n
igual a um ndmero inteiro positivo qualquer e ¢ = ;4 do intervalo [f, ;1] e define-se todos
os Aty iguais, Aty = %, com k € N* sendo 1 < k < n . Dependendo da fungdo hordria e da
escolha de n encontra-se um valor muito préximo do real, quanto maior o valor de n melhor
a aproximacao, assim as férmulas para calcular o valor aproximado do espaco percorrido e da

varia¢do da velocidade, sao :
n

As =Y v(ck) At (90)
k=1
n
Av="Y" a(ck)At 91)
k=1
250
t 22 ——
200 discrete2 ——
' 7
7]
150 | j
100 |
50 }
0
0 2 4 5] 8 10

Figura 84: Soma de Riemann



A.2 RESOLUCOES

A resolucido exata das atividades propostas nos capitulos anteriores, segue abaixo:

Na atividade 2 do capitulo 2, temos:

61

Sendo v(t) =5, v: [0,+) — R, a fungdo hordria das velocidades de uma particula,

determine o espago percorrido entre os instantes t = 2s e t = 7s.

15)
As = /v(t)dt
N

7
As = S5dt
2
7
As = St‘
2

As = 57-52
As = 25m

Na atividade 1 do capitulo 3, temos:

92)

Dada a fungdo hordria dos epagos s(t) = 2+ 3t +4t2, 5 : [0,40) — R, determinar a

velocidade e a aceleragdo no instante ¢ = 3s, no SI.

ds
V(l') = E
v(t) = 3+8

v(3) =3+83=3+24="27m/s

Na atividade 2 do capitulo 3, temos:

(94)

(96)

Dada a fungéo hordria das velocidades v : [0,+c) — R definida por v(z) = 3 4 5¢,no

SI, determine:
a) a aceleracdo no instante t = 2s.

b) o espaco percorrido entre os instantes t = 2s e t = 5.

a)

a(t) = Z—:
a(t) = 5
a2) = 5m/s

O7)
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b)

o}
As = /v(t)dt
n

5
As = /(3+5t)dt
2

ANE
A = _ ‘
s (3r+ > )2

5.52 5.22
As = (35+)—(324+
s (3.5+ 2) (3.2+ 2)
As = 61,5m

99)

Na atividade 3 do capitulo 3, temos:
Sendo a(t) =3, a : [0,+) — R, a fun¢do hordria das acelera¢des, determine a vari-

acdo da velocidade entre os instantes t = Os e t = 4s.

15)
Av = /oc(t)dt
n

4
Ay = 3dt
0
4
Av = 3t‘
0

Av = 34-30
Av = 12m/s
(101)
Na atividade 1 do capitulo 4, temos:

Dada a fungédo horéria dos espagos s : [0, +e0) — R definida por s(¢) = 3, determine a

velocidade no instante ¢ = 5s,no SI.

_ ds@)

v = dt

v(t) = 3'n3
(103)
v(5) =3%.In3 =243.In3m/s (105)

Na atividade 2 do capitulo 4, temos:
Dada a fung@o horéria das velocidades v : [0, +c) — R definida por v(z) = 2/,no SI,
determine:

a) a aceleracdo no instante ¢ = 3s.
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b) o espaco percorrido entre os instantes = 2s e t = 5s.

a)
dv(t)
1) = ——
o(t) 7
a(t) = 2'n2
(106)
a(3)=2%1n2=28l.n2m/s* (108)
b)
15}
As = /v(t)dt
n
5
As = /2fdr
2
2% |5
As = —
g In212
5 2
As = 2__2_
n2 In2
28
AS = mm
(109)

Na atividade 3 do capitulo 4, temos:
Sendo o (1) = €', o : [0,40) — R, a fungdo hordria das aceleragdes, determine Av

entre os instantes ¢t = ls e t = 5s.

5
Ay = /etdt
1

Av = ¢

Av = e’ —e
Av = (& —e)m/s
(111)

Na atividade 1 do capitulo 5, temos:

Dada a fun¢@o horaria dos espagos s : (1,+00) — R definida por s(¢) = logot, deter-
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mine a velocidade no instante ¢t = 3s,no SI.

W) = d‘;(tt)
Lo
= o
(113)
b(5) = —1 L s (115)

3010 3010
Na atividade 2 do capitulo 5, temos:

Dada a fungdo hordria das velocidades v : (1,+e) — R definida por v(t) = Int,no SI,
determine:
a) a velocidade no instante r = 10s.

b) o espaco percorrido entre os instantes t = 2s e t = 5.

a)
(1)
at) = dt
1
o(t) = ’
(116)
10) = L —0.1m/s? 118
o )_E_ JAm/s (118)
b)
15}
As —
s /tlv(t)dt
5
As = /21ntdt
As = (t.lnt—t)E
As = (5.n5-5)—(2.In2—-2)
As = (5.In5-2.In2—-3)m
(119)

Na atividade 3 do capitulo 5, temos:

Sendo a(t) = Int, a : (1,4) — R, a funcdo hordria das aceleracdes, determine Av
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entre os instantes t = ls et = 5s.

15}
Av = / o(t)dt
n

5

Ay = Intdt
1

Av = (l.lnt—l)‘j
Av = (5.In5—5)—(1.In1—1)
Av = (5.In5—4)m/s
(121)
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