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Resumo

No presente trabalho, principios e teoremas associados aos nimeros inteiros sao reto-
mados, bem como problemas de autovalores e autovetores, sendo ressaltada a matriz Her-
mitiana. Em seguida € dado énfase as Matrizes Circulantes, através das quais verifica-se a
associacdo a dois polindmios bem definidos: o representante e o caracteristico. Posterior-
mente realiza-se um breve relato acerca da historia das equagdes polinomiais, destacando-
se as Formulas de Cardano-Tartaglia associadas as mesmas. Logo apds € feita uma uni-
ficacdo no processo de resoluciao das equagdes polinomiais de graus menores do que o
igual a 4, por meio das matrizes circulantes. O trabalho € finalizado, sendo provado o
Teorema de Fermat para n = 3, recorrendo-se as Férmulas de Cardano-Tartaglia.

Palavras Chaves: Matrizes Circulantes, Equa¢des Polinomiais, Férmulas de Cardano
e Teorema de Fermat.
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Abstract

In this present work, principles and theorems associated to integers are returned, as
well as eigenvalues and eigenvectors problems, highlighting a Hermitian matrix. Then it
is emphasized to the Circulating Matrices, through which it is found the association to
two well-defined polynomials: the representative and the characteristic. Later a brief ac-
count about the history of polynomial equations is made, drafting the Cardano-Tartaglia
Formulas associated to them. Afterwards a unification is made in the resolution process
of the polynomial equations of smaller degrees than the equal to 4, by means of the circu-
lating matrices. The work is completed by proving a Fermat theorem for n = 3, using the
Cardano-Tartaglia Formulas.

Keywords: Circulating Matrices, Polynomial Equations, Cardano Formulas and Fer-
mat Theorem.
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Notacoes

Notacoes Gerais

e N ¢ o conjunto dos nimeros naturais

e 7 & o conjunto dos nimeros inteiros

e 7. é o conjunto dos nimeros inteiros positivos
e 7* =7 — {0} é o conjunto dos niimeros inteiros exceto o nimero 0
e Q € o conjunto dos nimeros racionais

e R € o conjunto dos nimeros reais

e C € o conjunto dos niimeros complexos

e ZJi] é o anel dos inteiros Gaussianos

e U(Z[i]) é o grupo das unidades de Z]i]

e R ¢é um anel comutativo com identidade

e M(R) é o anel das matrizes 2 x 2 sobre R

e A representa uma matriz

e N(A)éanormade A

e A representa a matriz transposta de A

e det(A) é o determinante de A

e Tr(A)éotracode A

X



| é a operagdo divide
f é a operacdo nao divide
= relacdo de congruéncia

mdc é o maximo divisor comum



Introducao

Ha algo fascinante sobre os procedimentos para a resolucao de equagdes polinomiais
com grau menor do que ou igual a 4. Por um lado, enquanto solu¢des gerais (usando
radicais) sdo impossiveis para equagdes polinomiais de grau maior do que ou igual a
cinco, elas t€m sido encontradas para quadréticas, ctbicas e qudrticas. Por outro lado, as
solucdes canOnicas para a cubica e a quartica sdo complicadas, e os métodos parecem ad
hoc. Como € que alguém pode lembrar-se delas? Assim, € razodvel pensar em obter um
método simples (de facil memorizacdo) e unificado para todas as equacdes de graus até
quatro.

As abordagens para a unificagao t€m sido algo tdo longo quanto as préprias solucdes.
Cardano, em 1545, publicou solugdes tanto para a equacao cubica quanto para equacao
qudrtica, atribuindo o primeiro mérito para Tartaglia e o segundo para Ferrari. Depois de
vdrias tentativas subsequentes e sem €xito em resolver equagdes de grau maior do que ou
igual a cinco, Lagrange, em 1770, apresentou uma andlise detalhada para explicar por que
os métodos de resolverem equacdes cubicas e quarticas sdo bem sucedidos, utilizando-
se de transformacOes lineares. A partir daquele momento até o presente, esforcos tém
sido apresentados para clarear as solu¢des de equagdes cubicas e quarticas. Como uma
aplicagdo provaremos o teorema de Fermat para n = 3.

No primeiro capitulo faremos uma breve revisdo sobre nimeros inteiros, 0s quais sao
prerrequisitos que alicercam a teoria sobre a qual necessitamos no texto.

No segundo capitulo faremos uma breve revisao sobre polindmios, autovalores e au-
tovetores, os quais sdo prerrequisitos que alicercam a teoria sobre a qual necessitamos no
texto.

No terceiro capitulo discorreremos sobre as matrizes circulantes e suas propriedades,
dentre as quais poderemos destacar que cada matriz circulante possui dois polindmios na-
turalmente associados a ela, a saber, o seu representante e o seu polindmio caracteristico.
As “circulantes” foram introduzidas pela primeira vez em 1846 por Catalan.

No quarto capitulo comegaremos com um pouco da historia a respeito das equagdes de
grau menor que ou igual a 4. Além disso, mostraremos como resolver equagdes polinomi-

X1



ais usando o método circulante, chegando as férmulas de Cardano-Tartaglia e concomi-
tantemente com uma discuss@o sobre critérios para classificarmos as raizes das equagdes
quadraticas, cubicas e quarticas.

No quinto capitulo discutiremos a Conjectura de Fermat para n = 1,2, 3, usando
somente resultados elementares.

Xii



Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos as terminologias e nota¢des de determinados princi-
pios, bem como, sobre divisibilidade, fatoracdo e congruéncia, que serdo usadas em toda
a dissertacdo. O leitor interessado em mais detalhes, assim como nas provas de certos
lemas, corolérios e teoremas, pode consultar [6, 10].

1.1 Principios

Um dos axiomas fundamentais na teoria dos nimeros inteiros e que serd usado impli-
citamente muitas vezes, é o seguinte:

Axioma 1.1 (Principio da Boa Ordenacao - PBO) Qualquer subconjunto ndo vazio dos
inteiros positivos 7. possui um menor elemento.

Exemplo 1.2 (Principio de Arquimedes) Sejam a,b € Z, com b > 0. Mostre que existe
n € N tal que na > b.

Solucdo. Suponhamos, por absurdo, que na < b, para todo n € N. Seja
S={b—na€Z;:neN},

entdo S # (), pois b — a € S. Assim, pelo PBO, existe um sy = b — nga € S tal que
so < x, paratodo x € S. Como b— (ng+ 1)a € X, pois S contém todos os inteiros desta
forma, temos que

b— (no+1)a=xy—a< s,

0 que é uma contradicao. ]



1.1. PRINCIPIOS

Proposicao 1.3 Se z,y € Ncom x < vy, entdox + 1 < y.

Prova. Se x < y, entdo y — x > (. Assim, basta provar que o conjunto
S={rxreN:0<z<1}

€ vazio. ]

Exemplo 1.4 (Principio do Maximo) Qualquer subconjunto ndo vazio limitado superi-
ormente de 7. possui um maior elemento.

Solucio. Seja .S um subconjunto nio vazio de Z limitado superiormente, isto é, existe um
b € Ztal que s < b, para todo s € S. Entdo o conjunto

T={neN:s<n, VsecS}

€ ndo vazio, pois se s € S, entdo s < b < b+ 1. Assim, b+ 1 € T. Logo, pelo PBO,
existe tg € T tal que ty < t, paratodo ¢t € 7. Note que existe um s, € S tal que
to— 1 < sg,ouseja, tg— 1 = sg € S, pois sg < ty. Por outro lado, como s < tg, para
todo s € S, temos que s < ty — 1 = sy. Portanto, sy é o maior elemento de S.

Teorema 1.5 (Principio de Inducao Finita) Seja S um subconjunto de N que goze das
seguintes propriedades:

1. 1 € S (base de indugdo).
2. Sene S, entdgon+1¢€ S (PIF).
Entdo S = N.
Prova. Basta provar que o conjunto
T={keN:k¢S}
¢ vazio. |

Teorema 1.6 (Principio de Inducao Completo) Seja S um subconjunto de N que goze
das seguintes propriedades:

1. 1 € S (base de indugdo).

2. Paracadan € N, se {1,2,...,n} C S, entdon+1¢€ S. (PIF)

2



CAPITULO 1. RESULTADOS BASICOS

Entdo S = N.
Prova. Suponhamos, por absurdo, que S # N. Entdo o conjunto
T=N-S={neN:n¢S}#0D.

Assim, pelo PBO, existe um ty € T tal que ty < ¢, paratodot € T. Como 1 € S temos
que tg # letg > 1. Logo, 0 < ty — 1 < ty. Pela escolha de ¢, temos que to — 1 ¢ T ou

1<k<ty—1, V k€S, ouainda, {1,2,...,{p —1} CS.
Portanto, propriedade (2),
to=(to—1)+1e€S=t,eSNT =0,

o que ¢ uma contradicdo. Consequentemente, S = N. ]

1.2 Divisibilidade

Nesta secdo provaremos um algoritmo, conhecido desde o ensino fundamental, que
€ o processo ordindrio de dividir um inteiro positivo a por um inteiro positivo b, o qual
fornece um quociente g € um resto 7.

Sejam a,b € Z, com b # 0. Diremos que b divide a ou a é um muiltiplo de b se existir
um c € Z tal que

a = be

e denotaremos por b | a. Caso contrério, diremos que b ndo divide a e denotaremos por
b1 a. Diremos que a € Z é um niimero par se 2 | a e impar se 2 1 a.

Teorema 1.7 Sejam a,b,c,d € Z*. Entdo as seguintes condi¢oes sdo satisfeitas:

1. Sea|bea

¢, entdo a | (bx + cy), para todos x,y € Z.
2. alb=a|bc
3.albeb|lc=alc

4. a

ba>0eb>0=a<0b

5.albeb|a=b=+a.

6. Seja c = ax + by, para alguns x,y € 7. Se d | b, mas d { ¢, entdo d 1 a.

3



1.2. DIVISIBILIDADE

Prova. Vamos provar apenas os itens (1) e (5): (1) Sea | be a | ¢, entdo existem r, s € Z
tais que b = ra e ¢ = sa. Assim,

bx + cy = rax + say = (rx + sy)a.

Portanto, a | (bx + cy), para todos z,y € Z.

(5) Se @ | b, entdo existe um r € Z tal que b = ra. Assim, |b| = |r||al, isto &, |a| | |b].
Logo, pelo item (4), |a| < |b|. De modo anélogo, b | a implica que |b| < |a|. Portanto,
la] = |b] ou b = +a. u

Teorema 1.8 (Algoritmo da Divisao - AD) Sejam a,b € Z, com b > 0. Entdo existem
unicos q,r € 7 tais que
a=qgb+r, com 0<r<b.

Prova. Note que a < 0 implica que —a > 0. O caso a = 0, existem ¢ = r = 0. Assim,
basta considerar o caso a > 0. O conjunto

S={neN:nb>a}

€, pelo Principio de Arquimedes, ndo vazio. Logo, pelo PBO, existe um ¢ + 1 € S tal
que gb < a < (¢ + 1)b. Pondo r = a — ¢b, obtemos r > 0 e < b. Portanto,

a=qgb+r, com 0<r<b.
Para prova a unicidade, suponhamos que
a=qb+ry, com 0<r; <b.
Como r < ry our; < r,digamos r < ry, temos que
0<r—r<ber —r=(q—q)b.

Assim, b | (r; — ). Se r < rq, entdo, pelo item (4) do Teorema 1.7, b < r; — r, 0 que é
uma contradi¢do. Portanto, r = r;. Consequentemente, (¢ — ¢1)b = 0 ou ¢ = ¢;. |

Observe que o Algoritmo da Divisao € equivalente a:

%ZQ+£’ com O§£<1.

Neste caso, ¢ = max{n € Z:n < {}.
Sejam a,b € Z,com a # 0 ou b # 0. O mdximo divisor comum de a e b, em simbolos
mdc(a, b), é um d € Z tal que



CAPITULO 1. RESULTADOS BASICOS

1. d > 0.
2.d|aed]|b.
3. Sec|aec]|b,entioc|d.
Diremos que a e b sdo relativamente primos ou primos entre si quando mdc(a, b) = 1.
Teorema 1.9 Sejam a,b € 7Z, com a # 0 ou b # 0. Entdo mdc(a,b) existe e é tinico.
Prova. O conjunto
S={za+by:z,ycl}

¢ ndo vazio, pois +a = (1) -a+0-b€ Se+b=0-a+ (£1)-b € S. Assim, pelo
PBO, existeumd € Stalqued > 0ed < s, paratodo s € S. Como d € S temos que
existem xg, yo € Z tais que

d = axo + byg.

Sendo assim, é facil verificar que d = mdc(a, b), por exemplo, pelo AD, existem unicos
q,r € Z tais que
a=qd+r, com 0<r <d.

Logo,
r=a—qd=a(l—qrg)+b(—qyo) € S.

Portanto, pela minimalidade de d,r =0 e d | a. ]

Corolario 1.10 Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0. Se d = mdc(a,b), entdo existem
x,y € Z tais que
d = ax + by.

Lema 1.11 (Lema de Euclides) Sejam a,b,c € Z*. Se ¢ | ab e mdc(a,c) = 1, entdo
c|b.
1.3 Fatoracao Unica

Seja p € Z. Diremos que p é um primo se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

1. p>1.

2. Sea|p,entdoa =+1oua = +p.



1.3. FATORACAO UNICA

Lema 1.12 Sejam a,b € Z e p um primo. Se p | ab, entGop | aoup | b.
Prova. Se p { a, entdo mdc(a, p) = 1. Portanto, pelo Lema de Euclides, p | b.
Lema 1.13 Sejan € Z, comn > 1. Entdo n é um produto de primos.
Prova. O conjunto

S={ne€Z:n>1e n ndoéum produto de primos}

€ vazio. Caso contrdrio, pelo PBO, existe um d € Stalque d > 1 e d < s, para todo
s € S. Assim, pela condiggo (2), existeum a € Z tal que a | d, mas a # +1 e a # +d.
Suponhamos que a > 0. Entdo existe b € Z tal que d = ab. Logo, pelo item (4) do
Teorema 1.7, 1 < a,b < d. Neste caso, a,b ¢ S. Portanto,

a=pi-pmeb=q-qn
sdo produto de primos. Consequentemente,
d=p1 - Pm@1 G
¢ um produto de primos, o que € uma contradicao. ]

Teorema 1.14 (Teorema Fundamental da Aritmética - TFA) Qualquera € Z—{—1,0,1}
pode ser escrito de modo tinico sob a forma

a=upy'py’ -y,
comu = =+1,p; < ps < --- < p, niimeros primos e r; € 7.

Prova. Note que a < —1 implica que —a > 1. Entdo basta provar o caso a > 1. Ja
vimos, pelo Lema 1.13, que qualquer @ > 1, pode ser fatorado em fatores primos. Para
provar a unicidade. Consideremos o conjunto

S={a€Z:a>1e suafatoragdo em fatores primos ndo é tnica}.
Assim, pelo PBO, existeum b € Stalque b > 1e b < s, paratodo s € S. Neste caso,
b=p1-Pm =q" " n-

Mas, pelo Lema 1.12, p | ¢;, para algum j = 1,...,n. Reordenando, se necessdrio,
podemos supor que j = 1 e p; = ¢;. Logo,

C=DpP2"""Pm =G2" " Qn.

6



CAPITULO 1. RESULTADOS BASICOS

Como ¢ | b temos, pelo item (4) do Teorema 1.7, que ¢ < b e, pela minimalidade de b,

m — 1 = n — 1. Portanto, reordenando, se necessario, po = qo, . .., P, = ¢,. Consequen-
temente, m =nep; = q1,P2 = q2, - - -, Pn = qn. O resultado segue agrupando os fatores
primos iguais. [ ]

Lema 1.15 Sejam a,b,n € N tais que mdc(a,b) = 1. Se ab = ¢", entdo existem u,v € N
tais que a = u" e b = v"™.

Prova. Note, pelo T F' A, que existe um primo p € N tal que p | a. Entdo o conjunto
S={meN:p"|a}

é ndo vazio. Assim, pelo Principio do Mdximo, existe um r € N tal que p” | a e p"™! { a.
Como mdc(a, b) = 1 temos que p” 1 b. Logo, p” | ab e p"*! 1 ab. Pondo

c = p§1p22 .. p;’rln
temos, pela hipétese, que r = nr;, paraalgum ¢ = 1,...,m, ou seja, n divide r. Portanto,
existe um u € N tal que a = u”. De modo anélogo, existeum v € Ntalque b = v". m
1.4 Congruéncias

Sejam a,b € Z e n € N. Diremos que a e b sdo congruentes modulo n se n divide
a— b e denotaremos por a = b (mod n). Caso contrdrio, diremos que a ndo é congruente
a b mddulo n e denotaremos por a Z b (mod n).

Teorema 1.16 Sejam a,b,c,d,x € Z e n € N. Entdo as seguintes condicoes sdo
satisfeitas:

1. a =a (mod n).

[\

. Sea=b (mod n), entdo b = a (mod n).
3. Sea=b (mod n)eb=c (mod n), entdo a = ¢ (mod n).
4. Sea=0b (mod n) ec=d (mod n), entdo

a+c=b+d (modn) e ac=bd (mod n).

5. Sea =0 (mod n), entdo ax = bx (mod n).

7



1.4. CONGRUENCIAS

6. Sea=b (mod n) ea=c (mod n), entdo

ar=c¢ (modn)<br=d (modn).

7. Sea =10 (mod n), entdo a* = v* (mod n), para todo k € N.

Dado a € Z e n € N. Entdo existem dnicos ¢, € Z tais que a = gn + r, com
0 <r < n. Logo,

a=r (modn), onde r € {0,1,...,n— 1}.
Lema 1.17 Seja a € Z. Entdo:

1. a=r (mod 2), onder € {0,1}.

2. a®> =r (mod 4), onde r € {0,1}.

3. a* =r (mod 8), onde r € {0,1,4}. Em particular, se a é impar, entdo

a>=1 (mod 8).
4. a=r (mod 3), onder € {—1,0,1}.
3 _

5. a® = a (mod 3) se, e somente se, a® = a (mod 9).

Teorema 1.18 Se a equacdo Diofantina f(x,y,z) = 0 possui uma solugdo a,b,c € Z,
entdao

f(a,b,c) =0 (mod n),
para todon € N.

Prova. Seja a,b,c € 7Z uma solugdo da equagdo f(x,y,z) = 0. Como n | 0, para todo

n € N, temos que
f(a,b,c) =0 (mod n),

para todo n € N. [ |

E muito importante ressaltar que o Teorema 1.18 nos fornece um método para decidir
se uma dada equacdo Diofantina possui solu¢do ou ndo: se existir um n € N tal que a
equagdo
f(x,y,2) =0 (mod n),

nao possui solu¢do em Z, entdo a equagao Diofantina
f(x7 y7 Z) = 07

nao possui solucao em Z.



Capitulo 2

Problemas de Autovalores e Autovetores

Neste capitulo apresentaremos as principais defini¢des e resultados sobre matrizes,
autovalores e autovetores que serdo usadas em toda dissertacdo. O leitor interessado em
mais detalhes, assim como nas provas de certos lemas, proposi¢des, coroldrios e teoremas,
pode consultar [3, 4, 11].

2.1 Notacoes fundamentais
Nesta secao introduziremos algumas defini¢des, notacdes e terminologias. A notagcao
C={a+bi:abeR, comi’=-1}
representa o conjunto dos nimeros complexos. Neste caso,

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
(a+bi)-(c+di) = (ac—0bd)+ (bc+ ad)i

e Z = a — bi é o conjugado complexo de z = a + bi. O nimero real
2> =2-z2=a>+b* ou |z| = Va2 + 12,

chama-se norma ou médulo de z. Assim, se z # 0, entdo

1 1 _

-=—2Z.

z 2P
As notagdes R(z) = 3(z + z) e (z) = 3(z — z) representam a parte real e a parte
imagindria de z. Note que

NcZcQcRcC

9



2.1. NOTACOES FUNDAMENTAIS

Em tudo que segue, salvo menc¢do explicita em contrario, /' representa um subcorpo do
corpo dos nimeros complexos C, em que seus elementos serdo chamados de escalares.
Seja F'[x] conjunto de todas as somas formais

f(@) = ama™ + -+ + a1z + ag € Fla].
A expressao
f(x) =anz™ + -+ ax+ao ou f(x)=ay+az+- -+ apz™

chama-se polinémio sobre F'. Quando a,, # 0, diremos que f(x) possui grau m e serd
denotado por O(f) = m. Um escalar A € C é uma raiz de f(x) se f(\) = 0. Neste caso,
é bem conhecido que = — A divide f(z), ou seja, existe g(x) € F|x] tal que

f(z) = (z = N)g(z).
Assim, indutivamente, obtemos
flz)=alx—X) - (z— \p),

ondea € Fel,...,\, € C,sdo as raizes de f(x). Note que se 5 € C — R é uma raiz
complexa de f(z) € R|z], entdo

a0+a15+“~+amﬁm20.
Tomando a conjugacdo complexa desta equacgdo, teremos
ag—l—a15+“~+am6m20.

Logo, £ também ¢é uma raiz de f(x), ou seja, as raizes complexas de f(x) ocorrem aos
pares.

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental da Algebra) Qualquer polindmio possui uma raiz
em C.

Proposicao 2.2 Seja
f(x)=2"+ap 12" '+ + a1z +ag € Flz].
Entdo existem \q, ..., \, € C, ndo necessariamente distintos, tais que:
1. f()=0,i=1,...,n

10



CAPITULO 2. PROBLEMAS DE AUTOVALORES E AUTOVETORES

2. flx)=(x—= A1) (. — ).
f(iz)

/L'ﬂ,

3. f(z) possui todas as raizes puramente imagindrias se, e somente se, possui

todas as raizes reais.

4. As relacoes de Girard:

f@)=a" =M+ +FX)2" e (1) A A
Além disso, se f(a) =0, entdo o = \;, para algumi =1, ... n.

O item (4) da Proposicao 2.2 produz uma conexio entre os coeficientes do polindmio
f(z) e suas raizes.

A equacdo 2" — 1 = 0 é de grande importancia em diversos ramos da matemdtica e
suas raizes chamam-se raizes n-ésimas da unidade. E comum escrever essas raizes como

w=cos|— | +isen|{ — ) =er €C,
n n

sendo esta expressdao conhecida como Férmula de Euler. Neste caso, as raizes da equacao
2™ — 1 = 0 sdo dadas pelas poténcias n-ésimas de w e, para cada k € N, com k =
0,1,....,n—1, tem-se
k 2nik
w'=en .

n—1

Em particular, w® = 1. Portanto, 1,w,w?,...,w sdo todas as raizes n-ésimas da

unidade distintas, pois w* # 1,k =1,...,n — 1.

Lema 2.3 Seja w € C uma raiz n-ésima da unidade. Entdo:

1. @ =w™F =wF e w™* = WF, para todo k € N.

2. 14+ Wk +w? + - 4 W) = 0, para todo k € N.

Denotaremos por
F'={(z1,...,2y) s 21,...,2, € F}

o conjunto de todas as n-uplas sobre F' e por F**" o conjunto de todas as matrizes de

ordem mn sobre F'. Em particular, F''*" é o conjunto de todas as matrizes linha sobre F
ou vetores linhas sobre [

Li:(ail am)

11



2.1. NOTACOES FUNDAMENTAIS

e F™*1 € o conjunto de todas as matrizes colunas sobre F ou vetores colunas sobre F':

Amyj
Observe que todos esses conjuntos munidos com as operagdes de adicao e multiplicagdo
por escalar usuais de matrizes sdo espagos vetoriais sobre F'. Além disso, F"*" munido
com a multiplicacdo de matrizes € uma dlgebra linear com identidade e ndo comutativa.
Note que temos as identificagdes: F™ <— F1*me [ < [™*! por exemplo, a fungio
T : F™ — F'™" definida como

T(al,...,an):L:(al Cln)

€ bijetora. Portanto, salvo meng¢do explicita em contrario, ndo faremos distin¢do entre o

vetor linha x € F™ e o vetor coluna X € F™. A notagio A* = A significa a transposta

conjugada da matriz A = (a;;), em que A € a matriz conjugada de A, isto é, A = (a;;).
Sejam X, Y € F". Definimos o produto escalar (Hermitiano) sobre /™™ como

(X,Y) =291 + -+ 2,9, = Y'X.
Quando F' C R, obtemos o produto escalar usual
(X, Y) =ay1 + -+ 20yn = Y'X.
Proposicao 2.4 Sejam A € F™*", X € F" e Y € F™. Entdo
(AX)Y) = (X, A™Y).

Em tudo que segue o espago vetorial F" estd munido com o produto escalar definido
acima. Seja X € F". A norma de X € definida como

X[ = (X, X).
Sejam X, Y € F". Diremos X e Y sdo ortogonais se
(X,Y) =0.

E bem conhecido, via Processo de Ortogonalizacio de Gram-Schmidt, que a partir de
qualquer base de ' podemos obter uma base ortonormal de F™, ou seja, uma base

B={u,...,u,}
tal que
1, se 1=
i) = 055 = ’ AT
Wi ) = 0y {0, se i # J,

em que o simbolo 0;; chama-se delta de Kronecker.

12



CAPITULO 2. PROBLEMAS DE AUTOVALORES E AUTOVETORES

2.2 Problemas de autovalores e autovetores

O problema de autovalores e autovetores € basicamente o seguinte: dado uma matriz
A € F™*" devemos encontrar um vetor X € F", com X # O, e um escalar \ € F’ tal

que
AX = XX & (M- A)X = 0. 2.1)

O escalar A\ chama-se autovalor de A e o vetor X # O chama-se autovetor de A asso-
ciado a A\. Assim, para determinarmos um autovetor de A, primeiro devemos encontrar
um escalar A para o qual a matriz A\I — A seja singular e em seguida resolver o sistema
homogéneo (2.1). Portanto, os autovalores sdo escalares \ para os quais

p(A) =det(A\I — A) = 0.

O polinémio p(z) chama-se polindmio caracteristico de A e equagdo p(z) = 0 chama-se
equagdo caracteristica de A.

Proposicao 2.5 Sejam A € F™"*" e \ € C. Entdo as seguintes condi¢cdes sdo equivalentes:
1. \I — A é singular,
2. det(A\I — A) = 0;
3. Existe um X, com X # O, tal que AX = \X;
4. X é um autovalor de A.

E pertinente ressaltar que se A € real, entdo existe um vetor real X. Por outro lado, se
A € complexo, o que pode ocorrer mesmo que a matriz A seja real, entdo o vetor X pode
ser complexo.

Exemplo 2.6 Seja T = (t;;) € F™*" uma matriz triangular superior. Entdo os elemen-
tos da diagonal ty1, . . ., t,, sdo os autovalores de 'T.

Solucdo. Devemos encontrar o polindmio p(z) = det(zI — T). Para isto, vamos usar
inducdo sobre n. Sen = 1 ou n = 2, nada ha para ser provado. Suponhamos que o
resultado seja valido para todo k£, com 1 < k£ < n —1en > 2. Assim, pela Férmula de
Laplace em relacdo a primeira coluna de T,

p(z) = (z —t11)det(T) = (x — t11)(z — tag) - -+ (z — tpn),

pois T; € uma matriz triangular superior de ordem n — 1. Portanto, ¢y, ..., %,, sdo os
autovalores de T. ]

13



2.2. PROBLEMAS DE AUTOVALORES E AUTOVETORES

Lema 2.7 Seja A € F"*™,

1. A e P YAP possuem o mesmo polindémio caracteristico, para toda matriz inverti-
vel P € F" ",

2. Se AX = XX, com X # O, e P é uma matriz invertivel cuja j-ésima coluna é X,
entdo \E; é a j-ésima coluna de P~ AP.

Prova. Vamos provar apenas o item (2). Suponhamos que

Pz(Cl e X e Cn), com C; = X.
Entdo
I=P'P = P'(C; -+ X -+ C,)
(P'C; -+ PIX .- PIC, ).

Assim, P7'X = E; é a j-ésima coluna de I. Logo,

P'AP = P'(AC, --- AX .- AC,)
= P‘l(Acl cee AX e ACn)
= (PAC, -+ AP7!IX ... PTIAG,)
( P'AC, --- ME; --- P'AC, )
Portanto, \E; é a j-ésima coluna de P~'AP. [ |

Seja A € F™*" uma matriz. Diremos que A é uma matriz diagonalizdvel se existir
uma matriz invertivel P € F™*" tal que

P !AP =D,

em que
D=(ME - \E,)

€ uma matriz diagonal e \; os autovalores de A.

Teorema 2.8 Sejam A € F™"*" e )\, ..., \, autovalores de A, com autovetores associ-
ados X1, ..., X,. Entdo A é diagonalizdvel se, e somente se, {X,...,X,} é uma base
de F™.

Proposicao 2.9 Sejam A € F"*" e AX = \X, onde X € F"™, com X # O.

1. X+ k, kX e \™ sdo autovalores de A + kI, kA e A™, respectivamente.

14



CAPITULO 2. PROBLEMAS DE AUTOVALORES E AUTOVETORES

2. A matriz
g(A) =c)l + A+ +c, A" € F"

possui autovalor
gA) =co+ A+ -+ e\

e X é o autovetor de q(A) associado ao autovalor q(\).
3. Se A é diagonalizdvel, entdo q(A) também o é.

Prova. (1) Note que
A’X = A(AX) = A\(AX) = \?’X.

Assim, indutivamente, A" X = \"X, para todo m € N, ou seja, \™ € o autovalor de
A'™, paratodo m € N.

(2) Como

g A)X = (cI+cA+ -+, A"X

coX 4+ cAX + -+ ¢, A"X
X+ AX + -+, A" X
(co+cad+--+c,AMX
g(A)X
temos que ¢(\) é o autovalor de (A ) associado ao autovetor X.

(3) Suponhamos que A seja uma matriz diagonalizdvel. Entdo existe uma matriz

invertivel P € F™*" tal que

P'AP =D.
Assim, indutivamente,
P 'A™P =D".
para todo m € N. Logo,
P7l¢(A)P =¢(D) = (¢(\M)E; -+ g(\)E, ).
Portanto, ¢(A) é uma matriz diagonalizdvel. u

E importante ressaltar que a reciproca dos itens (2) e (3) da Proposigdo 2.9 é falsa.
Por exemplo, consideremos a matriz

01
A= € F*?
(00)

22, Assim, ¢(A) = O. Portanto, qualquer X € F? é um autovetor

e o polinémio ¢(z) =
= (1,0)! € F é o tnico autovetor de A associado ao autovalor 0.

de g(A). Mas, X
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Teorema 2.10 Sejam A € F"*" e
p(r) =det(zI— A)=(x— A1) (x — \,) € Flx]
o polinémio caracteristico de A. Se
q(z)=cot+cx+- - +cz" e q(A) =col + A+ -+ c, A",

entdo
g(@) = (z — q(A1)) -+ (z — q(\n)) € Cla]

é o polindémio caracteristico de q(A). Em particular, se |1 é um autovalor de q(A), entdo
w = q(\), para algum autovalor \ de A.

Prova. Estd além dos objetivos desta dissertacao. |
Seja A € F™™ uma matriz. Diremos que A € uma matriz unitdria se
AA* =A*A =1, com A*=A""

Quando F' C R, diremos que A é uma matriz ortogonal. Por exemplo, a matriz

Uzﬁ(1 Z)eCQXQ

2 i1
€ unitaria, mas ndo € ortogonal. Observe que se U e V sdo matrizes unitarias, entdo
UV, U, U*e U
também o sdo. Além disso, se U € uma matriz unitaria e
B={u,...,u,}
¢ a base de C" formada pelas colunas de U, entdo

I=UU = U (w - w - u,)
= (U*u1 o Uty - U*un)
((w;, ;).

Assim, (u;,u;) = J,;. Portanto, 3 € uma base ortonormal de C".
Teorema 2.11 Seja U € F™*".

16



CAPITULO 2. PROBLEMAS DE AUTOVALORES E AUTOVETORES

1. U ¢é unitdria se, e somente se,

(X,Y) = (UX,UY), VX, Y € F".

2. Se )\ é um autovalor de U, entdo |\| = 1 e |det(U)| = 1.
Prova. Vamos provar apenas o item (1). Suponhamos que U seja unitdria. Entao
(UX,UY) = (X, U'UY) = (X,Y).
Reciprocamente, pondo X = E; e Y = E;, obtemos
d;; = (E;, E;) = (E;, U'UE;y).
Ja vimos que U*UE; € a j-ésima coluna do produto U*U. Portanto,
U U = (6) =1,
¢ o resultado desejado. ]

Teorema 2.12 (Teorema de Schur) Seja A € F"*". Entdo existe uma matriz unitdria
U € F™*" e uma matriz triangular superior T € F™*" tal que U*AU = T.

Prova. Vamos usar indugdo sobre n. Se n = 1 ou n = 2, nada hd para ser provado.
Suponhamos que o resultado seja valido para todo k,com 1 < kK <n —1en > 2. Seja
A € C um autovalor de A e X € C" um autovetor associado, com || X|| = 1. Entdo
estendendo o conjunto {X} para uma base de C" e via o Processo de Gram-Schmidt,
obtemos uma base ortonormal 5 = {X,Y5,...,Y,} de C". Pondo

P=(X Y, - Y,),

par- (510,

onde B € F(»~Dx(n=1)  Agsim, existe uma matriz unitdria V e uma matriz triangular
superior T tal que V*AV = T. Consideremos

-(4)
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Entdo Q*Q =1e U = PQ € unitaria. Logo,

| v
U"AU = 47 -

que € o resultado desejado. |

Seja A € F™ ™ uma matriz. Diremos que A é uma matriz Hermitiana se A* = A e é
uma matriz anti-Hermitiana se A* = —A. Quando F' C R, diremos que A € uma matriz
simétrica e antissimétrica, respectivamente. Por exemplo, se

(2 2 (21 oo
A=) (D) e (i ) e

entdio A' = A, mas A* # A; B* = B, mas B' # Be C' = C* = C. Note que
se A é uma matriz anti-Hermitiana, entdo A é uma matriz Hermitiana. Além disso, os
elementos da diagonal de qualquer matriz Hermitiana A = (a;;) sdo reais, pois a;; = a;;.
Portanto, os elementos da diagonal de qualquer matriz anti-Hermitiana sdo imagindrios
puros.

Teorema 2.13 Seja A € F™*" uma matriz Hermitiana. Entdo os autovalores de A sdo
reais e existe uma matriz unitdria U € F™*" tal que U*AU = D. Além disso, existe
uma base ortonormal de autovetores de C".

Prova. Pelo Teorema de Schur, existe uma matriz unitdria U € F™*" tal que U*AU =
T, com T uma matriz triangular superior. Entao

T* = (U'AU)* = U'A*U = U*AU = T.

Assim, T = (¢;;) é uma matriz Hermitiana e ¢;; = 0, quando ¢ # j. Portanto, T ¢
diagonal e real. ]

Seja A € F™*" uma matriz. Diremos que A é uma matriz normal se
AA" = A"A.

Neste caso, qualquer matriz Hermitiana, anti-Hermitiana ou unitdria € normal. No en-
tanto, a matriz

S =N
NN O
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¢ normal, mas nio é Hermitiana, anti-Hermitiana e nem unitdria. Observe que se A é uma
matriz normal e U € uma matriz unitaria, entdo as matrizes

EA, A", U'AU e A™
sdo normais.

Lema 2.14 Seja T € F™*" uma matriz triangular superior e normal. Entdo T é uma
matriz diagonal.

Prova. Sejam

ti1 i tin tn O 0
L I L
0 0 - ty, tin ton 0 tun

Entdo TT* = T*T implica que

n n
Ztikt_jk = kaitkﬁ t,g=1,...,n
k=1 k=1
Lembre-se que t,.; = 0, quando r > s. Assim, para? = j = 1, obtemos
tl® = [tu]® + [t + - + [tw]*
Logo, t1s = 0, quando s > 1. Para: = j = 2, teremos
[taa|® = [tao|® + [tas]” + - - + [f2n]*.

Donde, t5; = 0, quando s > 2. Continuando deste modo, concluimos que ¢, = 0, quando
r < s. Portanto, T € uma matriz diagonal. ]

Teorema 2.15 Seja A € F™*™. Entdo A ¢é normal se, e somente se, existir uma matriz
unitdria U € F™*" tal que U* AU é diagonal.

Prova. Suponhamos que A seja normal. Entdo AA* = A*A. Por outro lado, pelo
Teorema de Schur, existe uma matriz unitaria U tal que U*AU = T, com T uma matriz
triangular superior. Assim,

TT* = (U*AU)(U*AU)* = U'AA*U = U*A*AU = T'T.
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Logo, T é normal. Portanto, pelo Lema 2.14, T € diagonal.
Reciprocamente, suponhamos que exista uma matriz unitaria U tal que U*AU = D
seja diagonal. Entao

DD* = (U*AU)(U*AU)* = U"AA*U

D*D = (U*AU)*(U*AU) = U*A*AU.

Como DD* = D*D temos que AA* = A*A. Portanto, A é uma matriz normal. |

Corolario 2.16 Seja A € F™ ™. Se A é normal, entdo q(A) é normal, para todo q(z) €

Lema 2.17 Seja A € F™*" uma matriz normal.

1. A é Hermitiana se, e somente se, todos os seus autovalores sdo reais.

2. A ¢é anti-Hermitiana se, e somente se, todos os seus autovalores sdo imagindrios
puros.

3. A é unitdria se, e somente se, todos os seus autovalores sdo de modulo unitdrio.

4. Se A € R ¢ A" #£ A, entdo A possui pelo menos um par de autovalores
complexos.

Prova. Vamos provar apenas os itens (1) e (4): (1) Suponhamos que todos os autovalores
de A sejam reais. Entdo existe uma matriz unitdria U tal que U*AU = D, com D
diagonal e real. Assim,

U*AU =D = D* = (U*AU)* = U*A*U.

Logo, A* = A. Portanto, A é Hermitiana.

(4) Suponhamos, por absurdo, que todos os autovalores de A sejam reais. Entdo, pelo
item (1), A seria Hermitiana. Assim, A* = A, o que é uma contradi¢do. Portanto, A
possui pelo menos um par de autovalores complexos (conjugado). ]

Teorema 2.18 (Teorema de Cayley-Hamilton) Sejam A € F™*" e p(z) € F[z] o po-
linémio caracteristico de A, entdo p(A) = 0.
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Prova. Pelo Teorema de Schur, existe uma matriz unitdria U tal que U*AU = T, com
T uma matriz triangular superior, digamos

ti1 tig -0 i

0 toy - to,
| O

0 0 - t,,

Assim, p(z) = (x — t11)(x — ta2) - - (x — tpy). Logo,

Observe, depois de alguns cdlculos, que

0 0 aiz -+ aiy

0 0 a -+ aop
(T —tnD)(T —tu) = . . .

00 0 - apm

€ uma matriz triangular superior com as duas primeiras colunas nulas. Aplicando suces-
sivamente o produto, obtemos

P(T) = (T = tI)(T — topI) -+ (T — 1) = 0.

Portanto,
p(A) = p(UTU") = Up(T)U* =0,

que € o resultado desejado. [ ]
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Capitulo 3

Matrizes Circulantes

Matrizes circulantes sdo predominantes em muitos ramos da matemadtica, tais como:
teoria da codificacdo, geometria de poligonos circulares, grafos, entre outros. Essas matri-
zes aparecem naturalmente em dreas da matemaética, onde as raizes da unidade desempe-
nham um importante papel, e aqui apresentaremos algumas das razdes dessa importancia.
No entanto, muitos fatos sobre essas matrizes podem ser provadas usando apenas dlgebra
linear bésica. Isso torna a drea bastante acessivel para alunos de graduacgdo a procura de
problemas em pesquisa e/ou professores de matemadtica em busca de temas com interesse
exclusivo para apresentar aos seus alunos. O leitor interessado em mais detalhes, assim
como nas provas de certos lemas e proposi¢des, pode consultar [3, 5, 7].

3.1 Matrizes de permutacoes

Nesta secdo apresentaremos as principais propriedades de um caso particular de ma-
trizes circulantes, a matriz de permutagcdo

O10 --- 0
o001 ---0
W=|::: - :|[=(E E - E,1).
00 1
1 00 0

Note que W € obtida da matriz identidade I deslocando uma coluna para a direita ou,
equivalentemente, é obtida deslocando ciclicamente os elementos da primeira linha uma
unidade para a direita.
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CAPITULO 3. MATRIZES CIRCULANTES

Observe que
WE; = (ELE; EE; --- EE; ) =E,, j=2....n,

e WE; = E,,. Por exemplo,

010 1
WE,=| 0 0 1 1 |=1| 0] =E.
100 0
Assim, a matriz W ¢é equivalente a permutacdo o, em que S = {1,2,...,n}ec: S — S
definida como
, {z’—l, se i=2,...,n
o(i) = :
n, se 1=1
¢ claramente bijetora. Neste caso,
WE; = Eq(;)
Logo,
W? = (WE, WE, -+ WE,_ )
= (Eow) Eoqy ++ Eo-y) )
Em geral,
W= (B Bory -+ Borguoy) )

e W" =1 =W?° Além disso, W% = W% e W = W* paratodo k € N, pois W
€ invertivel. Um dos principais resultados sobre a matriz W ¢ o seguinte:

WW' = (E'E;) = (§;) =1 = W'W.

Portanto, W € uma matriz ortogonal (unitdria). Consequentemente, pelo Teorema 2.15,
W € unitariamente diagonalizavel.
Note que se

é um vetor em F™, entdo
WX = l’lEn + 4 ann—l

¢ um vetor obtido de X deslocando ciclicamente uma coordenada para a direita. Assim,
¢ facil verificar que o conjunto

B={X,WX,..., WX}
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¢ uma base de F". Além disso, o conjunto
G={Wr: kecZ}={ILW,... W'}

munido com a multiplicagc@o usual de matrizes constitui o que chamamos de grupo ciclico
gerado por W e de ordem n.

O restante desta secdo serd dedicado a constru¢do de uma matriz unitaria que diago-
nalize a matriz W.

. i1
A matriz V,, = (a;;) € F™*", com a;; = x]

2 n—1

1z 2xf - o]
1 xy 2?2 - ab?

V, = .
2 n—1

1z, x7 ... x

chama-se matriz de Vandermonde de ordem n.

Lema 3.1 (Determinante de Vandermonde) Seja V,, € F"*" a matriz de Vandermonde.

det(V,) = [ (w—=z)=]] [ (&5 — =)

1<i<j<n i=1 j=i+1

Entdo

Prova. Vamos usar inducdo sobre n. Se n = 2, entdo € claro que
det(Vg) = T2 — I71.

Suponhamos que o resultado seja védlido para todo k,com 1 < k <n —1en > 2. Entdo
a sequéncia de operacdes elementares de colunas

Cj+1—>Cj+1—x1Cj, j=n—1,....21,

implicam que V,, é equivalente por colunas a matriz

1 0 0 e 0
— 1 my—21 mp(zg— 1) -+ 28 (19— 21)
1 zp—21 @p(vy—21) .. 27 %3, — 1)

Assim, pela Férmula de Laplace em relacdo a primeira linha, obtemos

1 my a2 - ah?

) 1 a3 a2 -0 ai?
det(V)) = (xg — x1) -+ - (x,, — 1) det _ _

1 x, 22 a2
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CAPITULO 3. MATRIZES CIRCULANTES

Portanto,

det(V,)) = [] (@ —2)det(Vur) = [] (2 — ),

1<j<n 1<i<j<n

que € o resultado desejado. ]

Note, para x = z1, que f(x) = det(V,,) é um polindmio de grau n — 1, cujas raizes
s80: Xg,. .., x,. Consequentemente,

fla) = a(=" (e — )

J

1

com a = det(V,_;) o coeficiente de 2! = 27!, obtido pela Férmula de Laplace em

relacdo a primeira linha.
Proposicao 3.2 O polinémio caracteristico de W é p(x) = 2" — 1.

Prova. Pela Férmula de Laplace em relacdo a ltima linha, obtemos

zx —1 0 --- 0
0O =z -1 .- 0
p(z) =det(zI — W) = det : : o, :
0O 0 0 -1
-1 0 O x

= (L)1) (— 1) 4 (— 1) - g

= 2" -1,
que € o resultado desejado. ]

Pela Proposicao 2.2, os autovalores de W sao as raizes n-ésimas da unidade, a saber,

W= k=0,1,2,...,n—1
Sejam p € F,com p # 0, e
X=E +pEy;+ -+ p"'E,

um vetor qualquer em F, entdo € facil verificar que WX = pX se, e somente se, p" ' =
p~t. Mas p"~! = p~! implica que p é uma raiz n-ésimas da unidade. Como as raizes
n-ésimas da unidade s@o distintas temos que um conjunto completo de autovetores de W
¢ dado, pondo p = w*, por

Xpp1 =B+ w'Ey + -+ YVE, e C?, k=0,1,...,n— 1.
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3.2. CIRCULANTES

Neste caso,

B - {)(1,)(27 .. 7Xn} — {Xl,WXh o ,W"%Xl}

¢ uma base de autovetores para C". Sejam
P:[]]gz(xl Xy - Xn)

a matriz mudanca de base e D a matriz diagonal cujos elementos diagonais sejam 0s
autovalores associados. Entdo

P 'WP =D. 3.1)

Depois de alguns célculos, obtemos

n—1 n—1
PP* = PP =nl, (X;,X;) = Y oMl =) " w0 = ng;.
k=0 k=0

Assim,

1 1 , .
F = %P = (ﬁw(z—l)@—l)) ; Z,j = 1, o, Ny

€ uma matriz unitaria (matriz de Fourier). Portanto, a equacao (3.1) pode ser escrita sob a

forma
F*WF =D ou W = FDF*

que € uma diagonaliza¢do unitaria de W. Observe que

(0) In,1 k 0] Infk
W= W' = .

3.2 Circulantes

Veremos nesta secdo que as matrizes circulantes desempenham um papel importante
em vdrias aplicacodes, dentre as quais a que mais nos chama a aten¢do € a forma simples
como se calcula seus autovalores e autovetores utilizando raizes n-ésimas da unidade.
E pertinente ressaltar que matrizes circulantes foram introduzidas pela primeira vez em
1846 por Catalan.

Um circulante de ordem n € qualquer polindbmio na matriz de permutacdao W. Por
exemplo, se

q(z) =1+ 22+ 02* € Flx]
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CAPITULO 3. MATRIZES CIRCULANTES

Entao

1 0
C=qW)=1+2W +0W?= | 0 2
2 1

»-UOD—‘[\D

¢ uma matriz obtida deslocando ciclicamente os elementos da primeira linha uma unidade

para a direita. Isto motiva a seguinte defini¢do. A matriz

Co C1 - Cpa
Ch—1 Co -+ Cp—2
C =
cl 62 DR CO

é uma matriz circulante, isto €,
C=qW)=coll+e;W+---+c¢, ;W'

com
q(x) =co+cix+ -+ ey € Fla]

0 polindomio representante ou polindmio associado de C. Reciprocamente, qualquer vetor
X = coE1 +cEy+ -+ c¢,1E, € Fn,

representa uma matriz circulante. Portanto, se C,(F') é o conjunto de todas as matrizes
circulantes, entdo C,,(F") munido com as operagdes de adi¢do e multiplicagdo por escalar
¢ um espaco vetorial sobre F. Como f(z) = g(x)(z™ — 1) + r(x), com 9(r(x)) < n,
temos que

Co(F)={col+c;W + -+ +c, W' i ¢; € F}.

E facil verificar que C € C,,(F) se, e somente se, C = WCW?". Dados

fle) = aigla) = by € Flal.

Ja vimos que

fla)gla) =) (Z akblk> 2! (3.2)

Como
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temos, pelas Leis Distributivas em F'[z], que o produto (3.2) pode também ser escrito sob
a forma

fz)g(z) = Z Z aibjx'z).

i=0 j=0

Assim, se C, C, € C,(F), entdo

._.
I
—

01C2 = ql(W)QQ(W) = aibjWHj - Cn(F)

%

n

Il
o
.

Il
=)

Portanto, C,,(F) munido com esse produto é uma dlgebra linear com identidade e comu-
tativa sobre /' de dimensdao n, pois

£ = {I,W,...,W”_l}
¢ a base canonica.

Proposiciao 3.3 Seja C € C,(F), com polindmio representante q(x) = co + c1x + -+ - +
Cn12""t € Flz]. Entdo C é uma matriz normal e o polindmio caracteristico de C é

pla) = (= q(1))(z — q(w)) - (x = g(w" 1))
Além disso,
1. det(C) = [T;Z) a(wh).
2. 11(C) = YT () = ne.

Prova. Como
C=qW)=cll+c W+ - +c,_ W"!

temos que o resultado segue do Teorema 2.10. ]

Exemplo 3.4 Dado

-2 B P
C= B =2 B | €C5(C), com B = cos (%) + isen (%) :
BB -2

Calcule os polinémios representante e caracteristico de C.
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CAPITULO 3. MATRIZES CIRCULANTES

Solucdo. Note que
q(z) = =2+ Bz + pa* € C[x]

€ o polindmio representante de C. Como
010
W=1|001
1 00

temos que ° — 1 = 0 é a equagdo caracteristica de W. Assim,

V3,

1
1, we w=w, com w=—= + —1,

2" 9

sdo os autovalores de W. Logo,

q(1) —2+ 2cos (%)
q(w) = —2+2cos ()
q(w?) = —2+2cos ()

sdo os autovalores reais de C e
x; = (1,1,1), xo = (L,w,w?) e x3 = (1,w* w)

sdo os autovetores de C associados a esses autovalores. Pondo
1 11 1 1 0 0
F=—|[ 1 w w? eD=| 0 w 0
V3 1 w? 00 w

2

Depois de alguns cdlculos, obtemos
F'WF =D e WW" =1
Observe que o polindmio caracteristico de C é
p(z) = det(x] — C) = 2° + 6% + 9z + 3.
Além disso, C = ¢(W). n

Proposicio 3.5 Sejam C € C,,(F') e q(v) € F[z] o polinémio representante de C. Entdo
as seguintes condi¢oes sdo equivalentes:

1. C é uma matriz singular;
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3.2. CIRCULANTES

2. q(w*) =0, para algum k =0,...,n — 1;
3. mde(q(z), 2™ — 1) # 1.

Finalizaremos esta se¢do com uma breve conexdo entre a algebra linear C),(F) e as
raizes de polindmios na dlgebra linear F[x].

Sejam W um subespaco de F[z] e f(z), g(z) € F|x]. Diremos que f(z) é equivalente
a g(x) médulo W se g(z) — f(x) € W e denotaremos por g(z) ~ f(z). E facil verificar

(13 2

que “~” é uma relac@o de equivaléncia sobre F[x]. O conjunto

flz) = f(@) + W ={g(z) € Flz] : g(x) ~ f(z)}
é a classe de equivaléncia determinada por f(z). Logo, o conjunto

Fla] _

i = (@) (@) € Flal)

com as operagdes induzidas por F'[z] é uma édlgebra linear sobre F'. Neste caso, a fung¢do
Y Flx] — F™ ™ definida como

preserva as operagdes das dlgebras lineares. Entdo, pelo Teorema de Caylay-Hamilton,

ker¢p = (2" — 1) = {(2" = 1)f(2) : f(z) € Flz]}

e
Fla]
« F[W] = C,(F
gy = FIW] = Cu(F)
Note que
{1,z,...,z2" '}
¢ a base canonica de
Fla]
(27 —1)
Seja
Fulz] = {f(x) € Flz] : 0(f(x)) < n},

com J(0) = —oo. Entdo é facil verificar que F,,[x] é um subespaco de F'[z| com dimenséo
n, pois

{1,z,...,2" "}

30



CAPITULO 3. MATRIZES CIRCULANTES

é a base canonica de F),[x]. Estamos prontos para resolver o seguinte problema: dados
Coy--.,Cn1 € F distintos, desejamos encontrar polindmios p;(z) € F,[z], com i =
0,1,...,n — 1, tais que
pi(c;) =85, =0,...,n— 1
Seja
pi(z) =ao+ax+ -+ ay_12" " € Fla]

um tal polindmio. Entao

-1

a0+a100+"'+&n,1C8 =0
-1

ap + aic; + -+ + ap_1c; =1

~1
( a0+ aicp 1+ tapac,; = 0
€ um sistema linear ndo homogéneo e na forma matricial:

Como 08 ¢y, . . . , ¢, 1 sdo distintos temos que det(V,,) # 0. Assim, pela Regra de Cramer
e depois de alguns cdlculos, obtemos

(x—=co)-(@=ci—1)(@=Cit1)(T—Cn_1)

pl(x) - (CiCO)"‘(CiCil)SiCi+1)“'(xcn—1)

_ Hn—l T—Cj
o J#4,3=0 Ci—Cj

Observe que o conjunto
{p(]('r)a R 72%—1(17)}

¢ linearmente independente, pois se

dOpO(x> + e+ dn—lpn—l(x) = Oa
entdo, avaliando em x = ¢;, obtemos

Logo,
{po(2), ... po-1(2)}

¢ também uma base de F,[z]. Portanto, dados escalares quaisquer \g,...,\, 1 € F,
existe um tnico polindmio ¢(x) € F,[z] tal que

q(c;) =Ni,i=0,...,n—1,
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a saber,
n—1
g(z) = Aipil@). (33)
=0

A expressdo (3.3) chama-se Formula de Interpolacdo de Lagrange.

Ja vimos que para qualquer matriz C € C,,(F') existem dois polindmios bem de-
terminados associados a C, a saber, o seu polindmio representante ¢(x) e o seu polind-
mio caracteristico p(z). Reciprocamente, dado f(z) € F[z] de grau n. Entdo existem
Aoy -+ -5 A1 € C tais que

Por outro lado, pela Férmula de Interpolacdo de Lagrange, existe um tnico polindmio
q(z) € F,[x] tal que
qw) =X,i=0,...,n—1.

Assim, amatriz C = g(W) possui autovalores \;, 7 = 0, ...,n—1. Portanto, f(x) € F|x]
é o polindmio caracteristico de C. E importante observar que para qualquer reordenagio
dos escalares

A0y - s An_1,

obtemos um polinémio ¢(x) diferente. Consequentemente, existem no maximo n! matri-
zes circulantes com o mesmo polindmio caracteristico f(z).

Note que se
o) =TT ¢ = TT -2
entao h e
e) = (o = M) © o) = 5
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Capitulo 4
Equacoes Polinomiais

Com o objetivo de tornar a leitura deste Capitulo mais didatica, apresentaremos nesta
secdo um pouco da histdria das equacgdes. O leitor interessado em mais detalhes pode
consultar [1, 2, 7, 8].

4.1 Historia

As equacgdes constituem, pelo menos do ponto de vista prético, a parte mais importante
da Matematica. ‘“Modelar um problema”, mesmo entre os leigos, é generalizadamente
entendido como colocd-lo dentro de um mecanismo do qual ele saird resolvido.

Equacgdes algébricas sao aquelas em que a varidvel aparece apenas submetida as cha-
madas operacoes algébricas. A equacdo algébrica na forma

ant" + ap_ 12" P+ +ar+ap=0, VneN,

chama-se equagdo polinomial.

Dentre os antigos documentos mateméticos que conhecemos, os mais famosos sao o
Papiro de Ahmes (1650 a.C.), também conhecido como de Rhind e o Papiro de Moscou
(1850 a.C.). E importante ressaltar que os documentos matematicos naquela época nio
empregavam alta dosagem de simbologia a qual estamos atualmente acostumados. Um
dos problemas de Ahmes dizia: “Uma quantidade, somada a seus % mais sua metade e
mais sua sétima parte perfaz 33. Qual é esta quantidade”?? No simbolismo atual escreve-

mos:

+2 -l-l —|—1 —33(:)97 =33
Ttgrtoror= =733

o que € uma equagdo do 1.° grau.
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4.1. HISTORIA

Os Babilonios, na mesma época, ja conseguiam trabalhar com equagdes do 2.° grau
e as resolviam por um método baseado no mesmo raciocinio empregado pelos hindus
quase trés milénios mais tarde, o chamado “completamento de quadrados”. Embora os
resultados fossem corretos, os tabletes que contém solucdes de equacdes do 2.° grau apre-
sentam, como todos 0s demais, apenas sequéncias do tipo “faca isto”, “faca aquilo”, “este
é o resultado”, sem qualquer justificativa l6gica sobre o caminho seguido.

A formula geral para a solugdo das equagdes do 2.° grau é amplamente conhecida
mas merece aqui alguns comentdrios. Em primeiro lugar, seu encontro fundamentou-se
na ideia de buscar uma forma de reduzir o grau da equagdo do 2.° para o 1.°, através da
extragdo de raizes quadradas. Este foi o engenhoso instrumento que os hindus utilizaram

com sucesso para chegar a formula de Bhaskara. Seja a equacao do 2.° grau
az® +bx +c=0, com a # 0.

Entao

Como
e
a
ndo é um quadrado perfeito, a ideia foi somar aos dois membros algo que torna o lado
esquerdo um quadrado perfeito. Claramente, a quantidade a ser somada era

ou seja,
b b? c b
2
Z = 4.1
x+ax+4a2 a+4a2 “.D
Assim, como o primeiro membro da igualdade ( 4.1) € um quadrado perfeito, podemos

reescrevé-la sob forma:

+b 2 b2—4ac: +b N b2 — 4ac
T+ —) =——— =4 — =+ ———.
2a 42 2a 4a?

Logo, as solucdes sao dadas pelas férmulas

b+ VA

, com A =b* — 4ac,
2a

X

a qual € a célebre formula de Bhaskara, embora nao tenha sido deduzida por ele, imor-
talizou seu nome. As equacdes do 2.° grau sdo a chave para a solucdo de um problema
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classico: encontrar dois niimeros, x e y, conhecendo-se sua soma S e seu produto P. Este
enunciado corresponde ao sistema:

r+y = S
xy = P

cujas solucdes sdo

_S+\/Ze

5 , com A=S5*—4P.

x Y

_S—VA
===

Vencidas as equagdes do 2.° grau, a inesgotdvel curiosidade dos matematicos levou-se
a conjecturar sobre as formas de resolver as equacdes do 3.° grau. Os drabes também
tiveram papel importante, embora nao tenham encontrado a solucao.

Consta, por volta de 1510, que Scipione del Ferro, um professor de Matemadtica da
Universidade de Bolonha, encontrou uma forma geral de resolver as equagdes do tipo

> +pr+q=0.

Embora tenha morrido sem publicar sua descoberta, ele revelou para seu aluno, Anto-
nio Maria Fior que, mais tarde, tentou adquirir notoriedade valendo-se da descoberta do
mestre. Naquela época era bastante frequente o lancamento de desafios entre os sdbios e
Fior elegeu Tartaglia, ja bastante conhecido por seu talento, como alvo. Tartaglia aceitou
o desafio, até porque ndo levava Fior em grande consideracdo, mas pouco antes da data
marcada, veio a saber que seu oponente estava armado de um método descoberto pelo fa-
lecido professor Scipione del Ferro. Sentindo-se ameagado, conforme mais tarde relatou
o proprio Tartaglia, “mobilizei todo o entusiasmo, a aplicagdo e a arte de que fui capaz,
objetivando encontrar uma regra para a solugcdo daquelas equagoes, o que consegui a 10
de fevereiro de 1535”. Mas foi mais longe: além de resolver as equagdes do tipo

2} +pr+q=0,
também, achou a férmula geral para as equag¢des do tipo
w3 2?4+ q=0,

que Fior ndo conhecia. Desse modo Fior saiu humilhado do episédio e hoje s6 € lembrado
como alguém que recebeu o merecido castigo ao pretender fama as custas de outrem.
Cardano ficou sabendo que Tartaglia achara a solu¢do e resolveu pedir-lhe que a re-
velasse para que fosse publicada em seu livro PRATICA ARITHMETICAE GENERALIS,
Tartaglia ndo aceitou de imediato, porém, cedeu mais tarde apds inimeros juramentos de
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segredo do Cardano. Conforme qualquer um poderia prever, Cardano quebrou todas as
promessas e juramentos e, em 1545, fez publicar na ARS MAGNA, a férmula revelada por
Tartaglia. Embora tenha feito diversos elogios a ele, acrescentou que, independentemente
e trinta anos antes, Scipione del Ferro chegara aos mesmos resultados. A reacao de Tarta-
glia foi pronta e explosiva: publicou sua versdo dos fatos e denunciou Cardano por haver
traido um sagrado juramento sobre a Biblia. Em defesa de Cardano veio seu discipulo
Ferrari, o descobridor da solucdo das equagdes do 4.° grau. Apds debates e longas trocas
de insultos, a posteridade foi injusta com o sofrido Tartaglia: a férmula que ele deduzira
e que ensinara ao desleal inimigo, ao invés de receber seu nome, € hoje generalizada-
mente conhecida como férmula de Cardano. O que ocorreu com a férmula de Bhaskara
repetiu-se nas equagdes do 3.° grau.
Ja sabemos que Tartaglia solucionara os tipos especiais de equagdes

P rpr+qg=0e P +pr®+qg=0
e ndo a equacdo geral
ar® + bz’ +cxr+d=0, com a#0. 4.2)

Vale salientar que qualquer equagdo geral pode ser transformada facilmente em um da-
queles tipos especiais, digamos

23+ pr4q=0,

fazendo a substituicdo = y + m na equacdo (4.2) e calculando m de modo a anular o
termo do 2.° grau. Para isto,

aly +m)® +bly+m)®>+cly+m)+d=0
e desenvolvendo, obtemos
ay® + (b + 3am)y® + (3am? + 2bm + )y + (m*a + bm?* + cm + d) = 0.

Assim, impondo a condi¢do b + 3am = 0, tem-se

_b
3a

m =
e a nova equacgdo do 3.° grau em y serd do tipo
v +py+q=0.

36



CAPITULO 4. EQUACOES POLINOMIAIS

Logo, se soubermos resolvé-la, acharemos = que € y + m. Portanto, quando encontrou a
solucdo das equagdes do tipo
3
x> +pr+q=0
Tartaglia deu uma resposta geral e ndo apenas particular ao problema, o que aumentou
seu mérito. Agora vamos ao “segredo”. Todas as grandes descobertas, invariavelmente,

partem de uma ideia fundamental. Neste caso, a ideia de Tartaglia foi supor que a solucao
procurada era composta de parcelas. Assim, escreveu:

r=u+v=12"=(u+v)’=u’+v° + 3uvz,

ou seja,
2® — 3uvr — (u® +0*) = 0.
Logo,
—3uv = p
—(u*+0%) = ¢
ou ainda, ,
wod = _r e ud+0d = —q
27 '

Logo, u?® e v® sdo dois nimeros dos quais conhecemos a soma e o produto que € um

problema cldssico que se resolve com equagdes do segundo grau. Portanto,

27¢% + 4p®

u3:—g+\/Zev3:—%—\/Z, com A = 5333

Como z = u + v temos que

x:ﬂ—g+¢5+ﬂ—g—¢ﬁ. (4.3)

Esta € a formula de Cardano, que nao foi descoberta por ele, mas sim por Tartaglia. Por
exemplo, se
2> —6x—9=0,

entdo, depois de alguns célculos, obtemos a solug¢do da equagao

x—39+ §+39_ g—B
V2"V o Va1

Neste ponto ocorre um fato curioso chegando a ter um aspecto paradoxal. Veremos mais
tarde que se A < 0, entdo as trés raizes da equagdo

P +pr+q=0
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sdo reais. A férmula exprime x = u + v como soma de duas raizes cibicas de nimeros
complexos. Este € o “caso irredutivel”, pois ao tentar eliminar os radicais, recai-se noutra
equacao do terceiro grau. Um importante exemplo € dado pela equacdo

‘ 3
23 —3x+1=0, com A:_Z’

podendo ter trés raizes reais e distintas, com uma delas sendo

o 1 :
P G A G
2" 2 2 2

Isto parece um nimero complexo, mas ¢ um nimero real, como veremos mais adiante.
A primeira vista, achou-se que as equagdes do 3.° grau estavam vencidas pela férmula

de Cardano, analogamente ao que a férmula de Bhaskara fizera com as equacdes do 2.°
grau. A mais elementar divida que surge naturalmente em quem observa a formula (4.3)
¢ a seguinte: se a férmula de Bhaskara exibe, de maneira tdo simples, as duas raizes das
equacdes do 2.° grau, por que a de Cardano s6 apresenta uma? Por exemplo, a equacao

22— 150 —4=0

possui x = 4 como uma de suas raizes. Nao obstante, se tentarmos resolvé-la pela férmula
(4.3), teremos

xr = </2+\/—121+</2—\/—121

e caimos ndo apenas na extra¢do de raizes quadradas de nimeros negativos, mas tam-
bém na extracdo de raizes cubicas de nimeros de natureza desconhecida. O homem que
conseguiu atravessar a ponte que levava aos novos nimeros foi Rafael Bombelli, nascido
em Bolonha, Itdlia, em 1530 e engenheiro hidrdulico por profissdo. Ele era aquele tipo
de pessoa, nascido para fazer Histéria: corajoso, pertinaz e sempre disposto a pensar em
coisas novas. Os estudos de Bombelli comecaram com a tentativa de conciliar o resultado
fornecido pela férmula de Cardano para a equagao

3 — 15 —4 =0,

com a raiz constatada por simples observagdao. Conforme ele mesmo revelou em 1572 no
livro I’Algebra parte Maggiore dell’Arinewline thmetica, seu método baseou-se no
“pensamento rude” segundo o qual

V2 4+ V=121 e /2 — /=121
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deveriam ser numeros da forma
a++vV—-bea—VvV-b.

Assim, ele escreveu

V2+vV—12l =a+vV—be \/2—+—121 =a—v—b.
Depois de alguns cdlculos, obtemos a = 2 e b = 1, pois
2+vV-1P=2+v-121 e (2—V-1)> =2 +/-121.

Logo,
r=024+vV-1)+2-vV-1)=4

que € o resultado desejado.

L. Ferrari, nascido em Bolonha 1522 e falecido por volta de 1560, foi o mais famoso
dos discipulos de Cardano. Oriundo da mais humilde das condig¢des, foi trabalhar como
servo na residéncia de Cardano quando tinha 15 anos, mas sua brilhante inteligéncia logo
foi reconhecida pelo mestre e disto decorreu uma promocao a secretdrio. A partir dos
18 anos, Ferrari passou a ensinar por conta propria em Mildo e, através da protecdo do
Cardeal de Mantova, alcangou posi¢des que lhe proporcionaram uma boa renda. Logo
apos tornar-se professor de Matemdtica na Universidade de Bolonha, veio a falecer aos
38 anos de idade, provavelmente envenenado por sua irma.

Dentro do costume entdo vigente entre os matematicos, de proporem problemas uns
aos outros como forma de desafio, Zuanne de Tonini da Coi submeteu a Cardano uma
questdo que envolvia a equagao

2t + 622 — 60x + 36 = 0.

Apos inumeras tentativas sem €xito, Cardano passou a questdo ao jovem Ferrari que, num
lampejo de génio, encontrou o método geral para a solucdo das equacdes do 4.° grau.
Antes de mostrar o raciocinio seguido por Ferrari, vamos relembrar que a equacdo geral
do 4.° grau

azt +bx® + ca®* +dr +e=0, com a # 0,

sempre pode ser transformada em outra do tipo
v +py' +qyt+r=0 (4.4)

fazendo a substituicio + = y + m e calculando m de modo a anular o termo de 3.°
grau. Ferrari olhou a equacao (4.4) e procurou reagrupar os termos de modo que, nos dois
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membros da igualdade houvesse polindmios quadrados perfeitos. Se tal reagrupamento
fosse possivel, seriam extraidas as raizes quadradas, cair-se-ia em equagdes do 2.° grau e
o problema estaria resolvido. A equacdo foi, entdo, escrita assim:

'+ (p+a)r*+ (r+b) =ar® —qr+b

em que a e b sdo nimeros a serem determinados de forma que os dois lados da igual-
dade sejam quadrados perfeitos. Para que isso ocorra, é necessdrio e suficiente que os
discriminantes daqueles dois trindmios, a0 mesmo tempo, sejam iguais a zero, ou seja,

(p+a)?—4(r+b)=0e ¢ —4ab=0
resolvendo o sistema, obtemos
a® +2pa® + (p* —4r)a—¢* =0

que € uma equacao do 3.° grau em a. Como tais equacdes podem ser resolvidas, acha-se
a, em seguida b e extraem-se as raizes quadradas

Vot 4 (p+a)a? + (r +b) = £y/az? — gz + b.

Para cada alternativa de sinal 4 ou — tem-se uma equacao do 2° grau, ambas com duas

solucdes. Portanto, para a equagdo do 4.° grau, o método fornece quatro raizes, de uma
forma semelhante ao que acontece na féormula de Bhaskara. Os passos para a solucao da
equacao geral do 4.° grau sao:

e Toma-se a equagdo geral e faz-se uma transformacdo do tipo x = y +m de modo a
cair-se em uma equacao do 4.° grau em y sem o termo do 3.° grau.

e Reagrupam-se seus termos de modo a fazer com que ambos os lados da igualdade
sejam quadrados perfeitos. Cai-se em uma equacdo do 3.° grau em a. Se ela for
completa, faz-se a transformacdo a = ¢ + ¢t de modo a obter-se uma equagao do 3.°
grau em ¢, sem o termo do 2.° grau.

e Resolve-se a equagdo em c pelo método de Tartaglia;
e Soma-se t a c e obtém-se a. Obtido a calcula-se b.

e Com a e b, extraem-se as raizes quadradas dos dois lados da igualdade e obtém-se
os quatro valores possiveis de y. Soma-se m a y e obtém-se as quatro raizes da
equacao geral.
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Um método perfeito do ponto de vista tedrico, mas bastante trabalhoso. O grande mé-
rito de Ferrari foi haver demonstrado que a solu¢@o das equacdes do 4.° grau era possivel
apenas com operacoes algébricas.

Exemplo 4.1 Vamos aplicar o método de Ferrari na equacdo
z* — 152° — 10z + 24 = 0.
Solucdo. Desejamos determinar a e b tais que
z* — (15 —a)z® + (24 +b) = ax® + 10z + b
tenham ambos os lados da igualdade quadrados perfeitos. Para isto
(15 —a)* —4(24 +b) =0 e 100 — 4ab = 0.

Da segunda equagdo, obtemos

25
b= —, com a # 0,
a

nos levando a equacao
a® — 30a” + 129a — 100 = 0.

Esta equacdo, sendo do 3.° grau, € soluvel algebricamente e suas raizes sdo
alzl, a2:4 € CL3:25.

Para a; = 1 e by = 25, teremos as raizes r; = 4,19 = —3,x3 = —2 e x4 = 1. As outras
raizes de a nos levam as mesmas raizes, a menos da ordem. ]

A tentativa de resolver as equacdes de grau n > 5 fracassou. Entre 1824 e 1826, Abel
conseguiu mostrar que a equacao geral de grau 5 ndo € soluvel por radicais. Finalmente,
Galois 1811-1832, indicou critérios para uma equacdo qualquer ser solivel,

4.2 Aplicacdo do Método Circulante

Para ilustrar a ideia principal desta secdo, consideramos o problema de encontrar ex-
pressoes exatas para as raizes do polindmio

f(z) = 2® + 62° + 9z + 3.
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E bastante natural tentarmos a fatoracdo do polindmio por algum caminho adequado, ou
olhar para o teste das raizes racionais, este tltimo sem sucesso pois os divisores de 3 sdao

{17 _1737 _3}

que ndo sdo raizes de f(x). No entanto, pelo Exemplo 3.4, f(x) é o polindmio caracte-
ristico da matriz circulante

_% g b 27 , 27
C= 5 —2 B |, com = cos 9 + isen 5 )
g B =2
em que as raizes de f(x) sdo os autovalores de C, e estas sdo obtidas pelas avaliagoes
q(1), q(w) e q(@),
no polindmio representante
a(x) = —2 + B + .

De modo geral, dado um polindémio f(x), jd sabemos que é sempre possivel encontrar
uma matriz circulante C, tendo f(z) como seu polindmio caracteristico.

Esta secdo serd dedicado ao processo unificado de resolu¢do das equagdes polinomiais
de grau menor do que ou igual a 4, via matrizes circulantes, comec¢ando pelo caso mais
simples, que € o quadratico.

Consideremos o polindmio

f(z) =2+ ax +be Fla|

e a matriz circulante

cz<g g):aH—BW.

Entdo o polindmio caracteristico de C é
p(z) = det(2I — C) = (z — a)? — 2
Esta expressao sugere a mudanga de varidveis lineares
Y= —«
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CAPITULO 4. EQUACOES POLINOMIAIS

a qual transforma p(x) em um polindmio sem o termo de grau 1 em y. Portanto, o desen-
volvimento via matriz circulante inspira, de uma forma muito natural, um passo prelimi-
nar na solucdo tradicional de equacdes através da Transformagdo de Tschirnhaus, dada
em 1683, ou uma mudanca de varidvel linear na eliminagdo do termo de grau n — 1, com
n > 1. Mais precisamente, seja

f@y=cotcar+ - +c2" " +a" € Flal.

Entdo a mudanga de varidvel linear y = x 4 “=! elimina o termo de grau n — 1, apenas
usando operagdes algébricas elementares, ou seja, obtemos o polinémio reduzido associ-
ado

glx)=f <az - 07;1> € Flx].

Além disso, o é uma raiz de g(x) se, e somente se, a — ““=* é uma raiz de f(z). No con-
texto de matrizes circulantes ganhamos uma nova maneira de pensar sobre este resultado.
Para ver isto, seja p(z) o polindmio caracteristico da matriz circulante C. Entdo a soma
das raizes € a soma dos autovalores, isto €, o traco de C. Assim, eliminar o termo de grau
n — 1 é equivalente ao traco de C ser igual zero. Observe que como uma matriz circulante
C possui a diagonal principal constante, digamos «. Entao

Cn
tr(C) = nav = o = ———.
n

Isto nos da as seguintes conclusoes:

e « determina um dos parametros da matriz circulante (o termo constante do polind-
mio associado ¢(x)).

e Como no caso da equacgdo do 2.° grau,

Cn—1
n

Yy=r—a =T —
¢ a mudancga de varidvel linear que elimina o termo de grau n — 1.

Estas observagdes indicam que uma mudanga de varidvel linear pode ser sempre realizada
para eliminar o termo de grau n — 1 de um polindmio geral de grau n. Daqui em diante,
suponhamos que tal mudanga de varidveis linear j4 tenha sido feita. Retornemos ao caso
quadratico. Sejam o polindmio

g(z) =2 +p € Fla]
(51
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Entdo o polindmio caracteristico de C é
p(z) = det(2I — C) = v — 3>

Desejamos determinar 3, para que este polindmio caracteristico seja igual a g(x) ou,
equivalentemente, resolver o sistema nao homogéneo

_ﬁz =D

ou seja, § = —y/—pou § = y/—p. Como veremos, ndo ha perda de generalidade, em
considerarmos 3 com o sinal positivo. Assim,

cz(\/o__p \/?) e q(z) = vV —pu.

v=(14)

temos que x> — 1 = 0 é a equacdo caracteristica de W. Logo,

Sendo

le —1
sdo as raizes da unidade (autovalores de W). Portanto,
q(1) =v=be q(-1)=-v-b

sdo as raizes de g(z) (autovalores de C). Observe que se definirmos 3 com o sinal ne-
gativo, entdo obtemos as mesmos raizes de g(z), embora os valores de ¢(1) e g(—1) sdo
permutados. Note, para o polindmio geral, que

2

fle)=a"+az+be g(x):f<$—g> =2’ +p, p= —%7
as solucdes sao . .
n=—g+al=1) er=—+q),

ou ainda,

a a? a a?
= —— —4/— =D = —— — —b.
e VA s S VA

Teorema 4.2 Seja f(x) = 2? + ax + b € F[z].

1. f(x) possui raizes reais se, e somente se, a*> — 4b > (.
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2. Se f(z) € Q[z], entdo f(x) possui raizes irracionais se, e somente se, a* — 4b > ()
e a® — 4b é livre de quadrados.

3. f(x) possui raizes imagindrias se, e somente se, a> — 4b < (.

Prova. Vamos provar apenas os itens (1) e (3): (1) Pelo item (1) do Lema 2.17, f(x)
possui raizes reais se, e somente se, a matriz circulante

0 -»p a’
C= =b——=A
(¢——p 0 )’p .

¢ Hermitiana. Assim, se, e somente se, /—p € real. Portanto, se, e somente se, —p > 0,
ou seja, a® — 4b > 0.
(3) Pelo item (2) do Lema 2.17, f(z) possui raizes imagindrias se, e somente se, a

matriz circulante )
0 \/ — a
C= b y P= b—— = A7
v-p 0 4
¢ anti-Hermitiana. Assim, se, e somente se, /—p € complexo puro. Portanto, se, e
somente se, —p < 0, ou seja, a? — 4b < 0. ]

Exemplo 4.3 Seja o polinémio f(x) = 2* — 5x + 6 € Rz].

Solucio. E claro que 2 e 3, sdo as raizes de f(x). Mas, como uma ilustra¢do utilizaremos
o método das circulantes para obté-las. Consideremos a matriz circulante

cz(a b):a1+bW.
b a

tal que p(z) = f(x). Assim, as raizes de f(z) serdo os autovalores da matriz C. Neste
caso,
p(z) = det(zI — C) = (z — a)® — b* = 2 — 2ax + a* — b*.

Logo,

1
x2—2ax+a2—b2:x2—5x+6<:>a:g ebza

o

Portanto,

N = oot
NN [ =
N——

o

=)

—~

S

N~—

Il

|

+
N —

8
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sd0 as raizes racionais de f(x), pois a® — 4b = 1 ndlo € livre de quadrados. [ |
Sejam
g(x) = 2’ + pr + ¢ € Fla]
€ a matriz circulante
0
C=1| 1~
B
Entao o polindmio caracteristico de C é

p(z) = det(al — C) = 2° = 3yz — (8% + 7).

Desejamos determinar [ e v, para que este polindmio caracteristico seja igual a g(x) ou,
equivalentemente, resolver o sistema ndo homogéneo

3Py = —p

Elevando ao cubo a primeira equagio em (4.5) e vendo 3% e v como varidveis no sistema

(4.5), obtemos
3
B373 — _122_7
B+’ = —q
de modo que /3% e v3 sdo as raizes da equacdo
3
2 p
P
Yy +qy o7 )

a qual chama-se resolvente quadrdtica da cubica. Neste caso, as raizes sao:

q 27¢% + 4p?
Neste ponto somos levados a escrever:
ﬁ:3—g+\/Ze7:3—%—\/Z. 4.7)

Assim,
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Como
010
W=1]001
1 00
temos que 22 — 1 = 0 é a equaco caracteristica de W. Logo,
1, wew

sdo as raizes da unidade (autovalores de W). Portanto,

q(1) = B+, qw) = Pw+yw e q(@) = B+ yw

sdo raizes de g(z) (autovalores de C). Na verdade, as igualdades em (4.7), sdo perfei-
tamente validas quando todas as operacdes envolvem apenas os nimeros reais. Num
dominio maior, por exemplo, os nimeros complexos, existe alguma ambiguidade asso-
ciada com a extracdo de raizes quadradas e cubicas. Neste caso, definimos (3 por (4.7),
usando qualquer um dos valores da raiz quadrada, ctibica e escolhemos v, de modo que a
condicao

__b
By = 5

seja satisfeita. Isso produz uma solugdo de (4.7), nos levando para as raizes de g(x)
como ja foi explicado. Todas as op¢des para (3 resultam nas mesmas raizes. Note, para o
polindmio geral, que

f(z) =2 +az® +bx+c

e
2 3
a 3 a ab  2a
= _—— = :b—— == —_— -
g9() f(x 3> T” 4 pr+q,p g eq=cm ot o
as raizes sao
a a a _
n=—g+all), rn=—gtqw) e rs=—3+q0)

Por exemplo,

n——§+§/—g+\/ﬁ+ y —g—\/ﬁ-

Teorema 4.4 Sejam g(z) = 2>+ pr +q € Flx] e

B 27¢* + 4p®

A 2233

1. g(x) possui raizes reais distintas se, e somente se, A < 0.
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2. g(x) possui raizes reais e duas iguais se, e somente se, A = (.

3. Se F C R, entdo g(x) possui uma raiz real e duas imagindrias se, e somente se,
A > 0.

4. Se g(z) € Q[z] e C € Q**3, entdo g(x) possui todas as raizes racionais se, e
somente se, A = (.

Prova. Vamos provar apenas os itens (1), (2) e (3): (1) Pelo item (1) do Lema 2.17, g(x)
possui raizes reais se, e somente se, a matriz circulante

0 8 ~v
C=|~v 0 g

g v 0

¢ Hermitiana. Assim, se, € somente se, 7 = B ou, equivalentemente, 7> = 5_3. Note que
33 e +* sdo complexas conjugadas. Logo, pelo item (3) do Teorema 4.2 se, e somente se,
A < 0. Pondo § = u + viey = u — vi, teremos

1) = B+v = 2u
w) = Pwt+yo = —u—vV3
@) = Bot+w = —u+uvV3

sdlo as raizes reais e distintas de g(z).
(2) Pelo item (1) se, e somente se, A = 0. Assim,

(1) = B+y = —V4q
gw) = Putro = —334q
g0) = fo+w = —14q

sdo as raizes reais de g(x).
(3) Pelo item (4) do Lema 2.17, g(z) possui uma raiz real e duas imaginarias se, e
somente se, a matriz circulante

0 8 ~
C=1[~ 0 p
B v 0
é real e ndo ortogonal. Assim, pelo item (1) do Teorema 4.2 se, e somente se, A > 0.

Portanto,
q(1) = B+~
gw) = Pw+qw
(@) = Pw+w
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¢ uma raiz real e duas imaginarias de g(x). u

E muito importante de um ponto de vista tedrico e didatico apresentarmos uma inter-
pretacdo geométrica de localizacdo das raizes de uma cubica quando todas sdo reais. Para
isto, pondo h = 23 = 2b, as raizes da cubica sdo as partes reais de

h, wh e @h,

respectivamente, e estes sdo igualmente distribuidos em torno do circulo |z| = |h|. Entéo,
geometricamente, podemos encontrar as raizes da seguinte forma: dobramos b e o loca-
lizamos no plano complexo. A partir dai construimos um tridngulo equilatero tendo 2b
como um de seus vértices e centro na origem. Em seguida projetamos os vértice no eixo
real. Esta construcdo estd ilustrada na Figura 4.1. Embora esta construcdo é aplicdvel
no caso especial de um cubico (sem termo quadratico), o caso geral é essencialmente o
mesmo, pois os polindmios do tipo

f(z) =2 +az® + bx +c

podem ser transformados em
g(x) =2+ pr +q,

em que as raizes ficam transladadas de §. As raizes de f(z), sdo ainda proje¢des dos

vértices do referido tridangulo, mas com centro em —%, em vez da origem.

i
Ly

Figura 4.1: Representacdo gréfica das raizes de g(x).

O préximo exemplo ilustra a interpretacdo geométrica das raizes quando todas sdo
reais.
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~ —1.87%4

) =~ (0.3473

Figura 4.2: Interpretagdo geométrica das raizes de g(x).

Exemplo 4.5 Seja o polinémio f(x) = x® + 622 + 92 + 3 € R[z].

Solucgao. J4 vimos que a mudanga de varidveis © = y — 2, nos levando ao polindmio
reduzido

g(z) = f(r —2)=2° -3z + 1 eA:—Z<0

Neste caso, as raizes reais distintas de g(z) e f(x) sdo, respectivamente,

rt = 2cos (%’T) rr = —2+42cos (%”)
ry = 2cos (%”) e ry = —242cos (%”
rs = 2cos (MT”) r3 = —2-+2cos (MT’T) ,
confira Figura 4.2. ]

Exemplo 4.6 Seja o polinémio f(x) = x® + 32? + 9z — 13 € R[z].
Solucio. E ficil verificar que o polindmio reduzido é
g(x)=f(r—1) =2 +6r—20 e A =223 =108 > 0.

nunca € um quadrado perfeito. Neste caso,
0 8~ \ ,
C=|~v 0 B8 |,com 3=1/10++vV108 ey =1/10 — v 108.
B v 0
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Note que 3,7 ¢ Q. Assim, C ¢ Q**3, C # C' e g(x) possui um par de raizes complexas.
Nao obstante, ¢(1) = 5 +~v =2 € Q. |

Exemplo 4.7 Seja o polinémio f(x) = x® + 62? + 92 + 4 € R[z].
Solucdo. E ficil verificar que o polindmio reduzido é
g(x)=f(r —2)=2°-3x+2e A=0.

Logo,f=v=—-1e

0 -1 -1

C=[ -1 0 -1

-1 -1 0
¢ racional e ortogonal. Portanto, ¢(1) = —2, ¢(w) = ¢(w) = —1 sdo as raizes racionais
de g(x). n

O restante desta secdo serd dedicado a resolucio da equacdo qudrtica. Sejam
g(z) = 2* + pr® +qr +r € Fla],

e a matriz circulante

= BW +yW? + §W?,

™R > o
=2 o9 O™
> O ™2
O ™R &>

Entdo o polindmio caracteristico de C é

plx) = 2t — (465 +29%)x? — 4y(B% + 6%z
+ 74 _ 64 . 54 o 46572 _}_25252.

Desejamos determinar 3, e J, para que este polindmio caracteristico seja igual a g(z)
ou, equivalentemente, resolver o sistema ndo homogéneo

465 +27% = —p
y(B*+6%) = —q 4.8)
vt — Bt =5 —4B0y? +2B%5% = r

A partir das duas primeiras equagdes do sistema determinamos 34 e 5% + §% em fungio
de 7. Nos inspirando a reescrever a terceira equacao sob a forma

V= (B2 4 6%)% + 4(B6)* — 486+ =
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e, consequentemente, obter uma equacio em 7y:

s ¢ (p+29?)?

Vo eEt T +(2v +p)' =7
e, simplificando, teremos
6 P4 (PP T\ . &
7+§7 +(E—Z>fy—6—4—0, 4.9)

qual é uma ctibica em 72 chamada resolvente ciibica e é soltivel pelos métodos j4 vistos.
Desta forma, construimos a matriz circulante

C = BW +yW? + §W? = ¢(W).

Assim,
0 8 ~v ¢
4]
C= y g g g e q(z) = Br + yr? + 6.
By 60
Como
0100
W — 0010
0 001
1000
temos que z* — 1 = 0 € a equagio caracteristica de W. Logo,
1,-1,7e —1

sdo as raizes da unidade (autovalores de W). Portanto,

q(1) =B+~ +4, q(=1) = =B+~ —9,
q(i) = =y +i(8 —9), q(—i)=—y—i(B—9)

sdo as raizes de g(z) (autovalores de C). Note, para o polindmio geral, que

flz) =2 +ar® + b2’ +cx +d

g@) = f (v =) =a' +pa®+qr+r,
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com

as raizes sao
r=—%+q(l),r2 = —%+q(1),

1
r3=—5+q(i) ery = -5+ q(—1i).
Exemplo 4.8 Seja o polinémio f(x) = x* — 22* + 8x — 3 € R|x].
Solucdo. Como p = —2, ¢ = 8 e r = —3 temos que a resolvente ctibica de f(x) é
v’ =y’ +y—1=0, comy =17

a qual possui solu¢do 72 = 1, ou ainda, v = 1. Assim, pela sistema (4.8), obtemos

46 +2 = 2
{ —4(B*+6%) = -8

Logo,3=0,vy=—-1ed = ++/2. Neste caso, escolhendo § = /2, obtemos
q(z) = —22 + V22°.
Portanto,

g(1) = =1+ v2, q(-1)=-1-v2,
(i) =1—+v2i, q(—=i)=1++2i

sdo as raizes de f(z) (autovalores de C), em que

0 0 -1 V2
C_\/ﬁo 0 -1

Sl -1 v2 0 o |
0 -1 vV2 0

que € o resultado desejado.

Observe que se
g(z) =2 +px® +qr +r

€ a matriz circulante

w2 o> O
2 o O™
> O 2
O =R >
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entdo C é Hermitiana se, e somente se, § = 3 e «y é real. Agora, qualquer solucio para
(4.8) produz uma circulante com polindmio caracteristico g(z). Uma tal solugio pode
ser construida usando qualquer valor para v satisfazendo (4.9). Por conseguinte, a fim
de que todas as raizes de f sejam reais e, consequentemente, para todos as circulantes
correspondentes serem Hermitianas, € necessdrio que todas as raizes da equacdo (4.9)
sejam reais. A equagdo (4.9) é uma ctibica em 2, a condigdo necesséria para esta redugio

s B (B0, 7 _
z° + 291: +(16 4)x =0, (4.10)

tenha todas as raizes reais nao negativas. Por outro lado, se (4.10) possui todas as raizes

€ que a cubica.

reais ndo negativas, entdo g(x) possui todas as raizes reais. Isso pode ser comprovado
utilizando matrizes circulantes através da construcdo de uma solucdo do sistema (4.8)
para o qual a circulante correspondente ¢ Hermitiana. A conclusdo final, em qualquer
caso, € a seguinte caracterizagdo: as raizes de g(z) sdo todas reais se, e somente se, (4.10)
possui todas as raizes reais ndo negativas.
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Capitulo 5

Teorema de Fermat

Nosso objetivo neste capitulo € aplicarmos os conhecimentos do Capitulo 4 para pro-
varmos o teorema de Fermat para n = 3. O leitor interessado em mais detalhes, pode
consultar [8, 9].

5.1 Teorema de Fermat

Antes de iniciarmos a prova do Teorema de Fermat para n = 3. Faremos um breve
histérico sobre ele.

Conjectura 5.1 (Fermat-1637) Seja n € N. Entdo a equacdo
" +y" = 2", com mde(x,y) =1,
ndo possui solugoes ndo triviais em Z, exceto paran = 1 en = 2.

A frase seguinte foi escrita por Fermat sobre a sua conjectura:
“Eu descobri uma demonstracdo maravilhosa, mas a margem deste papel é muito
pequena para conté-la.”

e 1660 - Fermat prova para n = 4.

e 1753 - Euler prova para n = 3.

1825 - Dirichlet e Legendre prova para n = 5.

1839 - Lamé prova paran = 7.

1857 - Kummer prova para n < 100.
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5.1. TEOREMA DE FERMAT

e 1983 - Faltings prova que a conjectura pode possuir no maximo uma quantidade
finita de solugdes.

e 1994 - Wiles prova a conjectura. (358 anos depois - Guinness Book)

Uma solugdo trivial para a conjectura € um termo (a,b,c) € Z3 tal que abc = 0.
Qualquer outra solu¢do € ndo trivial. Observe que se (a,b,c) € Z* é uma solugido ndo
trivial e mdc(a, b) = d, entdo é facil verificar que d divide c e que o terno

a b c
d d d
também € uma solucdo. Assim, podemos supor que
mdc(a, b) = mdc(a, c) = mde(b,¢) =1 ou mdc(a,b,c) = 1.

Neste caso, o terno (a, b, ¢) chama-se uma solugdo primitiva.
O caso quando n = 1, x + y = 2. Entdo é facil verificar que o terno

(k,k+1,2k + 1)

¢ uma solucao primitiva da equacio, para todo k € Z.

O caso quando n = 2, 2% + y* = 22, Entdo uma solugdo primitiva (a,b,c) € Z3
também € chamada de tripla Pitagoriana, por exemplo, (3,4, 5) € Z3, conhecidas desde
582 a.C. Vamos restringir as solugdes primitivas a N>, Neste caso, x e y ndo podem ser
ambos pares e nem ambos impares, pois

72=0 (mod4)e y*=0 (mod4)=2>=0 (mod 4)

=1 (mod4) ey*=1 (mod4)=2>=2 (mod4),

o que € impossivel. Como z e y aparecem simetricamente na equagao, podemos supor,
sem perda de generalidade, que y € par e x e z sdo impares. Note que

Py ="+t z-2) =y & (z—;—x) (Z;x) - (g)Q

e a ultima equacgdo tem sentido, pois y, 2 + = € 2 — x sdo pares. Assim




CAPITULO 5. TEOREMA DE FERMAT

De fato, seja

z+x z—x
d—mdc( 5 3 )

Entdo, depois de alguns cdlculos, d | z e d | z. Logo, d = 1, pois mdc(z, z) = 1. Pelo
Lema 1.15, existem a, b € N tais que

Z+.1'_

5 62, Z;w:aQe

ab.

NS

E facil verificar que a e b possuem paridades distintas, com mdc(a,b) = 1e b > a > 0.
Portanto, pelas equagdes acima, temos que
r=0"—a* y=2abe z=a*+b, ¥V abeN,

com a e b tendo paridades distintas, mdc(a,b) = 1 e b > a > 0, sdo todas as solugdes
primitivas da equacdo. No caso geral,

v==%0*—a%), y==+2ab e z==%(a*+1?), V a,b € Z.

E muito importante, de um ponto de vista didatico e tedrico, uma visao diferente das
solucdes da conjectura. Como y € um niimero par temos que

z—x=2%"1ou z—2=2%"14% emque d|x e mdec(2,d) = 1.

Com efeito, se z — x = 2™, para algum m € N, entdo

y2 — 2’2 - .CL'2 — (.CL' T Zk) o £L'2 — 2k+1<£L‘ + 2k71).

Assim, x + 2¥~1 é um nidmero impar, pois = é. Logo, z — z =

22k—1
z —x = 2%~ 1q, para algum a € N, com mdc(2, a) = 1, entdo

, para algum k. Se
y? = 22— 2? = 2%a(x + 2%%72a).

Logo, é facil verificar que mdc(2,a) = 1. Pelo Lema 1.15, existe um d € N tal que
a = d?. Portanto,

z—x=2%142 emque d|z e mde(2,d) = 1.
Neste caso,

Y= 22— g2 = . ol (37‘2"2)
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5.1. TEOREMA DE FERMAT

implica que
T+ z
2

para algum b € N. Finalmente, para qualquer ¢ € R, a fung¢éo f : [z,c] — R definida

=’

como
f&)y =1

é claramente continua em [z, c| e derivdavel em (z,c). Assim, pelo Teorema do Valor
Médio, existe um r € (z, c) tal que

Pondo

1
Gzieh:z—x,

teremos a féormula classica do Teorema do Valor Médio
2 —2?=2r(z —x) = 2(z — ) (z + 0h).

Portanto, todas triplas Pitagorianas (z,y, z) € N2, com ¥y um numero par, satisfazem a
equagdo
v =22 =2r(z —x) =2(z — x)(x + 6h).

Por exemplo,

r+z

2—x=2¢ =32=5"+122 =132

sz =2-T¢ x;Z:82:152+1122:1132.

O caso quando n = 3, z° + y> = 23. Se (a, b, ¢) € uma solugdo, entdo (—a, —b, —c)
também o é. Portanto, ndo hd perda de generalidade, em considerarmos as solucdes pri-
mitivas em N, uma vez que o nosso problema € resolver a equacao

23 4P = 28

, com mdec(z,y) =1, (5.1)
Lema 5.2 Seja (a,b,c) € N3 uma solugdo primitiva da equagdo (5.1).

58



CAPITULO 5. TEOREMA DE FERMAT

1. Se mdc(c,3) =1, entdo

mdc(c — a, (c — a)® + 3ac) = mdc(c — b, (c — b)* + 3bc) = 1.
2. 3 divide exatamente um dos niimeros a, b e c.
Prova. Vamos provar apenas o item (2). Note que
(r+3¢)°=7* (mod 9).
Assim, basta considerar r = 0,7 = 1 ou r = 2. Logo,
2 =0,10u8 (mod 9),
para todo = € Z. Se mdc(a, 3) = mdc(b, 3) = 1, entdo
a®>=10ou8 (mod9) e b>=1ou8 (mod9).

Portanto,
A=a*+b=0 (mod?9).

Consequentemente, 3 divide c. ]

Observe que

Bryp=2re (- )z — y)2 + 3yz| = 23,

Assim, se mdc(z,y) = mdc(z,3) = 1, entdo, pelo item (1) do Lema 5.2,
mdc(z —y, (2 — y)* + 3yz) = 1.

Logo, pelo o Lema 1.15, 2 — y = u?, para algum v € N, com » um divisor z. De modo
andlogo,
mde(z — z, (z — 2)* + 312) = 1.

Novamente, se mdc(z, z) = mdc(z,3) = 1, entdo 2 — x = v?, para algum v € N, com v
um divisor y e mdc(u, v) = 1. Portanto,

?, com mde(u,v) = 1.

r=z—-1vey=z—u
Substituindo z e y na equagdo (5.1) e depois de alguns célculos, obtemos
f(z) = 2" =3 +0*)2° +3(u’ + %)z — (u’ + %) = 0. (5.2)
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5.1. TEOREMA DE FERMAT

Agora, basta provar que o polindmio (equagdo) f(z) ndo possui raizes racionais. Para
isto, note que

9(2) = flz +u* +0%) = 2* — 6u*v?2 — 3uPv? (v + %) = 0.

Assim, p = —6uv3, ¢ = —3uv?(u?® + v3) e, depois de alguns cdlculos,
2 3 5 1 3 232 6
27¢° +4p° = | 3u” — g"U + EU > 0,

nunca é um quadrado perfeito e A > 0. Portanto, pelo item (3) do Teorema 4.4, g(z) ndo
possui raizes racionais, de modo que f(z) ndo possui raizes racionais. Donde concluimos
que o teorema de Fermat para n = 3, ndo possui solugdes nio triviais em N.
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Consideracoes Finais

Muitas vezes, alunos do ensino médio questionam para que servem as matrizes, as-
sim como, para que servem os ndmeros complexos, se estes, inclusive, possuem algo
imagindrio.

O presente trabalho nos trouxe uma forma de resolver equagdes polinomiais de graus
menores que ou igual a 4, com o auxilio desses contetudos, algo que ndo é abordado no
ensino basico.

Retomamos conceitos basicos inerentes aos numeros inteiros, relembramos elemen-
tos da dlgebra linear e ainda fizemos um breve passeio pela histéria acerca das técnicas
utilizadas pra resolver as equacgdes polinomiais.

Vimos que através de uma equacdo dada, conseguimos associar uma matriz circulante,
que por sua vez estabelece um polindmio caracteristico € um polindmio representante.

Ap6s encontrarmos os coeficientes do polindmio caracteristico e por consequéncia os
elementos da matriz circulante, aplicamos o polindmio representante nas raizes n—ésimas
(n < 4) da unidade (determinadas através da féormula de Euler), encontrando assim as
raizes da equacdo polinomial em questdo.

Tal procedimento pode ser lecionado ao aluno do ensino médio, de modo a oferecer
ao mesmo, novas ferramentas que possibilitam associar diversos contetidos que por varias
vezes aparentam ndo possuir relacao.

A aprendizagem matemadtica € determinada pela compreensao e apreensao do signifi-
cado. Com este trabalho, acreditamos que o professor possa ir além de suas aulas normais
expositivas, e possibilite o aluno a entender a importancia de vdrios assuntos, abrindo lu-
gar para discussoes, 0 que tornard os conteddos mais significativos. Espera-se, ainda, que
o aluno aprenda a apreciar mais essa ciéncia, com entusiasmo.
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