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Resumo

Neste trabalho apresentamos algumas técnicas de resolucao de equagoes com
coeficientes inteiros. Tais equacgoes, apesar de serem bastante semelhantes, apresen-
tam técnicas muito distintas umas das outras. Mostraremos quais sao as solucgoes
inteiras de equacoes do tipo 22 +y? = 22 e 272 +y 2 = 272, que sdo conhecidas como
equacoes de Pitagoras. Também apresentamos um breve historico sobre o Ultimo
Teorema de Fermat e mostraremos que a equacao x* + y* = 2* nio possui solucao

inteira.
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Abstract

In this work we present some resolution techniques of equations with integers
coefficients. Such equations although they’re very similar, presents quite different
techniques from each other. We show which are the integer solutions of the equations
like 22 + 2 = 22 and 272 + y2 = 22, as they are known as the Pythagorean
equations. We also present a brief history about the Fermat’s Last Theorem and we

show that the equation x? + y* = 2* has no integer solution.
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Introducao

A Teoria dos Numeros ¢ um ramo da Matematica que estuda, com mais énfase,
as propriedades aritméticas dos nimeros inteiros. Um dos principais problemas
dessa teoria é encontrar solucoes inteiras para determinadas equacoes, que foram
estudadas por grandes matematicos da antiguidade como Pitédgoras, Diofanto de
Alexandria, Fermat, Langrange e Euler.

Tais equacoes podem ser de diferentes tipos, como por exemplo, equacoes com
duas ou trés incognitas com coeficientes inteiros. Para determinar solucoes para esse

tipo de equacao, nos deparamos com trés perguntas cruciais:
(a) A equagdo em questao possui solugao?
(b) Se a equagcao é soluvel, entdo o niimero de solugoes é finito ou infinito?
(c) Se a equagao é soluvel, entdo como determinar todas as solugoes?

As solugoes dessas equacgoes nao tém interesse apenas tedrico, mas sim em ou-
tras areas do conhecimento, como a Fisica. O interesse tedrico é constante ja que
serve para resolver diversos problemas dentro da propria Teoria dos Nimeros. En-
fatizamos também que o conhecimento das técnicas de resolucao sao extremamente
atraentes para quem estuda Matematica. Neste trabalho procuramos abordar de
maneira didatica a resolucao de problemas como esses.

No Capitulo 1, apresentamos diversos resultados basicos da Teoria dos Nume-

ros que servirao de suporte para o decorrer do trabalho. Todos os resultados la
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encontrados serao usados nos capitulos posteriores.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo inicial de equacgoes com coeficientes inteiros.
Comecamos a estudar uma simples equacao do primeiro grau e com apenas uma
incognita. Esta equacao servira de motivacao para estudar equagao com coeficientes
inteiros de graus maiores. Obtemos todas as solucoes inteiras de uma equacao
polinomial de grau n. Nesse mesmo capitulo, estudamos as equacoes de primeiro
grau com duas incognitas e, para tanto, faremos uso das fracoes continuas e através
de um exemplo, construiremos passo a passo o método de resolucao para esse tipo
de equacao.

Alguns exemplos de equacoes do segundo grau com trés incognitas sao dados
no Capitulo 3. Em cada secao desse capitulo, mostramos como resolver um tipo
de equacao dessa forma. Destacamos a diversidade de técnicas utilizadas em cada

4 nao possui

exemplo. Em uma das secoes, mostramos que a equacio z* + y* = 2
solucdes inteiras. No final desse capitulo, damos uma abordagem histoérica do Ultimo
Teorema de Fermat, uma equacao bastante famosa dentro da Matematica.
Finalmente, no Capitulo 4 determinamos todas as solucoes inteiras da equacgao
2?2 — Ay? = 1, conhecida como equacao de Pell. Para resolver esse problema uti-
lizamos o método das fracoes continuas para representacao de niimeros irracionais.

Para a obtencao das solucoes, usamos ideias semelhantes as do Capitulo 1.

Esse trabalho foi inspirado principalmente nas referéncias [2, [3].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sao apresentados varios resultados basicos de teoria dos nimeros
que darao suporte para a compreensao geral dos proximos capitulos. Cada resultado
aqui mencionado ou provado é utilizado de alguma maneira no decorrer do trabalho
sem que, necessariamente, se faca mencao dos mesmos quando utilizados. O leitor

interessado em mais detalhes pode consultar [7].

1.1 Principio da Boa Ordem

O Principio da Boa Ordem ou Principio da Boa Ordenac¢ao afirma que todo
subconjunto do conjunto dos niimeros naturais possui um menor elemento. Mais
precisamente, isso quer dizer que se A é um subconjunto nao vazio de N, entao

existe ng € A tal que ng < n para todo n € A.

1.2 Inducao Matematica

Uma ferramenta fundamental na demonstracao das propriedades referentes aos
nimeros naturais é o Principio da Inducao Matemadtica que é descrito a seguir. Seja

A um subconjunto dos nimeros naturais que goza das seguintes propriedades:



1.2. INDUCAO MATEMATICA

(1) 1€ A;
(2) n+ 1 € A, sempre que n € A,
entao A = N.
Exemplo 1. Dados a e b ntimeros reais, e n € N, tem-se que

n

n o
(a+b)" = E . a" 'y,
em que

7 i!(n — i)!
A igualdade acima é conhecida como o bindmio de Newton. Para provar esta

igualdade, vamos utilizar inducao sobre o niimero natural n. Primeiramente, note

que se n = 1, entao

(a+b)' = a+b

_ 1 a0 4+ ! a1t

ou seja, a igualdade é valida para n = 1. Suponha agora que a afirmacao é verdadeira

para n € N e provemos que é valida para n + 1. Note que

(a+b)"" = (a+b)-(a+b)"

= a-(a+b)"+b-(a+b)"

n

- a.z n a"_ibi+b-i n iy
i=0

i=0 ?

3

n
— an—l—l—zbz + E an—zbz-l—l.
i =0



1.3. DIVISIBILIDADE EM Z

Mas a primeira soma pode ser escrita da seguinte maneira:

n

n
E an-l—l—zbz — an—l—l + E an—l—l—zbz

i=0 1 i=1 1
e a segunda:
n n—1
n Qi — et Z n it
=0 1 =0 )
n
— bn+1+§ aanrlfibi
=1 7 —1
Portanto,
n
n n .
(a+b)n+1 — an+1+bn+1 +§ + an+1—zbz
i—1 7 7 —1
n
n+1 o
— an+1 +bn+1 + E an+1—zbz
i=1 1

— E an+172bl

que é a formula para n + 1.

1.3 Divisibilidade em Z

Sejam a e b dois niimeros inteiros. Dizemos que a divide b se existe ¢ € Z tal que

b = ac. Neste caso, escrevemos a | b.
Proposigao 1. Sejam a,b e ¢ nimeros inteiros. Se a | be b | ¢, entdo a | c.
Demonstragao. De fato, como a | b e blc, existem ky € Z e ky € Z tais que b = kja

3



1.3. DIVISIBILIDADE EM Z

e ¢ = kob. Portanto,
Cc = l{?Qb = kg : leL.
Sendo ks - k1 € Z, segue que a | c. O

Proposicao 2. Sejam a,b,c,m e n numeros inteiros. Se ¢ divide a e ¢ divide b,

entao ¢ divide (ma + nb).

Demonstracao. Temos que existe ki, ko € 7 tais que

a=kec e b=k

Multiplicando ambos os membros de a = k;c por m e ambos os membros de b = kyc
por n, obtemos

ma=m-kic e bn=n-kye.

Logo,
ma-+nb = m-kic+n-kye
= (mky + nks) - c.
Sendo mky + nke € Z, temos que ¢ | (ma + nb), como queriamos. O

Sao listadas abaixo algumas das propriedades mais importantes de divisibilidade

entre numeros inteiros.

(1) n | n, para todo n € Z;

(2) sed,n € Z e d | n, entdo ad | an para qualquer a € Z;
(3) se ad|an e a # 0, entao d | n;

(4) 1| n para cada n € Z;

(5) n |0, para cada n € Z.



1.4. O ALGORITMO DE EUCLIDES

1.4 O Algoritmo de Euclides

Euclides de Alexandria, como era conhecido, nasceu na Siria e viveu entre 330 e
290 a.c.. Foi um dos maiores mateméticos da antiguidade. Trabalhou em Alexandria
onde foi o primeiro diretor da famosa Biblioteca de Alexandria. A sua principal obra
- Os Elementos - é onde se encontra o que hoje conhecemos como o algoritmo de
Fuclides que é de fundamental importancia para varias areas da matematica até os
dias atuais.

Antes de introduzirmos este algoritmo, que também é conhecido como o algo-

ritmo da divisao, enunciamos o

Teorema 1. (Teorema de Eudéxius) Sejam a e b dois nimeros inteiros, com

b # 0. Entao, existe ¢ € Z tal que

gb<a<(qg+1)b, seb>0

gb<a<(qg—1)b, seb<0.

Demonstracao. Suponha que b > 0. A prova para quando b < 0 é inteiramente

analoga. Definamos o conjunto
A:={heN:hb>a}.
Note que o nimero natural |a| + 1 é tal que
(la| + 1)b = |alb + b.

Como |a| = max{—a,a} e estamos supondo que b > 0, segue que (|a| + 1)b > a e,

portanto, |a|+1 € A, o que mostra que A C N é um subconjunto nao vazio. Agora,



1.4. O ALGORITMO DE EUCLIDES

pelo Principio da Boa Ordenacao, A possui um menor elemento, digamos hg. Logo,
hob > a. Usando a minimalidade do niimero natural hg, segue que hg — 1 € A, isto

é, (hg — 1)b < a. Assim, tomando ¢ = hy — 1, segue que

gb=(ho—1)b<a

ou seja, gb < a < (¢ + 1)b, como queriamos. O

Teorema 2. (Algoritmo de Euclides) Dados dois nimeros inteiros a e b, com

b > 0, existe um tnico par de inteiros ¢ e r tais que

a=qb+r, onde 0 <r <b.

Dizemos que g é o quociente e r é o resto da divisao de a por b.

Demonstracao. Pelo Teorema de Euddxius, existe ¢ € Z satisfazendo a seguinte
relacao

gb<a < (qg+1)b,

o que acarreta que 0 < a—gbe a—qb < b. Sendo assim, podemos definir r = a — ¢b
para mostrar que existem nimeros inteiros q e r que satisfazem o algoritmo. Falta
mostrar que eles sao tnicos. Com efeito, suponha que existe um outro par ¢; e

de niimeros inteiros verificando a seguinte igualdade

a=qb+ry, com0<r <b.



1.5. MAXIMO DIVISOR COMUM

Portanto, temos que ¢b + r = ¢;b + r1. Logo,

b(q—CJl):Tl—?“-

Isto quer dizer que b divide r; —r. Mas como r; e r sao ambos estritamente menores
do que b, segue que |r; —r| < b e, portanto, r; —r = 0, ou seja, r; = r. Logo,
¢q1b = gb, donde ¢; = q. O

1.5 Maximo Divisor Comum

Dizemos que d é o mdzrimo divisor comum entre dois nimeros inteiros a e b se é
o maior inteiro positivo que divide a e b. Neste caso, escrevemos d = mdc(a, b).

Uma das propriedades que vamos usar do maximo divisor comum, provada em
qualquer livro de Teoria dos Ntimeros, é a seguinte: se d ¢ o maximo divisor comum

entre a e b, entao existem niimeros inteiros x e y tais que
d = xa + yb.

Observe que o maximo divisor comum d de a e b é o divisor positivo de a e b o qual

é divisivel por todo divisor comum. Além disso, valem as seguintes igualdades:
mdc(ta, tb) = |t| - mdc(a, b)

e, se ¢ > 0 e a e bsao divisiveis por ¢, entao

Cc C C

mdc (g, é) ! -mdc(a, b).

Uma tultima propriedade que usaremos ¢ descrita a seguir: se a e b sao nimeros



1.5. MAXIMO DIVISOR COMUM

inteiros, entao vale a seguinte igualdade

mdc(a, b) = mdc(a, b — ax),

em que xr é qualquer niimero inteiro.



Capitulo 2

Equacoes do Primeiro Grau com

Coeficientes Inteiros

Vamos estudar primeiramente equagoes do primeiro grau com uma incégnita que

correspondem a equacoes do seguinte tipo:
axT +ag = 0, (21)

em que ag € a; sao nimeros inteiros. Evidentemente, a solucao desta equacao é dada
por
aop

T = ,
a1

com a; # 0, e tal solu¢ao serd um niimero inteiro quando aq for divisivel por aq, isto
é, quando o resto da divisao de ag por a; for zero. Nem sempre a solucao de uma
equacao desta natureza é inteira. Este é o caso da equacao 9z + 11 = 0. Por outro
lado, a solucao da equacao Hx — 25 =0 é x = 5, que é um nimero inteiro.

Uma situacao similar aparece em equacoes que possuem grau superior a 1. Note



que a equacao de segundo grau
2’ +3x—10=0

possui duas solucoes e ambas sao inteiras, ;1 = 2 e x5 = —5. No entanto, a equacao
2 _ 2 _ 2 o O ~ . 1 ~ . . .-, d . , . f
x x = 0 nao possui solugoes inteiras, ji que os dois nimeros que satisfazem
tal equacio sdo irracionais, dadas por 1 ++/3 e 1 — /3.
Mais geralmente, podemos considerar o problema de encontrar raizes de equagoes
de grau n com coeficientes inteiros. De fato, sejam n > 1 e ag,aq,...,a, nimeros

inteiros, e considere a equacao
An " + a2 4+ ajz+ap = 0. (2.2)

Estamos interessados em obter um valor inteiro de z tal que ([22) seja satisfeita.

Com efeito, se © = a é uma solugdo inteira de (Z2), entao
ana™ 4 ap_ 10"+ -+ ara+ag =0

e, portanto, isolando agy, temos que

ap = —apa" —a,_ 10" —---—aa

= (—a)(a,a" ' +a, 1a" P+ +ay).

Sendo assim, concluimos que a raiz inteira a divide o niimero inteiro ag, donde cada
raiz inteira da equacao considerada, caso exista, é divisor do termo independente
ag. Por isso, para encontrar as solugoes de (2.2) é necessario encontrar os divisores

de ag que satisfacam tal equacao.
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Exemplo 2. Considere a equacao
g0+ 2"+ 223 +2=0.

Entao, pelo que fizemos acima, as possiveis solucoes inteiras para a equacao dada

sao 2,—2,1 e —1. Entretanto,
210 4 9T 4 2.2 49240,

o mesmo acontecendo com —2 e 1 quando substituimos estes na equacao acima. Por

outro lado, x = —1 é a tnica solucao inteira deste equacao, visto que
(D) + (=) +2-(-1)*+2=1-1+2-2=0.
Utilizando este mesmo raciocinio, nao é dificil ver que a equacao
2% =2+ 32" + 2’ -2 +3=0

nao possui solugoes inteiras, ja que 1 —1° +3- 11+ 12— 1+3 =6 #0, (—1)5 —
(=1 +3-(=1)*+(=1)>—=(=1)+3=10#£0,35-3°+3-31+32-3+3 =3°+3% £ 0
e (=3)0 — (=3P +3-(=3)1+ (=32 —(-3)+3=3°+3"+3>+32+3+3 #£0.

Passemos agora a analisar equacgoes de primeiro grau com duas incégni-

tas, que sao equacgoes da seguinte forma:
ar + by +c¢ =0, (2.3)

em que ¢ e b sao niimeros inteiros nao nulos e ¢ é um inteiro qualquer.
Vamos trabalhar ([Z3) sob a condigdo de que a e b sejam nimeros primos entre si,

ou seja, que o maximo divisor comum entre a e b seja 1. Isto pode ser feito, pois

11



qualquer que seja a situagao, podemos nos restringir a esta condicao imposta sob a
e b. De fato, suponha que o maximo divisor comum entre a e b seja d # 1. Entao,
podemos escrever a = a;d e b = bid, em que a; e b; sao primos entre si. Dessa

forma, a equagao (23) torna-se

ardx + bydy + ¢ = 0,

ou ainda,

(arz + byy)d + ¢ = 0.

Assim, dividindo a equacao acima por d e se dando conta de que d divide ¢, obtemos

uma outra equacao dada por

ax + by +c¢p =0,

em que ¢; = ¢/d, cujos coeficientes a; e b; tem maximo divisor comum igual a 1.

Observacgao: Note que se o maximo divisor comum de a e b dividir ¢, a equacao
([Z3) possui solucao inteira. Com efeito, seja d = mdc(a, b). Entao, como d|c, existe
p € 7Z tal que ¢ = pd. Além disso, existem n,m € Z tais que d = ma + nb e,
portanto,

¢ = p(ma + nb) = (pm)a + (pn)b.

Como pm e pn sao niimeros inteiros, segue o que queriamos mostrar.
Estudaremos a equagao (2.3) em dois casos. No primeiro, vamos supor que o
coeficiente ¢ é identicamente nulo. J& no segundo, consideraremos o caso em que ¢

é qualquer namero inteiro diferente de zero.

12



Primeiro caso: Se ¢ = 0, entdo a equacao (2.3) torna-se
ar +by =0,

em que a e b sao nimeros inteiros primos entre si. Resolvendo esta equacao com

respeito a x, obtemos

b
r=——y.
a

Sendo assim, x serd um nimero inteiro somente quando a divide y. Isto quer dizer
que existe t € Z tal que y = at. Substituindo este valor de y na equacio z = —(b/a)y,
obtemos

r=——y=———-at = —bt,
a a

onde t € Z. Logo, todas as solugoes inteiras da equacao considerada sao da forma:

r = bt

y = at,
onde t € Z.
Segundo caso: Consideramos agora o caso em que ¢ # 0 e tentemos obter as
solugbes inteiras para a equagao (2.3)). Para tanto, demonstraremos um teorema

que nos diz que para obter todas as solugbes inteiras da equagao (23, é suficiente

obter uma solucao particular, ou seja, se encontramos z( e ¥y, inteiros tais que
ax0+by0+c:0,

entao encontramos todos os niimeros inteiros que satisfazem a equacao desejada.
A partir de agora, quando x e y satisfizerem a equacao (2.3]), escreveremos sim-

plesmente [z, y| para designar que o par x,y é solugdo desta equagao.

13



Teorema 3. Sejam a e b niimeros primos entre si e [xg,yo] qualquer solugao da
equagao ([23)). Entdo, todas as solucoes inteiras desta equagdo sdo dadas pelas
formulas
T = x9— bt
(2.4)
Yy = y0+a'ta

onde t € Z.
Demonstragao. Seja [xg,yo] uma solugao qualquer de (23). Entao, das igualdades
ar + by + ¢ =0 e azxy + byy + ¢ = 0, obtemos
ar + by + ¢ = axy + by + ¢,
0 que acarreta que
axr — axy + by — byy = 0,

ou ainda, que

XTo— T
y_yoza/.¥.

Como y — yp € um ntimero inteiro e o maximo divisor comum entre a e b é igual a

1, temos que b divide zy — x, ou seja, existe t € Z tal que x¢o — x = bt. Logo,

donde x = x¢g — bt e y = yo + at, onde t € Z. Demonstramos, entao, que qualquer
solugao de ([2Z3) é da forma ([24). Resta-nos mostrar que, de fato, (24]) é solugao
de [23). Com efeito, sejam x; e y; tais que z; = xg — bt e y; = yo + at, onde t € Z.

14



Entao

ary +by; +¢ = a(xg—bt) + by + at) + ¢
= axy — abt + byy + bat + ¢
= axg+ byy + ¢ — abt + abt
= axg+ byg + ¢
= 0,

ja que [zg,yo] € uma solugao de (2.3). O

Em suma, sendo conhecida uma solucao inteira da equagao (23), as demais so-
lugoes desta natureza sdo obtidas através das formulas (24). Devido a isso, nosso
problema se resume a encontrar uma solugao [xg, yo] qualquer de (Z3]), no caso em
que ¢ # 0. Para tanto, faremos uso de fragoes continuas consideraremos um

exemplo que nos dara a ideia central de como trataremos o caso geral.

Considere a equacao

1272 — 52y + 1 = 0.

Estamos interessados em encontrar uma solucao inteira para esta equagao, utili-
zando um método, descrito a seguir, feito através de relagoes entre os coeficientes

da equacao.

Primeiramente consideramos a fragao irredutivel 127/52 e separamos sua parte

inteira do seguinte modo:

m7_2+23
52 52’
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que ainda pode ser escrita como segue

27, 1
v
23

Agora, fazemos o mesmo com a fragdo 52/23, obtemos

52 6 1
S =94 =94
23 ° 33 +§

6

5 _ 3+ -=3+ !

6 ~ 6 06

5)

e, portanto, podemos escrever
127 1
— =24 —.
1

52 2+ — T

3+ §

)

Agora, como 6/5 = 1+ 1/5, podemos ainda escrever

127—2+ 1
52

1

2+ 1

34+ ——

]
1 _
NE

Esta ultima expressao para a fracao 127/52 é chamada a fragao continua desta

fragdo. Omitindo a fracao 1/5 da expressao anterior, temos que a fragao continua
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transforma-se em

5 1 _y 1 _y 1 _y 1_2 22
+—1— ‘|‘71— +—1— +§ +§—§.
2+71 2+—1 2+Z 1
3+ —— 3+ -
170 1
Além disso, temos que
127 22 1
529 52.9
Isto implica que

1279 22 52 1

5 9 9 52  52.9
ou seja,

127-9—-52-224+1=0.

Assim, se g = 9 e yg = 22, entao [xg, yo| é solucao da equagao 127z — 52y +1 =0

e, pelo Teorema 3] todas as solugoes inteiras desta equacao sao da forma

r = 9+ 52t
y = 224127t

onde t € Z.

Agora, como faremos para obter uma solucao qualquer de uma dada equacao com

coeficientes inteiros, sendo ¢ # 07 O exemplo anterior, nos permite conjecturar que,

para achar uma solugao particular da equagao (23), é preciso desenvolver a fra¢ao

a/b em uma fragdo continua, omitindo o seu ultimo termo e fazendo os célculos

feitos anteriormente. E o que faremos a seguir.

Seguiremos os passos do exemplo anterior. Considere a fragao irredutivel a/b.

Denote por ¢, e por 5 0 quociente e o resto da divisao de a por b, respectivamente.

Assim, podemos escrever

a = q1b+ry, com ry < b.
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Sejam agora ¢, e r3 0 quociente e o resto da divisao de b por r,. Entao

b= qorys + 13, com r3 < ro.

Da mesma maneira, podemos considerar os nimeros ¢s, ¢4, ... € 74,75, ... Se relaci-

onando da seguinte maneira:

To = (373 + T4, CcOM 174 < T3,

T3 = qur4 + 75, COM 75 < Ty

e assim por diante. Os quocientes ¢i, qs, ... das divisoes feitas anteriormente sao

chamados de quocientes incompletos e cumprem a seguinte condicao:

b>T2>T3>T4>"'ZO, (25)

isto é, formam uma sequéncia decrescente de nimeros positivos. Como a quantidade
de ntimeros inteiros entre b e 0 é finita, em um determinado momento, o procedi-
mento acima estaciona, com resto 0. Assim, se 7, é o tltimo resto nao nulo em (Z.3]),

entao 1,41 = 0 e, portanto, temos que

a:CJ1'b+T2,

b=q 19+ 13,

Ty = (3 T3+ Ty,

Tne2 = Qn-1"Tn—1+ Tn,
Tne1=0qn Tn+ 0.

18



Estas equacoes podem ser escritas da seguinte forma:

a 1
b_(:Z1+ b’
T2
b +1
T = (42 f27
L]
Tn—2 1
= Qn-1 T ;
Th—1 In—1 T'n—1
Tn
Tn—1
= Qn-
Tn

Podemos, entao, substituir o valor do niimero b/ry na primeira expressao, o valor do

namero 75 /73 na segunda expressao e, assim sucessivamente, até encontrarmos uma

expressao para a fracdo a/b dada por

- +

Q2 +

q3 +

1
1
Qn—1‘+’__

n

qn—2‘+

Considerando a fragao continua de a/b, podemos omitir fra¢oes a partir do primeiro
quociente g;. As expressoes obtidas depois desta omissao sao chamadas de fra-
¢oes reduzidas. Temos que a primeira fracao reduzida, denotada por &, é obtida

omitindo a fragao 1/¢s:

a
01 =q < 6.
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A desigualdade é justificada a seguir: como

e, b e 19 sdo nimeros positivos, segue que a/b > q.
A segunda fracao reduzida é obtida omitindo a fracao a partir do termo 1/g¢s:

1 a
b= g+ — >,
q2 b

em que a desigualdade é justificada a seguir: como
3

b T
T2 T2

temos que
b T3 b—Tg b
2= — = — = -
Teg T2 ) )
pois r, > 0, ou seja,
1 T9
— > —.
q2 b

Agora,

a +r2< +1
b—‘h b qQ1 q27

como queriamos.

Analogamente, obtemos o restante das fracoes reduzidas:
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51 = gy + ————
QQ_'_ 1

q3 + —
q4

que satisfazem as desigualdades d3 < a/be o, > a/b. Portanto, seguindo por indu¢ao
poderiamos demonstrar as seguintes relacgoes:

51<53<---<52k71<%7

52>54>...>52k>%,

onde k € N. Observe que as relagoes de ordem entre os 9;’s sao fornecidas através

é

das relagoes de ordem entre os ¢;’s. Por exemplo, é claro que §; < d3, pois . i T
2
a3

um nimero positivo. Por outro lado, como

1
54 = ql + —1’
q2 + 1
qs + —
44
1 -
e P > 0, segue que 54<q1+q_2_52_
Agora, denote por
By
Op = —
Qr

a k-ésima fragdo reduzida de a/b, onde 1 < k < n. Vamos encontrar a lei de
formacgao dos numeradores e denominadores dessas fragoes reduzidas. Vejamos o

que acontece com 0s primeiros 9;’s:

P,
51ZQ1:%=Q—11:>P1=(]16Q1:17
1 +1 P.
52:q1+_:%:_2:>PQZQ1QQ+1QQ2:Q2>
q2 q2 Q2
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1 q3 G1q2q3+q +q3  Ps
o 1 " s+ 1 G2q3 + 1 Qs

e, assim, P3 = q1q2q3 + q1 + g3 € (3 = q2q3 + 1, ou seja,

Py =Pogs+ P e Q3= Qa2 + Q1.

Vamos demonstrar, usando inducgao sobre k, que

Py =PFPiagp +FPio e Q= Qro1qr + Qi—2, (2.6)

Com efeito, suponha que (Z0) é valido para algum & > 3 e provemos que é valido

para k + 1, ou seja, da hipotese de inducgao, temos que

_ & _ Pi_1qr + Pr—s
Qr  Qr-1qk + Qr—2

Ok

Agora, substituindo ¢, por g, + qk% na expressao acima, obtemos que:
+

B ( r )+P Porge+ Pos+ Poy - —
k—1 | 4k Gort k—2 B k—14k k—2 k—1 G Pegeas + Pes s
Qr—1 <Qk + —) + Qr—2 Qr_1qr + Qp_o+ — - Qr_1 QrGr+1 + Qr—1
k1 Qrk+1

P
SLARS e, portanto,

Por outro lado, 041 =
k+1

Pr1 = Pegrir + Py e Qrir = Qi + Q-1
Assim, ([2.6]) é valido para qualquer inteiro k& > 3.

A seguir, vamos provar que a diferenca o — 0,1 entre as fracoes reduzidas
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cumprem a seguinte igualdade

em que k£ > 1. Com efeito,

P Py PQp — QrPry
O — Op—1 = — .

Qr Qi1 QrQr1

Usando (2.6]), obtemos

PQr1— QrPr1r = (Peorqre + Pr2)Qr-1 — (Qr1qr + Qr—2)Pr1
= PooaqpQr—1+ Pr2Qr1 — Qro1quPr—1 — Qr—2Pk 1
= —(Pio1Qr—2 — Qr—1Pi—2)
= (—1)(Pp-1Qr-2 — Qr-1Fr—2).

Note que a expressao Py 1Qr_2—Qr_1Px_2 € o mesmo que P,Qi_1—QP,_1 fazendo
k igual a k — 1 na segunda equagao. Fazendo os mesmo célculos para P, Qo —

Q1 P>, obtemos

Pi1Qr—2 — Qr-1FPy—o = (—1)(Pr—2Qi—3 — Qr—2Px_3).
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Continuando dessa forma, tem-se que

PiQr-1 — QpPro1 = (—1)(Pro1Qi—2 — Qr—1Py—2)
= (—1)2(]31972@1%—3 - Qk72pk73)

= (-D)"(PQ1 — Q1)
= (D" (i + 1) - 1 — goq]
= (1

Portanto,

PQr-1 — QuPr—
QrQr—1
(-1
QrQr—1
(—1)"
QrQr—1

O — Op—1 =

para todo inteiro £ > 1. Note que, pela definicao das fracoes reduzidas, temos

0, = a/b. Agora, fazendo k = n na equagao (2.7)), obtemos

571 - 571—1 = (_1)

QnQn-1’
ou seja,
P g o)
ja que @, = b.
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Finalmente, voltemos para a equagao (2.3). De (Z.8]), temos que

Py _ (-1
Qn—l an—l

a_
b

que é 0 mesmo que

a anl . Pnfl b (_1)n

b . anl anl . b B an,1.

Simplificando a ultima equacao, obtemos simplesmente

aQn—l - an—l = (_]-)n

Ou ainda,

aanl + Z)(_Pnfl) + (_1)1171 = 0.

Multiplicando esta tltima equacao por (—1)" !¢, obtemos

al(=1)""eQ, 1] + b[(=1)"cP, 1] + c= 0.

Assim, deduzimos que [z, yo| dado por

Lo = (_l)n_lch—l e yo=(—1)"cP

¢ uma solugao da equagao ([2.3)) e pelo teorema anterior, todas as solugoes inteiras

desta equacgao tem a seguinte forma:

r = (=1)"teQ, , — bt
y = (=1)"cP,_1+at,.

onde t € Z. Isto prova o seguinte teorema:
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Teorema 4. O par [xg, 3] dado por

To = (_1)n_1CQn71
Yo = (—1)"cP,q,

¢ uma solugao da equacao (23) e, portanto, todas as solugoes inteiras desta equagao

sao dadas pelas formulas a seguir:

r=(-1)""tcQ, 1 —bt e y=(-1)"cP,_;+at,

onde t € Z.
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Capitulo 3

Algumas Equacoes do Segundo Grau

com Trés Incognitas

Neste capitulo, apresentaremos alguns exemplos de equacoes de segundo grau

com trés incognitas como o titulo nos sugere.

3.1 A equacao de Pitagoras 2 + y> = 2°

Exemplo 3. (Equagao de Pitagoras) Vamos encontrar todas as solugoes inteiras

da equacao do segundo grau com trés incognitas dada a seguir

N T (3.1)

Solucao: Geometricamente, as solugoes inteiras desta equacao sao determina-
das por aqueles nimeros inteiros que satisfazem os tridangulos de Pitdgoras, isto
é, triangulos retangulos que tém como catetos e hipotenusa tais nimeros. Vamos

determinar todos os esses nimeros analiticamente.
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3.1. A EQUACAO DE PITAGORAS X% +Y? = 72

Denotando por d o méaximo divisor comum de x e y, entao existem ntmeros

inteiros x; e y; que satisfazem as equacoes abaixo:
r=x1d e y=1uyd
com x; e y; primos entre si e, portanto, a equagao ([B.I]) torna-se a equacdo abaixo:
22d? 4y = 2P
ou ainda,
(a1 +yp)d” = 2*.

Isto quer dizer que 22 é divisivel por d? e, portanto, existe p inteiro tal que 2% = p-d?,
donde p também deve ser um quadrado, isto ¢, existe z; € Z tal que p = 2z?. Assim,
2? = 22d?%, donde z = zd.

Agora, a equagao ([B.I) pode ser expressa como segue
(a1 +yi)d® = 2{d”

e simplificando o termo d?, temos

2 2 .2
Ty Yy =2

A equacao acima obtida tem a mesma forma que a inicial com uma nova informacao:

x1 € y1 nao possuem divisores em comum, exceto o nimero 1. Com isso, para resolver

a equacao (B.J)) é suficiente atacar o problema considerando x e y primos entre si.

Suponhamos, portanto, que isto acontece. Sendo assim, podemos assumir que ou x

ou y é um nimero impar, digamos x. Passando 3? ao segundo membro da equacao

28



3.1. A EQUACAO DE PITAGORAS X% +Y? = 72

(1)), obtemos

2 =22y

ou ainda,

= (z+y)(z—y). (3.2)

Denotando por d; o méaximo divisor comum de z + y e z — y, temos
z4+y=ad; e z—y=bd, (3.3)

com a e b sao primos entre si. Substituindo as equagoes de (B3] na equacao (B.2)),

obtemos:

= (z+y)(z—vy)
= ad1 . bdl
= abd?.

Desde que a e b nao tém divisores em comum, a igualdade obtida acima é valida
somente quando a e b forem quadrados perfeitos, isto é, quando existirem u e v

inteiros tais que

Sendo assim, temos que

e, entao

xr = uvdy. (3.4)

Vamos encontrar agora os valores de y e z usando as equacoes (3.3). Adicionando

29



3.1. A EQUACAO DE PITAGORAS X% +Y? = 72

tais equacgoes, obtemos

(z+y)+ (z—y) = ady + bdy,

ou seja,
2z = ad1 + bdl
= u2d1 + b2d1
= (u®+v%)d;.
Logo,
2 2
z:“;”.ﬁ' (3.5)

Agora, subtraindo a segunda equacdo da primeira em (B3], temos que

(z—vy)—(z+y) =bdy — ady,

ou seja,
—2y = bdl — adl.
Logo,
2y = ad1 — bd1

= U2d1 — ’U2d1

= (u* —vHd,
e, assim,

u? — v?

Lembrando que x é impar, temos de ([8.4]) que os nimeros inteiros u, v e d; também
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3.1. A EQUACAO DE PITAGORAS X% +Y? = 72

sao fmpares. Disso, temos que d; é necessariamente igual a 1, ja que do contrario,
as equagoes ([B.4) e (B.6) nos mostrariam que x e y possuiriam um divisor comum

di # 1, o que contradiz a hipotese inicial de que eles sao primos entre si.

2 2

Agora, como a = u® e b = v*, e a e b sao primos entre si, segue que existem
nimeros inteiros r e s tais que

ar +bs =1,

ou ainda,

wlr +v%s = 1.

Mas

u?r +v?s = u(ur) + v(vs) = 1,

em que ur e vs sao ainda nimeros inteiros. Logo, u e v também sao primos entre

si. Além disso, de (B3) temos que

CLdl — bdl = 2y
e, portanto,
2y
—b=—">0
a a4 ,

isto é, b < a. Fazendo d; = 1 em (B8.4)), (33) e (B.8), obtemos as formulas

u? — v? u2+v2
2 2 ’

(3.7)

das quais sao todos os numeros inteiros positivos livres de divisores comuns que

verificam a equagao (B.I), j& que u e v sdo primos entre si. De fato, as relagoes (B.7))
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3.1. A EQUACAO DE PITAGORAS X% +Y? = 72

verificam a equacao (B.I)) como nos mostra os calculos abaixo:

u? — 02 2
2?4y = (uv)2+( 5 )

(u2)? — 2u? + (v?)?
4

Au0? + (u2)? — 2u20? + (v2)?

4

(u2)? + 2uv? + (v?)?
4

(u? + v?)?

92

= u2v2 +

Colocando alguns valores inteiros para u e v, primos entre si, nas formulas em
B2), podemos encontrar solugoes inteiras para a equagao (B)). Por exemplo, se
u =3 ewv = 1 entao temos a equacao satisfeita para © = 3, y = 4 e z = b:
3?2 +4% =52 Ouaindase u=>5e v =1, a equacao & satisfeita para x =5,y = 12 e
z=13.

Note ainda que as formulas em (B.7)) nos dao as solugoes inteiras da equagao (B.1))
quando z, y e z nao possuem divisores em comum. Todas as demais solucoes inteiras
desta equacdo, podem ser obtidas multiplicando as solugdes encontradas com (B7))
por um nimero inteiro d, ja que se xg, Yo, 2o € uma solugao de B dxg, dyo, dzo

também é, pois

dl’o 2+ dyO 2 — d2$2+d2y2
0 0
- i)
= d2z§

= (dZO)Z.
Observacao: O problema anterior também pode ser resolvido de forma geo-
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3.1. A EQUACAO DE PITAGORAS X% +Y? = 72

métrica, se “parametrizamos racionalmente” o circulo unitario, como mostraremos a

seguir (confira [9]). Considere a equagao do circulo C'
2’ +yP =1 (3.8)

Denotemos por (0,t) o ponto de intersecdo da reta L que passa por (—1,0) e por

um ponto do circulo C' com o eixo dos y’s, como nos mostra a Figura B.11

(0,1)

=10 0/2 0

Figura 3.1: Intersecao da reta L com o circulo C.

Se conhecemos os valores de x e y, entao podemos determinar o valor de ¢ sem

muitas dificuldades. De fato, a equacao da reta L é dada por

y=t(1+x), (3.9)

ja que L passa pelos pontos (—1,0) e (0,¢). Como o ponto (x,y) pertence tanto a

L como a C, segue de (B8) e (B39) que

1—2* =y’ =t*(1+2) (3.10)

33



3.1. A EQUACAO DE PITAGORAS X% +Y? = 72

Para t fixado, (B.I0) é uma equacao quadratica cujas raizes sao as primeiras coorde-
nadas dos pontos de intersecao entre a reta L e o circulo C. Sabemos que r = —1 é
uma dessa raizes, pois o ponto (—1,0) pertence a L e a C. Para encontrar a outra
raiz, suponha que x # —1. Entao, em (BI0), podemos cancelar o termo (1 + z) em

ambos os membros e obter a seguinte equacao:
1—2=1t(1+x).
Assim,
1 —z =1+t

ou seja,

r+tir=1-—t%
Portanto, (1 + t?)x = 1 — 2, isto &,

1 —¢?
1+

Agora, como y = t(1 + x), segue que

1—t2 1+24+1—1¢? 2t
y=t(1+ =t = .
14+ ¢2 14+ ¢2 14 ¢2

Sendo assim, obtemos a parametrizacao do circulo:

1 2
SL’—1+t2 e Y=

(3.11)

Note que se = e y sao ntimeros racionais, entao ¢t também serd um nimero racional.
Reciprocamente, se ¢ é racional, entao x e y também serao pelas equagoes obtidas em
(BI1). Entao, esta é a maneira de obtermos “pontos racionais” no circulo, a saber,

escolhendo um ntmero racional qualquer para t. Isto fornecerd todos os pontos
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3.1. A EQUACAO DE PITAGORAS X% +Y? = 72

racionais exceto (—1,0) de C.

Estas formulas podem ser usadas para resolver o problema de descrever todos os
triangulos de Pitagoras. Estamos novamente interessados em solucionar o problema
(BJ) do exemplo Bl ou seja, queremos todos os nimeros inteiros X, Y e Z que
satisfacam a equacgao

X*P4+Y?=2% (3.12)

Como ja vimos no exemplo B é suficiente estudarmos este problema no caso de

X, Y e Z serem primos entre si. Note que o ponto (x,y), onde

e X, Y e Z sdo nimeros inteiros, fazendo uso da equagdo (BI2). Como X e Y
sao numeros primos entre si, eles nao podem ser ambos pares. Afirmamos que eles
também nao podem ser ambos impares. Primeiramente, note que se um nimero

p=2k+ 1, onde k € Z, ¢ um niimero impar, entao
p? = (2k +1)? = 4k* + 4k + 1,

ou seja, p?> — 1 & divisivel por 4. Lembrando disso, suponha que X e Y sejam ambos
impares. Entao, X2 + Y2 — 2 & divisivel por 4 pelo que acabamos de mencionar.
Mas X2 +Y? = Z2 e Z? ¢ tal que: ou Z2 é divisivel por 4 ou Z? — 1 & divisivel
por 4. Entao, X e Y nao podem ser ambos impares. Assumimos, sem perda de
generalidade, que X é impar e que Y é par.

Como (z,y) é um ponto racional no circulo, existe algum ¢ € Q que nos fornece
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3.1. A EQUACAO DE PITAGORAS X% +Y? = 72

o z e o y nas formulas de (BII). Escreva, entdo, t = m/n, na sua forma reduzida,

em que m e n sao nimeros inteiros. Portanto,

m
X =3 n2—m
7T m?  nZtm?
1+~
n
e
m
y 2'5 _ 2mmn
AR m?  n24+m2
14+ =
n

Como X/Z e Y/Z estao em suas formas reduzidas, existe A\ € Z tal que
N =n?>+m?, \Y =2mn e \X =n®>—m?

Vamos mostrar que A = 1. Com efeito, como \ divide n? +m? e n? —m? temos que
A também divide

(n® +m?) + (n* —m?) = 2n?

(n® +m?) — (n* —m?) = 2m?

Mas m e n sao primos entre si. Portanto, A divide 2, ou seja, A =1 ou A = 2. Se
A =2, entao

n?—m?=)\X =2X

¢ divisivel por 2 e nao por 4, ja que estamos supondo que X é impar. Logo, n?—m?—2
é divisivel por 4. Vamos justificar esta tltima afirmacao. Com efeito, como X é
impar, X pode se escrever como X = 2k + 1, onde k € Z. Dai, 2X = 4k + 2 e,
portanto,

n®—m?—2=2X —2=4k +2 -2 = 4k,
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3.2. A EQUACAO X?+42Y? = 72

donde n? —m? —2 ¢ divisivel por 4. Mas n? é tal que: ou n? é divisivel por 4 ou n?—1
¢ divisivel por 4. O mesmo vale para m?. Logo, nao pode acontecer de n?> —m? — 2
ser divisivel por 4. Logo, A = 1.

Isto prova que todos os triangulos de Pitdgoras podem ser obtidos pelas relacoes

X=n>—m?,Y =2mn, Z=n>+m?

em que n e m sao primos entre si e, X e Y tém paridades opostas. Compare este

resultado ao que obtemos no exemplo (3l

3.2 A equacao z° + 2y? = 2°

Exemplo 4. Vamos obter todas as solugoes da equacao
v+ 2% = 22, (3.13)

onde z,y e z sao inteiros positivos e primos entre si.

Solugdo: Primeiramente, observemos que se x, y, z é uma soluc¢ao de ([B.I3),
onde z, y e z nao tém divisor comum diferente de 1, entao eles sao dois a dois primos
entre si. De fato, suponha, por absurdo, que x e y sejam miiltiplos de um niimero

primo p > 2. Entdo, da igualdade ([BI3]), podemos escrever

() () -C)

multiplicando ambos os membros por 1/p?. Logo, como = = np e y = nop, para

alguns ny,ny € Z, segue que

(1) o () - (5)



3.2. A EQUACAO X?+42Y? = 72

ou seja,

(n} +2n3) - p* = 2*.

Entao, p? divide 22 e, portanto, p divide z. Isto quer dizer que z também é multiplo
de p, contradizendo o fato de que o méaximo divisor comum entre z, y e z é 1. O
mesmo acontece se considerarmos que x e z ou y e z sao miltiplos de um primo
p > 2.

Afim de que o maximo divisor comum entre z, y e z seja igual a 1, observemos
que = devera ser um numero impar. E o que vamos provar agora. Com efeito, se
x é um ntimero par, o primeiro membro da equagao ([BI3) serd um namero par e,

2 . .2

portanto, z também serd. Sendo assim, z° e z° sao multiplos de 4. Logo, existem

ni e ngy inteiros tais que 2% = 4n, e 22 = 4n,, donde

2y2 — 22 o 1’2
= 4’/’L2 — 4711
= 4(’/’L2 — nl),

ou seja, 2y% é divisivel por 4 e, portanto, y é divisivel por 2. Isto quer dizer que

se x for um nimero par, entao os nimeros y e z também serao pares, mas isto

contradiz novamente a hipotese feita sobre estes trés nimeros de que seu maximo

divisor comum é 1. Segue, entao, que na solucao sem divisor comum diferente de

1, o termo x deve ser impar e, assim, z também sera, ja que se z fosse par entao
z 2 . 2 o 2 b/ .

teriamos que z° = 2 2y* também seria par.

Agora, passando x? ao segundo membro da equagao (B.I3), obtemos

20 =22 — 2% = (z + 2)(2 — 2).

Vamos provar que o maximo divisor comum de z + x e z — x é igual a 2. Com
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efeito, seja d este maximo divisor comum e provemos que d = 2. Temos que

z+x=kd e z—x=1d,

em que k e [ sao nimeros inteiros primos entre si. Adicionando e subtraindo estas

duas tdltimas equagoes, obtemos que

2z=(k+0d e 2x=(k—1)d.

Mas z e x sdo nimeros impares e primos entre si e, por isso, mdc(2z, 2z) = 2. Dai,

mde(d(k +1),d(k — 1)) = d-mde(k + 1,k — [).

Veja que d|2z e d|2z. Dado que mdc(z, z) = 1, segue que d|2. Logo, d =1 ou d = 2.

Se d fosse 1, entao teriamos nas equagoes

z+ax=dk=1-k=k e z—ax=d-l=1-1=1.

Mas como z e x sao impares, entao a soma e a diferenca seria par, ou seja, k e [

seriam pares, mas isso ¢ um absurdo, pois eles nao primos entre si. Logo, d = 2, ou

seja,
mde(z +x,2 — ) =2,

ou ainda,

Z4+x z—=x

mdc , =1
2 2

Assim, z;x ou %% & impar. Consequentemente, temos duas possibilidades: ou os
ndameros

n Z—x

z4+x e
2
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sao primos entre si ou 0os nimeros

zZ+x
2

sao primos entre si. No primeiro caso, da igualdade

(z+a)-

temos que

z4x=n> e z—x=2m"
e no segundo caso, a igualdade

2

zZ+x

5 (z—2)=y

acarreta que
24+x=2m> e z—x=n?

em que n e m sao inteiros positivos. Note que m é necessariamente impar, pois se

fosse par, seu quadrado também seria e, portanto, o nimero

Z—T
2

seria par e os numeros z + x e nao seriam primos entre si, ji que estamos no

caso em que *5* é impar e, portanto, z + x é par. O mesmo ocorre para o segundo

caso.
Assim, resolvendo o sistema linear do primeiro caso, temos que

B n? 4 2m? n? — 2m?

& 2 ’ 2
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e resolvendo o sistema do segundo, que

n? + 2m? 2m? — n?
= z="—— ¢ y=nm

z Y
2 2

em que m é um niamero impar. Assim, a formula geral que representa a solugao z,

y, z da equagao (B.I3) é dada por

- (n® +2m?),

DO | —

x:i§~(n2—2m2) , y=mn e z=

em que m é impar. Mas para que x e z sejam niimeros inteiros, é preciso que n seja
par. Sendo assim, se n = 2b e m = a, entao todas as solucoes inteiras da equacao

BI3) com z, y e z positivos sem divisor comum diferente de 1 sao dadas por
r=%(a® —20?), y=2ab e z=a’+ 2%

em que a e b sao positivos sendo ¢ um nimero impar.
Finalmente, note que estas féormulas encontradas, de fato, correspondem as so-
lugoes da equacao (BI3) com as condigoes impostas sobre , y e z como nos mostra

os calculos a seguir:

22+ 2% = [£(a® — 20%)]* + 2(2ab)?
a®)? —2-a®20* + (20°)* + 2 - 4a*b?
a?)? — 4a’b* + (2b°)* + 8a*?

a®)? + 4a*b® 4 (2b%)*
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3.3 A equacao “negativa” de Pitagoras 7> +y 2 =

2_2

Exemplo 5. Estamos agora interessados em resolver a equacao

para x, y e z numeros naturais.

Solugao: Note que (3.14) é o mesmo que

T 2
fei=(2)
z

ja que
1 1 1
-2 -2 _ 2 _
Tty "=z = p—f‘?—;
2 2
+z 1
= y:cTﬁ:§
2 2 z%y?

(3.14)

(3.15)

Isso implica que z divide zy e que z? + y? ¢ um quadrado perfeito, ou seja, existe

t € N tal que
2?4yt = 12

e, portanto,

X
=2
yA

(3.16)

Seja d = mdc(x,y,t) o maximo divisor comum entre z, y e t. Entdo, podemos

escrever x = ad, y = bd e t = cd, onde a,b e ¢ sao nimeros naturais relativamente
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primos entre si. Portanto, de ([B.I8]), segue que

g (ad)(bd)

z

ou seja,
(ad)(bd) abd? B a_bd
ecd — cd ¢

(3.17)

Lembrando que mdc(a, b, ¢) = 1, segue que ¢ divide d, ja que d é um ntiimero natural.
Portanto, existe k£ € N tal que d = kc e, portanto, as equagoes x = ad, y = bd,

t = cd e (BID) transformam-se em
r = kac, y = kbc, t = kc* e z = kab.

De t? = 22 + y?, temos que

a’ +b* =, (3.18)
em que a,b e c sdo relativamente primos entre si. Do temos que as
solugoes de (BI]) sao

a=m?>—n> b=2mn, c=m?+n?

em que os inteiros m e n satisfazem as condicoes da equacao apresentada naquele

exemplo. Portanto, as solugoes da equagao (B.I4) sao

r = kac = k(m*—n?)(m*+n?) = k(m*'—n?),
y = kbc = k(@2mn)(m?>+n?) = 2kmn(m?®+n?),
z = kab = k(m®>—-n?)(2mn) = 2kmn(m?®—n?),

em que k,m,n € Nem > n.
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3.4 A equacao de Fermat z* + y* = 2*

Para resolver a equacdo de Fermat z* + y* = 2%, precisamos primeiramente
resolver a equacao z* + y* = 22, como fazemos no [Exemplo 6l A equacio desejada
¢ tratada no

Exemplo 6. Provaremos que a equacao
ot 4yt =22 (3.19)

nao possui solucao inteira.

Solugao: Pelo aspecto da equacao ([B.19), é suficiente mostrar o resultado para
x,y e z estritamente positivos. Suponhamos, por absurdo, que (BI9) possua uma
solugao nao trivial, isto é, existe um terno (z1,y1, 21) que satisfaz tal equagdo. Con-
sidere que z; seja o menor nimero natural com esta propriedade. Nosso objetivo é
chegar em uma contradicao sobre a minimalidade de z;.

Da mesma maneira que fizemos no [Exemplo 3| podemos supor, sem perda de
generalidade, que o méximo divisor comum entre x, y; e 2; seja igual a 1. De fato,
se existe uma solucao tal que z; e y; tenham um méximo divisor comum igual a
d > 1, entao

vy =dry e yp = dys,

onde mdc(zh, y5) = 1. Assim, a equagao (BI9) se transforma na equagao
/N4 1\4 21\ ? 1\2
(25)" + (yo)" = (ﬁ) = (25)°. (3.20)

Mas como x4, e ¥} sao nimeros inteiros, temos que z, também é um namero inteiro.
Se 2} e yh tivessem mdc igual a k > 1, entdo, segundo a igualdade ([B20), () seria

divisivel por k e, portanto, x5, e y, nao poderiam ser primos entre si, contrariando
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a hipotese de ser mdc(z), y5) = 1. Sendo assim, basta considerarmos o caso em que
os nimeros que compoe a solugao de (B.I9) sdo todos primos entre si.
Vejamos algumas propriedades que os niimeros i, y; € z; possuem. Usando as

observagoes iniciais do podemos afirmar que
(1) mde(z,91) =1,
(2) mde(yy,21) =1,
(3) mde(z1, 1) = 1,
(4) x1 e y; possuem paridades distintas.

Na verdade, dos resultados do[Exemplo 3} teriamos que mdc(2%, y?) = mde(y?, ;) =
mdc(z;,2%) = 1, mas estas tltimas igualdades implicam em (1), (2) e (3), respecti-
vamente. Por exemplo, como mdc(z?,y?) = 1, temos que existem niimeros inteiros
P, q € 7 tais que

pet +qy; = 1.

Mas tal equacao ainda pode ser reescrita sob a forma

(pr1)x1 + (qy)ys = 1,
isto é, existe niimeros inteiros r = pr; e s = qy; tais que
re; + sy = 1.

Isto quer dizer que mdec(xy,y;) = 1. As igualdades (2) e (3) sao justificadas analo-
gamente. A justificativa para (4) é ainda simples. Pelo terfamos que z7
e y? possuem paridades distintas, ou seja, um deles é par enquanto o outro é fmpar.
Mas isso é 0 mesmo que provar que se T; e y; possuem a mesma paridade, entao z?

e y? também possuem e, de fato, isso acontece. Entao (4) esta justificado.

45



3.4. A EQUACAO DE FERMAT X*+Y* =24

Feitas essas observacoes, suponha, sem perda de generalidade, que z; é impar e
y1 € par. Sendo y; par, temos que z; deve ser impar por causa de (2). Vamos provar
agora que

mdc(z; — 23, 21 + 27) = 2. (3.21)

Com efeito, se d divide z; — 22 e z; + 27, entdo d divide (2 — 23) + (21 +22) =221 e
também divide (21 + 2%) — (27 — 23) = 2. Mas como vale (3) e z; é impar, segue
que d =2 e ([B.2])) esta provado.

Agora, como (1,1, 21) € solucao de (BI9), segue que z] + yi = 27 e, entao,
4_ 2 .4
Yy =% — 21
Ja que y; ¢ um nimero par, existe k£ € N tal que

(21 —23) (21 +22) = yf = (2k)* = 16k* =28 - k™.

Logo, como vale ([3.21)), temos que um dos nimeros (z; — 2%) e (2, + z2) é divisivel
por 2 e nao por 4, e o outro é divisivel por 8.

A seguir, vamos mostrar que
y1 = 2ab, com mdc(a,b) = 1. (3.22)

J& vimos que (21 — 2%)(2; + 2?) = y{ e que um dos niimeros que fazem parte dessa
fatoracao de y{ é divisivel por 2 e ndo por 4, e o outro & divisivel por 8. Denotaremos
por s a parcela que é divisivel por 2 e nao por 4, e por t a parcela que é divisivel

por 8. Ficamos, entao, com a seguite expressao:

yp=s5-1. (3.23)
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Assim, existem inteiros positivos s’ e ¢’ tais que
s=2s e t=8t', com mde(s,t)=1. (3.24)
Para mostrar que vale ([8:22)), vamos mostrar que existem a e b naturais tais que
s'=a* e t' =0 com mdc(a,b) = 1. (3.25)

As igualdades em (B.23]) sao provadas da seguinte maneira: mostraremos que se p
¢ um namero primo que divide s’ (ou seja, vamos supor que o primo p faca parte
da fatoracio de s'), entdo p* também divide s’ (ou seja, p* também faz parte da
fatoragao de s’). Suponha, primeiramente, que p # 2 seja um primo que divide .
Como s = 2s' nao é divisivel por 4, temos que p ndao pode dividir 8 nem 2. Mas p
divide ¢ e, portanto, p nao pode dividir ¢/, ja que s’ e t’ sdo primos entre si. Agora,
ja que p divide ', temos que p também divide y! por (B:23)), o que implica que p
divide y;. Mas se p ¢ um nimero primo dividindo ¥, temos que p* divide y{. Sendo
p # 2eptlyl = 25 -8t segue que p*|s’ -, j4 que p ndo divide 2 nem 8. S6 que p nao
divide ¢’ e como mdc(s', ') = 1, temos que p* divide s’. O caso em que p = 2 ndao
pode acontecer, porque como s = 2s’ nao é divisivel por 4, s’ nao pode ser divisivel
por 2.

O que provamos afinal? Mostramos que qualquer primo que divide s’, aparece
quatro vezes na fatoracao de s’ e como podemos fatorar o nimero s’ em fatores de

primos, resulta que existe a € N tal que

Entao, combinando (3.23) e (8:24), teremos que

yt =2a" -8t = (2a)* - '
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o que implica que t' é também uma poténcia de 4, ou seja, existe b € N com

mdc(a, b) = 1 tal que ¢’ = b*. Ficamos, entao, com
yi = (2a)" - b,
isto é, provamos (3.22)). Observando, portanto, ([B.24]), temos duas situagoes: ou
2 — 2t =2a" e z + a7 =8b* (3.26)

ou

n—a =8 e z +a2?=2d" (3.27)

com mdc(a,b) = 1 e a é impar (podemos supor isso sem perda de generalidade).
Suponha que a situagao ([326) acontece. Entao fazendo a diferenga entre a segunda
e primeira equacao, obtemos

27?2 = 8b* — 2a*.

Dividindo esta tltima equacao por 2, ficamos com
r? = 4b* — o

Logo, 22+ a* = 4b%. Isto quer dizer que 4 divide 22 + a2, ou seja, 22 = —a* (mod 4).

Agora, como z; € um nimero impar, temos que
r1 =1 (mod4) ou z; =3 =—1(mod4).
O mesmo acontece para a, ja que a também é um nimero impar. Logo,

2] =1 (mod4)
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ou

7 =3*=9=1 (mod4).

Dai, z;1 = 1 (mod4) e também a = 1 (mod4). Assim, ficamos com as seguintes

congruéncias:
2] =1 (mod4), (3.28)
2] = —a" (mod4) e —a'=—1(mod4). (3.29)
Usando as propriedades, obtemos de ([3.29) que 22 = —1 (mod4). Assim, como

[B:28) é equivalente a 1 = 27 (mod 4), temos que 1 = —1 (mod 4), pela transitividade
da congruéncia, e isto é um absurdo, ja que 4 nao divide 2. Portanto, a situagao
[B:28) nao pode ocorrer. Portanto, a tinica situagao possivel é a (B.27]).

Valendo das equagoes ([B.27), obtemos 2a* — 8b* = 22?, que é o mesmo que
a — x? = 4b%. Mostraremos que como mdc(a,b) = 1, temos que mdc(a, ;) = 1. De
fato, seja d um niimero que divide a e z; a0 mesmo tempo. Entao, d divide a* e 22
e, por conseguinte, divide a* — 22 = 4b?, ou seja, d divide 4b*. Como d divide a e a
é um ntmero fmpar, temos que d nao divide 4 e, portanto, divide b*. Se d nao fosse
1, poderiamos tomar um primo p que dividisse d e, portanto, tal primo dividiria a
e b, ou seja, este primo dividiria a e b a0 mesmo tempo. Isto implica que p =1, o
que é uma contradigdo, ji que 1 ndo é primo. Vamos usar que mdc(a,z1) = 1 em
seguida.

Novamente das equacgoes ([3.27), temos que z; = a* + 4b*, onde 0 < a < z; e
4b* = (a* — 1) (2% + 21).

Agora, como mdc(a,x1) = 1, podemos fazer os mesmos calculos de ([32I)), para
concluir que

mdc(a® — 11, a” + ) = 2.

49



3.4. A EQUACAO DE FERMAT X*+Y* =24

Fazendo uso das mesmas ideias que utilizamos para chegar nas situagoes (B.26))
e (B217), e os argumentos que usamos para mostrar que (3.26) ndo pode ocorrer,

podemos concluir que existem x5 e yo primos entre si tais que b = zoy, €

a? — x = 23,

a + x = 2.

Pondo a = 2, e somando estas duas tltimas equacoes, obtemos que 222 = 2x3 + 213,
ou seja,

4 4_ 2
Ty +Yg = 23,
com 0 < z9 < z; e isto contradiz a minimalidade de z;.

Exemplo 7. (Equagdo de Fermat para n = 4) A equagao
ot oyt =2t (3.30)

nao possui solucao inteira.

2

Solugao: Sabemos, pelo [Exemplo 6, que a equacao z* + y* = 22 nao possue

solugoes inteiras. Se (B.30) possui uma solugao (x1, y1, 21) € porque este terno satisfaz
44 4 (22
Ty =2 = (27)"

Assim, como z; € Z, temos que z?> € Z. Pondo 2z, = 22, temos que existe um terno
) ) 1 1>

<x17y1722) tal que

4 4 2
Ty + Yy = %,

o que contradiz o

Observacio: E possivel provar que a equacio de Fermat 2% + ¢ = 2° também

nao possui solugoes inteiras, mas isto é mais complicado.
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3.5 O Ultimo Teorema de Fermat

Nessa secdo, contaremos uma pouco da historia do Ultimo Teorema de Fermat
(confira [10]).

Pierre de Fermat foi um matematico francés do século XVII, que fez muitas
descobertas na teoria dos niimeros. O livro grego Arithmetica iniciou Fermat nos
estudos em Matematica e, neste livro, ele costumava fazer anota¢oes em suas mar-
gens. Tais anotacoes foram perdidas com o passar do tempo, mas ainda podem ser
lidas em um livro publicado anos ap6s sua morte por seu filho. Em uma dessas ano-
tacoes, Fermat escreveu uma pequena observacao que deixaria futuros matematicos
curiosos, obcecados e desconfiados: tratava de um dos problemas mais famosos de
todos os tempos e ficou conhecido como o Ultimo Teorema de Fermat.

Este problema nao foi resolvido durante séculos, apesar de seu enunciado ser
tao simples que qualquer um pode entender. Por exemplo, podemos nos perguntar
quais sdo as solucoes inteiras da equacao x? + y? = 22, como fizemos no [Exemplo 3
(vide Figura 3.2). Esta equacao nada mais é do que o Teorema de Pitdgoras que
aprendemos quando ainda somos criancas. Rapidamente somos ensinados que, por
exemplo, 32+42 = 52 ou que 5?4122 = 132, Portanto, é natural se questionar, como

Fermat o fez, se existem solucoes inteiras para as equacoes z3 +1° = 23, 24 +y* = 24,

% e assim por diante. Mais geralmente, nos perguntamos quais sao as

o+ =z
solucoes inteiras da equacao

oyt =2" (3.31)

para qualquer n € N. Voltando a observacao que Fermat havia deixado em seu
livro, ele escreveu simplesmente que a equagao ([B31) nao tinha solugoes inteiras,
para qualquer n € N. Mais do que isso, ele escreveu que poderia provar tal resultado
sO que as margens daquele livro eram curtas demais para conter sua demonstragao.

Esse nao foi o altimo problema que Fermat deixou para os futuros matematicos.
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Figura 3.2: Representagao geométrica do Teorema de Pitagoras.

Como ja mencionado, ele costumava escrever muitas coisas nas margens daquele
livro trazendo muitos questionamentos sobre a validade de alguns resultados. Com
o passar do tempo, varios matematicos tomaram tais anotacoes como desafios e
resolveram um por um. O tltimo a ser resolvido foi o problema (B3] e, por isso, é
chamado de Ultimo Teorema de Fermat.

Esse problema ficou sem solugao por aproximadamente 300 anos e desafiou mui-
tos matematicos durante todo esse tempo. Por exemplo, Gauss, Galois, Kummer,
Euler e Sophie Germain foram importantes nomes que tentaram atacar esse pro-
blema e nao conseguiram uma solucao. Depois de algum tempo, varios matematicos
comecaram a duvidar se, de fato, Fermat possuia uma demonstracao.

No inicio dos anos 1970, um novo nome comegou a surgir na Matematica. An-
drew Wiles comecou a estudar Matematica na Universidade de Cambridge sob a
orientacao do professor John Coates. Segundo ele, Wiles era dono de ideias profun-
das e que sempre o considerou um matemético que teria grande futuro, mas nao

acreditava que ele fosse capaz de demonstrar um problema como o Ultimo Teorema
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de Fermat. Nessa época, muitos acreditavam que esse problema nao poderia ser
solucionado, inclusive Coates que incentivou Wiles a nao seguir tentando enfrentar
este problema. Por isso, Andrew comecou a estudar equacoes elipticas e deixou um
pouco de lado o problema de Fermat.

Entretanto, um professor da Universidade de Princeton chamado Goro Shimura,
juntamente com seus colegas, continuaram com o sonho de conseguir uma demons-
tragao para o problema de Fermat. Dentro desse grupo havia um jovem chamado
Utaka Taniyama. Juntamente com Shimura, Taniyama estudou fung¢oes modulares
e em 1955, em um congresso, Taniyama enunciou dois problemas em aberto. Um
desses problemas ficou conhecida como Conjectura de Taniyama-Shimura e tal con-
jectura, caso estivesse correta, ligava as teorias de formas modulares e curvas elipicas.
Infelizmente, em 1958, Taniyama suicidou-se e nao pode ver a grande contribuicao
do seu trabalho no decorrer dos anos seguintes.

Naquele tempo, ninguém pensava que a conjectura de Taniyama-Shimura teria
alguma ligacio com o Ultimo Teorema de Fermat até o comeco dos anos 1980. Em
1985, Gerhard Frey, um matemaético alemao, supos que se ha uma solucao para a
equagao (B3], existe uma curva eliptica que contraria a Conjectura de Taniyama-
Shimura. Isto quer dizer que se o problema de Fermat fosse falso, entao a Conjectura
de Taniyama-Shimura também seria. Dito de outra maneira, se Taniyama-Shimura
fosse verdadeiro, entao Fermat seria verdadeiro. Essa conjectura de Frey ficou co-
nhecida como Conjectura Epsilon e foi Kenneth Ribet quem a provou.

Nesse momento, Andrew abandonou todas as suas pesquisas e comecou a traba-
lhar em cima da Conjectura de Taniyama-Shimura e isso durou sete anos. Nos dois
primeiros anos, Andrew nao teve progresso algum, tentando arranjar uma estratégia
que pudesse dar certo. Apenas depois de 4 anos, em 1991, é que Wiles conseguiu
algo para avancar em sua pesquisa. Depois de seis anos de siléncio, ele falou de seu

progresso sobre a solu¢ao da Conjectura de Taniyama-Shimura para um professor da
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Universidade de Princeton chamado Nick Katz. Mais ainda, ele falou que achava que
tinha conseguido provar tal conjectura. Andrew decidiu, entao, expor suas ideias
em conferéncias das quais Nick poderia assistir e ver se realmente sua demonstragao
estava correta, e em Maio de 1993 Andrew Wiles acreditava ter provado o Ultimo
Teorema de Fermat.

Um dia apés Andrews apresentar sua demonstracao, todos os jornais ao redor
do mundo publicaram que ele tinha provado o Ultimo Teorema de Fermat e logo
ficou famoso. S6 que depois de algum tempo, Andrew descobriu que havia um erro
no final de sua demonstracao. Depois disso, Andrew comecou a trabalhar neste
erro e convidou seu antigo aluno, Richard Taylor, para estudar com ele, mas nada
conseguiu até entao. Depois de uma grande persisténcia, Andrew conseguiu conser-
tar seu erro e, de fato, provou um dos principais problemas do século. Portanto,
a Conjectura de Taniyama-Shimura foi provada e, portanto, o ultimo Teorema de

Fermat.
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Capitulo 4

Equacoes de Pell

Neste capitulo, vamos determinar todas os nimeros inteiros que satisfazem a

equacao de Pell, isto é, equacoes do segundo grau com duas incognitas da forma
z?— Ay? =1,

em que A é um nimero inteiro positivo que nao é um quadrado perfeito, isto é, nao
existe um ntimero inteiro a tal que A = a?.

Para resolver este tipo de equacao, devemos primeiramente observar o método
de desenvolvimento em fragoes continuas de ntimeros irracionais, como por exem-
plo, nimeros irracionais do tipo v/A. Segundo o Algoritmo de Euclides, qualquer
ntmero racional se desenvolve em fracao continua com um niimero finito de termos,
ao contrario dos niimeros irracionais, cujas fragoes continuas que os representam sao

infinitas. Desenvolvamos em fracio continua, por exemplo, o nimero irracional v/2.

Note que

V2-1)(V2+1)=2-1=1
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e, portanto,

\/5_1:\/5+1

que pode ser escrito ainda como segue

1

V2-l= o ATy

Assim, tendo em vista a ultima igualdade acima, temos que:

1 1
V2—-1= — :
2+(\/§_1) 24_;

ou seja,

1 1
V2=l4— " =1+
2+ (V2 -1) 21 1

24+ (V2-1)

Substituindo novamente o termo entre parénteses, obtemos ainda que

1
1
1

2+ (vV2-1)

V2=1+

2+
2+

Continuando este procedimento, obteremos o seguinte desenvolvimento para v/2 em

fracao continua:
1

1
1
1

V2=1+

(4.1)

2+
2+
2+

24 .

Observe que o procedimento para o desenvolvimento em fracao continua, aplicado
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anteriormente, é baseado na utilizacao de identidades do tipo
(Vm?+1—m)-(vVm?+1+4+m)=1,

que nao é valido para quaisquer nimeros irracionais. Este procedimento pode ser

usado naqueles casos que o nimero inteiro A pode se expressar na forma
A=m>+1,

em que m é um nimero inteiro nao nulo. Por exemplo, em nosso caso temos que

m =1, ja que

V2=v12+1=+v1+1.

O mesmo poderia ser feito para v/5, ja que
VE=v22+1.

A titulo de curiosidade, para o caso geral, existem procedimentos relativamente
simples para o desenvolvimento de um nimero irracional v/A em fracdes continuas.

Fazendo o mesmo que fizemos para o caso das fracoes continuas finitas, pode-
mos formar uma sequéncia de fracoes reduzidas d1, 9o, 03, ... para a fracao continua

infinita (£1]), da seguinte maneira:

81 = 1 e, portanto, &; < V/2;

1 3
09 =1+ 3=73 e, portanto, dy > V/2;
1 7
03 =1+ — 71~ e, portanto, d; < V/2;
2+
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1 17
6y =14 ———— = ~— e, portanto, 6, > V2;
9 1 12
t—
2+ =
2
e assim por diante. Tendo em vista o procedimento de formacao das fracoes reduzi-

das do capitulo anterior, podemos deduzir as seguintes relacoes:

51<53<"'<52k+1<...<\/§,

Oy > 04> o >0y > ... > /2.
Em geral, se tomarmos o desenvolvimento em fracao continua infinita de um

niumero irracional «,
1
=+ —71
o+ ——
g3+ -
entao conseguimos ainda as seguintes desigualdades para as fragoes reduzidas

01 <O03< . <Ogpy1 < .. << <...<dy<0o. (4.2)

Da mesma forma que denotamos anteriormente, facamos

P
5 = -,
T
em que
P, = Poag + Pro
Qr = Qu1qe + Qr—2

sao as mesmas obtidas em (2.6), ja que em momento algum da dedugao destas formu-

las, foi exigida a hipotese de que a fracao continua fosse finita. Consequentemente,
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a relagao (21) continua valida:

Por exemplo, note que para as fracoes reduzidas de v/2, temos que

7T 3 —1 —1
Bk =r 5= "5

17 7 1 1
MBI TS TR 12w

que coincidem com os resultados obtidos na relagao (A3]).

Em particular, utilizando (£3]), temos que

52k - 52k+1 — _(5%—1—1 - 52k)
(_1)2k+1
B |:Q2k+1@2k:|
__{tﬁitg
B Q2k+1Q2k
1

Q2k+1 QQk .

Provado isto, vamos mostrar que a seguinte desigualdade é valida:

1

0 < sz - aQQk < )
Q2k+1

(4.4)

onde o = ¢ + — Com efeito, temos que
42 +

3+
a<52k:—a
QQk
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ou seja,

aQar, < Py,

e, portanto,

Py, — aQq, > 0.

Isto prova uma das desigualdades de ([£4)). Além disso, sabemos que
Ookt1 < @ < Ogg,

para cada k € N, donde —dg, 1 > —a. Logo,

1
Qo 1Qor

O — v < Ogp — Ogp1 =

Mas g9y, = % e, portanto,

P. 1
20 <

Q2k Q2k+1 Q2k .

Multiplicando esta tltima desigualdade por (o, obtemos

1

Q2k+1 ’

Py, — aQy <

provando assim a outra desigualdade de (4.4]).

Vamos aplicar agora os resultados obtidos para resolver a equacao

22— 2% =1.
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Podemos escrever o primeiro membro da equacao acima como segue
2’ =2y = (x — V2y)(z + V).

Agora, consideramos que z = Py, € y = (o, onde Py, e Qo 820, respectivamente, o
numerador e o denominador da fragao reduzida correspondente do desenvolvimento
de v/2 em fracio continua. Vamos mostrar que, para cada k € N, [ = Pk, y = Qo]

é solugao da equacgao ([L3).

De fato, podemos escrever
Py, —2Q3, = (Py — V2Qa1) (Par + V2Qa1) (4.6)

Agora, note que o primeiro membro da tltima igualdade é um ntmero inteiro e,
portanto, o segundo membro também o ¢. Vamos mostrar que o niimero Pg, — 2Q3,
é maior do que 0 e menor do que 2 e, portanto, terd que ser igual a 1. Com efeito,

utilizando a desigualdade (E4) com a = /2, temos

1
Q2r+1

0< Py, — \/§Q2k < (47)

Assim, como Py, + v2Qor > 0, temos que o seguno membro de (6] é positivo e,

portanto,

Py, —2Q5, > 0.
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Por outro lado, de Po, — aQa < ——, temos

Qok+1’
1
Py, — V2Qa <
Qort1
B 1
QarGor1 + Qar—1
1
©2Qu + Qopa
- 1
2Qa
ja que gop1 = 2. Mas de ([@2]), temos que
P,
dop = Z2k > \/5
Qak
e, portanto,
V2Qo), < Py

Somando Py, em ambos os lados da tltima desigualdade, tem-se que

Poi + V2Qor < 2Py

Sendo assim, obtemos as seguintes desigualdades para as expressoes que compoe a

multiplicagao do segundo membro de (4.8):

1
2Qa1’

Po — V2Qo1 <

Poi + V2Qor < 2Py

Multiplicando estas duas desigualdades, obtemos que

2Py, Poy

(Por — V2Qa1) - (Par, + V2Qa1) < 200 O’
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ou seja,

P.
Py, —2Q3, < —
Qar
Assim, de ({1), tem-se que
Py,
Pj—203 <
Qak
1
— _—.p
Qu "
1 1
< — (V2Qu + )
Q2x ( T Qo
1
N T S
Q21 CQ2k+1
e como k > 1,
Lo 111
QurQars1 — Qs  2-5 10
Portanto,
o 2" Q21.Q2k41
1
< 24 —
V2 + 0

< 2.

Sendo assim, temos que

0 < Py, —20Q3 < 2,

ou seja,

P3, —2Q% = 1.

Portanto, [Py, Q1] sao as solugoes da equacao x® — 2y* = 1, para cada k > 1. En-

tretanto, nao sabemos se tais solucoes sao todas as solucoes possiveis desta equagao.
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Naturalmente, surge a pergunta de como obter todas as solucoes inteiras da
equacao

- Ay =1+ VAy = (4.8)

I
z— Ay’
em que A é um namero inteiro positivo e VA é um namero irracional. Para en-
contrar todas essas solugoes, devemos conhecer pelo menos uma solugao particular.
De acordo com o que fizemos para a equagao (L3), podemos concluir que equagoes
dessa natureza possuem, de fato, solucoes. A partir de agora, vamos estudar o pro-
blema de obter todas as solugoes inteiras de ([A8]) sendo conhecida uma determinada
solugao. Nao vamos nos preocupar aqui se a equagao (£8) possui, pelo menos, uma
solucao inteira diferente da trivial z = 1 e y = 0. Assumiremos que isto sempre

ocorre.

Suponha que a equagao ({L8) possui uma solugao nao trivial [z, yo] com z¢ > 0,
Yo >0e
xi— Ayl = 1. (4.9)

Diremos que a solugao [xg, 3] € minima se, pondo = = zg e y = yo, 0 numero x +
v/Ay é o menor valor possivel entre todos os seus valores ao substituir e y por todas
as possivels solugoes positivas nao nulas da equagao (LJ). Por exemplo, a solu¢ao
minima da equacao (LH) é [xo = 3,y0 = 2], j& que a equagdo ndo possui solugoes
inteiras positivas menores do que essa, como é facil de comprovar ao substituirmos
os nimeros inteiros positivos menores do que 3 e 2. Na verdade, a solu¢ao mais

proxima desta equagao é quando x = 17 e y = 12, mas nao temos que
17+ 12v2 < 3 +2V2.

Vamos provar agora que uma solu¢ao minima da equagao (L.8)) tem que ser tnica.

De fato, suponha que existem duas solu¢bes minimas [x1,y1] e [z2,y2] que ddo um

64



mesmo valor ao niamero x 4+ v/Ay. Logo,

r| + \/Z’yl = T9 + \/Zyg (410)
Dai,

Ty — XTg = (y2 — yl)\/z

Mas v A é um numero irracional, enquanto que x1, rs,¥y; € Y2 a0 nimeros inteiros.
Isto & um absurdo, pois (y2 — y1)VA € Q e x1 — 29 € Q. Esta contradigdo nos da

que r1 = x3 e y; = yo. Portanto, a solugao minima é tnica.

Provemos uma outra propriedade muito importante das solucoes da equagao

([@8). Seja [z1,y1] uma dessas solucoes. Entao
ou ainda,

(21 4+ VAy) (z1 — VAy) = 1. (4.11)

Elevemos os dois membros da equacao ([AII) ao nimero n € N. Ficamos com a

seguinte expressao:
(21 + VAy)" (21 — VAy)" = 1.
Pela formula do binémio de Newton, obtemos
n n n—1 TL(’I’L B ]') n—2 2 n,n
(21 + VAy)" = 2} +nal ' VAy + 5 n Ayt + -+ (VA y;
(4.12)
= T, + \/Zyn.

pois (vA)™ éigual a A* se n = 2k e (v/A)" é igual a A*\/A se n = 2k + 1. Vamos
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mostrar que os nimeros x,, e y, também satisfazem a equacao ([LJ). Com efeito, da

igualdade (L.I3) podemos trocar o sinal de VA e obter que
(.Tl — \/Zy1>n =Ty — \/Zyn
Dai,

1 = (21 +VAy)" (z1 — VAy)"
= (7, + \/Zyn)(xn - \/Zyn)

9 2
= x, — Ay,

ou seja, [x,,y,] € uma solugao da equacao (L8). Finalmente, podemos demonstrar
o seguinte teorema que, além de encerrar este capitulo, nos da todas as solucoes da

equagao (4.8), desde que saibamos qual é a solu¢do minima desta equagao.

Teorema 5. Qualquer solucao de (L8] ¢ da forma:

Ty = %[(1’0 +yVA"  + (20— yoVA)"

(4.13)
1
Yn = 2\/Z[<x0+y0\/z) - (xO_yOVA) ]

onde [zg, yo| é solu¢ao minima.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurso, que existe uma solugao inteira [2/, y/'] da equa-

cao (L8) tal que a igualdade
t 4+ VAY = (zo + VAy)" (4.14)

nao seja verdadeira para nenhum ntimero natural n. Veja que, pelo que fizemos
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anteriormente, se [z, yo] ¢ uma solucao de (L8], entao deveremos ter
(zo + \/Zyo)” =z, + VAy,.

Dizer que a solugao [/, 4] nao satisfaz a igualdade (£I4), é dizer que ela nao é da
forma (AI3]). Chegando a um absurdo, teremos provado que (LI3) nos da todas as
solugbes da equacgao (LS.

Note primeiramente que a sequéncia

Zo + \/Zyo, (IL‘Q + \/Zyo)z, (l‘o + \/Zyo)g, Ce

cresce ilimitadamente, ja que zg, 30 > 1 e 2o 4+ vV Ayo > 1. Como [zg, 3] é a solugio

minima de (L)), se [2/,y'] for uma outra solugao, temos, por defini¢ao, que
'+ VAY > xo+VAy,.
Portanto, é possivel encontrar um ntimero natural n > 1 tal que
(w0 + VAy)" < @' + VAY' < (20 + VAye)"H. (4.15)
Agora, observe que
(o + VAyo) (mo — VAyg) = 22 — Ay2 = 1> 0,

ou seja, rg — \/Zyo > 0, ja que xg + \/Zyo > 0. Logo, (xg — \/Zyo)" > ( e, entao,
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multiplicando este fator em (£I3), as desigualdades nao se alteram e ficamos com:

(zo + VAy)" (w0 — VAy)" < (' + VAY)(zo — VAy,)"

< (zo+VAy) " Hxg — VAy)".  (4.16)

Agora, como

(w0 + \/Zyo)n(l’o - \/Zyo)” = [(xo+ \/Zyo)(l’o - \/Zyo)]”
= (a5 — Ayp)"
— 1n

= 1

entao,

(w0 + VAyo)™ (w0 — VAy)" = (w0 + v/Ayo)[(wo + V/Ayo)" (w0 — VAyo)"
= To+ \/Zyo-

Além disso,

(& +VAY ) (w0~ VAR)" = (o +VAY) (0~ VA,)
= 2z, — 'V Ay, + VAY T, — Ay,
= 2a, — Ay, + VAY x, — 2'yn)
= T+ VA,

onde T e § sdo niimeros inteiros. Com isso, a desigualdade (I6]) torna-se a seguinte:

1 < T+ VAY < 2o + vV Ay, (4.17)
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Vamos demonstrar que [Z,7] é solugao da equagao (L8) e assim chegar numa con-
tradigao, visto que [zo,yo] € a solu¢cio minima da equacdo. Com efeito, temos a

igualdade

T+ VAY = (v + VAY) (xg — VAyo)".
Trocando o sinal de v/A, temos ainda que
T — VA = (¢ — V Ay ) (x + VAy)".
Entao
(7 + VA (T - VA) =7 — Ap”.

Mas

T+ VAY) (T — VAY) = (@' +VAY) (20 — VAy)" (&' — VAY ) (xo + VAyo)"
= (2 + VAY) (@' — VAY ) (w0 + VAyo)" (xo — VAy)"
(

(2')? = A(y")*)(ag — Ayg)"
= 1,

ja que [z, ] e [xg, yo] sdo solugoes de (LS).

Finalmente, vamos provar T > 0 e que 37 > 0. De fato, note que se T = 0, entao

a igualdade

(T + VAY) (T — VA7) =1

torna-se

_AyQ = 15

o qual nao pode acontecer pois desde o inicio estamos supondo A > 0. Por outro

lado, se 7 = 0, entao T2 = 1, que também nao é possivel acontecer, pois da desi-
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gualdade (EIT), temos que T > 1. Observemos ainda que T e 7 possuem 0 mesmo
sinal. Com efeito, supondo que os sinais de T e 7 sao diferentes, entao T e —y
tém o mesmo sinal. Comparando os valores absolutos das expressoes T + VA7 e
T — Ay = T+ A(—7), resulta que o valor absoluto da primeira expressio é menor
do que o valor absoluto da segunda, ji que na primeira T e 7 tém sinais trocados
enquanto que na segunda, eles possuem o mesmo sinal, lembrando que VA > 0.
Mas de (@I7), sabemos que
T+ VAT > 1

e, portanto, T — v/Ag também é maior do que 1, em valor absoluto. Mas
(T + VAY) (T — VAY) =1,

o que é um absurdo, pois a multiplicacao de dois niimeros maiores do que 1, é maior
do que 1. Portanto, os sinais de T e 7 devem ser iguais e eles sao nao nulos. Assim,
novamente da desigualdade ([@IT), se deduz que ambos T e ¥ sdo estritamente posi-

tivos.

Portanto, supondo que existe uma solugao [2/,y'] da equacao (L8] tal que a
igualdade ({I4]) nao se estabeleca para nenhum valor natural de n, conseguimos de-
terminar uma solugao [Z, y] desta equagao, onde T e 7 sao nimeros inteiros positivos
e que satisfazem a desigualdade (LIT). Isto é um absurdo, pois contradiz a defin¢ao
[0, yo| ser a solu¢do minima de (.8)). Com isso, supondo que existe uma solugao que
nao satisfaz a igualdade ([@I4]), chegamos a uma contradi¢do. Dito de outro modo,
demonstramos que todas as solugoes da equagao (L8) podem ser obtidas através
da formula ([ELI4), isto é, qualquer solugao [x,y] desta equacao se obtém através da

igualdade
z + VAy = (20 + VAyo)", (4.18)

70



com n > 0, onde [zg, 1] é a solucio minima de (&S). Trocando o sinal de v/A na

igualdade (.18]), obtemos que
x—VAy = (zo — VAy)", (4.19)

Somando e substraindo as expressoes (LI8) e (£I19), obtemos (£I3) com z = z,
e Yy = Yn, que sdo formulas explicitas para a determinagio das solugoes [x,y] da

equagao (L), onde x e y sdo nimeros inteiros positivos. a

Exemplo 8. Na equacao

22— 2% =1,

temos que a solu¢do minima é [3,2]. Portanto, todas as soluc¢oes desta equagio sao

dadas pela formula
1
T, = 5[(3 +2v2)"  + (3-2V2)"]

1

mo= galB VA~ (3-2vD)

Quando n = 2,3, por exemplo, tem-se que [17,12] e [99, 70] sao solugbes inteiras da

equacao dada, como se pode verificar sem muitas dificuldades.
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