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Resumo
Neste trabalho apresentamos algumas ténias de resolução de equações omoe�ientes inteiros. Tais equações, apesar de serem bastante semelhantes, apresen-tam ténias muito distintas umas das outras. Mostraremos quais são as soluçõesinteiras de equações do tipo x2+y2 = z2 e x−2+y−2 = z−2, que são onheidas omoequações de Pitágoras. Também apresentamos um breve histório sobre o ÚltimoTeorema de Fermat e mostraremos que a equação x4 + y4 = z4 não possui soluçãointeira.
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Abstrat
In this work we present some resolution tehniques of equations with integersoe�ients. Suh equations although they're very similar, presents quite di�erenttehniques from eah other. We show whih are the integer solutions of the equationslike x2 + y2 = z2 and x−2 + y−2 = z−2, as they are known as the Pythagoreanequations. We also present a brief history about the Fermat's Last Theorem and weshow that the equation x4 + y4 = z4 has no integer solution.
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Introdução
A Teoria dos Números é um ramo da Matemátia que estuda, om mais ênfase,as propriedades aritmétias dos números inteiros. Um dos prinipais problemasdessa teoria é enontrar soluções inteiras para determinadas equações, que foramestudadas por grandes matemátios da antiguidade omo Pitágoras, Diofanto deAlexandria, Fermat, Langrange e Euler.Tais equações podem ser de diferentes tipos, omo por exemplo, equações omduas ou três inógnitas om oe�ientes inteiros. Para determinar soluções para essetipo de equação, nos deparamos om três perguntas ruiais:(a) A equação em questão possui solução?(b) Se a equação é solúvel, então o número de soluções é �nito ou in�nito?() Se a equação é solúvel, então omo determinar todas as soluções?As soluções dessas equações não têm interesse apenas teório, mas sim em ou-tras áreas do onheimento, omo a Físia. O interesse teório é onstante já queserve para resolver diversos problemas dentro da própria Teoria dos Números. En-fatizamos também que o onheimento das ténias de resolução são extremamenteatraentes para quem estuda Matemátia. Neste trabalho prouramos abordar demaneira didátia a resolução de problemas omo esses.No Capítulo 1, apresentamos diversos resultados básios da Teoria dos Núme-ros que servirão de suporte para o deorrer do trabalho. Todos os resultados láix



enontrados serão usados nos apítulos posteriores.O Capítulo 2 é dediado ao estudo iniial de equações om oe�ientes inteiros.Começamos a estudar uma simples equação do primeiro grau e om apenas umainógnita. Esta equação servirá de motivação para estudar equação om oe�ientesinteiros de graus maiores. Obtemos todas as soluções inteiras de uma equaçãopolinomial de grau n. Nesse mesmo apítulo, estudamos as equações de primeirograu om duas inógnitas e, para tanto, faremos uso das frações ontínuas e atravésde um exemplo, onstruiremos passo a passo o método de resolução para esse tipode equação.Alguns exemplos de equações do segundo grau om três inógnitas são dadosno Capítulo 3. Em ada seção desse apítulo, mostramos omo resolver um tipode equação dessa forma. Destaamos a diversidade de ténias utilizadas em adaexemplo. Em uma das seções, mostramos que a equação x4 + y4 = z4 não possuisoluções inteiras. No �nal desse apítulo, damos uma abordagem história do ÚltimoTeorema de Fermat, uma equação bastante famosa dentro da Matemátia.Finalmente, no Capítulo 4 determinamos todas as soluções inteiras da equação
x2 − Ay2 = 1, onheida omo equação de Pell. Para resolver esse problema uti-lizamos o método das frações ontínuas para representação de números irraionais.Para a obtenção das soluções, usamos ideias semelhantes as do Capítulo 1.Esse trabalho foi inspirado prinipalmente nas referênias [2, 3℄.
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Capítulo 1
Preliminares

Neste apítulo são apresentados vários resultados básios de teoria dos númerosque darão suporte para a ompreensão geral dos próximos apítulos. Cada resultadoaqui menionado ou provado é utilizado de alguma maneira no deorrer do trabalhosem que, neessariamente, se faça menção dos mesmos quando utilizados. O leitorinteressado em mais detalhes pode onsultar [7℄.1.1 Prinípio da Boa OrdemO Prinípio da Boa Ordem ou Prinípio da Boa Ordenação a�rma que todosubonjunto do onjunto dos números naturais possui um menor elemento. Maispreisamente, isso quer dizer que se A é um subonjunto não vazio de N, entãoexiste n0 ∈ A tal que n0 ≤ n para todo n ∈ A.1.2 Indução MatemátiaUma ferramenta fundamental na demonstração das propriedades referentes aosnúmeros naturais é o Prinípio da Indução Matemátia que é desrito a seguir. Seja
A um subonjunto dos números naturais que goza das seguintes propriedades:1



1.2. INDUÇ�O MATEMÁTICA(1) 1 ∈ A;(2) n + 1 ∈ A, sempre que n ∈ A,então A = N.Exemplo 1. Dados a e b números reais, e n ∈ N, tem-se que
(a + b)n =

n
∑

i=0





n

i



 an−ibi,em que




n

i



 =
n!

i!(n− i)!
.A igualdade aima é onheida omo o bin�mio de Newton. Para provar estaigualdade, vamos utilizar indução sobre o número natural n. Primeiramente, noteque se n = 1, então

(a+ b)1 = a+ b

=





1

0



 a1−0b0 +





1

1



 a1−1b1,ou seja, a igualdade é válida para n = 1. Suponha agora que a a�rmação é verdadeirapara n ∈ N e provemos que é válida para n + 1. Note que
(a + b)n+1 = (a + b) · (a+ b)n

= a · (a + b)n + b · (a+ b)n

= a ·
n

∑

i=0





n

i



 an−ibi + b ·
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1.3. DIVISIBILIDADE EM ZMas a primeira soma pode ser esrita da seguinte maneira:
n
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 an+1−ibi = an+1 +
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 an+1−ibie a segunda:
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 an+1−ibi.Portanto,
(a+ b)n+1 = an+1 + bn+1 +
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∑
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 an+1−ibique é a fórmula para n+ 1.1.3 Divisibilidade em ZSejam a e b dois números inteiros. Dizemos que a divide b se existe c ∈ Z tal que
b = ac. Neste aso, esrevemos a | b.Proposição 1. Sejam a, b e c números inteiros. Se a | b e b | c, então a | c.Demonstração. De fato, omo a | b e b|c, existem k1 ∈ Z e k2 ∈ Z tais que b = k1a3



1.3. DIVISIBILIDADE EM Ze c = k2b. Portanto,
c = k2b = k2 · k1a.Sendo k2 · k1 ∈ Z, segue que a | c.Proposição 2. Sejam a, b, c,m e n números inteiros. Se c divide a e c divide b,então c divide (ma+ nb).Demonstração. Temos que existe k1, k2 ∈ Z tais que

a = k1c e b = k2c.Multipliando ambos os membros de a = k1c por m e ambos os membros de b = k2cpor n, obtemos
ma = m · k1c e bn = n · k2c.Logo,
ma + nb = m · k1c+ n · k2c

= (mk1 + nk2) · c.Sendo mk1 + nk2 ∈ Z, temos que c | (ma + nb), omo queríamos.São listadas abaixo algumas das propriedades mais importantes de divisibilidadeentre números inteiros.(1) n | n, para todo n ∈ Z;(2) se d, n ∈ Z e d | n, então ad | an para qualquer a ∈ Z;(3) se ad | an e a 6= 0, então d | n;(4) 1 | n para ada n ∈ Z;(5) n | 0, para ada n ∈ Z. 4



1.4. O ALGORITMO DE EUCLIDES1.4 O Algoritmo de EulidesEulides de Alexandria, omo era onheido, naseu na Síria e viveu entre 330 e
290 a... Foi um dos maiores matemátios da antiguidade. Trabalhou em Alexandriaonde foi o primeiro diretor da famosa Bibliotea de Alexandria. A sua prinipal obra- Os Elementos - é onde se enontra o que hoje onheemos omo o algoritmo deEulides que é de fundamental importânia para várias áreas da matemátia até osdias atuais.Antes de introduzirmos este algoritmo, que também é onheido omo o algo-ritmo da divisão, enuniamos oTeorema 1. (Teorema de Eudóxius) Sejam a e b dois números inteiros, om
b 6= 0. Então, existe q ∈ Z tal que

qb ≤ a < (q + 1)b, se b > 0e
qb ≤ a < (q − 1)b, se b < 0.Demonstração. Suponha que b > 0. A prova para quando b < 0 é inteiramenteanáloga. De�namos o onjunto

A := {h ∈ N : hb > a}.Note que o número natural |a|+ 1 é tal que
(|a|+ 1)b = |a|b+ b.Como |a| = max{−a, a} e estamos supondo que b > 0, segue que (|a| + 1)b > a e,portanto, |a|+1 ∈ A, o que mostra que A ⊂ N é um subonjunto não vazio. Agora,5



1.4. O ALGORITMO DE EUCLIDESpelo Prinípio da Boa Ordenação, A possui um menor elemento, digamos h0. Logo,
h0b > a. Usando a minimalidade do número natural h0, segue que h0 − 1 6∈ A, istoé, (h0 − 1)b ≤ a. Assim, tomando q = h0 − 1, segue que

qb = (h0 − 1)b ≤ ae
(q + 1)b = (h0 − 1 + 1)b = h0b > a,ou seja, qb ≤ a < (q + 1)b, omo queríamos.Teorema 2. (Algoritmo de Eulides) Dados dois números inteiros a e b, om

b > 0, existe um únio par de inteiros q e r tais que
a = qb+ r, onde 0 ≤ r < b.Dizemos que q é o quoiente e r é o resto da divisão de a por b.Demonstração. Pelo Teorema de Eudóxius, existe q ∈ Z satisfazendo a seguinterelação

qb ≤ a < (q + 1)b,o que aarreta que 0 ≤ a− qb e a− qb < b. Sendo assim, podemos de�nir r = a− qbpara mostrar que existem números inteiros q e r que satisfazem o algoritmo. Faltamostrar que eles são únios. Com efeito, suponha que existe um outro par q1 e r1de números inteiros veri�ando a seguinte igualdade
a = q1b+ r1, om 0 ≤ r1 < b.

6



1.5. MÁXIMO DIVISOR COMUMPortanto, temos que qb+ r = q1b+ r1. Logo,
b(q − q1) = r1 − r.Isto quer dizer que b divide r1−r. Mas omo r1 e r são ambos estritamente menoresdo que b, segue que |r1 − r| < b e, portanto, r1 − r = 0, ou seja, r1 = r. Logo,

q1b = qb, donde q1 = q.1.5 Máximo Divisor ComumDizemos que d é o máximo divisor omum entre dois números inteiros a e b se éo maior inteiro positivo que divide a e b. Neste aso, esrevemos d = mdc(a, b).Uma das propriedades que vamos usar do máximo divisor omum, provada emqualquer livro de Teoria dos Números, é a seguinte: se d é o máximo divisor omumentre a e b, então existem números inteiros x e y tais que
d = xa + yb.Observe que o máximo divisor omum d de a e b é o divisor positivo de a e b o qualé divisível por todo divisor omum. Além disso, valem as seguintes igualdades:

mdc(ta, tb) = |t| ·mdc(a, b)e, se c > 0 e a e b são divisíveis por c, então
mdc

(

a

c
,
b

c

)

=
1

c
·mdc(a, b).Uma última propriedade que usaremos é desrita a seguir: se a e b são números
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1.5. MÁXIMO DIVISOR COMUMinteiros, então vale a seguinte igualdade
mdc(a, b) = mdc(a, b− ax),em que x é qualquer número inteiro.

8



Capítulo 2
Equações do Primeiro Grau omCoe�ientes Inteiros

Vamos estudar primeiramente equações do primeiro grau om uma inógnita queorrespondem a equações do seguinte tipo:
a1x+ a0 = 0, (2.1)em que a0 e a1 são números inteiros. Evidentemente, a solução desta equação é dadapor
x = −a0

a1
,om a1 6= 0, e tal solução será um número inteiro quando a0 for divisível por a1, istoé, quando o resto da divisão de a0 por a1 for zero. Nem sempre a solução de umaequação desta natureza é inteira. Este é o aso da equação 9x+ 11 = 0. Por outrolado, a solução da equação 5x− 25 = 0 é x = 5, que é um número inteiro.Uma situação similar aparee em equações que possuem grau superior a 1. Note

9



que a equação de segundo grau
x2 + 3x− 10 = 0possui duas soluções e ambas são inteiras, x1 = 2 e x2 = −5. No entanto, a equação

x2 − 2x− 2 = 0 não possui soluções inteiras, já que os dois números que satisfazemtal equação são irraionais, dadas por 1 +√
3 e 1−

√
3.Mais geralmente, podemos onsiderar o problema de enontrar raízes de equaçõesde grau n om oe�ientes inteiros. De fato, sejam n ≥ 1 e a0, a1, . . . , an númerosinteiros, e onsidere a equação

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0. (2.2)Estamos interessados em obter um valor inteiro de x tal que (2.2) seja satisfeita.Com efeito, se x = a é uma solução inteira de (2.2), então
ana

n + an−1a
n−1 + · · ·+ a1a + a0 = 0e, portanto, isolando a0, temos que

a0 = −ana
n − an−1a

n−1 − · · · − a1a

= (−a)(ana
n−1 + an−1a

n−2 + · · ·+ a1).Sendo assim, onluímos que a raiz inteira a divide o número inteiro a0, donde adaraiz inteira da equação onsiderada, aso exista, é divisor do termo independente
a0. Por isso, para enontrar as soluções de (2.2) é neessário enontrar os divisoresde a0 que satisfaçam tal equação.

10



Exemplo 2. Considere a equação
x10 + x7 + 2x3 + 2 = 0.Então, pelo que �zemos aima, as possíveis soluções inteiras para a equação dadasão 2,−2, 1 e −1. Entretanto,
210 + 27 + 2 · 23 + 2 6= 0,o mesmo aonteendo om −2 e 1 quando substituimos estes na equação aima. Poroutro lado, x = −1 é a únia solução inteira deste equação, visto que

(−1)10 + (−1)7 + 2 · (−1)3 + 2 = 1− 1 + 2− 2 = 0.Utilizando este mesmo raioínio, não é difíil ver que a equação
x6 − x5 + 3x4 + x2 − x+ 3 = 0não possui soluções inteiras, já que 16 − 15 + 3 · 14 + 12 − 1 + 3 = 6 6= 0, (−1)6 −

(−1)5+3 ·(−1)4+(−1)2−(−1)+3 = 10 6= 0, 36−35+3 ·34+32−3+3 = 36+32 6= 0e (−3)6 − (−3)5 + 3 · (−3)4 + (−3)2 − (−3) + 3 = 36 + 35 + 35 + 32 + 3 + 3 6= 0.Passemos agora a analisar equações de primeiro grau om duas inógni-tas, que são equações da seguinte forma:
ax+ by + c = 0, (2.3)em que a e b são números inteiros não nulos e c é um inteiro qualquer.Vamos trabalhar (2.3) sob a ondição de que a e b sejam números primos entre si,ou seja, que o máximo divisor omum entre a e b seja 1. Isto pode ser feito, pois11



qualquer que seja a situação, podemos nos restringir a esta ondição imposta sob ae b. De fato, suponha que o máximo divisor omum entre a e b seja d 6= 1. Então,podemos esrever a = a1d e b = b1d, em que a1 e b1 são primos entre si. Dessaforma, a equação (2.3) torna-se
a1dx+ b1dy + c = 0,ou ainda,
(a1x+ b1y)d+ c = 0.Assim, dividindo a equação aima por d e se dando onta de que d divide c, obtemosuma outra equação dada por
a1x+ b1y + c1 = 0,em que c1 = c/d, ujos oe�ientes a1 e b1 tem máximo divisor omum igual a 1.Observação: Note que se o máximo divisor omum de a e b dividir c, a equação(2.3) possui solução inteira. Com efeito, seja d = mdc(a, b). Então, omo d|c, existe

p ∈ Z tal que c = pd. Além disso, existem n,m ∈ Z tais que d = ma + nb e,portanto,
c = p(ma + nb) = (pm)a + (pn)b.Como pm e pn são números inteiros, segue o que queríamos mostrar.Estudaremos a equação (2.3) em dois asos. No primeiro, vamos supor que ooe�iente c é identiamente nulo. Já no segundo, onsideraremos o aso em que cé qualquer número inteiro diferente de zero.

12



Primeiro aso: Se c = 0, então a equação (2.3) torna-se
ax+ by = 0,em que a e b são números inteiros primos entre si. Resolvendo esta equação omrespeito a x, obtemos
x = − b

a
y.Sendo assim, x será um número inteiro somente quando a divide y. Isto quer dizerque existe t ∈ Z tal que y = at. Substituindo este valor de y na equação x = −(b/a)y,obtemos

x = − b

a
y = − b

a
· at = −bt,onde t ∈ Z. Logo, todas as soluções inteiras da equação onsiderada são da forma:







x = −bt

y = at,onde t ∈ Z.Segundo aso: Consideramos agora o aso em que c 6= 0 e tentemos obter assoluções inteiras para a equação (2.3). Para tanto, demonstraremos um teoremaque nos diz que para obter todas as soluções inteiras da equação (2.3), é su�ienteobter uma solução partiular, ou seja, se enontramos x0 e y0 inteiros tais que
ax0 + by0 + c = 0,então enontramos todos os números inteiros que satisfazem a equação desejada.A partir de agora, quando x e y satis�zerem a equação (2.3), esreveremos sim-plesmente [x, y] para designar que o par x, y é solução desta equação.13



Teorema 3. Sejam a e b números primos entre si e [x0, y0] qualquer solução daequação (2.3). Então, todas as soluções inteiras desta equação são dadas pelasfórmulas






x = x0 − bt

y = y0 + at,
(2.4)onde t ∈ Z.Demonstração. Seja [x0, y0] uma solução qualquer de (2.3). Então, das igualdades

ax+ by + c = 0 e ax0 + by0 + c = 0, obtemos
ax+ by + c = ax0 + by0 + c,o que aarreta que
ax− ax0 + by − by0 = 0,ou ainda, que
y − y0 = a · (x0 − x)

b
.Como y − y0 é um número inteiro e o máximo divisor omum entre a e b é igual a

1, temos que b divide x0 − x, ou seja, existe t ∈ Z tal que x0 − x = bt. Logo,
y − y0 = a · bt

b
= at,donde x = x0 − bt e y = y0 + at, onde t ∈ Z. Demonstramos, então, que qualquersolução de (2.3) é da forma (2.4). Resta-nos mostrar que, de fato, (2.4) é soluçãode (2.3). Com efeito, sejam x1 e y1 tais que x1 = x0 − bt e y1 = y0 + at, onde t ∈ Z.

14



Então
ax1 + by1 + c = a(x0 − bt) + b(y0 + at) + c

= ax0 − abt + by0 + bat + c

= ax0 + by0 + c− abt + abt

= ax0 + by0 + c

= 0,já que [x0, y0] é uma solução de (2.3).Em suma, sendo onheida uma solução inteira da equação (2.3), as demais so-luções desta natureza são obtidas através das fórmulas (2.4). Devido a isso, nossoproblema se resume a enontrar uma solução [x0, y0] qualquer de (2.3), no aso emque c 6= 0. Para tanto, faremos uso de frações ontínuas onsideraremos umexemplo que nos dará a ideia entral de omo trataremos o aso geral.Considere a equação
127x− 52y + 1 = 0.Estamos interessados em enontrar uma solução inteira para esta equação, utili-zando um método, desrito a seguir, feito através de relações entre os oe�ientesda equação.Primeiramente onsideramos a fração irredutível 127/52 e separamos sua parteinteira do seguinte modo:

127

52
= 2 +

23

52
,
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que ainda pode ser esrita omo segue
127

52
= 2 +

1
52

23

.Agora, fazemos o mesmo om a fração 52/23, obtemos
52

23
= 2 +

6

23
= 2 +

1
23

6

.Utilizando este mesmo raioínio para a fração 23/6, temos que
23

6
= 3 +

5

6
= 3 +

1
6

5e, portanto, podemos esrever
127

52
= 2 +

1

2 +
1

3 +
1
6

5

.

Agora, omo 6/5 = 1 + 1/5, podemos ainda esrever
127

52
= 2 +

1

2 +
1

3 +
1

1 +
1

5

.

Esta última expressão para a fração 127/52 é hamada a fração ontínua destafração. Omitindo a fração 1/5 da expressão anterior, temos que a fração ontínua
16



transforma-se em
2 +

1

2 +
1

3 +
1

1 + 0

= 2 +
1

2 +
1

3 +
1

1

= 2 +
1

2 +
1

4

= 2 +
1
9

4

= 2 +
4

9
=

22

9
.

Além disso, temos que
127

52
− 22

9
= − 1

52 · 9 .Isto implia que
127

52
· 9
9
− 22

9
· 52
52

= − 1

52 · 9 ,ou seja,
127 · 9− 52 · 22 + 1 = 0.Assim, se x0 = 9 e y0 = 22, então [x0, y0] é solução da equação 127x− 52y + 1 = 0e, pelo Teorema 3, todas as soluções inteiras desta equação são da forma







x = 9 + 52t,

y = 22 + 127t,
onde t ∈ Z.Agora, omo faremos para obter uma solução qualquer de uma dada equação omoe�ientes inteiros, sendo c 6= 0? O exemplo anterior, nos permite onjeturar que,para ahar uma solução partiular da equação (2.3), é preiso desenvolver a fração

a/b em uma fração ontínua, omitindo o seu último termo e fazendo os álulosfeitos anteriormente. É o que faremos a seguir.Seguiremos os passos do exemplo anterior. Considere a fração irredutível a/b.Denote por q1 e por r2 o quoiente e o resto da divisão de a por b, respetivamente.Assim, podemos esrever
a = q1b+ r2, om r2 < b.17



Sejam agora q2 e r3 o quoiente e o resto da divisão de b por r2. Então
b = q2r2 + r3, om r3 < r2.Da mesma maneira, podemos onsiderar os números q3, q4, . . . e r4, r5, . . . se relai-onando da seguinte maneira:
r2 = q3r3 + r4, om r4 < r3,

r3 = q4r4 + r5, om r5 < r4e assim por diante. Os quoientes q1, q2, . . . das divisões feitas anteriormente sãohamados de quoientes inompletos e umprem a seguinte ondição:
b > r2 > r3 > r4 > · · · ≥ 0, (2.5)isto é, formam uma sequênia deresente de números positivos. Como a quantidadede números inteiros entre b e 0 é �nita, em um determinado momento, o proedi-mento aima estaiona, om resto 0. Assim, se rn é o último resto não nulo em (2.5),então rn+1 = 0 e, portanto, temos que

a = q1 · b+ r2,

b = q2 · r2 + r3,

r2 = q3 · r3 + r4,...
rn−2 = qn−1 · rn−1 + rn,

rn−1 = qn · rn + 0.18



Estas equações podem ser esritas da seguinte forma:
a

b
= q1 +

1

b

r2

,

b

r2
= q2 +

1
r2
r3

,...
rn−2

rn−1

= qn−1 +
1

rn−1

rn

,

rn−1

rn
= qn.Podemos, então, substituir o valor do número b/r2 na primeira expressão, o valor donúmero r2/r3 na segunda expressão e, assim suessivamente, até enontrarmos umaexpressão para a fração a/b dada por

a

b
= q1 +

1

q2 +
1

q3 +
1. . .

qn−2 +
1

qn−1 +
1

qnConsiderando a fração ontínua de a/b, podemos omitir frações a partir do primeiroquoiente q1. As expressões obtidas depois desta omissão são hamadas de fra-ções reduzidas. Temos que a primeira fração reduzida, denotada por δ1, é obtidaomitindo a fração 1/q2:
δ1 = q1 <

a

b
.

19



A desigualdade é justi�ada a seguir: omo
a

b
= q1 +

1

b

r2e, b e r2 são números positivos, segue que a/b > q1.A segunda fração reduzida é obtida omitindo a fração a partir do termo 1/q3:
δ2 = q1 +

1

q2
>

a

b
,em que a desigualdade é justi�ada a seguir: omo

b

r2
= q2 +

r3
r2
,temos que

q2 =
b

r2
− r3

r2
=

b− r3
r2

<
b

r2
,pois r2 > 0, ou seja,

1

q2
>

r2
b
.Agora,

a

b
= q1 +

r2
b

< q1 +
1

q2
,omo queríamos.Analogamente, obtemos o restante das frações reduzidas:

δ3 = q1 +
1

q2 +
1

q3

,

20



δ4 = q1 +
1

q2 +
1

q3 +
1

q4que satisfazem as desigualdades δ3 < a/b e δ4 > a/b. Portanto, seguindo por induçãopoderíamos demonstrar as seguintes relações:
δ1 < δ3 < . . . < δ2k−1 <

a

b
,

δ2 > δ4 > . . . > δ2k >
a

b
,onde k ∈ N. Observe que as relações de ordem entre os δi's são forneidas atravésdas relações de ordem entre os qi's. Por exemplo, é laro que δ1 < δ3, pois 1

q2+
1

q3

éum número positivo. Por outro lado, omo
δ4 = q1 +

1

q2 +
1

q3 +
1

q4

,

e 1

q3+
1

q4

> 0, segue que δ4 < q1 +
1

q2
= δ2.Agora, denote por
δk =

Pk

Qka k-ésima fração reduzida de a/b, onde 1 ≤ k ≤ n. Vamos enontrar a lei deformação dos numeradores e denominadores dessas frações reduzidas. Vejamos oque aontee om os primeiros δi's:
δ1 = q1 =

q1
1

=
P1

Q1

⇒ P1 = q1 e Q1 = 1,

δ2 = q1 +
1

q2
=

q1q2 + 1

q2
=

P2

Q2

⇒ P2 = q1q2 + 1 e Q2 = q2,21



δ3 = q1 +
1

q2 +
1

q3

= q1 +
q3

q2q3 + 1
=

q1q2q3 + q1 + q3
q2q3 + 1

=
P3

Q3e, assim, P3 = q1q2q3 + q1 + q3 e Q3 = q2q3 + 1, ou seja,
P3 = P2q3 + P1 e Q3 = Q2q3 +Q1.Vamos demonstrar, usando indução sobre k, que

Pk = Pk−1qk + Pk−2 e Qk = Qk−1qk +Qk−2, (2.6)Com efeito, suponha que (2.6) é válido para algum k ≥ 3 e provemos que é válidopara k + 1, ou seja, da hipótese de indução, temos que
δk =

Pk

Qk

=
Pk−1qk + Pk−2

Qk−1qk +Qk−2

.Agora, substituindo qk por qk + 1

qk+1
na expressão aima, obtemos que:

Pk−1

(

qk +
1

qk+1

)

+ Pk−2

Qk−1

(

qk +
1

qk+1

)

+Qk−2

=

Pk−1qk + Pk−2 + Pk−1 ·
1

qk+1

Qk−1qk +Qk−2 +
1

qk+1

·Qk−1

=
Pkqk+1 + Pk−1

Qkqk+1 +Qk−1

= δk+1.

Por outro lado, δk+1 =
Pk+1

Qk+1

e, portanto,
Pk+1 = Pkqk+1 + Pk−1 e Qk+1 = Qkqk+1 +Qk−1.Assim, (2.6) é válido para qualquer inteiro k ≥ 3.A seguir, vamos provar que a diferença δk − δk−1 entre as frações reduzidas

22



umprem a seguinte igualdade
δk − δk−1 =

(−1)k

QkQk−1

, (2.7)em que k > 1. Com efeito,
δk − δk−1 =

Pk

Qk

− Pk−1

Qk−1

=
PkQk−1 −QkPk−1

QkQk−1

.Usando (2.6), obtemos
PkQk−1 −QkPk−1 = (Pk−1qk + Pk−2)Qk−1 − (Qk−1qk +Qk−2)Pk−1

= Pk−1qkQk−1 + Pk−2Qk−1 −Qk−1qkPk−1 −Qk−2Pk−1

= −(Pk−1Qk−2 −Qk−1Pk−2)

= (−1)(Pk−1Qk−2 −Qk−1Pk−2).Note que a expressão Pk−1Qk−2−Qk−1Pk−2 é o mesmo que PkQk−1−QkPk−1 fazendo
k igual a k − 1 na segunda equação. Fazendo os mesmo álulos para Pk−1Qk−2 −
Qk−1Pk−2, obtemos

Pk−1Qk−2 −Qk−1Pk−2 = (−1)(Pk−2Qk−3 −Qk−2Pk−3).
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Continuando dessa forma, tem-se que
PkQk−1 −QkPk−1 = (−1)(Pk−1Qk−2 −Qk−1Pk−2)

= (−1)2(Pk−2Qk−3 −Qk−2Pk−3)

= . . . . . . . . .

= (−1)k−2(P2Q1 −Q2P1)

= (−1)k−2[(q1q2 + 1) · 1− q2q1]

= (−1)k−2.Portanto,
δk − δk−1 =

PkQk−1 −QkPk−1

QkQk−1

=
(−1)k−2

QkQk−1

=
(−1)k

QkQk−1para todo inteiro k > 1. Note que, pela de�nição das frações reduzidas, temos
δn = a/b. Agora, fazendo k = n na equação (2.7), obtemos

δn − δn−1 =
(−1)n

QnQn−1

,ou seja,
a

b
− δn−1 =

(−1)n

bQn−1

, (2.8)já que Qn = b.
24



Finalmente, voltemos para a equação (2.3). De (2.8), temos que
a

b
− Pn−1

Qn−1

=
(−1)n

bQn−1que é o mesmo que
a

b
· Qn−1

Qn−1

− Pn−1

Qn−1

· b
b
=

(−1)n

bQn−1

.Simpli�ando a última equação, obtemos simplesmente
aQn−1 − bPn−1 = (−1)n.Ou ainda,

aQn−1 + b(−Pn−1) + (−1)n−1 = 0.Multipliando esta última equação por (−1)n−1c, obtemos
a[(−1)n−1cQn−1] + b[(−1)ncPn−1] + c = 0.Assim, deduzimos que [x0, y0] dado por
x0 = (−1)n−1cQn−1 e y0 = (−1)ncPn−1é uma solução da equação (2.3) e pelo teorema anterior, todas as soluções inteirasdesta equação tem a seguinte forma:







x = (−1)n−1cQn−1 − bt

y = (−1)ncPn−1 + at, .onde t ∈ Z. Isto prova o seguinte teorema:
25



Teorema 4. O par [x0, y0] dado por






x0 = (−1)n−1cQn−1

y0 = (−1)ncPn−1,é uma solução da equação (2.3) e, portanto, todas as soluções inteiras desta equaçãosão dadas pelas fórmulas a seguir:
x = (−1)n−1cQn−1 − bt e y = (−1)ncPn−1 + at,onde t ∈ Z.
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Capítulo 3
Algumas Equações do Segundo Grauom Três Inógnitas

Neste apítulo, apresentaremos alguns exemplos de equações de segundo grauom três inógnitas omo o título nos sugere.3.1 A equação de Pitágoras x2 + y2 = z2Exemplo 3. (Equação de Pitágoras) Vamos enontrar todas as soluções inteirasda equação do segundo grau om três inógnitas dada a seguir
x2 + y2 = z2. (3.1)

Solução: Geometriamente, as soluções inteiras desta equação são determina-das por aqueles números inteiros que satisfazem os triângulos de Pitágoras, istoé, triângulos retângulos que têm omo atetos e hipotenusa tais números. Vamosdeterminar todos os esses números analitiamente.27



3.1. A EQUAÇ�O DE PITÁGORAS X2 + Y 2 = Z2Denotando por d o máximo divisor omum de x e y, então existem númerosinteiros x1 e y1 que satisfazem as equações abaixo:
x = x1d e y = y1dom x1 e y1 primos entre si e, portanto, a equação (3.1) torna-se a equação abaixo:
x2

1d
2 + y21d

2 = z2,ou ainda,
(x2

1 + y21)d
2 = z2.Isto quer dizer que z2 é divisível por d2 e, portanto, existe p inteiro tal que z2 = p·d2,donde p também deve ser um quadrado, isto é, existe z1 ∈ Z tal que p = z21 . Assim,

z2 = z21d
2, donde z = z1d.Agora, a equação (3.1) pode ser expressa omo segue

(x2

1 + y21)d
2 = z21d

2e simpli�ando o termo d2, temos
x2

1 + y21 = z21 .A equação aima obtida tem a mesma forma que a iniial om uma nova informação:
x1 e y1 não possuem divisores em omum, exeto o número 1. Com isso, para resolvera equação (3.1) é su�iente ataar o problema onsiderando x e y primos entre si.Suponhamos, portanto, que isto aontee. Sendo assim, podemos assumir que ou xou y é um número ímpar, digamos x. Passando y2 ao segundo membro da equação
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3.1. A EQUAÇ�O DE PITÁGORAS X2 + Y 2 = Z2(3.1), obtemos
x2 = z2 − y2,ou ainda,

x2 = (z + y)(z − y). (3.2)Denotando por d1 o máximo divisor omum de z + y e z − y, temos
z + y = ad1 e z − y = bd1, (3.3)om a e b são primos entre si. Substituindo as equações de (3.3) na equação (3.2),obtemos:

x2 = (z + y)(z − y)

= ad1 · bd1

= abd21.Desde que a e b não têm divisores em omum, a igualdade obtida aima é válidasomente quando a e b forem quadrados perfeitos, isto é, quando existirem u e vinteiros tais que
a = u2 e b = v2.Sendo assim, temos que

x2 = u2v2d21e, então
x = uvd1. (3.4)Vamos enontrar agora os valores de y e z usando as equações (3.3). Adiionando
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3.1. A EQUAÇ�O DE PITÁGORAS X2 + Y 2 = Z2tais equações, obtemos
(z + y) + (z − y) = ad1 + bd1,ou seja,

2z = ad1 + bd1

= u2d1 + b2d1

= (u2 + v2)d1.Logo,
z =

u2 + v2

2
· d1. (3.5)Agora, subtraindo a segunda equação da primeira em (3.3), temos que

(z − y)− (z + y) = bd1 − ad1,ou seja,
−2y = bd1 − ad1.Logo,
2y = ad1 − bd1

= u2d1 − v2d1

= (u2 − v2)d1e, assim,
y =

u2 − v2

2
· d1. (3.6)Lembrando que x é ímpar, temos de (3.4) que os números inteiros u, v e d1 também30



3.1. A EQUAÇ�O DE PITÁGORAS X2 + Y 2 = Z2são ímpares. Disso, temos que d1 é neessariamente igual a 1, já que do ontrário,as equações (3.4) e (3.6) nos mostrariam que x e y possuiriam um divisor omum
d1 6= 1, o que ontradiz a hipótese iniial de que eles são primos entre si.Agora, omo a = u2 e b = v2, e a e b são primos entre si, segue que existemnúmeros inteiros r e s tais que

ar + bs = 1,ou ainda,
u2r + v2s = 1.Mas

u2r + v2s = u(ur) + v(vs) = 1,em que ur e vs são ainda números inteiros. Logo, u e v também são primos entresi. Além disso, de (3.3) temos que
ad1 − bd1 = 2ye, portanto,
a− b =

2y

d1
> 0,isto é, b < a. Fazendo d1 = 1 em (3.4), (3.5) e (3.6), obtemos as fórmulas

x = uv, y =
u2 − v2

2
e z =

u2 + v2

2
, (3.7)das quais são todos os números inteiros positivos livres de divisores omuns queveri�am a equação (3.1), já que u e v são primos entre si. De fato, as relações (3.7)
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3.1. A EQUAÇ�O DE PITÁGORAS X2 + Y 2 = Z2veri�am a equação (3.1) omo nos mostra os álulos abaixo:
x2 + y2 = (uv)2 +

(

u2 − v2

2

)2

= u2v2 +
(u2)2 − 2u2v2 + (v2)2

4

=
4u2v2 + (u2)2 − 2u2v2 + (v2)2

4

=
(u2)2 + 2u2v2 + (v2)2

4

=
(u2 + v2)2

22

= z2.Coloando alguns valores inteiros para u e v, primos entre si, nas fórmulas em(3.7), podemos enontrar soluções inteiras para a equação (3.1). Por exemplo, se
u = 3 e v = 1 então temos a equação satisfeita para x = 3, y = 4 e z = 5:
32 +42 = 52. Ou ainda se u = 5 e v = 1, a equação é satisfeita para x = 5, y = 12 e
z = 13.Note ainda que as fórmulas em (3.7) nos dão as soluções inteiras da equação (3.1)quando x, y e z não possuem divisores em omum. Todas as demais soluções inteirasdesta equação, podem ser obtidas multipliando as soluções enontradas om (3.7)por um número inteiro d, já que se x0, y0, z0 é uma solução de (3.1) dx0, dy0, dz0também é, pois

(dx0)
2 + (dy0)

2 = d2x2

0 + d2y20

= d2(x2

0 + y20)

= d2z20

= (dz0)
2.Observação: O problema anterior também pode ser resolvido de forma geo-32



3.1. A EQUAÇ�O DE PITÁGORAS X2 + Y 2 = Z2métria, se �parametrizamos raionalmente� o írulo unitário, omo mostraremos aseguir (on�ra [9℄). Considere a equação do írulo C

x2 + y2 = 1. (3.8)Denotemos por (0, t) o ponto de interseção da reta L que passa por (−1, 0) e porum ponto do írulo C om o eixo dos y's, omo nos mostra a Figura 3.1.

PSfrag replaements
(−1, 0)

(0, t)

(x, y)

θ/2 θ

L

CFigura 3.1: Interseção da reta L om o írulo C.Se onheemos os valores de x e y, então podemos determinar o valor de t semmuitas di�uldades. De fato, a equação da reta L é dada por
y = t(1 + x), (3.9)já que L passa pelos pontos (−1, 0) e (0, t). Como o ponto (x, y) pertene tanto a

L omo a C, segue de (3.8) e (3.9) que
1− x2 = y2 = t2(1 + x)2. (3.10)33



3.1. A EQUAÇ�O DE PITÁGORAS X2 + Y 2 = Z2Para t �xado, (3.10) é uma equação quadrátia ujas raízes são as primeiras oorde-nadas dos pontos de interseção entre a reta L e o írulo C. Sabemos que x = −1 éuma dessa raízes, pois o ponto (−1, 0) pertene a L e a C. Para enontrar a outraraiz, suponha que x 6= −1. Então, em (3.10), podemos anelar o termo (1 + x) emambos os membros e obter a seguinte equação:
1− x = t2(1 + x).Assim,
1− x = t2 + t2x,ou seja,
x+ t2x = 1− t2.Portanto, (1 + t2)x = 1− t2, isto é,

x =
1− t2

1 + t2
.Agora, omo y = t(1 + x), segue que

y = t

(

1 +
1− t2

1 + t2

)

= t

(

1 + t2 + 1− t2

1 + t2

)

=
2t

1 + t2
.Sendo assim, obtemos a parametrização do írulo:

x =
1− t2

1 + t2
e y =

2t

1 + t2
. (3.11)Note que se x e y são números raionais, então t também será um número raional.Reiproamente, se t é raional, então x e y também serão pelas equações obtidas em(3.11). Então, esta é a maneira de obtermos �pontos raionais� no írulo, a saber,esolhendo um número raional qualquer para t. Isto forneerá todos os pontos34



3.1. A EQUAÇ�O DE PITÁGORAS X2 + Y 2 = Z2raionais exeto (−1, 0) de C.Estas fórmulas podem ser usadas para resolver o problema de desrever todos ostriângulos de Pitágoras. Estamos novamente interessados em soluionar o problema(3.1) do exemplo 3, ou seja, queremos todos os números inteiros X , Y e Z quesatisfaçam a equação
X2 + Y 2 = Z2. (3.12)Como já vimos no exemplo 3, é su�iente estudarmos este problema no aso de

X , Y e Z serem primos entre si. Note que o ponto (x, y), onde
x =

X

Z
e y =

Y

Zé um ponto raional do írulo x2 + y2 = 1, já que
x2 + y2 =

X2

Z2
+

Y 2

Z2
= 1e X , Y e Z são números inteiros, fazendo uso da equação (3.12). Como X e Ysão números primos entre si, eles não podem ser ambos pares. A�rmamos que elestambém não podem ser ambos ímpares. Primeiramente, note que se um número

p = 2k + 1, onde k ∈ Z, é um número ímpar, então
p2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1,ou seja, p2− 1 é divisível por 4. Lembrando disso, suponha que X e Y sejam ambosímpares. Então, X2 + Y 2 − 2 é divisível por 4 pelo que aabamos de menionar.Mas X2 + Y 2 = Z2 e Z2 é tal que: ou Z2 é divisível por 4 ou Z2 − 1 é divisívelpor 4. Então, X e Y não podem ser ambos ímpares. Assumimos, sem perda degeneralidade, que X é ímpar e que Y é par.Como (x, y) é um ponto raional no írulo, existe algum t ∈ Q que nos fornee35



3.1. A EQUAÇ�O DE PITÁGORAS X2 + Y 2 = Z2o x e o y nas fórmulas de (3.11). Esreva, então, t = m/n, na sua forma reduzida,em que m e n são números inteiros. Portanto,
X

Z
= x =

1− m2

n2

1 +
m2

n2

=
n2 −m2

n2 +m2
,e

Y

Z
= y =

2 · m
n

1 +
m2

n2

=
2mn

n2 +m2
.Como X/Z e Y/Z estão em suas formas reduzidas, existe λ ∈ Z tal que

λZ = n2 +m2 , λY = 2mn e λX = n2 −m2.Vamos mostrar que λ = 1. Com efeito, omo λ divide n2 +m2 e n2 −m2 temos que
λ também divide

(n2 +m2) + (n2 −m2) = 2n2e
(n2 +m2)− (n2 −m2) = 2m2.Mas m e n são primos entre si. Portanto, λ divide 2, ou seja, λ = 1 ou λ = 2. Se

λ = 2, então
n2 −m2 = λX = 2Xé divisível por 2 e não por 4, já que estamos supondo queX é ímpar. Logo, n2−m2−2é divisível por 4. Vamos justi�ar esta última a�rmação. Com efeito, omo X éímpar, X pode se esrever omo X = 2k + 1, onde k ∈ Z. Daí, 2X = 4k + 2 e,portanto,

n2 −m2 − 2 = 2X − 2 = 4k + 2− 2 = 4k,36



3.2. A EQUAÇ�O X2 + 2Y 2 = Z2donde n2−m2−2 é divisível por 4. Mas n2 é tal que: ou n2 é divisível por 4 ou n2−1é divisível por 4. O mesmo vale para m2. Logo, não pode aonteer de n2 −m2 − 2ser divisível por 4. Logo, λ = 1.Isto prova que todos os triângulos de Pitágoras podem ser obtidos pelas relações
X = n2 −m2 , Y = 2mn , Z = n2 +m2,em que n e m são primos entre si e, X e Y têm paridades opostas. Compare esteresultado ao que obtemos no exemplo 3.3.2 A equação x2 + 2y2 = z2Exemplo 4. Vamos obter todas as soluções da equação

x2 + 2y2 = z2, (3.13)onde x, y e z são inteiros positivos e primos entre si.Solução: Primeiramente, observemos que se x, y, z é uma solução de (3.13),onde x, y e z não têm divisor omum diferente de 1, então eles são dois a dois primosentre si. De fato, suponha, por absurdo, que x e y sejam múltiplos de um númeroprimo p > 2. Então, da igualdade (3.13), podemos esrever
(

x

p

)2

+ 2

(

y

p

)2

=

(

z

p

)2multipliando ambos os membros por 1/p2. Logo, omo x = n1p e y = n2p, paraalguns n1, n2 ∈ Z, segue que
(

n1p

p

)2

+ 2

(

n2p

p

)2

=

(

z

p

)2

,37



3.2. A EQUAÇ�O X2 + 2Y 2 = Z2ou seja,
(n2

1 + 2n2

2) · p2 = z2.Então, p2 divide z2 e, portanto, p divide z. Isto quer dizer que z também é múltiplode p, ontradizendo o fato de que o máximo divisor omum entre x, y e z é 1. Omesmo aontee se onsiderarmos que x e z ou y e z são múltiplos de um primo
p > 2.A�m de que o máximo divisor omum entre x, y e z seja igual a 1, observemosque x deverá ser um número ímpar. É o que vamos provar agora. Com efeito, se
x é um número par, o primeiro membro da equação (3.13) será um número par e,portanto, z também será. Sendo assim, x2 e z2 são múltiplos de 4. Logo, existem
n1 e n2 inteiros tais que x2 = 4n1 e z2 = 4n2, donde

2y2 = z2 − x2

= 4n2 − 4n1

= 4(n2 − n1),ou seja, 2y2 é divisível por 4 e, portanto, y é divisível por 2. Isto quer dizer quese x for um número par, então os números y e z também serão pares, mas istoontradiz novamente a hipótese feita sobre estes três números de que seu máximodivisor omum é 1. Segue, então, que na solução sem divisor omum diferente de
1, o termo x deve ser ímpar e, assim, z também será, já que se z fosse par entãoteríamos que x2 = z2 − 2y2 também seria par.Agora, passando x2 ao segundo membro da equação (3.13), obtemos

2y2 = z2 − x2 = (z + x)(z − x).Vamos provar que o máximo divisor omum de z + x e z − x é igual a 2. Com38



3.2. A EQUAÇ�O X2 + 2Y 2 = Z2efeito, seja d este máximo divisor omum e provemos que d = 2. Temos que
z + x = kd e z − x = ld,em que k e l são números inteiros primos entre si. Adiionando e subtraindo estasduas últimas equações, obtemos que

2z = (k + l)d e 2x = (k − l)d.Mas z e x são números ímpares e primos entre si e, por isso, mdc(2z, 2x) = 2. Daí,
mdc(d(k + l), d(k − l)) = d ·mdc(k + l, k − l).Veja que d|2z e d|2x. Dado que mdc(z, x) = 1, segue que d|2. Logo, d = 1 ou d = 2.Se d fosse 1, então teríamos nas equações

z + x = dk = 1 · k = k e z − x = d · l = 1 · l = l.Mas omo z e x são ímpares, então a soma e a diferença seria par, ou seja, k e lseriam pares, mas isso é um absurdo, pois eles não primos entre si. Logo, d = 2, ouseja,
mdc(z + x, z − x) = 2,ou ainda,

mdc

(

z + x

2
,
z − x

2

)

= 1.Assim, z+x
2

ou z−x
2

é ímpar. Consequentemente, temos duas possibilidades: ou osnúmeros
z + x e z − x
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3.2. A EQUAÇ�O X2 + 2Y 2 = Z2são primos entre si ou os números
z + x

2
e z − xsão primos entre si. No primeiro aso, da igualdade

(z + x) · z − x

2
= y2temos que

z + x = n2 e z − x = 2m2e no segundo aso, a igualdade
z + x

2
· (z − x) = y2aarreta que

z + x = 2m2 e z − x = n2,em que n e m são inteiros positivos. Note que m é neessariamente ímpar, pois sefosse par, seu quadrado também seria e, portanto, o número
z − x

2
= m2seria par e os números z + x e z−x

2
não seriam primos entre si, já que estamos noaso em que z−x

2
é ímpar e, portanto, z + x é par. O mesmo oorre para o segundoaso.Assim, resolvendo o sistema linear do primeiro aso, temos que

z =
n2 + 2m2

2
, x =

n2 − 2m2

2
e y = nm

40



3.2. A EQUAÇ�O X2 + 2Y 2 = Z2e resolvendo o sistema do segundo, que
z =

n2 + 2m2

2
, x =

2m2 − n2

2
e y = nmem que m é um número ímpar. Assim, a fórmula geral que representa a solução x,

y, z da equação (3.13) é dada por
x = ±1

2
· (n2 − 2m2) , y = mn e z =

1

2
· (n2 + 2m2),em que m é ímpar. Mas para que x e z sejam números inteiros, é preiso que n sejapar. Sendo assim, se n = 2b e m = a, então todas as soluções inteiras da equação(3.13) om x, y e z positivos sem divisor omum diferente de 1 são dadas por

x = ±(a2 − 2b2), y = 2ab e z = a2 + 2b2,em que a e b são positivos sendo a um número ímpar.Finalmente, note que estas fórmulas enontradas, de fato, orrespondem as so-luções da equação (3.13) om as ondições impostas sobre x, y e z omo nos mostraos álulos a seguir:
x2 + 2y2 = [±(a2 − 2b2)]2 + 2(2ab)2

= (a2)2 − 2 · a22b2 + (2b2)2 + 2 · 4a2b2

= (a2)2 − 4a2b2 + (2b2)2 + 8a2b2

= (a2)2 + 4a2b2 + (2b2)2

= (a2 + 2b2)2

= z2.
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3.3. A EQUAÇ�O �NEGATIVA� DE PITÁGORAS X−2 + Y −2 = Z−23.3 A equação �negativa� de Pitágoras x−2 + y−2 =

z−2Exemplo 5. Estamos agora interessados em resolver a equação
x−2 + y−2 = z−2 (3.14)para x, y e z números naturais.Solução: Note que (3.14) é o mesmo que
x2 + y2 =

(xy

z

)2 (3.15)já que
x−2 + y−2 = z−2 ⇒ 1

x2
+

1

y2
=

1

z2

⇒ y2 + x2

x2y2
=

1

z2

⇒ x2 + y2 =
x2y2

z2
=

(xy

z

)2

.Isso implia que z divide xy e que x2 + y2 é um quadrado perfeito, ou seja, existe
t ∈ N tal que

x2 + y2 = t2e, portanto,
t =

xy

z
. (3.16)Seja d = mdc(x, y, t) o máximo divisor omum entre x, y e t. Então, podemosesrever x = ad, y = bd e t = cd, onde a, b e c são números naturais relativamente
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3.3. A EQUAÇ�O �NEGATIVA� DE PITÁGORAS X−2 + Y −2 = Z−2primos entre si. Portanto, de (3.16), segue que
cd =

(ad)(bd)

z
,ou seja,

z =
(ad)(bd)

cd
=

abd2

cd
=

abd

c
. (3.17)Lembrando que mdc(a, b, c) = 1, segue que c divide d, já que d é um número natural.Portanto, existe k ∈ N tal que d = kc e, portanto, as equações x = ad, y = bd,

t = cd e (3.17) transformam-se em
x = kac, y = kbc, t = kc2 e z = kab.De t2 = x2 + y2, temos que

a2 + b2 = c2, (3.18)em que a, b e c são relativamente primos entre si. Do Exemplo 3, temos que assoluções de (3.18) são
a = m2 − n2, b = 2mn, c = m2 + n2,em que os inteiros m e n satisfazem as ondições da equação apresentada naqueleexemplo. Portanto, as soluções da equação (3.14) são



















x = kac = k(m2 − n2)(m2 + n2) = k(m4 − n4),

y = kbc = k(2mn)(m2 + n2) = 2kmn(m2 + n2),

z = kab = k(m2 − n2)(2mn) = 2kmn(m2 − n2),em que k,m, n ∈ N e m > n.
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3.4. A EQUAÇ�O DE FERMAT X4 + Y 4 = Z43.4 A equação de Fermat x4 + y4 = z4Para resolver a equação de Fermat x4 + y4 = z4, preisamos primeiramenteresolver a equação x4 + y4 = z2, omo fazemos no Exemplo 6. A equação desejadaé tratada no Exemplo 7.Exemplo 6. Provaremos que a equação
x4 + y4 = z2 (3.19)não possui solução inteira.Solução: Pelo aspeto da equação (3.19), é su�iente mostrar o resultado para

x, y e z estritamente positivos. Suponhamos, por absurdo, que (3.19) possua umasolução não trivial, isto é, existe um terno (x1, y1, z1) que satisfaz tal equação. Con-sidere que z1 seja o menor número natural om esta propriedade. Nosso objetivo éhegar em uma ontradição sobre a minimalidade de z1.Da mesma maneira que �zemos no Exemplo 3, podemos supor, sem perda degeneralidade, que o máximo divisor omum entre x1, y1 e z1 seja igual a 1. De fato,se existe uma solução tal que x1 e y1 tenham um máximo divisor omum igual a
d > 1, então

x1 = dx′
2 e y1 = dy′2,onde mdc(x′

2, y
′
2) = 1. Assim, a equação (3.19) se transforma na equação

(x′
2)

4 + (y′2)
4 =

(z1
d2

)2

= (z′2)
2. (3.20)Mas omo x′

2 e y′2 são números inteiros, temos que z′2 também é um número inteiro.Se z′2 e y′2 tivessem mdc igual a k > 1, então, segundo a igualdade (3.20), (x′
2)

2 seriadivisível por k e, portanto, x′
2 e y′2 não poderiam ser primos entre si, ontrariando44



3.4. A EQUAÇ�O DE FERMAT X4 + Y 4 = Z4a hipótese de ser mdc(x′
2, y

′
2) = 1. Sendo assim, basta onsiderarmos o aso em queos números que ompõe a solução de (3.19) são todos primos entre si.Vejamos algumas propriedades que os números x1, y1 e z1 possuem. Usando asobservações iniiais do Exemplo 3, podemos a�rmar que(1) mdc(x1, y1) = 1,(2) mdc(y1, z1) = 1,(3) mdc(z1, x1) = 1,(4) x1 e y1 possuem paridades distintas.Na verdade, dos resultados do Exemplo 3, teríamos que mdc(x2

1, y
2
1) = mdc(y21, z1) =

mdc(z1, x
2
1) = 1, mas estas últimas igualdades impliam em (1), (2) e (3), respeti-vamente. Por exemplo, omo mdc(x2

1, y
2
1) = 1, temos que existem números inteiros

p, q ∈ Z tais que
px2

1 + qy21 = 1.Mas tal equação ainda pode ser reesrita sob a forma
(px1)x1 + (qy1)y1 = 1,isto é, existe números inteiros r = px1 e s = qy1 tais que

rx1 + sy1 = 1.Isto quer dizer que mdc(x1, y1) = 1. As igualdades (2) e (3) são justi�adas analo-gamente. A justi�ativa para (4) é ainda simples. Pelo Exemplo 3, teríamos que x2
1e y21 possuem paridades distintas, ou seja, um deles é par enquanto o outro é ímpar.Mas isso é o mesmo que provar que se x1 e y1 possuem a mesma paridade, então x2
1e y21 também possuem e, de fato, isso aontee. Então (4) está justi�ado.45



3.4. A EQUAÇ�O DE FERMAT X4 + Y 4 = Z4Feitas essas observações, suponha, sem perda de generalidade, que x1 é ímpar e
y1 é par. Sendo y1 par, temos que z1 deve ser ímpar por ausa de (2). Vamos provaragora que

mdc(z1 − x2

1, z1 + x2

1) = 2. (3.21)Com efeito, se d divide z1− x2
1 e z1 +x2

1, então d divide (z1−x2
1) + (z1 +x2

1) = 2z1 etambém divide (z1 + x2
1)− (z1 − x2

1) = 2x2
1. Mas omo vale (3) e z1 é ímpar, segueque d = 2 e (3.21) está provado.Agora, omo (x1, y1, z1) é solução de (3.19), segue que x4

1 + y41 = z21 e, então,
y41 = z21 − x4

1.Já que y1 é um número par, existe k ∈ N tal que
(z1 − x2

1)(z1 + x2

1) = y41 = (2k)4 = 16k4 = 2 · 8 · k4.Logo, omo vale (3.21), temos que um dos números (z1 − x2
1) e (z1 + x2

1) é divisívelpor 2 e não por 4, e o outro é divisível por 8.A seguir, vamos mostrar que
y1 = 2ab, om mdc(a, b) = 1. (3.22)Já vimos que (z1 − x2

1)(z1 + x2
1) = y41 e que um dos números que fazem parte dessafatoração de y41 é divisível por 2 e não por 4, e o outro é divisível por 8. Denotaremospor s a parela que é divisível por 2 e não por 4, e por t a parela que é divisívelpor 8. Fiamos, então, om a seguite expressão:

y41 = s · t. (3.23)
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3.4. A EQUAÇ�O DE FERMAT X4 + Y 4 = Z4Assim, existem inteiros positivos s′ e t′ tais que
s = 2s′ e t = 8t′, om mdc(s′, t′) = 1. (3.24)Para mostrar que vale (3.22), vamos mostrar que existem a e b naturais tais que
s′ = a4 e t′ = b4, om mdc(a, b) = 1. (3.25)As igualdades em (3.25) são provadas da seguinte maneira: mostraremos que se pé um número primo que divide s′ (ou seja, vamos supor que o primo p faça parteda fatoração de s′), então p4 também divide s′ (ou seja, p4 também faz parte dafatoração de s′). Suponha, primeiramente, que p 6= 2 seja um primo que divide s′.Como s = 2s′ não é divisível por 4, temos que p não pode dividir 8 nem 2. Mas pdivide s′ e, portanto, p não pode dividir t′, já que s′ e t′ são primos entre si. Agora,já que p divide s′, temos que p também divide y41 por (3.23), o que implia que pdivide y1. Mas se p é um número primo dividindo y1, temos que p4 divide y41. Sendo

p 6= 2 e p4|y41 = 2s′ ·8t′, segue que p4|s′ · t′, já que p não divide 2 nem 8. Só que p nãodivide t′ e omo mdc(s′, t′) = 1, temos que p4 divide s′. O aso em que p = 2 nãopode aonteer, porque omo s = 2s′ não é divisível por 4, s′ não pode ser divisívelpor 2.O que provamos a�nal? Mostramos que qualquer primo que divide s′, apareequatro vezes na fatoração de s′ e omo podemos fatorar o número s′ em fatores deprimos, resulta que existe a ∈ N tal que
s′ = a4.Então, ombinando (3.23) e (3.24), teremos que

y41 = 2a4 · 8t′ = (2a)4 · t′47



3.4. A EQUAÇ�O DE FERMAT X4 + Y 4 = Z4o que implia que t′ é também uma potênia de 4, ou seja, existe b ∈ N om
mdc(a, b) = 1 tal que t′ = b4. Fiamos, então, om

y41 = (2a)4 · b4,isto é, provamos (3.22). Observando, portanto, (3.24), temos duas situações: ou
z1 − x2

1 = 2a4 e z1 + x2

1 = 8b4, (3.26)ou
z1 − x2

1 = 8b4 e z1 + x2

1 = 2a4, (3.27)om mdc(a, b) = 1 e a é ímpar (podemos supor isso sem perda de generalidade).Suponha que a situação (3.26) aontee. Então fazendo a diferença entre a segundae primeira equação, obtemos
2x2

1 = 8b4 − 2a4.Dividindo esta última equação por 2, �amos om
x2

1 = 4b4 − a4.Logo, x2
1+a4 = 4b2. Isto quer dizer que 4 divide x2

1+a2, ou seja, x2
1 ≡ −a4 (mod 4).Agora, omo x1 é um número ímpar, temos que

x1 ≡ 1 (mod 4) ou x1 ≡ 3 ≡ −1(mod 4).O mesmo aontee para a, já que a também é um número ímpar. Logo,
x2

1 ≡ 1 (mod 4)
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3.4. A EQUAÇ�O DE FERMAT X4 + Y 4 = Z4ou
x2

1 ≡ 32 = 9 ≡ 1 (mod 4).Daí, x1 ≡ 1 (mod 4) e também a ≡ 1 (mod 4). Assim, �amos om as seguintesongruênias:
x2

1 ≡ 1 (mod 4), (3.28)
x2

1 ≡ −a4 (mod 4) e − a4 ≡ −1 (mod 4). (3.29)Usando as propriedades, obtemos de (3.29) que x2
1 ≡ −1 (mod 4). Assim, omo(3.28) é equivalente a 1 ≡ x2

1 (mod 4), temos que 1 ≡ −1 (mod 4), pela transitividadeda ongruênia, e isto é um absurdo, já que 4 não divide 2. Portanto, a situação(3.26) não pode oorrer. Portanto, a únia situação possível é a (3.27).Valendo das equações (3.27), obtemos 2a4 − 8b4 = 2x2
1, que é o mesmo que

a4 − x2
1 = 4b2. Mostraremos que omo mdc(a, b) = 1, temos que mdc(a, x1) = 1. Defato, seja d um número que divide a e x1 ao mesmo tempo. Então, d divide a4 e x2

1e, por onseguinte, divide a4 − x2
1 = 4b4, ou seja, d divide 4b4. Como d divide a e aé um número ímpar, temos que d não divide 4 e, portanto, divide b4. Se d não fosse

1, poderíamos tomar um primo p que dividisse d e, portanto, tal primo dividiria ae b4, ou seja, este primo dividiria a e b ao mesmo tempo. Isto implia que p = 1, oque é uma ontradição, já que 1 não é primo. Vamos usar que mdc(a, x1) = 1 emseguida.Novamente das equações (3.27), temos que z1 = a4 + 4b4, onde 0 < a < z1 e
4b4 = (a2 − x1)(x

2 + x1).Agora, omo mdc(a, x1) = 1, podemos fazer os mesmos álulos de (3.21), paraonluir que
mdc(a2 − x1, a

2 + x1) = 2.49



3.4. A EQUAÇ�O DE FERMAT X4 + Y 4 = Z4Fazendo uso das mesmas ideias que utilizamos para hegar nas situações (3.26)e (3.27), e os argumentos que usamos para mostrar que (3.26) não pode oorrer,podemos onluir que existem x2 e y2 primos entre si tais que b = x2y2 e






a2 − x1 = 2x4
2,

a2 + x1 = 2y42.Pondo a = z2 e somando estas duas últimas equações, obtemos que 2z22 = 2x4
2+2y42,ou seja,

x4

2 + y42 = z22 ,om 0 < z2 < z1 e isto ontradiz a minimalidade de z1.Exemplo 7. (Equação de Fermat para n = 4) A equação
x4 + y4 = z4 (3.30)não possui solução inteira.Solução: Sabemos, pelo Exemplo 6, que a equação x4 + y4 = z2 não possuesoluções inteiras. Se (3.30) possui uma solução (x1, y1, z1) é porque este terno satisfaz

x4

1 + y41 = z41 = (z21)
2.Assim, omo z1 ∈ Z, temos que z21 ∈ Z. Pondo z2 = z21 , temos que existe um terno

(x1, y1, z2) tal que
x4

1 + y41 = z22 ,o que ontradiz o Exemplo 6.Observação: É possível provar que a equação de Fermat x3 + y3 = z3 tambémnão possui soluções inteiras, mas isto é mais ompliado.50



3.5. O ÚLTIMO TEOREMA DE FERMAT3.5 O Último Teorema de FermatNessa seção, ontaremos uma pouo da história do Último Teorema de Fermat(on�ra [10℄).Pierre de Fermat foi um matemátio franês do séulo XVII, que fez muitasdesobertas na teoria dos números. O livro grego Arithmetia iniiou Fermat nosestudos em Matemátia e, neste livro, ele ostumava fazer anotações em suas mar-gens. Tais anotações foram perdidas om o passar do tempo, mas ainda podem serlidas em um livro publiado anos após sua morte por seu �lho. Em uma dessas ano-tações, Fermat esreveu uma pequena observação que deixaria futuros matemátiosuriosos, obeados e deson�ados: tratava de um dos problemas mais famosos detodos os tempos e �ou onheido omo o Último Teorema de Fermat.Este problema não foi resolvido durante séulos, apesar de seu enuniado sertão simples que qualquer um pode entender. Por exemplo, podemos nos perguntarquais são as soluções inteiras da equação x2 + y2 = z2, omo �zemos no Exemplo 3(vide Figura 3.2). Esta equação nada mais é do que o Teorema de Pitágoras queaprendemos quando ainda somos rianças. Rapidamente somos ensinados que, porexemplo, 32+42 = 52 ou que 52+122 = 132. Portanto, é natural se questionar, omoFermat o fez, se existem soluções inteiras para as equações x3+y3 = z3, x4+y4 = z4,
x5 + y5 = z5 e assim por diante. Mais geralmente, nos perguntamos quais são assoluções inteiras da equação

xn + yn = zn (3.31)para qualquer n ∈ N. Voltando a observação que Fermat havia deixado em seulivro, ele esreveu simplesmente que a equação (3.31) não tinha soluções inteiras,para qualquer n ∈ N. Mais do que isso, ele esreveu que poderia provar tal resultadosó que as margens daquele livro eram urtas demais para onter sua demonstração.Esse não foi o último problema que Fermat deixou para os futuros matemátios.51



3.5. O ÚLTIMO TEOREMA DE FERMAT
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Figura 3.2: Representação geométria do Teorema de Pitágoras.Como já menionado, ele ostumava esrever muitas oisas nas margens daquelelivro trazendo muitos questionamentos sobre a validade de alguns resultados. Como passar do tempo, vários matemátios tomaram tais anotações omo desa�os eresolveram um por um. O último a ser resolvido foi o problema (3.31) e, por isso, éhamado de Último Teorema de Fermat.Esse problema �ou sem solução por aproximadamente 300 anos e desa�ou mui-tos matemátios durante todo esse tempo. Por exemplo, Gauss, Galois, Kummer,Euler e Sophie Germain foram importantes nomes que tentaram ataar esse pro-blema e não onseguiram uma solução. Depois de algum tempo, vários matemátiosomeçaram a duvidar se, de fato, Fermat possuia uma demonstração.No iníio dos anos 1970, um novo nome omeçou a surgir na Matemátia. An-drew Wiles omeçou a estudar Matemátia na Universidade de Cambridge sob aorientação do professor John Coates. Segundo ele, Wiles era dono de ideias profun-das e que sempre o onsiderou um matemátio que teria grande futuro, mas nãoareditava que ele fosse apaz de demonstrar um problema omo o Último Teorema52



3.5. O ÚLTIMO TEOREMA DE FERMATde Fermat. Nessa époa, muitos areditavam que esse problema não poderia sersoluionado, inlusive Coates que inentivou Wiles a não seguir tentando enfrentareste problema. Por isso, Andrew omeçou a estudar equações elíptias e deixou umpouo de lado o problema de Fermat.Entretanto, um professor da Universidade de Prineton hamado Goro Shimura,juntamente om seus olegas, ontinuaram om o sonho de onseguir uma demons-tração para o problema de Fermat. Dentro desse grupo havia um jovem hamadoUtaka Taniyama. Juntamente om Shimura, Taniyama estudou funções modularese em 1955, em um ongresso, Taniyama enuniou dois problemas em aberto. Umdesses problemas �ou onheida omo Conjetura de Taniyama-Shimura e tal on-jetura, aso estivesse orreta, ligava as teorias de formas modulares e urvas elípias.Infelizmente, em 1958, Taniyama suiidou-se e não p�de ver a grande ontribuiçãodo seu trabalho no deorrer dos anos seguintes.Naquele tempo, ninguém pensava que a onjetura de Taniyama-Shimura teriaalguma ligação om o Último Teorema de Fermat até o omeço dos anos 1980. Em1985, Gerhard Frey, um matemátio alemão, supos que se há uma solução para aequação (3.31), existe uma urva elíptia que ontraria a Conjetura de Taniyama-Shimura. Isto quer dizer que se o problema de Fermat fosse falso, então a Conjeturade Taniyama-Shimura também seria. Dito de outra maneira, se Taniyama-Shimurafosse verdadeiro, então Fermat seria verdadeiro. Essa onjetura de Frey �ou o-nheida omo Conjetura Épsilon e foi Kenneth Ribet quem a provou.Nesse momento, Andrew abandonou todas as suas pesquisas e omeçou a traba-lhar em ima da Conjetura de Taniyama-Shimura e isso durou sete anos. Nos doisprimeiros anos, Andrew não teve progresso algum, tentando arranjar uma estratégiaque pudesse dar erto. Apenas depois de 4 anos, em 1991, é que Wiles onseguiualgo para avançar em sua pesquisa. Depois de seis anos de silênio, ele falou de seuprogresso sobre a solução da Conjetura de Taniyama-Shimura para um professor da53



3.5. O ÚLTIMO TEOREMA DE FERMATUniversidade de Prineton hamado Nik Katz. Mais ainda, ele falou que ahava quetinha onseguido provar tal onjetura. Andrew deidiu, então, expor suas ideiasem onferênias das quais Nik poderia assistir e ver se realmente sua demonstraçãoestava orreta, e em Maio de 1993 Andrew Wiles areditava ter provado o ÚltimoTeorema de Fermat.Um dia após Andrews apresentar sua demonstração, todos os jornais ao redordo mundo publiaram que ele tinha provado o Último Teorema de Fermat e logo�ou famoso. Só que depois de algum tempo, Andrew desobriu que havia um errono �nal de sua demonstração. Depois disso, Andrew omeçou a trabalhar nesteerro e onvidou seu antigo aluno, Rihard Taylor, para estudar om ele, mas nadaonseguiu até então. Depois de uma grande persistênia, Andrew onseguiu onser-tar seu erro e, de fato, provou um dos prinipais problemas do séulo. Portanto,a Conjetura de Taniyama-Shimura foi provada e, portanto, o último Teorema deFermat.
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Capítulo 4
Equações de Pell

Neste apítulo, vamos determinar todas os números inteiros que satisfazem aequação de Pell, isto é, equações do segundo grau om duas inógnitas da forma
x2 − Ay2 = 1,em que A é um número inteiro positivo que não é um quadrado perfeito, isto é, nãoexiste um número inteiro a tal que A = a2.Para resolver este tipo de equação, devemos primeiramente observar o métodode desenvolvimento em frações ontínuas de números irraionais, omo por exem-plo, números irraionais do tipo √
A. Segundo o Algoritmo de Eulides, qualquernúmero raional se desenvolve em fração ontínua om um número �nito de termos,ao ontrário dos números irraionais, ujas frações ontínuas que os representam sãoin�nitas. Desenvolvamos em fração ontínua, por exemplo, o número irraional √2.Note que

(
√
2− 1)(

√
2 + 1) = 2− 1 = 1
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e, portanto,
√
2− 1 =

1√
2 + 1que pode ser esrito ainda omo segue

√
2− 1 =

1

2 + (
√
2− 1)

.Assim, tendo em vista a última igualdade aima, temos que:
√
2− 1 =

1

2 + (
√
2− 1)

=
1

2 +
1

2 + (
√
2− 1)

,ou seja,
√
2 = 1 +

1

2 + (
√
2− 1)

= 1 +
1

2 +
1

2 + (
√
2− 1)

.Substituindo novamente o termo entre parênteses, obtemos ainda que
√
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

2 + (
√
2− 1)

.

Continuando este proedimento, obteremos o seguinte desenvolvimento para √
2 emfração ontínua:

√
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
. . . . (4.1)

Observe que o proedimento para o desenvolvimento em fração ontínua, apliado
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anteriormente, é baseado na utilização de identidades do tipo
(
√
m2 + 1−m) · (

√
m2 + 1 +m) = 1,que não é válido para quaisquer números irraionais. Este proedimento pode serusado naqueles asos que o número inteiro A pode se expressar na forma

A = m2 + 1,em que m é um número inteiro não nulo. Por exemplo, em nosso aso temos que
m = 1, já que

√
2 =

√
12 + 1 =

√
1 + 1.O mesmo poderia ser feito para √

5, já que
√
5 =

√
22 + 1.A título de uriosidade, para o aso geral, existem proedimentos relativamentesimples para o desenvolvimento de um número irraional √A em frações ontínuas.Fazendo o mesmo que �zemos para o aso das frações ontínuas �nitas, pode-mos formar uma sequênia de frações reduzidas δ1, δ2, δ3, . . . para a fração ontínuain�nita (4.1), da seguinte maneira:

δ1 = 1 e, portanto, δ1 < √
2;

δ2 = 1 +
1

2
=

3

2
e, portanto, δ2 > √

2;

δ3 = 1 +
1

2 +
1

2

=
7

5
e, portanto, δ3 < √

2;
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δ4 = 1 +
1

2 +
1

2 +
1

2

=
17

12
e, portanto, δ4 > √

2;e assim por diante. Tendo em vista o proedimento de formação das frações reduzi-das do apítulo anterior, podemos deduzir as seguintes relações:
δ1 < δ3 < · · · < δ2k+1 < . . . <

√
2,

δ2 > δ4 > · · · > δ2k > . . . >
√
2.Em geral, se tomarmos o desenvolvimento em fração ontínua in�nita de umnúmero irraional α,

α = q1 +
1

q2 +
1

q3 +
. . . ,então onseguimos ainda as seguintes desigualdades para as frações reduzidas

δ1 < δ3 < . . . < δ2k+1 < . . . < α < δ2k < . . . < δ4 < δ2. (4.2)Da mesma forma que denotamos anteriormente, façamos
δk =

Pk

Qk

,em que






Pk = Pk−1qk + Pk−2

Qk = Qk−1qk + Qk−2são as mesmas obtidas em (2.6), já que em momento algum da dedução destas fórmu-las, foi exigida a hipótese de que a fração ontínua fosse �nita. Consequentemente,
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a relação (2.7) ontinua válida:
δk − δk−1 =

(−1)k

QkQk−1

(4.3)Por exemplo, note que para as frações reduzidas de √
2, temos que

δ3 − δ2 =
7

5
− 3

2
=

−1

10
=

−1

5 · 2e
δ4 − δ3 =

17

12
− 7

5
=

1

60
=

1

12 · 5 ,que oinidem om os resultados obtidos na relação (4.3).Em partiular, utilizando (4.3), temos que
δ2k − δ2k+1 = −(δ2k+1 − δ2k)

= −
[

(−1)2k+1

Q2k+1Q2k

]

= −
[

(−1)2k · (−1)

Q2k+1Q2k

]

=
1

Q2k+1Q2k

.Provado isto, vamos mostrar que a seguinte desigualdade é válida:
0 < P2k − αQ2k <

1

Q2k+1

, (4.4)onde α = q1 +
1

q2 +
1

q3 +
. . . . Com efeito, temos que

α < δ2k =
P2k

Q2k

,59



ou seja,
αQ2k < P2ke, portanto,

P2k − αQ2k > 0.Isto prova uma das desigualdades de (4.4). Além disso, sabemos que
δ2k+1 < α < δ2k,para ada k ∈ N, donde −δ2k+1 > −α. Logo,

δ2k − α < δ2k − δ2k+1 =
1

Q2k+1Q2k

.Mas δ2k = P2k

Q2k
e, portanto,

P2k

Q2k

− α <
1

Q2k+1Q2k

.Multipliando esta última desigualdade por Q2k, obtemos
P2k − αQ2k <

1

Q2k+1

,provando assim a outra desigualdade de (4.4).Vamos apliar agora os resultados obtidos para resolver a equação
x2 − 2y2 = 1. (4.5)
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Podemos esrever o primeiro membro da equação aima omo segue
x2 − 2y2 = (x−

√
2y)(x+

√
2y).Agora, onsideramos que x = P2k e y = Q2k, onde P2k e Q2k são, respetivamente, onumerador e o denominador da fração reduzida orrespondente do desenvolvimentode √2 em fração ontínua. Vamos mostrar que, para ada k ∈ N, [x = P2k, y = Q2k]é solução da equação (4.5).De fato, podemos esrever

P 2

2k − 2Q2

2k = (P2k −
√
2Q2k)(P2k +

√
2Q2k) (4.6)Agora, note que o primeiro membro da última igualdade é um número inteiro e,portanto, o segundo membro também o é. Vamos mostrar que o número P 2

2k − 2Q2
2ké maior do que 0 e menor do que 2 e, portanto, terá que ser igual a 1. Com efeito,utilizando a desigualdade (4.4) om α =

√
2, temos

0 < P2k −
√
2Q2k <

1

Q2k+1

(4.7)Assim, omo P2k +
√
2Q2k > 0, temos que o seguno membro de (4.6) é positivo e,portanto,

P 2

2k − 2Q2

2k > 0.
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Por outro lado, de P2k − αQ2k < 1

Q2k+1
, temos

P2k −
√
2Q2k <

1

Q2k+1

=
1

Q2kq2k+1 +Q2k−1

=
1

2Q2k +Q2k−1

<
1

2Q2k

,já que q2k+1 = 2. Mas de (4.2), temos que
δ2k =

P2k

Q2k

>
√
2e, portanto,

√
2Q2k < P2k.Somando P2k em ambos os lados da última desigualdade, tem-se que

P2k +
√
2Q2k < 2P2k.Sendo assim, obtemos as seguintes desigualdades para as expressões que ompõe amultipliação do segundo membro de (4.6):

P2k −
√
2Q2k <

1

2Q2k

,

P2k +
√
2Q2k < 2P2k.Multipliando estas duas desigualdades, obtemos que

(P2k −
√
2Q2k) · (P2k +

√
2Q2k) <

2P2k

2Q2k

=
P2k

Q2k

,62



ou seja,
P 2

2k − 2Q2

2k <
P2k

Q2k

.Assim, de (4.7), tem-se que
P 2

2k − 2Q2

2k <
P2k

Q2k

=
1

Q2k

· P2k

<
1

Q2k

(√
2Q2k +

1

Q2k+1

)

=
√
2 +

1

Q2kQ2k+1e omo k ≥ 1,
1

Q2kQ2k+1

≤ 1

Q2Q3

=
1

2 · 5 =
1

10
.Portanto,

P 2

2k − 2Q2

2k <
√
2 +

1

Q2kQ2k+1

<
√
2 +

1

10

< 2.Sendo assim, temos que
0 < P 2

2k − 2Q2

2k < 2,ou seja,
P 2

2k − 2Q2

2k = 1.Portanto, [P2k, Q2k] são as soluções da equação x2 − 2y2 = 1, para ada k ≥ 1. En-tretanto, não sabemos se tais soluções são todas as soluções possíveis desta equação.
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Naturalmente, surge a pergunta de omo obter todas as soluções inteiras daequação
x2 −Ay2 = 1 ⇔ x+

√
Ay =

1

x−
√
Ay

, (4.8)em que A é um número inteiro positivo e √
A é um número irraional. Para en-ontrar todas essas soluções, devemos onheer pelo menos uma solução partiular.De aordo om o que �zemos para a equação (4.5), podemos onluir que equaçõesdessa natureza possuem, de fato, soluções. A partir de agora, vamos estudar o pro-blema de obter todas as soluções inteiras de (4.8) sendo onheida uma determinadasolução. Não vamos nos preoupar aqui se a equação (4.8) possui, pelo menos, umasolução inteira diferente da trivial x = 1 e y = 0. Assumiremos que isto sempreoorre.Suponha que a equação (4.8) possui uma solução não trivial [x0, y0] om x0 > 0,

y0 > 0 e
x2

0 − Ay20 = 1. (4.9)Diremos que a solução [x0, y0] é mínima se, pondo x = x0 e y = y0, o número x+
√
Ay é o menor valor possível entre todos os seus valores ao substituir x e y por todasas possívels soluções positivas não nulas da equação (4.8). Por exemplo, a soluçãomínima da equação (4.5) é [x0 = 3, y0 = 2], já que a equação não possui soluçõesinteiras positivas menores do que essa, omo é fáil de omprovar ao substituirmosos números inteiros positivos menores do que 3 e 2. Na verdade, a solução maispróxima desta equação é quando x = 17 e y = 12, mas não temos que

17 + 12
√
2 < 3 + 2

√
2.Vamos provar agora que uma solução mínima da equação (4.8) tem que ser únia.De fato, suponha que existem duas soluções mínimas [x1, y1] e [x2, y2] que dão um64



mesmo valor ao número x+
√
Ay. Logo,

x1 +
√
Ay1 = x2 +

√
Ay2. (4.10)Daí,

x1 − x2 = (y2 − y1)
√
A.Mas √A é um número irraional, enquanto que x1, x2, y1 e y2 são números inteiros.Isto é um absurdo, pois (y2 − y1)

√
A 6∈ Q e x1 − x2 ∈ Q. Esta ontradição nos dáque x1 = x2 e y1 = y2. Portanto, a solução mínima é únia.Provemos uma outra propriedade muito importante das soluções da equação(4.8). Seja [x1, y1] uma dessas soluções. Então
x2

1 − Ay21 = 1,ou ainda,
(x1 +

√
Ay1)(x1 −

√
Ay1) = 1. (4.11)Elevemos os dois membros da equação (4.11) ao número n ∈ N. Fiamos om aseguinte expressão:

(x1 +
√
Ay1)

n(x1 −
√
Ay1)

n = 1.Pela fórmula do bin�mio de Newton, obtemos
(x1 +

√
Ay1)

n = xn
1 + nxn−1

1

√
Ay1 +

n(n− 1)

2
xn−2

1 Ay21 + · · ·+ (
√
A)nyn1(4.12)

:= xn +
√
Ayn.pois (√A)n é igual a Ak se n = 2k e (

√
A)n é igual a Ak

√
A se n = 2k + 1. Vamos65



mostrar que os números xn e yn também satisfazem a equação (4.8). Com efeito, daigualdade (4.13) podemos troar o sinal de √
A e obter que

(x1 −
√
Ay1)

n = xn −
√
Ayn.Daí,

1 = (x1 +
√
Ay1)

n(x1 −
√
Ay1)

n

= (xn +
√
Ayn)(xn −

√
Ayn)

= x2

n − Ay2n,ou seja, [xn, yn] é uma solução da equação (4.8). Finalmente, podemos demonstraro seguinte teorema que, além de enerrar este apítulo, nos dá todas as soluções daequação (4.8), desde que saibamos qual é a solução mínima desta equação.Teorema 5. Qualquer solução de (4.8) é da forma:






















xn =
1

2
[(x0 + y0

√
A)n + (x0 − y0

√
A)n]

yn =
1

2
√
A
[(x0 + y0

√
A)n − (x0 − y0

√
A)n]

(4.13)
onde [x0, y0] é solução mínima.Demonstração. Suponha, por absurso, que existe uma solução inteira [x′, y′] da equa-ção (4.8) tal que a igualdade

x′ +
√
Ay′ = (x0 +

√
Ay0)

n (4.14)não seja verdadeira para nenhum número natural n. Veja que, pelo que �zemos66



anteriormente, se [x0, y0] é uma solução de (4.8), então deveremos ter
(x0 +

√
Ay0)

n = xn +
√
Ayn.Dizer que a solução [x′, y′] não satisfaz a igualdade (4.14), é dizer que ela não é daforma (4.13). Chegando a um absurdo, teremos provado que (4.13) nos dá todas assoluções da equação (4.8).Note primeiramente que a sequênia

x0 +
√
Ay0, (x0 +

√
Ay0)

2, (x0 +
√
Ay0)

3, . . .rese ilimitadamente, já que x0, y0 ≥ 1 e x0 +
√
Ay0 > 1. Como [x0, y0] é a soluçãomínima de (4.8), se [x′, y′] for uma outra solução, temos, por de�nição, que

x′ +
√
Ay′ > x0 +

√
Ay0.Portanto, é possível enontrar um número natural n ≥ 1 tal que

(x0 +
√
Ay0)

n < x′ +
√
Ay′ < (x0 +

√
Ay0)

n+1. (4.15)Agora, observe que
(x0 +

√
Ay0)(x0 −

√
Ay0) = x2

0 − Ay20 = 1 > 0,ou seja, x0 −
√
Ay0 > 0, já que x0 +

√
Ay0 > 0. Logo, (x0 −

√
Ay0)

n > 0 e, então,
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multipliando este fator em (4.15), as desigualdades não se alteram e �amos om:
(x0 +

√
Ay0)

n(x0 −
√
Ay0)

n < (x′ +
√
Ay′)(x0 −

√
Ay0)

n

< (x0 +
√
Ay0)

n+1(x0 −
√
Ay0)

n. (4.16)Agora, omo
(x0 +

√
Ay0)

n(x0 −
√
Ay0)

n = [(x0 +
√
Ay0)(x0 −

√
Ay0)]

n

= (x2

0 − Ay20)
n

= 1n

= 1então,
(x0 +

√
Ay0)

n+1(x0 −
√
Ay0)

n = (x0 +
√
Ay0)[(x0 +

√
Ay0)

n(x0 −
√
Ay0)

n]

= x0 +
√
Ay0.Além disso,

(x′ +
√
Ay′)(x0 −

√
Ay0)

n = (x′ +
√
Ay′)(xn −

√
Ayn)

= x′xn − x′
√
Ayn +

√
Ay′xn −Ay′yn

= x′xn − Ay′yn +
√
A(y′xn − x′yn)

:= x+
√
Ay,onde x e y são números inteiros. Com isso, a desigualdade (4.16) torna-se a seguinte:

1 < x+
√
Ay < x0 +

√
Ay0 (4.17)68



Vamos demonstrar que [x, y] é solução da equação (4.8) e assim hegar numa on-tradição, visto que [x0, y0] é a solução mínima da equação. Com efeito, temos aigualdade
x+

√
Ay = (x′ +

√
Ay′)(x0 −

√
Ay0)

n.Troando o sinal de √
A, temos ainda que
x−

√
Ay = (x′ −

√
Ay′)(x0 +

√
Ay0)

n.Então
(x+

√
Ay)(x−

√
Ay) = x2 −Ay2.Mas

(x+
√
Ay)(x−

√
Ay) = (x′ +

√
Ay′)(x0 −

√
Ay0)

n(x′ −
√
Ay′)(x0 +

√
Ay0)

n

= (x′ +
√
Ay′)(x′ −

√
Ay′)(x0 +

√
Ay0)

n(x0 −
√
Ay0)

n

= ((x′)2 −A(y′)2)(x2

0 − Ay20)
n

= 1,já que [x′, y′] e [x0, y0] são soluções de (4.8).Finalmente, vamos provar x > 0 e que y > 0. De fato, note que se x = 0, entãoa igualdade
(x+

√
Ay)(x−

√
Ay) = 1torna-se

−Ay2 = 1,o qual não pode aonteer pois desde o iníio estamos supondo A > 0. Por outrolado, se y = 0, então x2 = 1, que também não é possível aonteer, pois da desi-69



gualdade (4.17), temos que x > 1. Observemos ainda que x e y possuem o mesmosinal. Com efeito, supondo que os sinais de x e y são diferentes, então x e −ytêm o mesmo sinal. Comparando os valores absolutos das expressões x +
√
Ay e

x−
√
Ay = x+

√
A(−y), resulta que o valor absoluto da primeira expressão é menordo que o valor absoluto da segunda, já que na primeira x e y têm sinais troadosenquanto que na segunda, eles possuem o mesmo sinal, lembrando que √

A > 0.Mas de (4.17), sabemos que
x+

√
Ay > 1e, portanto, x−

√
Ay também é maior do que 1, em valor absoluto. Mas

(x+
√
Ay)(x−

√
Ay) = 1,o que é um absurdo, pois a multipliação de dois números maiores do que 1, é maiordo que 1. Portanto, os sinais de x e y devem ser iguais e eles são não nulos. Assim,novamente da desigualdade (4.17), se deduz que ambos x e y são estritamente posi-tivos.Portanto, supondo que existe uma solução [x′, y′] da equação (4.8) tal que aigualdade (4.14) não se estabeleça para nenhum valor natural de n, onseguimos de-terminar uma solução [x, y] desta equação, onde x e y são números inteiros positivose que satisfazem a desigualdade (4.17). Isto é um absurdo, pois ontradiz a de�nção

[x0, y0] ser a solução mínima de (4.8). Com isso, supondo que existe uma solução quenão satisfaz a igualdade (4.14), hegamos a uma ontradição. Dito de outro modo,demonstramos que todas as soluções da equação (4.8) podem ser obtidas atravésda fórmula (4.14), isto é, qualquer solução [x, y] desta equação se obtém através daigualdade
x+

√
Ay = (x0 +

√
Ay0)

n, (4.18)70



om n ≥ 0, onde [x0, y0] é a solução mínima de (4.8). Troando o sinal de √
A naigualdade (4.18), obtemos que

x−
√
Ay = (x0 −

√
Ay0)

n, (4.19)Somando e substraindo as expressões (4.18) e (4.19), obtemos (4.13) om x = xne y = yn, que são fórmulas explíitas para a determinação das soluções [x, y] daequação (4.8), onde x e y são números inteiros positivos.Exemplo 8. Na equação
x2 − 2y2 = 1,temos que a solução mínima é [3, 2]. Portanto, todas as soluções desta equação sãodadas pela fórmula























xn =
1

2
[(3 + 2

√
2)n + (3− 2

√
2)n]

yn =
1

2
√
2
[(3 + 2

√
2)n − (3− 2

√
2)n]Quando n = 2, 3, por exemplo, tem-se que [17, 12] e [99, 70] são soluções inteiras daequação dada, omo se pode veri�ar sem muitas di�uldades.
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