& Universidade Federal da Paraiba

AA Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
A A Ati
y Vv N Departamgntf) de I\/Iatematlca/ |
Mestrado Profissional em Matematica
PROFMAT em Rede Nacional PROFMAT

A aprendizagem das fracoes e seus
obstaculos:

por
Thalita Thoé Rodrigues Alves

sob orientacao do

Prof. Dr. Eduardo Goncalves dos Santos

Dissertacdo apresentada ao Corpo Do-
cente do Mestrado Profissional em Ma-
tematica em Rede Nacional PROFMAT-
CCEN-UFPB, como requisito parcial para
obtencio do titulo de Mestre em Mate-
matica.

outubro/2018
Jo3o Pessoa - PB

fO presente trabalho foi realizado com apoio da CAPES, Coordenacdo de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior.



A aprendizagem das fracoes e
seus obstaculos

por

Thalita Thé Rodrigues Alves

Dissertacdo apresentada ao Corpo Docente do Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional PROFMAT-CCEN-UFPB, como requisito parcial para obtencdo do
titulo de Mestre em Matematica.

Area de Concentracdo: Ensino da Matematica

Aprovada por:

Prof. Dr. Eduardo Goncalves dos Santos - UFPB (Orientador)

Prof. Dr. Bruno Henrique Carvalho Ribeiro - UFPB (Membro Interno)

Prof. Dr. Eudes Mendes Barboza - UFRPE (Membro Externo)

outubro/2018



Agradecimentos

Primeiramente a Deus, pela forca espiritual para realizacao desse trabalho.

A minha familia pelo apoio, motivacao, pelo amor compartilhado nesse processo
que ¢é viver.

Aos meus pais, Edson Tho Rodrigues e Sandra de Fatima Paulino Tho Rodrigues,
pela minha vida, acolhimento, apoio, conselhos e incentivo que foram imprescindiveis
para a conclusao dessa etapa, e estarem sempre comigo.

Ao meu marido, Clayriston Sousa Alves, pela compreensao e incansével apoio ao
longo da elaboragao deste trabalho.

A minha filha Catarina, um presente de Deus na minha vida, que ainda dentro
da barriga teve que acompanhar as aulas do PROFMAT e que tao cedo foi forcada
a entender que tinha que esperar a mamae terminar o estudo para poder brincar.

A todos os professores do PROFMAT pelos ensinamentos. Em especial, a meu
orientador, Prof. Dr. Eduardo Gongcalves dos Santos, pelo grande apoio nesta
jornada.

Aos amigos e colegas que fiz durante o PROFMAT, posso dizer que sem vocés,
nao teria conseguido percorrer esta trajetoria. Especialmente, a Joelson Lima da
Silva, pelo apoio, pelo incentivo e pelas horas de estudo em conjunto, fundamentais

para O 0SSO SucCesso.

il



Dedicatoria

A todos que direta ou indiretamente es-
tiveram presentes nesta etapa da minha
vida.

v



Resumo

Tudo leva a crer que as primeiras fracoes surgiram no Antigo Egito, por volta de 3000
anos a.C., e muito provavelmente foram as necessidades praticas que motivaram seu
aparecimento. Desde entao, o conceito de fracao e suas representacoes evoluiram ao
longo das civilizagoes até o que conhecemos atualmente como ntimeros fracionérios,
incluindo neste contexto a sua notacao moderna. No atual Sistema Educacional
Brasileiro, o estudo dos ntiimeros fracionarios inicia-se na primeira etapa do Ensino
Fundamental, normalmente no 4° ano, e é quando se expande os niimeros estudados.
Neste momento, os alunos sao levados a perceber que os naturais sao insuficientes
para resolver determinados problemas, aparecem assim os ditos "numeros quebra-
dos". A primeira estratégia de ensino utilizada para introduzir o conceito de fragao
¢ o modelo conhecido como parte-todo e geralmente as situacoes-problema sao apre-
sentadas por figuras de um todo dividido (barra, bolo, chocolate, pizza, entre outros)
em partes iguais, com algumas dessas pintadas. Em seguida, sao abordadas outras
ideias para fracoes, tais como: razao, quociente e nimero, porém nem sempre con-
templadas e trabalhadas de maneira a favorecer a construcao do "megaconceito"
de fracoes. Depois, sao apresentadas as operagoes com fracoes, normalmente cen-
tradas em memorizacao de regras e procedimentos. Todavia, a grande maioria dos
alunos apresenta dificuldades, mesmo estudando fragoes por varios anos consecuti-
vos, uma vez que os "novos conhecimentos" acabam por confrontar conhecimentos
adquiridos anteriormente e assim surgem os obstaculos didaticos. E por causa des-
tes obstaculos que observamos erros recorrentes e nao aleatorios, como por exemplo

no ordenamento de fracoes dizer que 1 é maior que %, espelhando-se na légica do

3
ordenamento dos ntmeros naturais. Neste contexto, o presente trabalho tem como
objetivo analisar alguns obstaculos no processo de aprendizagem dos ntimeros raci-

onais escritos na forma de fracao.

Palavras-chave: Estratégias de Ensino. Fragao. Numero Fracionario. Obstaculos
didaticos.



Abstract

All leads to believe that the first fractions arose in ancient Egypt, around 3000 BC,
and most likely were the practical needs that motivated its appearance. Since then,
the concept of fraction and its representations evolved throughout the civilizations
to what we now know as fractional numbers, including in this context its modern
notation. In the current Brazilian educational system, the study of fractional num-
bers begins in the first stage of elementary school, usually in the fourth year, and
is when the figures are expanded. At this time, students are led to realize that the
natural ones are insufficient to solve certain problems, thus appear the said "broken
numbers". The first teaching strategy used to introduce the concept of fraction is
the model known as part-all and generally the problem situations are presented by
figures of a divided whole (bar, cake, chocolate, pizza, among others) in equal parts,
With some of these painted. Then, other ideas are addressed for fractions, such as:
ratio, quotient and number, but not always contemplated and worked in such a way
as to favor the construction of the "Megaconceito"of fractions. Then, the opera-
tions with fractions are presented, usually centered on memorization of rules and
procedures. However, the vast majority of students have difficulties, even studying
fractions for several consecutive years, as the "new knowledge"ends up confronting
previously acquired knowledge and thus the didactic obstacles arise. It is because
of these obstacles that we observe recurring and non-random errors, for example in
the ordering of fractions to say that % is greater than %, mirroring in the logic of
the sorting of natural numbers. In this context, the present work aims to analyze
some obstacles in the learning process of the rational numbers written in the form
of fraction.

Key words: Teaching strategies. Fraction. Fractional number. Teaching obstacles.
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Introducao

As primeiras fracoes apareceram no Antigo Egito, por volta de 3000 a.C., eram
em sua grande maioria fragoes unitarias, e surgiram aparentemente pela necessidade
da representacao de medidas que nao davam para ser representadas com niimeros
inteiros nas unidades de medidas que eles dispunham.

Os babilonios foram os primeiros a atribuir uma notacao racional a elas, exe-
cutaram operagoes com fragoes mais facilmente que os egipcios e por conta disto
chegaram a determinar uma aproximacio para a v/'2 que foi a melhor até a Renas-
cenca.

Na Grécia Antiga, Diofanto de Alexandria, no século III d.C, estabeleceu uma
escrita para as fragoes gregas, elas eram representadas colocando o "denominador"
em cima do "numerador", essa nota¢ao era um prenincio da utilizada na matematica
moderna.

Os chineses, por sua vez, trabalharam principalmente com fracoes decimais, o
que facilitou a operacionalizacao com as mesmas.

Mas, se deve aos hindus, a notacao moderna dos nimeros fracionarios, que devido
a seu sistema de base 10 e posicional, chegaram a simbolizar a fracdo com repre-
sentacdo a/b. E aos arabes que aperfeicoaram esta notacao, inventando a famosa
representagao da barra horizontal 7, utilizada até hoje.

Os niimeros racionais, sejam fracionarios ou decimais, aparecem corriqueiramente
no nosso cotidiano. Desta maneira percebemos que os niimeros racionais, e em des-
taque os niimeros fracionarios, sao importantes para o entendimento de informagoes
necessarias ao exercicio da cidadania.

De acordo com Carvalho (2010), as fracoes estao associadas a mais de um tipo de
aplicacao, sendo necessario explorar quatro ideias durante o Ensino Fundamental,

em atividades diversificadas, sao elas: parte-todo, razao, quociente e niumero.



Normalmente, é comum, que os professores iniciem o ensino das fragoes através
do modelo parte-todo e posteriormente sao introduzidas outras aplicacoes buscando
o aprimoramento do conceito de fracao, sem necessariamente ser apresentado aos
alunos este tipo de classificacao. Contudo, nem sempre estas aplicagoes sao traba-
lhadas pelos professores como deveriam e grandes lacunas na aprendizagem podem
surgir devido as falhas no ensino.

Apesar das fragoes serem temidas por muitos alunos e até mesmo professores,
vale ressaltar que o bom entendimento de seu conceito nas séries iniciais do Ensino
Fundamental permitird que em estigios posteriores da escolaridade sejam melhor
compreendidos outros conhecimentos.

Depois da conceituacao é habitual que o professor prossiga o contetido de fra-
coes da seguinte maneira: comparacao de fracoes e ordenamento, equivaléncia e
simplificacao, e por 1ltimo as operacoes com fracoes, normalmente centradas em
memorizagao de regras e procedimentos (CARVALHO, 2010).

Observa-se no ambiente escolar que o conhecimento adquirido pelo alunos, nos
anos que passam estudando este contetido, se reduz na maioria das vezes & memo-
rizacao de um conjunto de regras e algoritmos. De modo que alguns até podem
resolver problemas envolvendo fragoes, mas nao conseguem compreender aquilo que
estao fazendo. Todavia, a grande maioria apresenta dificuldades, mesmo estudando
fragoes por varios anos consecutivos.

As dificuldades no ato de ensinar geram barreiras na aprendizagem do aluno,
sendo uma, possivel explicacao para isto o fato de que a aprendizagem destes "novos
nameros" pressupoe rupturas de ideias construidas nos naturais. Surgem assim os
chamados obstaculos didaticos.

Os obstaculos didaticos sao o reflexo dos obstéculos epistemoldgicos em sala de
aula. Bachelard definiu o obstaculo epistemologico como sendo uma dificuldade de
transpor conhecimentos anteriores, ou seja, a evolucao do conhecimento esbarra em
concepcoes "cristalizadas pelo tempo'", que acabam por impor uma resisténcia na
instalagoes de novas concepgoes (PAIS, 2015).

O presente trabalho tem como objetivo geral analisar alguns obstéculos no pro-
cesso de aprendizagem dos ntimeros racionais escritos na forma de fragao. E, como

objetivos especificos:

e Realizar um historico do surgimento de fracoes.

xi



e Discorrer sobre as estratégias utilizadas para o ensino da fracao e suas relacoes

com as dificuldades de aprendizagem dos alunos.

e Abordar alguns obstaculos enfrentados pelo aluno na construcao do conceito

de fracao e na operacionalizacao com fracoes.

No Primeiro Capitulo, intitulado "Historico sobre fragao", discorremos sobre os
sistemas de numeracao, e em especial sobre as representacoes dos niimeros fracio-
narios nas civilizacoes antigas, e como surgiu a representacao que utilizamos atual-
mente.

O Segundo Capitulo tem como titulo "Estratégias de ensino dos nimeros fra-
cionarios", neste apresentamos aplicagoes utilizadas no ensino das fragoes. As es-
tratégias abordadas foram: parte-todo de grandezas continuas e discretas, razao,
quociente e representacao numérica.

No Terceiro Capitulo elencamos os principais obstaculos didaticos enfrentados
pelos alunos na aprendizagem do conceito e das operacoes com fragoes, discorrendo
sobre as razoes que levam a estes obstaculos e formas de solucioné-los.

E, finalmente, encerramos com as "Consideracoes Finais", destacando os aspec-

tos considerados relevantes de todo o trabalho.
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Capitulo 1

Historico sobre fracoes

Quando, como e onde comegou a Mateméatica? Segundo Roque (2012), essa
pergunta é dificil de ser respondida, mas normalmente associa-se o surgimento da
matematica a historia dos nimeros. Comumente, o exemplo dado para o surgimento
dos niimeros é o de pastores de ovelhas que para controlar o rebanho teriam associado
cada animal a uma pedra, e em seguida, em vez de pedras, teria se tornado mais
pratico associar marcas escritas na argila, e essas marcas estariam na origem da
representacao dos numeros. Contudo a autora ressalta que essa versao nao pode ser
comprovada por falta de evidéncias histéricas.

Se a origem dos ntimeros naturais é tao antiga quanto a origem da matemaética,
j& nao podemos dizer o mesmo dos nimeros racionais na forma de fracao. De
acordo com Boyer (1974) as fracoes surgiram mais tardiamente, uma vez que nao ha
relatos de sua utilizagao por tribos primitivas, sugerindo que os mesmos nao tinham
nenhuma necessidade em usar fragoes.

Neste capitulo faremos uma explanacao acerca da origem dos nimeros fracio-
narios nas civilizacoes antigas até o surgimento da representacao atual de fracao,
buscando compreender o contexto de seu surgimento. Para melhor entendimento
da representacao fracionaria iremos abordar sucintamente os sistemas de numeracao

dessas civilizacoes.



1.1. FRACOES NO EGITO

1.1 Fracoes no Egito

Os homens da Idade da Pedra nao utilizavam fracoes, mas durante a Idade do
Bronze com aparecimento de culturas mais desenvolvidas surgiu a necessidade do
conceito de fracao e de notacoes para representé-las. Uma dessas culturas ¢ a egipcia,
considerada por alguns historiadores muito boa na arte de contar e medir. Nesse
sentido, tudo leva a crer que com os egipcios surgiram as primeiras fragoes, 3000
anos a.C, e aparentemente foi a necessidade pratica que serviu de estimulo para seu
aparecimento (BOYER, 1974).

De acordo com Roque (2012), a matematica no antigo Egito estava associada
principalmente as necessidades de administracao da sociedade. A autora menciona

que:
A quantificagdo e o registro de bens levaram ao desenvolvi-

mento de sistemas de medida, empregados e aperfeicoados
pelos escribas, ou seja, pelos responséaveis pela administra-
cao da sociedade. Estes profissionais eram importantes para
assegurar a coleta e a distribuicao dos insumos disponiveis,
mas também pela formagao de novos escribas (ROQUE, 2012,
p.38).

Desta maneira, as fracoes teriam surgido quando o faraé Sesbtris repartiu as
terras nas margens do Nilo para os seus habitantes de maneira igualitaria, uma vez
que essas terras eram muito férteis, em troca da partilha deveria ser pago um tributo
todos os anos. Para que nao saissem prejudicados pela cheias do Nilo, sempre que
as aguas ocupavam parte das terras, o proprietario poderia reclamar ao Fara6 e este
mandava que as delimitacoes do terreno fossem novamente medidas e o proprietario
pagava o tributo proporcional ao que restara (GARBI, 2010).

Os "estiradores de cordas" eram as pessoas designadas pelo faraé para realizar
as medicoes de terras, sendo a unidade de medida empregada o cibito ou covado,
que equivalia a distancia da ponta do dedo médio até cotovelo do farao (aproxi-
madamente 45 cm). E evidente que, por mais adequada que fosse a unidade de
medida utilizada, dificilmente apareceriam apenas nimeros inteiros, e a partir do
momento que os encarregados desse monarca perceberam esse fato, foram dados os
primeiros passos para o desenvolvimento dos niimeros fracionérios. E entdo, essas
terras passaram a ser medidas com cordas marcadas também com partes da unidade

considerada.



1.1. FRACOES NO EGITO

Os indicios da utilizagao de fragoes no Antigo Egito chegaram até os dias de
hoje através de alguns documentos de cunho matematico, entre esses o documento
de maior importancia o Papiro de Rhind. Segundo Eves (2011), o Papiro de Rhind
(escrito por volta de 1650 a.C) ¢ um dos primeiros documentos historicos de carater
matematico que se tem noticia, e pode ser definido como um texto matematico,
formatado como manual pratico, contendo 85 questoes resolvidas copiadas em es-
crita hieratica por Ahmes de um trabalho 200 anos anterior a transcri¢cao, contendo
operagoes de adi¢ao, multiplicacao e divisao, e também fracoes egipcias.

Os egipcios utilizavam duas formas de escrita, a hieroglifica e a hieratica, e para
cada estilo de escrita desenvolveram um sistema de numeracao, mas independente do
tipo de escrita o sistema egipcio nao era posicional, e o niimero que se queria repre-
sentar era o resultado da soma dos valores de cada simbolo utilizado, independente
da ordem que apareciam.

A escrita hieroglifica era comum em textos monumentais que ornavam templos e
tiamulos, remonta a cerca do ano 3400 a.C.. No sistema de numeracdao em hieroglifo,
o nimero 1 era representado por uma barra vertical e os nimeros consecutivos de 2
a 9 eram obtidos pela soma de um ntmero correspondente de barras. Em seguida,
existiam representagoes para cada uma das primeiras poténcias de 10 até 10° (1
milhdo), ou seja, era decimal. Desta forma, o nimero dez ¢ uma al¢a; cem, uma
espiral; mil, a flor de l6tus; dez mil, um dedo; cem mil, um sapo e um milhao,
um deus com as maos levantadas (Ver Figura 1.1). O sistema de numeragdo em

hierdglifo era um sistema de agrupamento simples (EVES, 2011).

1 2 = 4 5 6 7 8 9
10 100 1 000 10 000 100 000 1 000 000

Figura 1.1: Sistema de numeracgao hieroglifica
Fonte: Roque, 2012.

Embora os hieroglifos normalmente fossem utilizados para escrever em pedras,



1.1. FRACOES NO EGITO

algumas vezes eram usados em outros materiais, deste modo para escrever em pa-
piros, madeira e ceramica os egipcios desenvolveram uma forma de escrita mais
rapida (EVES, 2011). A escrita hieratica era uma espécie de escrita cursiva, e muito
empregada em papiros para registrar os acontecimentos da vida cotidiana, como
documentos administrativos e juridicos, cartas, testamentos e inclusive os textos
matematicos.

O sistema de numeracao em hieratico era uma "simplificagdo" do sistema hiero-
glifo, uma vez que acrescentou-se novos signos para representar os grupos de simbolos
iguais. Assim, havia nove simbolos para as unidades, nove para as dezenas, nove
para as centenas e assim por diante (Ver Figura 1.2). Contudo, diferentemente do
hieroglifo, o sistema de numeracao hierdtico nao pertence ao tipo de sistema de

agrupamento simples (EVES, 2011).

11 |10 A | 100 —— | 1000 4
2 Il |20 A | 200 —¥ | 2000 &
3 W |30 X | 300 —¥ | 3000 %
4 M |40 -~ | 400 —~ | 4000
5 7 |s0o 1 | s00 — | s000_4_m
6 2 |60 m | 600 —V | 6000 =
7 —= |70 = | 700 3| 7000_M
8 = | B0 ug | 800 —=5 | 800D =
9 2 |9 = |900 ___a| 9000=

Figura 1.2: Sistema de numeracao hierética
Fonte: Adaptado da pagina "Matematicas Modernas".

Assim, o sistema hierdtico permitiu uma economia de simbolos nas representa-
¢coes numéricas, como por exemplo o nimero 694, que seria representado por 19
simbolos (seis espirais, nove algas e quatro barras verticais) na notagao hieroglifica,
demandava apenas 3 simbolos na notacao hieratica. Porém, demandava a memo-
rizacao de mais simbolos, e que nao tinham nada haver com os simbolos do outro
sistema.

E quando as fracoes apareceram foram criados mais simbolos para representé-

las. Existiam entao dois tipos de representacao para as fracoes, as que apareciam

1

com maior frequéncia na matematica egipcia recebiam simbolos proprios, como s,

4



1.1. FRACOES NO EGITO

%, }l e % (Ver Figura 1.3), e as demais, eram escritas com o sinal oval acima do
que chamamos atualmente de denominador, ou seja, para representar uma fragao,
bastava escrever um namero inteiro (em hieréoglifo) com o referido sinal acima desse

numero, esse tipo de fracao corresponde as fracoes que conhecemos como unitérias

(IFRAH, 1997).
1 1 2 1

2 3 4 4

Figura 1.3: Representacao das fragoes egipcias com simbolos proprios
Fonte: Bigode, 2017.

Contudo, o simbolo oval utilizado acima do ntmero nao possuia para eles o
sentido de numerador, uma vez que na designacao egipcia essa representagao tinha
um sentido ordinal, ou seja, as fracoes egipcias expressavam uma distribuicao em n
partes iguais, entao % seria o resultado dessa distribuigado (ROQUE, 2012).

Outra notacao para fragoes foi utilizada no Império Antigo (2700 - 2200 a.C.)
para representar fracdes binérias (%, 1, 1, L L L) que eram obtidas pela sucessdo
de divisdes por 2. Esses simbolos usavam partes do hierdglifo olho de "Hoérus" ou
olho de "Wadjet", de modo que cada fragmento do olho representava umas das

fragoes, conforme apresentado na Figura 1.4 (STEWART, 2014).

/_\-—-:1/8

% = 0olho completo qz% O:% >’=%6
=Yeu \9:1/32

Figura 1.4: Olho de Hoérus
Fonte: Stewart, 2014.

Assim, com excecao das fracoes %, os egipcios utilizavam apenas fracoes na forma

3
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%. Porém ninguém sabe ao certo a razao que levou os egipcios a utilizar somente

este tipo de fragdes, mas de acordo com Santos, Neto e Silva (2008) esta pratica
perdurou na bacia mediterranea por dois milénios.

Para Roque (2012), o sentido dessa "limitacao" seria a forma que os egipcios
executavam as operacoes de divisao, desta maneira as fragoes que eles dispunham é
consistente com o conjunto de procedimentos que eles empregavam.

No entanto, é incorreto afirmar que os egipcios nao possuiam fracoes, que, na
nogao moderna, seriam escritas como ”, uma vez que essas fragoes aparecem nos
documentos antigos, porém eram representadas como somas de fragoes unitérias
distintas (MACHADO, 2013).

Por exemplo, a terceira questao do Papiro de Rhind pede para dividir 6 paes
5 on

resposta 3 1 (isto é, 1+ 15). De acordo com Santos, Neto e Silva (2008), em termos

por 10 homens. A resposta atual desse problema seria mas o escriba da a

préaticos, esta solucao é melhor, pois basta repartir cada um de cinco paes ao meio

e 0 que sobra em dez partes iguais e distribuir pelos dez homens. Desta forma, eles

3 1 1
5 como 3 10°

Quando os egipcios necessitavam realizar operacoes de multiplicacao e divisao

representavam a fracao

envolvendo fragoes essas eram feitas da mesma forma que as operacdes correspon-
dentes com nimeros inteiros, ou seja, aplicando sequéncias de duplicacoes e divisoes
por 2. Porém, nem sempre essas operacgoes eram ficeis de serem executadas, princi-
palmente quando o "denominador" era impar, e para solucionar essas operagoes 0s
egipcios recorriam a ajuda de tabelas de célculo, como a tabela de % com n impar
de 5 a 101 encontrada no Papiro de Rhind, assim esse calculo "dificil" era realizado
apenas uma vez, e sempre que fosse necessario eles consultavam as tabelas (ROQUE,
2012).

Se por um lado os calculos com fragoes poderiam exigir um grau de dificuldade
maior do que no nosso sistema, eles possuiam uma vantagem na comparacao de
fragoes. De fato se tivermos fracoes de denominadores diferentes, primeiro precisa-
mos igualar os denominadores e somente depois fazer a comparacao, ja no sistema
egipcio essa comparacao poderia ser realizada de maneira direta, ji que as fracoes

egipcias eram representadas por somas de fra¢oes unitarias (ROQUE, 2012).
4
5
equivalentes e de mesmo denominador, sendo uma possivel solucao, respectivamente,

Por exemplo, para dizer quem é maior, £ ou %, temos que determinar fracoes



1.2. FRACOES NA MESOPOTAMIA

~ .o 16 | 15 . . 4, ~ . .
as fragoes 55 e 55, e assim concluimos que ¢ é a fragao maior. Para os egipcios a
5z : 5o 4 11 1 5. 3
solugdo é obvia, uma vez que a fragao : era representada por 5 7 55 e a fragao § era

3

11 . 4 5 . . )
representada por 5 7. Além de saber que ¢ ¢ maior que ¥, os egipcios sabiam ainda

3

4 . . .
que ¢ € um vinte avos maior que 3.

1.2 Fracoes na Mesopotamia

Considerada o berco da civilizacao, a Mesopotamia, que quer dizer em grego
"entre rios", é a denominacao dada a regiao geografica entre os rios Tigre e Eufrates
no periodo do ano 3500 a.C. até o comeco da era crista, no que hoje corresponde ao
Iraque e regides adjacentes da Siria, Turquia e Ira (MOL, 2013).

Varios foram os povos que viveram nessa regiao, dentre eles os sumérios e os
acadianos que foram hegemonicos até o segundo milénio da FEra Comum. Segundo
Mol (2013), o maior legado do periodo sumério foi o desenvolvimento, no quarto
milénio a.E.C, da escrita cuneiforme, a forma de comunicacao escrita mais antiga da
humanidade, assim denominada por ser composta de simbolos em forma de cunha.

Depois dos sumérios, a regiao foi dominada por um império cujo centro era
a cidade da Babilonia, no periodo de 2000 a.C a 600 a.C., os Semitas, que sao
conhecidos como "antigos babilonicos" (ROQUE, 2012; MOL, 2013).

Neste ponto, iremos focar apenas a "matemaética babilonica", por se tratar prova-
velmente do periodo que ocorreu a padronizagao do sistema de numeracao na regiao
e o aparecimento das fracoes.

Os registros matematicos, revelam que como no Egito, a matematica babilonica
era quase que exclusivamente desenvolvida por questoes praticas. Como menciona

Mol (2013):
Os babilénicos desenvolveram um extenso conhecimento de
calculos e medidas, que se aplicava, sobretudo, a problemas
de natureza econdmica e comercial: cambio de moedas, troca
de mercadorias, taxas de juros simples e compostos, calculos
de impostos e problemas de divisdo de colheitas (MOL, 2013,
p.17).

Assim, podemos perceber que tanto os babilénicos quanto os egipcios efetua-
ram calculos sobre coisas que podiam ser medidas (grandezas), sendo as atividades

cotidianas a motivacao do desenvolvimento e aprimoramento da matematica.
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1.2. FRACOES NA MESOPOTAMIA

Para entender como surgiu as fragoes e a sua representacao na matematica ba-
bilonica faz-se necessario primeiramente conhecer como era o sistema de numeragao
utilizado por eles.

O sistema de numeracao babilénico combinava um sistema sexagesimal e decimal,
ou seja, as bases 60 e 10, com um principio de posi¢ao, desta forma os digitos
colocados mais a esquerda representavam valores maiores. O simbolo y representava
uma unidade (na base 60), enquanto o simbolo  era utilizado para o niumero dez.
As combinagoes desses dois simbolos eram usadas para gerar os nimeros de 1 até

59, conforme mostrado na Figura 1.5.

" QT |2 «T |2 <Y 41& Y | 4Y
12 T |22 T | 24T 42& W s 4W
13 '<W 23 <(m 33‘«(W 43& m - 4‘7?

o P |0 CF| 4T | . &F o 4T
o 4 |2 4| ot | = T e
o < [ 4 | 4 |« £V |
L AERS ARTC AR Al
0 A |0 CF | e F |~ &F |7 4T
o G || T | 4T | 4F
S SRR O QU EP- S P2

o -] ~

-
o

N P EPELE

Figura 1.5: Sistema de numeracao Babilonico
Fonte: Stewart, 2014.

Segundo Eves (2011), além desses dois simbolos, muitas vezes para encurtar
representacoes de alguns nimeros, eles usavam um simbolo subtrativo 77", Desta
maneira, o niamero 38 poderia ser representado como resultado da adi¢ao (30 + 8),
Figura 1.6(a), ou ainda, como podemos ver na Figura 1.6(b), da subtragao (40 — 2).

Para além de 59, a escrita se tornava posicional, ou seja, passava-se para a coluna
imediatamente & esquerda e o procedimento era repetido. Dessa forma, qualquer
nimero podia ser representado usando apenas os dois simbolos basicos. Um exemplo
da representacao de niimeros maiores que 59 no Sistema de Numeragao Babilonico

foi apresentado por Eves (2011), como pode ser visto na Figura 1.7.
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(«
SR

(a)

Figura 1.6: Representacoes do nimero 38
Fonte: Eves, 2011.

TR TIE T

524 551 = 2(60%) + 25(60°) + 42(60) + 31

Figura 1.7: Representacao do nimero 524551
Fonte: Eves, 2011.

Os babilonios estenderam o principio posicional de seu sistema de numeracao
sexagesimal para as fracoes e foram os primeiros a atribuir uma notacao racional a
elas. De modo que as representacoes de fracoes no sistema babilonico eram realizadas
com os mesmos simbolos usados nos nimeros inteiros (BOYER, 1974).

No entanto, existiam alguns inconvenientes nessa representacao, uma vez que
usavam dois simbolos apenas e nao existia simbolo para o zero (até 300 a.C), o

1

mesmo simbolo podia representar 60 ou 3600 (= 60%), ou entdo as fragoes 55 ou
1

m.

De um modo geral, o valor dos simbolos numeéricos era compreendido de acordo
com contexto. Somente no século III a.C., a matematica mesopotamica minimizou
esse problema e passou a empregar o simbolo & para preencher os espacos vazios,
criando assim o "zero" mais antigo da historia. Eves (2011), mostra como exemplo
a representacao do nimero 10804, conforme pode ser observado na Figura 1.8.

Mas, de acordo com Eves (2011), esse simbolo era utilizado apenas para represen-
tar poténcias de 60 ausentes dentro de um niimero e nao eram empregadas quando
essa ausente ocorria no seu final. Por exemplo, a representacao do ntimero 11040
era realizada conforme apresentado na Figura 1.9(a), e ndo como visto na Figura

. . ) A, . .
1.9(b). Assim, o referido autor afirma que o simbolo & s6 poderia ser considerado
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VVYeys

10804 = 3(60%) + 0(60) + 4

Figura 1.8: Representacao do nimero 10804
Fonte: Eves, 2011.

um zero verdadeiro se também fosse empregado para representar vazios no final dos

YVVVe VYV

) Correto (3x602+4x (b) Incorreta (3 x 602 +4 x
60 ) 60! + 0 x 60°)

niameros.

Figura 1.9: Representacoes do nimero 11040
Fonte: Eves, 2011.

Embora existissem algumas inconsisténcias no sistema de numeracao da babilo-
nia, eles encaravam as fracoes com mais "facilidade" do que os egipcios. O que
permitiu que eles determinassem o valor de v/2 diferindo apenas cerca de 0,000008
do valor verdadeiro, 0o que sugere uma vantagem na precisao de aproximacoes, a
melhor até a Renascenca (MOL, 2013).

A tabuleta de Yale University, apresentada na Figura 1.10(a), mostra que foi
através da razao entre a medida do lado do quadrado e a medida de sua diagonal
que o valor da v/2 foi determinado. Gravado sobre a diagonal, observa-se o resultado
dessa razao como sendo 1+24 x 6071 +51 x 6072 +10 x 6073 = 1,4142129, conforme
mostra a Figura 1.10(b).

Como mencionado anteriormente, no sistema de numerac¢ao babilonica, a mesma
representacao dos niimeros inteiros era utilizada para os niimeros fracionarios, desta
forma o valor apresentado para v/2 poderia representar por exemplo o ndmero
305.470 (1 x60+24 x 602451 x 60+10), sendo o contexto do problema o responsavel

por sanar a dubiedade.
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¥ VY T ¢

(b)

Figura 1.10: Resultado da V2 determinado pelos babilonicos
Fonte: Mol, 2013.

1.3 Fracoes na Grécia Antiga

De acordo com Mol (2013), na Grécia Antiga durante o primeiro milénio a.C.
foram utilizados alguns sistemas de numeracao. Um dos que merece destaque é o
sistema i6nico ou jonico ou ainda alfabético (Ver Figura 1.11), que ja era utilizado
em Alexandria no século IIT a.C., e substituiu o sistema atico ou acrofonico, usado
em Atenas no periodo de seu apogeu, pois este sistema sofria variacoes de uma

cidade para outra.

Unidades Dezenas Centenas
a | alfa 1 L | iota 10 p | 10 100
S | beta 2 K | capa 20 o | sigma | 200
v | gama |3 A | lambda | 30 T | tau 300
0 | delta |4 /| mi 40 v | ipsilon | 400
€ | épsilon | 5 v | ni 50 e | fi 500
7 | stigma | 6 & | csi 60 X | chi 600
C | zeta 7 o | omicron | 70 Y | psi 700
n | eta 8 T | pi 80 w | omega | 800
0 | teta 9 4 | qoppa | 90 2 | sampi | 900

Figura 1.11: Sistema de numeracao idnico
Fonte: Mol, 2013.

O sistema i6nico era decimal e composto de 27 simbolos, sendo 24 letras do

11
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alfabeto grego mais 3 letras obsoletas (stigma, qoppa e sampi) de origem fenicia,
conforme mostra a Figura 1.11 (EVES, 2011).

Desta maneira, como podemos perceber, para saber se a representacao era um
nimero ou uma palavra, os gregos teriam que recorrer ao contexto. Buscando sanar
esse "problema', as vezes, os ntimeros poderiam aparecer com uma barra horizontal
em cima de sua representacao, evitando assim duvidas (MOL, 2013).

Para representar os multiplos de 1.000, os gregos utilizavam um acento agudo
antecedendo os nove primeiros simbolos do sistema ionico (ver Figura 1.12). Ja os
miltiplos de 10.000 eram escritos usando o simbolo M precedido ou sobreposto pelas
unidades. E todos os outros nimeros inteiros eram escritos fazendo a composicao
dos simbolos existentes (MOL, 2013).

‘a = 1000, '8 = 2000, v = 3000, etc.

Figura 1.12: Multiplos de 1000
Fonte: Mol, 2013.

As fragoes no sistema ioénico eram unitarias, assim como as utilizadas pelos egip-
cios, e para indicar que o niimero era fracionario eles utilizavam um acento depois

do denominador, conforme pode ser observado na Figura 1.13.

1 1 1

7' == py = — ou 40—
3 43 l

Figura 1.13: Fracoes na Grécia Antiga
Fonte: Mol, 2013.

A fracio 7 , apresentada na Figura 1.13 retrata a confusao que poderia ser
gerada devido a essa notacao, sendo mais uma vez o contexto o responsavel em
determinar qual era o valor representado.

Somente no século III d.C, Diofanto de Alexandria, estabeleceu uma escrita para
as fragoes gregas (Ver Figura 1.14), mais eficiente que a anterior. Na sua notagao, as
fracoes eram representadas colocando o "denominador" em cima do "numerador",
assim, Diofanto estendeu o uso de fracoes para além das unitérias.

Como observado na Figura 1.14 essa notacao era um prentncio da utilizada na

matemaéatica moderna.
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A 13 YAB 213 WPAB 2013
vy 32 oy 732 ‘ory 7032

/

Figura 1.14: Fragoes Diofanto
Fonte: Mol, 2013.

1.4 Fracoes na China

Os simbolos numéricos dos chineses, ainda hoje usados na China e no Japao,
surgiram e comecaram a evoluir por volta do século XIV a.C. e correspondem aos
ntimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9, 10, 100, 1.000 e 10.000. Por muitos séculos
tal sistema de base 10 foi nao posicional até que se percebeu que o emprego dos
simbolos para 100, 1.000 e 10.000 poderia ser abolido desde que na grafia dos nimeros
fossem designadas posicoes especificas para centenas, milhares e dezenas de milhares
(GARBI, 2010).

Aproximadamente no século I a.C, os chineses criaram um sistema de numeracao
decimal posicional, como o que utilizamos atualmente. Essa civilizacao percebeu que
os calculos realizados com a utilizacao de um sistema decimal tornava as operacoes
mais simples e praticas. Os numerais eram representados por barras de bambu,
marfim ou ferro, as quais eram carregadas pelos administradores do Império em
sacolinhas para fazer os seus calculos (TOLEDO, 2009).

Ainda de acordo com a autora, o sistema de numeracao chinés, "trabalhava com
18 simbolos, dos quais nove representavam as unidades simples e os outros, os nove
primeiros miltiplos de dez", conforme mostra a Figura 1.15.

Assim, os matematicos chineses passaram a utilizar o sistema de posi¢ao de
valor decimal, muito semelhante ao sistema de numeracao ensinado nas escolas e
que utilizamos atualmente, isto é, os simbolos eram dispostos da direita para a
esquerda. Segundo Eves (2011) este sistema desempenhou um papel importantissimo
na matemética chinesa antiga, tendo sido um dos mais avancados do mundo de entao.

O mais importante registro da matematica chinesa antiga ¢ o texto denominado
de Kui-chang Suanshu, ou Nove Capitulos sobre a arte da Matematica, possivelmente
escrita antes de 400 a.C. O referido texto sintetiza a matematica chinesa da época
(EVES, 2011). Mais na frente, este registro foi reescrito pelo matematico chinés Liu

Hui (250 a.C.), considerado o Euclides Chinés, tendo como conteido do primeiro
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| [ [ HEH L R FromEl]T

1 2 3 4 5 6 0 8 9 UNIDADES
100 200 300 400 500 600 700 800 900 CENTENAS
10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 DEZENAS DE MILHAR

10 20 50 60 70 80 90 DEZENAS
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 UNIDADES DE MILHAR

s
S 11

Figura 1.15: Sistema de numeracao chinés
Fonte: Toledo, 2009.

capitulo operacoes com fragoes.

Este material apresenta o processo de simplificar fragoes, que eles faziam utili-
zando o Maximo Divisor Comum (MDC) e subtracoes sucessivas dos restos. En-
contramos também adicoes, subtracoes, multiplicacoes e divisoes de fracoes. Para
somar ou subtrair eles colocavam todas as fracoes com o mesmo denominador fa-
zendo o Minimo Miltiplo Comum (MMC). Para multiplicar ou dividir calculavam
o MDC. e procediam da mesma maneira que fazemos nos dias atuais.

Assim, os chineses trabalhavam com fracoes comuns, para as quais achavam o
minimo denominador comum. Eles se referiam ao numerador como "filho" e ao
denominador como "mae" e usavam essa denominacdo com sexos opostos (énfase
sobre Yin e Yang) para facilitar as regras de manipulagdo com fragbes. E tiveram
uma tendéncia de trabalhar com fragoes decimais, o que facilitou a operacionalizagao

com as mesmas principalmente quando se tratava de pesos e medidas (EVES, 2011).

1.5 Fracoes no sistema de numeracao indo-arabico

Segundo Eves (2011), "o sistema de numeragio indo-arabico tem esse nome de-
vido aos hindus, que os inventaram, e devido aos arabes, que o transmitiram para
a Europa Ocidental". Desta maneira, o nosso sistema de numeracao permanece o
mesmo nos ultimos vinte séculos, mas os simbolos utilizados para representar os ni-
meros sao o resultado do aprimoramento do sistema hindu primitivo, como podemos

ver na Iigura 1.16.
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Indiano
séc. lila:@,

Indiano
séc. 1IV-VI

Arabe Oriental
. sée IX

Arabe Ocidental
séc. X1

Europeu
séc. XVI :

Atual

Figura 1.16: Evolucao dos algarismos do sistema indo-arabico
Fonte: Toledo, 2009.

Os exemplos mais antigos dos simbolos utilizados no nosso sistema de numeracao
atual foram encontrados em uma coluna de pedra erigida na India por volta de 250
a.C, no entanto o zero e a ideia de valor posicional devem ter sido introduzidos no
sistema hindu pouco antes do ano 800 d.C, uma vez que o matemético persa Al-
Khowarizmi apresentou, em um de seus livros, de maneira completa o sistema hindu
no ano de 825 d.C. (EVES, 2011).

Desta maneira, a notacao moderna dos ntimeros fracionarios se deve aos hindus,
devido a seu sistema de base 10 e posicional, chegaram a simbolizar a fracao com
representacao a/b, e aos arabes que aperfeicoaram a notagao dos hindus, inventando

a famosa representacao da barra horizontal % (IFRAH, 1997).

1.6 Sintese dos sistemas de numeracao

Para melhor compreensao das diferencas entre os sistemas de numeracao, apre-
sentados neste capitulo, foi elaborado um quadro-resumo, destacando a base utili-
zada por cada um deles, se o sistema é ou nao posicional e a representagao para os

numeros fracionérios, conforme mostra a figura 1.17.
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Sistema de

Numeracao

Egipcio

Babildnico

I6nico (Grego)  Decimal

Chinés

Indo-arabico

Decimal N3o posicional

Sexagesimal e

5 Posicional
decimal

N3o posicional

Base Posicionamento

Até inicio do século

| a.C era
posicional.
Posteriormente
passou a
posicional

Decimal

Decimal Posicional

nao

ser

Representacao das fragoes

Simbolos diferentes dos utilizados para os
numeros inteiros.

Simbolos iguais aos utilizados para os
numeros inteiros, diferenciados apenas
pelo contexto.

Simbolos iguais aos utilizados para os
numeros inteiros, incialmente precedidos
de um acento agudo e depois do século Il
d.C o “denominador” era escrito acima do
“numerador”.

Simbolos iguais aos utilizados para os
numeros inteiros. Referiam ao numerador
como “filho” e ao denominador como
“mde” e tinha uma tendéncia a
representar fragdes decimais.

Simbolos iguais aos utilizados para os
numeros inteiros, numerador e
denominador separados por uma barra
horizontal.

Figura 1.17: Quadro sintese dos sistemas de numeracao
Fonte: Elaborado pela Autora.
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Capitulo 2

Estratégias de ensino dos niimeros

fracionarios

Os ntimeros racionais, sejam fracionarios ou decimais, aparecem corriqueiramente
no nosso cotidiano. Por exemplo quando medimos ou registramos medidas ¢ comum
recorremos aos numeros racionais (1/2 quilo de farinha em uma receita de pao, 1/3
de xicara de manteiga em uma receita de bolo, 1,65 metros de tecido para fazer uma
roupa e assim por diante). Desta maneira percebemos que os niimeros racionais,
e em destaque os numeros fracionéarios, sao importantes para o entendimento de
informacoes necesséarias ao exercicio da cidadania.

Além disso, apesar das fragoes serem temidas por muitos alunos e até mesmo
professores, o bom entendimento de seu conceito nas séries iniciais do Ensino Fun-
damental permitird que em estagios posteriores da escolaridade seja melhor compre-
endido a construcao dos nimeros decimais, bem como minimizara as dificuldades
em operacionalizar calculos algébricos que envolvam fragoes.

De acordo com Carvalho (2010), as fracoes estao associadas a mais de um tipo
de aplicacao, sendo necessério explorar quatro tipos durante o Ensino Fundamental
(parte-todo, razdo, quociente e representacdo numeérica), em atividades diversifica-
das. Normalmente os professores iniciam o ensino das fracoes através do modelo
parte-todo, e segundo o autor esse deve ser o pontapé inicial, e posteriormente sao
introduzidas outras aplicacoes buscando o aprimoramento do conceito de fragao,
sem necessariamente ser apresentado aos alunos este tipo de classificacao.

Neste capitulo estudaremos cada estratégia (aplicagao) de ensino separadamente,
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2.1. FRACAO COMO PARTE DE UM TODO

buscando um melhor entendimento das metodologias comumente utilizadas no En-

sino Fundamental.

2.1 Fracao como parte de um todo

No modelo parte-todo a fragao representa certa quantia de partes de uma unidade
que foi dividida em partes iguais. Segundo Van de Walle (2010), este modelo deve
ajudar a alcancar a primeira meta a ser cumprida no desenvolvimento do conceito
de fracao, a ideia de partes fracionarias do todo.

Por exemplo, a fracao — pode representar uma figura ou colecao de objetos, essas
representariam a unidade, que foi dividida em 3 partes iguais e foram "tomadas" 2

destas partes (Ver Figura 2.1).

(@) (b) ()

Figura 2.1: Representacgao da fragao 2/3 no modelo parte-todo
Fonte: Elaborado pela autora.

Deste maneira, o modelo parte-todo pode ser utilizado quando o "todo" é uma
figura (grandeza continua), como mostra as representacoes das Figuras 2.1(a) e
2.1(b), ou quando o "todo" é uma colecdo de objetos (grandeza discreta), como
pode ser visto na representacao na Figura 2.1(c).

Na Figura 2.1(a), a concepcao do aluno sobre a representagao deve ser que dois
tercos do retangulo foram pintados de azul, porque ele foi dividido em trés partes
de mesma area e duas foram consideradas. Analogamente, o mesmo deve ocorrer
na Figura 2.1(b). Ja na Figura 2.1(c), o aluno deve perceber que a quantidade de
bolinhas verdes que foram circuladas também ¢ dois tercos, pois as bolinhas foram
divididas em trés partes com a mesma quantidade e duas destas foram consideradas.

Em ambas as situacoes faz-se o uso do processo de dupla contagem para chegar

a representacao da fracdo em questao, isto é, contamos a quantidade de partes que
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a unidade foi repartida (denominador) e o nimero de partes que foram consideradas

(numerador), conforme observa-se na Figura 2.2.

Numerador

Denominador

Figura 2.2: Termos de uma fragao
Fonte: Bianchini, 2011.

Neste modelo o numerador da fracdo tem um valor menor ou igual ao denomi-
nador. Sobre essa afirmacgao Adjiage e Pluvinage (2000) apud Silva (2005) afirmam
que o modelo parte-todo somente podera fazer sentido se isto acontecer, pois "% de
uma torta'" soa estranho, como obter quatro partes de uma torta que foi dividida

em apenas trés partes?, e juntar mais uma torta para representar essa fracao nao

n4
3

Entao, as fracoes representadas no modelo parte-todo sao as chamadas de pro-

muda muita coisa, uma vez que sempre falaremos "= de uma torta", no singular.
prias e as que representam a unidade, e para a fracdo impropria é mais adequado

trabalhar com outras estratégias de ensino.

2.1.1 Fracao como parte-todo de grandezas continuas

Uma das primeiras atividades apresentadas ao aluno no modelo parte-todo, uti-
lizando as grandezas continuas, sao as tarefas de representacao de fracao com base
na observacao de figuras geométricas repartidas e com partes hachuradas, conforme
pode ser observado na Figura 2.3.

As tarefas deste tipo sao comuns nos primeiros contatos com a noc¢ao de fracao,
realizadas nos anos finais da primeira fase do Ensino Fundamental e continuam a
aparecer nos livros didaticos do 6° ano (VAN DE WALLE, 2010).

Santos e Rezende (1996) salientam que o professor deve ficar atento para notar o
momento certo na passagem da representacao com figuras geométricas (concreto) e
a representacao fracionaria (abstrato), e que esse processo deve ser retomado sempre

que ele perceber dificuldades por parte dos alunos.
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1 Determine a fragdo que representa a parte pin-
tada de cada figura.

b) ' e)

[ ]

Figura 2.3: Determinacao da fracao que representa a parte pintada da figura
Fonte: Bianchini, 2011.

De acordo com Van de Walle (2010), outra atividade apresentada ao aluno,
normalmente em conjunto com a anterior, consiste em realizar exatamente o inverso
- com base na fracao apresentada o aluno deve pintar a figura previamente dividida,

conforme mostra a Figura 2.4.

2 Reproduza as figuras a seguir sem o fundo cinza,
pintando a parte que se pede em cada uma

delas. construgao de figura
Pinte i Pinte e
b) e) l ﬁ
Pinte ;1_‘ | Pinte i

c) f)
4
Pinte =, - 7,
5 Pinte 0"

Figura 2.4: Pintando parte figura de acordo com a fracao dada
Fonte: Bianchini, 2011.

As atividades apresentadas nas Figuras 2.3 e 2.4 nao desafiam os alunos a verifi-

carem se a partilha das formas geométricas foi realizada corretamente, desta maneira
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nas duas tarefas o aluno utiliza apenas o processo de contagem, e muitas vezes nao
existe um entendimento por parte dele sobre a nocao de partes fracionarias.

De fato, faz-se necessario a aplicacao de atividades de "partilhas corretas", sendo
esse o momento de apresentar contra-exemplos, buscando o melhor entendimento de
partes fracionarias. O professor deve enfatizar que as partes da partilha de figuras
geométricas devem possuir a mesma area e que isto nao implica necessariamente em
ter a mesma forma (VAN DE WALLE, 2010; SANTOS e REZENDE, 1996).

Santos e Rezende (1996) apresentam a seguinte situagao de partilha: "Utilizando
um circulo de papel, divida-o em quatro partes iguais. Cada parte obtida que fragao
é do circulo? E duas dessas partes, que fracao é do circulo?". Os autores sugerem
que a mesma atividade seja realizada utilizando figuras retangulares e nao-regulares.

De acordo com Van de Walle (2010), os alunos devem distinguir quais das formas
geométricas apresentadas na Figura 2.5 estao repartidas em quartos. E além disso,
devem explicar qual o motivo quando elas nao representam quartos. De forma
analoga, deve ocorrer com qualquer outra representacao fracionéria, assim o aluno
associa a ideia de fracao a relacao entre a parte e o todo, o que nao tem nada a ver

com o tamanho do todo e ou das partes.

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.5: Exemplo de partilhas corretas e incorretas
Fonte: Van de Walle, 2010.

Nesta aplicacao também sao explorados situagoes-problema do tipo: Joana es-
tava com fome e resolveu comprar uma pizza. A pizza foi dividida em 8 fatias iguais
e Joana comeu 5 fatias. Que fracao representa o que ela comeu? A Figura 2.6 apre-
senta a ilustracao do problema em questao, que pode ser fornecida algumas vezes

nas atividades propostas para os alunos, ou nao, e neste caso o aluno deve elaborar
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o desenho e com base nele obter o resultado da questao.

Figura 2.6: Fragao em situacoes-problema
Fonte: Elaborada pela autora.

E explorando mais o exemplo anterior, podemos também perguntar ao aluno, que
fracdo da pizza restou? A concepc¢ao é a mesma utilizada anteriormente, sendo o
procedimento de resposta para ambas situagoes o procedimento de dupla contagem.

Para compreender a aplicagao do modelo parte-todo em uma grandeza continua,
sejam figuras geométricas ou ainda objetos como bolo, pizza e barras de chocolate
¢ fundamental a utilizacao de material concreto em sala de aula. E a partir dessa
experiéncia, o professor deverd introduzir a representacao simbolica e a nomenclatura
das fragoes (CARVALHO, 2010).

Cramer e Henry (2002) apud Van de Walle (2010) afirmam que a utilizagao de
material concreto em tarefas de fracao ¢ importante para a melhor compreensao do
aluno. Neste sentido, Van de Walle (2010) ressalta que este tipo de recurso nao é
muito comum nas séries finais do Ensino Fundamental, devido a muitas vezes os
professores nao acharem necessario ou até mesmo nao saberem utiliza-los.

Os recursos podem ser divididos em trés grupos: modelos de regidao ou area, mo-
delos de comprimento ou de medida e modelos de conjuntos, sendo os dois primeiros
utilizados principalmente na aplicacao parte-todo de grandezas continuas (VAN DE
WALLE, 2010).

O modelo de area mais utilizado é o de torta circular (circular "pie" pieces), este
modelo tem como vantagem abordar também as fracoes que faltam para unidade,
como na situac¢do de Joana e as fatias de pizza. Os outros modelos (regides retangu-
lares, geoplano, desenhos em malha, blocos e dobraduras) que aparecem na Figura
2.7 sao mais dinamicos e podem ser utilizados para unidade ou como conjuntos de
tamanhos diferentes (VAN DE WALLE, 2010).

De acordo com Van de Walle (2010), "nos modelos de medida, os comprimentos

sao comparados em vez das areas". Os mais utilizados sao as barras de Cuisenaire e
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as tiras de papel, mostradas nas Figuras 2.8(a) e 2.8(b), respectivamente. O autor

afirma que as tiras sao uma versao feita pelos professores das barras de Cuisenaire.

Rectangular regions
Any piece can be selected as the whole.

—(«/\‘Y =

Fourths on a geoboard

Circular “pie” pieces

Onethird, = One-fifth or two-tenths

o A PRPRPRP AP “

Drawings on grids or dot paper Pattern blocks Paper folding

Figura 2.7: Modelos de area
Fonte: Van de Walle, 2010.

Fraction strips or Cuisenaire rods Folded paper strips

(a) (b)

Figura 2.8: Modelos de comprimento
Fonte: Van de Walle, 2010.

Segundo Carvalho (2010), as tiras de papel ou de barbante sdo um recurso sim-
ples que pode ser utilizado para experiéncias com o modelo parte-todo de grandezas
continuas. Independente do material escolhido, as tiras devem ser dobrados pelos
alunos em partes iguais e depois demarcadas, possibilitando que um mesmo "todo"
seja repartido em uma quantidade diferente de partes iguais, sendo esse um apren-
dizado valioso. O autor ressalta que utilizando as tiras de papel o professor pode
trabalhar com denominadores que sejam miltiplos de 2 e/ou 3 (2,3,4,6,8,12...), pois
repartir as tiras, por exemplo, em 5 ou 7 partes nao ¢ uma tarefa facil.

Desta forma, o modelo parte-todo de grandezas continuas pode ser melhor explo-

rado através da utilizacao de material concreto, podendo este recurso ser um simples
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pedaco de papel.

2.1.2 Fracao como parte-todo de grandezas discretas

Na estratégia de ensino da fracao com o modelo parte-todo de uma colecao de
objetos, fica mais claro o sentido operatério, uma vez que o "todo" é quantidade
total de objetos e a fracao representa parte deste total, como mostrado na Figura
2.1(c).

As primeiros questoes que sao apresentadas aos alunos sao as que tratam de
partilhas de objetos em porgoes iguais, como o problema do livro didatico de 6°
ano apresentado na Figura 2.9. O intuito destas questoes é fazer com que os alunos

trabalham novamente o conceito de partes fracionérios, agora com uma colecao de
objetos.

Problema 3

Uma professora tem duas caixas de lapis
de cor com uma duzia cada uma.

Ela distribuiu seus lapis entre trés alunos,

de modo gue cada um recebeu o mesmo
numero de I3pis.

Quantos lapis cada aluno recebeu?

Fotos: Sergio sukhnyk/sv-utumock/clow Images

Figura 2.9: Questao de partilha em grandezas discretas
Fonte: Bigode, 2017.

Segundo Santos e Rezende (1996), neste momento, também deve-se chamar aten-
¢cao ao fato de que juntando as partes voltamos a ter o conjunto inteiro, ou seja,
temos novamente o todo. Estas nogoes auxiliarao na resolucao de questoes futuras.

Depois de explorado questoes como a da Figura 2.9, é comum aparecer questoes
do tipo: "Uma caixa tem 30 laranjas. Quantas laranjas ha em % da caixa?", "Aline

recebeu % da mesada. Qual a mesada de Aline se ela recebeu 5 reais?", ou ainda,
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"Em uma classe, % dos alunos correspondem a 24 criancas. Quantas criancas, ao
todo, tem a classe?" (SANTOS e REZENDE, 1996; TOLEDO, 2009)

A primeira questao exige que o aluno determine inicialmente a quantidade de
laranjas que cada porgao contém e depois calcule quantas laranjas correspondem
3 porcoes do todo. J& a segunda e a terceira questoes exigem que, com base no
conhecimento da quantidade de dinheiro ou criancas de uma fracao do todo, seja
determinado o todo.

A terceira questao difere das outras por apresentar um conjunto de elementos
(criangas) que nao sao idénticos individualmente, mas compoe o todo que é a classe
e deste modo os grupos devem conter a mesma quantidade de alunos.

Assim, precisa-se de um certo cuidado nesse modelo, pois o professor deve mos-
trar que a colecao pode conter objetos distintos e quando afirmamos que dividimos
o "todo" em partes iguais, nos referimos a quantidade de objetos em cada parte e
nao forma deles (CARVALHO, 2010).

De acordo com Toledo (2009), além da possibilidade de trabalhar com grupos de
itens diferentes, o aluno ainda pode sentir dificuldade ao trabalhar com grandezas
discretas, pois ele se depara com o nimero fracionario que indica o tamanho da
porcao obtida e com um numero natural que quantifica os elementos esta porcao.

O professor também deve escolher bem a quantidade de objetos do conjunto,
para que inicialmente nao seja necessario repartir nenhum elemento do conjunto.
Carvalho (2010) ressalta que ndo faz sentido dividir uma bola de gude ao meio ou
uma pessoa em trés partes, e pensando nisso sugere que sejam trabalhados com
conjuntos de 12 elementos, pois seria um bom numero, uma vez que o numero 12
tem como divisores os numeros 1, 2, 3, 4, 6 e 12.

Toledo (2009) afirma que para realizar o trabalho com grandezas discretas deve
se fazer uso de materiais concretos, que podem ser os mais variados possiveis, tais
como: copinhos plasticos coloridos, palitos de picolé, fichas e graos.

Segundo Santos e Rezende (1996) é interessante iniciar utilizando cartées com
os quais o aluno j& tenha trabalhado anteriormente e somente depois fazer a repre-
sentacao com outros tipos de conjuntos.

Van de Walle (2010) afirma que "os contadores de duas cores em lados opostos sao
usados com frequéncia", e varios arranjos diferentes podem ser feitos para modelar

partes fracionarias de um conjunto completo, conforme mostra a Figura 2.10.
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12 makes 1 whole
o (e

Two-color counters in

sets showing 1:‘3— red.

The whole must be clearly
indicated.

Two-color counters in
arrays. Rows and columns
help show parts. Each
array makes a whole.
9 3

Here 15 Or ¢ are yellow.
(a) (b)
Figura 2.10: Modelos de conjuntos

Fonte: Van de Walle, 2010.

2.2 Fracao como razao

A ideia de fracdo como razao é aplicada quando podemos obter um indice com-
parativo entre duas quantidades, ou seja, a representacao m descreve a relagao das
quantidades m e n, e lemos "m esta para n'. "

De acordo com os PCNs, uma das ideias veiculadas pelas fragoes "é aquela em que
a fracao é usada como uma espécie de indice comparativo entre duas quantidades
de uma grandeza, ou seja, quando é interpretada como razao". Isso ocorre, por
exemplo, quando se lida com informacoes do tipo "2 de cada 3 habitantes de uma
cidade sao imigrantes" (BRASIL, 1998, p. 68).

Neste modelo, podem ser comparadas grandezas de mesma natureza, por exem-
plo, na seguinte situacao: "6 de cada 10 estudantes de uma escola piblica sao do
sexo masculino". Mas, podemos ainda comparar grandezas diferentes, um exemplo
ilustrativo envolve a grandeza velocidade, que é uma razao que relaciona as gran-
dezas distancia e tempo. Quando dizemos que a velocidade média de um carro foi
de 70 quilometros por hora (70 km/h), claramente estamos indicando que existe
uma razao entre a distancia percorrida pelo carro e o tempo gasto neste percurso
(CARVALHO, 2010).

Do mesmo modo da aplicagao parte-todo, podemos trabalhar a fragao como

razdo em grandezas continuas ou discretas. A fracdo como razao de grandezas
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continuas pode envolver a comparacao entre medidas de mesma natureza ou nao,
j& nas grandezas discretas, a comparagao acontece entre subgrupos de uma cole¢ao
de objetos. De acordo com Carvalho (2010), independente do tipo de grandeza
trabalhada, esta aplicacao ¢ comum em situacoes reais, porém é pouco explorada
nos livros didaticos e nas salas de aula, apesar de ser uma excelente forma de conhecer
as nocgoes de equivaléncia e simplificacao de fracoes.

Na situacao ja apresentada como exemplo "6 de cada 10 estudantes de uma
escola publica sao do sexo masculino", isso nao significa que a escola em questao
tem apenas 16 alunos, mas que existe uma razao que se mantém, ou seja, se a escola
tiver 300 alunos, 180 sao do sexo masculino, ou seja, a fracao % é equivalente a 1%,
pois possui a mesma, razao.

Com relacao a razao como grandeza continua, temos como exemplo, a razao das
areas (em hectares) de duas propriedades rurais é de 2 para 5, o trabalho com escalas
em mapas (a escala é de 1 cm para 100 m) ou no exemplo classico da velocidade
como uma razao entre as grandezas distancia e tempo (BRASIL, 1998, p. 68).

Vale salientar que as razoes nos permitem fazer estimativas e previsoes. Por
exemplo, na situacao da velocidade, podemos perguntar ao aluno "Se eu viajar a 70
km/h da cidade A para a cidade B, cuja distancia é de 320 km, em quanto tempo
chegarei ao meu destino?"

J& com relacao a razao como grandeza discreta podemos mencionar o seguinte
exemplo: "a possibilidade de sortear uma bola verde de uma caixa em que héa 2
bolas verdes e 8 bolas de outras cores (2 em 10)" (BRASIL, 1998, p. 68).

Nesse contexto, percebemos que é possivel fazer a comparacao entre duas gran-
dezas no estudo do céalculo da probabilidade de um evento, o qual é obtido por meio
da razao entre o nimero de casos provaveis e o numero de casos possiveis desse
evento ocorrer. E importante destacar que a probabilidade de um evento varia de 0
a 1 e que a maioria dos valores utilizados sao representados por fracoes.

Deste modo, as fragoes como razoes aparecem em diversos contextos diferentes,
nas representacoes de escalas em mapas geogréaficos ou na elaboragao de projetos de
arquitetura ou engenharia, onde a razao entre o comprimento no desenho e o com-
primento real é denominada de escala, configurando, dessa maneira, uma conexao
com um conteido muito importante, que é a semelhanca entre figuras geométricas;

na defini¢do de diversas taxas da Fisica (velocidade e densidade) e da Geografia
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(densidade demogréfica), entre outras; nas nogoes de porcentagens da Matemética
e de juros da Matemaética financeira, as quais sao muito tteis para o cidadao, prin-
cipalmente na tomada de decisoes e conscientizacao a respeito do consumo, a vista
ou a prazo, de bens e servicos (CARVALHO, 2010).

Além da divisdo em grandezas continuas e discretas, Nunes et al (2005), classifica
esta aplicacao em: quantidades extensivas e quantidades intensivas. As quantidades
extensivas ocorrem quando a medida de uma quantidade esta baseada na compara-
¢ao de duas quantidades de mesma natureza e na relagao parte-todo, por exemplo,
trés colheres de a¢ucar (descritas por um tnico valor) de um pacote de agicar. Ja as
quantidades intensivas se referem as medidas baseadas na relacao entre duas quan-
tidades diferentes, por exemplo, quantidade de agicar em relagao & quantidade de
Suco.

Neste contexto, de acordo com Nunes et al (2005, p. 152), as quantidades inten-

sivas ainda podem ser de dois tipos:

Podemos distinguir dois tipos de quantidades intensivas. Em
algumas delas, as duas unidades diferentes estao combinadas,
formando um todo. Nesse caso, podemos descrever a concen-
tragao do suco de duas maneiras: 2 copos de suco concentrado
para cada copo de agua, ou % de suco concentrado e % de dgua
(NUNES et al., 2005).

Entao, percebemos que quantidades intensivas podem ser representadas por ra-
zoes ou fracoes. Sobre esta afirmacao, e em relagao a exemplo citado, os autores

mencionam:
A primeira representacao é expressa em termos de uma razao;

a segunda é expressa em termos de uma fracao. Observe-se
que a razao ¢ de 2 para 1; a fracao expressa a mesma relagao,
porém usando 2 e 3+ (NUNES et al., 2005).

Vale ressaltar que existem quantidades intensivas que apesar de serem expressas
por razoes, nao podem ser representadas por fracoes. Vejamos o seguinte exemplo:
4 reais por um quilo de magcas, pode ser expresso por uma razao, mas nao pode ser
transformada em uma fracao no sentido de representar o valor da quantidade. Isso
é possivel somente quando as duas unidades diferentes podem ser reunidas em um
todo (NUNES et al, 2005).
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2.3 Fracao como resultado de uma divisao

De acordo com Silva (2005), este novo significado para fracdo aparece como uma
estratégia de resolucao de determinados problemas de distribui¢ao, de modo que
conhecendo a quantidade de grupos a serem formados, o quociente representa o
tamanho de cada um destes grupos.

A fragdo como resultado de uma divisao de ntimeros naturais quase sempre é
apresentada nos anos finais do Ensino Fundamental, pois exige abstracao dos alunos
e um certo distanciamento dos modelos apresentados nos itens anteriores (CARVA-
LHO, 2010).

Contudo, de acordo com Toledo (2009) depois das atividades introdutorias, fa-
zendo o uso de material concreto, o aluno encontra-se preparado para representar
as partes fracionarias associando o simbolo ™ a0 resultado da divisio de m por n
(n # 0), sendo m maior ou menor que n. "

Por exemplo, o autor Bianchini em seu livro didatico do 6° ano apresenta a
seguinte situacao-problema: "Uma professora deu 5 folhas de papel sulfite a um
grupo de 3 alunos, para que construam pequenos blocos de anotacgoes. Qual foi a
quantidade de papel que cada aluno recebeu, sabendo que o papel foi distribuido
igualmente entre eles?" (BIANCHINI, 2011, p.148).

Para resolver este problema, o autor sugere que inicialmente seja distribuido
uma folha de papel inteira para cada aluno e depois as folhas que restaram sejam
repartidas em tercos e novamente distribuidas, para melhor entendimento do aluno,
o livro apresenta algumas ilustracoes.

A resposta do problema é dada na forma de ntimero misto, 1% (um inteiro e dois

tergos), e em seguida ele indica que esta resposta corresponde ao resultado da divisao
5
3
2.11. Contudo, o autor nao apresenta como resposta do problema a representacao

5 =+ 3, que por sua vez pode ser indicada ainda como 2, conforme mostra a Figura
decimal, j4 que esta é tratada em um capitulo posterior.

Depois da apresentacao desta situacao-problema, o autor afirma que "Uma fra-
¢ao pode representar o quociente de seu numerador pelo seu denominador". E
entao apresenta outro problema, cuja a divisao do numerador pelo denominador
corresponde a um numero natural. Pois, diferentemente do que ocorre na aplicacao

parte-todo, neste modelo, o numerador m pode ser menor, igual ou maior que de-
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nominador n e também podem representar objetos diferentes, como por exemplo,

criangas e doces.

it
3
1
2
.8
3
5 Quantidade de papel que
a5l cada aluno recebeu

Figura 2.11: Fracao como resultado de um quociente
Fonte: Bianchini, 2011.

Estas situacgoes de divisao extrapolam as ideias aprendidas no modelo parte-todo,
justamente por serem apresentadas duas variaveis distintas (SILVA, 2005). Apesar
de Bianchini explorar esta aplicacao, este ¢ um aspecto pouco trabalhado nas escolas,
e a maioria dos alunos nao conseguem compreender que as fracoes podem de fato

ser vistas como resultados de divisoes.

2.4 Fracao como ntmero

A representacao das fracoes na reta numeérica pode contribui para dificil passa-
gem dos conceitos estudados nas aplicacoes anteriores e o senso numérico. De fato,
a marcacao na reta é uma estratégia muito utilizada para buscar o entendimento da
fracao como nimero (CARVALHO, 2010).

Van de Walle (2010) afirma que o foco em partes fracionarias é fundamental, mas
o senso fracionério exige mais sensibilidade intuitiva, de modo que os alunos devem
saber quao grande ¢ uma fracdo, bem como serem capazes de dada duas fracoes
determinar qual é a maior delas.

Para trabalhar as representacoes de fracoes na reta numeérica devemos considerar

o intervalo entre dois nimeros naturais como o "todo", que sera dividido em partes

iguais (CARVALHO, 2010).
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Na Figura 2.12 podemos observar a representacao de fracdes na reta numérica,

nota-se que a unidade foi repartida em 4 partes, de modo que 1 = %, e cada uma

destas partes correspondem a uma representacao marcada na reta, assim sao repre-

sentadas as fracoes: %, % (que é representado com a fra¢ao equivalente %), %, g, g e
7
ZL.
< : i : l : : { l >»
1 1 3 5 6 7
0 4 2 4 1 4 4 4 g

Figura 2.12: Reta numérica
Fonte: Van de Walle, 2010.

A localizagao das fragoes na reta é realizada de acordo com a contagem de partes
fracionarios demarcadas sobre a mesma, o que no primeiro momento lembra o pro-
cedimento realizado na aplicagao parte-todo, pelo menos para as fragoes proprias.
J& as fracoes improprias podem ser representadas ainda como niimeros mistos ou
numeros decimais, e nestas representacoes fica mais facil localizar na reta numérica
entre quais ntmeros elas se encontram, como no caso das fracoes que estao entre 1
e 2 na Figura 2.12.

Além do que se as fracoes estiverem representadas na reta é facil fazer a com-
paracao entre os valores e dizer qual ¢ o maior, uma vez que a reta numérica é
crescente, ou seja, estando as fracoes demarcadas na reta a que tiver mais a direita
serd a maior delas.

Santos e Rezende (1996) afirmam que a relagao de ordem, que usualmente é
ensinada através de uma série de regras, surge naturalmente na reta numérica, sem
a necessidade da memorizacao de casos particulares, como por exemplo que fracao
é maior % ou %, observando a Figura 2.12, logo respondemos %. E o mesmo ocorre

com a noc¢ao de equivaléncia entre fracoes.

2.5 Operacgoes com fracoes

De maneira geral, apdés a conceituacao, é habitual que o professor prossiga o

contetdo de fragoes da seguinte: comparacao de fracoes e ordenamento, equivaléncia
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2.5. OPERACOES COM FRACOES

e simplificagao, e por tltimo as operacoes com fra¢oes (CARVALHO, 2010).
Logicamente os dois primeiros itens podem ser trabalhados em conjunto com a
conceituacao de fracoes, e ja foi falado algo sobre eles nas aplicagoes apresentadas
nas secoes anteriores. Sendo assim, esta secao apresentada de maneira sucinta como
normalmente é ensinado as quatro operagoes (adi¢do, subtragdo, multiplicacao e

divisdo) com nameros fracionarios.

2.5.1 Adicao e Subtracao

Usualmente, as operacoes de adicao e subtracao de fracoes sao divididas em dois
grupos, as operacoes com denominadores iguais e as operagoes com denominadores
diferentes. Ambos os casos, normalmente, sdo ensinados ao aluno através de regras.

No primeiro caso, é extremamente simples somar ou subtrair fracoes, sendo co-
mum que os professores apresentem a seguinte regra: Para somar ou subtrair duas
fracoes de mesmo denominador, conserva-se o denominador e efetua-se a soma ou
subtracao dos numeradores.

Jé& na segunda situacao, quando as fragoes apresentam denominadores diferentes,
antes de efetuar a adicao ou a subtracgao, é preciso primeiro transformar as referidas
fragoes em fracoes com o mesmo denominador, em outras palavras, faz-se necessario
encontrar fracoes equivalentes que tenham o mesmo denominador.

Uma das técnicas que pode ser utilizada, quando queremos realizar uma adicao ou
subtragao de fragoes heterogéneas (fragoes com denominadores diferentes), consiste
no seguinte procedimento: multiplicar o numerador e o denominador de cada fragao
por um mesmo nimero diferente de zero.

Qualquer fracao pode ter seu numerador ¢ denominador multiplicado ou dividido
pelo mesmo niimero, sem alterar o seu valor, por exemplo, para realizar a operagao:
1,2

>t35— i, primeiro devemos multiplicar o numerador e o denominador de cada

uma das fracoes pelos nimeros 6, 4 e 3, respectivamente, para obtermos as fracoes

: 6.8 ,09 ~ A ~
equivalentes {3; 75 € 75. Como agora temos apenas fragoes homogéneas (fragoes com
8

o mesmo denominador), podemos, entdo, calcular % 15—

Outra técnica mais direta para encontrarmos fracoes equivalentes as originais

9 5
.5 para obtermos 5.

pode ser descrita da seguinte maneira: multiplicar o denominador de uma fracao

pelo denominador da outra fragao e considerar o produto encontrado como o novo
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2.5. OPERACOES COM FRACOES

denominador, que obviamente serd o denominador do resultado da operacao; mul-
tiplicar de forma cruzada o numerador de uma fracao pelo denominador da outra
e em seguida, somar ou subtrair esses produtos obtendo, assim, o numerador do

resultado da referida operagao, ou seja,

a n c ad c¢cb ad=xech

b= d bd db  bd
Vale salientar que, sempre que possivel, deveremos simplificar a fracao obtida
para deixarmos na forma mais simples que é denominada de fracao irredutivel.
Como exemplo, vamos resolver a adicao i + % Multiplicando 4 por 3 obteremos
12 (o novo denominador). Agora, deveremos multiplicar 1 por 3 e 2 por 4 e, em
seguida, somar esses produtos, isto é, 1 x 3 = 3 e 2 x 4 = 8, logo o numerador do
resultado da operagao serd 3+8 = 11 e o resultado final seré % (fragao irredutivel),

ou seja,

1.2 13 24 3 8 3+8 11

T3t T T e 2 T

A técnica mais usada para somar ou subtrair fracoes heterogéneas utiliza o MMC
(minimo miltiplo comum), ou seja, utiliza o menor nimero que é multiplo de dois
numeros dados.

Esta técnica é ensinada através do seguinte enunciado "Para somar ou subtrair
duas fracoes com denominadores diferentes, primeiro precisa-se determinar o MMC,
depois encontrar as fragoes equivalentes que possuam como denominador o valor do
MMC e finalmente deve ser executado o mesmo procedimento da primeira situagao".

E comum que os professores ensinem apenas esta tltima técnica, ndao possibili-
tando que os alunos tenham outros maneiras de resolucao para estas operacoes, e
mais ainda, nao entendam os motivos que levaram a construcao desse procedimento.

De acordo com Van de Walle (2010) o procedimento utilizando o MMC é muitas
vezes justificada pelo professor com a seguinte afirmacao "vocé nao pode adicionar
macas e laranjas", e apesar da boa inten¢ao do professor em justificar porque precisa
encontrar fracoes equivalentes com o mesmo denominador, ela é falsa. O autor
complementa afirmando que a justificativa correta é que "O algoritmo é projetado
para trabalhar apenas com denominadores comuns".

Vale ressaltar que, também podemos somar ou subtrair fracoes com inteiros,

transformando os niimeros inteiros em fracoes, bastando para isso convertermos os
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inteiros em fragoes com o numerador igual ao préprio inteiro e denominador igual a

1, e proceder um dos procedimentos mencionados anteriormente.

2.5.2 Multiplicacao

Na multiplicacao de fragoes temos duas situacoes: multiplicagao de fragdo por
ntmero inteiro e multiplicacao de fracao por fragao.

Na primeira situacao, podemos multiplicar um nimero inteiro por uma fracao

. L, . . . 2 4 . .

ou o contrario. No primeiro caso, por exemplo, 2 x ¢ = ¢ significa que estamos
considerando 2 "pedacos" de uma fracao do "tipo" quinto.

Ja no segundo caso, % X2 = % podemos pensar na relacao parte-todo, ou seja, que-
remos saber quanto é dois quintos de dois inteiros. Entao, procedemos da seguinte
maneira, dividimos dois em cinco partes e "tomamos" duas, conforme podemos ob-

servar na operacgao a seguir:

2><2:0,4><2:O,8:§:£
5 10 5

Vale ressaltar que, no segundo caso, aparecem também ndmeros racionais na
forma decimal, o que pode ser um complicador para o estudante. Mas, é sempre
possivel usar a propriedade comutativa e proceder como no primeiro caso, apesar
dos significados das operagoes serem diferentes.

E importante destacar também que o segundo caso corresponde a problemas,
que envolvem calcular uma fracao de uma grandeza discreta, isto é, a problemas
onde temos um certo numero de coisas e queremos saber quantas dessas coisas
correspondem a uma certa fracao. Exemplificando, se uma turma de 6° ano do
ensino fundamental tem 30 alunos, quantos alunos correspondem a 1/3?

Na multiplicagao de duas ou mais fracoes, também podemos pensar em dois
casos: multiplicar fracdo por fracdo unitéria (fragdo que tem o numerador 1) e
multiplicar fragao por fracao, onde nenhuma delas é unitaria.

4.1

Na primeira situacao, por exemplo, ¢ x 7, basta pegar os "quatro pedagos do

tipo quarto" e dividir por "oito", obtendo assim, como resultado %, ou seja,

W

1 1 1
S (4x-)s8—1=8— -
g Xz Uxg) 8 8=3
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Na situacao apresentada, o numerador da primeira fracao é divisivel pelo deno-
minador da segunda, portanto, foi possivel realizar a divisdo sem deixar resto.

Agora, se o numerador da primeira fracdo nao for divisivel pelo denominador da
segunda fracao, entao a saida para resolver a situacao é recorrer a alguma fracao

equivalente. Por exemplo,

28
= — X

1 1 7
4 20 4 20

7
J— >< =
5

Na pratica, multiplicamos o numerador de uma fragao pelo numerador da outra
e, em seguida, multiplicamos o denominador de uma fracao pelo denominador da
outra. Esse método também é aplicado para multiplicacao de fracoes de quaisquer

tipos. Por exemplo,

3 4 3x4 12

— X = — =
4 8 4x8 32

3
-

Usualmente, quando se trabalha com a operacao de multiplicacao de fracoes o
professor nao aborda estas situacoes e muito menos os diferentes significados desta
operacgao. Assim, de maneira geral, ensina-se o seguinte algoritmo: "Para multiplicar

fracoes devemos multiplicar numeradores entre si e denominadores entre si", isto é,

a X c ac

bxd bd

X

SallS
Ul o

Vale ressaltar que o algoritmo serve para resolver todos os casos abordados neste
item, bem como nas situacoes que envolvem mais de duas fracoes. E essa deve ser
a razao da grande maioria dos professores passarem direto para o algoritmo, nao

dando possibilidade ao aluno de explorar questoes que os levem ao desenvolvimento
do algoritmo por si mesmos (VAN DE WALLE, 2010).

2.5.3 Divisao

A ideia aplicada na resolucao de uma divisao de fracoes apresenta a mesma logica
usada na multiplicacao de fracoes, isto é, o numerador da primeira fragao deve ser
dividido pelo numerador da segunda e o denominador pelo denominador.

Por exemplo, para dividir g por %, basta dividir 4 por 2 e 9 por 3, obtendo como

resultado %, ou seja,
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4 2 4+2 2
973 9+3 3

Surge um obstéculo quando o numerador e/ou o denominador da primeira fragao
nao for divisivel pelo numerador e/ou o denominador da outra.

Como dividir, por exemplo, % por %? Neste caso, percebemos que surgird um
problema, que é fracao dentro de fragao, e isso deve ser evitado.

Assim, poderemos pensar em duas maneiras diferentes para resolver o problema
da divisao de fracoes: uma é utilizando a fracao reciproca da fracao divisor e a outra
aborda a ideia de fracoes equivalentes.

A primeira técnica consiste em multiplicar a fragao dividendo (primeira fra¢ao)
pela fragdo reciproca da fragdo divisor (segunda fracdo), que na préatica, é obtida
quando trocamos o numerador pelo denominador. Em seguida, multiplicamos os
numeradores entre si e 0s denominadores também.

Por exemplo, para dividir % por %, procedemos da seguinte maneira: repetimos
%; multiplicamos por % (fragao reciproca de %), em seguida, multiplicamos 3 por 3
(numeradores entre si) ¢ 4 por 2 (denominadores entre si) para obtermos 2, que ¢ o

resultado da divisao, conforme mostra a operacao efetuada abaixo.

3.2 3 3 3x3 9

. X — = = —.
4 3 4 2 4x2 8

A segunda técnica de divisao de fracoes envolve fracoes equivalentes. Vejamos

um exemplo para uma melhor compreensao dessa operacao. Suponhamos que que-

remos dividir % por % Para resolver a situacao, deveremos multiplicar o numerador

(2) e o denominador (2) da fracdo formada por um mesmo nimero. Convenien-
temente escolhemos % como sendo esse ntumero. Dessa maneira, obteremos fracoes

equivalentes as fragoes originais como mostra a operacao efetuada a seguir.

3 3><7 21 21
3.2 _5_5"2_10_10_2L
57 2 2 T 141 10
7 772 14

Analisando todos os passos da operacao, percebemos que quando multiplicamos

o denominador da fragdo original pela fracao escolhida de forma conveniente (a

14
14

o ntiimero 1. Entao, como dividir por 1 nao altera o niimero que esté sendo dividido,

n 21
10°

fracao reciproca %), obtivemos como resultado que é uma fragao que representa

o resultado é o "numerador

36
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Comumente o ensino desta operacao é abordado na sala de aula apenas através
da regra: para efetuar a divisao de duas fragoes devemos repetir a primeira fracao e
multiplicar pelo inverso da segunda.

De acordo com Van de Walle (2010) esta regra provavelmente ¢ uma das mais
misteriosas da matematica elementar. A légica deste processo recai sobre uma pro-
priedade de divisao, que ja é valida para os naturais, porém é pouco explorada na
escola.

Logo, a operacao de divisao entre fragoes é ensinado apenas como uma regra
que se tem de decorar e aplicar. De acordo com Santos e Rezende (1996), um dos
problemas desta maneira de ensino, é que quando ensinamos divisao de unidades
inteiras tratamos normalmente com problemas de "repartir em partes iguais" e nao
em "quantos cabem", e este dltimo é o que da sentido a divisao de fracoes, assim o
aluno nao entende como pode dividir uma fracao por outra.

Exemplos para a nocao de "quantos cabem" na divisao entre fracoes podem ser
explorados em problemas do tipo "Quantas tercas partes de um todo cabem em 1760
deste mesmo todo?". Para encontrar a solucao do problema, basta dividir % por
%, podemos inclusive resolver esta divisao da mesma maneira do exemplo anterior,

tem-se:

Encontramos, desta maneira, que cabem cinco tercas partes em dez sextos de
um mesmo inteiro, ou seja, o resultado da divisao % por % ¢ igual a 5.

Assim, sem conhecer o conceito desta operagao, o algoritmo da divisao de fracoes
é algo que para o aluno parece novo, e muitas vezes nao é compreendido nem mesmo
pelos professores, como apresenta Liping Ma no terceiro capitulo de seu Livro "Saber
e Ensinar Matematica elementar", quando discute sobre os erros cometidos por

professores americanos em problemas envolvendo esta operacao.
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Capitulo 3
Obstaculos no ensino das fracoes

Observa-se no ambiente escolar que os nossos alunos, assim como os povos das
civilizagoes antigas, nao associam as fracoes a numeros. E o conhecimento adquirido
nos anos que passam estudando este contetido, se reduz na maioria das vezes a
memorizagao de um conjunto de regras e algoritmos (SANTOS e REZENDE, 1996).

Carvalho (2010) afirma que grande parte do que é ensinado aos alunos nao passa
de representacoes desnecessarias e refletem um ensino centrado apenas na reprodu-
cao de procedimentos. De modo que alguns alunos até podem resolver problemas
envolvendo fracoes, mas nao conseguem compreender aquilo que estao fazendo. To-
davia, a grande maioria apresenta dificuldades, mesmo estudando fragoes por vérios
anos consecutivos.

Neste capitulo abordamos alguns obstaculos no ensino das fracoes. Para tal dis-
cussao, usamos como base os Parametros Nacionais Curriculares - PCN, os artigos de
Lopes (2008), Bertoni (2008) e Vianna (2008) todos publicados no Boletim de Edu-
cagao Matematica (BOLEMA), a dissertagao de Silva (1997) e o livro "Matematica
no ensino fundamental" de Van de Walle (2010).

Antes de abordar os obstaculos que surgem no ambiente escolar, precisamos
compreender o que sao obstaculos e quais os tipos, pensando nisto apresentamos
como primeiro tépico deste capitulo estas definicoes, e somente depois discorremos

sobre quais obstaculos permeiam o estudo de fragoes nas escolas.
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3.1 Obstaculos epistemolégicos, didaticos e ontogé-

nicos

O que é um obstaculo? Segundo Brousseau (1983 apud SILVA, 1997) a nogao
de obstaculo é uma nova forma de perceber os erros cometidos pelos alunos. Neste

contexto, o autor afirma que:

Um obstéculo se manifesta pelos erros, mas estes nao sao de-
vidos a0 acaso, nao sao transitérios, nem irregulares, eles sao
reprodutiveis e persistentes. Além disso, esses erros, em um
mesmo sujeito, estao ligados entre si por uma causa comum:
uma maneira de conhecer, uma concepgao caracteristica, um
conhecimento antigo e que tem éxito em todo um dominio de

acoes (BROUSSEAU, 1983 apud SILVA, 1997, p.26).
De maneira geral obstaculo, é observar os erros cometidos pelos alunos e perceber

que em alguns casos existe uma logica no erro, ou seja, algumas similaridades podem
ser encontradas e que talvez estas sejam advindas de uma concep¢ao anterior.

Brousseau (1983 apud SILVA, 1997) classifica os obstaculos nas seguintes cate-
gorias: epistemologicos, didaticos e ontogénicos.

O primeiro a falar sobre obstaculos epistemologicos foi o filosofo francés Gastao
Bachelard, em 1938, na sua principal producao, intitulada "A formacao do Espirito
Cientifico". Bachelard definiu o obstéaculo epistemologico como sendo uma dificul-
dade de transpor conhecimentos anteriores, ou seja, a evolu¢ao do conhecimento
esbarra em concepcoes "cristalizadas pelo tempo", que acabam por impor uma re-
sisténcia na instalagoes de novas concepgoes (PAIS, 2015).

Assim, segundo Silva (1997) os obstéculos epistemologicos sao intrinsecos ao
proprio saber, isto é, derivados da evolugao dos conhecimentos. Desta forma, estes
obstaculos podem ser percebidos através dos registros da matematica ao longo da
historia.

J& os obstaculos didaticos sao aqueles que estao relacionados ao projeto do sis-
tema educacional, sendo resultantes das estratégias utilizadas pelo professor no ato
de ensino dos contetudos.

De acordo com Gomes (2002), o obstaculo epistemologico reflete, na sala de aula,
na forma de obstaculo didatico, ou seja, em dificuldades no ato de ensinar, que geram

barreiras na aprendizagem do aluno.
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Segundo Silva (1997, p. 27) um obstaculo didatico tem as seguintes caracteristi-
cas:

E um conhecimento, uma concepcao, mesmo que seja
falsa ou incompleta, nao é uma dificuldade ou auséncia
de conhecimento.

e Tem um dominio de validade e eficacia que produz res-
postas adaptadas a certos problemas ou classes de pro-
blemas, mas que conduz a respostas erradas em outros
tipos de problemas.

e E resistente a toda modificacio ou transformacio e se
torna predominante em certas situacoes, mesmo apos
ter sido substituido aparentemente por um novo conhe-
cimento.

e A rejeicdo a esse conhecimento conduzird a um novo
conhecimento.

Pais (2015, p. 37) afirma que "os obstéculos didaticos sdo conhecimentos que se
encontram relativamente estabilizados no plano intelectual e que podem dificultar
a evolucao da aprendizagem do saber escolar". Assim, devemos conhecer como se
reorganiza o novo conhecimento e como este se harmonia com os conhecimentos
adquiridos anteriormente. E se esta transicao nao for bem conduzida, os obstaculos
didéaticos se manisfestam.

Portanto, o obstaculo didatico nao é reflexo da falta de conhecimento ou de
dificuldade dos alunos, mas sim a persisténcia de conhecimentos anteriores. Neste
contexto, podemos observar erros recorrentes e nao aleatorios, como por exemplo no
ordenamento de fracoes dizer que % é maior que %, claramente podemos notar que
os alunos levaram em consideracao o ordenamento dos naturais onde o ntimero 3 é
maior que 2.

Os obstéculos ontogénicos surgem de limitagoes neurofisioldgicas do individuo
(aluno) e estes podem ocorrer em um momento do desenvolvimento mental, apare-
cendo devido ao nao amadurecimento conceitual (SILVA, 1997).

Assim, entendemos que os obstaculos na aprendizagem dos alunos, em sua grande
maioria, sao aqueles que surgem na sala de aula, isto é, sao os obstaculos didéaticos,

e é sobre estes que iremos nos ater a seguir.
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DE FRACOES

3.2 Principais obstaculos didaticos encontrados no

ensino de fracoes

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais - PCNs, os alunos do ter-
ceiro ciclo, que corresponde ao 6° ano e 7° ano, devem adquirir os seguintes conhe-

cimentos relativos aos niumeros fracionarios (BRASIL, 1998, p. 71):

o "Reconhecimento de numeros racionais em diferentes contextos - cotidianos
e historicos - e exploracao de situagoes-problema em que indicam relagao

parte/todo, quociente, razdo ou funcionam como operador"

e "Localizacao na reta numérica de niimeros racionais e reconhecimento que estes
podem ser expressos na forma fracionaria e decimal, estabelecendo relagoes

entre essas representacoes’.

Embora a maior parte destes conhecimentos citados anteriormente serem comuns
aos desenvolvidos no segundo ciclo (4° e 5° anos), o que se constata é que os alunos
chegam ao terceiro ciclo (6° e 7° anos) sem compreender os diferentes significados
associados ao numero racional e tampouco os procedimentos de calculo com estes
nameros (BRASIL, 1998).

Ainda de acordo com os PCNs, uma possivel explicacao para as dificuldades
encontradas no ensino de fracoes deve-se ao fato de que a aprendizagem destes
"novos ntmeros" pressupoe rupturas de ideias construidas nos naturais. Assim,
ao trabalhar com os racionais, em especial os ntimeros fracionarios, os estudantes
enfrentam diversos obstéculos didaticos (BRASIL, 1998).

Nos itens que se seguem apresentaremos cinco obstaculos didaticos que aparecem
corriqueiramente no ensino das fracoes: conceito, notagao, equivaléncia, adi¢do e/ou

subtracao e divisao.

3.2.1 Primeiro obstaculo - conceito

De acordo com Lopes (2008), o primeiro obstaculo que o aluno deve encarar é
que de fato a palavra fracao estd associada a muitas ideias, o que o autor denomina

de "megaconceito". Assim, a passagem de uma ideia para o outra pode deixar o
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aluno confuso, e mais, estas ideias na maioria dos casos estao interligadas, de modo
que fica dificil isolar cada uma delas.

Muitas vezes, quando questionados sobre o que é fragdao, é comum que os alunos
respondam "é pedago, é aquele negocio de dividir figuras, é cortar tiras" (BERTONI,
2008, p. 211). Estas respostas, evidenciam que os alunos nao compreendem as ideias
associadas a fracao, e se limitam normalmente ao pouco que entenderam da aplicagao
parte-todo.

Como vimos no capitulo 2, as fragoes assumem significados diferentes nas apli-
cagbes: parte-todo, quociente e razao. E de acordo com Lopes (2008) nem sempre
estas ideias sao contempladas no tratamento de fracoes nos livros didaticos, o que é
indicador de lacunas sérias na aprendizagem deste "megaconceito".

Os diferentes significados podem se confrontar, como por exemplo ao comecar o
ensino utilizando o modelo parte-todo, o aluno observa partes de uma unidade, ou
seja, trabalha apenas com as fracoes chamadas de proprias e em seguida é apresen-
tado as improprias, como se esta passagem fosse algo natural, quando nao é (LOPES,
2008). Se a fracdo propria faz sentido na aplicagdo parte-todo, a impropria por sua
vez faz mais sentido como representacao de um quociente.

Bertoni (2008) afirma que a aplicacao parte-todo, seja utilizando material con-
creto (fichas, tiras ou canudos) ou figuras geométricas divididas ou ainda fatias de
pizzas, nao apresentam situacoes que de fato demandam uma construcao destes no-
vos nimeros, pois da maneira que é trabalhada, é abstrata, pouco significativa e
artificialista (por nao retratar situagoes reais).

A autora ressalta que a apresentacao de figuras geométricas divididas com partes
hachuradas e associacao a uma fragao nao faz nenhum sentido para o aluno. Nao
ficando claro o motivo de trabalhar com aquelas figuras.

Segundo os PCNs, a consolidacao destes diferentes significados pressupoe um
trabalho sistemético, ao longo da segunda fase do ensino fundamental (6° ao 9°
anos), pautado na anélise e comparacao de variadas situacoes-problema (BRASIL,
1998).

3.2.2 Segundo obsticulo - notacao

O segundo obstaculo é a notacao utilizada para representar as fracoes, nao é tao

simples compreender que dois niimeros inteiros separados por um trago representem
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um tnico nimero racional na forma de fracao, principalmente por ser introduzido
através da aplicagao parte-todo e o procedimento usado ser a dupla contagem (LO-
PES, 2008).

Vianna (2008) afirma que uma das confusdes presentes na notagao da-se a forma
com que lemos as fracoes, ao buscar representar uma "unidade comum", temos na
verdade a leitura de um numeral (numerador) e de uma parte fracionéario (deno-
minador), de modo que algo simples seja incompreendido pelos alunos. O autor
ressalta ainda, que a persisténcia nesta confusao pode levar adultos a operar per-
feitamente com ntmeros inteiros e decimais, mas nao conseguir resolver operagoes
com as fragoes por nao compreendem a notacgao.

De acordo com Van de Walle (2010), a notagdo de fracdo é uma convencao
bastante complexa para os alunos e geralmente enganosa para eles. Por isso, vale
a pena o professor investir algum tempo para a compreensao do que cada niimero
representa neste simbolo.

Como foi visto no capitulo 1, levou séculos para que o homem conseguisse uma
notagao para as fragdes que nao tivesse ambiguidades. E como ressalta Silva (1997)
nao foi uma conquista facil, sendo fundamental para o entendimento da notacao a
utilizacao de situacoes que possam dar significado a esta representacao.

Segundo Bertoni (2008) é comum que seja apresentado nos livros de 6° ano a
notagao § para indicar um ntimero racional na forma fracionaria e em muitas vezes
a notagao esta associada a divisao (p—+q), porém sem relagao com o significado dado
pela aplicacao parte-todo. Além disso, os livros afirmam que o traco indica divisao,
como no caso da fragao %, que seria a divisao de 3 por 4, mas nao costuma mostrar a
fracao % como resultado da divisao, nao apresentando resultados como os mostrados

na Figura 3.1.

3+4=3% Ou 3 -
Ya

Figura 3.1: Fragao como resultado de uma divisao
Fonte: Bertoni, 2008.

Para as divisdoes como a apresentada anteriormente é comum que sejam dados
resultados decimais e nao fracionarios. Logo, o conceito de fracao muda, o que antes

era operador ganha agora status de niimero e o traco passa a representar divisao,
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confundindo ainda mais a cabeca do aluno em relacao a notacgao fracionaria.

A dificuldade com a notacao das fracoes acaba fazendo com que os alunos fujam
de utilizé-las, por ter dificuldade no manuseio das mesmas, e principalmente depois
de terem estudado os nimeros decimais. Assim, os alunos substituem a notacao
fracionaria pela decimal, afim de vencer os obsticulos vivenciados nas operagoes
(BERTONTI, 2008). Como por exemplo, para calcular % — %L muitos resolveriam
substituindo g por 2,5 e 71; por 0,25, em vez de utilizar a forma fraciondria para
resolver esta operacao.

Os PCNs ressaltam que "Ao abordar os racionais pelo seu reconhecimento no
contexto diario, deve-se observar que eles aparecem muito mais na forma decimal
do que na forma fracionaria" (BRASIL, 1998, p. 103).

Lopes (2008) afirma que as representacoes analdgicas estao dando espaco as
digitais, o que leva o uso da fracao a ser tornar cada vez mais raro, e a notagao
decimal ganhar maior representatividade na comunicacao dos "nimeros quebrados".

Contudo, nao quer dizer que devemos deixar de utilizar as fracoes, nem tao
pouco abolir de vez sua notacao. Os PCNs abordam sobre esta questao e justificam

a utilizacgao da representacao fracionéria:

Embora o contato com representagoes fracionarias seja bem
menos freqiiente nas situagoes do cotidiano seu estudo tam-
bém se justifica, entre outras razoes, por ser fundamental para
o desenvolvimento de outros conteidos matematicos (propor-
¢oes, equagoes, calculo algébrico). Também nas situagoes que
envolvem calculos com dizimas periodicas, a representagao
na forma fracionaria favorece a obtencao dos resultados com
maior precisao, uma vez que a forma decimal é preciso fazer
aproximagoes. (BRASIL, 1998, p. 103).

Além disso, os PCNs ressaltam que "A familiaridade do aluno com as diferentes
representagoes dos ntimeros racionais (representacao fracionaria, decimal, percen-
tual) pode leva-lo a perceber qual delas é mais utilizada ou adequada para expressar
um resultado" (BRASIL, 1998, p.103). Ou seja, depois de estudado o conjunto
dos nimeros racionais, o aluno deve saber escolher a representacao ideal para cada

situacao que apareca para ele resolver.
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3.2.3 Terceiro obstaculo - equivaléncia

O terceiro obstaculo, esta associado aos dois primeiros, é o fato de "cada nu-
mero racional pode ser representado por diferentes (e infinitas) escritas fracionérias"
(BRASIL, 1998, p.101).

Como duas fracoes podem parecer diferentes e representar a mesma quantidade?
certamente esta ¢ uma pergunta que os alunos devem fazer, por exemplo, quando o

2
3

E comum que a equivaléncia de fracoes seja abordada utilizando grades retangu-

4 . .
professor apresenta que g é equivalente a

lares (Ver Figura 3.2), de forma que muitas vezes os alunos sao orientados a observar
essas equivaléncias através de um procedimento similar a aplicacao parte-todo, isto
é, fazendo a contagem das partes, o que ¢ insuficiente para trabalhar tais equivalén-
cias (LOPES, 2008).

T ERIERBE

2 6 ]10]14

1ol 3| 4 l:i 371115
4 16 4 [ 8112 16

Figura 3.2: Representacao de fragoes equivalentes usando grades retangulares
Fonte: Lopes, 2008.

Outra maneira utilizada pelos professores para justificar as infinitas representa-
¢cao para o mesmo numero fracionario, é o fato de se dividirmos ou multiplicarmos
o numerador e denominador de uma dada fragao por um numero inteiro diferente
de zero a proporc¢ao entre as partes fracionérias nao se altera e por este motivo as

fracoes sao iguais, ou seja,

a axc a-=d

b bxc b=d

,com b # 0, a e b divisiveis por d, ¢ e d nao nulos.

Contudo, muitas das vezes os alunos nao sao apresentados ao conceito de equi-
valéncia, mas sim ao algoritmo utilizado e acabam por reproduzir o calculo sem
compreender o significado do que estao fazendo.

Para que a equivaléncia nao seja um obstaculo, os alunos devem ser apresentados

a0 conceito e ao algoritmo, pois um complementa o outro. E somente desta forma
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irao conseguir compreender que de fato % é igual a %, que por sua vez é igual a
qualquer fracao que represente a mesma quantia.

Van de Walle (2010) afirma que todos os alunos devem ser capazes de, quando
necessario, poder determinar uma fracao equivalente de uma dada fracao. Para
Lopes (2008) a compreensao do conceito de equivaléncia ¢ um dos mais importan-
tes obstaculos a serem superados pelos alunos, devendo ser abordado através de
miultiplos recursos.

Os PCNs ressaltam que "(...) a construgdo de procedimentos para a obtengao
de fracoes equivalentes sao fundamentais para resolver problemas que envolvem a
comparagao de nlimeros racionais expressos sob a forma fracionéria e efetuar calculos
com esses nimeros" (BRASIL, 1998, p. 103). De modo que o terceiro obstaculo esta
relacionado com o seguinte, uma vez que ¢ fundamental a utilizagao de equivaléncias
nas operacoes de adigdo e/ou subtragdo com denominadores diferentes, como sera

apresentado a seguir.

3.2.4 Quarto obstaculo - adicao e subtracao

Derivado do segundo e terceiro obstaculos, surge o quarto obstaculo que é a
"adi¢ao e/ou subtragao de fragoes". Seja com denominadores iguais ou distintos, é
comum ver os alunos apresentarem como resultado destas operagoes a adi¢ao e/ou
subtracao de numerador com numerador e denominador com denominador.

Mas é evidente que o erro ocorre com mais frequéncia nas adigoes e/ou subtracoes

cujos denominadores sao diferentes, como apresentada na seguinte expressao:

azxc

c
4 =
d bxd

a
b
E este obstaculo algumas vezes persiste e ultrapassa o ensino fundamental e mé-

dio, aparecendo também no nivel superior, como narra Baldino (2006 apud Bertoni,

2008):

) tenho um aluno que esta fazendo calculo I pela terceira vez;
ja aprendeu razoavelmente as regras de derivacao. Para ele,
um terco menos um nono da um sexto. Quando os colegas se
espantaram, ele corrigiu para menos um sexto.

Muitas vezes isto ocorre devido os alunos tratarem os elementos da fracao como

numeros distintos, trabalhando da mesma forma que fazem com os niimeros naturais.

46



3.2. PRINCIPAIS OBSTACULOS DIDATICOS ENCONTRADOS NO ENSINO
DE FRACOES

Assim, quando se deparam com a adi¢ao % + %L é comum que respondam % ou como
no exemplo do aluno de Baldino %—% = —%, vendo os numeradores e denominadores
como nimeros distintos.

Neste sentido, Vianna (2008, p. 177) ressalta que "eles persistirao fazendo adi¢ao
de "3" com "4", vendo-os como nimeros, ao invés de tentar obter uma equivaléncia
entre "tercos" e "quartos" que permita juntar coisas que nao estao sendo medidas
com a mesma unidade de medida".

Ou ainda, como menciona Lopes (2008) por repetir o algoritmo da multiplicagao
de fragoes, o que ocorre em quase todas as culturas, sendo este aspecto conhecido
como "sobregeneralizagao".

Como dito anteriormente, também é comum que os alunos para fugir das opera-
coes com fracoes, troquem a representacao fracionaria pela decimal, resolvendo por

exemplo % + % da seguinte maneira:

15
=+ -=0,50+1,25=1,75.
2+4 ) +7 ’

Em vez de trabalhar com as fracoes equivalentes e resolver esta adicao substi-

. ~ 1 2 L
tuindo a representacao ; por 7, conforme apresentado a seguir:

1 5 2 5 7

2 4 4 4 4

Vale ressaltar, que esta "troca" nem sempre é tao simples assim, uma vez que
pode aparecer fragoes cuja a representacao decimal nao é finita, como no exemplo
da operagao % + }l, e para este caso a representacao fracionaria ¢ mais adequada.

Além disso, em alguns casos esta passagem da representacdo fracionaria para
decimal nao é realizada corretamente, como no caso narrado por Pires (2004, p.107
apud Bertoni, 2008) em que uma aluna, para "calcular o total de liquido formado
por meio litro, mais um quarto de litro, mais outro quarto, opta por trabalhar com
decimais, escrevendo, erroneamente, 1 quarto como 1,25".

Outro ponto que precisa ser abordado é o fato de que as operacoes de adicao e
subtracao de fracoes de denominadores distintos é apresentada aos alunos através
do algoritmo que utiliza 0 MMC para achar fra¢oes equivalentes (como mostrado no
item 2.5.1), neste ponto surgem duas dificuldades a serem superadas. A primeira
¢ determinar o MMC e a segunda é como fazer uso desse MMC para "trocar" as

fragoes por suas equivalentes.
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Vejamos a operagao apresentada a seguir:
3 L 5
4 6

Para resolver esta adicao, os alunos sao instruidos que devem determinar o MMC
entre 4 e 6, obtendo como resultado 12 e assim encontrar as fracoes equivalentes que
possuem como denominador o 12, e em seguida o resultado, como mostramos a
seguir:

3 5 3x3 5Hx2 9 10 19

= + = —4+—=_
4 6 12 12 12 12 12
Se os alunos conseguirem percorrer todos esses passos corretamente obterao o

resultado apresentado. Todavia como foi dito anteriormente existem dois pontos
delicados, se o primeiro (determinar o MMC) for vencido, o segundo normalmente
gera uma dificuldade maior e é comum vermos os alunos substituirem o denominador

pelo resultado do MMC e nao alterarem o numerador, procedendo da seguinte forma:
3 5 3 5

+o=—+ == Ll (resultado incorreto).

4 6 12 12 12

Os alunos podem se questionar: Por que determinar o MMC? O que tem haver
os miiltiplos com as operacoes com fracoes? E estao certos em fazer tais pergun-
tas, se podemos determinar o resultado usando outras fracoes equivalentes, como
afirmam os PCNs "pode-se transforma-las em fragcdes com o mesmo denominador
(ndo necessariamente o menor), aplicando as propriedades das fragoes equivalentes"
(BRASIL, 1998, p. 104).

Entao, outra forma de resolver o problema é determinando uma fragao equiva-

lente a % multiplicando o numerador e o denominador por 6 e, de maneira anéloga,

3

¢ multiplicando o numerador e o denominador por 4, da

uma fracao equivalente a

seguinte maneira:

3 5 3x6 5x4 18 20 38

1767 ax6 Toxa 202 o
Mas, qual a necessidade de apresentar um novo procedimento? se este somente

aumenta o percurso para superar o quarto obstaculo, a justificativa é a de que,
fazendo uso do MMC, trabalhamos com o menor denominador comum e por isto
temos menos trabalho em simplificar o resultado obtido, ou seja, em encontrar a
fracao irredutivel. Porém, esta justificativa esbarra nas fracoes equivalentes, pois
sabemos que pode-se representar uma fracao através de infinitas representacoes e

todas sao igualmente validas.
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3.2.5 Quinto obstaculo - divisao

O quinto obstéaculo é a operacgao de divisao entre nimeros fracionéarios. Este deve
ser o mais persistente e complicado de ser superado pelos alunos, uma vez que "as
possibilidades de uma abordagem intuitiva para a divisao de fracoes sao escassas,
as aplicagoes realistas sdo mais escassas ainda" (LOPES, 2008, p. 17).

A divisao é, sem duavidas, a operacao mais temida pelos alunos, mesmo nas
situacoes onde se trabalha apenas com naturais. Em muitos casos é comum ver
os alunos desenhando "tracinhos" ou "bolinhas" para representar a quantidade que
estd sendo dividida e em seguida fazendo os agrupamentos com a quantidade do
divisor, buscando assim uma estratégia para encontrar a solu¢ao da divisao que nao
seja o algoritmo usual.

E agora, como encontrar o resultado da divisao se os nimeros sao fracionarios?
usando o algoritmo "inverter e multiplicar", pelo menos esta é a maneira ensinada
na escola. Contudo, segundo Van Walle (2010) pode ser o procedimento pior com-
preendido em todo o curriculo do ensino fundamental.

Quando ensinamos as operagoes com nimeros naturais, usualmente introduzimos
o conceito de operacgoes inversas, assim temos, por exemplo, que a multiplicacao é a
operacao inversa da divisao, sendo comum as situacoes em que usamos tais operacoes
para verificar se o resultado encontrado é o correto.

Porém, o algoritmo de divisdo entre fragoes apresenta que para dividir fracoes
devemos usar a multiplicacao. E sendo esta a forma de resolver a operacao, como
verificar se o resultado esté correto usando a multiplicacao também? A confusao na
cabeca do aluno s6 aumenta.

Quando se trata de divisao entre fracoes, alguns alunos olham para esta ope-
racao e nao sabem por onde comecar, outros tentam encarar o problema usando a
representacao decimal, outros acabam tentando resolver a operacao com um cami-
nho parecido da adicao e subtracao, buscando erroneamente usar o MMC, e alguns
podem ser bem sucedidos usando o raciocinio da multiplicagao, porém por nao tra-
balharem bem com fracoes equivalentes, nao conseguirao resolver todas as divisoes
por este caminho.

Talvez o que cause este obstaculo é o fato dos professores nao conseguirem ex-
plicar, por nao acharem importante ou na maioria dos casos por nao saberem, o

que torna este algoritmo valido. Assim, normalmente, os professores se limitam a

49



3.3. SUPERACAO DOS OBSTACULOS

apresentar o algoritmo (do jeito que aprenderam) resolvendo as operagoes, e muitas

das vezes sem nenhum contexto que ajude no entendimento do aluno.

3.3 Superacao dos obstaculos

O primeiro passo que o professor deve seguir em busca da superacao dos obs-
taculos didaticos de seus alunos ¢ sem duvida conhecé-los. Somente depois disso
ele podera compreender melhor algumas questoes pertinentes da aprendizagem dos
mesmos (BRASIL, 1998).

Outro passo a ser dado pelo professor de matematica é a revisao da forma de
ensino dos contetddos, em particular os relativos as fracoes, que como vimos nas
estratégias de ensino apresentadas no capitulo 2, na grande maioria das vezes é
pautado em regras e macetes, pouco uso de material concreto e de questoes que
retratam o cotidiano.

Os PCNs abordam aspectos de ensino da matematica e expoem que frequente-
mente o contetido é repassado para o aluno de forma oral, através de definicoes,
exemplos e demonstracoes, seguidos de exercicios de fixacao. Deste modo, a evi-
déncia de ocorreu aprendizado por parte do aluno é visualizada apenas através da
reprodugao correta de questoes (BRASIL, 1998).

Neste sentido, os PCNs criticam a forma que é avaliado o aprendizado de mate-

matica, fazendo o seguinte comentario:

Essa pratica de ensino tem se mostrado ineficaz, pois a repro-
ducao correta pode ser apenas uma simples indicacao de que
o aluno aprendeu a reproduzir alguns procedimentos mecani-
cos, mas nao apreendeu o conteido e nao sabe utilizd-lo em
outros contextos (BRASIL, 1998, p. 37).

De acordo com Bertoni (2008), infelizmente, esta é uma pratica persistente e
as deficiéncias no aprendizado do conceito e das operacoes com fragoes, por muitas
vezes, nao encontram chances de serem superadas no ensino fundamental e médio.

Pensando em formas de superar os obstaculos elencados neste trabalho, propomos
algumas intervencoes didaticas pautadas na literatura disponivel e nas experiéncias

vivenciadas em sala de aula.
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Para vencer os dois primeiros obstaculos (conceito e notacao) os professores po-
dem fazer uso do contexto historico de surgimento das fracoes. Vale recordar que,
conforme visto no capitulo 1, as notacoes para representar as fragoes foram muitas
e se moldaram aos sistemas de numeracao utilizados pelas civilizacoes antigas ao
longo da historia.

E como abordam os PCNs "os problemas histéricos envolvendo medidas, que
deram origem a esses numeros, oferecem bons contextos para seu ensino" (BRASIL,
1998, p.101) e Lopes (2008, p. 16) "as fragoes tém um papel de destaque na historia
da matematica, nao hé razao para que esta abordagem fique ausente dos curriculos".

Assim, uma excelente forma para comecar o estudo das fragoes seria através das
fragoes egipcias, pois de acordo com Bertoni (2008) as criancas trabalham bem com
fracoes unitarias, sendo interessante iniciar o trabalho usando apenas elas e somente
depois ampliar o estudo.

Além do contexto histérico, entendemos que as situacoes divisao entre dois ni-
meros naturais sejam um caminho melhor para introduzir o conceito de fracao, sendo
mais intuitivo e contextualizado do que a abordagem do modelo parte-todo.

Entao, inicialmente, as fracoes apareceriam para os alunos como resultados de
divisoes, como no exemplo apresentado na se¢do 3.2.2 (Figura 3.1) e depois seriam
trabalhados outros conceitos da fracao.

Ja para os outros obstaculos (equivaléncia, adigdo e/ou subtragio e divisdo) a
superacao consiste na priorizacao de caminhos intuitivos, antes da formulagao de
regras e algoritmos, permitindo ao aluno a construcao do conhecimento e o enten-
dimento de conceitos.

Neste sentido, as formas diferentes dos algoritmos usuais de resolucao das ope-
racoes, que foram apresentadas no capitulo 2, devem ser mais trabalhadas com os

alunos, para que estes obstaculos sejam minimizados e até superados.
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Consideracoes Finais

O presente trabalho teve como principal objetivo analisar alguns obstaculos no
processo de aprendizagem das fracdes. Para tal, no seu desenvolvimento, discorre-
mos sobre surgimento e evolucao das fracoes ao longo da histéria da matematica,
abordamos algumas estratégias de ensino do conceito e das operacoes dos ntimeros
fracionarios, e por fim, destacamos os principais obstaculos enfrentados pelos alunos
na aprendizagem das fracoes.

Vimos que o obsticulo se manisfesta nos erros recorrentes e nao aleatérios apre-
sentados pelos alunos, e que derivam de concepcoes anteriores, sendo classificados
por Brousseau em trés categorias: epistemologicos, didaticos e ontogénicos.

Depois de definir cada tipo de obstaculo, optamos por analisar apenas os obs-
taculos didaticos, destacando neste estudo: conceito, notacao, equivaléncia, adicao
e/ou subtracdo e divisdo, por avaliar que sdo estes os que aparecem dentro da sala
de aula e interferem na aprendizagem dos alunos.

Muitos autores, como Vianna (2008) questionam a necessidade do ensino de fra-
coes na educacao béasica. Porém, acreditamos, que o ensino das fracoes é necessario,
contudo deva ser realizado de maneira que o aluno possa refletir sobre o que faz,
quer seja na representacao, na busca de fracoes equivalentes ou efetuando operacgoes
com fracoes. Além disso, que os mesmos sejam capazes de construir o aprendizado
seguindo caminhos mais intuitivos e com menos regras e macetes.

Sem duvidas, este trabalho nao findou as discussoes sobre o tema, nem tam-
pouco é capaz de sozinho resolver os obstaculos didaticos discutidos nele, mas, com
certeza, contribuiu para a minha evolugao como professora. Como mestranda do
PROFMAT-PB tive a oportunidade de desenvolver e ampliar meus conhecimentos
na area especifica do estudo das fragoes, o que me fez perceber o quao ¢ impor-
tante conhecer, com mais profundidade, os contetdos cientificos necessarios para
uma, pratica docente com base em um leque maior de competéncias e, consequente-
mente, com uma adequada transposicao didatica, poder oferecer aos estudantes um
conhecimento mais significativo.
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