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Resumo

Neste trabalho teremos a exposicao de alguns elementos da Teoria dos
Jogos e certos procedimentos de resolucao de jogos usando matrizes, pro-
babilidade e principalmente otimizacao, ou seja, vamos otimizar as jogadas
com embasamento matematico. Para tal usaremos um Teorema, duas Pro-
posicoes e varios exemplos para discorrer sobre a Teoria dos Jogos, aplicando
o que estamos trabalhando e mostrar como se pode proceder em varios jogos
para que o leitor possa compreender e usar tal teoria.

O objetivo deste trabalho é divulgar as ideias da Teoria dos Jogos, as
quais tem aplicacao em varias areas, entre elas economia e arte militar.

Palavras-chave: Teoria dos Jogos, otimizacao.



Abstract

In this work we have exposure to some elements of game theory and cer-
tain resolution procedures games using matrices, probability and especially
optimization, ie, we optimize the moves with mathematical background.
For this we will use a Theorem, two Propositions and discuss several exam-
ples to game theory, applying what we are working and show how one can
proceed in several games so that the reader can understand and use such a
theory.

The objective is to disseminate the ideas of game theory, which has
applications in several areas, including economy and military art.

Keywords: Game Theory, optimization.
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1 Introducao

Todos entram em um jogo querendo saber o que devem fazer para ter
mais chance de ganhar, uma pergunta natural é: serA meramente sorte ou
podemos aumentar a chance dependendo da jogada? Considerando jogos
com duas pessoas e de perde-ganha ou soma zero, ou seja, jogos em que o
que um jogador perde o outro ganha, vamos analisar as melhores jogadas,
isto &, aquelas que possibilitam uma maior chance de ganhar, mas levando
em consideragcao que o oponente é racional, que pode perceber padroes
adotados. Assim, a melhor estratégia seria a chamada estratégia mista,
pois 0 oponente nao vai perceber facilmente o padrao adotado.

Comumente somos colocados em situagoes de conflito que podem gerar
dilemas e se estamos adaptados ou acostumados a lidar com tais situagoes,
racionalmente podemos sair de mais uma. Assim, a Teoria dos Jogos nos
traz ferramentas para uma anélise mais racional de problemas envolvendo
conflitos e tomada de decisao, desde um simples par ou impar até uma
situacao de guerra. Afinal, em qualquer tipo de jogo a acao de cada jogador
dependeri da agao do oponente.

Desde a nossa infancia temos contato com jogos, principalmente coleti-
vos: jogos de rua como esconde-esconde, em que uma das partes tem que se
esconder, ou seja, deve adotar a estratégia de se esconder perto ou longe?
Em qual momento devera sair de onde escondeu? E a outra parte deve pro-
curar também adotar uma estratégia que o favoreca; jogos de salao; jogos
de mesa; mais modernamente os jogos eletronicos; disputas esportivas; etc.
A medida que vamos crescendo nao perdemos o interesse por jogos: desde
aqueles por mera brincadeira ou diversao até aqueles que envolvem apos-
tas. Nao somente jogos com apenas um ganhador, mas aqueles que muitos
podem vencer, pois este tipo de jogo torna interessante e motivador, prin-
cipalmente na infancia, jA que nesta fase estamos interessados na motivacao
para brincar.

Avangando um pouco mais, para resolver uma série de problemas praticos
—no campo da economia, arte militar, etc — tem-se que analisar situagoes nas
quais estao representadas duas ou mais partes envolvidas que tém objetivos
opostos, ou seja, qualquer situagao de conflito. Assim , a Teoria dos Jogos
invade varias areas, tais como: operagoes militares, eleicoes, leiloes, balanga
de poder, lancamento de produtos no mercado, genética, relacionamentos,
politica, circuitos elétricos, etc.

A necessidade de analisar situacoes semelhantes de conflito fez com que
surgisse um aparato mateméatico especial. A Teoria dos Jogos, em sua
esséncia, nao é mais do que uma teoria matematica para resolver situacoes
de conflito. O objetivo dessa teoria consiste em elaborar recomendacoes
sobre a forma racional das acoes de cada um dos envolvidos de uma situacao
de conflito que chamamos de jogo. Atualmente varias escolas francesas,
norteamericanas e espanholas adotam a Teoria dos Jogos indiretamente no
ensino béasico com criancas por meio de jogos estimulando a cooperacgao
para que elas saibam no futuro resolver situagoes de conflitos levando em
consideragao a melhor solugao para o grupo.

Para entender um pouco da Teoria dos Jogos este trabalho traz no Ca-
pitulo 2 um pouco de histéria e exemplos de jogos, alguns bem conhecidos
e outros nem tanto. Historicamente destacamos os nomes que contribui-
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ram diretamente para a evolugao de tal teoria: Nicolas Bernoulli, James
Waldegrave, Augustin Cournot, Ernst Zermelo, John von Neumann, Oscar
Mongenstern, John Forbes Nash Jtnior, John C. Harsanyi, Reinhard Sel-
ten, Robert J. Aumann e Thomas C. Schelling. E os jogos exemplificados
sao: pilha de palitos ou pega varetas; jogo de sinuca; duelo; lancamento de
novos produtos no mercado; dilema do prisioneiro; le Her.

No Capitulo 3 tratamos de Teoria dos Jogos, estratégias, descrigcao dos
jogos na forma extensiva, descricao na forma normal, critério maximin,
critério minimax, estratégias mistas e garantia de solu¢ao usando o Teorema
Minimax de von Neumann, solugao de jogos com matriz de pagamento nxm
observando se ha o equilibrio de Nash e destacando solugoes 6timas, solucao
por programacao linear, dominancia. Todos os tépicos considerando jogos
com dois jogadores no qual o que um jogador perde o outro jogador ganha,
assim, esse tipo de jogo é conhecido como de soma nula ou perde-ganha
com dois jogadores.

No Capitulo 4 ha exemplos de jogos de soma nula ou perde-ganha com
dois jogadores com suas respectivas discussoes: jogo de par ou impar com
trés dedos; pedra, papel, tesoura; combinar moedas ou matching pennies;
bolinhas de gude verdes e vermelhas; redes de supermercados; batalha no
mar de Bismarck.

E por fim, o Capitulo 5 traz as consideracoes finais do trabalho e pro-
postas para trabalhos futuros.
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2 Histoéria e Exemplos de Jogos

Neste capitulo situaremos historicamente a Teoria dos Jogos destacando
0os nomes que contribuiram para o desenvolvimento de tal teoria. Além
disso, para melhor compreensao do nosso objeto de estudo ha alguns exem-
plos descritos e comentados.

2.1 Historia

A Teoria dos Jogos pode ser contada a partir do jogo de cartas “le Her”,
inicialmente analisado por James Waldegrave no século XVIII, onde ele for-
nece uma solucao usando a chamada estratégia mista. No inicio do século
XIX surge um importante trabalho sobre duopélio de Augustin Cournot;
veja [4]. Nesse trabalho, ele apresentou solugdes para problemas envolvendo
duas empresas que produzem um mesmo bem e querem decidir qual per-
centual do mercado cada uma deve ficar, jA que o que uma produz afeta o
lucro da outra, entao o melhor é que as empresas produzam quantidades
compativeis entre si.

Figura 1: Augustin Cournot

No século XX, Cournot foi considerado por alguns economistas como
precursor da anilise de equilibrio em jogos nao-cooperativos, isto é, situ-
acoes de interagao estratégica em que nao ha a possibilidade dos agentes
estabelecerem acordos acerca do seu comportamento durante a interagao an-
tes de ela ocorrer, mas verdadeiramente uma aplicacao do mesmo método
que John Nash desenvolveria mais tarde. Assim, hi algumas referéncias
na literatura de um equilibrio de Counot-Nash aplicadas em problemas de
duopoblio a partir do método aplicado por John Nash.

Ainda no século XX, Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo publicou o pri-
meiro teorema matematico da Teoria dos Jogos sobre o jogo de Xadrez, o
qual afirma que tal jogo é estritamente determinado, que em cada estagio
do jogo pelo menos um dos jogadores tem uma estratégia que pode dar a
vitoria ou levara o jogo ao empate. Essa solucao de Zermelo ficou conhecida
como inducgao reversa, a qual sugere analisar o jogo de tras para frente consi-
derando todas as jogadas que podem ser realizadas racionalmente para que
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possa ser feita uma andlise contraria. Tal inducao permite pensar no jogo
de tras para frente e tentar antever as jogadas do oponente tendo sempre,
pelo menos, uma jogada reservada.

Figura 2: Ernst Zermelo

Outro grande matematico que se interessou na Teoria dos Jogos foi o
francés Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956) principalmente por
jogos que dependiam de sorte, mas também da habilidade do jogador, le-
vando a aplicagoes em situagoes de conflito como a arte da guerra, especu-
lacoes econémicas e financeiras, entre outras situacoes de conflito, sempre
analisando jogos estratégicos, considerado, assim, o primeiro a trabalhar
com a ideia de estratégia ou método de jogo, retratando em ntimeros e des-
crigbes o que que cada jogador deve fazer; veja [5] e [6]. Tal ideia ganhou
forca quando John von Neumann, mais tarde, considerou Borel como o pi-
oneiro na formulacao de estratégia. Mas a Teoria dos Jogos avancou ainda
mais a partir do grande matematico hingaro John von Neumann (1903-
1957) que migrou para os Estados Unidos na década de 30. Em 1928 ele
demonstrou, em seu primeiro trabalho, que todo jogo finito de soma zero
com duas pessoas possui uma solugdo em estratégias mistas; veja [22].

Figura 3: John von Neumann
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John von Neumann, que trabalhava em muitas areas da ciéncia, com a
Teoria dos Jogos interessou-se por economia, dai conheceu o economista
Oscar Morgenstern (1902-1977) e juntos publicaram um dos classicos da
Teoria dos Jogos, assim uniram Teoria dos Jogos, economia e matemética
aplicada; veja [23]. Além de jogos de soma zero, o livro também definiu a
representacao de jogos em forma extensiva, em que sao identificadas as de-
cisoes de cada jogador em cada estagio do jogo, quando o jogo se desenvolve
em etapas sucessivas; e discutiu cooperacao e formagao de coalizoes entre
os jogadores. Assim, a Teoria dos Jogos evoluiu para além da matemética
e tomou grandes proporgoes.

\
( t’\
Figura 4: Oscar Morgenstern

Em 1950, o matemético norte-americano John Forbes Nash Janior pu-
blicou quatro artigos importantes para a Teoria dos Jogos nao-cooperativos,
isto é, jogos que ocorrem quando nao existe a possibilidade de negociagao
contratual entre as partes envolvidas no jogo, e para a teoria de negdbcios.
Nash desenvolveu o famoso equilibrio de Nash, que consiste na existéncia
de um equilibrio de estratégias mistas para jogos nao-cooperativos e sugeriu
uma abordagem de estudo de jogos cooperativos, ou seja, jogos que ocorrem
quando seus participantes podem negociar contratos vinculativos entre si,
permitindo que planejem estratégias em conjunto, a partir de sua reducgao
para a forma nao-cooperativa; veja [18] e [19]. Em outros dois artigos, ele
criou a teoria de negdcios e provou a existéncia de solugao para o problema
de negocios de Nash; veja [20] e [21]. Isto revolucionou a Teoria dos Jo-
gos, trazendo a ideia de interacgoes estratégicas considerando-se todas as
possiveis jogadas do oponente.

Em 1994, John Forbes Nash Jr., da Universidade de Princeton, Nova
Jérsei, EUA; John Harsanyi, Universidade de Berkeley, Califérnia, EUA;
e Reinhard Selten, Universidade de Bonn, Bonn, Alemanha; receberam o
prémio Nobel por suas contribuicoes para a Teoria dos Jogos.

Como teremos a oportunidade de ver neste trabalho, o equilibrio de Nash
é aquele que resulta de cada jogador adotar a estratégia que é a melhor
resposta as estratégias adotadas pelos demais jogadores.

John Nash, com o desenvolvimento da ideia de equilibrio, ampliou o
estudo da Teoria dos Jogos para além de jogos de soma nula. Assim, a
escolha racional de uma estratégia por parte de um jogador nao garante
que seja a melhor escolha para todos.
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Figura 5: John Forbes Nash Junior

John C. Harsanyi (1920-2000), economista hiingaro, através de trés arti-
gos envolvendo Teoria dos Jogos, contribuiu para tal teoria com problemas
envolvendo alguns jogadores que dispoem de informagao privilegiada em
relacao aos demais sobre algum elemento importante do jogo, ou seja, si-
tuacao de informacao assimétrica ou informacgao incompleta; veja [11], [12]
e [13]. Com isso mostrou que o conceito de equilibrio de Nash poderia ser
estendido para tal situacao.

Figura 6: John C. Harsanyi

Ainda no século XX, o matematico e economista alemao Reinhard Selten
mostrou, em um de seus artigos, uma melhoria na nogao de equilibrio, o que
foi chamado de “equilibrio perfeito em subjogos”, significando que a estra-
tégia deve ser 6tima em todos os possiveis desdobramentos das interacgoes
estratégicas de cada jogador; veja [26].
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Figura 7: Reinhard Selten

Tal equilibrio foi fundamental em anélises estratégicas, principalmente
em jogos envolvendo compromissos e ameacas, permitindo determinar quais
eram plausiveis ou nao. Dando base matematica para uma analise racional
de estratégias em todas as etapas dos jogos. Mas foi a partir de Robert
J. Aumann que, em Teoria dos Jogos, comegou-se a analisar relagoes e
interacoes duradouras, dando-se importincia a nocao de cooperacao entre
organizacoes ou individuos para se obter um melhor resultado para ambos
mesmo que nao seja em curto prazo, essa situacao esti exemplificada no
dilema do prisioneiro neste capitulo, que trata de uma situagao em que as
tomadas de decisao de um interfere diretamente na penalidade do outro,
mas cada um nao sabe da decisao do outro.

Figura 8: Robert J. Aumann

Em 1960, Thomas C. Schelling, Nobel em economia em 2005, publi-
cou The Strategy of Conflict [17], um de seus mais importantes livros, no
momento em que Estados Unidos e a ex-Uniao Soviética estavam em um
conflito denominado Guerra Fria. E o que Schelling tratava em seu livro
era exatamente as estratégias que podem ser adotadas em uma situacao de
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conflito, além do mais, momento em que a escalada armamentista e uma
ameaca nuclear eram centrais para a sobrevivéncia de grandes poténcias
mundiais. O livro também ressaltava a importancia da cooperagao, fortale-
cendo a Teoria dos Jogos.

Figura 9: Thomas C. Schelling

Qualquer situacao que surja em operacoes militares pertence ao campo
de conflitos: cada uma das partes envolvidas toma todas as medidas que
tem ao seu alcance para impedir que o oponente tenha éxito, cada uma das
decisoes devem ser tomadas de tal maneira que seja menos vantajosa para
o outro. QOutra contribuicao de Schelling foi com a ideia de ponto focal,
ou seja, aquele que se destaca em um contexto complexo. Por exemplo:
Carlos e Edina marcam de se encontrar em uma pequena cidade, mas nao
combinam o local exato, ao chegar na cidade percebem que estao sem co-
municagao, que na cidade ha varias casas, varias escolas, varios comércios e
apenas uma igreja no centro da cidade. Analisando onde Carlos esti, Edina
deveria ir para qual lugar? De acordo com o ponto focal de Schelling, eles
devem ir para a igreja, que é um ponto tnico na cidade. Assim, varios
problemas de negécio, evolucao de populacoes tém sido estudados como
jogos.

2.2 Exemplos de Jogos

Vamos apresentar agora alguns exemplos de jogos e analisa-los. Os exem-
plos mais comuns sao os jogos de cartas e de tabuleiro, além desses apresen-
taremos os jogos de soma nula, isto é, jogos em que a soma dos pagamentos
feitos pelos jogadores é zero, e os jogos de soma nao nula, ou seja, jogos em
que a soma dos pagamentos feitos pelos jogadores é diferente de zero.

Exemplo 1. Pilhas de palitos ou pega varetas

Inicialmente os palitos sao segurados na vertical em um twnico feixe e
depois “largados” aleatoriamente, apds cada jogador retira um palito sem
mover os outros, quando um palito do monte é movido, entao passa-se a
vez para o outro jogador até que nao reste mais palitos.
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Os palitos estao divididos nas cores amarela, verde, azul, vermelha e
preta e cada um tem a sua pontuacao:

i) amarela: 5 pontos;
ii) verde: 10 pontos;
iii) azul: 15 pontos;

iv) vermelha: 30 pontos;
v) preta: 100 pontos.

Apobs retirado o palito de cor preta, ele pode ser usado para retirar os
outros. Ganha quem somar mais pontos.

Exemplo 2. Jogo de sinuca ou snooker

As partidas de sinuca conterao dois ou mais jogadores, que usarao uma
bola branca, “tacadeira”, e sete coloridas valendo: vermelha 1; amarela 2;
verde 3; marrom 4; azul 5; rosa 6 e preta 7 pontos. A finalidade da partida
é encacapar todas as bolas coloridas em sequéncia ordenada crescente, res-
peitando as regras, usando a impulsao da tacadeira movimentada por um
toque da sola do taco. Vence o jogo aquele jogador que, ap6s encacapadas
todas as bolas, obtiver a maior pontuacao.

Exemplo 3. Duelo

Duas pessoas a uma distancia consideravel estao de posse de um revélver
com apenas uma bala. A um sinal passam a caminhar em direcao ao outro.
Considerando que a cada passo dado aumenta a chance de acertar o opo-
nente e também aumenta o risco, hda um dilema em qual momento devem
atirar ou nao.

Exemplo 4. Lancamento de novos produtos no mercado

Considere que em uma cidade as empresas A e B dominam o mercado em
relacao a uma certa linha de produto e competem por uma parte considera-
vel do mercado, tentando ampliar a comercializacao, reduzindo os custos e
aumentando o lucro. Assim, se a empresa A langa um produto novo naquela
linha com investimento altissimo, a empresa B podera:

i) fazer também um investimento altissimo para lancar um novo produto
parecido com o lancado pela empresa A e competir diretamente;

ii) fazer um investimento altissimo para lancar um produto diferente do
lancado pela empresa A e concorrer pela mesma parte do mercado;

iii) nao langar produto novo e dar énfase em seus produtos no mercado, es-
perando o que vai acontecer com o produto novo langado pela empresa
concorrente.

Exemplo 5. Dilema do prisioneiro
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Um exemplo de jogo de soma nao nula e jogo nao-cooperativo em que
supoe-se que cada jogador quer adotar uma estratégia para aumentar sua
vantagem em detrimento ao outro jogador é o dilema do prisioneiro, um
problema tipico da Teoria dos Jogos. Abaixo tem-se a descricao do dilema.

Dois suspeitos sao capturados e acusados de um delito. A policia nao tem
evidéncia suficiente para condenar os suspeitos, a menos que um confesse.
A policia coloca os suspeitos em celas separadas e explica as consequéncias
das decisoes a serem tomadas. Se o prisioneiro A confessar testemunhando
contra o prisioneiro B e B ficar em siléncio, entao o prisioneiro A sai livre
e o prisioneiro B cumprird 10 anos de sentenca. Se os prisioneiros A e
B permanecerem em siléncio a policia condenara os dois a meio ano de
cadeia, ou seja, 6 meses cada um. Se o prisioneiro A testemunhar contra o
prisioneiro B e vice-versa, cada um cumpriri 5 anos de cadeia. O prisioneiro
A nao fica sabendo da decisao do prisioneiro B. Assim, cada decisao é
independente.

Mas no dilema acima os prisioneiros devem levar algumas coisas em
consideracgao: confessar ou nao? Confiar ou nao no outro prisioneiro?

Se fizermos uma analise individual, o melhor pode ser acusar o outro,
mas esse outro devera ficar em siléncio. Do ponto de vista cooperativo
a melhor estratégia é a dltima citada. Porém, um dilema ainda persiste:
confiam no outro e continuam negando, mesmo correndo risco de entrarem
em uma pior, ou confessam esperando a liberdade, sabendo que se o outro
fizer o mesmo ambos estarao em uma pior?

Um experimento baseado no simples dilema, Amos Tversky relatou em
seu livro, que cerca de 40% de participantes cooperaram, isto é, ficaram em
siléncio; veja [19].

Em abstrato, nao importa os valores das penas, mas o calculo das vanta-
gens de uma decisao cujas consequéncias estao ligadas as decisoes de outros
agentes, onde a confianca e traicao fazem parte da estratégia em jogo.

Casos como este sao recorrentes na economia, na biologia e em qualquer
campo que necessite de estratégia. O estudo das taticas mais vantajosas
num cenario onde esse dilema se repita é um dos temas da Teoria dos Jogos.

Exemplo 6. le Her

Abaixo temos uma descricao da versao simplificada do jogo le Her; veja
[1]. A versao original do jogo foi estudada por Bernoulli e Montmort, mas
foi Waldegrave que forneceu uma solugao usando o conceito de estratégias
mistas.

Descrigao do jogo: 13 cartas de um mesmo naipe sao embaralhadas. Sao
elas com seus respectivos valores: As, um; dois; trés; quatro; cinco; seis;
sete; oito; nove; dez; Valete, onze; Dama, doze; Rei, treze. No inicio do
jogo, o jogador I recebe uma carta X, que apenas ele vé, o jogador II recebe
uma carta Y, que apenas ele vé e uma carta Z é colocada sobre a mesa, que
ninguém vé. O jogador I joga primeiro: ele deve decidir se mantém a sua
carta X ou a troca com a carta Y do jogador II, no segundo caso, o jogador
IT nao pode se recusar a fazer a troca. Depois é a vez do jogador II: ele
deve decidir se mantém a sua carta ou a troca com a carta Z. Ganha quem
tiver a carta de maior valor. Se o jogo é realizado varias vezes, quem tem
o maior ntimero de vitérias a longo prazo?

Por exemplo, se o jogador I sair com 2 o que pode acontecer:

i) Decidir ficar com a carta. O jogador II pode:
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a) ficar com sua carta. Se a sua carta for As, entdo ele perde. Se sua
carta for diferente de As, entdo ele ganha;

b) trocar sua carta com a carta da mesa. Se a carta que ele esta agora
for As, entao ele perde. Se a carta que ele estd agora for diferente de
As, entao ele ganha.

ii) Decidir trocar a carta com o jogador II. Como o jogador II conhece
agora as duas cartas, entao ele trocari com a carta da mesa se a carta
que ele esti agora tiver um valor menor que a carta que o jogador I
esta, nao garantindo a sua vitdria.

No le Her observe que a decisao do primeiro jogador depende da carta
que ele saiu e principalmente da estratégia adotada, ja que nao é interessante
para ele ficar com uma carta de valor pequeno.

23



3 Teoria dos Jogos

Um jogo é uma situacao entre N entes ou grupos, chamados jogadores. A
Teoria dos Jogos é a ciéncia da estratégia que baseada na légica e na mate-
matica mostra as atitudes que os jogadores devem tomar para assegurar os
melhores resultados nos variados tipos de jogos, principalmente em situacgao
de conflito. Ela tem como objetivo a anilise de problemas em que existe
uma interagao dos jogadores, na qual as decisoes de um individuo afetam e
sao afetadas pelas decisoes dos demais jogadores, ou seja, é um estudo das
decisoes em situacgao interativa.

Nos jogos ha regras de conhecimento prévio com conhecido pagamento.
As regras definem atividades elementares, ou lances, do jogo. Jogadores
diferentes podem realizar lances diferentes, mas cada um conhece os lances
realizados pelos outros e a partir dai definem suas estratégias, quando cada
jogador escolhe sua estratégia temos uma situacao ou perfil, em termos ma-
tematicos cada jogador tem uma funcao utilidade que atribui um nimero
real, o ganho do jogador, a cada situacao do Jogo Neste trabalho conside-
raremos jogos de soma nula e dois jogadores ou jogos de perde-ganha.

3.1 Estratégias

Uma estratégia simples é aquela adotada por um jogador com uma
sequéncia pré-determinada de lances e contra-lances no decorrer de um
jogo completo.

Na matriz do jogo ou matriz dos ganhos, cada jogador tem um conjunto
finito de estratégias simples, embora este ntimero possa ser elevado. O
jogador I, conhece as jogadas do II, mas nao pode assegurar que jogada ira
selecionar ao inicio do jogo. Assim, uma caracterizacao completa do jogo é
dada pela matriz de pagamento que mostra os ganhos g;; do jogador I sobre
IT, quando I utiliza uma i-ésima estratégia simples, A;, e II uma j-ésima
estratégia simples, B;; veja a Tabela 1. A matriz de pagamento do jogador
IT é a matriz oposta da anterior.

Jogador 11
Jogador 1| By B, .. B,
Ay g1 gi12 .- Gin
A 921 G2  eee Gop
Am 9m1 gm2 oo 9mn

Tabela 1: Matriz genérica de pagamentos dos jogadores I e II.

O objetivo da Teoria dos Jogos é determinar a melhor estratégia para
um jogador supondo que o oponente é racional e fard um lance inteligente.
Porém, se um jogador sempre escolhe a mesma estratégia ou a escolhe com
uma ordem fixa, seu oponente reconheceri e anulari o lance, se possivel.
Entretanto, geralmente, uma estratégia mais eficiente é a estratégia mista,
definida por uma distribuicao de probabilidades sobre o conjunto de estra-
tégias simples. No jogo, da Tabela 1, uma estratégia mista para o jogador
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I é especificada pelo vetor X = (21, 2s,...,2,,)7 , onde z;,1 <i < m, é a pro-
porcao de vezes, isto é, frequéncia relativa ou probabilidade em que A; é
escolhida. Analogamente, uma estratégia mista para o jogador II é desig-
nada por Y = (y1,¥2,...,yn)’ , onde y;,1 < j < m, é a probabilidade de que B,
é escolhida. Sendo as probabilidades, z; e y; nao negativas, satisfazendo

in = Zy] = 17
i=1 j=1

ou seja, a soma das probabilidades tanto do jogador I como do jogador II é
1.

3.2 Descricao na forma extensiva

A descricao na forma extensiva permite analisar todas as possibilidades
de lances de um ogo usando a ideia de uma Arvore com nés. Onde cada
né representa uma possivel situagao do jogo. Assim, temos uma arvore de
possibilidades. Abaixo temos dois exemplos de jogos descritos na forma
extensiva.

O primeiro exemplo é o jogo de péquer com dois jogadores e duas cartas
apenas, um As e um dois, que consiste em o jogador II retirar uma carta e
falar qual carta tirou, havendo a possibilidade de falar a carta errada; veja
o Exemplo 7.

Exemplo 7. Jogo de poquer com dois jogadores e duas cartas apenas, um As e um
dois

O jogador I fornece uma carta ao jogador II, este vé a carta que tem

em maos. Considerando que o jogo seja apostado, tem-se abaixo a forma
extensiva; veja a Figura 10.

e e

logador |

-‘_‘—_‘_H_h"“‘-—n .
o’ | | chama ll 21‘ +2]
Jogador 1l
logador | —"'['l'i, .1]
Escolher
—————
11 diz dois (+1, -1}

11 acredita {'1; +1]

11 diz As

dois

Jogador 1l

11 diz As

11 chama ["'21 '2]

Figura 10: Forma extensiva para o jogo de poquer com dois jogadores e duas cartas
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Na Figura 10 temos a forma extensiva para o jogo de pdquer com dois
jogadores e duas cartas. Assim, uma possibilidade é o jogador II tirar um
As e dizer “As”; se o jogador I acreditar, entdo paga apenas uma unidade
monetaria; se o jogador I nao acreditar, entao paga duas unidades moneta-
rias.

Exemplo 8. Jogo dos palitos com dois jogadores, duas pilhas e dois palitos por pilha

Os jogadores se alternam retirando palitos das pilhas. A cada vez, cada
jogador deve retirar ao menos um palito de uma pilha, mas ele pode retirar
mais, desde que o faca de uma mesma pilha. O perdedor é o jogador que
retirar o altimo palito. As possibilidades estao descritas abaixo; veja Figura

11.
Iltira2 (-1, +1)
i —an
I = | aitira1 [ . | emtima | l (+1, -1)
11 tira 1 \_ L. g

1 in

(B) ! 2 .
-, | durira1 e | Jitiral v J 1l tira 1 | I (+1, -1)
Nltiral BT & ) e
A
)
e -
i

{

1

TR ol B flamess o[y

11
7 amtira ] 1ntirai
RPN e WV e PP

11

/

, -
11
11l tira 2

31 tira 2

{+11 '1]
Figura 11: Forma extensiva para o jogo dos palitos com dois jogadores

A forma extensiva permite uma anéalise completa do jogo, assim pode-se
ver a melhor estratégia para cada ogador. Porém, para jogos com muitas
interacoes a forma extensiva se torna inviavel.

3.3 Descricao na forma normal

Para fazer a nalise de um jogo na forma normal faz-se inicialmente o
levantamento de todas as estratégias possiveis de cada jogador. Conside-
raremos as estratégias do jogador I como [, [, ..., [, e para o jogador II as
estratégias 1,115, ....,11,.

A descricao na forma extensiva pode ser usada para se fazer o levan-
tamento das estratégias citadas anteriormente. De posse das estratégias
podemos fazer o levantamento dos possiveis pagamentos, considerando os
pares de estratégias [;//;, com 1 <i < m el < j < n. Assim, o par de
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pagamentos, como o jogo é de soma nula, temos:
(9ijs —Gij),

onde o primeiro pagamento é referente ao jogador I e o segundo pagamento
ao jogador II.

Na matriz considerada pode-se estimar também a probabilidade de cada
resultado. Nos exemplos abaixo, temos a forma normal de dois ogos ja
citados.

Exemplo 9. Jogo de poquer com dois jogadores e duas cartas apenas: As e dois

Abaixo temos a forma normal para o jogo de péquer com dois joga-
dores e duas cartas apenas, um As e um dois.
I;: acreditar quando o jogador II disser que tem As;
I,: nao acreditar quando o jogador II disser que tem As.
II,: dizer dois quando tiver um dois e As quando tiver um As;

II,: dizer As quando tiver um dois ou um As.
A matriz de pagamento aparece na Tabela 2

1L, 1L
L]0 -1
L|-1 0

Tabela 2: Matriz de pagamento para o jogo de pdquer.

Na Tabela 2, o jogador I paga 0 ao acreditar quando o jogador II disser
que tem um As, sendo que o jogador II diz dois quando tiver um dois e As
quando tiver um As; o jogador I paga —1 ao acreditar quando o jogador II
disser que tem um As, sendo que o jogador II diz As quando tiver um dois
ou um As; o jogador I paga —% ao nao acreditar quando o jogador IT disser
que tem um As, sendo que o jogador II diz dois quando tiver um dois e As
quando tiver um As; o Jogador I paga 0 ao nao acreditar quando o jogador
IT disser que tem um As, sendo que o jogador II diz As quando tiver um
dois ou um As.

Abaixo temos a forma normal para o jogo de palitos com dois jogadores,
duas pilhas e dois palitos por pilha; veja o Exemplo 10.

Exemplo 10. Jogo de palitos com dois jogadores, duas pilhas e dois palitos por pilha

I,: tirar 1 palito no caso (=, =) e 1 palito no caso (=, );

I5: tirar 1 palito no caso (=, =) e 2 palitos no caso (=, );

I3: tirar 2 palitos no caso (=, =).

I1;: se tiver o caso (=,) tirar 2 palitos, e se tiver o caso (=,—) tirar 1
palito da menor pilha;

I1,: se tiver o caso (=,) tirar 2 palitos, e se tiver o caso (=,—) tirar 1
palito da maior pilha;

I13: se tiver o caso (=,) tirar 2 palitos, e se tiver o caso (=,—) tirar 2

palitos da maior pilha;
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I1;: se tiver o caso (=,) tirar 1 palito, e se tiver o caso (=,—) tirar 1
palito da menor pilha;

II5: se tiver o caso (=,) tirar 1 palito, e se tiver o caso (=,—) tirar 1
palito da maior pilha;
Ils: se tiver o caso (=,) tirar 1 palito, e se tiver o caso (=,—) tirar 2

palito da maior pilha.
Usando a matriz de pagamentos combinando os elementos I;,//;, 1 <i <m

e 1 <j <n, temos o pagamento estimado para cada ogador; veja a Tabela
3.

I, 1L, II; 11, II; Ilg
L1 1 -1 1 1 1
L-1 1 -1 -1 1 -1
L1 1 1 -1 -1 -1

Tabela 3: Matriz de pagamento para o jogo de palitos.

3.4 Analise do jogo a partir da descricao na forma normal

A partir da matriz de pagamento sugerido podemos analisar qual estra-
tégia cada jogador pode adotar. Assim, como os jogadores fazem jogadas
racionais, se o jogador I quiser aumentar o ganho, consequentemente quer
minimizar o pagamento. Com isso o jogador I estari buscando uma estra-
tégia que darid o maximo desse menor pagamento ou o chamado critério
maximin:

9min = gl%); lglgnm Gijs
ou seja, primeiro determina-se o menor dos pagamentos considerando-se
cada coluna j da matriz de pagamento, depois determina-se o maior desses
valores.

Com base no que o jogador I esti fazendo, tentando maximizar o menor
pagamento, o jogador II tendo a matriz de pagamento do jogador I ira
minimizar o maximo pagamento do jogador I, é o chamado critério minimax:

= min max ¢;;
Jmaz = | 12ien I

ou seja, primeiro determina-se o maior dos pagamentos considerando-se
cada linha i da matriz de pagamento, depois determina-se o menor desses
valores.

Usando a Tabela 2, temos:

: 1 1
o = g, 0 = {13} =5

= min max ¢;; = min{0,0} = 0.
Jmaz = 20 10525 9 {0,0}

Observando os resultados acima g,,;,, = —% < 0 = gmaz- Assim, o jogador
I pode estar certo de receber um pagamento minimo de —%, mas o jogador

Il tem apenas a garantia de que ele vai conseguir evitar que o jogador I
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receba um pagamento maior do que 0. Nao esta certo qual sera o resultado
do jogo, pois o jogador I ir4 adotar a estratégia />, mas o jogador II podera
adotar tanto //; como [Is.

Usando a Tabela 3, temos:

= max min =max{—1,—1,—1} = —1;
Ymin = 1<i<3 1<]<69U - 1 ’

Imaz = 11%1216 ln<11a<>§gz] =min{l,1,1,1,1,—-1} = —1.

Observando os resultados acima, ¢,,;, = —1 = ¢naz- Assim, o jogador II
deve optar pela estratégia /s e o jogador I pode optar por qualquer uma
das trés estratégias, sendo o pagamento -1 para o jogador I. Esse resultado
ja havia sido sinalizado pela anéalise da forma extensiva.

3.5 Solucao de Jogos com Estratégias Mistas

Entre os jogos finitos que tem importancia pratica é relativamente raro

encontrar jogos com ponto de sela. E mais comum quando os valores minimo
e maximo do jogo sao diferentes, ou seja, gmin # Jmaz-

Analisando as matrizes de tais jogos chegamos a conclusao de que se cada
jogador trabalhar com a possibilidade de escolher apenas uma estratégia,
esta escolha, considerando que temos um adversario que age racionalmente,
deve ser feita usando o critério minimax. Sabendo as estratégias com o
critério maxmin, com qualquer escolha do adversario, nos asseguramos com
antecipacao um ganho igual ao valor inferior do jogo ¢in- Porem, se um
jogador adotar uma estratégia frequentemente, o outro jogador ird perce-
ber e adotar uma estratégia que possa anular, entao é importante que as
estratégias sejam intercaladas ou escolhidas de forma aleatéria para que o
outro jogador nao perceba um padrao. Isso pode ser feito com o auxilio de
probabilidade e quando isso acontece temos a chamada estratégia mista.

Todos os critérios basicos para solucoes de jogos em estratégias puras
podem ser estendidas para estratégias mistas, propostas por von Neumann.
Dado que o jogador I tem m estratégias e que o jogador II tem n estratégias
puras, entao uma estratégia mista é dada pelos dois vetores:

xr = (2(31,1‘2, ”‘7xm);

Y= (ylay27 7yn)7

ondez; >0,1<i<mey; >0,1<j<n.
Assim, conhecendo-se a matriz de pagamentos envolvendo as estratégias
puras e os vetores x e y, 0 pagamento esperado é:

n m
= E g LiYiGij,
j=1 i=1

ou seja, o somatério do produto de cada elemento da matriz de pagamento
e as estratégias mistas.

No caso do jogo de péquer, tomando estratégias mistas com =z = (z 1—x)
ey=(y 1-—y), sendo a matriz de pagamento dada abaixo; veja a Tabela 4.
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y 1l—y
x 0 -1
l—z | — 0

1
2

Tabela 4: Matriz de pagamento para o jogo de pdquer com estratégia
mista.

Com o uso da tabela acima o pagamento esperado é:

9(z,y) = gur1.1.Y1 + g12-T1.Y2 + Go1.T2.Y1 + g22.T2.Yo

= 0zxy—la(l—-y) — %(1 —2)y+0.(1—2)(1—y)

- Tt

Com a ideia trabalhada acima com os vetores x e y, podemos redefinir
Imin € Jmaer €M estratégias mistas, os quais passam a ser expressos na forma:

M

= max min;
Imin 2eX yey )
M .
= min max.
Imaz yeY zeX

onde X é o conjunto de estratégias admissiveis de z e Y o conjunto de
estratégias admissiveis de y.

A solucao do jogo agora envolve encontrar = e y, sendo que todo jogo de
soma nula e dois jogadores tem solugao.

Vejamos agora um exemplo simples das estratégias mistas em acgao, ba-
seado no “Cacas e bombardeiros”; veja [3].

Exemplo 11. Cacas e bombardeios

Na Segunda Guerra Mundial os pilotos de caca, normalmente, atacavam
os bombardeiros mergulhando por cima e com o sol pelas costas, artima-
nha conhecida como a estratégia do “huno ao sol”. Mas, quando todos os
cacas passaram a utilizar essa estratégia, os pilotos dos bombardeiros res-
ponderam simplesmente pondo 6culos escuros, que lhes permitiram olhar
frontalmente para o sol e procurar os cagas. Entao os cagas recorreram a
uma segunda estratégia que chamaremos de “kamikase”, que consistia num
ataque direto de baixo para cima. Essa alternativa revelava-se muito eficaz
quando o cac¢a nao era detectado, mas no caso contrario, era invariavelmente
fatal para o piloto do cacga, visto que os avidoes sao muito mais lentos para
subir do que mergulhar. Temos agora um jogo de soma zero para duas pes-
soas, entre os pilotos de cacas e as tripulacoes dos bombardeiros. Os cagas
podem empregar tanto a estratégia do “huno ao sol” como a do “kamikase”,
enquanto as tripulagcoes dos bombardeiros podem olhar para cima ou para
baixo através da torre do artilheiro. Se concordarmos em medir o ganho
do piloto do caga pelas hipoteses de sobrevivéncia numa missao solitaria,
entao podemos descrever a situacao tedrica do jogo pelas probabilidades de
sobrevivéncia; veja a Tabela 5.
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Tripulacao do bombardeio
Piloto do caga | olhar para cima | olhar para baixo
huno ao sol 0,95 1
kamikase 1 0

Tabela 5: Probabilidades de sobrevivéncia do piloto do caga.

Inicialmente, percebe-se nao haver uma solu¢ao minimax, por se tratar
de um jogo sem ponto de sela, ou seja, um jogo em que as probabilidades
sao iguais. Nao ha portanto, estratégias puras para os “jogadores” envol-
vidos que nao podem ser exploradas pelo adversario, ou seja, de um deles
tirar proveito se vier conhecer a escolha feita pelo outro. Ao invés de es-
colher uma ftnica estratégia, ambas as partes tém de diversificar as suas
atuacoes, fazendo ora uma coisa, ora outra. O Teorema Minimax, que sera
demonstrado mais adiante, ofereceu como solugao para essas circunstancias
a aplicacao das estratégias disponiveis segundo uma taxa de frequéncia de-
terminada. Para o piloto do caca, os ganhos mostram que a estratégia “huno
ao sol” é quase sempre bem sucedida, enquanto a estratégia “kamikase” é de
alto risco, visto que implicara morte certa se a tripulacao do bombardeiro
olhar para baixo. Deste modo, a intuicao sugere que a mistura 6tima para
o piloto do caca é utilizar mais vezes a estratégia “huno ao sol” e s6 ocasi-
onalmente a arriscada atuacao “kamikase”. Para calcularmos a quantidade
de vezes que devera ser feita cada uma destas opgoes, utilizaremos o mé-
todo simples para jogos 2 x 2, ou seja, para jogos de duas pessoas com duas
estratégias puras para cada uma.

Este método consiste em encontrar o valor absoluto da diferenca entre as
notacoes correspondentes das duas estratégias do “jogador de linha” ou do
“jogador de coluna”, fazendo depois a razao da segunda diferenca em relagao
a primeira. No caso da Tabela 5, para descobrir sua mistura mini-max, o
piloto do caca deve subtrair 0,95 de 1 na estratégia “huno ao sol”, obtendo
0,05, e 0 de 1 na estratégia “kamikase”, cuja razao em relacao a primeira
produz 1: 0,05 ou 20: 1. Assim, a melhor mistura para este jogador é usar
a técnica do “huno ao sol” 20 vezes em cada 21 sortidas e a “kamikase” 1 em
cada 21.

Fazendo o mesmo para a tripulacao do bombardeiro, a sua mistura 6tima
sera de olhar para cima 20 em cada 21 das vezes e para baixo 1 vez em cada
21. E claro que cada jogador deve ocultar do outro a estratégia especifica
que usarid em determinada jogada, mas podera revelar os seus conjuntos de
probabilidade sem prejudicar de forma alguma os seus interesses.

O resultado esperado por cada jogador, depois de muitas jogadas realiza-
das, pode ser obtido a partir das proporgoes encontradas. Caso o piloto do
cacga utilize a mistura minimax descrita acima teria um nivel de seguranca
esperado representado pela relagao a seguir:

p = h.cgu+hbgi+kcgan +kb.gx (1)
20 20 20 1 1 20 1 1
ST ey — 14+ — =14+ = —.
21 210’95+21 21 +21 21 +21 210
— 0,9524;

em que h é a estratégia “huno ao sol”, ¢ é a estratégia “olhar para cima”, k
é a estratégia “kamikase” e b é a estratégia “olhar para baixo”.
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Observa-se que este resultado é ligeiramente superior ao nivel de segu-
ranca certo de 0,95 do piloto do caga que siga sempre a estratégia do “huno
ao sol”, isso de acordo com a Tabela 5.

Mas para obter este nivel de sobrevivéncia mais elevado, o piloto do
caca tem que aceitar correr o risco de morte certa caso escolha a estratégia
“kamikase” e a tripulagao do bombardeiro “olhar para baixo”. Cabe salientar
que a primeira parcela da igualdade (1) é determinada pela multiplicagao
da probabilidade do piloto do caga escolher a opgao “huno ao sol” com a
proporc¢ao da tripulacao do bombardeiro optar por “olhar para cima” e com
o valor correspondente na matriz dos ganhos. As outras parcelas podem
ser obtidas da mesma maneira, mas com seus respectivos valores.

Fazendo as contas de seu ganho, a tripulacao do bombardeiro chega a
conclusao semelhante, mas simétrica, isso porque, mais uma vez, trata-se
de um jogo de soma zero. Por causa da simetria do jogo, as misturas de
estratégias garantem aos dois competidores os mesmos resultados conjuntos,
assim como seri demonstrado no Teorema Minimax de von Neumann .

Quando se trata de ganhar ou perder, a mistura minimax pode vir a ser
o0 Unico caminho a ser seguido. Mas o sucesso que esta oferece em jogos
de soma zero, ao reduzir ao minimo as perdas de cada parte, nem sempre
é garantia de boa escolha em jogos de soma variante. Em jogos cuja soma
dos resultados é diferente de zero, a estratégia mista minimax nao é a Gnica
solucao existente, nem mesmo a melhor, em alguns casos a comunicagao
prévia e a cooperagao entre os participantes podem gerar resultados mais
significativos, isto foi o que Nash concluiu apé6s estudar com mais afinco
jogos deste tipo.

3.6 Dominancia

Uma estratégia simples P é dominada por uma estratégia simples () se,
para cada estratégia simples do adversario, o componente de pagamento
associado a P nao é melhor que o componente de pagamento associado a
). Como uma estratégia simples dominada nunca pode fazer parte de uma
estratégia 6tima, a linha ou coluna correspondente da matriz do jogo pode
ser eliminada a priori.

Suponha agora que todos os jogadores tenham uma estratégia estrita-
mente dominante. E de se esperar que neste caso todos os jogadores usem
exatamente as suas estratégias dominantes. Quando isto acontece nés dize-
mos que o jogo é resolvivel por estratégias estritamente dominantes.

Abaixo trazemos novamente o exemplo do dilema do prisioneiro, agora
com o enfoque de dominancia.

Exemplo 12. Dilema do prisioneiro

O dilema dos prisioneiros pode ser representado da seguinte maneira;
veja a Tabela 6.

Prisioneiro 2
Prisioneiro 1 C N
C -5,-5 | -1, -10
N -10, -1 | -2, -2
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Tabela 6: Possibilidades do dilema do prisioneiro.

Na Tabela 6, se ambos confessarem, eles ficarao na cadeia 5 anos; se o
prisioneiro 1 confessar e o prisioneiro 2 nao confessar, entao o prisioneiro
1 ficara 1 ano na cadeia e o prisioneiro 2 ficarda 10 anos na cadeia; se o
prisioneiro 1 nao confessar e o prisioneiro 2 confessar, entao o prisioneiro
1 ficarda 10 anos na cadeia e o prisioneiro 2 ficardA 1 ano; se ambos nao
confessarem, eles ficarao 2 anos na cadeia.

No jogo acima, independentemente do que o jogador ou prisioneiro 2
esteja jogando, a melhor estratégia para o jogador 1 é confessar. A mesma
coisa acontece para o jogador 2. Portanto, o jogo acima é resolvivel por es-
tratégias estritamente dominantes e sua solugao é (C; C). Ou seja, o conceito
de solucao por estratégias estritamente dominantes nos diz que dado o jogo
acima os dois prisioneiros confessariam. De fato, dada a matriz de ganhos
acima, é dificil imaginar que os jogadores agiriam de forma diferente.

No exemplo acima, embora o jogo tenha uma solucao bem natural, nés
podemos observar que o ganho final dos agentes nao parece ser muito bom,
dadas as opgoes que eles tinham. Em particular, caso ambos nao confessas-
sem os dois obteriam um ganho estritamente maior. Ou seja, em termos
de ganhos, a solucao do jogo nao é eficiente. Esta é uma caracteristica
marcante de situacoes estratégicas. Ndés vamos ver que em geral, indepen-
dentemente do conceito de solucao usado, as solugoes de jogos nao tém que
ser eficientes.

Jogos resolviveis por estratégias estritamente dominantes sao a melhor
situacao que podemos encontrar em Teoria dos Jogos. A solucao de tais
jogos é simples, intuitiva e geralmente corresponde ao que esperariamos
que ocorresse na vida real. O tinico problema com tal conceito de solucao
é que poucos jogos podem ser resolvidos desta maneira.

3.7 Solucao por programacgao linear

As estratégias 6timas garantidas pelo Teorema minimax, assim como o
valor do jogo, podem ser calculadas por programacao linear. A estratégia
6tima do jogador II resulta da solucao do seguinte programa linear:

maximizar : 2= —Yni1
sujeito a: gy +g12y2 + o + G1a¥n — Yns1 <0
921Y1 + g22Y2 + oo + GonYn — Ynt1 <0

5 (2)
Im1Y1 + Im2Y2 + ...+ ImnYn — Yn+1 S 0
ntyt.ty=1

com: yq,%s, ..., Y, Nao-negativos.

Aqui G* =y, e Y* = (yi,y3,....y5)". Aumentando inicialmente cada g;
pelo mesmo valor, isto inaltera a natureza do jogo, podemos forcar . En-
tao o ganho esperado para o jogador I é também nao-negativo. Como esta
quantidade é representada por y,.; no programa (2), segue que todas as
varidveis podem ficar restritas a valores nao-negativos sob certas circuns-
tancias. Analogamente, y,,; pode ser substituido pela diferenga entre duas
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novas varidveis nao-negativas. A estratégia 6tima para o jogador I é pro-
vavelmente um vetor cujos componentes sao a solugao do equivalente do
programa (2).

Sempre que um jogador tiver somente estratégias simples, a estratégia
6tima para o jogador pode ser determinada graficamente. Se ambos os
jogadores tiverem exatamente duas estratégias simples, entao, as estratégias
6timas sao

% 922 — g21 " 911 — 912 .
x] = Ty = =1—1 (3)
g11 + g22 — g12 — go1 g11 + 922 — g12 — 921
x 922 — g12 " g11 — 921 "
g11 + g22 — g12 — go1 2 g11 + 922 — g12 — 921 ! (4)
com
G* — g11-922 — 912-921 ‘ (5)

g11 + 922 — G12 — 921

Teorema 1 (Minimax de von Neumann). Em um jogo de soma nula e dois jogadores,
com o jogador I tendo n estratégias puras e o jogador Il tendo m estratégias puras, sendo
n e m finitos, entao, ao admitir estratégias mistas, sempre existe a solugao otima do

jogo, ou seja, sempre vale gn]‘fm = gz = V-

Demonstra¢ao. Suponhamos que o jogo de soma nula seja dado pela seguinte matriz
de pagamento

15| Il
.[1 a b
[2 C d

em que [, I sao as estratégias do jogador I; I, 11, sao as estratégias do jogador II,

. b .
que pode ser representada pela matriz A = (Z d)’ Entao,

d—c a—>b

gr = ) )
a+d—b—ca+d—>b—c
B d—1> a—c _
gir = at+d—b—cat+d—b—c)’
a.d —b.c
v=—v--—-—7-—].
a+d—b—c
sao respectivamente, uma estratégia 6tima para o jogador I, jogador II e o valor do jogo.

Sejam gy = (x 1—2x)egry=(y 1—y). Entao, g[A>( v)egrr A< (v w)eé
equivalente a

) (@ 1—x>(i Z)zw o)

(ax+c—cx br+d—dr)> (v v);

34



i) 6 10 (0 )< v

(ay+c—cy by+d—dy)<(v w).

Resolvendo as inequagoes acima como equagoes nas incognitas x, y e v e considerando,
gxz,y) =(b—d)x+ (c —d)y + (a+d — b — c)xy + d, obtemos o resultado desejado:

M M

Imin = Ymaz = V-

O

O Teorema Minimax de von Neumann assegurava que para todos os jogos
de duas pessoas e soma zero existia uma estratégia mista 6tima para cada
jogador e se eles as utilizassem teriam o mesmo resultado médio esperado,
que seria o melhor ganho que cada jogador poderia esperar se o adversario
jogasse racionalmente.

Em [6] e [9] h4 a demonstragdo de que resolver um jogo de soma nula e
dois jogadores é equivalente a resolver um problema de programacao linear,
sendo esta a técnica mais eficaz e mais empregada atualmente.

3.8 Solucao de jogos com matriz de pagamento n X m

3.8.1 Equilibrio de Nash

Considere o jogo na Tabela 7.

Jogador 2
Jogador 1 | E D
C 5,1 4,0
M 6,0 3,1
B 6,4 34

Tabela 7: Possibilidades dos jogadores 1 e 2.

No jogo representado na Tabela 7, em termos de melhores respostas,
n6s temos B'(F) = {M;B}, B'(D) = {C}, B*C) = {E}, B*(M) = {D} e
B*(B) = {E; D}, em que B"(I) representa a melhor resposta do ogador k
quando ele adota a estratégia /. Observe que B é uma melhor resposta
para o jogador I quando o jogador II joga E e E é uma melhor resposta
para o jogador II quando o jogador I joga B. De certa forma, existe um
certo equilibrio no perfil de estratégias (B;FE). Mesmo se o jogador II ja
tivesse observado que o jogador I jogou B, nao haveria razao para o jogador
II mudar de estratégia. De forma similar, mesmo que o jogador I ja tivesse
observado que o jogador IT jogou E, nao haveria motivo para o jogador I
desejar mudar de estratégia. Quando um perfil de estratégias satisfaz tal
tipo de condicao nés dizemos que tal perfil é um equilibrio de Nash do jogo.

Formalmente, considere um jogo com N jogadores. Um perfil de estra-
tégias (af, a3, ..., ayy) € um equilibrio de Nash do jogo se para todo jogador i,
af € B'(af,a3,...,a ,...,ay). Ou seja, em um equilibrio de Nash todos os jo-
gadores estao fazendo o melhor que eles poderiam fazer dadas as estratégias
que estao sendo jogadas pelos outros jogadores.
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Exemplo 13. Dilema do prisioneiro

Considere o dilema dos prisioneiros original; veja a Tabela 8.

Prisioneiro 2
Prisioneiro 1 C N
C -5,-5 | -1, -10
N -10, -1 | -2, -2

Tabela 8: Possibilidades do dilema do prisioneiro.

Observe que B'(C) = {C} e B*(C) = {C}. Ou seja, para qualquer um
dos jogadores, se o outro estiver jogando C, entao a melhor coisa que ele
tem a fazer é jogar C, também. Portanto, o perfil (C;C) é um equilibrio
de Nash do jogo Dilema dos Prisioneiros. Vimos no exemplo acima que o
perfil de estratégias (C;C) é um equilibrio de Nash para o jogo dilema dos
prisioneiros. Lembre-se que tal perfil também era a solucao por dominéncia
do jogo. De fato, tal propriedade é geral, como a proposicao abaixo mostra:

Proposicao 1. Suponha que um perfil (a3, al,...,ay) seja a solu¢io por domindncia
de um determinado jogo. Entao, tal perfil é também um equilibrio de Nash do jogo.

Demonstracao. Fixe um jogador qualquer :. Como, por hipdtese, a; é uma estratégia
estritamente dominante para i, sabemos que para qualquer estratégia a; € A; , com
a; # af nos temos que ter

T % * * * 1/ % *
U'al,ay,...,a;,...;ay) > U'(aj, a3, ..., a;, ..., ay).

Mas isto implica que B(af, a3, ..., a1, al,...,ak) = {af}. Como isto ¢ valido para
todos os jogadores 7, nés vemos que (a3, al,...,aY) satisfaz a condigdo que define um
equilibrio de Nash. O

Vamos analisar o exemplo a seguir que é uma aplicagdo da proposigao
anterior.

Exemplo 14.

Considere o seguinte jogo em que o jogador I tem as estratégias F, I, G, H
e o jogador 2 as estratégias A, B,C, D; veja a Tabela 9.

Jogador 2
Jogador 1| A B C D
E 0,7/2,54,0] 2,1
F 5,21(13,3|5,2]0,1
G 7,025 0,7 0,1
H 0,0/0,0(0,0]|09,-1

Tabela 9: Matriz de pagamento.
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Se vocé tiver paciéncia, vocé pode checar na Tabela 9 que nenhum joga-
dor tem uma estratégia dominante no jogo acima. Por outro lado, vemos
que a estratégia D é estritamente dominada pela estratégia B. Portanto, se
aplicarmos o raciocinio de eliminac¢ao de estratégias estritamente dominadas
nés podemos simplificar o jogo acima para; veja a Tabela 10.

Jogador 2
Jogador 1 | A B C
E 0,712,5/4,0
F 5,2(13,3|5,2
G 7,0/2,5|0,7
H 0,0/0,00,0

Tabela 10: Matriz de pagamento sem a coluna D.

Mas agora, no jogo simplificado na Tabela 10, vemos que a estratégia H é
estritamente dominada pela estratégia F. Novamente, aplicando o conceito
de eliminacgao de estratégias estritamente dominadas nés obtemos o seguinte
jogo, ainda mais simples; veja a Tabela 11.

Jogador 2
Jogador 1 | A B C
E 0,712,5/4,0
F 5,213,3|5,2
G 7,0/2,5|0,7

Tabela 11: Matriz de pagamento sem a coluna D e a linha H.

Continuando com o mesmo procedimento, agora observe na Tabela 11
que a estratégia F é estritamente dominada pela estratégia F. O jogo reduz-
se para o que esta representado na Tabela 12.

Jogador 2
Jogador 1 | A B C
F 5,2(3,3|5,2
G 7,0/2,5|0,7

Tabela 12: Matriz de pagamento sem a coluna D e as linhas E e H.

Na Tabela 12 a estratégia que é estritamente dominada é do jogador 2.
Observe que A é estritamente dominada por B, o que nos da o jogo descrito
pela Tabela 13.

Jogador 2

Jogador 1| B C
F 3,3]5,2
G 2,5(0,7
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Tabela 13: Matriz de pagamento sem as colunas A e D e as linhas E e H.

Na Tabela 13 G é estritamente dominada por F e o jogo simplifica-se
para a Tabela 14.

Jogador 2
Jogador 1| B C
F 3,3|5,2

Tabela 14: Matriz de pagamento sem as colunas A e D e as linhas E, G e
H.

Finalmente, na Tabela 14 (' é estritamente dominada por B, o que nos
dA a previsao tnica de que no jogo acima os jogadores acabarao jogando F
e B.

Na Tabela 14 conclui-se que B'(B) = {F'} e B*(F') = {B}, portanto, (F; B)
é também um equilibrio de Nash do jogo.

Novamente, tal fen6meno é geral como a proposicao abaixo mostra.

Proposicao 2. Suponha que ao aplicarmos o procedimento de eliminacao iterativa de
estratégias estritamente dominadas a um determinado jogo somente o perfil

* * *
(a3, as,...,ay)
sobreviva. Entao, (af,al, ...,a%) € um equilibrio de Nash do jogo em questio.

Demonstracao. De acordo com a proposicao 1, que ja foi demonstrada, se um perfil
(af,al,...,ak) é a solu¢ao por dominancia de um determinado jogo. Entao, tal perfil é
também um equilibrio de Nash do jogo.Como (aj, a3, ..., ay) foi a tnica estratégia que
sobreviveu, entao ela é solucao e sendo solucao é um equilibrio de Nash.

Assim, usando as duas proposicoes, para determinar se um jogo tem
equilibrio de Nash basta olhar para a forma mais simplificada do jogo apés
fazer todas as interacoes por dominancia.
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4 Exemplos Resolvidos de Jogos de Soma Nula

Neste capitulo vamos discutir alguns exemplos de jogos de soma nula
utilizando as definicoes, proposicoes e teorema do capitulo anterior; veja
[28], [29], [30], [31] e [32].

Exemplo 15. Jogo de par ou impar com trés dedos

Considere um jogo no qual dois jogadores, simultaneamente, mostram 1,
2 ou 3 dedos cada. Se a soma dos dedos é par, o jogador I ganha, em reais,
do jogador II a soma dada, se a soma é impar, o jogador II ganha, em reais,
do jogador I a soma dada.

Neste jogo simples de perde-ganha ou soma zero a estratégia sao os lances
individuais. Assim, os jogadores I e II tém as mesmas estratégias 1,2,3. A
matriz de pagamento é mostrada; veja a Tabela 15.

Jogador 11
Jogador 1 1 2 3
1 2,-2-3,3|4, 4
2 -3,3(4,-4|-5,5
3 4,-4|-5,5 |6, -6

Tabela 15: Jogo do par ou impar com trés dedos.

A Tabela 15 acima pode ser representada pela matriz ¢g; abaixo e a matriz
de ganhos do jogador II é dada por g;; = —g;.

2 -3 4
Pr=1-3 4 -5
4 -5 6
e
-2 3 -4
gr=13 -4 5
-4 5 -6

Observe que na Tabela 15, g;; indica que os jogadores I e II colocaram
1, como a soma é par, o jogador I ganhou 2 reais, 1+ 1 = 2; g3, indica que o
jogador I colocou 3 e o jogador II colocou 2, como a soma é impar, entao o
jogador I perdeu 5 reais, 3+ 2 =05, e é indicado por —5.

A matriz g; ainda poderia ser representada por:

— (gii)ans = 1+ 7, se 7 ¢ j tém a mesma paridade
91 = \Gij)3xs = —(i+j), sei e j ndo tém a mesma paridade.

No jogo acima, se o jogador I sempre mostra 3 dedos, o jogador II pode
anular esta estratégia simples mostrando 2 dedos. Se o jogador I adota
a sequéncia de estratégias simples 3,3,2,3,3,2,3,3,2,..., o jogador II pode
anular esta estratégia com a sequéncia 2,2,3,2,2,3,2,2,3,....

39



Se o jogador I adota a estratégia mista X = (%, %, %) , entao ele pretende

mostrar 1 dedo % das vezes, 2 dedos % das vezes e 3 dedos % das vezes. Para

implantar a estratégia o jogador I pode usar o auxilio de um dado, ou seja,

se ao lancar o dado sair o niimero 1, probabilidade % , ele mostraria um
1

dedo, se sair 2 ou 3, probabilidade 3, ele mostraria dois dedos e se sair 4,

5, ou 6, probabilidade %, ele mostraria trés dedos. Observe que a maior
probabilidade é aquela que vocé pode unir ganho alto com risco baixo de

perder. No jogo citado acima nao ha equilibrio de Nash.
Exemplo 16. Pedra, papel, tesoura

Sao trés elementos: pedra, papel e tesoura. A pedra, representada pelo
punho fechado; papel, mao aberta; e tesoura, os dedos indicador e médio
formam um V. Regras basicas: dado um sinal, cada um dos jogadores
apresenta um elemento. Pedra perde para papel, o papel embrulha a pedra;
papel perde para tesoura, esta corta o primeiro; e, finalmente, a tesoura
perde para a pedra, que quebra aquela.

Figura 12: Pedra, papel e tesoura

Para o jogo acima considere:
i) Ganha = 1;

ii) Perde = -1;

iii) Empate = 0.

2

Assim, a tabela de ganhos para o jogo é representada abaixo; veja a
Tabela 16.

Jogador 11
Jogador I | Pedra | Papel | Tesoura
Pedra 0,0 | -1,1 | 1,-1
Papel 1,-1 | 0,0 1,1
Tesoura -1, 1 1, -1 0,0

Tabela 16: Matriz de pagamento do jogo pedra, papel, tesoura.
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No jogo pedra, papel, tesoura ha as seguintes possibilidades:
i) (pedra,pedra) = (0,0). Da empate;

ii) (pedra,papel) = (—1,1). O jogador II ganha;

iii) (pedra,tesoura) = (1,—1). O jogador I ganhay;

iv) (papel,pedra) = (1,—1). O jogador I ganha;

vi) (papel,tesoura) = (—1,1). O jogador II ganha;

(
(
(
v) (papel, papel) = (0,0). Da empate;
(
vii) (tesoura,pedra) = (—1,1). O jogador II ganha;
(

viii) (tesoura,papel) = (1,—1). O jogador I ganha;
ix) (tesoura,tesoura) = (0,0). Da empate.

No jogo acima ha equilibrio de Nash: (pedra, pedra); (papel, papel) e
(tesoura, tesoura).

Exemplo 17. Jogo de combinar moedas ou matching pennies

Nesse jogo, dois jogadores exibem, ao mesmo tempo, a moeda que cada
um esconde em sua mao. Se ambas as moedas apresentam cara ou coroa, O
segundo jogador d4 sua moeda para o primeiro. Se uma das moedas apre-
senta cara, enquanto a outra apresenta coroa, é a vez do primeiro jogador
dar sua moeda pra o segundo. Esse jogo se encontra representado por sua
matriz de ganhos dada abaixo; veja a Tabela 17.

Jogador 11

Jogador I | Cara | Coroa
Cara 1,-1 | -1,1
Coroa -1,1 ) 1, -1

Tabela 17: Matriz de ganhos dos jogadores no jogo de combinar moedas.

No jogo acima ha as seguintes possibilidades:
i) (cara,cara) = (1,—1). O jogador I ganha;
ii) (cara,coroa) = (—1,1). O jogador II ganha;
iii) (coroa,cara) = (—1,1). O jogador II ganha;
iv) (coroa,coroa) = (1,—1). O jogador I ganha.

No jogo acima nao ha equilibrio de Nash, pois em qualquer estratégia
um perde a moeda e o outro ganha nao havendo uma estratégia 6tima.

Exemplo 18. Bolas de gude
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Um recipiente contém quantidades iguais de bolas de gude vermelhas e
verdes. O jogador I seleciona aleatoriamente uma bola de gude e verifica
sua cor sem mostra-la ao jogador II. Se a bola de gude é vermelha, o jogador
I diz, “Eu tenho uma bola de gude vermelha”, e requisita 1 real do jogador
II. Se a bola de gude é verde, ele diz “A bola de gude é verde” e paga 1
real ao jogador II ou blefa dizendo “A bola de gude é vermelha” e requisita
1 real do jogador II. Sempre que o jogador I requisitar 1 real, o jogador II
pode pagar ou contestar a afirmacao do jogador I de que a bola de gude é
vermelha. Uma vez contestado, o jogador I deve mostrar a bola de gude ao
jogador II. Se for mesmo vermelha, o jogador Il paga 2 reais ao jogador I,
se nao for vermelha, o jogador I paga ao jogador II 2 reais.

O jogador I tem somente duas estratégias simples: [;: dizer a cor real
da bola de gude; I: dizer que a bola de gude é vermelha mesmo nao sendo.

O jogador Il também tem duas estratégias simples: [/;: acreditar no
jogador I; II;: acreditar se a afirmacao for verde e contestar se ela for
vermelha.

Como cada jogador ganha o que o outro perde, este é um jogo de soma
zero de dois jogadores.

A Tabela 18 traz as possibilidades citadas.

Iy | Vermelha | 1 2
I Verde -1 | -1
I, | Vermelha | 1 2
I Verde 1 | -2

Tabela 18: Possibilidades de ganho do jogador I no jogo de bola de gude.

O vetor X é dado por X = (3,1).
Neste jogo, os componentes de pagamento associados com as estraté-
gias simples sao variaveis aleatdrias; nés os substituimos pelos seus valores

esperados. Assim:

i) o ganho esperado do jogador I se ele diz a verdadeira cor da bola
escolhida e o jogador II acredita pode ser representado por ¢g;;. Como
metade das bolas sao vermelhas e a outra metade verde,

1 1
= 14 (1) =0;
gi1 5 +2( ) ;

ii) o ganho esperado do jogador I se ele diz a verdadeira cor da bola

escolhida e o jogador II contesta pode ser representado por g;;. Como
uma bola tem probabilidade % de ser de cada cor, metade das vezes

nao havera contestacao e metade das vezes o jogador II contestarai e

perdera. Portanto,

1 1
(1) 4+ =2==;

N | —

gi12 =
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iii) o ganho esperado do jogador I se ele diz que a bola é vermelha mesmo
nao sendo e o jogador II acredita pode ser representado por g,;. Assim,

—11—1—11—1'
921—2- ot T h

iv) o ganho esperado do jogador I se ele diz que a bola é vermelha mesmo
nao sendo e o jogador IT contesta pode ser representado por g,;. Assim,

_ Loty
922—2. 5 = 0.

Estes resultados estao representados abaixo pela matriz de pagamento
para o jogo; veja a Tabela 19.

Jogador 11
Jogador I | I, 11,
I 0 5
I 1 0

Tabela 19: Ganhos do jogador I no jogo de bolas de gude.

Agora vamos encontrar as estratégias 6timas para os jogadores I e II.
Como este jogo envolve exatamente duas estratégias simples para cada jo-
gador, as estratégias 6timas ou mistas sdo dadas pelas equacgoes (3) e (4)
do Capitulo 3:

. g22 — ga1 B 0—-1 2 . . 2 1
1’1— —_— 1 —_, .732—1—1’1—1————,
gutge—g2—9ga1 0+0—-5-1 3 3 3

1
, 922 — 912 -3 1 . . I 2
Y1 = = T = —; y2:1_y1:1__:_.
guntge—gi2—9a1 0+0-5-1 3 3 3

Da mesma forma o jogador IT deve acreditar no jogador I um terco das
vezes, enquanto contestari o jogador I os outros dois tercos se o jogador 1
disser que tem uma bola vermelha. O jogador I deve dizer a verdadeira cor
da bola dois tercos das vezes, enquanto blefarid o outro terco se a bola for
verde. O resultado sera, pela equacao (5), um ganho esperado de

G 9119n = g2gn 0.0 — %.1 :l
g11 + g22 — G12 — 921 O—i—O—%—l 3

para o jogador I cada vez que o jogo é realizado. O pagamento esperado
para o jogador II é o negativo deste valor.

Exemplo 19. Redes de supermercado
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Cada uma de duas redes de supermercados propoe construir uma loja
em uma regiao rural que é composta por trés cidades. As distancias entre as
cidades sao mostradas na Figura 13. Aproximadamente 45% da populagao
proxima a cidade A, 35% proxima a cidade B e 20% proxima a cidade C.
Por ser a rede I maior e ter desenvolvido uma melhor reputagao que a rede
II, ela controlara a maioria dos negbcios, sempre que suas situagoes forem
comparadas. Cada rede esta ciente do interesse da outra na regiao, e ambas
fizeram pesquisas de mercado que dao projegoes idénticas. Se ambas as
redes se localizarem na mesma cidade ou equidistantes de uma cidade, a
rede I controlara 65% dos negécios nesta cidade. Se a rede I ficar mais
proxima de uma cidade que a rede 11, a rede I controlara 90% dos negbécios
dessa cidade. Se a rede I ficar mais distante de uma cidade que a rede II,
ela controlara 40% ainda dos negocios desta cidade. O restante dos negocios
sob qualquer circunstancia ira para a rede II. Além disso, ambas as redes
sabem que é uma politica da rede I nao localizar em cidades muito pequenas
e a cidade C pertence a esta categoria.

Cidade B
10 milhas
Cidade A [+ o Cidade C
20 milhas

Figura 13: Cidades de instalacao dos supermercados.

15 milhas

Existem dois jogadores no jogo, rede I e rede 1II. O jogador I tem duas
estratégias simples: [; localizar-se na cidade A e [, localizar-se na cidade B.
O jogador II tem trés estratégias simples: [/, localizar-se na cidade A, I,
localizar-se na cidade B e [I; localizar-se na cidade C.

Consideramos como pagamento da rede I os percentuais de negdcios na
regiao que pertencerao a rede I, de acordo com as pesquisas de mercado.
Como cada ponto percentual de acréscimo ou decréscimo representa um
decréscimo ou acréscimo respectivamente, para a rede II, este é um jogo de
soma zero de duas pessoas.

Se ambas as redes se localizarem na mesma cidade, entao o jogador I
recebera 65% dos negocios de toda a regido. Assim, g;; = g0 = 65. Se a rede
I se localizar na cidade A, enquanto a rede II na cidade B, entao o jogador
I estard mais préximo de A que o jogador II, porém o jogador II estara
mais préximo de B e C que o jogador I. Consequentemente, o jogador I
conseguira

g12 = 0,90.0,45 4 0,40.0, 35 + 0,40.0,20 = 0,625

ou 62,5% dos negdcios da regiao. Portanto g2 = 62,5. Se a rede I se localizar
na cidade B e a rede II na cidade C, entao o jogador I estara mais préximo de
a e B, enquanto o jogador Il estarda mais proximo de C. Consequentemente,
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o jogador I tera
923 = 0,90.0,45 + 0,90.0, 35 + 0,40.0,20 = 0, 80

ou 80% dos negocios da regiao. Portanto, go3 = 80. Da mesma forma, g3 = 80
e go1 = 67,5.

Estes resultados estao localizados na Tabela 20, que é a matriz de paga-
mento para este jogo.

Jogador II
Jogador I | 1[4 11, | 11
I 65 | 62,5 | 80
P 67,5 | 65 | 80

Tabela 20: Matriz de pagamento para as redes de supermercado.

Pelo critério de dominéancia o jogador I pode descartar /; localizar-se na
cidade A, jA que os pagamentos desta estratégia sao sempre menores ou
iguais aos pagamentos de [,. O jogador II pode descartar /], e I/3. Com
a primeira linha e a primeira e a terceira colunas eliminadas, a matriz de
pagamento consiste em uma tnica entrada. Dai [, e [I, sao estratégias
6timas. Ambas as redes de supermercados podem se localizar na cidade
B. A rede I controlara 65% dos negoécios da regiao, com os 35% restantes
ficando para a rede II.

O exemplo abaixo é a batalha do mar de Bismarck; veja [8].

Exemplo 20. Batalha do mar de Bismarck

Em 23 de dezembro de 1942, o alto comando Japonés decidiu transferir
cerca de 100.000 soldados de postos na China ocupada e no Japao para Lae
na Nova Guiné, a fim de reforcar suas forcas naquela localidade. Este reforco
em homens poderia reverter a derrota sofrida na Batalha de Guadalcanal,
evacuada pelos nipdnicos na semana seguinte. As tropas eram necessarias
nas cercanias de Lae, onde uma ofensiva aliada era esperada e iminente.
Contudo, a realocagao de um volume grande de tropas por mar era uma
tarefa &rdua para a Marinha Imperial Japonesa, ji tao desfalcada tanto de
navios de transporte como navios de escolta, mas o Alto Comando Nipodnico
considerou uma “necessidade militar”. Pelo final de fevereiro de 1943, a
202 e a 412 Divisoes de Infantaria foram transportadas com sucesso até
Wewak na Nova Guiné, sendo que a préxima unidade a ser transportada
era a 51* D.I. desde a base japonesa de Rabaul para Lae. Tal missao seria
das mais dificeis, pois os Aliados tinham total supremacia aérea na area,
especialmente no Estreito de Vitiaz, por onde os navios obrigatoriamente
teriam que passar.

Mesmo assim 0s japoneses reuniram para a missao um comboio composto
de 8 navios de transporte de tropas e uma escolta de 8 destrobieres, partiu
de Simpsom Harbour em Rabaul na ilha Nova Bretanha em Papua-Nova
Guiné. Aproximadamente 100 cacas baseados em terra faziam a cobertura
aérea. O oficial comandante da 51* D.I. — Tenente-General Hidemitsu Na-
kano — estava & bordo do destréier Yukikaze, juntamente com o comandante
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da operacao, Contra-Almirante Kimura Masatomi. A frota transportava em
torno de 6.900 soldados, para reforcar suas linhas de defesa em Lae, nave-
gando a velocidade maxima, o transporte de tropa mais lento navegava a
sete nés em méaxima velocidade.

As Forcas Aéreas Aliadas na regiao do Sudoeste do Pacifico sob o co-
mando do Major—General George Kenney e baseadas na parte sul da Nova
Guiné ocupada pelas forcas aliadas, estavam preparadas para tal eventu-
alidade. Em particular, as tripulagoes aéreas de aparelhos B-25 Mitchell
da Forca Aérea do Exército dos EUA, USAAF, e dos Beaufighters da Real
Forca Aérea Australiana, RAAF, jiA estavam treinando ataques aéreos con-
tra alvos em superficie, tendo desenvolvido uma nova técnica, chamada de
“skip bombing”, que consistia em avioes de bombardeio de médio porte sol-
tarem as bombas em altitudes ultra baixas, 60 a 90 metros, e apenas pouco
mais de 100 metros de distancia dos alvos, reduzindo em quase zero a pro-
babilidade de erro. Em muitos casos as bombas até quicavam na superficie
do mar antes de atingirem o alvo.

Um dado importante da situacao era o fato de que o comboio japonés
dispunha de duas rotas alternativas: a rota pelo sul, que apresentava tempo
bom e boa visibilidade, e a rota pelo norte, que apresentava tempo ruim
e baixa visibilidade. As forcas aliadas, por outro lado, somente possuiam
avioes de reconhecimento para pesquisar uma rota por vez, sendo que a
busca em qualquer uma das rotas consumia um dia inteiro.

Dessa forma, se as forcas aliadas enviassem seus avioes de reconheci-
mento para a rota certa, poderiam comegar o ataque em seguida. Porém,
se mandassem os avioes para a rota errada, perderiam um dia de bombar-
deios. Os aliados também sabiam que se os japoneses escolhessem o sul e
fossem localizados de imediato, o bom tempo garantiria trés dias de bom-
bardeio. Todavia, se os japoneses tivessem escolhido a rota norte, mesmo
que os aliados os localizassem logo no primeiro dia de buscas, o mau tempo
permitiria apenas dois dias de bombardeio.

A melhor situacao para a aviacao aliada aconteceria se os aliados envi-
assem os avioes de reconhecimento para a rota sul e os japoneses tivessem
escolhido essa rota. Nesse caso, seria possivel atacar o comboio durante trés
dias. A pior situagao para os aliados seria se os japoneses tivessem ido pelo
norte e os avioes de reconhecimento fossem enviados no primeiro dia para
a rota sul: os aliados perderiam um dia por iniciar a busca na rota errada e
mais outro dia pelo mau tempo da rota norte, dispondo apenas de um dia
para bombardear o comboio.

Caso os japoneses tivessem escolhido a rota norte e os aliados também
mandassem seus avioes iniciarem a busca por essa rota, os aliados perderiam
apenas um dia de bombardeio devido ao mau tempo, tendo dois dias a sua
disposicao para atacar o comboio. Por ultimo, se os japoneses escolhessem
o sul e os aliados comecassem sua busca pelo norte, perderiam um dia em
funcao do engano e teriam dois dias de bombardeio efetivo a disposigao.

Assim, a batalha do mar de Bismarck pode ser representada pela Tabela
21.

Comboio Japonés

Forgas Aliadas Rota Sul (¢;) | Rota Norte (t5)
Busca Rota Sul no Primeiro Dia (s;) 3,-3 1, -1
Busca Rota Norte no Primeiro Dia (s,) 2, -2 2, -2
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Tabela 21: A Batalha do Mar de Bismarck.

Na Tabela 21 apresentamos a forma estratégica do jogo da batalha do
mar de Bismarck da maneira usual, com as recompensas do jogador que se
encontra nas linhas, as forgcas aliadas em primeiro lugar e as recompensas
do jogador que se encontra nas colunas, o comboio japonés, em segundo
lugar.

Dessa forma, o melhor que os aliados tinham a fazer naquela situacao
era mandar os avioes fazerem a busca no primeiro dia pela rota norte.

Para os japoneses a rota norte era a melhor das escolhas caso os aliados
escolhessem o sul e era uma opc¢ao tao boa quanto a rota sul se os aliados es-
colhessem o norte. O alto comando japonés desejava obviamente minimizar
as perdas.

A guerra foi vencida pelos Aliados, que massacraram os japoneses.

Os Aliados “adivinharam” por onde os japoneses viriam simplesmente
considerando:

i) que os japoneses agiriam racionalmente, nao se exporiam a perdas
desnecessarias;

ii) os dados da situagdo, o nimero de dias de bombardeio que o tempo
em cada rota permitiria.

Vamos determinar a fungao recompensa das forgas aliadas e do comboio
japonés por intermédio de

min max U(s,t) :
1<t<21<s<2

i) vejamos inicialmente as maiores recompensas em cada coluna, consi-
derando todas as linhas:

max U(s,t;) = (s1,t1) = 3;

1<s<2

max U(s,t2) = (s2,t2) = 2.
ou seja, a maior recompensa para os aliados e a pior para os japoneses,
no caso em que comboio escolhe a rota sul, é representada por trés
dias de bombardeio: (s;,t;) = 3. Ja o maior valor de recompensa para
os aliados e, portanto, o pior para os japoneses, caso o comboio decida
pela rota norte, sao dois dias de bombardeio: (s,1s).

ii) o passo seguinte é encontrar a menor entre essas duas recompensas,
ou seja, ap6s encontrarmos as maiores recompensas de cada coluna,
consideradas todas as linhas, devemos procurar o menor valor de todas
as colunas. Com os valores acima, é facil concluir que:

min max U(s,t) = (sa,12) = 2.
1<t<2 1<5<2
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A expressao nos indica que a recompensa de 2, que corresponde & com-
binagao de estratégias em que os aliados iniciam a busca pelo norte no
primeiro dia e o comboio japonés escolhe a rota norte, é o valor minimax
do jogo da batalha do mar de Bismarck: é o valor que representa o menor
dano que o comboio japonés pode garantir, dadas suas opgoes e as opgoes
dos aliados. Vamos agora examinar as menores recompensas em cada linha,
considerando todas as colunas. Temos entao que:

11;1}%12 U(sy,t) = (s1,t2) = 1;

121&12 U(sg,t) = (s9,t2) = 2.

Temos agora de encontrar a maior dentre essas recompensas, ou seja,
apo6s encontrarmos as menores recompensas de cada linha, consideradas
todas as colunas, devemos procurar o maior valor de todas as linhas. Ou
seja, devemos encontrar:

max min U(s,1).
1<s<2 1<t<2

E facil ver que:

max min U(s,t) = (s9,t1) = (S2,12) = 2.

1<s<2 1<t<2

A expressao anterior indica que a recompensa de 2, que corresponde
tanto & combinacao de estratégias em que aos aliados iniciam a busca pelo
norte e o comboio japonés escolhe o sul, como 4 combinacao de estratégias
em que os aliados e o comboio escolhem o norte, é o valor maximin do jogo
da batalha do mar de Bismarck: é o valor que representa o maior dano que
os aliados podem garantir, dadas as suas opgoes e as opgoes da marinha
japonesa.

Quando as escolhas baseadas nesses critérios de segurancga coincidem, ou
seja, quando a combinacgao de estratégias para as quais o maximo entre os
minimos que o jogador nas linhas pode obter for a mesma para a qual o
jogador nas colunas obtém o minimo entre os maximos. Temos o equilibrio
do jogo.
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5 Consideracoes Finais

Apébs andlise de varios jogos de soma nula ou perde-ganha com dois jo-
gadores percebe-se que, em sua maioria, hd como otimizar e fazer cada
lance racionalmente. Tudo baseado em uma teoria, Teoria dos Jogos, que
foi, em alguns tdpicos, estudada neste trabalho. Teoria esta que vem sendo
estudada por grandes nomes citados e auxilia nao somente em matematica,
mas em tudo que envolve tomada de decisao. Assim, este trabalho pode
ser usado tanto por alguém que queira comegar a conhecer tépicos da Teo-
ria dos Jogos, bem como aqueles que desejam dar um pontapé inicial para
posteriormente aprofundar. Entao é um trabalho tanto para alunos como
para colegas professores da educacgao bésica.

A partir deste trabalho podemos estender para outros topicos da Teo-
ria dos Jogos, tais como: jogos de soma nao nula e dois jogadores; jogos
com varios jogadores; solucoes Pareto 6timas; jogos cooperativos e nao-
cooperativos; barganha ou negociacao; jogos de mercado; teoria de oligop6-
lios; leiloes; metajogos e metaequilibrio; jogos evolutivos; jogos sequenciais;
analise de conflitos; circuitos elétricos; aplicagoes em economia, biologis e
outras areas, etc.
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