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"Acredito que a realidade matemdtica é exterior a nos,
que a nossa fungdo € descobri-la ou observd-la, e que
os teoremas que provamos e que chamamos de modo
grandiloquente de nossas "criagdes" sdo simplesmente as

anotagoes das nossas observagoes.”

(Godfrey Harold Hardy, Em defesa de um matemdtico)
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RESUMO

Neste trabalho apresentamos a Matematica Financeira como estudo da aplicacio
do dinheiro ao longo do tempo, considerando o fenomeno dos juros. Neste intuito,
desenvolvemos todos os recursos tedricos necessarios para alcancar tal fim, como por
exemplo, um esboco da teoria de funcoes, progressoes, séries uniformes, equacgoes

diferenciais ordindrias e a matemadtica financeira elementar.

Uma vez desenvolvido o arcabouco tedrico necessario, damos duas aplicagcdes: na
primeira, mostramos resultados que podem ser uteis para uma andlise mais refinada dos
elementos que compdem as varidveis financeiras. Na segunda, por meio de uma série
de atividades propostas ao professor com aplicabilidade ao ensino médio, com objetivo
de estudar as varidveis da matemadtica financeira, usamos metodologias analiticas e
computacionais, que buscam incentivar e aperfeicoar o entendimento através de uma

investigacao critica e por meio de simulacdes dos parametros.

Palavras-chave: matematica financeira, juros, séries de pagamentos, equacoes dife-

renciais ordinarias, aplicacoes, ensino médio.
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ABSTRACT

In this work present Financial Mathematics as a study of money application over
time, consi-dering the interest phenomena. With this goal, we develop all the necessary
theoretic tools, as, for example, a sketch of the theory of functions, uniform series,

progressions, ordinary differential equations and elementary financial mathematics.

After this theoretical framework was developed, we give two applications: in the first,
we exhibit results that may be useful for a deeper analysis of the elements that compose
the financial variables. In the second, by a series of activities proposed to the teacher
that are applicable to high school, aiming to study the variables of financial mathematics,
we use analytical and computational methodologies that seek to encourage and improve

the comprehension by a critical investigation and parameter simulations.

Keywords: financial mathematics, interest, payment series, ordinary differential

equations, applications, high school.
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INTRODUCAO

O estudo do tema em Matemadtica Financeira discutido neste trabalho comecou bem
antes por dois motivadores, ao longo da minha jornada como estudante buscando
compreender esse assunto, e o meu trabalho em sala de aula como professor de

Matematica explicando tais contetdos.

O primeiro motivador foi proporcionado durante a graduacdo em Matemadtica na
Universidade de Sdo Paulo, cuja disciplina era oferecida apenas como optativa na
minha grade curricular, que era ministrada tdo somente na Faculdade de Economia pelo
nome de Matematica Financeira. Resolvi cursa-la naquele momento da minha vida,
e percebi que durante as aulas o professor ndo se preocupava tanto com a teoria e a
explicacdo dos conceitos agregados ao conteudo, era uma aula direcionada a resolucao
de exercicios utilizando unicamente uma calculadora financeira. Na época nao possuia
tal calculadora e também me recusei a compra-la, entdo fiz o curso estudando e me
aprofundando na parte tedrica e deduzindo as correspondentes férmulas, e assim
passei na disciplina utilizando os métodos algébricos e uma calculadora bem simples
para solucdo dos cdlculos na parte final em substituicdo aos pardmetros. Acredito que
aprendi muito mais dessa maneira, analitica e investigativa, que apenas manuseando
uma calculadora financeira e substituindo os valores nos seus botbes correspondentes.
E que dessa forma, este tipo de estudo ndo agregava para a minha formacao e nem

como futuro professor.

O segundo momento que apareceu de forma mais significativa e duradoura foi na
docéncia lecionando Matematica para a Educac¢do de Ensino Fundamental e Médio.
Nesse estagio da minha vida, percebi o quanto é importante o papel de um professor e a
maneira que é transmitido tal contetido para pessoas que estdo iniciando o seu processo
de formagao. Entrando no tema de Matemadtica Financeira, notei que os alunos tém uma
pequena nocdo sobre o tema, muitas vezes conhecem alguns desses elementos apenas
por nome, que ouviram em algum meio de comunicacao. Aos poucos fui percebendo
em conversas com os alunos que o assunto Educac¢édo Financeira ndo é uma questdo
abordada em casa com os pais, entdo, como professor e agente formador, é necessdrio

trazer esse assunto e discutir a respeito da importancia do cidaddo aprender a melhor
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forma de lidar com o seu dinheiro, bem como conhecer mais profundamente questoes

sobre as operacdes financeiras.

Diante dessa realidade e dificuldade nos encorajamos a escrever sobre Matematica
Financeira, o qual possui um papel fundamental para a compreensao, planejamento
e tomadas de decisOes na vida financeira cotidiana a médio e longo prazo, além de
possuir muitos significados suas componentes matematicas. Dado o contexto atual,
essas questdes bem abordadas e esclarecidas, tendem a contribuir para o controle e
otimizacdo do orcamento pessoal, como também para a construcdo e equilibrio da

estabilidade financeira.

A Matemadtica Financeira é um mecanismo que auxilia o cidaddo na tomada de
decisOes e na apreciacdo de algumas possibilidades de aplicacoes de capitais ou fi-
nanciamentos de bens de consumo, pois permite, por meio de cdlculos financeiros,
muitas vezes basicos, simplificar a operacéo, possibilitando ao individuo realizar um
bom negdcio e evitar ser suprimido por mecanismos exploratérios do sistema financeiro,
especialmente dos bancos, aos quais os cidaddos estdo cada vez mais suscetiveis, em

um mundo cada vez mais consumista.

Assim sendo, colaborar para a Educacdo Financeira do cidaddo é contribuir para
sua formacdo plena. Segundo a propria legislacdo em vigor, a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) [3] de 2017 (documento de cardter normativo que estabelece
conhecimentos, competéncias e habilidades para serem desenvolvidas por todos os
estudantes ao longo da escolaridade bdsica) faz referéncia a Educagédo Financeira,
tratando como um tema contemporaneo que afeta a vida humana em escala local,
regional e global, que deve ser incorporada ao curriculo e as propostas pedagodgicas.
Acrescentando a discussdo assuntos como taxas de juros, inflacdo, aplicacdes financeiras
(rentabilidade e liquidez de um investimento) e impostos. Vistos por uma unidade
tematica que favorece um estudo interdisciplinar envolvendo as dimensdes culturais,
sociais, politicas e psicoldgicas, além da econémica, sobre as questoes do consumo,
trabalho e dinheiro. Dando exemplo, inclusive de desenvolver um projeto com a
disciplina Histéria, visando ao estudo do dinheiro e sua funcdo na sociedade, da
relacdo entre dinheiro e tempo, dos impostos em sociedades diversas, do consumo
em diferentes momentos historicos, incluindo estratégias atuais de marketing. Essas
questoes, além de promover o desenvolvimento de competéncias pessoais e sociais dos
alunos, podem se constituir em excelentes contextos para as aplicacdes dos conceitos
da Matemadtica Financeira e também proporcionar contextos para ampliar e aprofundar

esses entendimentos.
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Esta dissertacdo surgiu, portanto, do desconforto em observar que os alunos tém
dificuldades em aplicar os conceitos matemadticos trabalhados em sala de aula em
situacoes cotidianas, por ser a Educagdo Financeira um tema atual, discutido em todo o
mundo e da motivacdo de desenvolver um trabalho de conclusido de curso com temas
especificos pertinentes ao curriculo de Matemdtica da Educagéo Bésica, e impacto na
pratica didatica em sala de aula. Abordamos nos capitulos aprofundamentos algébricos
que explicam ao professor o desenvolvimento da teoria para os assuntos da Matematica
Financeira na Educacdo Bdsica e o significado para os estudantes, além de aplicar um
capitulo utilizando equacoes diferenciais ordinarias como base tedrica para o professor
sobre o entendimento dos juros de forma continua ao longo do tempo, e no ultimo
capitulo, uma proposta de atividades que pode ser analisada e aplicada juntamente

com os alunos.

Trazemos o tema no primeiro capitulo com o estudo das principais definicoes e teore-
mas da funcao afim e exponencial, progressoes aritméticas e geométricas, e por fim, o
binémio de Newton e a desigualdade de Bernoulli. No segundo capitulo desenvolvemos
os topicos de juro simples e composto, taxas e séries de pagamentos. Convergindo para
o terceiro capitulo uma abordagem algébrica e analitica dos sistemas de amortizacdo
SAC e SAF. No quarto capitulo, estudamos as equacoes diferenciais ordindrias de pri-
meira ordem com objetivo de aplicar os resultados para juros calculados continuamente
ao longo do tempo, podendo ser aplicado a diversos tipos de investimento do mercado
financeiro. Por tltimo, no quinto capitulo, realizamos uma série de atividades propostas
ao professor com aplicabilidade ao ensino médio, com objetivo de estudar as variaveis
da matematica financeira, usando metodologias que buscam incentivar e aperfeicoar o
entendimento através de uma investigacdo analitica e, simulacdes dos parametros por
meio de uma ferramenta computacional, incluindo também estudo de alguns proble-
mas para situacoes do cotidiano, despertando o aluno para um consumidor critico e
consciente, e finalizando, com as resolucdes das questoes aplicadas nos ultimos anos

acerca do tema no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).






ELEMENTOS DE MATEMATICA FINANCEIRA

Neste capitulo iremos apresentar e analisar os assuntos que contém as principais defi-
nicdes e os resultados para o entendimento prévio do estudo da Matemdtica Financeira.
Sao eles: funcdo afim, funcdo exponencial, fun¢édo logaritmica, progressdes aritméticas

e geométricas, binomio de Newton e desigualdade de Bernoulli.

1.1 FUNGAO AFIM

Definicdo 1.1. Uma fung¢do f : R — R chama-se afim quando existem constantes

a,b € R tais que f(x) = ax + b para todo x € R.

Exemplo 1.2. A fungdo identidade f : R — R, definida por f(x) = x para todo x € R,
é afim. Também sdo afins as translagbes f : R — R, f(x) = x +b. Sdo ainda casos
particulares de fungbes afins as fungoes lineares, f(x) =ax, a #0, e as fungbes constantes

f(x)=Db.

E possivel, mediante critérios como os que apresentaremos logo a seguir, saber que
uma certa funcdo f : R — R é afim sem que os coeficientes a e b sejam fornecidos
explicitamente. Neste caso, obtém-se b como o valor que a funcdo dada assume quando
x = 0. O nimero b = f(0) as vezes se chama o valor inicial da fun¢do f. Quanto ao
coeficiente a, ele pode ser determinado a partir do conhecimento dos valores f(x;) e
f(x2) que a funcgéo f assume em dois pontos distintos (porém arbitrdrios) x; e x,. Com

efeito, conhecidos f(x1) = ax; +b e f(x2) = ax, + b, obtemos

f(x2) = f(x1) = axp +b — (axy + b) = ax; —ax; & f(x2) — f(x1) = a(xa — x1)

_ fx2) — f(x1)

Portanto, 4 = ————.
X2 —X1
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Dados x,x+h € R, com h # 0, o numero a = [f(x + h) — f(x)]/h chama-se a taxa de

crescimento (ou taxa de variacdo) da funcdo f no intervalo de extremos x, x + /.

Uma funcéo afim é crescente quando sua taxa de crescimento (dada pelo coeficiente

a) é positiva, decrescente quando a é negativo e constante quando a = 0.

Exemplo 1.3. O preco a pagar por uma corrida de tdxi é dado por uma fungdo afim
f:x— ax+b, onde x € a distdncia percorrida (usualmente medida em quilémetros), o

valor inicial b é a chamada bandeirada e o coeficiente a é o preco de cada quilémetro.

Teorema 1.4. O grdfico G de uma fungdo afim f : x — ax +b é uma linha reta.

Demonstracdo. Mostraremos que trés pontos quaisquer P; = (x1,ax1 +b), P, = (xp, axy +
b) e P; = (x3,ax3 + b) desse gréfico sdo colineares (veja a Figura 1.1). Para que isso
ocorra, € necessario e suficiente que o maior dos trés numeros d(P;, P»), d(P,, P3) e
d(P,, Ps) seja igual a soma dos outros dois. Ora, podemos sempre supor que as abscissas
X1, X2, x3 foram numeradas de modo que x; < x; < x3. A férmula da distancia entre

dois pontos nos da:

d(Py, Py) = /(2 — x1)2 + a2(x2 — x1)2 = (x2 — x1) - V1 +4a2
d(Pz,P3) = (x3 — x2) “V1+ a?
d(P],Pg) = (X3 — xl) -v1 + a2

Dai segue imediatamente que d(Py, P3) = d(Py, P2) + d(P,, P3). O

(0,b)

Figura 1.1: Trés pontos colineares no grafico de uma funcao afim.
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Uma conseqiiéncia imediata do Teorema 1.4 é que toda reta ndo-vertical r € o grafico

de uma fungédo afim.

Para provar esta afirmacgéo, tomemos dois pontos distintos P; = (x1,y1) € P, = (x2,12)
na reta r. Como r nao ¢é vertical, temos necessariamente x; # x, logo existe uma
funcdo afim f : R — R tal que f(x1) = y1 e f(x2) = y». O gréfico de f é uma reta que
passa pelos pontos P; e P>, logo essa reta coincide com r. Se f(x) = ax + b, diz-se que

Yy =ax+b é a equacdo da reta r.

De fato, considere o sistema de equagdes a seguir nas varidveis A e B:

yleX1+B
Y2 = Axo + B.

Resolvendo este sistema obtemos que a Unica solucdo do mesmo é dada por

A:yz—yl eB:yMz—yzxz.
X2 — X1 X1 — X2

Definindo f(x) = Ax + B segue que esta ¢ a tnica funcéo afim cujo grafico contém os

pontos dados.

Do ponto de vista geométrico, b é a ordenada do ponto onde a reta, que € o grafico
da fungéo f(x) = ax + b, intersecta o eixo OY. O nimero a chama-se a inclinagdo, ou
coeficiente angular, dessa reta (em relagdo ao eixo horizontal OX). Quanto maior o
valor de a mais a reta se afasta da posi¢do horizontal. Quando a > 0 o gréfico de f
¢ uma reta ascendente (quando se caminha para a direita) e quando a < 0, a reta é

descendente.

Para construir o grafico de uma funcéo afim, basta tomarmos dois pontos distintos,
pois assim teremos uma reta definida. Podemos fazer da seguinte maneira, se a,b # 0,
basta tomar o ponto (0, b) e também, fazendoax+b =0 < x = —g, chamado raiz ou
zero da funcdo, ou seja, quando f(x) = 0, decorre o segundo ponto (—%, O). Sea=0,
teremos uma reta paralela ao eixo OX, passando pelo ponto (0,b). No casoa # 0 e
b =0, determinamos um ponto A = (x1, f(x1)), com x; # 0, e o gréfico é a reta passando

por A e pela origem (0, 0).
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Exemplo 1.5. Os grdficos das fungbes f(x) = 2x —4, g(x) = —2x+8, h(x) = 4x e

i(x) = —5 estdo indicadas no plano cartesiano na Figura 1.2.

i(x)

Figura 1.2: Gréficos funcoes afins.

Teorema 1.6 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade). Seja f : R — R uma

fungdo crescente. As seguintes afirmagobes sdo equivalentes:

1. f(nx) =nf(x)para todon € Z e todo x € R;

2. pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo x € R;

3. f(x+y) = f(x)+ f(y) para quaisquer x,y € R.
Demonstracdo. Provaremos as implicacoes (1)=-(2), (2)=(3) e (3)=-(1). A fim de
demonstrar que (1)=-(2), provemos inicialmente que, para todo numero racional

r = m/n, a hipétese (1) acarreta que f(rx) = rf(x), seja qual for x € R. Com efeito,

como nr = m tem-se, nf(rx) = f(nrx) = f(mx) = mf(x), logo
frx) = 7 () = rf(x).

Seja a = f(1). Como f(0) = f(0-0) =0- f(0) = 0, a monotonicidade de f nos dd a =
f(1) > f(0) = 0. Assim, a é positivo. Além disso, temos f(r) = f(r-1) =rf(1) = ra = ar,
para todo r € Q.



1.1 FUNGAO AFIM

Mostremos agora que se tem f(x) = ax para todo x € R. Vamos usar aqui a densidade
de Q em R.

Suponha, por absurdo, que exista algum numero irracional x tal que f(x) # ax. Para
fixar ideias, admitamos f(x) < ax (o caso f(x) > ax seria tratado de modo andlogo).

Temos
@ <X

a

Tomemos um numero racional  (aqui usamos a densidade de Q em R) tal que

0 s
a

Entdo f(x) < ar < ax, ou seja, f(x) < f(r) < ax. Mas isto é absurdo, pois f é
crescente logo, como r < x, deveriamos ter f(r) < f(x). Esta contradi¢do completa a

prova de que (1)=-(2).
O caso (2)=(3), f(x+y) =a(x+y) =ax+ay = f(x) + f(y), para todo x,y € R.

Jd o caso (3)=(1), f(nx) = f(x+x+... + x), chamando a soma de n — 1 termos de x

por Y, escrevemos,

fnx)=f(x+x+..+x) = f(x+y) = f(x)+ f(y), como

n—1 termos n—2 termos n—2 termos

f)=f|x+..+2| =f[x+x+..+2 | =f(x)+f [*+..+2x |, seguindo

n—2 termos

Fx) = F) + f(y) = F) + f) + f [ TF %R

Fazendo essa decomposicao dos termos em x, e aplicando a propriedade (3) para os

casos n — 2 termos, decorre,

fnx) = f(x)+ f(y) = f(x)+ f(x) +... + f(x) = nf(x), para todo n > 0.

Devemos mostrar que vale também para negativo. Seja, 0 = f(0) = f(x + (—x)) =
f(x)+ f(—=x) = f(x) = —f(—x), equivalentemente, f(—x) = —f(x). Portanto, f(—nx) =
—f(nx) = —nf(x), provando assim para todo n € Z e todo x € R. O

Observacdo 1.7. Deve-se observar que a fungdo f do teorema fundamental da proporcio-
nalidade sendo crescente, tem-se a = f(1) > 0. No caso de se supor f decrescente vale um

resultado andlogo, com a < 0.

A importdncia deste teorema estd no seguinte ponto: se queremos saber se f : R — R é

uma fungdo linear basta verificar duas coisas:
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1. f deve ser crescente ou decrescente;

2. f(nx) = nf(x) para todo x € R e todo n € Z. No caso de f : R* — R" basta

verificar esta ultima condi¢do para n € IN.

Teorema 1.8 (Caracterizacdo da Funcdo Afim). Seja f : R — R uma fun¢do mondtona
injetiva. Se o valor do acréscimo f(x +h) — f(x) = @(h) depender apenas de h, mas ndo de

x, entdo f € uma fungdo afim.

Demonstracdo. A demonstracdo desse teorema € uma aplicagdo do Teorema Fundamen-
tal da Proporcionalidade. Para fixar ideias, suporemos que a fungéo f seja crescente.
Entdo ¢(h) também é crescente, com ¢(0) = 0. Além disso, para quaisquer /1, k € R

temos

@(h+k) = f(x +h+k) — f(x)
= flle+ k) +h) — f(x+ k) + f(x +k) = f(x)
= ¢(h) + ¢(k).

Logo, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, pondo-se a = ¢(1), tem-se
@(h) = ah para todo h € R. Isto quer dizer que f(x +h) — f(x) = ah. Chamando f(0)
de b, resulta f(h) = ah + f(0), ou seja, f(x) = ax + b, para todo x € R, é uma funcdo
afim. O

Observacdo 1.9. A reciproca do teorema acima é ébvia. Se f(x) = ax +b entdo f(x +
h) — f(x) = ah ndo depende de x. A hipdtese de que f(x +h) — f(x) ndo depende de x as
vezes se exprime dizendo que “a acréscimos iguais de x correspondem acréscimos iguais
para f(x)”. Outra maneira de exprimir esta hipdtese consiste em dizer que 0s acréscimos

sofridos por f(x) sdo proporcionais aos acréscimos dados a x.

O Teorema da Caracterizacdo de uma Funcédo Afim vem a responder o porqué de uma
funcdo afim ser o modelo matemadtico adotado para um determinado problema. Ele
garante que em determinadas condicGes, se a taxa de variacdo de uma funcdo, com
relacdo a sua varidvel independente x, for constante (independe de x), entdo a fungéo

¢ uma funcéo afim.
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1.2 FUNGAO EXPONENCIAL

Iniciando um estudo da Matematica Financeira, consideraremos uma quantia cy,
aplicada a juros fixos, capitalizados continuamente. Se chamarmos de c(t) o capital
gerado a partir daquela quantia inicial depois de decorrido o tempo ¢, é claro que c(t) é

uma funcdo crescente de t.

Notamos ainda que se t < t' entdo o acréscimo c(t’ + h) — c(t'), experimentado pelo
capital apds o decurso de tempo h, a partir do momento #’, é maior do que o rendimento
c(t + h) — c(t) depois de decorrido o mesmo tempo /, a partir do momento anterior f,
pois o capital acumulado c(t'), sendo maior do que c(t), deve produzir maior renda.
Assim c(f) ndo é uma funcéo afim de t, ja que c(t + h) — c(t) depende ndo apenas de h
mas de f também. Esta conclusdo negativa indica que se deve buscar outro instrumento
matematico, diferente da funcdo afim, para modelar a presente situacdo. Conforme
serd estabelecido nesta sec¢do, as unicas fungdes com estas propriedades sdo as da forma
c(t) = coa’.

Definicdo 1.10. Seja a um numero real positivo, que suporemos sempre diferente de 1.
A fungdo exponencial de base a, f : R — R”, indicada pela notagdo f(x) = a*, deve ser

definida de modo a ter as seguintes propriedades, para quaisquer x,y € R:

1. a*-a¥ =a""y;

2. al =g

3. x<y=a*<a’quandoa >1lex <y=a¥y <a*quando0 <a <1

E interessante observar que se uma funcéo f : R — R tem a propriedade (1) acima,
isto &, f(x+y) = f(x)- f(y), entdo f ndo pode assumir o valor 0, a menos que seja

identicamente nula. Com efeito, se existir algum xy tal que f(xo) = 0 entdo, para todo

x € R teremos
f(x) = f(xo + (x — x0)) = f(x0) - f(x — x0) =0 f(x —x0) =0,
logo f serd identicamente nula.

Mais ainda: se f : R — R tem a propriedade (1) e ndo identicamente nula, entdo

f(x) > 0 para todo x € R, pois
X X X X x\ 12
f=f(3+3) =) FG)=lF )] >0
Assim, diante da propriedade (1), ¢ indiferente dizer que o contra-dominio de f é R

ou R* entretanto, neste ultimo caso, ganha-se a sobrejetividade de f.

11
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Se uma funcdo f tem as propriedades (1) e (2), entdo f(r) = a” para todo r € Q. De

fato, provemos a afirmacdo para um numero natural n. Temos
fm)y=fA+1+..+)=f1)-fQ)-...- fN)=a-a-...-a=a".

Além disso, as propriedades (1) e (2) implicam a° = 1, pois a! = a%*! = 4% - 4!, 0 que

nos d4d a° = 1. Se n € N entfio, como 1 =a’ = a" " = 4" - 47", devemos ter a~"* = 1/a".

Seja agorar =7, comm € Z e n € N, vejamos como definir a”. Note que para (1)

valer, é preciso que
(ar)n — a}" . a?’ “. ar — ar+r+...+r — arn — am.
Logo, a" é um numero real positivo cuja n-ésima poténcia € igual a a™. Pela definicdo
. m
de raiz, podemos escrever an = v/a'™.

Tal definicdo ndo é ambigua pois, como r = 2 = % para todo p € IN, temos

n p
n m n
Vam =a" =ar = Kabm,
Agora, sejamr = a/Bfes =v/é comwn,y € Ze B,6 € N. Devemos mostrar que
o a po 1 7 L .
a™s = a" - a°. Note que a’ = af = af P = g"°F e, analogamente, a° = a$ = 2?7 . Assim,

como

Wl prh (VB e\ b & 5w
ar . as =q Bs. aﬁ’y[ié = <aa‘)) . <aﬁ7> = <aa5 . aﬁrY) = (a“5+ﬁ7> =q B ,
concluimos o fato desejado.

Dessa forma, se » = 7! € um ntimero racional com # € IN, entéo pela propriedade (1),
temos f(r) = a” = va™.

Portanto, f(r) = a” € a tnica funcdo f : Q — R tal que f(r+s) = f(r) - f(s) para
quaisquer 7,5 € Q e f(1) = a. Lembremos que uma funcéo f : X C R — R, chama-se:

e crescente quando x; < x2 = f(x1) < f(x2);
e decrescente quando x; < xp = f(x1) > f(x2).

Pela propriedade (3), temos que a funcdo exponencial é crescente quandoa > 1 e

decrescente quando 0 < a4 < 1 (veja a Figura 1.3).

O fato de f ser crescente ou decrescente ¢ o que fard com que haja uma tinica maneira

de definir o valor f(x) = a* para x irracional.
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Antes porém, lembremos do fato de que se a # 1 entdo as poténcias a” sdo densas em

R*. Isto é, todo intervalo 0 < a < B, contém alguma poténcia a” com r € Q.

Suponha que a > 1, o caso 0 < a < 1 é similar. Entdo a* tem a seguinte propriedade:

r<x<s,comt,s € Q=a <a* <a.

Se existissem dois numeros reais diferentes, digamos A < B, para assumir o valor a*,

com a propriedade acima, teriamos

r<x<s,comr,scQ=a <A<B<da.

E assim o intervalo [ A, B] ndo conteria nenhuma poténcia de 2 com expoente racional,

contrariando a densidade mencionada acima.

Portanto, quando x é irracional, a* é o (inico) nimero real cujas aproximacdes por
falta sdo as poténcias 4", com r racional menor do que x e cujas aproximagoes por

excesso sdo as poténcias a°, com s racional maior do que x.

Ou seja, se uma funcdo f : R — R possui as propriedades (1), (2) e (3) exigidas
acima para ser uma fun¢do exponencial, entdo o valor f(x) com x irracional é dado
por f(x) = lim f(r,), onde (r,) ¢ uma sequéncia (crescente ou decrescente) de niimeros

racionais tais que limr, = x.

Definindo a* para todo x € IR, verifica-se que sdo validas as propriedades (1), (2) e

(3) enunciadas. Além disso, a funcdo exponencial tem as propriedades a seguir:

4. Afuncdo f : R — R*, definida por f(x) = a¥, é ilimitada superiormente. Propria-

mente, lim a* =+oo,sea >1,e lim a*=+4c0,se 0 <a < 1.
X—r+00 X——00

5. A funcao exponencial é continua.

O lim a* = a*. Esta afirmac@o pode ser provada assim: escrevemos x = xq + /1,
X— X

logo x — xo = h e entio |a* — a*0|= a*|a" — 1|. Ora, sabemos que a" pode ser tor-
nado tdo préximo de 1 quanto desejemos, desde que tomemos / suficientemente
pequeno. Como ™ é constante, podemos fazer o produto a*|a — 1| tio pequeno

quanto o queiramos, logo lim |a* — a*|= 0, ou seja, lim a* = a%.
X— X0 X— X

6. A funcdo exponencial f : R — R*, f(x) = a*, a # 1 é sobrejetiva.

Isto &, para todo y € R existe x € R tal que f(x) = a* =y, e tendo contradominio
R*, a funcdo f é positiva (a* > 0 para todo x € R) e seu grafico néo intercepta o

eixo OX (veja a Figura 1.3).

13
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f(x) =a* f(x) =a”

O0<ax<xl1 a>1

Figura 1.3: Gréfico funcio exponencial: crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1.

Teorema 1.11 (Caracterizagdo da Funcdo Exponencial). Seja f : R — R uma fun-
¢do mondtona injetiva (isto €, crescente ou decrescente). As seguintes afirmagoes sdo

equivalentes;
1. f(nx) = f(x)" paratodon € Zetodo x € R;
2. f(x) =a* paratodo x € R, onde a = f(1);

3. f(x+y) = f(x)- f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstragdo. Provaremos as implicacoes (1)=(2)=(3)=-(1). A fim de mostrar que
(1)=(2) observamos inicialmente que a hipdtese (1) acarreta que, para todo nimero
racional r = m/n, (comm € Z e n € IN) tem-se f(rx) = f(x)". Com efeito, com nr = m,

podemos escrever

frx)" = f(nrx) = f(mx) = f(x)",
logo f(rx) = f()* = f(x)'.

Assim, se pusermos f(1) = a, teremos f(r) = f(r-1) = f(1)" = a" para todo r € Q.
Para completar a demonstragdo de que (1)=-(2) suponhamos, a fim de fixar as idéias,
que f seja crescente, logo 1 < f(0) < f(1) = a. Admitamos, por absurdo, que exista
x € R tal que f(x) # a*. Digamos, por exemplo, que seja, f(x) < a* (o caso f(x) > a*
seria tratado analogamente). Entdo, pela densidade das poténcias a’, com r racional,
existe um ndmero racional r tal que f(x) < a” < a*, ou seja, f(x) < f(r) < a*. Como f

¢ crescente, tendo f(x) < f(r) concluimos que x < r. Por outro lado, temos também
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a" < a*, logo r < x, com isso, a contradicdo estd completa e a prova de (1)=-(2).

Mostremos agora que (2)=(3), de fato, por hipdtese, temos que, f(x) = a*, logo
frry)=a™=a-a¥ = f(x)- f(y).

Falta mostrar que (3)=-(1). Temos, por hipdtese, que f(x +y) = f(x) - f(y). Logo,

para n € IN, temos
fx)=f(x+x+...+x)=f(x)- f(x)-...- f(x) = f(x)".
Para mostrar que f(—nx) = f(x)~" quando n € IN, notemos que

f(=x)- f(x) = f(=x+x) = f(0) =1,

implica f(—x) = ﬁ Logo, como

f(—nx)=f(—x—x—...—x) = f(=x) - f(—=x) ... f(—x) =

1 1 1 1 B
GG R R A A
concluimos a demonstracdo do teorema. 0

Teorema 1.12. Seja g : R — R* uma fung¢do mondtona injetiva tal que, para quaisquer

h)

x,h € R, o acréscimo relativo gLrth) —g(x) depende apenas de h, mas ndo de x. Entdo,

g()
seb=g0)ea = %, tem-se g(x) = ba* para todo x € R, isto é, ¢ é uma fungdo
tipo exponencial. Reciprocamente, se g : R — IR* é uma fungdo tipo exponencial entdo
% depende apenas de h.

Demonstragdo. Se a fungdo ¢ : R — IR* € do tipo exponencial entdo, para quaisquer
x,h € R, os quocientes % =a"—1e g(gi—;)m

ndo de x. Por outro lado, note que se ¢(x) =

= g" dependem apenas de /1, mas

independe de x. Substituindo,

8()
se necessdrio, g(x) por f(x) = #, onde b = g(0), obtemos f : R — R" mondtona

injetiva, com ! (f’g;’) independente x de e, agora, com f(0) = 1. Entdo, pondo x = 0

na relacdo ¢(h) = o obtemos ¢(h) = f(h) para todo h € R. Vemos assim que a
funcdo mondtona injetiva f cumpre f(x +h) = f(x) - f(h), ouseja, f(x+vy) = f(x)- f(y)
para quaisquer x,y € RR. Segue-se entdo do teorema anterior que f(x) = a*, logo

g(x) =b- f(x) = ba*, como queriamos demonstrar. O
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1.3 FUNGCAO LOGARITMICA

Para todo numero real posxxitivo a # 1, a funcdo exponencial f : R — R*, f(x) = a¥,
é uma correspondéncia biunivoca entre R e R*, crescente se a > 1, decrescente se
0 < a < 1, com a propriedade adicional f(x +y) = f(x) - f(y). Segue-se que f possui

uma funcdo inversa.

Definicdo 1.13. A inversa da fung¢do exponencial de base a € a fungdo log, : R* — R,
que associa a cada nimero real positivo x o niimero real log, x, chamado o logaritmo de x

na base a.

Por definicao de funcao inversa, tem-se:
1. al°8~* = x;

X\ — .
2. log, (a*) = x;

Assim log, x € o expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o niimero x,
isto é,
y=log, x < a’ =x.

Segue-se imediatamente da relagdo a" - a° = a"*?, que
3. log,(xy) = log, x +log, y para todos x,y € R;

Com efeito, se u = log, x e v = log, y, entdo a* = x e a” = y, logo

xy =a'a’ =a""",
ou seja,
log, (xy) =u+v =1log, x +log,v.

4. log,1=0, poisa’ =1;

A funcédo log, : R* — R ¢é crescente quando a > 1 e decrescente quando
0 < a < 1, e é importante ressaltar que somente nimeros positivos possuem

logaritmo real, pois a funcdo x — a* assume valores positivos.

As funcoes logaritmicas mais utilizadas sdo aquelas de base a > 1, especial-
mente as de base 10 (logaritmos decimais), base 2 (logaritmos binarios) e base e

(logaritmos naturais, as vezes chamados neperianos).

Como log, x é uma funcéo crescente de x quando a > 1, e como log,1 = 0,

segue-se que, para a > 1, os numeros compreendidos entre 0 e 1 tém logaritmo
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negativo e os maiores do que 1 tém logaritmo positivo. Ao contrario, se 0 < a < 1
entdo log, x € positivo quando 0 < x < 1 e negativo quando x > 1. A Figura 1.4

mostra os graficos das funcdes f(x) = log, x e g(x) = log% X.

Se tivéssemos tragado os gréficos das funcdes y = log, x e z = log, x, com
a>1e0 < b < 1 quaisquer, as figuras obtidas teriam o mesmo aspecto. Mais
precisamente, existiriam constantes positivas c,d, tais que log, x = clog, x e
log, x = dlog% x para todo x > 0, isto é, duas funcoes logaritmicas quaisquer

diferem por um fator constante, veremos isso a seguir.
. log, x =log, blog, x (férmula de mudanca de base para logaritmos);

Com efeito, se u = log,x e v = log, x, entdo a" = x e b’ = x. Portanto, se

escrevermos ¢ = log, b, teremos a° = b, logo

X = all — bv — (aC)U — aCU
Portanto, u = cv, isto é log, x = clog, x para todo x > 0, onde a constante c ¢
igual a log, b.

. Quando a e b sdo ambos maiores ou ambos menores do que 1 entéo log, b > 0.

Se um dos numeros a e b é maior e o outro é menor do que 1 entdo log, b < 0.

g(x) =loggs x

f(x) =log, x

Figura 1.4: Gréficos fung¢bes logaritmicas.

Como log, : R* — R ¢ uma correspondéncia biunivoca, portanto sobrejetiva, segue-
se que y = log, x ¢ uma funcéo ilimitada, tanto superiormente quanto inferiormente.

Mais precisamente, tem-se, para a > 1

lim log x =+c0 e limlog x = —o0.
Sm 108, poe) Ba
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A primeira destas igualdades significa que se pode dar a log, x um valor tio grande
quanto se queira, desde que x seja tomado suficientemente grande. A segunda quer
dizer que, dado arbritariamente A > 0, tem-se log, x < —A desde que x seja um

numero positivo suficientemente pequeno.

Ao contrdrio da func¢do exponencial, que cresce rapidamente, log, x tende a +oco
muito lentamente quando x — +co. Com efeito, dado um nimero M > 0, tem-se
log,x > M & x > aM. Assim, por exemplo, se quisermos que log,, x seja maior do
que 10, ser4 preciso tomar um numero x > 10'°, ou seja, tomar o logaritmo maior do
que 10 é necessdrio um valor de x superior a 10 bilhdes, enquanto, por outro lado, para

ocorrer 10* > 10, basta tomar x > 1.

Esse crescimento lento do logaritmo, que contrasta com o crescimento rapido da
exponencial, ¢ bem ilustrado na Figura 1.5 pelos gréficos das funcdes y = 2* e y = log, x,
que, como sabemos, sio simétricos em relacdo & diagonal de IR?, pois uma funcéo é a

inversa da outra.

h(x) =x g(x) =log, x

Figura 1.5: Crescimento do logaritmo.

Provaremos a seguir que, entre as funcdes monotonas injetivas de R* a IR, somente
as funcoes logaritmicas tém a propriedade de transformar produtos em somas. Antes
observemos que se f : X — Y é sobrejetorae g: Y — X € tal que g(f(x)) = x para todo
x € X, entfo tem-se necessariamente f(g(y)) =y paratodoy € Ye g = f1, ja que

dado qualquer y € Y existe x € X tal que f(x) = y e, consequentemente,

W) = () = f(x) = y.
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Assim, se ¢ : R* — R ¢é tal que g(a*) = x para todo x € R entdo g(y) = log, y para
todoy € R*, jdque f : x € R — ax € R* é sobrjetiva (estamos supondo a > 0
diferente de 1).

Teorema 1.14 (Caracterizacdo das Func¢des Logaritmicas). Seja f : R* — R uma
fungdo mondtona injetiva (isto €, crescente ou decrescente) tal que f(xy) = f(x)+ f(y)

para quaisquer x,y € R*. Entdo existe a > 0 tal que f(x) = log, x para todo x € R*.

Demonstragdo. Para fixar as idéias, admitamos f crescente. O outro caso € tratado
igualmente. Temos f(1) = f(1-1) = f(1) + f(1), logo f(1) = 0. Provemos o teorema
inicialmente supondo que exista 2 € R tal que f(a) = 1. Depois mostraremos que
isto sempre acontece, logo ndo ¢ uma hipétese adicional. Como f é crescente e
f(a)=1> 0= f(1), tem-se a > 1. Para todo m € N vale

f@=f@a-a-..-a)=f@+f@+..+f@a=1+1+..+1=m.
Assim,
O0=f()=f@"-a™=f@+fa™) =m+f@a™"m),

Logo, f(a™™)=—m. Ser=m/ncomm € Z e n € N entdo rn = m, portanto
m = f@a") = f(a™) = f((@")") =nf(@a"),

edai f(a") =7 =r.

Se x € R é irracional entdo, para 7, s racionais tem-se:
r<x<s=a <a*<a = f@)< fa*)< f@)=r< f@a*) <a’

Assim todo numero racional r, menor do que x, ¢ também menor do que f(a¥) e todo
numero racional s maior do que x é também maior do que f(a¥). Segue-se que f(a*) = x
para todo x € R. Caso contrario, f(a*) < x ou x < f(a¥). Se f(a*) < x, pela densidade
de Q em R, existiria s € Q com f(a*) < r < x. Com todo racional menor que x é
também menor do que f(a¥), isto ndo pode ocorrer. De modo analogo, ndo pode ocorrer

x < f(a¥). Portanto, f(y) = log,y para todo y > 0.
Consideremos agora o caso geral, em que se tem uma funcéo crescente g : R* — R,
tal que
8(xy) = g(x) +8(y),
sem mais nenhuma hipétese. Entdo g(1) =0 e, como 1 < 2, devemos ter g(2) =b > 0.

A nova fungdo f : R* — R, definida por f(x) = g(x)/b, é crescente, transforma somas
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em produtos e cumpre f(2) = 1. Logo, pela primeira parte da demonstracdo, tem-se

f(x) =log, x para todo x > 0. Isto significa que, para todo x > 0, vale

x =200 = 280)/b = (Q1/0)8() = &),

com a = 2!/, Tomando log, de ambos os membros da igualdade a8) vem, finalmente:

g(x) =log, x. O

1.4 PROGRESSAO ARITMETICA E GEOMETRICA

Definicao 1.15. Uma progressdo aritmética (PA) é uma sequéncia (aq, az, as, ..., ay, -..)
na qual a diferenga entre cada termo e o termo anterior, a,.1 — a,, € constante para
todo niimero natural n. Essa diferenca constante é chamada de razdo da progressdo e

representada pela letra r.
Exemplo 1.16. As sequéncias (5,8,11,...)e (7,5,3,1,...) sdo progressoes aritméticas cujas

razoes valem, respectivamente, 3 e -2.

Pela definicdo de PA temos que a,,1 = a, + 1, isto é, para avangar um termo, basta
somar a razdo. Vejamos a seguir o resultado de como obter qualquer termo da sequéncia

a, apartirdea; er.

Teorema 1.17. Se a, € o n-ésimo termo da PA de razdo r, entdo a, = a; +(n+1) - r, para

todo n € IN.

Demonstragdo. Pela definicdo de PA temos,
Ay —a1=71,a3— Ay =7, ...,dy — dy_1 =1
Somando essas n — 1 igualdades, resulta
ay=a1+(n—1)-r, paratodon € N*, n > 1. (1.1)

O

Se tivéssemos comecado a enumeracio dos termos por 4y como o primeiro termo de

uma PA, ao invés de aq, teriamos pelo Teorema 1.17, o resultado a, = ag + nr.

Importante ressaltar que com os resultados acima, podemos encontrar qualquer
termo de uma progressao aritmética, desde que sejam conhecidos o primeiro termo e a

razdo da PA. A féormula é amplamente usada como termo geral:

a, =a,_1+rouaindar=a, —a, 1, paratodon € N*, n > 1.
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Porém, considerando-se a PA (a1, a», a3, ..., ay, ..., 4y, ...) de razio r temos através da

mesma idéia generalizada acima a seguinte férmula:
ap=ap+m—m)-r,m<n (1.2)
Analisando a férmula (1.2) nota-se que é mais genérica e abrangente que (1.1), pois,
ndo apresenta dependéncia do termo a,, em relacdo ao primeiro termo da PA, a;. Em

outras palavras, ndo é preciso conhecer necessariamente o primeiro termo a; de uma

progressdo aritmética se usarmos a féormula (1.2) para determinar o n-ésimo termo a;,.

Exemplo 1.18. Qual o quinquagésimo termo da PA (6,13,20,27,34,41, ...)?

Utilizando o Teorema 1.17,a; =6 er = 13 — 6 = 7, resultando
an:a1+(n—1)-r:>a50:6+(50—1)-7:>a50:349.

De outra forma, poderiamos ter usado a féormula (1.2), por exemplo, tomando-se
ag = 41, e teriamos a partir do sexto até o quinquagésimo termo, quarenta e quatro

termos, assim
g =am+(m—m)r = asg =ag+ (50 —6)-7 = asg =41 +44 -7 = a5y = 349.
Teorema 1.19. A soma dos n primeiros termos da progressdo aritmética (a,) = (a1, az, as, ..., Ay, ...
éigual a
_ (a1 +ay)-n
= 5 .

Sn
Demonstragdo. Escrevendo a soma dos n primeiros termos da PA,
Sp=m+ay+az+..+a,_2+a,_1+4ay,,
e da mesma forma rearranjando os termos, em ordem inversa, temos também,
Sp=a,+a,_1+a,_o+..+az+dx+a,
resultando,

2-Sp=(m+ay)+(@+a,_1)+@3+a,_2)+...+@,_o+as)+@a,_1+ax)+(a, +a).

Observe que, ao passar de um paréntese para o seguinte, a primeira parcela aumenta
de r e a segunda parcela diminui de r, o que nao altera a soma. Portanto, todos os

parénteses sdo iguais ao primeiro, (a7 + a,).

Logo, 2 - S, = (a1 +a,) - n, resultando

ar+ay)-n
Snz(l 27’!) .
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Exemplo 1.20. A soma dos cinquenta primeiros termos da progressdo aritmética (6,13, 20,27, ...).

6 + 349) - 50
jSSOzu

= = S50 = 8.875.
> > 50

Corolario 1.21. A soma dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética é

Sn:£n2+(a1—%)-n.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.19 a soma dos primeiros termos da progressao aritmé-

tica é igual a

_(@m+ay)-n

[a+m+m—1)-r]-n r r
on 2 Pe(m=g)

O]

Na demonstragdo acima substituimos a,, por a; + (n — 1) - 7, para todon € IN*, n > 1,

resultado obtido no Teorema 1.17.

Observamos que, se a razdo # 0, S, € um polindmio do segundo grau em 7, desprovido
de termo independente. Se r = 0, S, € um polinémio de grau menor que 2, sem termo

independente.

Respectivamente, todo polindomio do segundo grau em n, desprovido de termo inde-
pendente, é o valor da soma dos n primeiros termos de alguma progressao aritmética.
Com efeito, P(n) = an* + bn é a soma dos primeiros termos da progressio aritmética na

qual  =aeay —5=Db,istoé,r=2aea; =a+b.

Veremos agora as sequéncias que variam com taxa de crescimento constante. A taxa
de crescimento de uma grandeza, que passa do valor a para o valor b, é definida por %,
quando a # 0, ou seja, a taxa de crescimento € a razdo entre o aumento da grandeza e

seu valor inicial.

Exemplo 1.22. Suponha que um capital investido aumente 5% ao ano. Entdo, o capital
C,, no ano n serd igual ao capital C,_1 do ano anterior mais o aumento do capital, que é
igual a 5% do capital C,,_4, isto ¢, C, =C,,_1+0,05-C,,_1=1,05-C,,_1. E segue que a
taxa de variagdo (crescimento) C, é

Ci—Cpn1 1,05-Co1—Cyq _0,05-Cpy

= 0,05 = 5%.
Cn Cn1 Cn
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Teorema 1.23. A sequéncia (a,) tem taxa de crescimento constante igual a i, se e somente

se, a1 = (1 +1) - ay, para todo n natural.

Demonstragdo. Se a taxa de crescimento de a, é i, i = “#1=% Daj qg,,; —a, = ia, e
an n+l

Aps1 = ap +ia, = (1 +1) - ay. O

Definicdo 1.24. Uma progressdo geométrica (PG) € uma sequéncia (ay, az,as, ..., ay, ...)
na qual é constante o quociente da divisdo de cada termo, a partir do segundo, pelo seu

antecendente, isto ¢, “<L. Esse quociente constante ¢ representado por q e chamado de
n

razdo.

Exemplo 1.25. As sequéncias (1,2,4,8,16,...), (18,6, 2, %, ...)e(5,5,5,5,...) sdo progres-
sOes geométricas de razoes respectivamente iguais a 2, % e 1. E possuem taxas de varia¢do

iguais a 100%, ~ —66,67% e 0%, respectivamente.

Exemplo 1.26. Uma PG a,, de razdo (1 + i) fornece a,.1 = (1 +i)a,. Assim, pelo Teorema

1.23, a, tem taxa de variagdo igual a i.

Teorema 1.27. Em toda progressdo geométrica (a,) de razdo q, tem-se, para todo natural

n,

n—1
ay =aq" .

Demonstragdo. Temos Z—f =q, Z—z =q, Z—;‘ =q, ..., 2

an

1 q-
Multiplicando essas n — 1 igualdades, obtemos ‘;—'17 =g¢"". Dai, a, = a;q"" .

De outro modo, se tivéssemos enumerado os termos a partir de ay, obteriamos

a, = apq". O

Exemplo 1.28. Um capital investido hoje de R$5.000, 00 e cresce a 3% ao ano, entdo o
capital daqui a 10 anos serd C19 = Co(1 +1)!° = 5.000 - (1 +0,03)'° =~ R$6.719, 58.

Exemplo 1.29. Se uma grandeza cresce com taxa mensal constante igual a i, sua taxa de
crescimento anual é I tal que 1+ I = (1 +i)'2. Com efeito, o valor da grandeza daqui a um
ano serd C(1+1i)'2 = C(1+ I)'. Resultando, 1+ 1 = (1 +i)'%.

Exemplo 1.30. Se um capital continuar crescendo a taxa de 1,5% ao ano, seu crescimento
na préxima década dar-se-d a uma taxa I tal que 1+ 1 = (1+0,015)!1° = 1,16. Entdo,
[=0,16 = 16%.

Teorema 1.31. A soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica (a,) de

razdo q #1 é igual a
1_ n
Sn =4aq - ]-_qq.
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Demonstragdo. S, =aj +ax+asz+...+4a,_1 +a, e, multiplicando por g4, obtemos
GSp =ax+az+...+a,_1+a, +a,q
Subtraindo essas igualdades, obtemos
Sn - qsn =4a1 —apq =4d1 — alqn/

ouseja, Sy -(1—q)=a;-(1—4q".

Dai, ja que g # 1, temos

O

Exemplo 1.32. Se no primeiro més uma pessoa guarda R$2, 00, e nos meses subsequentes
ela dobrasse o valor guardado do més anterior, entdo quanto ela teria acumulado no final

de um ano?

Essa PG tem razdo 2 e ay = 2, Portanto, a soma dos 12 primeiros termos que corresponde

ao acumulo guardado em 1 ano € Sy =2 - 11’ _2;2 = R$8.190, 00.

Nas progressoes geométricas em que |q|< 1, a soma dos n primeiros termos tem um

limite finito quando n — co. Como nesse caso lim g" = 0, temos
n—oo

1—
lim S, =a; - 70,
n—oo 1—q
isto €,
lim S, = 4 .
n—00 1—q

Exemplo 1.33. Uma aplicagdo para esse caso seria o limite da soma 0,7 + 0,07 + 0,007 +

s . . e 7 . . _ 0,7 _ 0,7 _
0,0007 + ... quando o numero de parcelas tende a infinito € igual a nlgrc}o Sn=1H1=05=

%. O resultado € intuitivo, pois somando um nimero muito grande de termos de progressdo,

encontraremos, aproximadamente, a dizima periddica 0,777... = %.

1.5 BINOMIO DE NEWTON E DESIGUALDADE DE BERNOULLI

Antes de desenvolvermos o assunto Binémio de Newton e Desigualdade de Ber-
noulli, iremos explicar algumas observacdes referentes a Andlise Combinatoria, que sdo

importantes para o desenvolvimento dos temas desta secao.
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A Andlise Combinatdria visa desenvolver métodos que permitam contar o nimero de
elementos de um conjunto, sendo estes elementos, agrupamentos formados sob certas
condicOes. A primeira vista pode parecer desnecessdria a existéncia destes métodos.
Isto de fato é verdade, se o nimero de elementos que queremos contar for pequeno.
Entretanto, se o numero de elementos a serem contados for grande, esse trabalho

torna-se quase impossivel, sem o uso de métodos especiais.

Antes de enunciar e demonstrar o Principio Fundamental da Contagem, vamos provar

dois lemas (teoremas auxiliares).

Lema 1.34. Consideremos os conjuntos A = {ay,ay, ...,an } € B = {by, by, ..., b, }. Podemos
formar m - n pares ordenados (a;, bj) onde a; € Aeb; € B, parai =1,2,..,mej=
1,2,..,n

Demonstragdo. Fixemos o primeiro elemento do par e facamos variar o segundo, tere-

mos: )
(a1,b1),(a1,bo), ..., (a1, b,) — n pares
o linhas (a2, b1),(az, by), ..., (az, b,) — n pares
(am, b1), (am, b2), ..., (am, by) — n pares
O numero de pares ordenados é entdon+n+n+...+n =m-n. O

movezes
Lema 1.35. O niumero de pares ordenados (a;, a;) tais que, a; € A = {a1,a2, ...,am },

aj € A={ay,a,...an} ea; #a; (parai #j) ém- (m—1).

Demonstragdo. Fixemos o primeiro elemento do par e fagamos variar o Segundo, tere-
mos:
(all ﬂ2), (all a3)/ ceey (alr ﬂm) —m—1 pares

) (a2, a1),(ap,a3), ..., (az, a,) — m — 1 pares
m linhas

(am,a1), (@m, a2), ..., @y, ay_1) — m — 1 pares

O ntumero de pares ordenados é (m — 1)+ (m —1)+(m—1)+...+(m—1)=m-(m —

moezes

1. O

O Principio Fundamental da Contagem consta de duas partes ligeiramente diferentes.

Apresentaremos as demonstracdes em duas etapas a seguir.

25
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Teorema 1.36 (12 parte). Consideremos r conjuntos, A = {ay,az, ...,an, } com ny ele-
mentos, B = {by, by, ..., by, } com ny elementos, ..., Z = {z1,22, ..., 2y, } com n, elementos,
entdo o numero de r-uplas ordenadas (sequéncias de r elementos) do tipo (a;, b]-, )

ondea; € A, bj €B,...,zp € Zény-ny- ... - ny_1 -1y

Demonstragdo. Utilizando o Principio da Inducao Finita:
Se r = 2, é direto, pois caimos no Lema 1.34 ja visto.

Suponhamos que a férmula seja valida para o inteiro (r — 1) e provemos que dai

decorre que ela seja valida para o inteiro r.

Para (r — 1) tomemos as sequéncias de (r — 1) elementos (a;, bj, ..., wy). Por hipdtese
de inducéo, existem nq - 1y - ... - n,_1 sequéncias e n, elementos pertencentes ao conjunto
Z.

Cada sequéncia (a;, bj, ..., wy, z) consiste de uma sequéncia (a;, bj, ..., wy) € um ele-

mento z, € Z.

Portanto, pelo Lema 1.34, o nimero de sequéncias do tipo (a;, bj, ..., w, zp) € (n1 - 12 -
e My 1) Ny =H1-Hp - e Np_q - Ny

Segue-se entdo que o teorema ¢é valido paratodor € N e r > 2. O
Teorema 1.37 (22 parte). Consideremos um conjunto A com m (m > 2) elementos.
Entdo o numero r-uplas ordenadas (sequéncias com r elementos) formadas com elementos

distintos dois a doisde Aém-(m—1)-(m —2)-...-(m — (r — 1)).

r fatores

Demonstragdo. Seja A = {ay,ay, ..., 4, } 0 numero de sequéncias do tipo (aj,a1, ..., @i, .., Ag),

relementos

a; € Aparatodoi € {1,2,...,m}
com

a; #ay parai #p

m-m—1)-m—=2)-...-(m—(r—1)).

r fatores

A demonstracao é feita por Indugéo Finita, de modo analogo, a feita na 12 parte.  [J
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Definicdo 1.38. Seja M um conjunto com m elementos, isto é, M = {ay,a, ..., am}.
Chamamos de arranjo dos m elementos tomados r a r (1 < r < m) a qualquer r-upla
(sequéncia de r elementos) formada com elementos de M todos distintos, e denotamos Ay, .

Pelo Principio Fundamental da Contagem (2¢ parte) o numero de arranjos serd

Apr=m-m—=1)-(m—=2)-...-(m—(r—1)).

r fatores

Em particular, se r = 1, percebe-se que A, 1 = m.

Notemos ainda que de acordo com a definicdo que demos de arranjo, temos necessa-

riamente que 1 <r < m.

Definicdo 1.39. Seja M um conjunto com m elementos, isto é, M = {ay,az, ..., a4y }.
Chamamos de permutagdo dos m elementos a todo arranjo em que r = m, e indiquemos
por P, o numero de permutacbes dos m elementos de M, isto €, P, = Amm. Logo,

Pp=m—1)-(m—2)-...- (m — (m — 1)), o que resulta,
Pp=m-(im—1)-m—2)-...-3-2-1.

Em particular, se m =1, € fdcil perceber que P; = 1.

A fim de simplificar as férmulas do nimero de arranjos e do nimero de permutacoes,

bem como outras que iremos estudar, vamos definir o simbolo fatorial.

Definicao 1.40. Seja m um numero inteiro ndo negativo (m € IN) definimos fatorial de

m (e indicamos por m!) através da relagdo:
i-m=m-m—1)-(m—2)-...-3-2-1param > 2;
ii- 11=1;

iii- 0!'=0.

As féormulas do ntimero de arranjos e do nimero de permutacoes, também podem

ser simplificadas com a notacdo fatorial. De fato:

Py =mm—1)(m-—2)..3-2-1=m!

Amyr=m(m —1)(m —2)...(m —r+1)
(m—-—r)(m—r—1)..
(m—-—r)(m—r—1)..

=m(m—1)(m—-2)..(m—r+1)-

m!
Am,r = m.

27
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Em particular P; = 1, 1!=1 e a férmula P,, = m! é vélida para todo m € IN*. Mais ainda,

Amy=m, (mmf'l), = m para todo m € IN* e a férmula A, , = ' ¢é valida para todo

(m —7)

m € IN* e todo ¥ € IN*, com r < m.

Definicdo 1.41. Seja M um conjunto com m elementos, isto é, M = {ay,az,...,an}.
Chamamos de combinagbes dos m elementos, tomados r a r, aos subconjuntos de M

constituidos de r elementos.
Exemplo 1.42. Seja M = {a,b,c,d}, as combinagées dos quatro elementos, tomados dois
a dois, sdo os subconjuntos: {a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d},{c, d}.

Notemos que {a,b} = {b,a} pois, conforme definimos, combinacéo é um conjunto,
portanto ndo depende da ordem dos elementos.

E importante notar a diferenca entre uma combinacdo (conjunto) e uma sequéncia,
porque numa combinacdo ndo importa a ordem dos elementos, ao passo, que numa

sequéncia importa a ordem dos elementos.

Teorema 1.43. Seja M = {ay,ay,...,a,} e indiquemos por Cy,, ou (") o niimero de

combinagbes dos m elementos tomados r a r, resultando

m m!
Cur = = ————— para todos m,r € N, r < m.
r rl-(m—r)!

Demonstragdo. Tomemos uma combinacdo, digamos esta E; = {ay,ay,a3,...,a,}. Se

permutarmos os elementos de E;, obteremos r! arranjos.

Se tomarmos outra combinagdo, digamos E, = {ay, a3, ..., ar, 4,41} permutando os

elementos de E,, obteremos outros r! arranjos.

Chamemos de x o numero de combinagdes, isto é, x = C,, , € suponhamos formadas

todas as combinac¢des dos m elementos tomados r a r. Sdo elas:
Ei, Ey, Es, ..., Ey.
Cada combinacdo E; d4 origem a r! arranjos. Chamemos de F; o conjunto dos arranjos
gerados pelos elementos de E;.
Temos entdo a seguinte correspondéncia:

E1:>F1

E,=F
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Verifiquemos que:
1. FNF=Qparai#].

2. FUFKRU..UF, = F onde F é o numero de arranjos dos m elementos de M

tomados r a r.
Temos:

1. Se ENF; # @ (para i # j) entéo existiria um arranjo que pertenceria a F; e F;

simultaneamente.

Tomando os elementos desse arranjo obteriamos que coincidiria com E; e E; e

portanto E; = E;. Isto € absurdo, pois quando construimos todas as combinagdes,
E; # E; (parai # j).
Logo, FNF; =®@.
2. Para provarmos que F; UF U ... U F, = F, provemos que:
FRURU..UF, CFe
FCRURU..UF,.
a - Seja a um arranjo tal que
ac FURLU..UF,,
entdo a € F; (para algum i € {1,2,...,x}) e evidentemente a € F, logo
FURU..UF CF
b - Seja agora a um arranjo tal que a2 € F. Se tomarmos os elementos desse

arranjo a obteremos uma das combinagoes, digamos E;. Ora, como E; gera o

conjunto dos arranjos Fj, entdo a € F; e, portanto,
ac FURU..UF,.

Entéo,
FCHURU..UF,.

De (a) e (b) resulta que
FULU..UF =F

Sabemos ainda que se x conjuntos sdo disjuntos dois a dois, o numero de elementos

da unido deles é a soma do nimero de elementos de cada um. Isto é,

#FHURU..UF) =#F = #F + #5 + ... + #F, = #F.
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m! m!
= x-7!

rl+rl+. +7l= = —.
(m—r)! (m—r)!

m!

L S —
080 X = 1 (m —r)!

Como x indica Cy,, ou () temos a férmula do niimero de combinacdes:

m m! ¥
Cmy = = ————— para todos m,r € IN*, r < m.
r rl-(m—r)!

Casos particulares:
1° caso: m,r € N* e r = m.

Cm/m = 1
m!

e ——
m!-(m — m)!
2°caso: m € N*er=0.

Cm,0 = 1 (o tnico subconjunto com O elementos € o vazio)
m!

— =1

0!-(m — 0)!

3%caso: m=0er=0.

Co,0 = 1 (o tnico subconjunto do conjunto vazio é o proprio vazio)

0!
1
0!'-(0—0)!
Em virtude da andlise dos casos particulares, concluimos que a férmula
m m! (o1
Chnr= = ———— é valida para todos m,r € N, r < m.
’ r rl-(m —r)!

O]

Teorema 1.44 (Relacgdo de Stifel). Se n é um nimero natural e p um inteiro ndo negativo,

com p < n, entdo (") + (") = ("h.

14 p+1 p+1
Demonstragdo.
<n> N < n ) B n! . n!
p) \p+1) pln—p) (p+D-(n—(p+1)
B n! n!
Tp—p) = (pr D) (pr D) pltn— (p D)
n'-«(p+1)+n!-(n—p) _ onl(n+1)

T —p) (D) -pln—(pr ) (p+D)-(n— p)!

3 (n+1)! _(n+1
C(p+Dl-(n—p) <P+1>'
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O

Agora, vamos usar essas técnicas que apresentamos acima para ter um resultado
importante em Algebra, que consiste em obter o desenvolvimento do binémio (a + b)"

paran € N,ea,b € R.

Teorema 1.45 (Binomio de Newton). Se a e b sdo niimeros reais e n um niimero natural,

entdo

@+by =Y <’:> @i =

i=0

n\ 40 n\ 4141 m\ yn—2;2 Y\ 040
<O>ab+<1>u b+(2>a b+...+<n>ab.

Demonstragdo. Utilizando o Principio da Inducdo Finita, a igualdade é claramente
verdadeira para n = 1. Suponha a afirmacao seja verdadeira para n e vamos provar que

também ¢é verdadeira para (n + 1). Como

n n . . n n .
n—iyl n—iy,l
=a E c)a" '+ b E . )a" b
i l> i= (1>
n n
ZE : ' an+1 zb1+§ : an sz+1.
. i — \ 1
=0
A primeira soma pode ser escrita como:

n n . . n n . .
2 < ‘>an+1—zb1 — an+1 + 2 < .>an+1—zbz.
. i ‘ i
i=0 =1
A segunda soma pode ser escrita como:
" /n o n—1 n o n n o
Z ' anfzbwl — bn+1 + Z ' an71b1+1 — bn+1 + . an+171b1‘
— \ § — i ~ \i—1
i=0 =0 i=1

Assim temos que,

n .
(a+ b)n+1 = g™l 4 prtl +Z [(:l) + (i f 1>] g Stzifel

(” + 1) A
; )

1
n+l
@+b)' =Y <” : 1) a" v,

i=0

— th+1 +bn+1 +

=1
n
i=1

Resultando,

Concluindo dessa forma a prova do teorema. O
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Exemplo 1.46. O desenvolvimento do polinémio (x + a)* utilizando o teorema binomial
é:

(x +a) i <4> xigh =
i

i=0

4 4 4 4 4
= 0) x*a0 + <1> 3al + <2> x2a® + <3> xla® + (4> xVa?

S . PO N ¥ . S S S
To@—ot Tua— T aE—o) 3@ —3)"" Ta@—_a

=1-2*+4-x%a+6-x*a°>+4-x-a®+1-a* resultando

(x +a)* = x* + 4ax® + 6x2a% + 4a°x + a*.
Teorema 1.47 (Desigualdade de Bernoulli). Se x € R, x > —1, entdo vale a seguinte

desigualdade (1 + x)" > 1+ nx, para todo n € IN*.

Demonstragdo. Pelo Principio da Inducdo Finita, para n = 1 é verdadeira, uma vez que
1+x>1+x.

Suponha agora que a desigualdade seja verdadeira para um certo n, e mostraremos
que é valida para (n + 1). De fato, considere (1 + x)" > 1+ nx. Note que (1 + x) é um
numero real ndo negativo, visto que x > —1. Assim, multiplicando ambos os lados da

desigualdade anterior por (1 + x), temos

A+ =1 +x)"-1+x) > 1 +nx)-(1+x)

=1+nx + x + nx?

=1+ (n+1)x +nx?

>1+(n+1x,

onde a tiltima desigualdade é verdadeira pelo fato do termo nx? ser nfio negativo. [



FUNDAMENTOS DA MATEMATICA
FINANCEIRA

A Matematica Financeira estd centrada no conceito de juro.

Por que o juro existe? Uma das teorias, a da escola austriaca, segundo um dos seus
membros, Bohm-Bawerk (1884) [1], afirma que é por causa da preferéncia das pessoas
em consumir no presente, a consumir no futuro. Ora, esperar envolve sacrificios; por
isso aquele que empresta dinheiro deixa de disp6-lo no presente, em favor de outrem:;
logo espera uma recompensa por esse empréstimo. Essa recompensa é manifestada na
forma de um pagamento, além, é claro, da devolucdo do dinheiro emprestado. Este
pagamento ou remuneracdo pelo uso do dinheiro costuma ser expresso na proporc¢ao
do capital emprestado, e é representado por um indice de proporcionalidade, denotado

por i (indice ou taxa de juros).

Definicao 2.1. Juro € a remuneragdo ou recompensa paga pelo uso do dinheiro de outrem.

Vejamos um exemplo: deixo de usar a meu favor um capital de R$1.000,00 para
emprestd-lo a alguém. Dai a um més espero recebé-lo de volta, acrescido de uma
remuneracdo (juro), que estabeleco em i = 10%. Este periodo em que esperarei é um
termo técnico representado por n (tempo). Ao final deste periodo (tempo), receberei
os meus R$1.000,00 mais R$100, 00, que é o juro, totalizando R$1.100, 00.

Suponhamos que nada me seja devolvido ao final de um més, sendo entdo acordado
que o empréstimo sera pago ao final do préximo més. Terei assim esperado por dois

meses para reaver meu capital. Temos, dessa forma, duas possibilidades:

12) cobrar mais R$100, 00 por este segundo periodo de empréstimo, resultando no
acumulo de juros de 10% + 10% = 20% de R$1.000, 00, gerando um valor de devolucdo

de R$1.200,00. Se a pessoa a qual emprestei o dinheiro ficasse mais um periodo
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(n = 3) sem que me devolvesse nada, poderia novamente cobrar mais R$100, 00; e assim
sucessivamente. A esta operacdao da—se o nome de Juros Simples, ou mais formalmente,
Regime de Capitalizacdo Simples, o qual demonstra como os juros sdo formados e
sucessivamente incorporados ao capital no decorrer do tempo. Matematicamente
comporta-se como uma Progressao Aritmética (P.A), crescendo os juros de forma

linear ao longo do tempo;

2%) cobrar juros deste segundo periodo ndo sobre o capital emprestado no inicio
(R$1.000,00), mas sobre o capital acrescido dos juros ja devidos. Em outras palavras,
ao final do primeiro periodo atualizamos o capital, somando o principal mais os juros
deste primeiro periodo (R$1.000,00 + R$100,00). Entdo, a taxa de juros referente ao
segundo periodo (10%) incide sobre R$1.100, 00, gerando R$110, 00 de juros, resultando
um valor devido de R$1.210,00. Novamente, se ndo houver pagamento de nada, no
terceiro periodo (més) cobrarei juros de 10% sobre o valor da divida total do periodo
anterior (R$1.210,00). E assim sucessivamente. A esta operagdo da-se o nome de Juros
Compostos, ou Regime da Capitalizacdo Composta. Matematicamente este regime
comporta-se como uma Progressdo Geométrica (P.G.), no qual os juros incidem
sempre sobre o saldo apurado no inicio do periodo correspondente, e ndo unicamente

sobre o capital inicial.

Observemos que sem a figura dos juros ndo ha Matemadtica Financeira, pois tudo se
reduziria a operacoes elementares de divisdo e multiplicacdo. Mas os juros existem e

tém funcdes importantes no mundo das financas:

a - os juros remuneram os riscos envolvidos nas operacoes de empréstimo, riscos estes
representados pela incerteza em relacdo ao futuro: quanto maior o risco envolvido

em um empréstimo, maior tende a ser a taxa de juros;
b - os juros tém a funcdo de repor as perdas causadas pela inflacdo;

c - os juros tém a funcdo de gerar um lucro ao proprietario do capital, como forma de

compensar a sua privacdo deste capital por um periodo de tempo.

Definicao 2.2. Matemdtica Financeira é o estudo da aplicagcdo do dinheiro ao longo do

tempo, considerando o fenémeno dos juros.

Trataremos, na ordem, os juros simples, mais adiante os juros compostos, depois

abordaremos a capitalizacdo e amortizacdo compostas e, finalmente, os empréstimos.
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2.1 JUROS SIMPLES

No regime de capitalizacdo simples, a taxa de juro incide sobre o capital inicial, e ao
final de cada periodo os juros obtidos serao iguais ao produto do capital pela taxa do

periodo.

Segundo Morgado et al., (2001) [11], alguém que dispde de um capital C (chamado
de principal), empresta-o a outrem por um certo periodo de tempo. Apds esse periodo,
ele recebe o seu capital C de volta, acrescido de uma remuneracido J, chamado de juro.

A soma
C+] 2.1)

¢ chamada de montante e sera expressa por M. A razdo

. é (2.2)

que € a taxa de crescimento do capital, serda sempre referida ao periodo da operacéo e

chamada de taxa de juros.

Para obtermos os juros de um determinado capital, decorre da féormula (2.2):

J=C-i (2.3)

Caso os juros incidam em mais de um periodo, é necessario considerar também o

tempo, o qual denotaremos por n, € nesse caso o juros sera:

Assim, os juros formados no final de cada periodo serdo iguais, e portanto teremos:

0 1 2 3 .. n-1 n

Ji=h=h=..=,=C-i

Teorema 2.3. No regime de juros simples de taxa i, um capital C transforma-se, em n

pertodos de tempo, em um montante igual a

M=C-(1+i-n). (2.5)
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Demonstragdo. Calculando o montante M produzido por um capital C por (2.1), e os

juros total em n periodos é | = C -i - n por (2.4), logo o montante formado ao longo do

tempo é:
M=C+] =
M=C+C-i-n=
M=C-(1+i-n).

O]

O regime de capitalizacao simples representa, portanto, uma equagao aritmética,
sendo que o capital cresce de forma linear, seguindo uma reta; logo, ¢ indiferente
se os juros sdo pagos periodicamente ou no final do periodo total. O regime de
capitalizacdo simples é muito utilizado em paises com baixo indice de inflacdo e custo
real do dinheiro baixo; no entanto, em paises com alto indice de inflacdo ou custo
financeiro real elevado, a exemplo do Brasil, a utilizacdo de capitalizacdo simples so €

recomendada para aplicacoes de curto prazo.

M

Mn)=C-(1+i-n)

Figura 2.1: O sistema de juros simples é chamado de capitalizacdo simples.

Exemplo 2.4. O capital de R$4.000, 00, aplicado a taxa de 1%a.m. ao fim de 150 dias
em regime de juros simples, produgzird o seguinte montante:

Temos C = R$4.000, 00, i = 1%a.m. e n = 150 dias = n = 5 meses.

Pela formula (2.5), sabemos que M = C - (1 + i - n), substituindo os valores, decorre:
M=C-(1+i-n)=M=4.000-(1+0,01-5)= M =4.000-1,05 = M = R$4.200, 00.

Exemplo 2.5. Um capital de R$500, 00 aplicado em regime de juros simples durante 6

meses, gerou um montante de R$650,00; qual é a taxa de juros aplicada?
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Como C = R$500,00, M = R$650,00 e n = 6 meses.

Para o cdlculo da taxa de juros consideramos a equagdo (2.5), e fazendo as devidas

substituigoes, concluimos,

M=C-(1+i-n)=650=500-(1+i-6)=i=0,05=5%am.

Duas taxas sdo denominadas taxas proporcionais, quando seus valores formam uma
propor¢ao com os seus respectivos periodos de tempo, reduzidos numa mesma unidade.

Assim teremos:

h_h (2.6)
ni ny
Exemplo 2.6. A taxa mensal proporcional a taxa de 24% a.a.
Por (2.6) ;1—1] = %, segue % = % =12 -i; =24 = i; = 2%a.m.
Exemplo 2.7. A taxa anual proporcional a 1,5% a.m.

Por (2.6) ;1—1] = %, concluimos {—12 = % =12-i1=1,5-12 = i1 = 18%a.m.

Duas taxas sdo denominadas taxas equivalentes, quando aplicadas a um mesmo

capital, num mesmo periodo de tempo, produzem juros ou montantes iguais.

Exemplo 2.8. Os juros produzidos pelo capital de R$1.000, 00:

a - ataxa de 1,5% a.m., durante 48 meses.
Sendo C = R$1.000,00, i = 1,5%a.m. = 0,015a.m. e n = 48 meses.
Logo, [=C-i-n=]=1.000-0,015-48 = | = R$720, 00.

b - a taxa de 18% a.a., durante 4 anos.
Temos C = R$1.000, 00, i = 18%a.a. = 0,18a.a. e n = 4 anos.
Portanto, [=C-i-n= ] =1.000-0,18-4 = | = R$720, 00.

Como os juros obtidos sdo iguais, podemos afirmar que 1,5% a.m. é uma taxa equiva-

lente a 18% a.a.
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2.2 JUROS COMPOSTOS

Segundo Iezzi et al. (2004) [8], no regime de juros compostos, 0s juros sdo capi-
talizados, produzindo juros sobre juros periodicamente. No regime de capitalizacao
composta os juros obtidos ao final de cada periodo sdo incorporados ao montante
do respectivo periodo, servindo assim como base de cdlculo para os juros do periodo

seguinte.

Este processo de formacao dos juros é diferente daquele descrito para os juros simples,
onde unicamente o capital rende juros, ndo ocorrendo remuneragdo sobre os juros

formados em periodos anteriores.

Teorema 2.9. No regime de juros compostos de taxa i, um principal C transforma-se,

depois de n periodos de tempo, em um montante igual a

M=C-(1+i)" 2.7)

Demonstragdo. Os juros de cada periodo sdo calculados da seguinte maneira: Logo,

Cc=M, M, =M, +J, M, = M, +J, M, =M, +J, ..
I 1 | |
I T T T
0 1 2 3
Jy=M,-i J, =M, i Jy =M, i

calculando os montantes a partir da época zero e substituindo o resultado obtido no

proximo periodo, tém-se os montantes seguintes:
C=M0/
M1=M0+M0~i=M0'(1+i)=C-(1+i),
Mo=Mi+M;-i=M;-(1+i)=C-(1+i)-(1+i)=C-(1+i)?
Mz=Mo+My-i=My-(1+i)=C-(1+i)*-(1+i)=C-(1+i)3,

Podemos escrever o Montante no final de n periodos: M = C - (1 +i)". O

Vimos que no regime de juros simples, o saldo cresce em Progressdo Aritmética

(fungéo afim), diferente deste, num regime de juros compostos 0 montante cresce em
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Mn)=C-(1+)"

Figura 2.2: O sistema de juros compostos é chamado de capitalizacdo composta.

Progressdao Geométrica. Além disso, seu grafico é uma funcao do tipo exponencial (veja

a Figura 2.2).

Corolario 2.10. Os juros obtidos em um regime de capitalizagdo composta ao final de n

pertodos ¢ dado por

J=C-[1+)" —1]. (2.8)

Demonstragdo. Os juros ao final de n periodos em capitalizacdo composta pode ser
obtido através das equacgdes (2.1) e (2.7), resultando:
M=C+]=
J=M—-C=
J=C-1+i)'"—C=
J=C-[(1+i)"—1].
O

Exemplo 2.11. Qual o montante de um capital de R$1.000, 00 aplicado durante n anos,
a taxa de juros compostos de 25%a.a. ?

Por (2.7), segue M =C - (1+1)" = M =1.000- (1+0,25)" = M =1.000 - (1,25)".
Elaboramos a tabela e o grdfico na Figura 2.3.
O Teorema 2.9 nos mostra que para obter o valor futuro de uma quantia, basta

multiplica-la por (1 +i)" e para obter o valor presente de uma quantia futura, basta

dividi-la por (1 +1)".
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M (em reais)

2400

2200

n M 2000
0 1.000 1a00
1 1.250 160
2 1.562,50 1400
3

1.953.12 0

1000

n anos  1.000-(1,25)"

n (em anog).
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

Figura 2.3: Tabela e grafico da funcdo exponencial “Montante” do Exemplo 2.11.

Exemplo 2.12. Tomou-se um empréstimo de R$600, 00 a juros mensais de 5%. Dois meses
apds, pagou-se R$250,00 e, um més apds esse pagamento, liquidou seu débito. Qual o

valor desse ultimo pagamento?

Os esquemas de pagamento a seguir sdo equivalentes. Logo, R$600, 00, na data 0, tém o

mesmo valor de R$250, 00 dois meses apds, mais um pagamento igual a P, na data 3.

600 250 P

Figura 2.4: Formas de pagamentos equivalentes.

Igualando os valores, na mesma época (0, por exemplo), dos pagamentos nos dois

esquemas, obtemos
250 p

600 = .
(140,052 ' (1+0,05)

Resultando, P = R$432,08.

Exemplo 2.13. Uma aplica¢do de R$22.000,00 efetuada em certa data produsz, a taxa
composta de juros de 2,4% ao més, um montante de R$26.596,40 em certa data futura.

Calcular o prazo da operagdo.
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Substituindo essas informagoes em (2.7), temos:
26.596,40 = 22.000 - (1+0,024)" = 1,20892727... = 1,024".

Note que os juros compostos sdo calculados a partir das nogoes de fungdo exponencial,
dessa forma precisamos calcular o prazo n a partir dos conceitos de funcdo logaritmica

para chegar a solugdo:
_log1,20892727...

= 8 meses.
log 1,024 meses

2.3 TAXA DE JUROS: NOMINAL, EFETIVA, EQUIVALENTE

A taxa nominal de juros € a taxa que obrigatoriamente deve ser indicada em todos os
contratos de crédito ou nas aplicagdes e corresponde ao periodo de formacdo e incorpo-
racdo dos juros ao principal, geralmente é admitido que o periodo de capitalizacdo dos

juros ndo é o mesmo daquele definido para a taxa de juros.

Por exemplo, seja a taxa nominal de juros de 27% ao ano, capitalizada mensalmente.
Os prazos ndo sdo coincidentes. O prazo de capitalizacdo é de um més e o prazo a que
se refere a taxa de juros ¢ igual a um ano (12 meses). Assim, 27% ao ano representa
uma taxa nominal de juros, expressa para um periodo inteiro, a qual deve ser atribuida

ao periodo de capitalizacao.

Quando se trata de taxa nominal é comum admitir-se que a capitalizacdo ocorre

por juros proporcionais simples, ou seja, a taxa por periodo de capitalizacido é de

0, N . . . . .
2172/ = 2,25% ao més (taxa proporcional ou linear). Ao se capitalizar esta taxa nominal,

apura-se uma taxa efetiva de juros superior aquela declarada para a operacgdo; veremos

daqui a pouco o conceito de taxa efetiva.

Ja as taxas equivalentes objetivam-se comparar duas taxas que, aplicadas a um
mesmo capital por periodo considerado equivalente, produzem o mesmo rendimento

(montante).

Teorema 2.14. No regime de capitalizacdo simples, duas taxas sdo equivalentes se, e

somente se, elas sdo proporcionais.

Demonstracdo. Sejam mq e my as unidades distintas de tempo referidas as taxas i e iy,
respectivamente. Existe k real tal que % -my = my, ou seja, 1/k é a fracdo que a unidade

de tempo m; é de m;. Assim, reduzindo as duas taxas a unidade comum m;,, os valores
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1/k e 1 sdo os periodos das taxas i; e i na unidade de tempo my, respectivamente.
Agora seja t o tempo de uma aplicacdo de um capital C. Escrevendo ¢ nas unidades
my e mp obtemos t = kymq = komy, onde ky # k. Logo, kl%mz = kpmy, o que implica
ki =k-ky.

Com essas consideracdes obtemos:

i1 € ip SAo proporcionais <

i _1/k
i 1
ir =ki; &

(C-ka) iz =(C-ko) kiy <
Ckoip = C(k2 . k)ll <~
capt.gnples

Ckaipy = Ckqiy

h=h<
i1 e ip sdo equivalentes O

A seguir, em capitalizacdo composta, o teorema nos mostra quando duas taxas sao

equivalentes.

Teorema 2.15. Sejam I e | taxas referidas as unidades de tempos u; e uj, respectivamente.

Seuy =n-uyentdo I e | sdo equivalentes se, somente se,
1+I=1+))". (2.9)

Demonstragdo. Seja C um capital aplicado por um tempo k. Logo, | e I sdo equivalentes
C-1+D)"=C-(1+)) &
C-I+n=C-1+])" &
1+DH=01+))"<&
1+I=1+))".

O]

A taxa efetiva de juros é a taxa dos juros apurada durante todo o periodo (1),

sendo formada exponencialmente através dos periodos de capitalizacdo. Assim, a taxa
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efetiva é o processo de formacao dos juros pelo regime de juros compostos ao longo
dos periodos de capitalizacdo, podendo ser utilizada diretamente no calculo de juros

compostos. Baseando-se nos dados do exemplo ilustrativo acima, tem-se:

i - Taxa nominal da operacdo para o periodo = 27% ao ano.
ii - Taxa proporcional simples = 2,25% ao més.
(taxa definida para o periodo de capitalizacdo)

iii - Taxa efetiva de juros: 1+1 = (1+%F)12 = [ = (1+0,0225)'2 — 1 = [ ¥ 30,6% ao

ano.

Observe que a taxa nominal ndo revela a efetiva taxa de juros de uma operacgdo. Ao
dizer que os juros anuais sdo de 27%, mas capitalizados mensalmente, apura-se que a

efetiva taxa de juros atinge 30, 6% ao ano.

Para que 27% ao ano fosse considerada a taxa efetiva, a formacdo mensal de juros

deveria ser feita a partir da taxa equivalente composta, ou seja:
Taxa equivalente mensal de 27% a.a.:
140,27=1+)?=]=V1,27—1=] =2,012% ao més.
(ou 2,012% - 12 = 24, 144%a.a. para taxa nominal)

Ao se capitalizar exponencialmente esta taxa de juros equivalente mensal chega-se,

evidentemente, aos 27% ao ano, isto €, a taxa efetiva anual:
(1+1)=(1+0,02012)!2 = I = (1+0,02012)!? — 1 = I = 27% ao ano.

Exemplo 2.16. Qual a taxa anual de juros equivalente a 12% ao més? Pela férmula (2.9),
1+I1=>0+]))", seja ] =12% =0,12 e n = 12 meses, entdo

1+I=1+)"=1+1=(1+0,12)?=1=(1,12)? =1 = [ = 2,90 = 290% a.a.

Exemplo 2.17. Qual a taxa efetiva anual relativa a taxa nominal de 6% a.a. capitalizada

mensalmente?

Calculando a taxa proporcional simples para o periodo mensal:
0,06
/= 12

Portanto, utilizando a formula (2.9), a taxa efetiva anual serd:

=0,005= ] =0,5% a.m.

1+I=(1+N)2?=1+1=(1+0,005)" = I=(1,005)? —1= I = 6,2% ao ano.
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Exemplo 2.18. Qual a taxa de 30% ao trimestre, com capitalizacdo mensal, corresponde

a uma taxa efetiva bimestral?
Neste exemplo, a taxa nominal da operacdo para o periodo é 30% a.t.

Taxa proporcional simples (taxa definida para o periodo de capitalizagdo):

_30%

3 =10%amou0,1 am.

J

Deve-se levar em consideragdo a equivaléncia de tempos para o cdlculo da taxa efetiva
de juros, ou seja,

) . 3 .
1 trimestre = 1,5 bimestres = 5 bimestres.

Portanto, para taxas equivalentes

(1 + )} trimestre — (1 4 [)3meses —y (1 4 [)3 bimestre _ (7 4 py3meses
(1+1)?=(1+0,1° = [(L+D)2]5 = [(1,1)?]5 =
A+ 5 =(1L,12 = 1+ =(1,1)%=
I=(1,1%-1=1=0,210u21% a.b.

@IN

2.4 TAXAS APARENTE, INFLACIONARIA E REAL

De acordo com Castelo Branco (2016) [5], a taxa real de juros nada mais é que a
apuracdo de ganho ou perda em relacdo a uma taxa de inflacdo ou de um custo de
oportunidade. Na verdade, significa dizer que taxa real de juros é o verdadeiro ganho

financeiro.

Uma pessoa realizou um depdsito em uma institui¢do financeira de R$1.000, 00, esta
ofereceu uma taxa efetiva de 8% a.a. No mesmo periodo de aplicacdo foi apurada uma
taxa inflacionaria de 5% a.a. Entdo, a taxa oferecida pelo banco néo € a taxa real, e
sim a taxa aparente, pois a remuneracao do investimento, no mesmo periodo, sofreu

variacoes inflaciondrias.

Ao compararmos a aplicacdo realizada pelo banco a taxa de 8% a.a. com a taxa

inflaciondria de 5% a.a., teremos os seguintes montantes:

i - Montante de aplicacio a juros de 8% a.a.: 1.000(1 +0,08)! = 1.000-1,08 =
1.080, 00.
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ii - Montante apds a correcio monetdria de 5% a.a.: 1.000(1 +0,05)! = 1.000 - 1,05 =
1.050, 00.

Portanto, se o investidor tivesse recebido R$1.050, 00 ndo haveria ganhos, mas ape-
nas uma corre¢do monetdria do capital aplicado no periodo a uma taxa de 5% a.a.,

entretanto o investidor recebe R$1.080, 00, ou seja, um ganho real de R$30, 00.

Logo,

1.080 — 1.050 30 1 o
1050 = 1050 = 35~ 0,0286 ou 2, 86%.

Estabelecendo as idéias, se um valor C ocorre uma modificacio por i,, denominada
taxa aparente, referente a um periodo de taxa inflacionaria i;, queremos saber qual é
a taxa de variacdo da quantia C reajustada por i, em relacdo ao reajuste inflaciondrio

de C, aqui denominada de taxa real, i,.

Teorema 2.19. Pelos registros acima, decorre,

(1+ig) = (1+7) - (1+iy). (2.10)

Demonstragdo. Um valor C ajustado por uma taxa i,, em um periodo de tempo, passa a
valer C - (1+1,). E, C, no mesmo periodo de tempo, ajustado por uma taxa inflacionaria

de i;, valerd C - (1 + ;). Logo,

, ZC-(1+iu)—C-(1+ii)®. =(1+iu)—(1—ii)

by C-(+1) " (1+1)
A+ (A+i) 1+
S Ay A+ LTS Ay

T+ip) =1 +1) - 1+1p).
O

Exemplo 2.20. O saldrio de um funciondrio recebeu um reajuste de 10%, apds a inflagdo
acumulada no ano ser de 7%. Qual o real aumento salarial? Na situagdo, se o reajuste do
saldrio fosse de 3%? E, por fim, considerando o mesmo valor de inflagdo, quanto deveria

ser reajustado o saldrio para ter um aumento real de 10%?
Pela formula (2.10), i, =10% =0,1ei; = 7% = 0,07, decorre
Q+i)=Q0+4)-1+i)=1+0,1)=(1+0,07)- 1 +i,) =

1,1
1,07

-1=1=0,028 =i, = 2,8%.

i, =

45
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Agora fazendo i, = 3% = 0,03, teremos

1+i)=Q0+4)-1+i)=1+0,03)=(1+0,07)- (1 +1,) =
; 1,03
"1,07

-1=1i=-0,037 =i, = =3,7%.

Nesse caso, o valor negativo significa uma perda salarial, isto é, um decrescimento no poder

de compra.

Para o caso, i;=7%=0,07ei, =10% =0, 1

I+4)=Q0+i)-Q+i) = 1A+i,)=(1+0,07)-(1+0,1) =
i,=107-1,1-1=1,=0,0177 = i, = 17,7%.

2.5 SERIES UNIFORMES

Nas operacoes financeiras o capital pode ser pago ou recebido de uma sé vez ou

através de uma série de pagamentos ou de recebimentos.

Quando desejamos formar um capital para aquisicdo de um bem qualquer em uma

data futura, tem-se um processo de capitalizacéo.

O processo que consiste em pagar uma divida em épocas distintas denominamos
de amortizacdo. Para isso, adotamos uma data base, denominada de data focal para
comparar tais valores, usamos a féormula (2.7), ou seja, multiplicar (respectivamente
dividir) um valor C por (1 +i)", estamos levando a quantia C para n periodos a frente

(respectivamente atras).

A sucessdo de pagamentos para formar um capital ou para amortizar uma divida é

denominada série. As séries estdo classificadas da seguinte forma:

i- quanto ao prazo: As séries sdo denominadas tempordrias quando o ntimero de

termos ou parcelas é limitada e perpétuas quando o nimero de termos € ilimitado.

ii - quanto a periodicidade: As séries sdo denominadas periddicas quando o intervalo
de tempo entre dois pagamentos consecutivos € igual e ndo periddicas quando

esses intervalos sdo diferentes.

iii - quanto ao valor dos termos: As séries sdo consideradas constantes quando todos
os pagamentos sdo iguais. Em caso contrario, isto é, quando os pagamentos sdo

diferentes entre si, sdo denominadas de séries variaveis.



2.5 SERIES UNIFORMES 47

Exemplo 2.21. Suponha o dinheiro valendo 5% ao més. Qual é a melhor op¢do para o

comprador?

a - avista, com 10% de desconto.

b - pagamento um més apds a compra, com 5% de desconto.
c - pagamento em 3 vezes, sem juros, 0, 30 e 60 dias.

Vamos supor de modo arbitrdrio um prego para a compra de R$120, 00, assim temos as

trés opgoes na Figura 2.5.

R$108,00 R$114,00 R$40 R$40 R$40

- - o L ' ’ -

Figura 2.5: Comparando trés esquemas de pagamento.

1. Para o pagamento a vista o desconto é de 10%, obtemos o valor V =120 -0,90 = 108.

2. Para o pagamento em uma parcela um més apds a compra o desconto € de 5%, logo
ovalor é V.=120-0,95 = 114. Agora devemos transformar o valor futuro para o
atual, isto ¢, aplicar a parcela a um més, convertendo através da divisdo o seguinte

fator (1+0,05), portanto V = 134 = 108,57.

3. Para o pagamento parcelado em 3 vezes de R$120, 00, resulta R$40, 00 cada parcela,
vencendo a primeira no instante da compra e as duas restantes apos 30 e 60 dias.
Deslocando esses dois tiltimos valores futuros para o atual, a conversdo de um més
a divisdo por (1+0,05) e a tiltima de dois meses a divisdo por (1 +0,05)?, resulta

_ 40 40~
V =40+ 7005 + 0,057 114, 38.

Como estamos analisando os valores no tempo, as conversoes das situagoes futuras
para valores atuais (presente) foram necessdrias para efeito de comparagdo numeérica, dai
concluimos do ponto de vista financeiro que a melhor op¢do € a primeira e a pior € a de

trés parcelas.

Definicao 2.22. As séries estdo divididas em antecipadas e postecipadas. Uma série
antecipada quando o primeiro pagamento ocorre no ato e a postecipada quando o primeiro

pagamento ocorre um periodo apds a realizagdo do negdcio.
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Segundo Castelo Branco (2016) [5], as séries uniformes de pagamentos posteci-
padas sdo aquelas em que o primeiro pagamento ocorre no momento 1; esse sistema €
também denominado sistema de pagamento ou recebimento sem entrada (0 +#) . Os
pagamentos ou recebimentos podem ser chamados prestacdo, representada pela sigla
P.

A demonstracdo do conceito de valor presente A, em uma série de pagamento
uniforme postecipada, consiste em trazer cada um dos termos para a data focal “zero” e,

na sequéncia, soma-los, obtendo-se o valor presente A da série uniforme de pagamento.

Teorema 2.23. O valor de uma série uniforme de n pagamentos iguais a P, uma unidade

de tempo antes do primeiro pagamento, €, sendo i a taxa de juros, igual a

Azp-ﬂ. (2.11)
A P P P P P eee P P
eoe
z |
0 1 2 3 4 5 eee nl n

Figura 2.6: Esquema de série uniforme de pagamento postecipado.

Demonstragdo. Deslocando todos os pagamentos para data focal zero, resulta o primeiro

a+i o segundo aT e 0 n-ésimo a+ Entao,
_ P + P + P +.+ P =
(140 A+0)2 A+ T 1+
1 1 1 1
A=P- et —1.
[(1+z’)+(1+z’)2+(1+i)3+ +(1+i)"}

O termo entre colchetes é a soma de uma progressdo geométrica com #n termos, isto
14" 1 5 N—1
= erazdoq= —— = (1+i)~", logo

g _
& Somare. =M T 1) (1+10)
1\" 1\"
1—¢g" 1 1_<1+i> 1_(1+i>
A=P-[a1-q]:>A=P- » —A=p. | T
1—¢q T+i 1 i
1+i
1—(1+i)"

A=P
i
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Corolario 2.24. O valor de uma série uniforme na época do ultimo pagamento é

1+i)" —1
—

F=p. (2.12)

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.23 temos A = P -

1—1+)™"
(i+l), e fazendo F = A - (1+1)",

decorre pelas substituicoes:
— N1
F= [pl(ll'”)} C(1+i) =

1+i)" —1
—

F=P.
U

Exemplo 2.25. Uma pessoa fisica deposita em uma institui¢cdo financeira, no fim de cada
més, durante 4 meses, a quantia de R$100, 00. Calcule o montante da renda, sabendo que

essa instituicdo paga juros compostos de 2% a.m.

O Coroldrio 2.24 nos explica que para este exemplo uma série de depdsitos realizados

periodicamente resulta ao final do periodo o seguinte montante:

(1+i)" —1

4 _
pzp.44744,:F=1m.Q:9£§441

F=100-4,121
0.02 = 00 -4, 6=

F = 412,16.
Exemplo 2.26. Determine o valor da prestagdo de um bem, cujo valor é R$500,00,

vendido em 6 prestagdes mensais iguais, a primeira sendo paga um més apos a compra, e

os juros sdo de 4% ao més?

O Teorema 2.23 nos explica que devemos trazer os valores (prestagbes) uma unidade de
tempo antes do primeiro pagamento, entdo aplicariamos a este exemplo as prestacdes em

data focal zero, logo

R$500,00 P P P

49

Figura 2.7: Aplicacdo de série uniforme de pagamento postecipado.
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1—1+i)™" 1—(1+0,04)°6 0,04
A=p- — "7 . 500=P- =P=500 ——— =
i 0,04 1—(1,04)6
P ~ 95,38,

Exemplo 2.27. Quantas parcelas iguais de R$329, 19 devemos aplicar mensalmente, a

taxa de 0,5%a.m., para obtermos um montante final de R$2.000, 00?

Utilizando o Coroldrio 2.24 para aplicagdo de parcelas periddicas, temos ao final deste
periodo um montante F = P - M No entanto, nesse exemplo devemos calcular
a quantidade de parcelas n suﬁcientles para alcangarmos o montante final, e utilizando-

(55%)

In(1+1)

se de operacoes algébricas, chegaremos a expressdo n = . Substituindo pelos

respectivos valores do exemplo:

2000-0,005+329,19
In ( 329,19 )

= :> = 6 .
" In(1 + 0, 005) 1= b meses

Observagdo: inicia-se a primeira parcela na data focal “1” e finaliza na “6”.

Nas séries uniformes de pagamentos antecipadas os pagamentos ou recebimentos
ocorrem no inicio de cada periodo em data focal O (zero). Um caso tipico seria uma

compra a prazo, sendo o primeiro pagamento efetuado no ato da compra.

No caso de capitalizacdo antecipada comeca a ocorrer, a partir do contrato, como

mostra o fluxo de caixa abaixo:

P P P P P eee P

0 1 2 3 4 eee nl
Figura 2.8: Esquema de série uniforme de pagamento antecipado.

Teorema 2.28. Para uma série uniforme de n termos antecipados vale:

A=P-(1+i)-

1—(1+i)"
— (2.13)

Demonstragdo. Utilizando-se do Teorema 2.23, onde o valor de uma série uniforme

de n pagamentos iguais a P, uma unidade de tempo antes do primeiro pagamento,
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aplicado a série antecipada, decorre que o valor atual A caird uma data focal a menos
do que o pretendido, o qual chamamos de “-1”. Dai, dividindo A por (1 + i) obtemos a
igualdade do valor atual com a série antecipada, isto €,
A 1—1+)™"
Gen -0 % =
1—1Q+)™"
i

A=P-(1+i)- , em data focal zero.

O]

Corolario 2.29. O valor da série uniforme antecipada um periodo apds o seu tltimo termo
é

Fopey 5021

(2.14)

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.28 temos o valor atual da série A = P- (1+1) -
na data focal zero, e fazendo F = A - (1 +i)", decorre pelas substituicoes:

F= P-(1+i)-ﬂ C(1+i) =

pzp.(l_H').%‘

O]

Exemplo 2.30. O Exemplo 2.26 trata os pagamentos das prestacdes a partir do primeiro
més, agora iremos calcular com as prestagdes sendo antecipadas (isto €, a primeira € paga

no ato da compra). Iremos considerar os mesmos dados daquele exemplo.

R$500,00 P P P P P P

Figura 2.9: Aplicacdo de série uniforme de pagamento antecipado.

Os pagamentos iniciam no ato da compra (tempo igual a zero), entdo € conveniente
levarmos esses valores para uma data anterior conforme o Teorema 2.28, assim igualando
na época -1 as prestagoes e o valor a vista de R$500, 00, esse tiltimo deve ser dividido por
(1 +1), pois retroagimos uma data focal, entdo

P— .7n — 76
A, 1=+ 500 p 1-(+009° 500 0,04

1—(1+i)"
i

51

1+ i (1+0,04)! 0,04 1,04 1—(1,04)6

P=91,71.
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Agora se quisermos explicitar o valor de (taxa) nos resultados obtidos, precisamos
utilizar um método de raizes para polinémios, vejamos:
1—-1+0)™"
i

A=P. S A i=P-Pl+i)" &

1+i=x

A-il+i)'=P-(1+)"—P & " A-(x—1)-x"=P-x"—-P &
Ax™ — Ax" = Px" — P < Ax"™! — (A+P)x"+P =0.

Chegando a uma equagdo em x de grau n + 1, consequentemente, de i, onde i > 0 = x > 1.

E no caso do valor de uma série uniforme na época do tltimo pagamento:

(1 +2)" — 1 14i=x

F=P- & Px" —Fx+(F—P)=0, onde x > 1.

As duas equagbes acima ndo dispéem de um método prdtico para solu¢do quando o
expoente for um numero maior que quatro. Utilizaremos ainda nesta se¢do um método
de inspe¢do de busca por raizes utilizando-se processos iterativos. E no ultimo capitulo

apresentaremos uma proposta de resolugdo utilizando software grdfico, como o Geogebra.

De acordo com Castanheira e Macedo (2012) [4], explica que Renda Diferida é
quando o primeiro pagamento ou recebimento, ou saque ou depdsito, ndo ocorre
no primeiro periodo, havendo, portanto, um prazo de caréncia, do tipo: antecipado,
quando o primeiro movimento coincide com o final da caréncia ou diferimento ou,
postecipado, quando o primeiro movimento ocorre um periodo apés o término da

caréncia ou diferimento.

Antes de explicarmos com mais detalhes a definicdo acima, lembramos que em Séries
Uniformes significa que a entrada, quando houver e, todas as prestacbes quanto a
valor e datas de vencimentos sdo iguais. Quando se compra algo com entrada, o
pagamento desta entrada é no ato da compra, porém quando é sem entrada e sem
caréncia o pagamento serd sempre no vencimento do primeiro periodo estipulado, que

normalmente é de 30 dias.

Renda diferida antecipada significa um pagamento com tempo de caréncia e com
entrada; exemplo, compra-se algo em 10 de maio com dois meses de caréncia e com
entrada, entdo o vencimento para pagamento sera em 10 de julho, ou seja, o pagamento

¢ no final da caréncia.

Renda diferida postecipada significa um pagamento com tempo de caréncia e
sem entrada; exemplo, compra-se algo em 10 de maio com dois meses de caréncia e
sem entrada, entdo o vencimento para pagamento serd em 10 de agosto, ou seja, o

pagamento € um periodo apds o término da caréncia.
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A seguir estaremos generalizando os dois tipos de séries citados no seguinte resultado:

Teorema 2.31. Considerando o primeiro termo da data focal m como sendo a caréncia de

uma série uniforme de valor atual A, em n termos iguais a P, com uma taxa de juros i,

entdo:
i-
) 1—-Q+)7"
A :P-(1+z)1—m-%. (2.15)
ii -
1+i)" —1
F:P-% (na data focal m+n —1). (2.16)
iii -
~ @+t -1
F:P-(1+z)-% (na data focal m + n). (2.17)
A P P P P P P
2 000 000 = = = = = eoo = —
0 eee m mtl m+2 m+3 m+4 m+n-1
Figura 2.10: Esquema de série uniforme de pagamento com caréncia.
Demonstragdo.

i - Trazendo todos os termos P para data focal zero, decorre:

A= P + P + P +...+ 71) =
@ 4m T (A +mt (L dym2 T (L)l
p 1 1 1 1

sy Maen tase Tasp T ey

Substituindo a soma de termos formado por uma P.G. entre colchetes por Somapg. =
n

1—9q

ap - , teremos,

53
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Somapg
p 1—(1+i)~H"
:(1+om‘[1' 1—(1+01]:$
- ‘[1—(1+0-q N
A+ |T—(1+i)
p 1—(1+i)"
:(1+0m41+o—1'[a+ﬂ1—1]:$
1—(1+i)"

A=P-(1+i)". Z

ii - Levando o valor de A para o tempo a frente m+n —1, F = A - (1 +i)"*"~1, decorre,

1—(1+i)™"
F= P-a+o“W-(i+°}.a+amm—%$

1-1+)™"
1-a+y~ .H) =

F=P-(1+i)"- Z

1+)" -1
—

F=P.

iii - Como a data focal m + n é um periodo apds m + n — 1, entdo levando o resultado

obtido em ii) para a data focal um periodo posterior, obtemos,

P [p

F=P-(1+i)-w.

O]

Exemplo 2.32. Uma pessoa compra um produto em onze parcelas de R$100, 00 a uma
taxa de juros de 1%a.m. Sabendo que o primeiro pagamento s6 se dard apds 3 meses
(caréncia), qual o prego a vista do produto?

Tendo em vista que o primeiro pagamento ocorrerd no terceiro més devido ao prazo de

1—(1+i)™
i

caréncia, utilizaremos a formula (2.15), A=P-(1+i)l=". , substituindo os

valores para P =100, i = 0,01, n =11 e m = 3, o valor de A serd:

1—(1+9)" 1-(@1 1)1
4—1713—:¢A=1mra+0ﬂnkﬂ- (Jgf)

A = 1.016, 33.

A=P- -1+
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2.6 APLICACAO DO METODO NEWTON-RAPHSON PARA TAXA EM SERIES UNI-
FORMES

Definicdo 2.33. Dada uma fungdo real f definida e continua num intervalo aberto I,

chamaremos de zero ou raiz desta fungdo em [ a todo « € I (« € R) tal que f(x) = 0.

Faremos uma observacédo de como determinar uma raiz real de uma funcéo f. Um
caso particular deste problema ¢ aquele em que a funcio f é um polinémio em x, do

2 1

tipo a,x" + a,_1x" '+ ...+ aox?> +a;x' +ag, onde q; € R, parai=1,2,3,..., 1.

Para polinomios de grau menor ou igual a 4, existem métodos diretos que fornecem
todas as raizes. Foi mostrado por Evariste Galois (no século XIX) que tais métodos nao
podem ser obtidos para poliné6mios de grau maior ou igual a 5. Neste caso precisamos
recorrer a processos numericos, e estes serdo necessario para resolver a solucoes do
tipo (1 +i)", o qual estamos tratando, principalmente se n for maior do que 4. Estes
processos numéricos podem ser utilizados na determinacdo de uma raiz real (se esta
existir) de qualquer funcdo f continua dada. Aqui estudaremos processos numéricos

iterativos.

Por processo iterativo entendemos um processo que calcula uma sequéncia de aproxi-
magoes x1, X2, X3, ... da solucao desejada. O cdlculo de uma nova aproximacéao é feito
utilizando aproximacoes anteriores, e devem ser fornecidas as aproximacoes iniciais.
Na pesquisa de zeros reais através do gréfico, é muito util o uso do Teorema de Bolzano,
que diz se f for uma funcéo continua num intervalo [a, b] e trocar de sinal nos extremos
desse intervalo, entdo existe pelo menos uma raiz real de f no intervalo [a, b], ou seja,
sugere um processo bastante simples para achar uma aproximacgdo de uma raiz de uma
funcdo. Supondo que uma raiz da fungdo f esteja isolada no interior do intervalo e,
f(a)- f(b) < 0, entdo existe pelo menos um ponto ¢ €]a, b[ tal que f(c) = 0, isto é, a

funcdo tem pelo menos uma raiz c entre a e b (veja a Figura 2.11).

Antes de falar do método iterativo o qual ird discutir, far-se-4 uma observacéo a

derivada de uma funcao polinomial com coeficientes reais.

2 1

Seja f(x) = ayx" + A1 X" 1+ . +ax®> +a1x! +ap, onde aq; € Rparai=1,2,3,...,n.

Define-se a derivada de f(x) funcdo polinomial por:

f/(x) =n- a”xn_l + (Tl - 1) : an—lx(n_l)_l +...+2- azxz_l +1- alxl_l +0 =

2 1

flx)y=n-apxX" P+ (m—1)-a, 18" 2 +..+2 axx! +a;.
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fla)f -

f(b)

Figura 2.11: Teorema de Bolzano

Exemplo 2.34. Calcule as derivadas dos seguintes polindmios:
a- f(x)=k ondek € R.

f(x) = k é uma fungdo constante, onde k é qualquer nimero real. Ndo iremos fazer a

demonstragdo aqui, no entanto mostra-se que f'(x) = 0 para todo k.
b- f(x)=4x%+x2

Pela defini¢do dada acima, segue:

fl(x)=3-4x° 1421 = f(x) = 12x% + 2x.

c- f(x)=3x5+%x4+x+2.

Pela defini¢do dada acima, segue:

1 4
fl(x)=5-3x""1+4. §x4’1 +1-x7 140 = f/(x) = 15x% + gx?’ +1.

Descreveremos o processo iterativo para calcular um valor aproximado de uma raiz
da funcdo dada, supondo ja encontrado um intervalo contendo somente esta raiz. Isso
de fato acontece para o caso que estamos estudando (1 +i)", onde i € (0, 1], sendo assim
nossa raiz estara no intervalo (1, 2], se substituirmos (1 +i)"” = x". Entretanto, devemos
fazer uma ressalva em que i ndo podera assumir valor igual a zero, pois a expressdo
anp [LE0]

i

admitida. Assim escolhemos uma aproximacéao inicial pertencente ao intervalo (1, 2],

. . 0 . - ~
serd do tipo A = o> uma indeterminac¢do no caso, ndo sendo

por simplicidade toma-se o valor 2, que € o extremo do intervalo, para a interpolacao.

Em Andlise Numérica, o Método de Newton (ou método Newton-Raphson) tem o

objetivo de estimar as raizes de uma funcéo. Para isso, toma-se um ponto qualquer da
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funcgao, calcula-se a equagdo da tangente (derivada) da fun¢éo nesse ponto, em seguida
calcula-se o intercepto da tangente ao eixo das abscissas, apos calcula-se o valor da
fungdo nesse ponto, e repete-se o processo, que deve tender a uma das raizes da funcéo
rapidamente, ou ndo tender a nada, deixando isso claro logo. Em nota¢cdo matematica

iSSO se escreveria assim:

Xpsl = X — J{C,((’;Z)), n=0,1,2,... onde n indica a n-ésima iteracdo do algoritmo e f'(x,)

¢ a derivada da funcdo f em x, (veja a Figura 2.12).

A
S

Figura 2.12: As trés primeiras iteracoes do Método de Newton.

Para que se obtenha sucesso na iteracdo deve-se primeiramente delimitar um inter-
valo, a fim de escolher um chute inicial adequado, para que a convergéncia de x, seja

propicia. Para tanto existem apenas quatro condicOes a serem satisfeitas:

¢ O intervalo delimitado deve conter a raiz de y = f(x);
e A funcdo y = f(x) deve ser diferencidvel em todo o intervalo;
e A primeira derivada no intervalo ndo deve trocar de sinal;

e A segunda derivada no intervalo nédo deve trocar de sinal.

Mas para o caso particular que estamos estudando x" = (1 + )" (fung¢bes polinomiais

em x) e delimitando o intervalo em (1, 2], as condicOes acima sdo satisfeitas.

Exemplo 2.35. Calcule a taxa em que uma pessoa efetuando depdsitos mensais no valor
de R$100, 00 forma o montante de R$530,91, ao fazer o quinto depdsito.

Utilizando o Coroldrio 2.24 o valor de uma série uniforme na época do tltimo pagamento

[N

(1+i)" —1
.

F=P.
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. 1+0)"—1 . o

Nota-se que a expressdo F = P - % deve ser resolvida na incdognita i, mas como
i

n =5, logo ndo existe um método direto que forneca a raiz. Entdo devemos utilizar o

meétodo da interpolagdo de Newton.
Primeiro devemos definir uma fungdo f(x). Para isso fagamos a substitui¢do da varidvel
(1+1) — x, temos entdo

NCED I RIS
1

F=pP Px" — Fx+(F —P)=0, onde x > 1.

Aplicando os respectivos valores F = 530,91, P = 100 e n = 5, segue
100x° — 530, 91x + (530,91 — 100) = 0 = 100x° — 530, 91x + 430,91 = 0
Definindo f(x) = 100x° — 530,91x + 430,91, entdo a derivada de f é f'(x) = 500x* —
530, 91.

Aplicando agora o método de Newton, com precisdo 6 = 0,001 e xo = 2 (poderiamos

também ter escolhido um outro xy € (1,2) para a interpolagdo), temos

fxn) 100x> — 530, 91x,, + 430,91
= Xp+1 = Xn — i
f'(xn) 500x4 — 530,91

Xn+l = Xn —

Portanto, para

n=0=x1=1,656
n=1= x,=1,409
n=2=x3=1,244
n=3=x4=1,141
n=4= x5=1,083
n=5= x4=1,051
n=6= xy=1,037
n=7=xg=1,031
n=8= x9=1,030
n=9= x9=1,030

Notamos que na nona interpolagdo o resultado se repete, dai a raiz procurada com
precisdo 6 = 0,001 € x = 1,030.

Comox=1+i=i=x—1=1i=1,030—1=i=0,030a.m. ou 3%a.m.
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Observacdo 2.36. Se tivéssemos escolhido o outro extremo, ou seja, xo = 1, teriamos
X1 = X2 = ... = X, = 1, que de fato também é uma raiz de f(x); disso decorre i = 0, e esse

ndo sendo possivel de acordo com a teoria explicada, criando assim uma indeterminagdo
1—1+9)™" 1+6i)"—1
ema=p 120D p_p AT
i i
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SISTEMAS DE AMORTIZAGCAO DE
EMPRESTIMOS E FINANCIAMENTOS

Segundo Assaf (2012) [12], os sistemas de amortizagédo sdo relacionados com base
em operacdes de empréstimos e financiamentos, envolvendo pagamentos periddicos do

principal e a correlacdo dos juros como encargos financeiros.

Weston e Brigham (2000) [15] enfatizam que “uma das aplica¢ées mais importantes
dos juros compostos envolve empréstimos que sdo liquidados em prestacdes com o
passar do tempo. (...) Se um empréstimo deve ser restituido em quantias periddicas
iguais (mensal, trimestral ou anualmente), ele é chamado de empréstimo amortizado”,
e complementam informando que a palavra amortizado vem do latim mors, que significa
“morte”. Portanto, conclui-se que um empréstimo amortizado € aquele empréstimo

liquidado com o tempo.

Uma caracterizacdo fundamental dos sistemas de amortizacdo € a utilizagdo exclusiva
do critério de juros compostos, em razdo da taxa de juros incidirem exclusivamente

sobre o saldo devedor (montante) apurado em periodo imediatamente anterior.

3.1 SISTEMA DE AMORTIZAGAO CONSTANTE (SAC)

Nesta secao serdo estudados os sistemas de amortizacdo, quando se paga parcelada-
mente um débito, cada pagamento efetuado tem uma dupla finalidade, parte quita os

juros e outra parte amortiza (abate) a divida.

Em séries postecipadas, definiremos # o nimero de termos, i a taxa de juros, Ay o
valor da amortizacdo, P, o valor de cada termo, J; o valor de juros, Dy o valor principal

e Dy o valor da divida, todos na época k, sendo a divida considerada logo apés o

61



62

SISTEMAS DE AMORTIZAGAO DE EMPRESTIMOS E FINANCIAMENTOS

pagamento da parcela P;. O juro e a parcela na época k sdo definidos por Jy =iDy_q e
Pk = Ak + ]k-

Por serem os mais usuais para a realidade brasileira, vamos tratar apenas dos seguin-
tes sistemas de amortizacao: Sistema de Amortizacdo Constante (SAC) e Sistema de
Prestacdo Constante (SPC) também conhecido por Sistema de Amortizacdo Francés
(SAF) ou ainda Tabela PRICE.

O Sistema de Amortizacdo Constante (SAC) no Brasil tem sua principal utilizacdo
no Sistema Financeiro de Habita¢do, pois tem uma caracterizacdo importante, que
consiste em amortizacOes iguais em um plano de amortizacdo de uma divida em
prestacoes periddicas, sucessivas e decrescentes em progressdo aritmética, em que o
valor de cada prestacdo no periodo é composto pela parcela dos juros e outra pela

amortizacdo do capital.

Teorema 3.1. No SAC, se n é o numero de pagamentos e i € a taxa de juros, entdo vale:

1-

A = — (3.1

i -
D= "% py; (3.2)

n

iii -
Jk = % n—k+1)i; (3.3)

i -
1%:%?U+Or—k+hd (3.4)

Demonstragdo.

i- Se adivida D, é amortizada em n quotas iguais, cada quota vale

ii - O estado da divida, ap6s k amortizacdes, é

Do n—k
m:m—mﬁDwufzn

Dy.
n
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iii - Por definicdo, os juros incidirem sobre o saldo devedor, que decresce apds o

pagamento de cada amortizacdo, assumindo valores decrescentes nos periodos.

Conforme o item anterior, o saldo devedor decresce linearmente ao longo do

tempo, comportando-se através de uma progressdo aritmética decrescente. O valor

periddico da reducéo (razdo da PA) é dado pelo produto da amortizacdo pela taxa.

Logo pela féormula do termo geral de uma PA:

]k=a1+(n—1)-r.

. Dy .
Onde: a1 =Dgi,n=ker= —701. Portanto,

Ji = Doi+ (k — 1) - (-Z%‘) = %[ni+(—k+1)i] = %(n — k+1)i.

iv - As prestacOes nos periodos sdo decrescentes em progressao aritmética, conforme o

comportamento da amortiza¢do e dos juros, e sdo dadas pela soma da amortizacdo

com os juros nos periodos, conforme definicdo acima, vejamos:

Pk:Ak+]k:%+%(n—k+l)i:%[1+(n—k+1)i].

O

Exemplo 3.2. Umna divida de R$3.000,00 é paga com juros de 10% ao més, em 5 meses,

pelo SAC. Como as amortizagdes sdo iguais, cada amortizagdo serd 1/5 da divida.

Tabela 3.1: Tabela de Amortizacdo SAC do Exemplo 3.2

Periodo (k) Prestacdo (P,) Amortizacdo (A;) Juros (Ji)

Saldo Devedor (Dy)

0 3.000, 00
1 900, 00 600, 00 300, 00 2.400, 00
2 840,00 600, 00 240,00 1.800, 00
3 780,00 600, 00 180, 00 600, 00
4 720,00 600, 00 120,00 600, 00
5 660, 00 600, 00 60, 00

Totais 3.900, 00 3.000, 00 90,00

Para uma melhor compreensdo, calcula-se Ay, Dy, Ji e Py, nessa ordem.
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SISTEMA SAC

EAmortizecdo = Juros

Prestagio (RS)

Periodo (més)

Figura 3.1: Grafico das Prestacdes no SAC.

3.2 SISTEMA DE AMORTIZACAO FRANCES (SAF)

Vieira Sobrinho (1998) [14], ao apresentar em seu livro os sistemas de amortizacao
de empréstimos, destaca o Sistema Amortizacao Francés (SAF) - Tabela Price como
largamente utilizado no mercado financeiro e de capitais brasileiro. Observa que esse
sistema é mais conhecido no Brasil como Tabela Price, que consiste em um plano de
amortizacdo de uma divida em prestacdes periddicas, iguais e sucessivas, dentro do
conceito de termos vencidos, em que o valor de cada prestacdo é composto por duas
parcelas distintas: uma de encargos financeiros (juros) e outra de capital (amortizacao)
e complementa:

De acordo com o Professor Mario Geraldo Pereira, a denominacéo “Tabela Price” se deve
ao nome do matematico, fildsofo e tedlogo inglés Richard Price, (...) que incorporou a teoria
dos juros compostos as amortizacdes de empréstimos. A denominacédo “Sistema Franceés”,
pelo autor citado, deve-se ao fato de esse sistema ter-se efetivamente desenvolvido na Franca,
no século XIX. O Sistema Francés consiste em um plano de amortizagdo de uma divida em
prestagdes periddicas, iguais e sucessivas, dentro do conceito de termos vencidos, em que

o valor de cada prestacdo é composto por duas parcelas distintas: uma de juros e outra de

capital (chamada amortizagéo).

Segundo Nogueira (2002) [13], a partir de estudo a pedido de uma seguradora
inglesa, Price publicou sua mais famosa obra de estatistica Northampton Mortality Tables
(Tabuas de Mortalidade de Northampton), que serviram para definir as probabilidades

de vida e de morte. Com base nesse estudo e da elaboracdo das tdbuas de mortalidade,
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segundo o autor, foi publicada a obra final, em 1771, intitulada Observations on
Reversionary Payments (Observagoes sobre Devolu¢do de Pagamentos Reversiveis), onde
consta, entre diferentes assuntos relacionados a seguros, a colecdo das Tabelas de Juros

Compostos, batizada no Brasil como Tabela Price.
Teorema 3.3. No SAF (PRICE), sendo i a taxa de juros n o niimero de pagamentos, temos:
i-

i

P=Dy- ————; .
k=D Ty (3.5)
i -
1—(1+i)y~0=h
Dy, =Dy - ; .
k 0 -+’ (3.6)
iii -
) (1+i)1
Ar=iDy ——. .
S e | 3.7)
Demonstragdo.
. . , 1—-1+iH)™" o
i - Utilizando a férmula (2.11) do Teorema 2.23 A=P - — substituindo

1—(1+i)"

A = Dy, e P = P, obtemos Dy = P - ou equivalentemente P, =

1
T— 1+

ii - Na época k, observe que a divida Dy sera liquidada, por n — k pagamentos, suces-

Dg -

sivos e postecipados, iguais a P, portanto aplicando novamente a férmula (2.11),

e fazendo A = Dy e P = P, e utilizando o resultado em i), temos

A=+ P Dy - i A=+

Dy =P
k= Tk 1—(1+i)™" i

1—(1+i)~h
11—+

Dy =Dy -

iii - Como Ay = P, — Ji e Jx = iDy_q, e utilizando i) e ii), decorre

i 1= +i)" kD
A =Dy - —iD =
AR QY P e I (i)
1-1 1+i —(n—k+1) 1+i —(n—k+1)
A = Dy +(1+1) o (1+9)

-+ 1Aty
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1+10)"
Multiplicando pelo fator a ultima expressido da igualdade acima por 1 = El:’;”’
resulta
()T
Ar =1iD .
e P I S Y,
. (1+i)<1
Ay =iDg+ —n—.
S G T
O

Exemplo 3.4. Uma divida de R$3.000,00 é paga com juros de 10% ao més, em 5 meses,
pelo SAF.

No sistema francés as prestagOes sdo constantes, pelo Teorema 3.3, utilizando a formula

(3.5), cada prestagdo vale

0,1

Py=Dy- e —
k=0 1—-(1+0,1)°>

—- =3.000- = 791, 39.

i
1—(1+19)

Tabela 3.2: Tabela de Amortizacdo PRICE do exemplo 3.4
Periodo (k) Prestacdo (P,) Amortizagdo (A;) Juros (Jy) Saldo Devedor (Dy)

0 3.000, 00
1 791,39 491, 39 300, 00 2.508, 61
2 791,39 540, 53 250, 86 1.968, 08
3 791,39 594,58 196, 81 1.373,50
4 791,39 654, 04 137,35 719,46
5 791,39 719,44 71,95

Totais 3.956, 95 3.000, 00 956,95

Para uma melhor compreensdo, calcula-se Py, Ji, Ax e Dy, nessa ordem.
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SISTEMA SAF

EAmortizacdo = Juros

Il
HEI

Prestagio (RS)

HMW@WWMEW

Periodo [més)

Figura 3.2: Grafico das Presta¢des no SAF.

3.3 ANALISE ENTRE SAC E SAF

Agora iremos fazer uma analise sobre os dois sistemas de amortizacdes, SAC e SAF, e

iremos compard-los para que possamos estabelecer critérios qualitativos entre eles.

No Sistema Amortiza¢do Constante:

i- osjuros forma uma progressio aritmética decrescente:

primeiro termo, J; = iDy, e

—k n—k+1\ —iD
razéodaP.A.r:]k—]k_l:ka—ka_lzz'DO<nn _hTRE >: o,

n n

ii - o saldo devedor forma uma progressao aritmética decrescente:
n—k n—k+1 D
r=Dy— Dy 1= ( - ) 0

Do=——2.

n n n

iii - as prestacdes também formam uma progressdo aritmética decrescente:

Dy . 1 .
primeiro termo, Py = A1+ J1 = 70 +1Dgy = (n + z> Dy.

Av=Ar :
razio daPA.r =P — Py = A+ Jk— (Ac 1+ Ji)) = k= Jior = =20

711 .
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No Sistema Amortizacdo Francés:

i- as amortizacOes se comportam com uma progressao geométrica crescente, de

maneira geral temos a seguinte razao,

(1 + i)k+171
0 ————
Ak+l — (1 + l)'n —1 — (1 + l)
Ag D 1+ l)k_1
O A+ —1

ii - os juros podem ser analisado através da sua variacdo como fator proporcional
a Ay, com constante de proporcionalidade igual a taxa —i, isto é, os juros sdo

decrescentes.

Pesy=P
Jie1 — Jk = Pho1 — Ags1 — (P — Ap) "F " Ap — Agn

= Ay — (1+i)Ak = (1 -1 —i)Ak = —iAk.

Exemplo 3.5. Vejamos a tabela e o grdfico do comparativo do Saldo Devedor SAC e
SAF no periodo de 120 meses, no valor de R$180.000,00, a taxa de 1%a.m. O periodo
¢ apresentado em ano, por ser mais compacta a visualizagdo, devido a quantidade de

parcelas em 120 meses.

Tabela 3.3: Tabela do Saldo Devedor SAC e SAF em periodos anuais.

Parcela  Sistema SAC  Sistema SAF
0 R$180.000,00 R$180.000,00
12 R$162.000,00 R$170.076,23
24 R$144.000,00 R$158.893,88
36 R$126.000,00 R$146.293,33
48 R$108.000,00 R$132.094,71
60  R$90.000,00 R$116.095,36
72 R$72.000,00 R$98.066, 88
84  R$54.000,00 R$77.751,94
96  R$36.000,00 R$54.860,56
108  R$18.000,00  R$29.065,98
120 R$0, 00 R$0, 00
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Evolucdo do Saldo Devedor
— 5 5tema SAC SstemaSAF

RS$200.000,00
R$180.000,00 -

R$160.000,00 B
= R$140.000,00 \
R$120.000,00 = - —
R$100.000,00 \ g
RS$80.000,00 \
R$60.000, 00 \
R$40.000,00 S~ _
R$20.000,00 \\T\

RS0,00

Ri)

SALDO DEVEDOR |

Figura 3.3: Grafico do decaimento do saldo devedor em relagédo ao ano.

Vejamos a seguir, o teorema que nos explica melhor o comportamento do saldo

devedor nos dois sistemas de amortizacdo ao longo de todo o periodo.

Teorema 3.6. Para o periodo 0 < k < n, onde k e n sdo numeros naturais, o saldo
devedor no Sistema SAF (D sar) € sempre maior que o saldo devedor no Sistema SAC
(Dy,s40)-

Demonstragdo. Utilizando as férmulas (3.2) e (3.6), para os sistemas SAC e SAF, res-

pectivamente, temos:

n—k 1—1A+i)" 0
Disac = — —Do € Disar = Do—— A+

1—1+i)~ "0 n—k A+)"—1A+i)f n—k
. - Do = Dy . -
1—(1+i)" n 1+ -1 n

, analisando,

Dy sar — Di,sac = Do -

Basta mostrarmos entao que,

A+ — A+ n—k
1+i)"—1  n
[+ — A+ —m—k) -A+i)" —1]
n[(1+i)" —1]
n—k+k(1+i)" —n(l+i)k
n[(1+i)" —1]

>0

>0

> 0.

Como o denominador € positivo, devemos mostrar apenas que o numerador da fracdo

é positivo, ou seja, n — k + k(1 +i)" — n(1 +i)f > 0.
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Sek=1,entdon —1+1-(1+i)" —n(l+i)l = (1+i)" — (1+ni) > 0, pois utilizando
a desigualdade de Bernoulli (1+1:)" > 1+ ni, parai > 2, e n € IN*.

Se k > 2, entdo obrigatoriamente n > 2, e usando o resultado do binémio de Newton,

n k
n—k+k(1+i)”—n(1+i)k:n—k+k+nki+kz <Z)i”—n—nki—nz (i)i” =

p=2 p=2

k n k
3 (n)ip+k y <n>i”—n2 <k>ﬂ’
p=2 p p=k+1 p p=2 p

Para que a liltima expressdo da igualdade seja positiva, podemos mostrar que

k Z (,)i" >n Z ( )i¥, o que é equivalente a, k(;) > n(];). Vejamos,

k-n! n-k! k-n! _ (n—p)! (m—=1!_ (n—p)!
I R R (T (e IR (3]
n-1)-n-2)-...-ck>m—p)- m—p—-1)-...-(k—p+1).

=

Desta ultima desigualdade temos n — k fatores em ambos os lados, e sendo p > 2,

temosn—1>n—pn—-2>n—p—1,..,k >k—p+1. Logo,

n—k+k(1+i)" —nl+i) > 0.

Os totais de juros pagos, pode ser avaliado, conforme resultado a seguir.

Corolario 3.7. No SAC e SAF, os juros nos modelos de amortizacdo satisfazem

ka sac < ka SAF-

k=1

O juro total pago no modelo SAC € menor do que no SAF.

Demonstragdo. Pela definicao de j Juro Je = sz 1, € utilizando o Teorema 3.6, decorre

que Dy sac < Dy sar. Portanto, k): Jrsac < k): Jk,sAF- 0

Corolario 3.8. O valor total pago nas parcelas SAC e SAF satisfaz

n n
Y Pesac < ) Pesar-
k=1 k=1
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Demonstragdo. Pela definicdo de prestacdo, Py = Ay + J, O total amortizado nos siste-

mas é o mesmo, Dy. Logo, usando o Corolario 3.7,

n n n
Y Pisac =) Axsac+ ) Jksac
k=1 = k=1

n
Aksar+ Y Jisac
k=1

>
1=
—_

k

I
—_

n n
Apsar+ ) Jksar = Y Pesar.
k=1 k=1

™=

<
k

1l
—_

O montante (total de prestacoes pagas) no Sistema SAC € menor do que no SAF. [

Outra relacdo importante que podemos fazer é comparar as prestacoes SAC e SAF de

maneira quantitativa e qualitativa (analitica).

Teorema 3.9. Seja n € IN, com n > 2. Entdo, vale para as primeiras e tltimas parcelas

nos sistemas SAC e SAF:
i- Pisac > Pisar.

ii - Pysar > Pysac.

Demonstragdo.

1 . .
i - Utilizando as férmulas (3.4) e (3.5), basta mostrar que (:an) > <1_(l>

1+0)—"
Pela desigualdade de Bernoulli (1 + )" > 1 + ni, chegamos a validade, vejamos:

A+)" > 1+ni+[ni(1+0)" —ni(1+9)"] &

1+ —1+ni(1+i)" —ni > ni(1+i)" &

A+ A+ni)— A +ni)>ni(l+i)" < A+ni) - [1+0)"—1] > ni(1 +i)" &

1+ni i(1+0)" {:)1+m'> i
n 1+ —1 n 1— 1+

ii - Novamente utilizando as férmulas (3.4) e (3.5) e tomando k = 7, iremos mostrar

1
W " a )

+1 .
, Ou equivalentemente,
n

o > S W i > (@) [+ ) - 1]

1+)"-in>A+)"+i(1+)"—(1+i) &

(1 +)" - [in— (1+)] > —(1+1).
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Fazendo 1+1i = x, temos que x > 1 e i = x — 1, temos equivalentemente,
Xx—Dn—x] > —x < (mn— D" —nx"+x > 0.
Vamos provar que essa tltima desigualdade p(x) = (n — 1)x™*! — nx" + x > 0, para

neN,n>2exeR, x>1.

Como p(1) = 0, entdo p(x) € divisivel por x — 1, dai pela divisdo de polinémios,
teremos,

p(x)=(x —D[(n—Dx" —x" 1 —x"2 — . —x*—x].
Assim, como x > 1 en > 2, temos que:

n—1 n—2 2

X AT L xtrx < XX+ L+ x = (n = DX

Logo, p(x) > 0.

O]

Um resultado que decorre diretamente € que as parcelas no SAC sdo sempre menores

do que no SAF a partir de alguma prestagao.

Coroldrio 3.10. Se n > 2 entdo existe um natural 6, onde 1 < 6 < n, tal que P sac <
Py sar para todo k com 6 <k < ne Pysac > Pysar para todo k < 6.

Demonstragdo. O teorema anterior nos mostra que isso é possivel, pois as parcelas no
SAF sdo constantes e no SAC as parcelas decrescem, satisfazendo esse resultado a partir

de certa parcela.

Vamos procurar abaixo de modo analitico a partir de qual parcela acontece a mudanca
de valores entre SAC e SAF, isto €, quando que a parcela SAC se torna menor que a
parcela SAF.

Colocando a condi¢do Py sac = Pr sar € usando as férmulas (3.4) e (3.5), temos

P _p @1+ni—ki+i_ i -
k,SAC = L'k, SAF n T1_(1+i)n
k_1+ni+i_ ni -
B i i[1—@1+i)"]
1 n
=1l+-+n— —
K=l ey ©
1 1
k—1+i+7’l|:1—1_(1+i)_n:|@
1 1
k=1+>—-n|———|. 3.8
i ”[(1+i)ﬂ—1] 8
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Exemplo 3.11. Para uma taxa i = 2%a.m. e n = 24 meses, obtemos k = 11,55 na equagdo
(3.8), isto é, as parcelas SAF serdo maiores do que no SAC a partir da 12? parcela. Se
dobrarmos a quantidade de tempo, agora n = 48 meses, e mantendo a taxa o mesmo valor,
teremos, k = 20,76, nos remetendo aproximadamente 58% do tempo as parcelas do SAF

serem maiores.

Teorema 3.12. Seja n € IN, com n > 2. Entdo os valores das primeira e ultima

amortizagdo nos sistemas SAC e SAF satisfazem:
i- Aisac > Aisar;

ii- Aysar > Apsac

Demonstragdo. Iremos utilizar os seguintes resultados, (3.1) e (3.7),

Dy _ (1+0) 1t
A =—¢eA =iDy ——.
kSAC = — € Ak,sar = 1o A+ —1
i- Pelo Teorema 1.47, Desigualdade de Bernoulli, e para k =1,

. . @+t -1 1 i
n __ =7 = - -
1+)"—-1>ni < . >n©n>(1+i)n—1’

E multiplicando por Dy, segue o resultado.
ii - Pelos Teoremas 3.1 e 3.3 e para k = n,

D . D .
Pysac = 70[1 +(m—n+1il=( +z)7° = (1+i)Apsac e

1+t (1 + )"
= iD = Py sar
A+ —1 Ui —1  mSAF

(1 + i)An,SAF = (1 + l)lD()

Por outro lado, pelo Teorema 3.9, P, sar > P, sac, decorre A, sar > Ay sac.

O]

Coroldrio 3.13. Se n > 2 entdo existe §, onde 1 < 6 < n, tal que Axsar > Axsac, para
todo kcom 6 < k < n.

Demonstragdo. Sabendo que a amortizacdo no SAC € constante e SAF é crescente, e

utilizando o Teorema 3.12, segue-se o resultado. O

A seguir mostraremos os dois ultimos resultados, primeiro o calculo do total amor-
tizado até determinada prestacdo, e por fim, o prazo necessario pra amortizar uma

determinada fracdo da divida inicial D,.
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Teorema 3.14. O total amortizado até a t-ésima prestagdo é:

t t
i- SAC: Y Ak,SAC = %DO Ese Y Ak,SAC =ADg, com 0 < A <1, entdo t = nA.
k=1 k=1

t
t—log“l[ [(1+z) —1]+1].

ADpy, com 0 < A < 1, entdo

Demonstragdo. 1i- Segue de imediato, pois Ay sac = %.

i - kzl Ajsar = 2 zDo((fjl’))n r= [+ + A+ + A+ i+ ..+ (1 +0)'7] Py, onde

asomadaPGe
1—qt_1 1—(1+i0)f (1+z)t—1

R T T
t (1 + l)tL -1 iDg 1+i)f —1

E, portanto, k§1 Ak SAF = ; A1 Dy ((1:;)),,71. A segunda parte:

Dot = ADy & (L+i) = A[(1+0)" —1]+1 & t = logy; [A[(1+0)" — 1] +1],
para i #0.

]

Teorema 3.15. i- SAC, sen éparentdo ) Axsac = %, sen éimpar, ). Axsac > %

k=1 k=1

n

2
ii - SAF, Se n € par entdo ), Agsar < %, e se n é impar maior ou igual a 3, entdo

k=1
o
Y, Aksar < 2 , isto é, metade da divida no SAF s6 é amortizada apds a metade do
k=1

prazo total.

Demonstragdo. 1i- Bastatomart=75et= ”;1 no item i do Teorema 3.14.

2
ii - Usando novamente o Teorema 3.14, se n par, Z Ak sar = Do (1111))n 11, e se n impar,

a1 =1
Y Agsar = Dol e (L+i)" —1= ((1 +i)E 4 1) ((1 +i)— 1), obtemos
k=1

2 (1+i)z —1 1 Dy
Agsar=Dor—t—— =Dy < —-
; k,SAF O(1+i)”—1 O(1+i)%+1< 5 e

n—1 n—1 n—1
2 (1+z)2 - (1+i)yz -1
Aisar = D
k; R ) V| < ‘A+iT-1
1 D
= Do 0
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O

Exemplo 3.16. Um empréstimo é realizado em 48 prestagbes mensais a uma taxa de
4%a.m. no sistema SAF, Pelo Teorema 3.14, 25%, 50% e 75% da divida serdo amotizadas
para valores de iguais a 22,24, 33,94 e 41,93, respectivamente. Entdo, as amortizagoes

ocorrerdo nas 23%, 34% e 42¢ parcelas.
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EQUACOES DIFERENCIAIS COM MATEMATICA
FINANCEIRA

Neste capitulo estudaremos as Equacoes Diferenciais, em particular Equagoes Di-
ferenciais Ordinarias Lineares de Primeira Ordem e o Método do Fator Integrante
para entendimento de juros calculados continuamente ao longo do tempo. Além de

enunciarmos o Teorema de Existéncia e Unicidade para este tipo de equacéo.

Uma equacgdo diferencial é uma equacdo que relaciona uma funcéo e suas derivadas
ou diferenciais como incégnitas. Tais equacdes envolvendo derivadas ou diferenciais
sdo chamadas equacoes diferenciais, em que a incégnita ndo é um nimero, mas uma

funcao.
As equacoes sdo classificadas quanto ao tipo, a ordem e a linearidade.

(a) Quanto ao tipo uma equacdo diferencial pode ser ordindria ou parcial. Ela
é ordindria se as funcoes incognitas forem fungdes de somente uma varidvel. Caso
contrdrio ela é parcial. Portanto uma equacao diferencial € ordinaria se as derivadas
que aparecem na equacdo sdo derivadas ordindrias. Por exemplo, as equacdes que

podem ser escritas na forma
Ftt,y,y,y"y",..)=0.

(b) Quanto a ordem uma equacao diferencial pode ser de 12, 22, ..., de n-ésima
ordem dependendo da derivada de maior ordem presente na equagdo. Uma equacao

diferencial ordinaria de ordem n é a equagdo que pode ser escrita da forma
Ft,y,y,y",...y")=0.

(c) Quanto a linearidade uma equacao diferencial pode ser linear ou néo linear. Ela é

linear se as incdgnitas e suas derivadas aparecem de forma linear na equacao, isto é, as
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incognitas e suas derivadas aparecem em uma soma em que cada parcela é um produto
de alguma derivada das incognitas com uma ordindria linear de ordem #, escrita da

seguinte forma

n n—1
Y va, 0L+ al(t)% +ao(ty = f(b).

d
n(t) g dr1

As equagdes diferenciais ordindrias que ndo podem ser colocadas nessa forma nao

sdo lineares. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 4.1. y" — 6y’ + 3y = 0 (Equagdo Diferencial Ordindria Linear de 2% ordem).
*u  d%u . . . a

52 + o 0 (Equagdo Diferencial Parcial de 2¢ ordem).

Exemplo 4.3. y+/y? — 1dy — /1 — xdx = 0 (Equagdo Diferencial Ordindria de 1¢ ordem

Ndo Linear).

Exemplo 4.2.

4.1 EQUACOES DIFERENCIAIS DE 1* ORDEM

As equacoes diferenciais ordindrias de 12 ordem sdo equacgdes que podem ser escritas

como p
4y _

Uma solugdo (particular) de uma equacao diferencial acima em um intervalo [ é uma
funcdo y(t) definida no intervalo I tal que a sua derivada y(t) esta definida no intervalo
I e satisfaz a equacdo acima neste intervalo. Ao admitirmos que y(t) satisfaz a condicdo

inicial y(tp) = yo, temos o problema

(Z = f(ty)

y(to) = Yo
que é chamado problema de valor inicial (PVI). Uma solucdo de problema de valor
inicial acima em um intervalo I contendo t; é uma funcdo y(tf) que estd definida

neste intervalo, tal que a sua derivada também esta definida neste intervalo satisfaz o

problema.

4.2 RESOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE 1% ORDEM

Quando resolvemos uma equagao diferencial ordindria (EDO) de 12 ordem, normal-

mente obtemos uma familia de solu¢des que dependem de uma constante arbitrdria,



4.2 RESOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE 1% ORDEM

essa familia de solugdes é a solucdo geral da equacgdo. Assim toda solucdo particular
€ obtida a partir da solucdo geral por uma escolha apropriada da constante. No caso
do PVI, basta usarmos a condicdo inicial para obtermos tal constante, e neste caso a
solucdo do PVI, que nada mais é do que uma solucdo particular da equacao diferencial

ordindria dada.

Definimos a forma geral para uma equacao diferencial linear de ordem n como,

n n—1

d"y "y dy
an(x)W +a, 1(x) T + .. +a1(x)E +ap(x)y = f(x).

Lembrando-se de que linearidade significa que todos os coeficientes sdo funcdes

somente de x, e que y e todas as suas derivadas sdo elevadas a primeira poténcia.

Agora, quando n = 1, obtemos uma equacao linear de primeira ordem.
Definicdo 4.4. Uma equagdo diferencial da seguinte forma
dy
al(x)ﬂ +ap(x)y = f(x)

¢ chamada de equagdo linear de primeira ordem com a; # 0, para todo x € R.

Dividindo pelo coeficiente a;(x), obtemos uma forma mais ttil de uma equacéo linear:
W+ Py = Q) “.1)
dx Y= ' '

Procuramos uma solucdo para (4.1) em um intervalo I no qual as funcoes P(x) e Q(x)

sdo continuas. Na discussdo a seguir, supomos que (4.1) possui uma solugao.

Usando diferenciais, podemos escrever a equacédo (4.1) como
dy + [P(x)y — Q(x)]dx = 0. 4.2)

Equacoes lineares possuem a agraddvel propriedade através da qual podemos sempre

encontrar uma fungéo y(x) em que

u(x)dy + u(x)[P(x)y — Q(x)]dx =0 (4.3)

¢ uma equacao diferencial exata. Pelo Teorema (Critério para um Diferencial Exata), o

lado esquerdo da equacao (4.3) é uma diferencial exata se

) = A HILP)Y ~ Q) (44

79



80 EQUAGOES DIFERENCIAIS COM MATEMATICA FINANCEIRA

ou
U~ P,
Esta ¢ uma equacdo separavel em que podemos determinar y(x). Temos
M b
In|u| = / P(x)dx. (4.5)
Portanto,
p(x) = ef PO, (4.6)

Assim a funcdo p(x) definida em (4.6) é um fator de integragdo para a equacdo linear.
Note que ndo precisamos usar uma constante de integracdo em (4.5), pois (4.3) nao
se altera se multiplicarmos por uma constante. Ainda, u(x) # 0 para todo x em I, e é

continua e diferencidvel.
Multiplicando a equacao (4.1) por (4.6), obtemos:

ef P(x)dxgz + ef P(x)de(x)y _ Ef P(x)de(x) -

ddx [yef P(x)dX} — o) P(dx Q(x) integrando Em:gmbos os lados

yef Pdx — /ef PEAX O (x)dx + C.
Assim sendo a solucgéo geral é dada por

y= e~ J P [/ e PO (x)dx + C] . 4.7)

Teorema 4.5 (Solucdo de uma Equacao Diferencial Linear de Primeira Ordem). Um
fator integrante para a equagdo diferencial linear de primeira ordem y' + P(x)y = Q(x) é

p(x) = el PO A solucdo geral da equagdo diferencial é:

y = e Pix [/ efp(x)de(x)dx+C] _

4.3 TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE

Teorema 4.6. Considere o Problema de Valor Inicial (PVI)

dy _
It = f(t,y)
y(to) = yo.

(4.8)
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of . , A
Sefe of sdo continuas no retdngulo

Y
R={tyeR*:a<t<B,d<y<v}
contendo (to, Yo), entdo o problema (4.8) tem uma tnica solugdo em um intervalo contendo
to.
Demonstragdo.
a) Existéncia:

Defina uma sequéncia de funcdes y,(t) dadas por

{yo(f) = Yo
yu(t) = yo+ fy (5, yn1())ds, n > 1

temos como objetivo mostrar que limite de y, () existe, ou seja, y(t) = T}gr()\o yn(t) e y(t) é
solucéo de (4.8).

of
Iy
funcdes sdo limitadas. Logo existem um 2 > 0 e um b > 0 tais que

Como por hipoétese f(t,y) e =—(t,y) sdo continuas em R, e R é compacto, estas

ftyl<ae

gjyc(t, y)‘ < b para todo (t,y) € R. (4.9)
Agora, usando o Teorema do Valor Médio e a desigualdade (4.9), obtemos:
|f(t,y) — f(t,z)|< bly — z|, paratodoa,fcoma < a <t < B <b. (4.10)

Assim,

1.

ly1(t) — yol=

7

t t
o+ [ s, yn(ods o] - ] [ 76 yutonas

pelas propriedades da integral e pela desigualdade (4.9), temos:

t
‘ /t F(5, y0(s))ds

t t t
< [1fevo)lds < [ ads=a [ ds=a(t—to)
to to to
e como x < |x|, para todo x € R, logo

ly1(t) — yo| < a(t — to) < alt — tol. (4.11)
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2.
t t
a0 =] = [yo+ [ Fls, s —yo— [ Fls,yo(s)ds| =
to fo
t
15,1106 — (5, yo()lds
onde,

t t
Zfﬂ&mGD—ﬂ&me% s[Mﬂam@»—ﬂam@M%.

Usando a desigualdade (4.10), obtemos

t t
[ 1765160 = 6 vo(Dlds < [ bln(s) = yolo)lds
e por (4.11) segue que,

t t t
[ 13105 = £, v lds < [ bals —tolds = ba [ |s — tolds
to to to

s —tol*y _, |t —to]?
:b“T’to: ba 5

logo
2
20 (0] < bal 10

ly3(t) — ya(t)| =

t t
m+4ﬂmmm%—m—ﬁf@m@m

t
(s, y205) = f(5,11(5)) s

usando a desigualdade (4.10), obtemos,

t t
[ 176532060 = & aDlds < [ blyats) (@),

Por (4.12) segue que

t2
/ﬁﬂsm@»—fsymmus<b/b = to g
b2 b2a |s — to|?
- |s—t|2d = | 3°| =
_ z(t to)* 5 [t—tof
—ba —b T,

logo,

t— tof?
950) — (< 17al 0

(4.12)

t
g/V@mm<mm@wa
to

(4.13)
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Vamos supor, por inducdo, que

n— 2 ‘t to‘nil
[Yn-1(t) —yu2(H)|< b W

Dai temos,

|yn(t) - ynfl(t)| =

t t
Yo+ ./t0 f(8, yn—1(s))ds — yo — /to (5, Yn_2(s))ds

t
f [f(S/ yn—l(s)) - f(S/ ynfz(s))]ds .

Usando a desigualdade (4.10), obtemos

t t
/t F G Yn1(8)) — £(5, Yua(s)|ds < b [ Yn1(5) — Yua(s)|ds.

E usando a hipétese de indugéo

t ab"—2 t 1
[ 15601 = fls,yna@Dlds < b [ s — tol*ds,
to (n =1 Jy
logo,

t—to|"
)~ ya] < a0 (414)

e essas desigualdades sdo vdlidas paraa < a <t < B < b, em que « e  sdo mais que
6 < yn(t) < A sempre que o < t < B.

Dai,
S —yes< S alt =00

n=1 n=1 n!
sabendo que « <t < Bea <ty < fB, temos

n—B<t—tHH<Pp-—as—-(B-—a)<t—ty<p—a,

ou seja,
t—to|<Bp—a<|p—af

Logo,

o0 n S n
n—1 ’t_t()’ n—1 ‘ﬁ_lx‘
$pralt =l ¢ el

n=1 : n=1

o que implica,

Y lyn(®) — yu1 ()< Z b la ’ﬁ_“’ : (4.15)
n=1 !
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Aplicando o teste da razdo em
i bn—la ‘:B — lx‘n
n=1

n!

B — o

vemos que a série converge, pois considerando ) ;- ; a, com 4, = b”flai‘, temos:
n!

Ap+1
an

n—1+1 ’,3_“‘%1 n!
T e —
B —af™! n!
(m+1)-n! b 1a(f— a)

b(B — a)™! b(B — )" (B —a)
(n+1)(B — )" (n+1)(B — )"

b(f —a)
— — 0 < 1 (paran — o0),

=" 1.b.qg

logo pelo teste da razéo a série converge.

Como vimos que a série

n:

ibn—la‘ﬁ B “‘n
n=1 !

converge, aplicando o teste da comparagdo em (4.15) temos que Y |y,(f) — y,—1(f)| é

convergente.
Como
yu() = yo+ Y (k) — yi—a(D) (4.16)
k=0
pois

Yu(t) = yo + (y1(t) — yo(®) + (W2 (t) — y1(H) + ... + Wn—1() — Yu—2() + Yn(t) — yn_1(1)),

temos que y,(t) é convergente, digamos que

lim y,(t) = y(t).

n—oo

Resta mostrar que y(t) € continua. Para isto, considere m > n, e usando a desigualdade

triangular temos que pela equacado (4.16)

< Y v — v ()]

k=n+1

Y k(D) — yra(t)

k=n+1

|[Yym(t) — yn(t)|=

Por (4.15) temos

m m bk—l Nk
Y (®) = ya B[S Y ) = (OIS Y #

k=n+1 k=n+1
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Passando o limite com m — oo e sabendo que y,, — y, temos

m bkila(ﬁ _ a)k

y(t) — ya(1)|< kZil o (4.17)
=N
Logo, dado ¢ > 0, para n suficiente grande
€
y(®) =yl < 3, (4.18)

paraa <t < .

Assim, y(t) é continua. De fato, dado € > 0, para s suficiente préximo de ¢, temos

’yn(t) _yn(s)’§ gl (4.19)

e como,
ly(t) = y(s)|= [y(t) — yn(t) + yu(t) — yu(s) + yuls) — y(s)|,

utilizando a desigualdade triangular e as desigualdades (4.18) e (4.19), obtemos

m

+- =g

W m
W

y(5) = y(6)|< [y()) = yu(Ol+|yn() = yu(S)|+[yn(s) — y(S)!< 2ta
mostrando, que y(t) é continua. Além disso, para o < t < 8, temos
t t ot
lim / s, yn(s))ds = / (s, lim yn(s))ds = / s, y(s))ds
n—oo to to n—oo to

pois, por (4.10) e (4.17),

t t t
/f@w@m—/f@WWEs/v@w@%f@mmms
to to to

t
< [ by —y(s)ds <

f: bik a(p tds:
=n+ to
m k—1 _ )k
=b E M( — 1),
k=n+1

que tende a zero quando n — co. Portanto,
t
v = fim ) = fim o+ [ 765301 ) =
= Yo+ ] hm / f(s,yn—1(s))ds —y0+/ f(s,y(s))ds.
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Com isto, concluimos que y(t) = yo + ftz f(s,y(s))ds é continua e além disso é solucdo

do problema (4.8), pois
d d t
d% =0+ [/to f(s, y(s))ds] = f(t,y(®) = f(t,y)
to
y(to) = vo +/t f(s,y(s))ds =yo+0 = yo.

b) Unicidade:

Suponha que y(t) e z(t) sejam solucdes do problema de valor inicial (4.8). Isto é,

d
d% = f(t, y()); y(to) = yo
d
dé = f(t,z(1); z(to) = yo.
Seja
ot
u(®) = [ Iy — =)\
to

Assim, como pelo Teorema Fundamental do Célculo,

t t
y(b) = / y/(s)ds = /t (s, y(s))ds

2(f) = /t: 2/(s)ds = /t: (s, 2(5))ds,
e temos ainda que

d t

T [ —=©lds = [y®) =)

Segue que

t
(1) = [y(t) — 2(t)|= < / (s, 9(s)) — F(s, 2(5))|ds,

/t y'(s) — 2/ (s)ds
fo
usando a equacéo (4.10),
t t
[ 17655660 = fs,26Nlds < b [ |yte) — 2(6)lds,

ou seja,
u'(t) < bu(t).

Subtraindo-se bu(t) em ambos os membros da desigualdade acima, obtemos

u'(t) — bu(t) <0,
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multiplicando pelo fator integrante yu(t) = e~%, obtemos
u' (He P — bu(ne " <0,
onde podemos reescrever a equacdo acima como

d b
e T u®) =0

Integrando ambos os membros com relagédo a ¢, temos

d —bt
_ <
/ T (e 7"u(t))dt /Odt,
usando propriedade de integral, obtemos
e_btu(t) <0.

Como e % = % > 0 e u(t) > 0, portanto u(t) = 0 para todo t. Consequentemente,

t
e~ =s)ds o,

o que implica assim y(t) = z(t), para todo t, como queriamos demonstrar. O

4.4 APLICAQOES DAS EDO EM MATEMATICA FINANCEIRA

Nesta se¢do apresentamos algumas aplicacdes das Equacoes Diferenciais Ordindarias
em Matematica Financeira, onde todos os problemas sdo modelados através de um
Problema de Valor Inicial, cuja solucdo é garantida pelo Teorema de Existéncia e
Unicidade.

4.4.1 Juros

Iremos dividir esta aplicagdo em dois casos.
1° caso:

Vamos supor que fagcamos uma aplicacdo de uma quantia sy em um banco e que

. . . s, . .
a taxa de variacdo do investimento — € proporcional ao saldo em cada instante s(t).

dt

ds (s . o
— =rs, além disso considerando que a aplicacdo inicial, no

Logo existe ¥ € R tal que 7
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instante t = 0 é sg, temos s(0) = sg, podemos descrever o problema de encontrar s(t)

através de problema de valor inicial

o,
dt (4.20)
s(0) = sp.

Observe que podemos reescrever a equagao (4.20), como

ds
i rs =0, (4.21)

que é uma EDO linear de 1? ordem, que iremos resolver pelo Método do Fator Inte-

grante.

Determinamos o fator integrante u(t) = e/ PO onde P(t) = —r. Da,

u(t) = o) Pt _ [ —rdt _ e e

tomando ¢ = 0, temos o fator integrante u(t) = e .

Multiplicando a equacdo (4.21) por u(t) = e~'*, obtemos:

_”;li —ers=0.
De onde segue que, p
% (e7"'s) = 0.

Integrando ambos os membros com relagdo a ¢ temos

d —r
/E (e7"'s(t)) dt = /Odt
e "s(t)y=C
s(t) = Ce"*,
que é a solucdo geral da EDO (4.21).

Como s(0) = sg temos
so=Ce? = sy=C.

Portanto, a solucdo do PVI (4.20) é

s(t) = sge". (4.22)

Note que encontramos o saldo em fung¢édo do tempo a partir de uma aplicagéo inicial

qualquer sy. Assim, para cada valor s fixado, teremos uma expressiao para encontrarmos
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o saldo, num instante ¢ qualquer. Porém, este modelo pode ndo parecer muito realista,
pois normalmente os juros sdo creditados em periodos inteiros igualmente espacados.
Ou seja, se i é a taxa de juros em uma unidade de tempo, entdo pela férmula de juros

compostos o saldo s(n) apos n unidades de tempo é dado por:
s(n) = so(1 +1)", (4.23)

onde,

~.
Il

taxa de juros;

I
Il

unidades de tempo;

so = valor inicial do capital.

Substituindo-se t por n na solugdo do problema de valor inicial obtida em (4.22) e

usando a equacéo (4.23) temos:

s’ =so(1+0)" = " = (1 +10)",

1
elevando ambos os membros a — temos:
n
e’ =(1+1).
Aplicando /n em ambos os membros da tltima igualdade, obtemos

e ' =1+iour=In(1+i). (4.24)

Assim, a hipétese inicial de que os juros sdo creditados € realista desde que a constante
de proporcionalidade na equacéo diferencial r e a taxa de juros i estejam relacionadas

por (4.24). Para pequenas taxas de juros os dois valores sdo muito proximos.

Exemplo 4.7. Vamos supor que uma aplicagdo renda juros de 2% ao més (continuamente).
Vamos encontrar o saldo como fungdo do tempo e o saldo apds 12 meses se o saldo inicial é
de R$300, 00.

Solugdo: Conforme vimos, podemos descrever o problema de encontrar s(t) pelo
problema de valor inicial.

s _

dt

s(0) = 300

rs
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onde pelo que ja mostramos anteriormente temos que 7 = In(1 + i), logo
r=In(1+0,02) =In(1,02) =0,0198 = 0,02,

temos entdo que

ds

— =0,02s
dt (4.25)
s(0) = 300.
Reescrevendo (4.25) obtemos,
ds
22 _0.02s = 2
7 0,02s =0, (4.26)

que é uma EDO linear de 12 ordem, que iremos resolver novamente pelo Método do

Fator Integrante.

Temos que encontrar o fator integrante () = e Pt sendo P(t) = —0, 02 dai,
u(t) = ef —0,02dt _ ,—0,02t+c

tomando ¢ = 0, u(t) = e %02,

Multiplicando a equacfo (4.26) por u(t) = e~ 9% temos,

e*0,0Zf@ _ 0, 025670,021? — O,
dt

o que implica,

pr (e799%s) = 0.

Integrando ambos os membros com relagdo a t obtemos:

/ & (e 0s(0) dt = [0t = e 05ty = €

C
o—0,02f

= s(t) = Ce¥,

= s(t) =

que ¢ a solucdo geral da EDO (4.26).

Como s(0) = 300, temos:
300 = Ce%%20 = C = 300.
Logo a solucdo do PVI (4.25) é,

s(t) = 300e%0%,
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Assim em 12 meses, isto é, para t = 12, o saldo é:

5(12) = 30020212 = 300024
= 5(12) ~ 381,37.

2° caso:

Vamos supor, agora, que além do investimento inicial sy facamos depdsitos ou saques
continuamente a uma taxa constante d (positivo no caso de depdsitos e negativo no
caso de saques), entdo neste caso o modelo que descreve esta situagdo é o problema de

valor inicial

ds
Pl +d
s(0) = sg

onde a equacao é linear e pode ser reescrita como

ds
T rs=d, 4.27)

para resolvermos temos que determinar o fator integrante pu(t) = e P0dt onde P(t) = —r,
dai

u(t) = o) —rt — p—rtee
tomando ¢ = 0, temos u(t) = e .
Multiplicando a equaco (4.27) por u(t) = e~"* obtemos

_.ds _ _
e —psemt = det
dt

de onde segue que i
— (e7"s) =de .
Integrando ambos os membros com relacdo a ¢ temos

/;t (e7"'s(t)) dt = /de_”dt =

7

S

que é a solucéo geral da EDO (4.27). Como s(0) = sp, substituindo na equacgéo acima,

obtemos
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Logo, a solu¢do do problema de valor inicial é

_ d rt_g
s(t) = (so + r> e oy

s(t) = spe’t + g(e” —1). (4.28)

ou seja,

Vamos comparar este resultado com o caso em que além dos juros serem creditados
em intervalos constantes os depdsitos ou saques de valor D sdo feitos em intervalos
constantes. Neste caso o saldo apds n unidades de tempo s(n), pelas formulas de juros

compostos, é dado por

s(1) =sp(1+i)+ D

s(2) = [so(1+i)+ D](1+i)+ D = so(1 +i)*> + D(1 +i)+ D

s(3) = [so(1 +i)?> + D(1 +i) + D](1 +i) + D = so(1 +i)> + D(1 +i)> + D(1 +i) + D
s(4) =so(1+i)*+ DA +i)>+ D1 +i)>+ D +i)+ D

s(n) = so(1+1)" +[D+D(1 +i) + DA +i)> + ...+ D(1 +1)"']. (4.29)

Temos que (D + D(1 +i) + D(1 +i)? +...+ D(1+i)"~!) é a soma dos termos de uma
PG finita, que é dada pela férmula
_m(l—4q")
n = .
1—q
Assim, a soma dos termos da PG obtida é:

_ DA —(1+i)") o (1-@+)"
Sn—l_(1+i)2>5n—D(_i> =

s, =D (ﬂ”)_l> . (4.30)

i
Substituindo (4.30) em (4.29) obtemos

(4.31)

s(n) =sg(1+i)"+D <(1+l)n_1> .

1

Substituindo f por n na solucdo de problema de valor inicial (4.28) e comparando

com a equacao (4.31) obtemos que

spe’" + i(er” —1)=so(1+9)"+D <(1+1)1_1> .
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Temos ainda que, pelo 1° caso, 1+1i = €', dai

d m_1
spe’ + ;(er” —1) =50+ D (e ; ) ,

ou seja,
a_D
rooi
Usando a igualdade (4.24), se r = In(1 + i), segue que
d D _In(1+7)D
masn 1 T
ou, se i =¢ — 1, temos
d D
rooe—1
Logo,
In(1+4)D "—1
dzn(:l)ouDz(er)d. (4.32)

Podemos também neste caso usar o modelo continuo em que os depdsitos ou saques
sdo feitos continuamente desde que a taxa continua de depdsitos d e os depdsitos

constantes D estejam relacionados como vemos em (4.32).

Exemplo 4.8. Uma conta poupanca acumula 6% de juros por ano, compostos continu-

amente, e saques continuos sdo efetuados a uma taxa de R$900, 00 por ano. Escreva e

resolva o PVI onde a equagdo diferencial seja satisfeita pelo saldo s(t) da conta no tempo t.
Solucao:

Nesse caso, temos o PVI

ds
i rs —d
s(0) = sp

Onde

d — taxa de saque por ano (relacionada com a relacdo D);
r — constante de proporcionalidade (relacionada com a relagéao i);

so — valor inicial do capital.

Sendo assim temos ainda que o PVI pode ser escrito por

ds =0,06s — 900
dt (4.33)

s(0) = sp.
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Reescrevendo a equagio temos,

lei —0,06s = —900. (4.34)

Onde calculando o fator integrante pu(t) = e/ Pt da nossa equacao linear, sendo
P(t) = —0, 06 temos
u(t) = oJ —006dt _ ,—0,06t+c_

Tomando ¢ = 0, obtemos o fator integrante p(t) = =00,

670,061‘

Multiplicando a equagéo (4.34) por u(t) = obtemos

e0,0()tZ‘; o 0, 06370,061?5 — _900670,0&

de onde segue que,

d (8_0'06t5) — —9006_0'06t.

dt
Integrando ambos os membros com relagédo a ¢ temos
900
—0,06t —0,06t
e s(f) = ——e T+ =
(®) 0,06

e 008 g () = 1500e 00" + ¢,
ou seja,
s(t) = ce™%* + 1500 (4.35)

que é solucdo geral da EDO (4.34).

Como s(0) = sy, substituindo ¢ =0 e s = sy, obtemos

so = ce¥%0 4+ 1500 = sy = ¢ + 1500 = ¢ = 59 — 1500. (4.36)

Substituindo (4.36) em (4.35), temos que a solucao do PVI (4.33) é
s(t) = (so — 1500)e*%* + 1500

ou seja,
s(t) = spe®%t — 1500(*%%* — 1).



4.4 APLICAGOES DAS EDO EM MATEMATICA FINANCEIRA

Exemplo 4.9. A Tabela abaixo mostra o efeito do aumento da freqiiéncia de cdlculo para
uma taxa de rendimento r de 7%. As segundas e terceiras colunas sdo calculadas usando-se
a equagdo (4.23) reformulada (substituindo i = r/m juros calculados m vezes ao ano e o
periodo n = mt), para o cdlculo trimestral e o didrio, respectivamente, e a quarta coluna é

calculada pela equagdo (4.22) para o cdlculo continuo.

Tabela 4.1: Crescimento de Capital a uma Taxa de Rendimento de r = 7% para Diversas

Composicoes dos Juros

s(t)/s(tp) da Eq. (4.23) s(t)/s(to)
Anos m=4 m = 365 da Eq. (4.22)

1,07186 1,07250 1,07251
1,14888 1,15026 1,15027
1,41478 1,41902 1,41907
10 2,00160 2,01362 2,01375
20 4,00639 4,05466 4,05520
30 8,01918 8,16453 8,16617

40 16,05118  16,44023 16, 44465

Os resultados mostram que a freqiiéncia de cdlculo ndo € particularmente importante na
maioria dos casos. Por exemplo, durante um periodo de 10 anos, a diferenga entre o cdlculo
trimestral e o continuo € de R$12, 15 por R$1.000, 00 investidos, ou menos de R$1,22 por
ano. A diferenca seria um pouco maior para taxas de rendimento maiores e seria um pouco
menor para taxas de rendimento menores. Pela primeira linha da tabela, vemos que, para
a taxa de rendimento r = 7%, os juros compostos anuais calculados, aproximadamente,
trimestralmente correspondem a 7,19% e os calculados diariamente ou continuamente

correspondem a 7,25%.

Exemplo 4.10. Aos 25 anos de idade um cidaddo abre uma conta com um investimento
inicial de R$2.000, 00 e depois faz investimentos anuais de R$3.000, 00 de maneira con-
tinua. Admitindo a taxa de juros 8%a.a., qual o montante estard disponivel ao cidaddo

quando tiver 65 anos?

Solugdo:
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Utilizando o resultado obtido na equagdo (4.28), e substituindo os respectivos valores,

teremos:
3000
s(f) = 2000e"" + — e —1)=
3000
s(t) = 2000e"%% + 37500(e% % — 1). (4.37)

Como a capitalizagdo € feita ao longo de t = 40 anos, substituindo em (4.37), resulta

5(40) = 2000e%%4 +37500(e" %4 — 1) =
5(40) = 931.543,94. (4.38)

Exemplo 4.11. Continuando com o Exemplo 4.10, agora suponha que o cidaddo decida
aposentar e precise fazer retiradas anuais de uma quantia fixa para suas despesas até

completar 90 anos de idade. Quanto ele teria disponivel por ano?
Solugdo:

Apds o valor ser capitalizado por 40 anos, resultado em (4.38), serd iniciado saques
anuais ao longo de 25 anos (90 — 65), tempo de aposentadoria. Isto €, durante todo este
periodo o saldo relativo ao investimento continua sendo capitalizado, porém sofrendo
diminuigoes com retiradas d anuais, até o saldo final ir a zero. Tomando a equagdo (4.28)

(repare que d é negativo no caso de saque), decorre:

4008t 1),

£) = 931.534, 9408 _
s(t) ¢ 0,08

Substituindo para t = 25, segue

g 931534, 9400825 . 8
~100(e%0825 — 1)

d = 86.186,93.

Perfazendo, um total em retirada anual de R$86.186, 93, sugerindo uma média mensal de
R$7.182,24.

Exemplo 4.12. Uma pessoa recém-graduada obteve um empréstimo de R$100.000, 00
a uma taxa de 9% ao ano para comprar um apartamento. Antecipando aumentos
regulares de saldrio, o comprador espera efetuar pagamentos a uma taxa mensal de
800 (1 +t/120), onde t é o niimero de meses desde que o empréstimo foi feito. Supondo

que essa programagdo de pagamentos possa ser mantida, quando o empréstimo estard
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liquidado? E supondo o mesmo programa de pagamento, qual empréstimo mdximo que

pode ser liquidado em exatamente 20 anos?
Solugdo:

O modelo que descreve esta situagdo é o problema de valor inicial:

ds t
5 =75 — 800 <1 ¥ 120) 439)

s(0) = sp = R$100.000.
A equagdo linear pode ser reescrita como

ds t
FTii —800 <1 + 120) , (4.40)

determinando o fator integrante u(t) = e/ P04 onde P(t) = —r, dai

}l(f) — ef—rdt - e—rt+c’

fazendo ¢ = 0, temos u(t) = e .

Multiplicando a equagdo (4.40) por u(t) = e~ obtemos

e”;li —rse "= —800 <1 + 1;0> et

de onde segue que
d

= (e7"'s) = —800 (1 + 1;0) e

Integrando ambos os membros com relacdo a t temos

d —rt _ t —rt
/a(e s(t))dt—/ 800<1+120>e dt =
1 t 1
—rt _ —rt [ =
e "'s (t) = 800e (r <1+120>+120r2)+C:>

1 t 1
— 1+ — - rt
s(t) 800<r < +120> +120r2) + Ce"’,

que € a solugdo geral da EDO (4.40). Como s(0) = sq, substituindo na equagdo acima,

obtemos
o 1 0 1 0
s(0) = sg = 800 <r <1+ 120) + 120r2) +Ce'" =
1 1
sp = 800 (r+12072>+C:>

1 1
C—SO_SOO(?‘-’-:LZO]/Z)-
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Logo, a solugdo do problema de valor inicial (4.39) é

~ 1 t 1 11 y
S(t)—800<r<1+120>+12072)+<50 800<r+120r2>>€ .

Fazendo os devidos ajustes, chegaremos a

Cenet 800 (ot gy (1 L) b
s(t) = spe . <(e 1) <1+120r) 120). (4.41)

Sendo sy = 100.000 e transformando em taxa equivalente de 9%a.a para mensal, entdo
r= V1,09 = 0,0072073 = 0,72073%ao més, substituindo em (4.41), e construindo o

grdfico na varidvel t com auxilio de um software computacional, Geogebra!, resulta a
Figura 4.1°.

GeoGebra Classic

NIFAZB SO AP RN

A A \Rs o8
S = 100000

e @[
pn

100000
5.0x 10* L] 15x10° ()

R=0.72073 H S = 100000
(&) —— -

0.4 L ] 10 20000

: R =0.72073
b, 800 (¢ 1) x *
s(x) = Se(ﬂ <x<200,S et — ( e -1 (1 i m) ))
100 ( ) llﬂu 120
60000
v 800 (7o, 1 x
. 100000 &' B - 20 ((e - 1) (1 : IZD_U?ZW) 120)‘ (0 < x < 200)
o s

: 40000
@ m:y=0 :

A = Intersecio(s, m, (132.39047, 0))
— (132.39047, 0) 20000

A=(132.39047, 0)

" =

%

20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

—20000

E —40000
Figura 4.1: Gréfico da fungdo saldo s (¢) e a sua raiz, ref. ao Exemplo 4.12.

Com a construgdo do grdfico s (t), referente a (4.41), obtemos o valor de t = 132,39
meses quando o empréstimo ¢é liquidado, isto €, a raiz é s(132,39) = 0.

Para calcularmos o valor do empréstimo mdximo que serd liquidado em exatamente 20

anos, basta analisarmos a fungdo em (4.41), e estabelecermos como varidvel sy (t). Dessa

1 O software Geogebra pode ser baixado legalmente e gratuito em https://www.geogebra.org/download
2 A Figura 4.1 do Exemplo 4.12 no software Geogebra pode ser analisada e inclusive alterar seus parametros,
acessada em http://bit.1ly/32B181k


https://www.geogebra.org/download
http://bit.ly/32Bl8lk
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maneira, considerando s (t) = 0 para o saldo liquidado em um tempo t, isto €, a fungdo
so (t) serd o valor do empréstimo a ser tomado no inicio dessa operagdo. Entdo,

so(t) = 800 ((e’t —-1)- (1 1 > t ) e 't (4.42)

p T T0r) T 120

Substituindo os pardmetros em (4.42): t = 240 meses (20 anos) quando o saldo serd
liquidado para taxa mensal v = 0,72073%a.m.; teremos o valor do empréstimo obtido

inicialmente, s9(240) = 157.531,02, que estd representado no grdfico da Figura 4.23.

= GeoGebra Classic P = X
R e | om -
A P OO 4 \ 22| 3 Q =
t=240 n ) Valor Empréstimo
O A
0 240 130000
[ ] ® =
® § = 100000 L | I— A= (240, 157531.02169)
5.0%10° ® 15 10°
- R=072073 | —
04 L] 1®
20000 S =100000
” 1 [ -
s(x) = Se( 0 < x < 240, 8?,0 (eT“ 1) 1+ = L e
00 120- 55 ) 120 100000
® R=072073
o : - — -
800 am, 1 x N _umem,
- T ((e - 1) (1 F o mm) 120) et (0<x<240) o000 R
Hon Mo
°
@ m:ox=240 o0
A = Intersegdo(s, m, (240, 157531.02169)) ; 40000
— (240, 157531.02160) s
20000
+
o 50 100 150 200 250 300 350 400 450
—20000
—40000
-60000
i

Figura 4.2: Grafico da fun¢do empréstimo inicial s (¢), ref. ao Exemplo 4.12.

3 A Figura 4.2 do Exemplo 4.12 no software Geogebra pode ser analisada e inclusive alterar seus parametros,
acessada em http:/bit.ly/35AP08c
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4.5 APLICAGOES DE EDO EM SISTEMAS DETERMINISTICOS

Nesta secdo, vamos exemplificar como as EDO’s se aplicam em sistemas deterministi-
cos, conforme o artigo [9]. Tendo este propésito em mente, primeiro estudaremos um
caso simples de modelagem do produto interno bruto (PIB), e entdo, vamos estudar

modelos para uma empresa.

4.5.1 Produto Interno Bruto (PIB)

Uma equacdo diferencial expressa a taxa de variacdo de um estado como func¢éo do
estado atual. Uma ilustracdo simples desse tipo de dependéncia é a variacdo do produto
interno bruto (PIB) com relagdo ao tempo. Considere o estado x(t) do PIB na economia

no tempo t. A taxa de variacdo do PIB é proporcional ao seu estado atual, isto é,
x(t) = gx(b), (4.43)

onde x(t) = %x(t) e a taxa de crescimento g € constante com relagdo ao tempo. Logo, o
PIB com relacdo ao tempo t pode ser obtido resolvendo a equacao diferencial acima. A

equacdo (4.43) pode ser escrita como

x(t) d
—=—Inx(t)=g.
x) " ar =g
Portanto, In x(t) = gt + ¢, onde ¢ é uma constante. Equivalentemente, x(t) = e‘es’.

Finalmente, se tomarmos ¢ = 0, entdo x(0) = e°. Assim, temos a seguinte solugédo
x(t) = x(0) - e8".

A solucgdo nos diz que o PIB cresce (decresce) exponencialmente com relacdo ao

tempo quando g € positivo (negativo).

4.5.2 Investimento de uma Empresa

Considere uma empresa administrada de maneira racional em uma industria compe-
titiva, agindo para maximizar o valor presente de todo o caixa liquido de fluxos futuros.
Seja P(t) a funcdo preco com relacdo ao tempo, w(t) a taxa salarial, L(¢) a contribuicdo

de trabalho, C(I) representa os custos associados ao investimento em capital a taxa
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bruta de investimento I, em particular, C(I) = gol + qllz. Na sequéncia, seja F(K, L)
a producdo como funcdo do capital e da contribuicdo de trabalho. A taxa bruta de
investimento I tem a forma I = K + D(K), onde D(K) é o nivel de investimento de
reposicao necessario para manter um estoque de capital K. Em particular, a depreciagao
¢ um percentual constante do estoque de capital, digamos, D(K) = K. O valor presente

da empresa é dado por

V= / e ROIP(H)E(K, L) — w(t)L(t) — C(H)]dt, (4.44)
0

onde ¢ R() = fot r(¢)d¢ é o fator de desconto no tempo zero para que os fluxos de caixa
sejam recebidos em ¢, 7(¢) € a taxa de juros instantdnea vigente no momento ¢. Em um
mundo ideal, a empresa escolheria as funcoes K(t) e L(t) de modo a maximizar V. Com
esta finalidade, vamos calcular as equacoes de Euler-Lagrange. As equagdes de Euler—

Lagrange satisfeitas pelas funcdes que maximizam V sdo

e RO [Pgi — w] =0 (4.45)
e
e RO [pgli —(r+0)C" + (K + (sK)c"] =0, (4.46)

onde K = 2K(t) e K = £K(t). Da equagdo (4.45) segue que o valor do produto marginal
do trabalho deve ser igual a taxa salarial em todos os lugares no caminho ideal. Como
F(K,L) é homogéneo de grau um, suas primeiras derivadas parciais serdo funcgoes

homogéneas de grau zero, dai §f = F; (K, L) = F.(X). Portanto, a equagdo (4.45) nos

dé a razdo capital-contribuicdo de trabalho em qualquer tempo

K /W

T =F (f) . (4.47)
A derivada parcial Fx é também homogénea de grau zero, e portanto, pode ser

tratada como funcdo da razdo capital-contribuicdo de trabalho de maneira andloga.

Consequentemente, pela equacao (4.47), temos
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PFx(K, L) = PFx (IL() - PFy [Fgl (%)} . (4.48)

Substituindo a equacdo (4.48) na equacao (4.46) e simplificando, temos

PG(%) — qo(r +9)

K—7rK = (r+6)JK +
( ) 2q

=0, (4.49)

onde G(%) = Fx [FL_l (%)] Como I(t) = K + 6K, a equacio (4.49) pode ser escrita

como uma equacao diferencial ordindria como segue

I —1[r(t)+ 611 = —f(t), (4.50)
Para resolver a equacéo diferencial ordindria (4.50), temos o seguinte lema:
Lema 4.13. A equagdo diferencial
P(t) + g(t)P(t) = q(t) (4.51)

tem solugdo geral

t
P(t) = Cexp g(s)ds g(x) exp g(s)ds | dx| exp | — [ g(s)ds |,
(-] o | e (o) ] - o

(4.52)

onde C, ty e t; sdo constantes.

Demonstragdo. A equagdo diferencial homogénea P(t) + ¢(t)P(t) = 0 ou 58 = —g(t) tem

solucdo na forma P(t) = cexp (— J tg g(s)ds). Agora, substituindo a constante c pela

funcéo c(t) temos

t
P(t) = c(t) exp ( / g(s)ds> . (4.53)
to



4.5 APLICAGOES DE EDO EM SISTEMAS DETERMINISTICOS

Dai, derivando com relacdo a ¢, temos

t
P(t) = ¢(t) exp ( /g(s)ds) —c(t)exp ( /g(s)ds) g(®)

to

= D(t) = ¢(t) exp ( / g(s)ds) — P(H)g(h).

Portanto,

B(t) + P(D)g(t) = ¢(t) exp ( / g(s)ds) . (4.54)

t
Pelas equacdes (4.51) e (4.54), temos q(t) = ¢(t) exp (— i g(s)ds> , Ou equivalente-
to

mente,

t
&) = q(t) exp ( / g(s)ds) .
fo

Logo,

t x
c(t)=C+ | g(x)exp g(s)ds | dx. (4.55)
Joe (f

Dai basta substituir a equac¢éo (4.55) na equagdo (4.53) para completarmos a prova. [J

Como aplicacdo do Lema 4.13, pode-se obter o resultado para resolver a politica

otima de dividendos.

Pelo Lema 4.13, a solucdo geral da equacdo (4.50) é dada por

to to s
I(t) = — Iy exp (/r((,‘)+(5d§> +/f(s) |:exp (/r(§)+5d(§)] ds,  (4.56)
t t t

onde a solucdo passa por (ty, I[p). Como assumimos um f ilimitado (ou infinito), a

solucdo especifica que maximiza V é dada por
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1(t) = / (s) {exp ( / r(q’,‘)+(5dq’,‘)] ds. (4.57)
t t

lembrando que I(t) = K + K. Tomando a transformada de Laplace em ambos os lados,

temos

I(s) = sK(s) — K(0) + 6K(s). (4.58)

Rearranjando a equagdo (4.58), obtemos

I(s) + K(0)

Kes) = S+0

(4.59)
Tomando a inversa da transformada de Laplace em ambos os lados, Finalmente

obtemos a fungéo de capital

K(t) = I(t) * e~ + K(0)e ™%, (4.60)

ot

onde I(t) x e~%* é o produto da convolucio de I(t) e e°. Para mais informacdes e

detalhes, veja [9] e o Apéndice sobre Transformada de Laplace.



ANALISE DE PROPOSTAS DE ATIVIDADES

5.1 MATEMATICA FINANCEIRA USANDO TECNOLOGIAS DIGITAIS

Apresentaremos neste capitulo algumas propostas de atividades que podem ser
realizadas com estudantes do Ensino Médio a fim de despertar o interesse pela andlise
financeira de compra, venda, investimento ou simplesmente a melhor tomada de
decisdo diante dos recursos que cada aluno ou futuro consumidor possa decidir a
respeito do seu dinheiro, possibilitando um melhor gerenciamento do seu poder de

compra e o tempo de aquisi¢do que levara para cumprir sua meta financeira.

Disponibilizar métodos de ensino acerca da educacao financeira é fundamental para
a formacgdo do estudante, pois aprimora e estabelece técnicas analiticas referentes
a cdlculos e compreensdo da Matemdtica Financeira, trazendo consigo um melhor
significado aos itens que incorpora este contetdo tais como, conceito de juros, taxa,

inflacéo, tipos de prestacoes, amortizacao, etc.

Metodologias que buscam incentivar e aperfeicoar o entendimento devem ser cada
vez mais inseridas pelos professores, pois as vezes um simples software gratuito de
Matematica, uma calculadora cientifica como aplicativo de celular, uma planilha de
Excel ou até mesmo uma discussdo mais aprofundada com a classe levam a uma
investigacdo mais sofisticada sobre temas financeiros que sao citados quase diariamente

pela televisdo, jornais ou estabelecimentos comerciais.

Ao longo das atividades mostraremos alguns desses métodos e também a ferra-
menta computacional, software Geogebra! (livre), em relacfio a algumas aplicacbes
da Matematica Financeira tratadas nos capitulos anteriores, estabelecendo resolugoes,

simulacdes de varidveis e entendimentos de facil manuseio pelo programa. Serdo

! software Geogebra pode ser baixado legalmente e gratuito em https://www.geogebra.org/download
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criadas situacoes didaticas que estardo apresentadas nas atividades, onde o professor

podera utilizar ou aperfeicoar de acordo com a sua turma.

5.1.1 Atividade 1. Aplicagcdo do Dinheiro em um Periodo de Tempo.

Problematizacio? Uma pessoa deposita R$400,00 mensalmente. Sabendo-se que
esse capital foi aplicado a uma taxa de 2%a.m., quanto possuird ao final de um ano e

seis meses?

Conteudo: Nesta atividade o professor podera discutir com os alunos o conceito de
séries uniformes antecipadas, em que os depdsitos iguais e sucessivos ocorrem no inicio

de cada periodo em data focal O (zero).

Objetivo: Estudo da soma de PG, resultando algebricamente na Férmula (2.14),

F=P-(1+i)

4

1+ -1
i

capital acumulado um periodo apds o seu ultimo depdsito. Além, de estudo de graficos

e analise das suas variaveis.

Procedimento: Deve-se explicar que a série de depdsitos realizados gera um resul-
tado dedutivel em Progressdes Geométricas, e o valor (1 + i) é a razdo desta progressao,

culminando em (2.14).

i - Inicialmente, pode ser realizado o calculo manualmente com a ajuda de uma
calculadadora, e mostrar a diferenca entre guardar o dinheiro sem aplicacdo e com
aplicacdo, no caso, R$400 - (18 meses) = R$7200 # F = R$8.736, 22.

ii - Podemos em seguida trazer o seguinte contexto, se alterdssemos a taxa de inves-
timento quanto acumulariamos no mesmo prazo (variante, se preferivel). Por
exemplo, a poupanca rende 0,5% ao més, enquanto a meta da taxa Selic ao ano
for superior a 8,5%; ou 70% da meta da taxa Selic ao ano, mensalizada, vigente

na data de inicio do periodo de rendimento, enquanto a meta da taxa Selic ao

2 Atividade 1 no software Geogebra pode ser analisada e inclusive alterar seus pardmetros, acessada em
http://bit.ly/2xY5Xo0
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ano for igual ou inferior a 8, 5%, conforme legislagio vigente®. Bem como outra

condicio, a utilizacfio da taxa liquida do Tesouro Selic 2025, 6,03%a.a%.
iii - Para as situagdes acima ou outras, podemos realizar as solugoes pelo software
Geogebra, conforme Figura 5.1, criando uma funcdo f(x), igualmente em (2.14),

f(x):P(1+l)w’

onde a variavel x substitui o pardmetro n. Nesta atividade, os outros pardmetros
podem ser fixos ou alterados pontualmente dentro de um intervalo numérico
elaborados a partir de uma funcionalidade chamada “Controle Deslizante” dentro
do Geogebra. Por exemplo, o valor P variando de 0 a 10.000, com incremento de
50, e o valor i variando de 0 até 30, com incremento de 0,1, este em sua forma

percentual.

iv - Podemos ir além, criando situaces problemadticas do tipo, considerando o valor
de P, se for investido metade mensalmente, em quanto tempo acumulariamos o
mesmo capital (R$8.736,22) mantendo a taxa em 2%; serd que dobraria o prazo
de um ano e seis meses ou nao? Por qué? Também, pode ser formulada uma

analise com a taxa da poupanca ou de um dos itens do Tesouro Direto.

v - A seguir, pode ser explorado o logaritmo como funcao de n(x), (i.e., numero
de parcelas depositadas), onde x substitui o parametro i. Primeiro é necessario

equacionar (2.14) em funcao de n, resultando

n =log,,; <FZ +1> .
P(1+1i)
Neste momento, criamos o “Controle Deslizante” para a varidvel F, entre 1.000
a 10.000, com incremento de 100. Para visualizar o grafico que se encontra em
eixo ordenada em multiplos de 1.000, originada pela funcdo f(x), escrevemos a
funcao n(x) multiplicada por um fator 100, viabilizando a andlise da sua funcdo no
mesmo espaco de f(x). Logo, para consulta de seus valores € necessario corrigir

com uma divisdo por 100. Escrevemos dessa maneira no Geogebra

L. X
=1 P L 1 I
1) =11, (57
Para elaborar “log((b), (x)) ” na caixa de “Entrada”, o primeiro comando ¢ a base

e o segundo € o logaritmando. Uma pergunta sugerida: Se aumentar o valor de i

o valor de n aumenta ou diminui, com F e P constantes, qual o significado disso?

3art. 12 da Lei n® 8.177/1991, com a redacéo dada pela Lei n® 12.703/2012
4 Consulta em 18/07/2019 no site https://simulador.tesourodireto.com.br
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vi - Para a realizacdo dos procedimentos anteriores foram criadas duas retas auxiliares
res,r:x=ies:y = F, respectivamente, variando com os seus especificos
“Controle Deslizante”: taxa e capital acumulado. Explicando, € claro, a importancia
da constitui¢do dessas duas retas, e na sequéncia as intersegbes de B = s N Grafy(y)
e C =rNGraf,. Lembrando antes que o ponto A = (18, f(18) = 8.736,22) res-
ponde a problematizacdo inicial proposta. Observe que as interse¢des das retas com
as funcoes foram construidas com o comando “Intersecgio((Objeto), (Objeto))” na

caixa “Entrada” do Geogebra.

vii - Por fim, uma funcdo que pode ser compreendida é a Prestacdo
F-i
X) = . N/
PO = G ey
com parametros fixos, F e i. Pergunta-se: Quanto deve ser depositado mensalmente

para ao final de vinte e quatro meses acumularmos um capital de R$10.000,00
a taxa de 1,5%a.m.? Aqui, criamos o “Controle Deslizante” para N entre O a 48

meses, com incremento de 1, e areta t : x = N, além do ponto D =t N Grafpy).

O grande motivador é realizar uma discussdo a respeito do assunto investimento do
dinheiro, e os alunos inferirem resultados e cenarios com os colegas e professor, este
por sua vez deve conduzi-los ou provoca-los sobre as possibilidades de compreensao
do tema; além do momento sobre a reflexdo daquele que poupa e consegue realizar

projetos e daquele que compra por impulso e vive sempre com dificuldades financeiras.

ARS du periodo
10000
9oog A =(18, 8736:22)
B|=(17.59, 8500)

8000

7000
F =:8500
®

6000

[ 2
1B
o
o

5000

[}
N

4000
3000 o
2000 \ C =\(2/1758.89)

1000 f(x) Saidle

perioda ou fnxa"é

-2 0 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48

-1000

Figura 5.1: Grafico da Atividade 1 realizada no software Geogebra.
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5.1.2 Atividade 2. Taxa de Juros Aplicada em Compra.

Problematizacdo®: Em uma loja de grande varejo do mercado, um celular de dltima
geracdo € vendido a vista no boleto por R$1.806,99. Por questdo de orcamento em seus
vencimentos salariais, uma pessoa acredita que consegue financiar o aparelho em 14x,
15x, 16x, 17x ou 18x, pois ela sabe que o valor em 10x cobra uma parcela de R$210,58
mensais. Entretanto para qualquer opcdo parcelada o valor de venda do aparelho é

R$1.943,00. Qual o valor da taxa cobrada na opcao parcelada?

Conteudo: Nesta atividade o professor abordara a resolucdo de raizes para poliné-
mios de grau maior que 4, o qual ndo possui um método algébrico de fornecimento
de todas as raizes, entdo é necessdrio recorrer a processos numeéricos para solucao,
conforme explicado nas SecoOes 2.5 e 2.6, Séries Uniformes e Aplicacdo do Método

Newton-Raphson para Taxa em Séries Uniformes.

Objetivo: Compreender que o valor de uma série uniforme uma unidade de tempo

antes do primeiro pagamento é dado pela Férmula (2.11),

1—(1+i)™"
i

A=P

7

onde A representa o valor a vista e P o valor da prestacdo. Entender que se algebrizar
em funcdo da varidvel i na férmula em questdo resulta um polinémio de grau n, do
tipo Ax™! — (A +P)x" + P, tal que x = 1 +i e x > 1. Apresentaremos por dois tipos de
solucdo: pelo software Geogebra, utilizando uma de suas ferramentas, e pelo método
de Newton, utilizando uma planilha Excel. Além dos estudos de gréficos e andlise das

suas variaveis.

Procedimento: Explicar que as prestacoes iguais a P é dedutivel por uma série
uniforme postecipada, em que o primeiro pagamento ocorre em data focal 1 (um),

utilizando-se a teoria de Progresstes Geométricas, e a partir dai deduzir outras férmulas.

> Atividade 2 no software Geogebra pode ser analisada e inclusive alterar seus parametros, acessada em
http://bit.1ly/2M3Dnuc
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i-

ii -

iii -

iv -

vi -

Inicialmente com a Féormula (2.11) explicada, deduz o polindmio em questao,
Ax™! — (A + P)x" + P, varidvel x, onde x = 1 +i e x > 1. Entdo, substituindo os

valores para A = 1.943, P = 210,58 e n = 10, definimos o polinémio

M(x) = 1934x'0+1 — (1.943 + 210, 58)x'? + 210,58 =
M(x) = 1.943x'! — 2153,58x'° + 210, 58.

Vamos encontrar a raiz de M(x) no software Geogebra, Figura 5.2, escrevendo-o
na linha de comando “Entrada” e depois calculando a raiz por “Raiz((Polindmio))”.
Resultando em trés possibilidades apresentadas pelo Geogebra: C = (—0,7525,0),
D = (1,0) e E = (1,0149,0), porém somente uma raiz deve ser considerada

conforme definicdo para x, isto é, xg, decorrendo que i =1 — x = 0,0149 = 1,49%.
Por outro modo, podemos encontrar essa raiz pelo método de Newton, isto €,

M) 1.943x'1 — 2.153,58x10 + 210, 58
M (x) ™" 21.373x10 — 21.535,80x° '

Xn+1 = Xn

com inicio da interpolacdo para xo = 2 e precisdo de 0,0001. Abaixo a planilha
Excel® com os dados interpolados, conforme Figura 5.3, e observe que no décimo

quinto resultado a nossa raiz procurada se repete (em destaque).

Para analisar os valores das outras prestacoes que a atividade propde elaboramos

a partir da Férmula (2.11), P(x) = —, a funcéo P(x) no Geogebra, com

X
1—(1+x)"
x substituindo a varidvel i%. Criamos ap6s a funcdo os “Controles Deslizantes”:
valores para A entre 0 a 2.000, com incremento de 0,01 e a variavel n entre O a
24, com incremento de 1; e tdo somente para critérios de andlise e visualizacdo a
grandeza i variando entre 0 a 100, com incremento de 0,01, aretar: x =i em
funco da taxa e o ponto B = r N Grafpy). Se necessdrio para uma melhor precisio
dos dados, ajuste os valores na barra do “Controle Deslizante”, clicando com o
botéo direito do mouse em cima da barra, na sequéncia clique em “Configuracgoes”,
apos clique no menu “Bésico” e ajuste o valor na caixa de “Definicdo”. Nesse
momento, seguem os valores para as parcelas em 14, 15, 16, 17 e 18 vezes:
R$154,79, R$145,51, R$137,39, R$130,22 e R$123,86, respectivamente.

Com a funcdo P(x) construida no item anterior, e com os valores flutuando no

“Controle Deslizante” podem ser feitas outras simulaces/cendrios.

Uma andlise que pode ser proposta no caso da pessoa nado dispor do valor a

vista para a compra do celular, mas prefere investir uma quantia de R$150,00

6 planilha Excel interpolacdo método de Newton, acesso em http://bit.ly/2Z4F5zc


http://bit.ly/2Z4F5zc

vii -

5.1 MATEMATICA FINANCEIRA USANDO TECNOLOGIAS DIGITAIS

(depositados mensalmente) numa caderneta de investimentos que rende a valores
fixos uma taxa de 2,5%a.m.; se tomar essa decisdo em quanto tempo compraria
o celular? Para responder essa questdo € necessario chegar na Formula (2.14),
F=P-(1+i)- (14-1)#

investigariam a relacdo de investir/poupar para comprar no valor a vista com

, 0 mesmo da Atividade 1. Dessa forma, os alunos

desconto, alcancando-o em um determinado tempo (solucionar), em contrapartida
a compra a prazo com juros. Ajustando esses valores e utilizando as funcdes
da Atividade 1 no Geogebra, encontra-se n = 10,43, isto é, em 11 meses de
investimentos sdo suficientes para comprar o produto, acumulando neste periodo
um valor de R$1.919,33.

Diante das questOes propostas acima, seria ainda interessante mostrar aos alunos
0 quanto economizaria, por exemplo, se optasse por ndo comprar o celular a
prazo na opc¢do em 15 vezes e escolhesse investir o mesmo valor desta parcela
na taxa de 2, 5%a.m., e sé ap0s realizar a compra. Vejamos, para fins de cdlculos,
a pessoa investe 15 vezes de R$145,51 a 2,5%a.m., um més apos o seu ultimo
depésito acumularia um valor de R$2.674,51, subtraindo pelo valor do produto
a vista com desconto, restaria R$867,52, que corresponde a 48% do valor do
aparelho. Outra opcao seria fazer esse mesmo investimento por 15 meses no valor
de R$98,31 (ative o ponto K no menu “Algebra” da Atividade 1 para visualiz4-lo)
para a compra a vista com desconto, neste caso pouparia mensalmente um valor
menor, alcancando também o objetivo da compra da mercadoria, porém em um

tempo maior.

E importante também o professor comentar a necessidade atual de uma pessoa

adquirir certo bem ou adiar a sua compra poupando para fazé-lo posteriormente,

entretanto se houver a necessidade iminente, ou seja, ndo podendo ser adiada, entdo é

importante analisar previamente todas as situagdes para uma melhor compra.
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Figura 5.2: Gréfico da Atividade 2 realizada no software Geogebra.

Polindmio M (x) = 1943"x*11-2153,58"x*10+210,58

Polindmio Derivada M " (x) = 21373"x"10-21535,80"x"9

Interpolagéon | x,., M(x,) M (x,)

Xo= 2,0000 1774208,6600 10859622,4000
0 1,8366 618157,3681 4213123,8584
1 1,6899 214822 2722 1639016,9626
2 1,5588 74362,4556 640303,6814
3 1,4427 25584,4273 251774,9840
4 1,3411 8718,5271 100002,4320
5 1,2539 2927,1193 403326464
6 1,1813 960,7449 16634,2021
i 1,1236 305,1933 7071,6857
8 1,0804 92 8087 3120,6584
9 1,0507 26,7652 1435,6721
10 1,0320 7,2490 692,8462
11 1,0216 1,7838 361,1803
12 1,0166 0,3451 223,3212
13 1,0151 0,0317 182,4909
14 1,0149 0,0004 177,9701
15 1,0149 0,0000 177,9127
16 1,0149 0,0000 177,9127

onde:
Xpe1 =Xy - M (xn) M’ (X“]

Figura 5.3: Planilha Excel da Atividade 2 ref. interpolacdo método de Newton.

taxa%
34
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5.1.3 Atividade 3. Sistema de Amortizagdo SAC ou SAF

Problematizacfio’: Avaliar a compra de um imével na modalidade de amortizacio
SAC ou SAF, no valor R$100.000,00 a longo prazo, em opc¢oes de 10 a 25 anos para o

pagamento, com taxa variando entre 0,4% a 5%a.m.

Conteudo: Analisar os casos de amortizacdo SAC ou SAF e refletir sobre a melhor

tomada de decisao diante de algumas condicoes.

Objetivo: Frente aos elementos tedricos que compdem os cdlculos das férmulas SAC
e SAF, analisaremos com o auxilio do software Geogebra os valores das prestacoes, total

dos juros, saldo devedor com o tempo, condicoes de pagamento, entre outros.

Procedimento: Explicar o conceito das opg¢des de amortizacoes, SAC e SAF, relacio-
nando com Progressdo Atitmética e Geométrica, respectivamente, e utilizar o programa

para fazer simulagoes e andlise de acordo com as propostas e cendrios nos itens abaixo.

i - Deduzir as Férmulas (3.4) e (3.5), prestacoes nos SAC e SAF, respectivamente,
Pisac = —i% k+Dp (2 +i+ %) e Posar=Do- W, escrevé-las no Geogebra,
conforme Figura 5.4, resultam

10000 1 i 1 i
Prsac(x) = —% X+ Do |+t 19 ) e P sap(x) = Do - %,
o 100

onde 0 < x < n substitui o termo k para variacdo da k-ésima prestacao.

ii - Criamos os “Controles Deslizantes” para i entre 0,4 a 5 (taxa %), com incremento
de 0,1, para Dy entre 50.000 a 300.000 (valor do imével), com incremento de
1.000, para n entre 120 a 360 (quantidade de parcelas), com incremento de 12
(i.e., de 10 a 30 anos com variacdo anual), e para k (valor em cada termo) entre 1
a 360, com incremento de 1. Se necessario, ajuste os valores nas barras conforme
sua preferéncia, clicando com o botéo direito do mouse em cima dela, na sequéncia
clique em “Configuracdes”, ap6s clique no menu “Bésico” e ajuste o valor na caixa

de “Definicao”.

7 Atividade 3 no software Geogebra pode ser analisada e inclusive alterar seus parametros, acessada em

http://bit.ly/20i0Gp0
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iii -

iv -

Vi -

Vii -

Criamos pelo comando “Intersec¢do(({Objeto), (Objeto))” os seguintes elementos
geométricos: o ponto A = Grafp,, v N Grafp,,,x), B = Grafp, . xnNreC =
Grafp,,.(xy N7, onde aretar : x = k. Também, o segmento d = segmento(B, C) que

mede a diferenca modular entre as prestacdes na k-ésima parcela entre P, sac

P sar.

E interesse simular juntamente com os valores acima um limitador da prestacio
referente a renda bruta familiar que nao pode exceder a 30%, criamos assim a reta
s:y=0,3-S, onde S € o valor da renda (saldrios) no “Controle Deslizante” entre
1.000 a 10.000, com incremento de 100. Decorre outro ponto a partir do comando

intersegéo, E = Grafp,, (v Ns.

Além disso, fizemos a somatdria total das prestagdes pagas, isto é, o valor total

pago no final do financiamento. Para criarmos usamos o comando
“Integral((Funcdo), Valor de x Inicial), (Valor de x Final))”,

substituindo a funcdo correspondente por Psac(x) ou Ps4r(x), e variando entre 1
a n. Para ativar essa funcionalidade basta clicar no botdo correspondente na janela

a esquerda.

Apds, criamos cendrios para analise, por exemplo, se o periodo de parcelamento
for n = 240 (20 anos), i = 0,8% e Dy = 100.000, é possivel mostrar, que 65% (a
partir de n = 85) da quantidade das prestacoes no SAF sdo maiores do que as
SAC. Simulando o valor de n, o que ocorre com o valor d nos intervalos e nos seus
extremos (primeira e ultima parcelas), o ponto A que mostra a intersecao das
prestacdes e 0 momento no tempo que as prestacdes invertem a sua magnitude
(grandeza). O que essas modificacOes representam para o comprador? Outra
simulacdo € a respeito de Dy, se aumenta o que se verifica em d, aumenta ou
diminui, e de que forma o valor d pode inviabilizar a escolha da tabela SAC, por

ultimo, € possivel provar que d é proporcional a Dj.

Adicionando as nossas analises, poderiamos inferir o valor da prestagédo a respeito
da viabilidade do financiamento de acordo com a renda bruta familiar, desses 30%
no maximo podem ser destinados a parcela. Se a renda totalizar, por exemplo,
R$4.500,00, encontre valores de n para os quais seja possivel o financimento nas
duas opgoes de prestacoes, utilizando os demais dados do item (vi). E veja que tal

estudo influéncia na decisdo de tomada de escolha.
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viii - Com relevancia ao assunto, esta atividade pode ser comparada com o Simulador
Habitacional da Caixa®, basta o aluno entrar com os dados iniciais no site e verificar
os resultados. Para conferir os valores sera necessdrio transformar a taxa de juros
(efetivos + T.R.) 5,1161% a.a. para mensal, que encontramos ao simular um
financimento de R$100.000,00 com prazo de 360 meses, sera necessario utilizar a
Férmula (2.9),

A+in)?=1+i, = iy = V0,051161 — 1 = 0,004167 = 0,4167% a.m.

A correspondente atividade deve ser aplicada apds alguns conceitos iniciais sobre
o tema prestacdo. A sequéncia do conteudo deve convergir ao aluno através de um
espirito investigativo sobre as diversas variantes em questdo, com situagoes corres-
pondentes ao cotidiano, explorando-as para sua andlise. O professor poderd fazer
perguntas em diferentes etapas, permitindo um contato mais permanente do aluno
com a ferramenta computacional e com diferentes aspectos do tema, favorecendo mais

chances de conhecimento, e ainda compartilhar e discutir ideias € uma étima forma de

aprendizagem.
\R$
2800 i=0.8
2600
D0=100000

2400 . ga "
2200 n =240
2000 s
1800 : : : @

S =4500
1600 FIRP S
1400

S

1200 Peac®)
1000 A =(84.4,938.67) i
00 Pear®) C = (200, 938.67)

d =385.34
600 B = (200, 553.33)
400
200 Totalg s =195581.67

periodo
40 20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380

200

Figura 5.4: Gréfico da Atividade 3 realizada no software Geogebra.

8 Simulador Habitacional Caixa consultada em 23/07/2019 no site www8. caixa.gov.br
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5.2 PROBLEMAS ANALITICOS

Os problemas propostos na sequéncia tém como objetivo mostrar ao aluno situacées
do cotidiano as quais favorecem nao apenas aplicacdes de férmulas e conceitos da
matematica financeira, mas também que contribuem para uma Educacao Financeira,

objetivando desenvolver um consumidor critico e consciente.

Atividade 5.1. Uma empresa anuncia um bénus salarial para os seus funciondrios no
proximo ano. Ela dard 8% de aumento dividido em duas vezes: 2% em Janeiro e 6% em
Junho ou 6% em Janeiro e 2% em Junho. A decisdo é dos funciondrios. Explique qual é a

melhor decisdo para eles?

Nota ao professor: A segunda alternativa é a melhor, pois no primeiro semestre eles

terdo maior saldrio e no segundo semestre o saldrio serd o mesmo nas duas opcoes.

Atividade 5.2. Algumas promocoes sdo do tipo “Leve 3 e Pague 2” ou “Leve 4 e Pague 3.
Se tais anuncios sdo de fato verdadeiros, isto €, em cada um dos casos o prego por unidade
¢ igual ao preco de venda no varejo, determine o percentual de desconto nos dois tipos
de promogdo? Agora veja um caso de antincio falso: o preco no varejo é R$100,00, e é
anunciado “Leve 3 e Pague 2” por R$250,00. Nesse caso, qual € o desconto verdadeiro? Dé

um outro tipo de situa¢do em que a promogdo anunciada ndo € verdadeira.

Nota ao professor: No primeiro tipo o desconto é % = 33,33% e no outro % = 25%.
No anuncio falso o desconto verdadeiro é 1 — % = 16,67%, um valor menor do que
o anunciado de 33,33%. Temos aqui uma rica oportunidade de discussdo quanto a

possibilidade de estarmos sendo lesados nas ditas promocoes.

Atividade 5.3. Um comerciante decide oferecer desconto em alguns itens de sua loja. Na
tentativa de atrair ainda mais consumidores ele promove um desconto mascarado, ou seja,
ele eleva o preco atual P dos itens e depois anuncia um desconto maior. Caso ele tenha
dado um aumento de 30%, qual é o percentual de desconto d que ele deve anunciar de tal

modo que o percentual de desconto real r, em cima do preco atual, seja de 10%?

Nota ao professor: O preco final é P - (1,30) - (1 — d). O preco com desconto real serd
de P- (1 —r). A condicdo imposta implica que deve-se ter P-(1,30)- (1 —d) =P - (1 —r).

Resposta: 30,77%. E de maneira mais geral tem-se

P-(+a)-(1—d)=P-(1—r),
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onde a € a taxa de aumento acrescido ao preco atual para mascarar os altos descontos.
Perguntas interessante podem ser formuladas em cima dessa dltima equacdo. Por
exemplo, um aumento de 10%, seguido de um desconto de 10%, resulta no mesmo

precgo?

Atividade 5.4. Quando trabalhadores recebem um aumento salarial de i, = k1% apds um
periodo sem reajuste e de inflagdo acumulada de i; = ky%, o seu percentual de aumento
real é i, = k3%, pela Férmula (2.10),

iu_ii

1+ii‘

QI+i)=A+i) - A+ip) =1, =

Para finalidade de andlise, fazendo i, como uma fungdo afim em i,, temos
1 . i
— -y — —.
1+ 1 1+ 1

ir(ia) =
a - Seja i; = 8%. Determine o valor de i, para um aumento salarial de 5%, 8% e 11%.
b - Mostre que se i, < i; entdo i, < 0.
¢ - Mostre que se i, = i; ent@o i, = 0.
d - Mostre que se i, > i; entdo i, > 0.
e - Qual o significado para um trabalhador dos resultados dos itens a, b, c e d?

f- A taxa de variagdo de i, aumenta ou diminui com o aumento da inflagdo acumulada?

E o que isso significa?

g - Em uma empresa ndo foi concedido aumento salarial em um periodo de inflagdo de
9,00%. Para os seus trabalhadores que podiam contratar a prestagdo de um servico no
inicio de tal periodo, determine quantos por cento desse servico eles poderdo contratar

agora no final desse periodo? Pense no que aconteceria se inflacdo fosse cada vez maior.

Nota ao professor: Nos itens anteriores: (b) perda real; (c) aumento suficiente

apenas para repor o poder de compra; (d) ganho real; (f) o fator %}1 diminui; (g) perda
d 0,09

e S —
1 + 0, 09 . . . . . . 7 . A
Um problema em que muitas pessoas desentendidas ignorando o efeito inflaciondrio tém

percepgoes erroneas dos aumentos salarias. E para o professor, mais uma oportunidade
de conscientizar o aluno do Ensino Médio a respeito de lutas por aumentos salariais

reais e nao apenas aparentes.

= 8,26%, e assim, poderdo contratar 100% — 8,26% = 91, 74% do servico.
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Atividade 5.5. Em um site de uma loja encontramos a oferta de um aparelho eletrénico

por R$449, 00 podendo ser paga nas seguintes condi¢oes:
Condigdo 1 : A vista, com desconto, pagamento tinico, no boleto, de R$426, 55.

Condigdo 2 : Parcelado, em até 7 prestagbes mensais e iguais, sem juros, sendo a primeira

prestacdo um més apds a compra.

Condigdo 3 : Parcelado, em 8 prestagbes mensais de R$61,42 cada, com juros de 1,29%

ao més, sendo a primeira prestacdo um més apos a compra.

Condig¢do 4 : Parcelado, em 9 prestagées mensais de R$52, 85 cada, com juros de 0,5%

ao més, sendo a primeira prestacdo um més apds a compra.

Condigdo 5 : Parcelado, em 10 prestacoes mensais de R$ 47,68 cada, com juros de 0,5%

ao més, sendo a primeira prestacdo um més apos a compra.

Nota ao professor: Observe que mesmo causando estranheza, os juros nas condi¢des
4 e 5 sdo menores do que na condicdo 3, mesmo nesta a divida sendo quitada em menos
tempo. Vamos analisar essa situacdo do ponto de vista do consumidor, calculando
o percentual de desconto no pagamento a vista e se a taxa de juros anunciada nos
casos de pagamento parcelado condiz com a realidade. Analisemos cada condicdo de

pagamento:
Na Condicdo 1, o pagamento € a vista, o consumidor recebe um desconto de 449, 00 —
426,55 = 22,45 reais, em percentual, temos

X
449-m—22,45:>X—5.

Portanto, o consumidor recebe um desconto de 5% no pagamento a vista.

Na Condicéo 2, a loja oferece um pagamento parcelado em até 7 prestacoes mensais

e iguais, sem juros. Seja n o numero de prestacoes escolhido pelo consumidor, temos

449

que 1 < n <7 e o valor de cada prestagdo P é dado por P = =7, sem incidéncia de

juros.

Na Condicédo 3, o consumidor opta por pagar o produto em 8 prestacoes mensais
de R$ 61,42 cada, com incidéncia de juros de 1,29% ao més. Neste caso, podemos

utilizar os conhecimentos de matematica financeira para verificar se a informacéo do
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site quanto a taxa de juros esta correta. Substituindo os valores na férmula de séries

uniformes, temos

_ N8
449 =61,42'1(+1) N
_ N8
731 = 1(1”) N
i~0,02.

Portanto, a taxa de juros incidente nessa condicdo é de, aproximadamente, 2% ao més,
o que torna falsa a informacao apresentada no site. Fiquemos curiosos para saber de
onde veio esse valor de taxa igual a 1,29% ao més. Verifiquemos se o cdlculo da taxa
de juros foi feito equivocadamente levando-se em consideracdo o montante da divida
M = 861,42 = 491, 36 e fazendo-se a substituicdo na férmula de juros compostos,

resultando

491,36 =449 - (1 +1)® =
i=0,0129 = 1,29%.

Nas Condicoes 4 e 5, encontramos o mesmo equivoco quanto a informacdo da
taxa de juros. Fazendo cdlculos analogos aos feitos na Condicdo 3, encontramos as
taxas de juros incidentes iguais a, aproximadamente, 1,2% ao més na Condicdo 4 e,
aproximadamente, 1,1% ao més na Condicdo 5. Vemos que a melhor opc¢édo para o

consumidor é o pagamento a vista.

Em situacoes de compra de produtos, o pagamento a vista, sempre que possivel, é
uma boa opgéo, pois neste pagamento o consumidor pode obter descontos e ndo paga
valores referentes a juros. Mas isso ndo quer dizer que o pagamento parcelado seja
sempre uma opc¢ao ruim. Se o consumidor possui o capital para pagar determinado
produto a vista, mas opta por investir esse capital a uma taxa de juros superior a taxa
de juros que pagaria com o parcelamento, essa opc¢ao seria mais vantajosa do que o
pagamento a vista. Por exemplo, se o consumidor investisse o dinheiro a uma taxa
de 3% ao meés, a op¢do por pagar o aparelho eletronico de forma parcelada seria a
melhor. Dai a importéancia de conhecer a real taxa de juros em qualquer situacdo de

parcelamento.

Definicdo 5.6. A taxa que considera todas as despesas e encargos incidentes sobre ope-
ragoes de crédito e de arrendamento mercantil financeiro, contratados ou ofertados por
pessoa fisica, microempresas ou empresas de pequeno porte é denominada Custo Efetivo
Total (CET).
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Atividade 5.7. Um usudrio de cartdo de crédito percebe que ndo poderd quitar a fatura
do cartdo até o vencimento. O valor da fatura é de R$852, 39; o cliente escolherd a opgdo
de efetuar o pagamento minimo da fatura, que é 15% do valor total, e parcelar o restante
em 12 prestagOes mensais e iguais. Para esse tipo de operagdo, ele verificou na fatura que o

CET é de 14% ao més. Qual serd o valor de cada prestagdo mensal?

Nota ao professor: O pagamento minimo sera de % - 852,39 =127, 86 reais, logo o
valor financiado sera de 852,39 — 127,86 = 724, 53 reais. Como a taxa de juros sobre a

operacdo é de 14% ao més, seja o valor de cada prestacdo mensal, temos

1—(1+0,14)~12

724,53 =P - 0.14

P =128, 00.

Portanto, cada parcela mensal serd de R$128, 00.

Para se ter uma ideia da dimensao dos encargos, note que a fatura inicialmente de
852,39 reais, apos o periodo do parcelamento passou a ter um custo de 127,86 + 12 -

128 = 1.663, 86 reais para o cliente, quase o dobro.

Uma prética comum € recorrermos aos bancos quando queremos adquirir bens como,
imdveis ou veiculos. Nesses casos, o banco financia parte ou todo o valor do bem, mas
precisamos ficar atentos aos juros incidentes nesses financiamentos, nem sempre a taxa
de juros ofertada € a taxa real que estd sendo cobrada, isso ocorre porque, na maioria
dos casos, o banco ndo informa os valores de IOF (imposto sobre operacgoes financeiras)

e encargos extras. Vejamos a seguinte situacao.

Atividade 5.8. Um carro € vendido na concessiondria por R$42.000,00. Suponha que
alguém queira comprar esse carro mas dispée de apenas R$21.000, 00. Tal valor serd dado
como entrada, o restante serd financiado. Um banco oferece a proposta de financiamento
dos R$21.000, 00 que faltam em 24 parcelas mensais iguais a R$1.048,01 com juros de
1,27% ao més. Vamos usar a matemdtica financeira para verificar se nesta proposta jd

estdo inclusos todos os encargos.

Usando a taxa de juros da proposta, vamos verificar se os valores da série e o

financiado sdo os mesmos. Seja M o valor da série uniforme, temos

1—(1+0,0127)"2
0,0127

A =1.048,01-

A =21.563, 66.
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Ora, percebemos que o valor encontrado ndo é igual ao valor financiado, isso nos d4
um indicio que o CET néo é 1,27% ao més. Vamos verificar qual é a real taxa de juros
neste financiamento. Seja a taxa de juros, temos
1—(1+i)™
—_— =

i

21000 = 1048, 01 -

i =0,01497.

Logo, a real taxa de juros paga no financiamento é de, aproximadamente, 1,497% ao

A

mes.

Portanto, fica claro que em um financiamento precisamos observar o CET e ndo a

taxa mensal da proposta do banco.

5.3 MATEMATICA FINANCEIRA NO ENEM

O ENEM ¢ feito com base em uma matriz de referéncia que indica as habilidades que
serdo cobradas dos candidatos no exame. No bloco de Matemadtica e suas tecnologias,
temos a habilidade H21 que, indiretamente, faz mencéo ao estudo da matematica finan-
ceira. Essa habilidade € descrita como: Resolver situacdo-problema cuja modelagem

envolva conhecimentos algébricos.

Vejamos a seguir alguns exemplos de como a matematica financeira é abordada no
ENEM.

Atividade 5.9 (ENEM 2.019). Uma pessoa se interessou em adquirir um produto anun-
ciado em uma loja. Negociou com o gerente e conseguiu comprd-lo a uma taxa de juros
compostos de 1% ao més. O primeiro pagamento serd um més apds a aquisicdo do produto,
e no valor de R$202,00. O segundo pagamento serd efetuado um més apds o primeiro, e
terd o valor de R$204,02. Para concretizar a compra, o gerente emitird uma nota fiscal
com o valor do produto a vista negociado com o cliente, correspondendo ao financiamento

aprovado. O valor a vista, em real, que deverd constar na nota fiscal € de

a- 389,02;
b - 400,00;
c- 401,94,
d - 404,00;

e - 406,02.
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Solucao: Deslocando o primeiro, P; = R$202,00, e o segundo, P, = R$204,02,
P

pagamentos para a data focal zero, resulta o primeiro ( 14}1,) e o segundo a +2i)2'
Entfo, o valor a vista, A, ataxadei=1% =0,01 é

_ P P, 20200 0 20402

1+ (1+i0)2 © (1+0,01)  (1+0,01)?

202,00 .\ 204,02
1,01 1,0201

A =400, 00.

= A =200+200 =

Atividade 5.10 (ENEM 2.018). Um contrato de empréstimo prevé que quando uma
parcela € paga de forma antecipada, conceder-se-d uma redugdo de juros de acordo com
o periodo de antecipagdo. Nesse caso, paga-se o valor presente, que € o valor, naquele
momento, de uma quantia que deveria ser paga em uma data futura. Um valor presente
P submetido a juros compostos com taxa i, por um periodo de tempo n, produz um valor
futuro V determinado pela formula V = P - (1+1i)". Em um contrato de empréstimo
com sessenta parcelas fixas mensais, de R$820, 00, a uma taxa de juros de 1,32% ao més,
junto com a trigésima parcela serd paga antecipadamente uma outra parcela, desde que o

desconto seja superior a 25% do valor da parcela. Utilize 0,2877 como aproximagdo para
4
In <3> e 0,0131 como aproximagdo para In(1,0132). A primeira das parcelas que poderd

ser antecipada junto com a 30% € a

a- 564
b - 554
c- 524
d- 51%
e- 45%

Solucéo: Desconto € igual a 25% da parcela.

820 25 1 25
80— 00 2 eg1o o=
(1+0,0132)" _ 100 (1,0132)" ~ 100
1 4 4
0,75= —— = = =(1,0132)" = In - ) = In(1,0132)"
@032y 3 L0182 = n<3> n(1,0132)" =

4
In <3) =n-In(1,0132) = 0,2877 =n -0,0131 = n =21, 96.

Logo, a primeira das parcelas que pode ser antecipada é a 302 + 222 = 522,
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Atividade 5.11 (ENEM 2.017). Um empréstimo foi feito a taxa mensal de i%, usando
juros compostos, em oito parcelas fixas e iguais a P. O devedor tem a possibilidade de
quitar a divida antecipadamente a qualquer momento, pagando para isso o valor atual das
parcelas ainda a pagar. Apds pagar a 5% parcela, resolve quitar a divida no ato de pagar a

6% parcela. A expressdo que corresponde ao valor total pago pela quitagdo do empréstimo

é:

a-P|1+—L—~+—1L|;
(1+165) (1+100)2:|

b-Pl1+ L —~+ 1L ],
(ri) — (1+1%)

e- P|1+
o (

Solucdo: O devedor quitara a divida na 62 parcela, tendo pago as 5 parcelas ante-
riores, logo para quitar o empréstimo, ele pagard o valor P referente a 62 parcela e
antecipard a 7% e a 82 parcela. Dai, temos que o valor da quitacdo serd

p 1 1 1
P+(1+i)+(1+i)2ZP[1+(1+i)+(1+i)2 '

Atividade 5.12 (ENEM 2.015). Um casal realiza um financiamento imobilidrio de
R$180.000, 00, a ser pago, em 360 prestagbes mensais com taxa de juros efetiva de 1%
ao més. A primeira prestacdo é paga um més apos a liberagcdo dos recursos e o valor da
prestagdo mensal é de R$500, 00 mais juro de 1% sobre o saldo devedor (valor devido antes
do pagamento). Observe que, a cada pagamento, o saldo devedor se reduz em R$500,00 e
considere que ndo hd prestagdo em atraso. Efetuando o pagamento dessa forma, o valor,

em reais, a ser pago ao banco na décima prestacdo € de

a- 2.075,00,
b - 2.093, 00;
c- 2.138,00;
d - 2.255,00;

e - 2.300, 00.
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Solucdo: O valor da décima prestacdo é composto por R$500, 00 mais 1% do saldo
devedor, que no momento da décima prestacdo é de 180.000 — 9 - 500 = 175.500 reais.

Logo, o valor, em reais, da décima prestacao é

1
— - 175. =22 .
500 + 100 5.500 55,00

Atividade 5.13 (ENEM 2.013). O Conselho Monetdrio Nacional (CMN) determinou novas
regras sobre o pagamento minimo da fatura do cartdo de crédito, a partir do més de agosto
de 2.011. A partir de entdo, o pagamento mensal ndo poderd ser inferior a 15% do valor
total da fatura. Em dezembro daquele ano, outra alteragdo foi efetuada: dai em diante, o
valor minimo a ser pago seria de 20% da fatura. Um determinado consumidor possuia no
dia do vencimento, 01/03/2.012, uma divida de R$1.000, 00 na fatura de seu cartdo de
crédito. Se ndo houver pagamento do valor total da fatura, serdo cobrados juros de 10%
sobre o saldo devedor para a préxima fatura. Para quitar sua divida, optou por pagar
sempre o minimo da fatura a cada més e ndo efetuar mais nenhuma compra. A divida
desse consumidor em 01/05/2.012 serd de

a - R$600, 00;

b - R$640, 00,

c- R$722,50;
d - R$774,40;
e - R$874,22.

Solucao: Note que o periodo da divida até 01/05/2.012 é de 2 meses. Temos que
em um meés é diminuido 20% do saldo devedor e depois acrescido 10%. Logo, depois
de 2 meses, a divida sera de

80 110 80 110

Atividade 5.14 (ENEM 2.012). Arthur deseja comprar um terreno de Cléber; que lhe

oferece as seguintes possibilidades de pagamento:
Opgdo 1: Pagar a vista, por R$55.000, 00.

Opg¢do 2: Pagar a prazo, dando uma entrada de R$30.000, 00, e mais uma prestagdo de
R$26.000, 00 para dali a 6 meses.

Op¢do 3: Pagar a prazo, dando uma entrada de R$20.000; 00, mais uma prestagdo de
R$20.000, 00 para dali a 6 meses e outra de R$18.000, 00 para dali a 12 meses da data da

compra.
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Opg¢do 4: Pagar a prazo, dando uma entrada de R$15.000, 00 e o restante em 1 ano da
data da compra, pagando R$39.000, 00.

Opg¢do 5: Pagar a prazo, dali a um ano, o valor de R$60.000, 00. Arthur tem o dinheiro
para pagar a vista, mas avalia se ndo seria melhor aplicar o dinheiro do valor a vista
(ou até um valor menor), em um investimento, com rentabilidade de 10% ao semestre,

resgatando os valores a medida que as prestagoes da opgdo escolhida fossem vencendo.

Apds avaliar a situagdo do ponto financeiro e das condi¢cées apresentadas, Arthur

concluiu que era mais vantajoso financeiramente a op¢do

a- 1;
b- 2;
c- 3;
d- 4;
e- 5.

Solucao: Considerando a data de compra como a data focal (data escolhida para

comparacdo), vamos fazer uma analise sobre os valores dos pagamentos em cada opgao.

Opcao 1: R$55.000, 00;
Opgéo 2: 30.000 + (12i(())(,)2) =~ 53.636, 36;
20.000 N 18.000
(1+0,1)  (1+0,1)?
39.000
(1+0,1)?

Opcao 3: 20.000 +

= 53.057, 85;

Opcio 4: 15.000 + ~ 47.231, 40;

~ 60.000
" (1+0,1)2

Portanto, a melhor o opc¢do para Arthur é a opgéo 4.

Opcao 5 = 49.586, 78.

Atividade 5.15 (ENEM 2.009). Jodo deve 12 parcelas de R$150, 00 referentes ao cheque
especial de seu banco e cinco parcelas de R$80, 00 referentes ao cartdo de crédito. O gerente
do banco lhe ofereceu duas parcelas de desconto no cheque especial, caso Jodo quitasse
esta divida imediatamente ou, na mesma condi¢do, isto é, quitacdo imediata, com 25%
de desconto na divida do cartdo. Jodo também poderia renegociar suas dividas em 18
parcelas mensais de R$125, 00. Sabendo desses termos, José, amigo de Jodo, ofereceu-lhe
emprestar o dinheiro que julgasse necessdrio pelo tempo de 18 meses, com juros de 25%

sobre o total emprestado.
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A opg¢do que dd a Jodo o menor gasto seria
a - renegociar suas dividas com o banco.
b - pegar emprestado de José o dinheiro referente a quitagdo das duas dividas.
c - recusar o empréstimo de José e pagar todas as parcelas pendentes nos devidos prazos.

d - pegar emprestado de José o dinheiro referente a quitagdo do cheque especial e pagar as

parcelas do cartdo de crédito.

e - pegar emprestado de José o dinheiro referente a quitagdo do cartdo de crédito e pagar

as parcelas do cheque especial.

A divida total é de 12 -150+5 - 80 = 2.200. Com o desconto a divida passa a ser

1.500 + 300 = 1.800 reais. Vamos analisar o valor gasto por Jodo em cada item anterior.
Item a: Valor gasto: 18 - 125 = 2.250, 00 reais.
Item b: Valor gasto: 1.800 - 1,25 = 2.250, 00 reais.
Item c: Valor gasto: 1.800 + 400 = 2.200, 00 reais.
Item d: Valor gasto: 1.500 - 1,25 + 400 = 2.275, 00 reais.
Item e: Valor gasto: 300 - 1,25 + 1.800 = 2.175, 00 reais.

Logo, a opcao de menor gasto para Jodo € a opg¢ao do item e.



CONSIDERAGCOES FINAIS

Este trabalho foi desenvolvido para professores de Matematica dos ensinos basicos
com o objetivo de melhorar a compreenséo algébrica sobre os elementos que integram
a Matematica Financeira, em contrapartida as férmulas financeiras além do que elas

podem revelar em um estudo menos analitico.

O tema em Matemadtica Financeira procura explicar tépicos referente a calculos e
analises financeiras mais abrangentes, e esta proposta ao professor é uma abordagem
conceitual e explicativa, esperando que seja direcionada ao seus alunos, com o propdsito
de conhecer e entender, por exemplo, a melhor tomada de decisdo frente a situacoes de
financiamento, investimento ou o dinheiro vinculado ao tempo de trabalho que seria

necessario para alcancar determinado objetivo.

Em um cendrio cada vez mais com disponibilidade de compra ou aquisicdo de
crédito, porém com altas taxas de juros, mostra-se a necessidade de uma educacdo
financeira fundamentada na anélise e gestdo administrativa para um consumo planejado

e sustentavel.

Neste trabalho o professor contara com atividades analiticas e computacionais que
buscam estimular o entendimento do contetido e a convivéncia dos alunos com o
tema. Bem como, explorar e assimilar os conceitos da Matemadtica Financeira, cuja
intencao € iniciar a compreensdo do aluno as particularidades dos elementos financeiros

e aproveitar potenciais pedagdgicos para uma ampliacdo do conhecimento.

Enfim, desejamos que essa dissertacdo contribua para o ensino da Matematica Fi-
nanceira que € tdo importante para uma boa gestao financeira pessoal. Inclusive, que
seja motivadora para futuras criacGes relacionadas a softwares, pesquisa nessa area ou

desenvolvimento do ensino em sala de aula.
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

A transformada de Laplace de uma funcéo f(x), denotada por £{f(x)}, é definida

por

L{f(x)}= /Ooo f(t)e stdt = F(s), s > 0, (A.1)

onde L denota o operador transformada de Laplace. A varidvel s pode assumir valores

complexos, mas nos restringiremos ao caso real.

O operador transformada de Laplace tem vérias propriedades. Por exemplo, £ é um

operador linear, isto é,

L{af(x) £bg(x)} = aL{f(x)} £bL{g(x)},

onde a e b sdo constantes e f(x) e g(x) sdo funcdes as quais a transformada de Laplace
existe. A segunda propriedade da transformada de Laplace é chamada de first shifting

property, e é expressada por

L{e" f(x)} = F(s —a), s > 0. (A.2)

A terceira propriedade € a second shifting property, que pode ser expressa como

L{f(x)} =e ®F(s). (A.3)
Antes de lidarmos com a existéncia da transformada de Laplace, daremos alguns
exemplos.

Exemplo A.1. Calcule a transformada de Laplace das seguintes fungoes:
a- f(x) = k)
b- f(x)=e",
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onde k e a sdo constantes.

Solugdo:

a - Aqui, temos

L{k} = / ke *'dt = lim / ke *'dt = lim [<_ke—5f>
0 C— 00 O cC— S

b - Para a segunda fungdo f(x) = e"*, calculamos

(o] Cc
L{e"} = / ee~stdt = lim [ e~ =gt
0

c— JO

c
1 1
= lim [(—e_(s_”)t> ‘ ] = ——, paras > a.
c—yo0 s—a o s

Teorema A.2. Se a fun¢do f(x) é uma fungdo continua por partes em um intervalo
finito 0 < x < N e |[e"* f(x)|< M quando x — oo, entdo a transformada de Laplace
L{f(x)} = F(s) definida pela equagdo (A.1) existe para s > .

Demonstragdo. Como f(x) é continua por partes, a funcdo e~** f(x) é integrdvel em um
intervalo finito do eixo x. Além disso, f(x) € uma funcdo da ordem exponencial, isto &,
[f(0)|< e M.

Dai, para s > «, vale

M

s—a

[L{f(x)}] = ‘ /0 ) f(t)e‘“dt‘ < /O Tl tar < m /O " ertestgr =
O

Definicdo A.3. Seja f(x) uma fungdo a qual existe a transformada de Laplace L{f(x)} =
F(s). Entdo f(x) é chamada transformada inversa de Laplace de F(s) e serd denotada
por L7, isto é, f(x) = L7{F(s)}.

Para calcular a transformada inversa de Laplace, na maioria das vezes, precisaremos

expressar uma funcéo racional em termos de sua expansao por fracoes parciais.

Exemplo A.4. Encontre a transformada inversa de Laplace da fungdo

2s—3
Fis) = 2 —-3s—4"



TRANSFORMADA DE LAPLACE

Solugdo: temos

2s
-1
Exemplo A.5. Encontre £ {(52+1)(s7~+4) }

Solugdo: aplicando o método das fragbes parciais,
2s As+B Cs+D
(s2+1)(s2+4) Tl 244
(As + B)(s?> +4) + (Cs + D)(s> + 1)
B (2 +1)(s2+4)

Assim obtemos
25 = (As + B)(s*> + 4) + (Cs + D)(s* + 1).
Ordenando os termos em poténcias de s e comparando ambos os lados da equagdo, apds

uma verificacdo fdcil (mas tediosa) obtemos

A=—B=§,C=D=O.

Dai

_ 2 2, 2, 2
. 1{(52+1)(552+4)}=3£ 1{5211}_?6 1{SZS+4}:g(cos(x)—cos(Zx)).

Em geral, o processo de encontrar as constantes leva tempo. Em seguida, usaremos a

convolugdo para acelerar esse processo.

Para x > 0, seja f(x) uma funcéo continua por partes e de ordem exponencial. Porém,
a ordem exponencial da funcdo f(x) ndo implica que as suas derivadas também tem
ordem exponencial. Por exemplo, f(x) = sin(exz) é de ordem exponencial mas suas
derivadas ndo tem essa propriedade. Apesar disso, impondo condicoes mais fortes sob

a funcéo f(x), como as do Teorema A.2, pode-se provar o seguinte resultado:

Teorema A.6. Seja x > 0, f(x) uma fungdo continua e f'(x) uma fungdo continua por

partes. Além disso, suponha que f e f' sdo de ordem exponencial quando x — co. Entdo
L{f' ()} =sL{f ()} — £O). (A4)

De maneira andloga, se f e f’ sdo fun¢des continuas, e as condi¢des do Teorema A.6

para f’ continuam validas para f”, vale

L{f"(x)} = s>L{f(x)} — sf(0) — f(0). (A.5)
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Estes resultados podem ser estendidos para derivadas de ordens maiores:
L{f0)} =" L{f(0)} =" £(0) =" 2f(0) — ... — f@D(0). (A.6)

A equacdo (A.6) representa uma relacdo fundamental para a aplicagédo da transfor-
mada de Laplace para resolver EDO’s com coeficientes constantes. A equacao diferencial
é transformada em uma expressdo algébrica em termos de s, e a solucdo da EDO é

obtida através da transformada inversa de Laplace, discutida anteriormente.

Teorema A.7. Seja f(x) uma fungdo satisfazendo as condigbes do Teorema A.2. Entdo

{ / ) dt} ), (A7)

Demonstragdo. Seja g(x) = fox f(t)dt. Logo g'(x) = f(x). Como g(0) = 0, temos

L{g'(x)} =sL{g(x)} — g(0) = sL{g(x)}.
Logo

LigW) = LLIFW) = LL{w) = T,

O]

Descrevemos a transformada de Laplace em termos de derivacdo e integracdo. No
calculo avancado, pode-se provar que € possivel derivar e integrar a transformada de
Laplace. Por exemplo, se F(s) = fooo f(t)e~stdt, usando a regra de Leibniz para derivacio

e integracdo, temos

Fi(s) = — /O (e St = /0 T (—tf@)e St = L{—xf ()},

ou seja, a transformada de Laplace correspondente a f(x) multiplicado por (—x). Da

mesma maneira, a segunda derivada é

F'(s) = / 2F(te " dt = / (Ef(E)e"tdt = L{x2f(x)).
0 0
Com estes calculos, podemos formular o seguinte teorema:

Teorema A.8. Seja f(x) e suas derivadas satisfazendo as condigdes do Teorema A.2. Entdo

F(s) = L{(—x)"f(x)}.
Esta equagdo pode ser reescrita como

L{x"f(x)} = (=1)"F")(s). (A.8)



TRANSFORMADA DE LAPLACE

Como observado, para obter a inversa da transformada de Laplace de F(s), o método
de fracOes parciais pode ser utilizado. Em geral, essa expansdo ndo € dificil, mas
consiste de um processo penoso e demorado. Assim, vamos introduzir o conceito de
convolucao que pode ser usado ndo apenas para calcular a inversa de um produto de
duas transformadas mas também para resolver algumas equacoes integrais que estao

na forma de integral de convolucao.

Definicdo A.9. Sejam f(x) e g(x) fungdes continuas por partes. A convolugdo f * g das
fungdes f e g é definida Por

Frg= /0 F(Bg(x — bydt.
A convolugdo f * ¢ tem as seguintes propriedades:
o fxg=gxf (lei comutativa),
o fx(gxh)=(fx*g)x*h (lei associativa),
o fx(g+h)=fxg+f=h (lei distributiva).

O préximo teorema € um resultado fundamental que relaciona a transformada de

Laplace com a convolugéo:

Teorema A.10. Se L{f(x)} = F(s) e £{g(x)} = G(s), entdo
LYF@E)G)) = /0 " F(B)g(x — bt (A.9)
Demonstracdo. Temos
c { /0 F(Hg(x — t)dt} - /0 o { /0 F(Hg(x — t)dt} dx.
Segue que
c { /0 F(Hg(x — t)dt} - /O /0 e~ f(t)g(x — Ddtdx. (A.10)
Agora, se assumirmos que x = u + ¢, entdo (A.10) vira

X B B [ee] (o] 7S(u+)
/:{ /0 Flhg(x t)dt}— /0 /0 ¢S £(1) g (u)dtdit,

A integral dupla do lado direito da equac@o pode ser escrita como o produto de duas

integrais. Entdo

c { | rrge - t>dt} = [T [T e g = £{FW) ().
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Mas £{f(x)}£{g(x)} = F(s)G(s). Logo

e [ g arh = FoGe),

completando a prova.

Retomemos o Exemplo A.5. Nosso objetivo é calcular

1 2s
£ {(52+1)(sz+4)} ’

1 2s o s 2
£ {(52+1)(52+4)}_£ {sz+1xsz+4}

e usando o teorema A.10, o resultado é

Escrevendo

2 X 2
L1 {Szi T X 52-1-4} = /0 cos(x — t)sin(2t)dt = g(cos(x) — cos(2x)).
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