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RESUMO

MILANI CABRAL, Thiago Os Trabalhos Envolvendo Os Numeros De Stirling. 2019. 58
f. Dissertagao (Mestrado em PROFMAT) — Instituto de Matematica e Estatistica
, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

Neste trabalho iremos apresentar os nimeros de Stirling de primeiro e segundo
tipos, suas propriedades e identidades, e demonstrando algumas delas. Além disso sera
apresentada a relacdo desses ntimeros com os nimeros de Bell, nimeros Harmonicos e
numeros de Lah. Também sera tratatado parcialmente um problema que relaciona certa
equagao diferencial com nimeros de Stirling.

Palavras-chave: Numeros do Stirling do primeiro tipo. Nimeros do Stirling do segundo

tipo. Numeros de Bell. Numeros Harmoénicos.



ABSTRACT

MILANI CABRAL, Thiago Work Involving Stirling Numbers. 2019. 58 f. Dissertacao
(Mestrado em PROFMAT) — Instituto de Matematica e Estatistica
, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

In this dissertation we will present Stirling numbers of the first and second types, their
properties and identities, some of which will be demonstrated. In addition, the relati-
onship of these numbers to Bell numbers, Harmonic numbers an Lah numbers will be
presented. We will also partially address a problem that relates a certain differential
equation to Stirling numbers.

Keywords: Stirling numbers of the first kind. Stirling numbers of the second kind. Bell

numbers. Harmonic numbers.
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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é apresentar a teoria combinatéria desenvolvida por
Stirling, os nimeros de Stirling de primeiro e segundo tipos, suas propriedades, relagoes

e algumas de suas aplicagoes.

Este trabalho sera dividido em parte historica e mais trés capitulos, na primeira
parte é apresentada a historia de James Stirling, suas publica¢des e contextos que permi-

tiram a realizacao de tais trabalhos.

No segundo capitulo, sera apresentado o conceito de ciclos em uma permutacao
e posteriormente a definicio dos ntimeros de Stirling de primeiro tipo, sua relacao de

recorréncia e algumas propriedades demonstradas por inducgao.

No terceiro capitulo, serd apresentado o conceito de particdo de um conjunto,
necessario para a definicio do niimero de Stirling de segundo tipo. Definiremos a relagao
de recorréncia e algumas propriedades, bem como suas demontracoes por indugao, e por

ultimo sera definida a relagdo entre os dois tipos de ntiimeros de Stirling.

No quarto capitulo sera abordada a relagdo dos nimeros de Bell, dos niimeros
harmonicos e dos nimeros de Lah com os nimeros de Stirling de segundo tipo. Serd

apresentada uma aplicacao relacionada a equagoes diferenciais.
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1 HISTORIA

1.1 JAMES STIRLING

[1] Nascido em maio de 1692 no Garden, em Stirlingshire ou Condado de Stirling,
na Escocia. Filho de Archibald Stirling e Anna Hamilton. James era seu terceiro filho
e ele nasceu na propriedade da familia em Garden, cerca de 20 km a oeste da cidade
escocesa de Stirling. A familia era forte defensora da causa jacobita e isso teria uma
influéncia significativa na vida de James Stirling.

A causa jacobita foi a do rei dos Stuart, James II (da Gra-Bretanha - James VII
da Escécia: Jacobus em latim), exilado apdés a Revolugdo de 1688 e seus descendentes.
A Escécia uniu-se a Inglaterra e Gales em 1707. Os Stuarts eram catolicos escoceses,
mas catoélicos romanos e, portanto, tinham apenas um apoio limitado. Eles, no entanto,
ofereceram uma alternativa a coroa britdnica com um tribunal exilado na Franca, que
tinha forte apoio de muitos como a familia Stirling. Quando James Stirling tinha cerca de
17 anos, seu pai foi preso e acusado de alta traicao por causa de suas simpatias jacobitas.
No entanto, ele foi absolvido das acusagoes.

Nada se sabe da infancia de Stirling ou de seus anos de graduagao na Escocia. A
primeira informacao definitiva que sabemos é que ele viajou para Oxford no outono de
1710 para se matricular la. Na verdade, Stirling matriculou-se no Balliol College Oxford
em 18 de janeiro de 1711 como um Snell Exhibitioner.

Alguns livros afirmam que Stirling estudou na Universidade de Glasgow. No en-
tanto, isso nao é absolutamente certo. Tweddle [2] observa que um estudante com o nome
"James Stirling"matriculado na Universidade de Edimburgo em 24 de marc¢o de 1710, nao
se formou, e que possui uma assinatura semelhante a do matematico.

Em 1717 Stirling publicou seu primeiro trabalho lineae tertii Ordinis Neutoniana
que estendeu a teoria de Newton para curvas planas de grau 3, adicionando 4 novos
tipos de curvas as 72 estudadas por Newton. No trabalho ha outros resultados que
Stirling obteve. H4 resultados na curva de descida mais rapida, resultados na catenaria
(em particular relacionando esses problemas com o de colocar esferas em um arco) e
resultados em trajetérias ortogonais. O problema das trajetérias ortogonais foi levantado
por Leibniz e muitos matematicos trabalharam no problema, além de Stirling, incluindo
Johann Bernoulli , Nicolaus (I) Bernoulli , Nicolaus (II) Bernoulli e Leonard Euler .
Sabe-se que Stirling resolveu o problema no inicio do ano de 1716.

No final de 1724, Stirling viajou para Londres, onde permaneceu por dez anos.
Foram dez anos em que Stirling foi muito ativo matematicamente, correspondendo a
muitos matematicos e desfrutando de sua amizade com Newton . Newton propds Stirling

para uma bolsa da Royal Society of London e, em 3 de novembro de 1726, Stirling foi
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Figura 1 - Methodus

Methodus Differentialis :

SIVE

TRACTATUS
SUMMATIONE

ET

INTERPOLATIONE

Ser1ErRUM INFINITARUM.

Avcrore JACOBO STIRLING, R.S.§,

LONDINI :
Typis Gur. Bowvex.

Impenfis G. STRANAN ad Infigne Globi aurati ¢ regione
Excoméii Regalis, M pccxxx.

Fonte: https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/mathematical-
treasure-letter-and-visiting-card-

of-augustus-de-morgan

eleito.

No periodo que esteve em Londres, Stirling publicou sua obra mais importante
Methodus differentialis em 1730, Figura 1. O livro foi escrito em Latin, foi um dos livros
mais cientificos da época. Ele contém intmeros resultados e idéias das quais Stirling é
lembrado até hoje (os nimeros de Stirling, a férmula de interpolacao de Stirling, a férmula
de Stirling para Inn!), mas também intimeros materiais sobre transformacoes de séries e
processos limitantes. Séries fatoriais inversas, séries hipergeométricas e séries assintéticas.
Interpolacao e quadratura sao discutidos e ha uma impressionante colecao de calculos para
ilustrar a eficacia dos métodos apresentados.

O livro de Stirling foi bem recebido por seus contemporaneos. Houveram citagoes
e utilizacao de seus resultados em alguns trabalhos de Euler e De Moivre. O trabalho
de Stirling foi baseado no livro "Methodus Differentialis"de Newton no qual ele apresenta
proposicoes sobre formulas de interpolagao e quadratura.

Um dos principais objetivos do livro foi considerar métodos de acelerar a conver-
géncia de séries. Stirling observa no Prefacio que Newton considerou esse problema. Como
um exemplo do problema que ele esta tentando resolver, Stirling d&4 o exemplo da série
que havia sido estudada por Brouncker em seu trabalho na area sob uma

2 [2n (2n — 1)]
hipérbole . Stirling escreve, em Methodus differentialis , que:
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...se alguém encontrasse um valor exato desta série para nove lugares ... eles
precisariam de mil milhoes de termos; e esta série converge muito mais rapido

que muitos outros ...

Muitos exemplos de seus métodos sao fornecidos, incluindo a série de Gregory-Leibniz:

Tl 1 11
4 3 5 79

e ele também da um teorema para tratar a convergéncia de um produto infinito.
Incluido neste trabalho sobre aceleracao da convergéncia ¢ uma discussao sobre os métodos
de De Moivre.

O livro contém outros resultados sobre a funcdo Gamma e a funcao Hipergeo-
métrica. De Moivre publicou Miscellanea Analytica em 1730. Stirling escreveu para De
Moivre apontando alguns erros que ele havia feito em uma tabela de logaritmos de fatoriais
no livro e também contando De Moivre sobre o Exemplo 2 a Proposicao 28 do Metho-
dus Differentialis. De Moivre foi capaz de estender seus resultados anteriores usando as
idéias de Stirling e publicou um Suplemento a Miscellanea Analytica alguns meses depois.
Claramente Stirling e De Moivre regularmente correspondiam por volta dessa época em
setembro de 1730, Stirling relata o episédio e os novos resultados de De Moivre em uma
carta para Gabriel Cramer .

Euler escreveu a Stirling em 8 de junho de 1736 de Sao Petersburgo. Abaixo

encontra-se sua carta em que ele da sua opinido sobre o trabalho de Stirling:

... quanto mais aprendi com seus excelentes artigos, que vi aqui e ali em suas
Transagoes, sobre a natureza das séries, um estudo no qual realmente gastei
muito esforco, mais gostaria de me familiarizar com vocé para que eu pudesse
receber mais de vocé e também enviar minhas proprias deliberacoes para o seu
julgamento. Mas antes de escrever para vocé, procurei com grande entusi-
asmo por seu excelente livro sobre o método das diferencas, uma revisio que
eu havia visto pouco tempo antes na Acta Lipsiensis, até atingir meu desejo.
Agora que o li atentamente, estou verdadeiramente espantado com a grande
abundancia de excelentes métodos contidos em um volume tdo pequeno, por
meio do qual vocé mostra como somar as séries convergentes com facilidade
e como interpolar as progressoes que sao muito dificeis de lidar. Mas especi-
almente agraddvel para mim foi a proposicio XIV de partel em que vocé da
um método pelo qual séries, cuja lei de progressio nem sequer é estabelecida,
pode ser resumida com grande facilidade usando apenas a relagdo dos ultimos
termos, certamente este método se estende amplamente e é de grande utili-

dade. De fato, a prova dessa proposicao, que vocé parece ter deliberadamente
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Figura 2 - Tabulam1

Tabulam priorem.

x|x111|1 x|x&c.

15 | 31 | 63 | 127 | 255 | &c.

7
1| 6] 25| g0 |301| 966 | 3025 | &c.

1| 10| 65 | 350] 1701 | 7770 | &c.

1 | 15 |140| 1050 | 6951 | &c.
1 | 21 | 266 | 2646 | &c.
1 28 | 461 | &c.

1 36 | &c.
1 | &c.
&c

retido, me causou enorme dificuldade, até que finalmente consequi, com muito
prazer, extrai-la dos resultados precedentes, razao pela qual ainda nao consequi

examinar detalhadamente todas as proposicoes subsegiientes

Além do seu livro mais famoso, Stirling publicou outras obras tais como: The
Differential Method: Or, A Treatise Concerning Summation and Interpolation of Infinite
Series, E. Cave, London 1749 e Of the Figure of the Earth, and the Variation of Gravity
on the Surface, Philosophical Transactions 39, 1735.

Stirling foi eleito membro da Royal Academy of Berlin, em 1746. Em 1753, ele
renunciou a Royal Society como ele estava em divida com a sociedade e nao podia mais
pagar as assinaturas anuais. Custou-lhe 20 libras para renunciar.

James Stirling faleceu aos 78 anos no dia 5 de dezembro de 1770 em Edimburgo.

Stirling e seus niimeros

Como visto em [3], o nome “nimeros de Stirling” vem do matemético dinamarqués
Niels Nielsen (1865-1931). Na pagina 68 de seu livro, Nielsen atribui esta nomenclatura,
a Stirling. No comego de seu livro, Stirling estudou cuidadosamente os coeficientes A"

na sentenca
M =AT2 4+ AV2(z - 1)+ AT 2(z —1)(z —=2)+ - -+ Al2(z— 1) - (z —m + 1),

ondem =1,2,--- . Na pagina 8 ele apresentou a tabela dada na Figura 2 contendo alguns
desses coeficientes. Nesta Tabela m varia horizontalmente, da esquerda para a direita, e

n verticalmente, de cima para baixo. Os niimeros dessa Tabela sao os que chamamos hoje
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Figura 3 - Tabulam?2

Tabula pofierior.
HLS -

2
6 It 6 ' 1
10 | 1

24 | 50 35
' 120 | 274 225 85 15 1
720 | 1764 | 1624 | 735 | 175 | 21 1
5040 | 13068 | 13132 | 6769 | 1960 | 322 | 28 1|

109584 | 10505667284 |22449] 4536 | 546 ~3(5I 1 l
&c. &c. & &c. &c. &e.

40320
&ec. &ec. &c. &c,

em dia de nimeros de Stirling de segundo tipo. Curiosamente, em seu livro a defini¢cdo

dos ntimeros de Stirling de primeiro tipo, sem sinal, veio apds os de segundo tipo.
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2 NUMEROS DE STIRLING DE PRIMEIRO TIPO

Neste capitulo iremos apresentar e definir os niimeros de Stirling de primeiro tipo
sem sinal, com sinal e as relagoes de recorréncia que eles possuem. Desenvolveremos
algumas propriedades para os ntmeros de Stirling de primeiro tipo, demonstrando os
teoremas e proposi¢oes por inducao.

Comegando pela explicagao dos niimeros de Stirling sem sinal, vamos considerar
o conjunto S = {1,2,3}, podemos descrever todas as permutagoes de S utilizando o
diagrama abaixo, onde a primeira linha representa o elemento do conjuntos S e a segunda

linha representa uma possivel permutacao. Com isso obtemos todas as permutagoes:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 2 31 31 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 3 2 2 13 3 21

Note que o conjunto S permite 6 permutagdes, ou seja, (o conjunto de todas a
permutacoes de 5),53 = 3! = 6 permutagbes, como foi dito anteriormente.
No segundo diagrama temos uma permutacao, onde o algarismo 2 esta no lugar do

1; o algarismo 3 estd no lugar do 2 e o algarismo 1 esta no lugar do 3, ou seja:

1 2 3
2 31

Para uma melhor compreensao, podemos representar a situagao acima utilizando
uma notacao que sera tutil na definicao de niimeros de Stirling de primeiro tipo, a saber,

ciclos em uma permutacao.

2.1 CICLOS EM UMA PERMUTACAO

Considere o conjunto {1,2,3,4,5,6} e a seguinte permutagao:

1 23456
21456 3

Note que o(1) = 2 e 0(2) = 1. Isto significa que, na primeira posi¢ao o segundo
elemento do conjunto deve ser posto, na segunda posi¢ao o primeiro elemento do conjunto
deve ser colocado, este comportamento é chamado de "ciclo". Observe também que o(3) =

4,0(4) =5,0(5) =6 e 0(6) = 3, isto significa que, na terceira posi¢gdo o quarto elemento
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do conjunto deve ser posto, na quarta posicao o quinto elemento do conjunto deve ser
colocado, na quinta posicao o sexto elemento deve ser colocado e, por fim, na sexta posicao
o terceiro elemento deve ser colocado, fechando assim mais um ciclo.

Podemos representar o primeiro ciclo por (12) ou (21), onde o segundo elemento
ocupa a primeira posicao e o primeiro elemento ocupa a segunda posicao, e o segundo
ciclo por (3456), ou (4563), ou ainda (5634), ou até (6345), mas nao como (4635),

pois representa um ciclo diferente do que foi apresentado no exemplo.

Definicao 1. Considerando o grupo P, das permutagoes sobre o conjunto I, = {1,2,--- n},
n > 2. Sejam ai,as,--- ,a, € I, inteiros distintos. Se o € P, é uma permutagdo tal que
o(ay) = ag,o(az) = c*(ay) = az, -+ ,0(a,_1) = " Yay) = a,,0(a,) = 0"(a1) = a1 e
o(x) =z, para todo x € I, — {aj,as, - ,a,}, entdo se diz que o é um ciclo de compri-
mento r e que {aj,as, - ,a.} é o conjunto suporte de o. Para designar a permutag¢do
assim definida, usaremos a notagdo (ajas---a,). Ser =2, entdo o é chamado de trans-

POSICao.
Exemplo 1. Consideremos em Ps a permutag¢do
1 23 45
41 3 25
como o(1) = 4,0(4) =2 eo0(2) =1, 0(3) =3 e g(b) = 5, entdo o é um ciclo de

comprimento 3 cujo conjunto suporte é {1,2,4}. Portanto, podemos escrever:

o=(142).
’ . 1 23 45 S
Exemplo 2. Consideremos em Ps a permutacio o = possui dois
21 4 5 3
ciclos:
12 3 45 1 2 3 45
(12) = ,(345) =
21 3 45 1 2 45 3

E importante notar que a notacdo de permutacio em ciclos pode ser escrita de
mais de uma maneira, desde que nao mude a sequéncia em que cada elemento aparece.
Por exemplo: (345) = (453) = (534), representam o mesmo ciclo de comprimento 3,
cujo conjunto suporte é {3,4,5}.

Dois ciclos, como (124) e (35), em Ps, cujos suportes sao conjuntos disjuntos, sao
chamados ciclos disjuntos.

Denotando por A, o conjunto de permutagoes de P, = {1, 2,--- ,n} que se
decompoem em k ciclos disjuntos. A Tabela 1 apresenta todas as 6 permutacoes separadas
em ciclos.

Podemos utilizar também uma notacao de mais facil compreensdao por meio da

seguinte situacao.
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Tabela 1 - Permutagoes de P3 em ciclos

k Az, A il
1 (123); (132) 2
2| (1)(23); (2)(13); (3)(12) | 3
3 (1) (2)B3) 1

Fonte: Autor.

Exemplo 3. Desejamos saber de quantas maneiras podemos distribuir trés pessoas em

duas mesas circulares idénticas, de modo que nenhuma mesa fique vazia.

Acomodando a primeira pessoa, temos duas possibilidades:

- A primeira pessoa ficara sozinha numa mesa.

- A primeira pessoa terda companhia.

No primeiro caso, temos que acomodar as duas pessoas restantes numa mesa. [sso
so0 pode ser feito de uma maneira. Logo:

(1)(23)

No segundo caso, a primeira pessoa tera a companhia da segunda pessoa: (12)(3)

Ou tera a companhia da terceira pessoa:

(13)(2) Portanto, temos 3 possibilidades para organizar essas pessoas em duas
mesas circulares indenticas sem que uma mesa fique vazia. Utilizando o mesmo raciocinio
do exemplo anterior para o caso de termos uma ou trés mesas, obtemos 2 e 3 possibilidades,
respectivamente, a saber:

(123); (132)

(1) (2) (3)

Com esse raciocinio, podemos definir os nimeros de Stirling de primeiro tipo.

Defini¢ao 2. Sejam n,k € N, com n > k > 1. Definimos |s(n,k)|' como sendo o
numero de Stirling de primeiro tipo, que nos da o total de permutagoes de n elementos em
k ciclos disjuntos ou, como no exemplo 2, o numero de maneiras de organizar n pessoas

em k mesas idénticas sem que uma mesa fique vazia.

Convencionando |s(n,0)| =1, |s(0,0)] =1 e |s(0,k)| =1

Utilizando esta definicdo, podemos construir a Tabela 2 e consequentemente a

Tabela 3 com os cinco primeiros nimeros de Stirling:

1 Os ntimeros de Stirling de primeiro e segundo tipos aparecem em alguns textos, especialmente em lingua

. - n n . ~ .
estrangeira, com as notacoes I e (7 respectivamente. Esta notagao, usada especialmente por

D.E.Knuth é devido ao fato que esses nimeros satisfazem a recorréncia triangular similar as conhecidas

relacbes dos coeficientes binomiais (Z) no Tridngulo de Pascal.



Tabela 2 - Numeros de Stirling de primeiro tipo

smk)[ | k=1 | k=2 | k=3 | k=4 | k=5
n=1 |s(1,1)] 0 0 0 0
n=2 |1s(2,1)] | |s(2,2)] 0 0 0
n=3 |1s(3,1)] | [s(3,2)] | |s(3,3)] 0 0
n=4 |[s(4,1)] ] ]s(4,2)] | |s(4,3)] | [s(4,4)] 0
n=>5 | [s(51)] | [s(52)] | |s(5,3)] | [s(5,4)] | |s(5,5)]
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Fonte: Autor.

Tabela 3 - Ntumeros de Stirling de primeiro tipo

ls(nk)| | k=1]k=2]k=3]k=4|k=5
n=1 1 0 0 0 0
n=2 1 1 0 0 0
n=3 2 3 1 0 0
n=4 6 11 6 1 0
n=5 | 24 | 50 | 35 | 10 1

Fonte: Autor.

Podemos utilizar uma representacao grafica para a compreensao dos ciclos. Onde
as seguintes imagens ilustram o nimeros de Stirling de primeiro tipo |s(n, k)| para k =
{1,---,5}. Por exemplo, na figura 4 temos as posigoes dos 5 elementos indicadas e a
troca de posicoes ¢ indicada pelo sentido da seta, onde o elemento 2 esta na posicao 1, o
elemento 1 esta na posicao 5, o elemento 5 estd na posicao 4, o elemento 4 esta na posicao
3 e, por fim, o elemento 3 esta na posicao 2. Quando o elemento for mantido na posicao

original, esta situagao serd representada por um ponto.

Figura 4 - Exemplo ciclo
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Figura 9 - |s(5,5)| =1 (5 objetos com 5

ciclos)

Os nimeros de Stirling de primeiro tipo respeitam a seguinte relagao de recorréncia:

Teorema 2.1. Sejam n e k numeros naturais, tais que n > k > 1, temos que:
|s(n, k)| =|s(n — 1,k —1)| + (n — 1)|s(n — 1, k). (2.1)

Demonstracao. Este teorema sera demonstrado de maneira combinatoéria.

Vamos dividir as permutagoes dos elementos de I,, = {1,2,...,n} com k ciclos em dois
grupos: primeiro grupo em que o elemento n forma um ciclo e os demais elementos de
I,1={1,2,...,n—1} formam k —1 ciclos, o que resulta em |s(n— 1, k—1)| permutagoes
dos elementos de I,, em k ciclos. No segundo grupo o elemento n nao forma um ciclo. Nesse
caso os elementos de I, formam k ciclos que resulta em |s(n — 1, k)| permutagoes, e em
cada dessas |s(n—1, k)| permutacoes o elemento n pode ser posicionado em n— 1 maneiras

diferentes, o que leva em (n — 1)|s(n — 1, k)| permutagoes e completa a demostracao. [

Com esta relagao ¢é possivel aumentar a Tabela 2, pois:
(6, 1)] = [s(5,0)] +5 x [s(5,1)]

=0+5x24

= 120,

|5(6,2)| = [s(5, 1) +5 x [s(5,2)]
=24+ 5 x 50
= 274,

s[(6,3)] = [s(5,2)] + 5 x |s(5, 3)]
=50 +5x35
= 225,

[5(6,4)] = [s(5,3)] +5 x [s(5,4)]
=35+5x 10
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Tabela 4 - Numeros de Stirling de primeiro tipo

ls(n,k)| | k=1 k=2 |k=3|k=4|k=5|k=6|k=T
n=1 1 0 0 0 0 0 0
n=2 1 1 0 0 0 0 0
n=3 2 3 1 0 0 0 0
n=4 6 11 6 1 0 0 0
n=>5 24 50 35 10 1 0 0
n==~06 120 274 225 85 15 1 0
n=7 720 1764 | 1624 735 175 21 1
Fonte: Autor.
= 85,
5(6,5)] = [s(5,4)] + 5 x |s(5,5)]
=10+5x1
= 15,
e assim sucessivamente, obtemos a Tabela 4
Proposicao 2.2. Seja n um numero natural, n > 1, temos que:
|s(n, )| = (n—1)!. (2.2)
Demonstrag¢io. Para n = 1, temos |s(1,1)| = 1 = 0!(por convengao).
Supondo valido para n = p, temos |s(p,1)| = (p — 1)!
Paran=p+ 1:
s(p+1,1)[ = [s(p,0)] + pls(p, 1)
= [s(p,0)[ + (p— 1)p!
= p.
O]

Proposicao 2.3. Sejam nek nimeros naturais, tais que n > k > 1, temos que:

n

> Is(n, k)| =n!. (2.3)
k=1

Demonstragcio. A demonstragao sera feita por inducgdo sobre n. Para n = 1, temos que

Is(1,1)] =1 =1

Supondo que o resultado seja valido para n = p > 1, ou seja:
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P
> Is(p, k)| = p!
k=1

Para n =p+ 1, temos:

p+1 p+1

Solstp+ LK) = D (s k = 1) +ps(p k)

k=1 k=1

p+1 p+1

_ ;; s(p, k — 1) + ;p.ls(n k)
_ kzi:]s(p, k)| +p§: s(p, k)

= p!_+p-(p!)
= plp+1)
= (p+1).

[]

Um outro modo de se obter os nimeros de Stirling, é utilizando polinémios. Con-

siderando " como sendo o fatorial crescente x de grau n:
"=z (r+1.(x+2). - (x+n-—1).

Para 1l <n <5, temos:

x(x+1)—x2+a:;
r.(z+1).(x+2) = 23 + 322 + 21;
z.(z +1).

z.( )

r+1).(x+2).(x +3) = ' + 623 + 112? + 6x;
z+1).(z+2).(x +3).(x + 4) = 2° + 102* + 3523 + 502% + 24x;

X
ZL’
l'
[L’
ZL’

= z.(z + 1)-(x +2). @+ n—1).(z+n) = [s(n,n)z" + [s(n,n — 1]z""! +
|s(n,n —2)[2"72 + -+ + [s(n, 2)|2” + [s(n, 1)|z.

Com estes resultados obtemos o seguinte teorema:

Teorema 2.4. Sejam n e k niumeros naturais, tais que n > k > 1, temos que:

n

" =x(r+1).(z+2). - (z+n—1)=|s(n,k)|z". (2.4)
Demonstragio. Para n =1 temos, |s(1,1)|z ==z

Supondo valido para n = p.



IP+1

[
= L=

I
M=

23

p

I; |s(p, ]C)’];k =P = rz(r+1).(x+2).--- (x+p—1)

Para n = p+ 1, temos:

= z(x+1).(z+2).- (z+p—1).(z+p)

|s(p, k)|2"(z + p)

b
Il
—

p
[s(p, k)|2"1 + D p.ls(p, k) |2*

k=1 k=1
p+1 P

= > Is(p k= D]a"+ > pls(p, k)2
k=2 k=1

[s(p, k= D|2" + [s(p, p) |27 + p.s(p, 1 Iw+zp| s(p, k

Eond
||
o

= '$+Z k=1 +pls(p, k))a* + |s(p, p) |2

= |s(p+ 1,1z + Z |s(p + 1,k)]zk +|s(p+1,p+ 1)]zP*

k=2
p+1

= > Is(p+ 1K)

k=1

Continuaremos com a definicdo de niimeros de Stirling sem sinal.

Definicao 3. Sendo n e k nimeros naturais, tais que n > k > 1, os numeros de Stirling

de primeiro tipo, com sinal, sio dados por s(n, k) = (=1)""%|s(n, k)|.

Podemos obter os niimeros de Stirling com sinal. Considerando z® como sendo o

fatorial decrescente x de grau n,

Para 1l <n <5, temos:

(z —2).(x = 3) = 2* — 62° + 112% — 6x;

(z —1)
2 =x.(r—1).(z —2) =2* - 32% + 2x;
(z —1)
( )(z —2).(z — 3).(x — 4) = 2° — 102" + 3523 — 502 + 24x;

2=z(r—1).(x—2).--- (x—n+1)
= s(n,n)z" + s(n,n — D)a" ts(n,n — 2)2" 2 + - + s(n,2)a® + s(n, 1)x.

De posse desses resultados obtemos a seguinte proposigao:
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Proposicao 2.5. Sendo n e k numeros naturais, tais que n > k > 1, os numeros de
Stirling de primeiro tipo, com sinal, sao definidos como os coeficientes s(n, k) do polinémio
que satisfaz a equagdo:

n

2 =>"s(n, k) 2" (2.5)
k=0
Demonstracao.
Pela lei da reciprocidade?, nés temos 22 = (—1)"(—z)". Entao,

n

et o= (=1)" Y |s(n, k)| (—2)"

k=0
= > (=1)"|s(n,k)|z" = s(n, k)a".
k=0 k=0
Portanto:

s(n, k) = (_1)n+k’5(n7 k)‘
Por outro lado (—1)"™* = (=1)"7*.

Assim concluimos que s(n, k) = (—=1)"7*|s(n, k)|.
[

Proposicao 2.6. (Recorréncia com sinal). Sendo n e k nimeros naturais, tais que

n >k >1 temos que:
s(n,k)=s(n—1,k—1)—(n—1)s(n—1,k) (2.6)

Demonstracao.

Sabemos que 2" = 2" '.(z —n+ 1)

dai,
s bt = (s ) o - 1)
k=0 k=0
- ]; s(n— 1, k) ()" — ’;m — Ds(n —1,k) ()"
— ki stn—1,k —1)(z)" — :Zm —1)s(n —1,k)(z)*
_ kf:[s(n k1)~ (n—1)s(n— 1K)
= s(n,k)

2 A lei da reciprocidade nos mostra que da igualdade (—z)2 = (—z)(—2z—1) - -- (—z—n+1) = (—1)"x(x+
1)---(z+n—1), nés obtemos 22 = (—1)"(—xz)" e (—z)" = (—1)"z™



Tabela 5 - Numeros de Stirling de primeiro tipo com

sinal
s(nk) | k=1 k=2 k=3 =4 k=5
n=1 1 0 0 0 0
n =2 -1 1 0 0 0
n = 2 -3 1 0 0
n=4 -6 11 -6 1 0
n=>5 24 -50 35 -10 1

Fonte: Autor.

Assim podemos reformular a Tabela 5

Proposigao 2.7. Seja n um nimero natural, tal que n > 2, temos que:

Is(n,n —1)| = <Z>

Demonstra¢io. Para n = 2, temos |s(2,1)] = — =1

Supondo valido para n = p, temos |s(p,p — 1)| =

2!
210!

Paran=p+ 1:

|s(p+1,p)|

Proposicao 2.8. Sejam n um numero natural, tal que n > 3, temos que:

s(p,p — 1)| + p.[s(p, p)|
p!
2!(p — 2)!
p-(p—1).(p —2)' 4+ 2p(p — 2)!

(p+1)!
20((p+1) —2)I

[s(n,n — 2)] = i(gn ) @

Demonstragio. Para n = 3, temos |s(3,1)] = 2.

p!
2l(p — 2)!

25

(2.7)

(2.8)
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1
Supondo valido para n = p, temos |s(p,p — 2)| = Z(?)p —1) (g)
Paran=p+ 1:

ls(p+1L,p—=1)] = |s(p,p—2)]+p.|s(p,p—1)]
_ i(3p_1>p-(p— (p=2)  prp—1)

; 2
p(p—1) [3p2+5p+2]
4 6
~ plp—1) l(p+1)(3p+2)]
4 6

(p+ p(p—1)
31

1 (p+1)!
= B+l - 1)3!((p+ 1) —3)!

_ i(S(p-Fl)—l)(p—;l).

1
— “(3p+2
4(p+)

Proposicao 2.9. Sejam n um numero natural, tal que n > 2, temos que:

Is(n,n — 3)| = @ @ (2.9)

41 4!
Demonstragio. Para n = 4, temos |s(4,1)| = 2214101

| |
Supondo vélido para n = p, temos |s(p,p — 3) P P

= 20(p — 2)1 4dl(p— 4)!’

Paran=p+ 1:

s(p+1,p=2)] = [s(p.p—3)|+pls(p,p—2)|
p! p! 1 p!

= “(3p—1)—2

2 — 2 i — 2 PP~ Vi, —a

plp—Uplp—1)(p—2)(p—3)  pBp—1pp—1)(p—2)

_ I T 24
_ P —i;(p ) [(p—1)(p—3) +2(3p — 1)]
_ P+ )*p-1Dp—2)
48
_ (+p(+1plp—1)(p—-2)
2 4l

p+1! (p+1)!
2(p — 1)1 4l(p — 3)!
(p+1)! (p+1)!
2((p+1) —2)14l((p+1) —4)
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3 NUMEROS DE STIRLING DE SEGUNDO TIPO

Neste capitulo iremos apresentar e definir os nimeros de Stirling de segundo tipo,
estudar suas propriedades, as relagoes de recorréncia que eles posuem e sua relagao com os

ntmeros de Stirling de primeiro tipo. Construiremos também tabelas com esses niimeros.

3.1 PARTICAO DE UM CONJUNTO

Seja A um conjunto nao vazio. Uma particao de um conjunto A é qualquer cole¢ao

C' de subconjuntos nao vazios de A dotada da seguinte propriedade:
todo elemento de A pertence a um e apenas um dos elementos de C'.

Assim, uma colecao de conjuntos C' = {A;, Ay, -+, A} é uma partigao (finita) do
conjunto A, se as seguintes condicoes forem simultaneamente satisfeitas:

(1)A; # D, para i =1,2,--+ n;

(2)A; C Aypara i =1,2,--+ ,n;

(B)A=A1UAU---UA,;

(4) Ay, Ag, - -+, A, sdo mutuamente disjuntos, isto é, A, N A; = @,
para i # j,comi,j =1,2,--- n.

Exemplo 4. No conjunto A ={1,2,3,4,5,6,7} , os subconjuntos P, = {1,2},

Py ={3,4,5} e P3 = {6,7} é uma partigio de A. Entretanto Py = {1,2,3},

Ps = {3,4,5} e Ps = {6,7} ndo é uma particio de A pois Py N Ps = {3} # 0. Também
P, = {1,2,3}ye Py = {5,6,7} ndo é particio de A pois o elemento 4 nao pertencem a

nenhum dos P;.

Exemplo 5. De posse do conjunto B = {1,2,3,4,5}, vamos determinar todas as parti¢oes

do conjunto B em 2 subconjuntos.

{1},1{2,3,4,5};
{2},{1,3,4,5};
{3},{1,2,4,5};
{4},1{1,2,3,5};
{5},{1,2,3,4};
{1,2},{3,4,5};
{1,3},{2,4,5};
{1,4},{2,3,5};
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{1,5},{2,3,4};
{2,3},{1,4,5};
{2,4},{1,3,5};
{2,5},{1,3,4};
{3,4},{1,2,5};
{3,5},{1,2,4};
{4,5},{1,2,3}.

Sendo possivel formar 15 subconjuntos utilizando o conjunto B. Com esses dois

exemplos podemos apresentar os nimeros de Stirling de segundo tipo.

Definicao 4. Sejamn,k € N, com n > k > 1. Definimos o niumero de Stirling de sequndo
tipo S(n,k) como sendo o numero de particoes de um conjunto com n elementos em k

subconjuntos ndo vazios. Sendo, por convengio, S(n,0) =0,5(0,0) = 1.

Podendo ser definido também como o nimero de maneiras de distribuir n distin-
guiveis objetos em k caixas indistinguiveis (com o niimero de caixas que nao vazias iguais

a1l <k <n), como segue no exemplo:

Exemplo 6. De quantas maneiras podemos colocar quatro funciondrios diferentes em
um, dois, trés ou quatro escritorios indistinguiveis, quando cada escritorio pode conter

qualquer nimero de empregados, mas que nenhum fique vazio?

Representando os funcionarios por A, B, C e D. N6s podemos alocar todos os quatro
funciondrios em um escritério exatamente de uma maneira S(4, 1) = 1, representado por
{{A,B,C,D}}.

Nos podemos alocar trés empregados em um escritorio e o quarto empregado em um
escritorio diferente de exatamente quatro modos distintos, representado por {{A, B,C}},{D}};
[{A, B.D}}.{C}}: {{A.C. D}}.{B}} e {{B,C, D}}.{A}}.

E nés podemos alocar dois empregados em um escritério e dois em um outro escri-
tério diferente de exatamente trés modos distintos, representado por {{A4, B}},{C, D}};
{{A,C}},{B,D}} e {{A,D}},{B,C}}. Totalizando S(4,2) = 7.

Consequentemente, nés podemos alocar dois empregados em um escritorio e cada
um em cada um dos dois escritorios restantes de seis maneiras diferentes, representando
por {{4,B}},{C},{D}}; {{A C}}, {B}{D}} ; {{A, D} {B},{C}} ; {{B.C}}, {A}L, {D}}
{{B,D}},{A},{C}} ; {{B,C}},{A},{B}}. Totalizando S(4,3) = 6.

Finalmente, nés podemos alocar os quatro empregados, um em cada escritorio,
representando por {A}, {B},{C} e {D}. Totalizando S(4,4) = 1.

Os resultados e demais possibilidades podem ser representados nas seguintes Ta-

belas 6 e 7, onde n representa o niimero de funcionarios e k o ntimero de salas:
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Tabela 6 - Numeros de Stirling de segundo tipo

Snk) | k=1] k=2 k=3 ] k=4
n=1 |S1,1)| o0 0 0
n=2 |S(21)]S22] o 0
n=3 | S3,1)]532) 533 | 0
n=4 | S41)]S4,2)]5(4,3) | S(4,4)

Tabela 7 - Ntimeros de Stirling de segundo tipo

Sk) | k=1]k=2k=3|k=4]k=5
n=1 1 0 0 0 0
n=2 1 1 0 0 0
n=3 1 3 1 0 0
n=4 1 7 6 1 0
n=>5 1 15 | 25 10 1

Podemos utilizar uma representagao grafica para a compreensao da situagao na
qual a ordem nao importa. Por exemplo as seguintes imagens ilustram o ntimeros de
Stirling de segundo tipo para S(5, k) para k = {(1,--- ,5}.

Por exemplo, na Figura 10 os elementos 1,2,4 e 5 formam uma parti¢ao e o ele-
mento 3 compoe uma particao isolada.

Os nimeros de Stirling de segundo tipo respeitam a relagdo de recorréncia:

Teorema 3.1. Sejam n ek niumeros naturais, tais que n >k > 1, temos que:
S(n,k)=Sn—-1,k—1)+k.S(n—1,k). (3.1)

Demonstracao. Este teorema sera demonstrado de maneira combinatoéria.
Considere um conjunto X com n elementos e seja x € X. Vamos separar as parti¢coes de

X em k subconjuntos nao vazios em dois casos: no primeiro caso o elemento x esta sozinho

Figura 10 - Exemplo de particao
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Figura 14 - S(5,4) = 10
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Figura 15 - S(5,5) =1

em um subconjunto, entao os outros n — 1 elementos devem ser distribuidos nos outros
k — 1 subconjuntos, assim existird S(n — 1,k — 1) partigdes em que z aparece sozinho.
No segundo caso o elemento x nao esta sozinho em um subconjunto, ele sera inserido em
um dos k subconjuntos nao vazios de X \ {z}. H& S(n — 1,k) maneiras de particionar
X \ {z} em k subconjuntos nao vazios. Para cada uma dessas partigoes, nés podemos
inserir o elemneto = em qualquer um desses k subconjuntos, totalizando k.S(n — 1,k)

possibilidades.
O

Com esta relagao ¢é possivel aumentar a Tabela 8, pois:

S(6,1) =5(5,0) +1 x S(5,1)
=0+1x1
=1;

5(6,2) = S(5,1) +2 x S(5,2)
=14+2x15
=31

S5(6,3) = S5(5,2) +2 x S(5,3)
=15+3x25
= 90;
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Tabela 8 - Numeros de Stirling de segundo tipo

Sk) | k=1]k=2k=3[k=4]k=5|k=6|k="7
n=1 | 1 0 0 0 0 0 0
n=2 | 1 1 0 0 0 0 0
n=3 | 1 3 1 0 0 0 0
n=4 | 1 7 6 1 0 0 0
n=>5 | 1 15 | 25 | 10 1 0 0
n=6 | 1 31 | 90 | 65 | 15 1 0
n=7 | 1 63 | 301 | 350 | 140 | 21 1

S(6,4) = S(5,3) +4 x S(5,4)
=25+4x10
= 65;
S(6,5) = S5(5,4) +5 x s(5,5)
=10+5x1
= 15;
S(6,6) = S(5,5) +5 x s(5,6)
=1+5x0
=1.
Os nimeros de Stirling de segundo tipo aparecem em alguns problemas. Como
visto em [4] Por exemplo, podemos utiliza-los para expressar poténcias z", com n € N,
utilizando fatoriais decrescentes de x. Representado por 2% = z(z — 1) --- (z —n + 1).

Escrevendo os quatro primeiros casos, obtemos:

2 = %

2 = %

2 = 2242l

3 = 224 3224 2l

= a2t 46+ T2+ 2t

Teorema 3.2. Sejam n e k numeros naturais, tais que n > k > 1, temos que:
2" =" S(n, k)2t (3.2)
k=1

Por convencao vamos considerar S(n,0) = S(0,k) = 0,S(n,k) = 0se k > ne
S(0,0) = 1.
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Demonstragio. Temos z.2t = 2L 4+ kak devido ao fato de 25 = zk(x — k); entdo,

supondo valido para n — 1, de z.2" ! obtemos:

n—1 n—1 n—1
2> S(n—1,k)a% = S(n— 1, k)" + 3" S(n — 1, k)kat
k=1 k=1 k=1

S(n—1,k—1)2E+>" S(n — 1, k)kak

k=1

(S(n— 1,k — 1)+ kS(n — 1,k)) 2

I
NE

bl
[|
I\

I
NE

=
Il
—

S(n, k).

I
M=

=
Il
—

]

Proposicao 3.3. Seja n um nimero natural, com n > 2, temos a sequinte propriedade

para os numeros de Stirling do sequndo tipo:
S(n,2) =2""1-1. (3.3)
Demonstracao. Para n = 2, temos:

S(2,2)=2*1-1=2-1=5(1,1)=1

Supondo véalido para n = p:

S(p,2) =2r"1 — 1.

Para n = p+ 1, temos:
Slp+1,2) = 25(p,2)+ 5, 1)
= 20277 1)) +1
= 2?-2+1
= 2P —1.

O

Proposicao 3.4. Seja n um nimero natural, com n > 2, temos a sequinte propriedade

para os numeros de Stirling do sequndo tipo:

S(n,n—1) = (Z) (3.4)

Demonstracao. Para n = 2, temos:

5(2,1) = ; =1
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Supondo valido para n = p:

p!
Sp,p—1) = Ap—2)°

Para n =p+ 1, temos:

Sp+1,p) = pSlp,p)+Sp,p—1)
p(p—1)

2
2p+p*—p

2

p(p+1)

2
(p+1)!
2(p— 1)1

]

Proposicao 3.5. Seja n um niumero natural, com n > 3, temos a sequinte propriedade

para os numeros de Stirling do sequndo tipo:

R |

S(n,3) = 2+ —2n (3.5)
Demonstracao.

Para n = 3, temos:

R
5(3,3) = Gl SN
2
3P 4+1 .
Supondo S(p,3) = - 2P~ valido paran =p > 3

paran =p+ 1:

S(p+1,3) = 3S5(p,3) + S(p,2)

_ <3p12+ 1 2p_1> (o)

p
_ 7 ;3—3(2p—1)+2p—1—1
3F +3
= ;—1—2(219—1)
e
2

]

Proposicao 3.6. Seja n um niumero natural, com n > 3, temos a sequinte propriedade
para os numeros de Stirling do sequndo tipo:
n(n —1)(n —2)(3n —5)

S(n,n—2) = 51 : (3.6)
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Demonstracao. Para n = 3, temos:

3.2.1.(3.3 = 5)

=1.
24

S(3,1) =

Supondo véalido paran = p :

S(p.p—2) = PP = 1)(292—42)(319 —5)

paran =p+ 1:

Sp+1p—-1) = Sp,p—-2)+@—-1)S{p,p—-1)
_ plp—1(p—2)(3p—5) p!
- 24 =g
plp—1)(p—2)(3p—5) N pp—1)°
24 9
plp—1)(p—2)(3p—5) + 12p(p — 1)
24
(p+1)plp—1)(3p —2)
24 '

3.2 FORMULA EXPLICITA PARA OS NUMEROS DE STIRLING DO
SEGUNDO TIPO

De acordo com [5], podemos determinar uma féormula explicita para S(n, k) por

meio da equagdo (2.1). Vamos utilizar Fy(z) = »_ S(n, k)z" para encontrar uma fungao
n=0
geradora para S(n, k).

Considerando k > 1 e multiplicando a Equagao (2.1) por z™:

S(n,k)=Sn—-1,k—1)+kS(n—1,k),

temos que:

S(n,k)z" =S(n—1,k—1)a2" + kS(n —1,k)z",

assim:

iS(n, k)x" = iS(n— 1k—1)z" + ik’S(n— 1, k)z"™.
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Portanto:

Fie(z) = xFy_1(z) + kxFy(x),

ou seja:

Fi(x) — kxFy(x) = xFj_1(x),

para todo k£ > 1.

Sabendo que para k = 0, temos Fo(z) = Y S(n,0)z" = S(0,0) =1

n=0

E fazendo £k =1,2,3,---. Obtemos:

Fi(a) = ——F)=1—;

B = 72500 = g ha -

B(x) = 72 B0) = g g i — s

Fula) = o (3.7

(1—2)(1—22)(1—3z) - (1 —kx)

O coefiente de 2™ na expansao de Fi(z) dada em (2.7) é o niimero de Stirling de

$k

(1 —2)(1—-2x)(1 —3x)--- (1 — kx)

geradora ordinaria para os numeros de Stirling de segundo tipo. Podemos observar que o

segundo tipo S(n, k) , entdo dizemos que ¢ a funcao

coeficiente de S(n, k) é equivalente ao coeficiente de 2"~* em:

1
(1—2)(1—2x)(1—3x)---(1—kax)

(3.8)

Vamos decompor (2.8) em fragdes parciais para obtermos uma forma explicita para
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S(n, k). Dessa forma, existem Ay, Ay, -+, Ar € N tais que:
1 Ay A, A, A
— 3.9
(1 —z)(1 —2x)(1 —3x)--- (1 — kx) 1—:15+1—2x+ +1—m°+ +1—k$’( )
assim,

A(1—-2z)---Q1—kx)+---+ A1 —2)---(1— (k- 1))
(1—2)(1—2x)---(1 — k) ’

ou seja:

1=A(1-22)---(1—kx)+--+A01-2)--1=(r-Dx)1—-(r+1z)+- -+

A1 —2) - (1 = (k—1)x). (3.10)
Fazendo x = S em (2.10) temos:
) o) o) ooent) (-8
ou seja,
w () () () ) ()
isto é,
A [(T - Dr-2)- ':k(_—ll)(—Q)“'(T - k’)] _1

A, - =1,

logo,

4 D
(r—1l(k—r)!

Reescrevendo A,.:

GO L G Y L A (O L C D Ly I B vr (K
Ar = (r—D'k—r)lr  (Nk—-7)E H(_l) (7’) (3.11)
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Substituindo (2.11) em (2.9):

! ! Ly L G VA AT
(1—x)<1—2x)”'(1—kx)_,;A”u—m—z ! <r>(1—m)' (3.12)

r=

—_

Sabendo que:

1
(1 —rz)

=1+roz+r2a®+..-, (3.13)

substituindo (2.13) em (2.12):

1 1 1 1
Q1—z)(1-22) (1—ka) ZA’“@—m)

= zk:w<k>(1—l—rx+7’2$2+---). (3.14)

St k) =3 Tk(_kll)k_ <k> pnk ;' S (1) <k> (3.15)

S(n, k) = kl!Z?"n(_l)k’—r<k>

4

Zk:(k: - i)”(—l)i<k,:>.

Com isso podemos calcular os nimeros de Stirling de segundo tipo de forma explicita.

Teorema 3.7. Sejam n, k niumeros naturais, com n >k > 0, temos a sequinte proprie-

dade para os numeros de Stirling do sequndo tipo:

S(n, k) = ;‘ Z(k —3)"(=1)" <k> (3.16)
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3.3 RELACAO ENTRE NUMEROS DE STIRLING DE PRIMEIRO E
SEGUNDO TIPOS

De acordo com [6], em Algebra Linear, nés vemos que os polindmios em uma
variavel formam um espago vetorial de dimensao infinita. Uma base comum para esse
espaco é o conjunto de monoémios 1, z, 22,23, --- . Os polindmios de grau menor ou igual
a m formam um subspaco de dimensdao m + 1 com base 1, z,22%,--- , 2™,

Existe uma outra base para o espago de todos os polinémios, definida como
22, 2t 22, 22, - - - .Consequentemente podemos concluir que 22, o1, 22, - - - | 2™ formam uma

base para os polinimios de grau m. No capitulo 1 foi visto que

n

2 =>"s(n, k) 2,

k=0

sdo os numeros de Stirling de primeiro tipo s(n, k) para 0 < k < m, dispostos em uma

matriz triangular (m + 1) x (m + 1) formam uma transformagao linear que transforma a

base 1,x,2% -, 2™ na base 2%, 2, 22, - -+ | 2™,
s(0,0) 0 0 s(0,m) 1 Y
0 s(1,1 0 s(1,m x xt
0 s(2,1)  s(2,2) s(2,m) 2?2 | = 22
s(m,0) s(m,1) s(m,2) --- s(m,m) ™ xm

Assim, no caso m = 6,

1 0 0 0 0 0 0 1 x=
0 1 0 0 0 0 0 x rl
0 -1 1 0 0 0 0 x? 72
0 2 -3 1 0 0 0 2 | = 22
0 -6 11 —6 1 0 0 x? x=
0 24 -50 3 =10 1 O x° x2
0 —120 274 -—-225 8 —15 1 28 x>

Os numeros de Stirling de segundo tipo transformam o espago na dire¢ao inversa.

Sabemos que

n

" =" S(n, k)%,

k=0
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sao os numeros de Stirling de segundo tipo S(n, k) para 0 < k < m, dispostos em uma

matriz triangular (m + 1) x (m + 1) formam uma transformagcao linear que transforma a

base 2%, 21 22, --- 2™ na base 1,z,22,--- , 2™,
S(0,0) 0 0 S(0,m) z? 1
0 S(1,1 0 S(1,m rl T
0 S(2,1)  s(2,2) S(2,m) 2 | = 2?
S(m,0) S(m,1) S(m,2) --- S(m,m) T ™
Assim, no caso m = 6,
10 0 0 0 O O 29 1
01 0 0 0 0 O xt T
01 1 0 0 0 O 2 z?
01 3 1 0 00 2| = 23
01 7 6 1 0 O x4 xt
01 15 25 10 1 O 2 x?
01 31 90 65 15 1 28 20

s(0,0) 0 0 s(0,m) S(0,0) 0 0 S(0,m)

0 s(1,1 0 s(1,m 0 S(1,1 0 S(1,m

0 s(2,1)  s(2,2) s(2,m) 0 S(2,1)  s(2,2) S(2,m)

s(m,0) s(m,1) s(m,2) s(m,m) S(m,0) S(m,1) S(m,2) S(m,m)
1 00 0
010 0
=100 1 0
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Podemos concluir que as duas matrizes sao inversas Por exemplo, no caso m = 6:

1 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 O 100 00
0 1 0 0 0 0 0 01 0 0 0 0 O 01000
0o -1 1 0 0O 0 0 01 1 0 0 0 O 00100
o 2 -3 1 0 0 0 01 3 1 0 0 01]=10O0O0T1TO0
0 -6 11 -6 1 0 0 01 7 6 1 0 0 0 00O01
0 24 =50 3 —-10 1 0 0 1 15 25 10 1 O 000O0O 0
0 —120 274 —-225 8 —15 1 0 1 31 90 65 15 1 000O0O 0
Em outras palavras
m+1
> s(i, k)S(k,n) = 6, (3.17)
k=0
e
m+1
Z S(i,k)s(k,n) = i n. (3.18)
k=0
1, ifi=mn,
Onde 0;,, representa Kronecker — delta, 6, =
0, ifi#n.

Abramowitz e Stegun[7] apresentam as seguintes formulas simétricas que relacio-

nam os nimeros de Stirling de primeiro e segundo tipos de forma explicita. *

n-k n— ' n—
s(n, k) = jz:%(—l)j (n B ;ij) (nQ_ 1 _kj)s(n —k+3,75), (3.19)
S(n, k) _ 2(_1)j (Z : ]1 ij) <n2jbk__k]>3(n —k —{—],]) (3.20)

Estas formulas podem ser demonstradas utilizando a interpolacao de Lagrange,
usando o fato que S(n,n —m) e s(n,n —m) sdo polindémios em n de grau 2m, como visto
em [8].

3 Goldberg, K.; Newman, M; Haynsworth, E. (1972), "Stirling Numbers of the First Kind, Stirling Num-
bers of the Second Kind", in Abramowitz, Milton; Stegun, Irene A. (eds.), Handbook of Mathematical
Functions with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables, 10th printing, New York: Dover, pp.
824-825

S = O O O O O

- o O O o o o
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4 TRABALHOS ENVOLVENDO OS NUMEROS DE STIRLING

4.1 NUMEROS DE STIRLING E OS NUMEROS DE BELL

O niimero de maneiras de particionar um conjunto de n objetos rotulados, {1,2,--- ;n}
em k partes disjuntas nao vazias sao dadas pelo nimero de Stirling do segundo tipo S(n, k).
Por outro lado, o nimero Bell, representado por B, lista todas as particdes possiveis de

{1,2,--- ,n}. De [9] segue que
B, =>_S(n,k). (4.1)
k=1

Por exemplo, para o caso de n = 4 o conjunto {1,2,3,4} determina o tnico modo de

particionar {1,2,3,4} em um conjunto, ou seja S(4,1) = 1. Com o mesmo pensamento,

{{1}.{2,3,4}},
{2} {1,3,4}},
{{3}.{1,2,4}},
{4} .{1,2,3}},
{{1,2},{3,4}},
{{1,3},{2,4}},
{{1,4},{2,3}},

Vemos que S(4,2) = 7. No préximo

{142} {3,4}5,
{1}, {3}, {2,4}},
{1}, {4}, {2,3}},
{2}, {3}, {1 4}},
{2}, {4}, {1, 3}},
{3}, {4} . {1, 2}},

Obtemos S = (4,3) = 6. Por ultimo, {{1},{2},{3},{4}} representa o tinico modo de
obtermos a parti¢do do conjunto {1,2,3,4} em 4 subconjuntos, S(4,4) = 1. Logo:

4
Bi=Y SA4k)=1+7+6+1=15

k=1
Utilizando este resultado e a tabela dos numeros de Stirling de segundo tipo, podemos
obter outros nimeros de Bell, assim obtemos a Tabela 9:

Um outro modo de obtermos os nimeros de Bell é utilizando a relagao de recor-

réncia:
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Tabela 9 - Numeros de Stirling de segundo tipo e os

numeros de Bell

smk) [ k=1k=2k=3]k=4|k=5]k=6|k=7] B,
n=1| 1 0 0 0 0 0 0 | 1
n=2 | 1 1 0 0 0 0 0 | 2
n=3 | 1 3 1 0 0 0 0o | 5
n=4 | 1 7 6 1 0 0 0 | 15
n=>5 | 1 15 | 25 | 10 1 0 0 | 52
n==6 | 1 31 | 90 | 65 | 15 1 0 |203
n=71] 1 63 | 301 | 350 | 140 | 21 1| 877

Proposicao 4.1. Sejam n e k, nimeros naturais, tais que n > k > 0, os numeros de

Bell satisfazem a sequinte recorréncia:

B():l

B, = i (Z) B, (4.2)

k=0

Demonstragcio. Vamos demonstrar essa relagdo de forma combinatoria.

Analisando todos os casos possiveis das particbes em que o elemento n + 1 do conjunto
Iy ={1,2,-- ,n,n+ 1} forma um suconjunto sozinho, um subconjunto com mais um
elemento, um subconjunto com mais dois elementos e assim sucessivamente. Ao formar
uma particdo de I,,,; incluindo o subconjunto {n + 1} temos B,, parti¢coes dos elementos

restantes. No caso em que o elemento n + 1 estd na particao com outro elemento, ou seja

n
1

o elemento = e B, _; partigdes com os elementos restantes. Assim, para a particio com

a parti¢do inclui o subconjunto {n + 1,2}, =z € I,;1, temos ( ) maneiras de escolher

n+ 1 elementos, i.e. {n+1,1,2,3,...,n}, temos (Z) modos de escolher os elementos que

acompanham n + 1 no mesmo subconjunto. Portanto,

n n
Bn+1 = Bn+ <1>Bn—1++ (n)

_ <(1)>B N (?)Bn_l - (Z)Bm

usando a relagao (Z) = ( " ),

n—p

Boi=(")Bo+( " Bt + ("B "\ B,
n n—1 0 o \k

I
N
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Tabela 10 - Numeros Harmonicos

"1
n Z— H,
il
111 1
2 [141/2 3/2
311+1/2+1/3 11/6
41 14+1/241/3+1/4 25/12
5114+1/2+1/3+1/4+1/5| 137/60

Determinando alguns nimeros de Bell utilizando a definicao anterior:

By = 1;
O /1-1 0
B, = Z( L )Bk: 0)30:11=1,
k=0
L /1 1 1
B, = > A B = 0 By + ) Bi=11+11=2;
k=0
2 (2 2 2 2
By = > B = By + B, + By=11+21+12=5;
= \k 0 1 2
35.(3 3 3 3 3
By = > B = By + By + B, + B3=11+4+31+32+15=15;
= \k 0 1 2 3
/4 4 4 4 4 4
By = By = B B B B B
= 2 fe)m= (o) (o) (o) (5)m+ ()2
= 114+41+4+62+45+1.15=52;

4.2 NUMEROS DE STIRLING E OS NUMEROS HARMONICOS

Os nimeros harmonicos sao definidos como somas parciais da série harmonica:

1 1 1 "1
Hy=14+-+-+-+-—=> —comn>1

2 3 n o iok
Com isso podemos construir a Tabela 10 com os primeiros niimeros harmoénicos: Os
ntmeros harmonicos obedecem a seguinte relagao com os nimeros de Stirling de primeiro

tipo:

Teorema 4.2. Seja n natural, n > 1, temos que:

1
H, = —|s(n+1,2)]. (4.3)
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Demonstragio. Segue do Teorema 1.1 que para n+ 1 e k = 2, temos que:
s(n+1,2)| = [s(n, 1)] + n|s(n, 2)],
substituindo no Teorema 3.2:

1 stn+1,2)] s, )] +nls(n,2)]  [s(n,1)] | nls(n,2)]
E’S(”Jr L2)| = n! N n! ) + n!

Y

utilizando a Proposicao 1.2,

Lisn1,2) = n= Y

s(n,2)] 1 [s(n,2)]
n! n! 1

. B
+(n— Woono (n—=1)0

Utilizando novamente o Teorema 1.1,

1 1 s(n=11)|+ (n—1)[s(n —1,2)|
a|s(n+1,2)| = ﬁ+ (n— 1)
1 s(n—=1,1)] |s(n—1,2)]
] (=2

Utilizando a Proposicao 1.6 para n — 1, temos:
1 (=2 |s(n—1,2)
n (n—1)! (n—2)!
1

1
—fs(n+1,2) =

1 |s(n —1,2)]
n =) (=2

Utilizando o Teorema 1.1 e a Proposicao 1.6, de forma andloga temos:

1 1 |s(n — 2,2)|
=1 (=2 (=3

1 1
st 1,2) = -

Repetindo esse processo temos que:

1

Listn+1,9) = = +
—1|s(n , —
n! n

4.3 NUMEROS DE STIRLING E OS NUMEROS DE LAH

Os ntmeros de Lah, descobertos por Ivo Lah em 1954 [10] e [11], assim como os
nimeros de Stirling S(n, k) descrevem o nimero de maneiras pelas quais um conjunto
com n elementos pode ser particionado em k subconjuntos nao ordenados e nao-vazios, os
nimeros de Lah, L(n, k) descrevem a mesma situacao porém, o contetido dos subconjuntos
¢ ordenado e nao-vazio, tal subconjunto é conhecido como tupla.

Podemos definir tupla como uma lista ordenada finita (sequéncia) de elementos.
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Tabela 11 - Ntumeros de Lah

Link) [ k=1]k=2]k=3k=4]k=5
n=1 | 1 0 0 0 0
n=2 | 2 1 0 0 0
n=3 | 6 6 1 0 0
n=4 | 24 | 36 | 12 1 0
n=5 | 120 | 240 | 120 | 20 1

Uma n-tupla é uma sequéncia (ou lista ordenada) de n elementos em que n é um niimero
nao-negativo. Se os n objetos sao representados por xy, o, - - - , x,, entao podemos escrever

uma n-tupla como (1, Ta, -+ ,xy).

Exemplo 7. L(3,2) = 6 corresponde a particio de trés elementos, por exemplo, { A, B,C'}

em dois subconjuntos ordenados ou 2 — tuplas.

{{4, B}, {C}};
{{B,A} . {C}};
{{A.C} . {B}};
{{C, A} {B}};
{{B,C} . {A}};
{{¢, B}, {A}}.

Ou melhor organizados na Tabela 11.
Um outro modo de obtermos os niimeros de Lah ¢ utilizando a relagdo de recor-

réncia:

Proposicao 4.3. Sejam n e k, numeros naturais, tais que n > k > 0, os niumeros de Lah

satisfazem a sequinte recorréncia:
Lin,k)=(n+k—1)L(n—1,k)+L(n—1,k—1). (4.4)

Demonstracdo. Vamos demonstrar essa relagdo de forma combinatoria.

Para contar o ntimero de partigoes de um subconjunto de n elementos em k tuplas,
podemos condicionar a localizacdo do elemento n. Se n é forma uma tupla sozinho, héa
L(n — 1,k — 1) de formar as tuplas restantes. Supondo que n esteja numa tupla com
outros elementos. H& L(n — 1,k) modos de formar k tuplas nao-vazias do elemento 1
ao elemento n — 1. Entao o elemento n pode ser colocado na frente de qualquer £ tupla
ou apos qualquer um dos n — 1 elementos ja posicionados, para um total de n + k — 1
posigoes. Portanto hé (n+k—1)L(n —1, k) modos de formar k tuplas ndo-vazias a partir

de n elementos se n forma uma tupla com outros elementos. O]
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Figura 16 - Relagao dos nimeros de Lah com

os numeros de Stirling

”“:-nﬁ.},/ \ —1yr=kz(n, k)

f

f /s(n, k) s(n, A} \ \

¥/ L(n, k) A\

(—1)"*L(n, k)

Esses ntimeros também podem ser obtidos como os coeficientes que relacionam

fatoriais crescentes em termos de fatoriais decrescentes. Assim,

n

" = Y L(n, k)zE
k=1

# = S (=1)"FL(n, k)"

k=1

Proposigao 4.4. Sejam n, k e j, numeros naturais, tais que n >k > j > 0, os nimeros

de Lah satisfazem a sequinte relagcao com numeros de Stirling de primeiro e seqgundo tipos:

n

Z s(n, §)1S(4, ) (4.5)

Demonstracio. Vamos demonstrar essa relagao de forma combinatoria.

Como visto em [12], ambas expressoes determinam de quantos modos podemos particionar
n elementos em k tuplas. O lado esquerdo da equacao segue diretamente da definicao de
numeros de Lah. Pelo lado direito, podemos particionar os n elementos em j ciclos nao
vazios de |s(n, j)| maneiras, depois vamos colocar os j ciclos em k subconjuntos nao vazios
de S(j, k) maneiras. Essa abordagem produz um subconjunto de k tuplas nao-vazias pois
cada subconjunto de ciclos define unicamente uma permutacao nos elementos compoem
aqueles ciclos. A soma de todos os valores de j nos fornece o nimero de maneiras de

particionar n elementos em k tuplas. O]

A Figura 16 resume as relagoes:
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44 APLICACAO EM EQUACAO DIFERENCIAL

Nesta secao vamos tratar um problema que surge do trabalho de Hossein Movasati

e Younes Nikdelan [13]. Suponha que a fungdo w = f(z) satisfaz a equagao diferencial:

1 2 n+1
L= gt (19 )(19 )---(19 ) 4.6
: +n+2 +n+2 +n+2 ’ (4.6)
0 . ,
onde ¥ := za— en € N . Isso quer dizer que Lw = 0. Também supomos que com a
z

mudanca de variaveis z =

sl podemos escrever w da forma w = xg(x,y). Declara-se
x

que v = g(z,y) satisfaz a seguinte equagao diferencial:

anJrl n+1 671 " 8n71
gt = S+ 2n+ 1) — o Sn+2,n)—5— =
2 ) x
.= 5 2,2)—— — 8 2,1)————,
(n+ )xn+2 —y Oz (n+ )$n+2 —y

onde S(r,s),r, s € N representam os nimeros de Stirling de segundo tipo dados por:

1 ¢ 7 S AN
S(r,s) = El > (-1) (z) (s —a)"™.
" i=0

Aqui vamos demonstrar este problema para n = 1,2,3. Para este fim, vamos

utilizar o seguinte fato. Seja 1) uma funcao de z, entdo:

oy _ 0z0¢
oxr  Ox 0z

W —yn+2)a" W —y(n+2)0¢

or (znt2)2 9z a3 Oz
o amt oy

0z —y(n+2) 0z
e dai

o xn+3 o

0z —y(n+2)dz (4.7)
Portanto

n+3 _

g0y 9 _ 0 (4.8)

0 2 —y(n+2)0r n+20x
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Fazendo L = 0 em (4.6):

1 9 n+1
g+l — (19 )(19 >-~-<19 ) A
VL) Ut T2 (4.9)

Demonstragao para o caso n = 1:

co )
Para n = 1 na mudanga de varidveis z = temos que z = — Fazendo n =1
x

In+2 ’
em (4.8) temos:

1
U= —fxg (4.10)

Fazendo n =1 em (4.9), temos:

o D)0
19—z(z9+3 p+2) =z (o),

assim,

(1—2)0% = 20 + gz,

9
entao,
z 2 =z

W? = 9+ = 4.11

1—2z + 91—z’ (4.11)
utilizando z = =, obtemos:

Y
z 3 Yy

= = . 4.12

l—2 1_Y 23—y (4.12)
23
Substituindo (4.12) em (4.11)
2

2=t gy Y (4.13)

3 —y 93 —y

Sabemos que:

o ., o9 o
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e utilizando (4.10):
oo L0 (Y _ 1ol 10y 10(0
N Z@z Z&z N 3$0w 3$83: _9x83: x@x
1 2
_ 1 (8“88). (4.14)

Substituindo (4.14) e (4.10) em (4.13):

1 0 , 0 Yy 1 0 2 vy
a2 = S [N A 4.1
9<x8x+x 8:1:2> x?’—y( 3x8x>+9x3—y (4.15)
0 , 02 =3y 0 2y
@xa—x+xax2 = x3—yx%+x3—y
I T
or 022 4B —yozr  x(23 —y)
0? —3y 0 2y
2 B
< T or? <:z:3 —y ) ox + z(z3 —y)
0? —3y—a3+y 0 2y
T T 3 —y %—i_m(ﬁ—y)
82 —y — 3
a9 - -ro 2%y
0x? -y Or z(a®—vy)
0? —a® =2y 0 2y
_ 9 . 416
< 522 z(z3 —y) Oz N z?(23 —y) (4.16)

A equagdo (4.16) é equivalente & equagao (4.9) para n=1, logo pela hipdtese a

fungao w = xg(x,y) satisfaz a equacao diferencial, ou seja:

0? —a® =2y 0 2y

@(3«“9) = max(w) + m(w)- (4.17)
Sabemos que:

0? 0 (0 0 dg\ dg Oy 0%g g 0%g

@(l'g) = 87 (ax(l'g)) 87.73 (g—i—a:ax) = 8717—’_871‘_'— ? 8717—’_ YR (4.18)
e

0 0

a—x(xg) =g+ xa—i (4.19)
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Substituindo (4.18) e (4.19) em (4.17):

dg 0?g —x% — 2y Jg 2y
927 . 4 g
oz L e z(z3 —y) g+e Ox * x(z3 — y)g
D?g —a3 — 2y dg x?
sod = (222 o)
T or? ( 3 —y or x3— yg
Pg _ g o 99 _a
ox? xd—yoxr a3 — yg

Entao a fungao v = g(x,y) satisfaz a seguinte equacao diferencial:

9? 2 0 z
e 5(32) —y@a: 5(31) Ea—y

]

Demonstracao para o caso n = 2:

_ Yy
temos que 2 = —

Para n = 2 na mudanca de variaveis z =

pnt2’ 4
Fazendo n = 2 em (4.8) temos:
1 0

_ .Y 4.2
v 1" 9z (420)
Utlilizando a equacao anterior temos:

1 0 1 0 1 0 0

2 _ _ Y (Y9 _ 2 Y1 Y

¥ =90) 4" o ( 4xax> 16" 9z <$8x>
1 (0 0? L9 9 0%

Consequentemente:

1 0|1 0 0?
3 _ 2 e _
o= 90 = 4 &cl <$8a:+ 83:2)]
a0, L@
N 64 Ox \ Ox Oz

= i ﬁ—i—xaz + 2z % 4 g2 o
- ox 0x? 0x? ox3

_ _i (o5 + 3% + 5 ). (122



Fazendo n = 2 em (4.9), temos:

R OIS

- 2(192+319+2) (19+3)

1" 116 1
6., 11. 6

— 193 7192 719 )

Z( 16" e

assim,

6 11 6
1—2)9% = 2092+ — —
(1—2) 4,219 + 16z19—|— 1%

entao,

z 11 =z 6 =z
) A R ——— BT .
11—z +161—z +641—z

6
9 =2
1

Utilizando z = %, obtemos:
x

Substituindo (4.24) em (4.23):

11
6y192+7y 6 y

193

Substituindo (4.20), (4.21) e (4.22) em (4.25):

2
b_y 1<xa+xza>+

- 4zt —y16

:Zx‘*—y 1624 —y +@x4—y'

52

(4.23)

(4.24)

(4.25)

1 0 6 vy

1624 — y <_4x(9x> + 6421 —y

6 y 9] , 0
= — xi_i_xi -
64zt —y \ Ox Ox? 6424 —vy

EAVC!
T or 64zt —y
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consequentemente
03 6y 0? 6y 11y 0 6y
3 - — 3_ 2 _1_ I
* o ( x4—y>xax2+ x4—y+x4—y Tor xt—y
3 a4 _ 2 !
<:>x387 _ 3x* + 3y — 6y an N x* +y+ 5y xﬁ Gy
ox3 xt—y Ox? xt—y Ox xt—y
o3 ot +y 0? r* — 6y 0 6y
3 2
Z - _ 1 )
< ox3 3<x4—y e xt—y e xt—y
P B\ P 1 (e (0) 6y a9
ox3 x\zt—y)o0r? 22\ at—y Ox rdat—y ‘

A equagao (4.26) é equivalente a equagao (4.9) para n = 2, logo pela hipdtese, a fungao

w = xg(z,y) satisfaz a equagdo diferencial, ou seja:

il =2 (550) e - 5 (52) (52 o - S )

x\xt—y 2\t —vy a3t —y

o3 0 (0% 0 (. 0g 0%g 0%qg 0% g 0% g
ox3 (z9) ox (83:2) ( 0x? + 0x? +x0x3 38:52 +x8x3 (4.28)

Substituindo (4.18), (4.19) e (4.28) em (4.27):

0?g g 3 [zt 4y dg 0%g 1 [(2* -6y dg 6 y
359429 -2 099 4,09~ g9y 2
8x2+xax3 x \xt—y Ox +x8x2 22\ 2t —vy g—i—xax 3 x4_y(l’g)
g r+y\] %9 1 4y -6yl dg 6 vy
vges = |73y o Py ) ey e ey
Ox xt—y /)| Ox x xt—y xt—y | 0r a2zt —y
@x@ [ —32*+ 3y —3a* — 3y g 1 6z + 6y + 2* — 6y dg 1 x?
ox3 xt—y or? «x xt—y or x? \zt—y
P3g 6 ( 0Pg 7 x? dg 1 x?
o = —x<x4_ o2 2\zi—u)ar B\ )Y (4.29)
Yy) ox T2 \x Y T  x°\z Y
g

03 3 0? 22 0 x
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Entao a fungao v = g(x,y) satisfaz a seguinte equacao diferencial:

o? x? 0? x? 0 x
— = =54 ——5(4,2 — —5(4,1 ]
oo = s () o s () o - s ()

Demonstragao para o caso n = 3:

_ 9y
temos que z = —

Para n = 3 na mudanca de varidveis z = s
x

CL’TH_Q 4
Fazendo n = 3 em (4.8) temos:

Utlilizando a equacao anterior temos:

P = 00) = 1ol (—1 a)

5702\ 5 0z
_ 1, 9(.9
~ 25702 "oz
1 0 0? 1 0 , 0
Consequentemente:
1 0|1 0 0?
3 _ 2y _ .7 | = 22
o= ) =5y, [25 <xax A a#)}
- L £+x82 +2xa +x283
N 125 \ oz 0x? ox? ox3
1 0 5 07 5, 0°
_ v (9 o 39 4
125 (xax 5 Ox? e ox3 )’ (433)
assim
1 0 1 0 0? 3
4 _ 2\ _ s\ _ _+ o L [ O 2 00 30
ot = [0 (9?)] =0 (v*) = 53’:3:(;[ o (xax—l—?)x e ax?’)]
1 , 07 5 0 , O
= oF (I&U+7x 5 + 6x 8m3+x 9t ) (4.34)
Fazendo n = 3 em (4.9), temos:
1 2 3 4
N eI
z + 5 + 5 + 5 + 5
10 35 50 24
_ 4, AU 3 99 09 OU Rl
- Z(ﬂ HERAET +12519+625)
E Z 35 z 50 =z 24z

_ 193 e 792 o el
51—z +251—z +1251—z +6251—2

(4.35)
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Utilizando 2z = %, obtemos:
x

Y

xd Yy
= = 4.36
1—2 1_Y x> —y (4.36)

xrd

z

Substituindo (4.36) em (4.35):

Y Ty 2y 24y
9t =2 P+ 9+ = v 4.37
x> —y +5x5—y +5a:5—y +625x5—y (4.37)

Substituindo (4.31), (4.32), (4.33), (4.34) em (4.37):

2 vy 1 0 24 =z 0 , 0 5 0P , O
. A (A D SV, 6
+ ( . >+625w5—yx0x+ $8w2+ $8x3+x8x4

ox 0x?

B 3 _ 2 100 —
_ 10y 6 x3i N 30y 74 35y 2 0 N 10y — 50y + 35y 1 xﬁ N 24y
Ty o —y 0x? -y or % —y

—10y 0 , 0% 5 0P 35y 0 , 0° 50y x0 24y , O
— 2 32 = - kI A
<x8x+ . Ox? ox3 +x5—y Top T x5—y8x+x5—y ox?

A0 (Mg =620 6y g O (Sy-Tat+Ty\ 00 (“2y—atty) 0 2y
2t —y 93 b —y Oz? z°

(—6x5—4y> I 0? N (—7x5+12y> , 0? N (—x5—24y>$ 9, N 24y

x
x5 —y ox3 o —y 0x?

assim:

4 _RD 3 _ 7.5 2 D
0 :1< 6z 4y> 9 1( 7x+12y> 1 <I24?/>a+24y (4.38)

z x> —y dx3 | 12 x> —y dx2 | 13 x> —y dr = atad—vy

ort «x

A equagao (4.38) ¢é equivalente a equagao (4.9) para n = 3, logo, pela hipétese, a fungao

w = zg(z,y) satisfaz a equagdo diferencial, ou seja:

ot 1 [(—62° —4y\ O3 1 [(—T2° + 12y 02 1 (—a2°—24y\ 0O
@(xg) Tz ( x> —y ) 813(xg)+? < x> —y ) 8x2<xg)+ﬁ ( x> —y %(xg)
2V () (4.30)

l’4$5—y
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5019 = 5,

:890

ot 0 (g o (0% g\ 383g g Mg g g
Ox? 0x3)  T0x3  0xd ox?t Ox? ox?t

Substituindo (4.18), (4.19), (4.28) e (4.40) em (4.39) temos:

3 4 1/ —62° — 2 3 =5 2
489+I8gzm< 6x 4y> (38g+ 0g>+ 1( Tx +12y> <zﬁg+xag>

Ox? ox?4 -y az2 ' " oa3 z2 x®—y O Ox?

1 [ —ab — 24y dg 24y
*ﬂ(ﬁ_y>@+xm)+$wﬁ_ﬁw>

g —62° —4y\ P3g 1 [—182° — 12y — Ta® + 12y O%g
T— = -4+ + -
x> =y ox®  «x x> —y Ox?

1 [ —142° + 24y — 2® — 24y\ Og 1 (24y —2° — 24y
+= =4 = g
xd—y o —y

or a3

ot —4x5 4+ 4y — 62° — 4y O° 1 [ =2522\ 0? 1 [—152° 1 —z°
et = (TR R (50 e s (5 e w ()

Ox? x® =y 03z \ab—y) 022 22 \aP—y)Ozr 23\ —y

g zt \ 93 2\ d%g 2?2\ dg T
& — =10 — — 25 — —15 — -1 .
ox?t <x5 —y ) O0x3 x> —y ) Ox? x> —y ) Ox x> —y -
Entao a fungao v = g(z,y) satisfaz a seguinte equagao diferencial:
g zt \ 93¢ 3 0%g x? dg
— =-5(5,4 — —5(5,3 — — ,2 —=
Ox? (5,4) <$5 - y) Ox? (5.:3) x® — vy ) Ox? 5(5,2) 2 —vy ) Ox

—5(5,1) <$5‘/E_y>
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CONCLUSAO

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou uma analise aprofundada sobre
os numeros de Stirling de primeiro e segundo tipos, assim como algumas de suas rela-
¢Oes com outros nimeros e outras aplicagoes. Esta tematica demonstrou que a andlise
combinatoéria nao se limita somente aos estudos simplificados vistos nos livros didaticos,
podemos utilizar uma abordagem histérica em sala de aula no ensino médio, falando sobre
James Stirling e seus contemporaneos, principalmente Newton e Euler, podemos demons-
trar a relagao dos polinémios com os nimeros de Stirling, apresentando solugoes a uma

maior variedade de problemas e contextos.
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