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Resumo

Este trabalho tem como proposta principal ampliar os conhecimentos de alunos e
professores do Ensino Médio acerca dos conceitos fundamentais de Geometria Esférica. A
fim de atingir este propoésito, foram escolhidos como objetos de estudo os conceitos e mo-
delos da Geometria Esférica empregados na formalizagao da Navegacao Astronomica. Em
um primeiro momento é apresentado o contexto historico dessa geometria, antes e depois
de Euclides, para em seguida mostrar a importancia do quinto postulado de Euclides na
criacao das novas geometrias do século XIX, estudadas por Gauss, Bolyai, Lobacheswsky
e Riemann dentre outros. Em seguida descreve-se os conceitos mais relevantes da trigo-
nometria esférica com a demonstragao dos principais teoremas e formulas e uma analogia
desses principios com aqueles empregados na Geometria Plana. Também é realizada uma
adequada caracterizacao da Navegacao Astronomica antecedida dos fatos historicos prin-
cipais que envolvem esta técnica. A parte final dessa dissertacao é marcada pelo emprego
da trigonometria esférica como ferramenta para a Navegagao Astronémica, com demons-
tragoes e justificativas da modelagem matematica utilizada nesse tipo de navegagao. Para
finalizar foram propostas algumas atividades, em forma de exercicios, relacionadas ao em-

prego da trigonometria esférica descrita nas segoes anteriores.



Abstract

This work has as main proposal to broaden the knowledge of high school students
and teachers about the fundamental concepts of Spherical Geometry. In order to achieve
this objective, concepts and models of Spherical Geometry employed in the formalization
of Astronomical Navigation were selected as objects of study. At first, the historical
context of this Geometry is presented, before and after Euclid, to continue showing the
importance of Euclid’s fifth postulate in the creation of new nineteenth century geometries,
studied by Gauss, Bolyai, Lobacheswsky and Riemann. The following describes the most
relevant concepts of Spherical Trigonometry with a demonstration of the main Theorems
and Formulas and an analogy of these principles with which it uses Flat Geometry. An
adequate characterization of Astronomical Navigation preceded by the main historical
facts involved in this technique is also performed. A final part of this dissertation is
marked by the use of Spherical Trigonometry, as a tool for Astronomical Navigation,
with demonstrations and justifications of the mathematical modeling used in this type of
navigation. To finalize this work, were presented some activities in the form of exercises,

related to the use of Spherical Trigonometry presented in previous sections.
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INTRODUCAO

O surgimento da geometria no antigo Egito relacionada as cheias do Rio Nilo,
versao mais aceita, e o seu desenvolvimento e embasamento teérico na antiga Grécia,
gragas, principalmente, a Euclides de Alexandria, marca os primeiros momentos dessa
importante parte da Matemética.

Por quase dois mil anos permaneceu como tnica e absoluta a geometria grega,
ancorada, fundamentalmente, em uma das mais importantes obras da Matematica que foi
"Os Elementos de Euclides".

Mas foi essa obra de Euclides, por meio do quinto postulado do livro I, conhecido
como o axioma das paralelas, que protagonizou um dos maiores desafios ja encontrados
pelos matemaéticos; - a demonstracao do quinto postulado.

Proclo Licio (412 - 485),

Este postulado deve ser riscado da lista, pois é uma proposicao com
muitas dificuldades que Ptolomeu de Alexandria (90 - 168), em certo livro, se
propds resolver... a assercao de que duas linhas retas, por convergirem mais
e mais a medida que forem sendo prolongadas, acabam por se encontrar, é
plausivel mas nao necessaria. (...) E claro, portanto, que devemos procurar
uma demonstragao do presente teorema, e que este é estranho ao caracter

especial dos postulados.

Durante séculos, varios matematicos se debrucaram na tentativa de uma demons-
tracao do postulado das paralelas, até que, no século XIX, Gauss, Janos Bolyai, Bernard
Riemann e Nicolai Lobachevski mostraram que realmente se tratava de um axioma. Essa
conclusao, acarretou a descoberta de duas outras geometrias: a Geometria Hiperbolica
de Lobachevski e a Geometria Eliptica de Riemann, ficando conhecidas como geometrias
nao euclidianas.

Foi nesse contexto da criagao das geometrias nao euclidianas que a Geometria
Esférica, como caso particular da geometria de Riemann, surgiu de maneira formal e sis-
tematica. Dando origem a diversas aplicagoes e descricao de fendomenos que nao poderiam
ser contemplados pela Geometria Euclidiana.

Quando os portugueses iniciaram as grandes navegacoes surgiu a necessidade de

referéncias para a localizacao dos navios além da topografia da costa, dai tiveram que



recorrer a métodos astronémicos. Esses métodos, ja descobertos na antiguidade grega,
supunham que as estrelas eram fixas numa esfera celeste. E foi o estudo dessa esfera ce-
leste, amparado nos conceitos matematicos da Geometria Esférica, mais precisamente nas
relacoes trigonométricas nos triangulos esféricos, que permitiu uma adequada modelagem
da posicao dos astros e o consequente desenvolvimento da Navegacao Astrondmica.

A Navegacao Astrondmica é um método de navegacao em que o navegante deter-
mina sua posi¢ao, ou obtém outras informacoes tteis para a seguranca da navegacao, por
meio de observagoes dos astros da esfera celeste.

Pode até ser questionada a relevancia da navegacao astronomica nos dias atuais,
marcados por diversas maravilhas e dispositivos eletronicos. A resposta é que ainda
vale & pena aprender Navegacao Astronoémica, pois continua havendo intimeras vantagens
neste método de navegacao; equipamentos eletronicos sao caros, complexos e sujeitos a
avarias, além de necessitarem de energia elétrica estabilizada, o que pode ser uma fonte
de problemas, além dos custos de manutencao envolvidos.

Por outro lado, a simplicidade da Navegacao Astrondémica é admirével. Basta um
rudimentar instrumento que permita medir angulo dos astros, um bom cronémetro e um
conjunto de Tabuas para que se consiga determinar sua posi¢ao em qualquer ponto da
Terra. Energia elétrica nao é necessaria. Vocé pode navegar no maior e mais sofisticado
dos navios, ou até mesmo em um pequeno veleiro.

O proposito desta dissertagao €, por meio de alguns conceitos e teoremas, apresen-
tar adequadamente a Geometria Esférica, para em seguida aplicar as principais relagoes

da trigonometria esférica na obtenc¢ao da posicao da Navegagao Astrondmica.



1 A GEOMETRIA PRE-EUCLIDIANA

A cultura egipcia se desenvolveu no noroeste da Africa, no vale do rio Nilo, desde
aproximadamente 3200 a.C até os primeiros séculos da era crista. Nesse periodo varios
acontecimentos deixaram latente o conhecimento e desenvolvimento técnico dessa civili-

zagao, a saber:
e O desenvolvimento de trés formas de escrita;

e A construgao das piramides do egito, imensas estruturas destinadas aos ttimulos

reais;

e A criacao de um calendéario solar de 365 dias baseado em constelacao celeste relaci-

onada as cheias do rio Nilo;

e O descobrimento dos Papiros de Moscou e de Rhind (Figura 1.1), datados aproxi-
madamente de 1850 a.C e 1650 a.C, respectivamente, onde encontramos diversos

problemas matematicos relacionados a situagoes praticas.
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Figura 1.1: Papiro de Rhind ou Ahmes

A geometria nasceu no antigo Egito, segundo registros de filésofos como Herdédoto e
Aristoteles, e somente no século V, foi trazida pelo filosofo Tales de Mileto para a Grécia.

Na Grécia antiga a filosofia ganhou seu embasamento tedrico fundamentado na razao,



gragas a Fuclides de Alexandria, que reuniu em seu tratado "Os Elementos de Euclides"
os cinco postulados geométricos que sao ensinados até hoje nas escolas.(BICUDO, 2019)

Para Her6doto, conforme registrado no segundo livro da sua obra "Histoéria", a
geometria teria surgido gracas ao Fara6 Sesostris 111, que dividiu as terras da regiao para
a agricultura, fazendo com que cada proprietario pagasse tributos conforme o tamanho
do terreno. Quando o Nilo transbordava, e tomava parte dessa terra, os agricultores
requeriam nova metragem para pagar menos impostos. A partir dessas medigoes, teria
surgido a geometria.

Uma outra versao, segundo Aristoteles, diz que no Egito antigo havia uma classe
sacerdotal que se dedicava aos estudos geométricos. Ou seja, nas versoes desses filosofos,
percebemos claramente origens distintas para o surgimento da geometria, uma calculada
na pratica e outra simplesmente tedrica. E preciso lembrar que as visoes filosoficas eram
completamente diferentes no Egito e na Grécia. No Egito e na Babilonia, por exemplo,
o critério de verdade era a experiéncia, ou seja, acreditava-se naquilo que a pessoa via,
enquanto que na Grécia, nao bastava ver para crer, e sim, provar por meio da razao.

Tanto no Egito quanto na Babilonia quem dominava o conhecimento era a classe
sacerdotal, que se colocava como intermédio entre os deuses e o povo. Sendo assim, eles
"interpretavam" a vontade do deus. Dessa maneira, os acontecimentos eram determinados
pela vontade divina e, sendo assim, os sacerdotes nao tinham que explica-los. Quando o
conhecimento chegou a Grécia, nao havendo a classe sacerdotal, havia a necessidade de
explicacoes pelas razao. A geometria nao fugiu a isso e era preciso explicar os resultados
geométricos pela razao e, para isso, foi estipulada uma base, com definigbes para objetos
geométricos e suas propriedades.(ROQUE, 2019)

Os postulados sao as primeiras nogoes geométricas que sao aceitas sem contes-
tagoes. A partir desses postulados, sao apresentadas outras regras. Dessa maneira, a
geometria se transformou em uma ciéncia dedutiva (qualquer afirmagao deve ser dedu-
zida logicamente de outras afirmagoes mais simples, e assim sucessivamente) e baseada
em principios. Nesse contexto, Euclides fez o primeiro grande resumo de tudo que se
conhecia antes dele em Matematica. Ele foi um chefe de escola em Alexandria, 300 anos
antes de Cristo, e sua obra "Os Elementos de Euclides" resume muito bem tudo que se

conhecia em matematica elementar e o desenvolvimento da geometria da época.



2 DESCOBRIMENTO DOS ESPACOS
NAO-EUCLIDIANOS

Na Geometria Plana ou Geometria
Euclidiana, os conceitos bésicos sao ponto
e reta. Na esfera, os pontos estao defini-
dos no sentido usual. Os equivalentes das
retas nao estao definidos no sentido usual
da "linha reta", mas sim no sentido de "a
trajetoria mais curta entre os pontos", a

qual é chamada de geodésica. Neste capi-

tulo, ao estudarmos a esfera e seus ele-

mentos fundamentais, mostraremos inicial-

mente a evolugao da geometria com estu- Figura 2.1: Superficie terrestre

dos e contribuicoes de diversos matemati-

cos para em seguida apresentarmos algu-

mas relevantes associagoes com o globo terrestre, remetendo a conceitos geograficos co-
muns como; meridianos, paralelos, latitudes, longitudes, polos etc, que sao comuns tanto

a Mateméatica quanto & Geografia.

2.1 Do V Postulado de Euclides as Geometrias nao Eu-

clidianas

Apesar de muitos resultados da Geometria Esférica serem conhecidos desde a an-
tiguidade enquanto sistema axiomaético, este tipo de geometria s6 foi formalizada no séc.
XIX apo6s a descoberta das geometrias nao euclidianas, pois contrariam o V postulado
de Euclides de Alexandria (360 a.C - 295 a.C). Registros bibliograficos mostram que
conhecimentos geométricos nao triviais ja eram dominados no Egito antigo, na Babilo-
nia, na India e também na Grécia. Entretanto, pode-se dizer que foi através dos gregos

que se difundiram tais conhecimentos geométricos para o resto do mundo. A geometria



grega, difundida por Euclides, permaneceu por quase dois mil anos como tnica e absoluta
e apenas no inicio do século XIX surgiram outras estruturas, denominadas geometrias
nao-euclidianas.(BICUDO, 2019)

Postulado 1. "Se uma linha reta cortar duas outras retas de modo que a soma dos dois
angulos internos de um mesmo lado seja menor do que dois retos, entao essas duas retas,
quando suficientemente prolongadas, cruzam-se do mesmo lado em que estao esses dois

angulos.”

O quinto postulado do livro I,
como descrito acima, é o mais famoso
dos postulados de Euclides e aquele que
tem dado mais dores de cabeca aos ma-
tematicos.  Equivalente ao azioma das

paralelas, de acordo com o qual, por

um ponto exterior a uma reta, ape-
nas passa uma outra reta paralela a

dada.  Desde cedo este postulado foi

objeto de polémica por nao possuir o

mesmo grau de "evidéncia" que os restan-

Figura 2.2: Os Elementos de Euclides

tes.

Proclo Licio (412 - 485), criticou este postulado nos seguintes termos:

Este postulado deve ser riscado da lista, pois é uma proposi¢do com
muitas dificuldades que Ptolomeu de Alexandria (90 - 168), em certo livro, se
propos resolver... a assercao de que duas linhas retas, por convergirem mais
e mais a medida que forem sendo prolongadas, acabam por se encontrar, é
plausivel mas ndo necessaria. (...) E claro, portanto, que devemos procurar
uma demonstracao do presente teorema, e que este é estranho ao caracter

especial dos postulados.

O proprio Euclides e muitos dos seus sucessores tentaram demonstrar esta propo-
sicao a partir de outros axiomas da geometria. Mas sempre em vao. Esta impossibilidade
foi durante séculos o escandalo da geometria e o desespero dos gedmetras. A primeira
tentativa de demonstracao de que hé conhecimento é de Ptolomeu. Outro exemplo de
uma tentativa frustrada de contornar o quinto postulado de Euclides é feita por John
Wallis (1616 - 1703), matemético britanico antecessor de Isaac Newton (1643 - 1727).
De fato, Wallis nao fez mais do que propor um novo enunciado do quinto postulado de
Euclides.



O padre jesuita G. Saccheri (1667 - 1733) foi talvez o primeiro a ensaiar uma
abordagem inteiramente nova. No seu ultimo livro, "Ab omni naevo vindicatus”, tentou
utilizar a técnica de redugao ao absurdo, admitindo a negagao do postulado do paralelismo
de Euclides com vista a obter algum absurdo ou contradi¢ao. Sem saber, Saccheri tinha
descoberto a geometria nao-euclidiana! O trabalho de Saccheri permaneceu ignorado du-

rante um século e meio.

Outros grandes matematicos, como Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855), o principe
dos matematicos, redescobriram e desenvolveram a geometria em bases semelhantes as de
Saccheri (negando o quinto postulado), sem nunca chegarem a uma contradigao. Gauss

Chega mes1no a escrever:

Estou cada vez mais convencido de que a necessidade da nossa geometria (eu-
clidiana) nao pode ser demonstrada, pelo menos nao pela razao humana, nem
por culpa dela. Talvez, numa outra vida, consigamos obter a intui¢ao sobre a

natureza do espago que, no presente, é inatingivel.

Outros, mais ousados, nao recuaram perante o estranho mundo novo que se abria
a seus olhos. O jovem hungaro Janos Bolyai (1802 - 1860) admite a negacao do postulado
do paralelismo de Euclides como hipdtese nao absurda, isto é, como um novo postulado, a
juntar aos postulados habituais da geometria absoluta. Pela mesma época, e trabalhando
independentemente, o jovem russo Nicolai Lobachewski (1792 - 1856) publica em 1829
a sua versao da geometria nao euclidiana & qual chama, primeiramente "imaginaria" e

depois "pangeometria". Atualmente, esta geometria é chamada Geometria Hiperbolica.

Foi necessario esperar até ao século XIX para que Gauss, Janos Bolyai, Bernard
Riemann e Nicolai Ivanovich Lobachevski conseguissem demonstrar que se trata efetiva-
mente de um axioma, necessério e independente dos outros. Supuseram que o postulado

de Euclides nao era verdadeiro e substituiram-no por outros axiomas:

e Por um ponto exterior a uma reta, podemos tracar uma infinidade de paralelas a

esta reta (geometria de Lobachevski);

e Por um ponto exterior a uma reta nao podemos tracar nenhuma paralela a esta reta

(geometria de Riemann).

Todos entao se deram conta de que, substituindo o axioma das paralelas, era possi-
vel construir duas geometrias diferentes da Geometria Euclidiana, igualmente coerentes e
que nao conduziam a nenhuma contradi¢ao. Apesar de serem dificilmente concebiveis, es-

tas duas novas geometrias foram pouco a pouco reconhecidas como alternativas legitimas.



Chegou-se mesmo a demonstrar que, se qualquer das duas pudesse apresentar alguma
contradicao, a propria Geometria FEuclidiana seria também contraditoria. Desde entao,

encontramo-nos perante trés sistemas geométricos diferentes:
e A Geometria Euclidiana, por vezes também chamada parabélica;
e A Geometria de Lobachevski, também chamada hiperboélica;
e A Geometria do Riemann, também chamada eliptica ou esférica.

As duas ultimas recebem o nome de geometrias nao euclidianas. KEstas novas
geometrias permitiram as ciéncias exatas do século XX uma série de avangos, entre os quais
a elaboracao da Teoria da Relatividade de Albert Einstein (1879 - 1955), que evidenciou
as aplicacoes praticas dessas teorias.

De fato, conclui-se que o quinto postulado de Euclides é o que distingue a geome-

tria nao euclidiana da Geometria Euclidiana.

As Geometrias Elipticas e Hiperbodlicas, ao contrario da Geometria Euclidiana, sao
definidas sobre a superficie de uma esfera ou de um hiperboloide (algo parecido com a
sela de um cavalo), sendo convencionado que uma superficie esférica tem uma curvatura
positiva, enquanto que a superficie de um hiperboloide tem curvatura negativa. A Figura

2.3 ilustra a representacao de retas paralelas nessas superficies esféricas.

Spherical Space Flat Space Hyperbolic Space

QA

Figura 2.3: Retas paralelas nas superficies esférica, plana e hiperbdlica

Em uma superficie com curvatura negativa a soma dos angulos internos de um
tridngulo tragado nessa superficie ¢ menor que 180°. No caso de uma superficie com
curvatura nula, a soma desses angulos internos ¢ igual a 180° e ainda, quando a curvatura
é positiva, temos a soma dos angulos internos maior que 180°. A Figura 2.4 exemplifica
essas superficies.

Na Geometria Hiperbolica, o postulado de Euclides é substituido pelo que afirma
que, por um ponto P, fora de uma reta r, existe mais de uma paralela a esta reta r,

enquanto que na Geometria Eliptica postula-se que nao existe nenhuma paralela.



Figura 2.4: hiperboloide, cilindro e esfera

A pseudo-esfera (Figura 2.5) e a esfera sao as superficies tridimensionais ade-
quadas & modelagem, respectivamente, das Geometrias Hiperbolica e Eliptica. A esfera
tem curvatura positiva e a pseudo-esfera curvatura negativa, enquanto que o plano, su-
perficie de curvatura nula, esté ligado & Geometria Euclidiana que pode ser considerada

0 meio termo entre as duas classicas geometrias nao-euclidianas.

Figura 2.5: Pseudo-esferas

2.2 Riemann e a base da Geometria Esférica

A geometria de Riemann, que abandona a nog¢ao de um ponto "estar entre" dois
outros, foi considerada pela primeira vez na aula inaugural pronunciada em 1851 por Georg
Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) para sua admissao como professor-adjunto da
Universidade de Gottingen. Na verdade, Riemann, na ocasiao, apontou as possibilidades
de outras geometrias e, consequentemente, outros espacos, o que motivou, a partir de

entdo, os nomes geometrias ou espagos de Riemann.(COUTINHO, 2001)



Postulado 2. "Quaisquer duas retas em um plano tém um ponto de encontro.”

Uma das maneiras de interpretar o postulado acima, também segundo COUTINHO
(2001), seria pensar na superficie esférica, onde "retas" seriam os circulos maximos ou
geodésicas da superficie esférica. Nessa superficie, quaisquer dois circulos maximos se
intercepam, alids, em mais de um ponto. Evita-se inconvéniencias considerando idénticos
os dois pontos de interse¢ccao. Na Figura 2.6, os circulos maximos, ou seja, as "retas"
ACA’ e ADA’, perpendiculares a "reta" BCDE, intersectam-se nos pontos antipodas A
e A’ (extremidades de um mesmo didmetro da esfera). A "reta" perpendicular as retas
ACA’ e ADA’ é a polar comum dos pontos A e A’, e estes dois pontos sao os polos da
"reta" BCDE. A distancia de A ou A’ a qualquer ponto da "reta" BCDE é constante.
Note-se que duas "retas" secantes como as "retas" ACA’ e ADA’ da Figura 2.6, tém em

comum uma unica "reta" perpendicular BCDE.
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Figura 2.6: Esfera
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3 GEOMETRIA ESFERICA: ELEMEN-
TOS FUNDAMENTAIS

Nesta segao apresentaremos algumas defini¢oes e teoremas fundamentais da Geo-
metria Esférica, muitos deles analogos aos da Geometria Euclidiana, necessarios a com-

preensao das secoes e capitulos posteriores.

3.1 Definicoes

Definigao 3.1.1 (Esfera). Seja O um ponto e r um nimero real positivo. Chama-se esfera
de centro O e raio r ao conjunto dos pontos P do espaco, tais que, a distdncia entre O e

P seja menor ou igual do que T, isto é, d(O,P)< r.

Sendo assim, concluimos que a esfera ¢ um soélido geométrico.

Figura 3.1: Esfera de raio r e centro O

Definigao 3.1.2 (Superficie Esférica). Chama-se superficie esférica de centro O e raio r
ao conjunto dos pontos P do espaco, tais que, a distancia entre O e P seja igual a r, isto

¢ d(O,P)=r.

Apesar de a defini¢ao 3.1.2 se referir a uma superficie esférica, existem outros tipos
de superficies como uma superfice plana definida por uma folha de papel, a superficie

definida pela terra, pela casca de um ovo etc. Como definirfamos melhor o conceito de



superficie, para SAMPAIO (2008) superficies sdo objetos geométricos de duas dimensées
que nao existem no mundo real, mas somente na nossa imaginagao, pois nao possuem
espessura. O que acabamos de definir é apenas um conceito intuitivo sem pretensoes
de formalidade, que s6 é alcangada com conceitos de topologia e céalculo avangado que

extrapolam ao proposito deste trabalho.

Figura 3.2: Superficie esférica de raio r e centro O

Defini¢ao 3.1.3 (Diametro da superficie esférica). E o segmento de reta que contém o
centro da esfera e cujos extremos pertencem a superficie esférica. Pontos antipodas sao

pontos opostos de um mesmo didmetro situados na superficie esférica.

Figura 3.3: Diametro da superficie esférica e pontos antipodas Q e P

Teorema 3.1.1 (Circunferéncia Maxima). A interse¢ao de uma superficie esférica com
um plano passando pelo seu centro € uma circunferéncia de mesmo centro e mesmo raio,

que € o rato da superficie esférica.

Demonstracao. Seja S uma superficie esférica com centro O e raio r e um plano 3 que
passa por O. A intersecao S N S é o conjunto dos pontos de 3 cuja distancia a O é igual

a r. E essa defini¢ao coincide com a de uma circunferéncia de centro O e raio 7. O]

O plano § da Figura 3.4, divide a superficie esférica em dois hemisférios.
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Plano

Figura 3.4: Circunferéncia maxima obtida com um plano passando por O
Definigao 3.1.4 (Elementos notéveis da superficie esférica).
e Eivo - (e): E qualquer reta que contém o centro O.
e Polos: Sao os pontos de intersecao do eizo e com a superficie esférica.
e Paralelo: E a circunferéncia cujo plano € perpendicular ao eizo.
e Equador: E a circunferéncia mdzima cujo plano € perpendicular ao eizo.

o Meridiano: E uma semicircunferéncia mdxima cujo plano contém o eizo e, e liga

0s polos.

o0
AP0 Norte

Mendiano

Equador

Paralalo

- Pl Sul

Figura 3.5: Elementos da superficie esférica

Definigao 3.1.5 (Angulo Esférico). E o dngulo formado por dois arcos de circunferéncias
mazximas; quando dois arcos de circunferéncia maxima se intersectam, o angulo a formado

por esses dois arcos € o dngulo entre as semiretas tangentes a esses arcos.
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Figura 3.6: Angulo Esférico

O ponto P (Figura 3.6) é o ponto de intersecgao dos dois arcos e, é também, a

origem das semirretas que determinam o angulo a.

Definigao 3.1.6 (Fuso Esférico). Também conhecido como Bidngulo Esférico € a regido
da superficie esférica compreendida entre dois meridianos. Esses meridianos possuem dois
pontos em comum, diametramente opostos, que sao os vértices do fuso e os meridianos

sao os lados do fuso.

Figura 3.7: Fuso Esférico

Cada meridiano esta contido em uma circunferéncia maxima distinta. Logo, as
duas circunferéncias maximas descritas na figura determinam dois fusos esféricos antipo-

das, isto ¢, um fuso completo ou duplo, conforme a Figura 3.8.

Figura 3.8: Fusos Esféricos Antipodas
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Definicao 3.1.7 (Geodésica ou Reta). E a curva, contida na superficie esférica, que
minimiza a distincia entre dois pontos distintos. Ou seja, € o comprimento do menor

arco de circunferéncia mdxima que passa por dois pontos.

A geodésica, em um sentido amplo, é a linha que estabelece o menor caminho
entre dois pontos de uma superficie. Na superficie cilindrica, por exemplo, temos a reta
e a espiral, dependendo das posi¢oes dos pontos envolvidos. Na geometria do plano, dois
pontos determinam uma tnica reta. Na Geometria Esférica acontece o mesmo: por dois
pontos passa um, e somente um circulo maximo. Conclusao: a reta estd para o plano,
assim como o circulo maximo esta para a superficie esférica. Diz-se, entao, que a "reta"
da esfera é o circulo maximo, ou, em linguagem técnica: o circulo maximo é a geodésica
da superficie esférica. F mais: o circulo méximo, apesar de ilimitado, é finito, enquanto
a reta é, também, ilimitada, porém infinita.

Sendo assim, podemos considerar que, uma reta na Geometria Esférica, é a inter-
secao da superficie esférica com um plano que passa pelo centro da esfera.

Entretanto, na superficie esférica, duas de suas "retas", ou melhor, duas geodésicas
sempre se intersectam em dois pontos, extremidades de um mesmo diametro. Equivale
a dizer: nao existem circulos maximos paralelos. Nesse sentido, pode-se dizer que a

Geometria Esférica ndo é euclidiana.

Figura 3.9: Geodésica

Defini¢ao 3.1.8 (Tridngulo Esférico). E a superficie limitada por trés arcos de circun-
feréncias mdximas, contida em algum hemisfério, sendo estes arcos menores que uma

semicircunferéncia mdxima.
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Figura 3.10: Triangulo Esférico

Na Figura 3.10 o triangulo esférico possui vértices A, B e C, angulos internos «, (8

e v e seus lados sao as geodésicas a, b e c.

Teorema 3.1.2. A drea S de uma superficie esférica de raio r € dada por S = 4mr?.

Demonstracao. Considere a equacao da circunferéncia y?+22 = r? onde podemos concluir
que y = f(x) = v/r? — 2. Tomemos a superficie esférica obtida pela rotacao da curva
y = f(z), a <z <b, ao redor do eixo Ox, em que f é positiva e tem derivada continua.

A area dessa superficie seré obtida pela féormula
b
S = / 2r f(x)\/1+ [f'(x)|?dx

1
Derivando f(z) teremos f'(x) = 5(7“2 — 2?)72(=2x), logo f'(z) = —
r2—x

r2 — 2 r2 2

Dessa forma, S = 27 /_r f@)V1+[f(2)Pde =27 /_r Vit — a? \/Tzr_ixzdx

2 2 .2, .2
E ainda, /1 + [f'(z)] :\/1+r2:ix2=\/r v L

Entao, S = 27rr/ dx = 2mr(r) — 2mr(—r)

'

Logo, S = 27r? + 2712, S = 4mr? O

Corolario 3.1.1. A drea Sy de um fuso esférico é dada por Sy = 2ar?, onde r € o raio

da superficie esférica e o o dngulo do fuso esférico.

Demonstracao. Como a area do fuso esférico é diretamente proporcional ao agulo « cor-
respondente, tendo o seu valor maximo igual a 2r quando atinge uma superficie esférica

completa, podemos de maneira imediata proceder a uma regra de trés simples, com efeito
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drr?  2r

4drrio
Logo, S;=—— =2ar? O
2
Teorema 3.1.3. Dado um fuso esférico completo ¢ cujo angulo mede o radianos. Qual-
quer plano que contenha o centro da superficie esférica a decompoe em dois hemisférios
Hi, e Hy. As partes Ry e Ry do fuso completo ¢ contidas em cada um desses hemisférios

possuem a mesma drea iqual a 200>,

~Ri
\ . |
! 3~ Ho

Figura 3.11: A regiao hachurada R= R; U R, representa um fuso completo com partes
pertencentes aos hemisférios H; e Hy

Demonstragao. De acordo com LIMA (2011). Como R; e R, sdo figuras antipodas, isto
¢, cada ponto de R; ¢ o antipoda de um ponto em R, e vice-versa. Temos ainda que
R; = sUt é a reuniao de dois triangulos esféricos com um vértice em comum e Ry = s'Ut’
¢ a uniao dos tridngulos antipodas de s e t. Dessa maneira, é suficiente provar que um
tridngulo esférico t e seu antipoda t” tém a mesma area. Observamos que t e t’ tém angulos
iguais e lados congruentes, dois a dois, mas t e t” nao sao congruentes; nao ¢ possivel, por
um movimento rigido, sobrepor exatamente um ao outro por meio de movimento, a menos
que t e t’ sejam isosceles. Observamos que se os tridngulos esféricos t e t” forem isoésceles
entao t devera ser congruente ao seu antipoda t’, logo esses dois triangulos terao a mesma
area. No caso geral, procede-se da seguinte maneira. Os pontos A, B e C vértice de t,
conforme a Figura 3.12, determinam um pequeno circulo e portanto uma calota ! esférica
que contém o triangulo esférico t. Seja P o polo dessa calota. (P é o ponto de intersegao

da calota com a perpendicular ao plano ABC tirada pelo centro do circulo). Os arcos de

1Uma calota esférica, ¢ a parte de uma esfera cortada por um plano. Se tal plano passa pelo centro da
esfera, logicamente, a altura da calota é igual ao raio da esfera, e a calota esférica serd uma semiesfera.
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circulo méximo PA, PB e PC tém o mesmo comprimento, logo os triangulos esféricos PAB,
PBC e PAC sao isosceles. Se o ponto P estiver no interior do triangulo t (ABC), teremos
S; = S(PAB) + S(PBC) + S(PAC), onde S representa a area. De maneira analoga,
pode-se construir o mesmo raciocicino com o triangulo antipoda t’(A’B’C’), decompondo-
0 como reuniao justaposta dos triangulos isosceles P’A’B’, P’B’C’ e P’A’C’, cada um deles

antipoda do seu correspondente em t. Dessa forma teremos S; = .S;.

A A

———

Figura 3.12: O polo do triangulo ABC pode estar dentro ou fora de ABC

Pode ocorrer, entretanto, que o polo P esteja situado fora do triangulo t. Neste
caso, Sy = S(PAB) + S(PAC) — S(PBC'). Uma situagao analoga ocorre em t’ e conclui-
remos também que S; = 5.

[

Teorema 3.1.4 (Formula de Girard). . A drea de um triangulo esférico com dngulos

internos a, B ey, em uma superficie esférica de raio r, € igual a rz(a +B8+v—m).

Figura 3.13: Triangulo Esférico ABC

Demonstra¢cao. Sejam os angulos internos «, 8 e v de um tridangulo esférico, e sejam A,

B e C os respectivos vértices correspondentes. As trés circunferéncias de circulo méximo
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dividem a esfera em seis fusos, dois deles de amplitude o com polos em A e A’(ponto

antipoda de A), dois de amplitude 5 com poélos em B e B’(ponto antipoda de B) e dois

de amplitude v com poélos em C e C’(ponto antipoda de C). Um dos fusos de amplitude

a contém o triangulo esférico ABC e o outro fuso contém o triangulo A’B’C’, triangulo

antipoda de ABC. Denotemos a regiao uniao destes dois fusos por AA’. O mesmo ocorre

com os dois fusos de amplitude 5 (denotemos a sua uniao por BB’) e os dois de amplitude

7 (denotemos a sua uniao por CC’).

Entao, AA’NBB' = AANCC'=BB' NCC'"=ABCUA'B'C’,

Como a esfera pode ser obtida da uniao das regioes AA’, BB’ e CC’, temos que a

area da esfera (S.)= S(AA’)+ S(BB’) + S(CC’) - 2S(ABC) - 25(A’B’C’)

Mas como S(ABC) = S(A’B’C’), pois a aplicagao que leva cada ponto P da esfera

no seu ponto antipoda P’ é claramente uma isometria 2, logo também serd equiareal 3.

Consequentemente,

S(ABC) =

A

(S(AA) + S(BB') + S(CC") — 8.)

Aplicando o Teorema 3.1.2 e o Corolario 3.1.1 teremos,

S(ABC) =

A

(4ar2 + 457‘2 + 477"2 — 47rr2)

Logo, S(ABC)=7r*(a+ B+~ —m).

LIMA (2011) faz as seguintes consideracoes & respeito da formula de Girard:

S(AizBC):aJrﬂ+’yf7réchamadade

"excesso esférico". Para um tridngulo de drea muito pequena, o excesso esférico

Na formula de Girard, a diferenca

é insignificante. Por outro lado, se tomarmos um tridngulo esférico na superficie
da terra com um lado sobre o equador e um vértice no polo norte, os outros
dois lados serao arcos de meridianos, logo os dois angulos serao retos. Se a base
for um arco de um quarto do equador, os trés angulos desse tridngulos serdo
todos retos. Pode-se imaginar tridngulos esféricos com « + 3 + v tao préximo

de 6 angulos retos quanto se deseje. Basta tomar os trés vértices equidistantes

2Uma isometria é uma transformacio geométrica do plano que conserva os comprimentos dos segmen-
tos de reta e as amplitudes dos angulos.
3 Aplicacdo equiareal é aquela que preserva as areas envolvidas.
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e bem proximos do equador. Resulta ainda da féormula de Girard que se s e t
sao tridngulos situados sobre a mesma esfera e os dngulos de s sao iguais aos
angulos de t entao s e t possuem a mesma area. Na realidade, pode-se provar
bem mais: se os angulos de s sdo iguais aos de t (sempre supondo s e t sobre
a mesma esfera) entdo os lados de s também séo iguais aos de t. Isto é bem

diferente do que acontece na Geometria Plana.

O resultado da formula de Girard aponta que, diferentemente do que acontece
na Geometria Euclidiana plana, na Geometria Esférica a soma dos angulos internos de
um triangulo sempre é superior a 7. Essa conclusao apresenta algumas consequéncias

relevantes, quais sejam:

e Nao existe nenhuma isometria entre a esfera e o plano (ou mesmo entre uma parte
da esfera e uma parte do plano). Em termos cartograficos, isto significa que é impos-
sivel termos um mapa (plano) de uma por¢ao da superficie terrestre que represente
distancias com total precisao. Por que? Porque tal isometria teria que preservar
distancias e dngulos, e teria que aplicar circunferéncias de circulos méaximo (que séo
as geodésicas na esfera) em retas (que sao as geodésicas no plano). Portanto a soma
dos angulos internos de um triangulo esférico teria que coincidir com a soma dos
angulos internos do correspondente triangulo no plano, que é 7, e isto implicaria

que o triangulo esférico tivesse area nula.

e Em particular, nao ha semelhanca de tridngulos sobre a mesma esfera, salvo quando
a razao de semelhanga é igual a 1. Esta tltima afirmagao também pode ser cons-
tatada se lembrarmos que dois arcos de circulos semelhantes subtendem o mesmo
angulo central e a razao entre seus comprimentos (igual a razao de semelhanca) é
a mesma razao entre os raios dos circulos a que pertencem, portanto arcos de cir-
cunferéncias maximas sobre a mesma esfera s6 podem ser semelhantes quando tém
o mesmo comprimento. Dois tridngulos semelhantes na Geometria Euclidiana tém
os mesmos angulos mas podem ser de tamanhos diferentes. Contudo, na Geome-
tria Esférica os angulos de um tridangulo determinam a sua area e portanto o seu

tamanho e forma.

e A Formula de Girard pode ser estendida a qualquer poligono esférico convezo (de-

finido pela interse¢ao de n circunferéncias de circulo méximo):

se aq, (g, (g, ..., SA0 0s angulos internos do poligono, a sua area é igual a
n
2
r E a; — (n—2)m
i=1
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A férmula anterior é conhecida como Formula de Gauss-Bonnet e pode ser fa-
cilmente provada dividindo o poligono em tridngulos e utilizando a férmula de Girard.
Contudo, foge ao proposito desse trabalho um maior aprofundamento nesse tema. De
qualquer maneira, a fim de ilustrar a extensao da féormula de Girard para qualquer su-
perficie arbitraria, tomemos como exemplo uma pseudo-esfera, isto é, a superficie de

revolucao definida pela curva geratriz

1
Y(u) = (6”,0, V1—¢e2v —cosh™1 (—)) com u € (—00,0]
EU

Esta curva geratriz é conhecida como tractriz e pode ser observada na Figura 3.14.

Figura 3.14: Pseudo-Esfera

A superficie mostrada apresenta exemplo de triangulo de angulos internos «, 3, v
cuja area é igual a ™ — a — [ — 7, o que significa que na geometria da pseudo-esfera
a soma dos angulos de um tridngulo sempre sera inferior a 7, e isso representa mais um

exemplo de geometria nao euclidiana.

Uma vez demonstrada a formula de Girard para triangulos esféricos pode-se vislum-
brar uma nova possibilidade de demonstragao do famoso Teorema de Euler para poliedros
convexos. Diversas outras demonstracoes haviam sido apresentadas para esse teorema,
dentre elas, destacam-se as demonstragoes de Cauchy e do professor "Zoroastro Azam-
buja Filho", ambas comentadas em LIMA (2011), mas nenhuma ¢é tao clara, simples e
inteligivel quando a demonstracao apresentada por Legendre.

Visando uma melhor sequéncia didatica, apresentaremos a demonstracao de Le-

gendre para o Teorema de Euler no apéndice deste trabalho.

21



4 TRIGONOMETRIA ESFERICA

Em Matematica, a trigonometria esférica estuda as propriedades geométricas dos
triangulos esféricos, em especial as relacoes que envolvem angulos esféricos e arcos esfé-
ricos. E a area da Geometria Esférica que estuda os poligonos que se formam sobre a
superficie das esferas, em especial, os tridangulos. O estudo de trigonometria esférica tem
especial relevancia em nautica e navegacao para determinar a posi¢cao de uma embarcac¢ao
em alto-mar mediante a observacao dos corpos celestes, objetivo principal desse trabalho.

No capitulo anterior introduzimos o conceito de tridngulo esférico e algumas de-
finicoes relacionadas aos mesmos deixando para o presente capitulo a apresentacao das
ferramentas necessarias a resolucao desses triangulos, onde serao utilizadas as leis que
relacionam seus elementos. Resolver um triangulo esférico é determinar trés de seus ele-
mentos quando sao conhecidos os outros trés. Os elementos de um triangulo esférico

sa0:

e Trés angulos: sao os angulos esféricos formados nos vértices do triangulo, que re-

presentaremos por A, B e C;

e Trés lados: sao os arcos de circunferéncias maximas que unem os trés vértices, dois

a dois, os quais denotaremos por a, b e c.

Cada elemento desconhecido de um triangulo esférico é calculado em funcao de
outros trés, proporcionando, em cada caso, uma combinacao de quatro elementos. Como

sao seis elementos de um triangulo, teremos

O = (i) =15

O valor obtido acima, representa a quantidade de formulas necessérias a contemplar
todas as solugoes nos triangulos esféricos. Obviamente nos concentraremos nas principais

relagoes de tridngulos esféricos procurando, na medida do possivel, estabelecer analogias
com as relagoes da Geometria Euclidiana. MIGUENS (1999)



4.1 Formula Fundamental ou Lei dos Cossenos

A férmula fundamental equivale & Lei dos Cossenos da trigonometria esférica, e
recebe essa denominacgao porque todas as outras formulas para tridngulos esféricos podem

ser obtidas a partir dela. A féormula fundamental pode ser descrita pelo teorema abaixo:

Teorema 4.1.1. Seja ABC um tridngulo esférico com dngulos internos A, B e C e cujos
lados opostos medem a, b e c, respectivamente. Entao, o cosseno de um lado € iqual ao
produto do cosseno dos outros dois lados mais o produto dos senos dos mesmos lados pelo

cosseno do dangulo por eles formado.

cos a = cos bcos ¢ + sen bsen ccos A (4.1)

A férmula acima, além de formula fundamental ainda é conhecida como "férmula

dos quatro elementos-lado”.

Demonstragao. Considere o triangulo esférico ABC (Figura 4.1) de lados a, b e ¢, sendo
b e ¢ menores que 90°; OADE o triedro associado ao triangulo; OA = OB = OC = 1 raio
da esfera; AE e AD tangentes em A aos lados b e ¢ do tridngulo. Assim, o &ngulo formado

por essas tangentes mede A, que é um dos angulos do triangulo esférico.

Figura 4.1: Triangulo esférico ABC e triedro OADE

Observe que os angulos DOE, AOE, AOD das faces do triedro possuem as mesmas
medidas dos lados a, b e ¢ do triangulo esférico ABC.

Por outro lado, devido ao fato de as tangentes em A serem perpendiculares ao raio
R em A, temos que os triangulos OAE e OAD, formados pelas tangentes AE e AD, e os
prolongamentos OE e OD sao, ambos retangulos em A.

Aplicando a lei dos cossenos aos triangulos ODE e ADE temos:

DE = 0FE + 0D —20E.OD.cosa
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DE = AE +AD" —2AE.AD. cos A

Igualando os primeiros membros das rela¢oes acima teremos:

OE" + 0D’ —2.0E.OD.cosa = AE + AD" — 2.AE.AD. cos A (4.2)

Como os triangulos OAE e OAD sao retangulos em A, valem as relagoes trigono-

métricas abaixo:

OA 1 __ __
cosb = O:; cosb = —; secb = OF; sec?b = OF
OF OF
AFE S _
tanb = —— tanb = AE; tan?b = AL
OA
OA 1 _ _
cosc = O:; COSC = ——: secc = OD; sec?c=0D"
OD OD
AD - -
tanc = —; tanc = AD; tan?c = AD
OA

Substituindo os resultados anteriores na Equacao 4.2 vem que:
sec? b+ sec® ¢ — 2sech. sec c. cosa = tan® b + tan® ¢ — 2. tan b. tan ¢. cos A

Por outro lado, temos as identidades trigonométricas sec?b = 1+tan?b e sec’c =

1 + tan? ¢, dessa forma, o primeiro membro da equacao anterior passa a ser:
1 +tan®b+ 1 + tan® ¢ — 2.sec b. sec c. cos a = tan? b + tan® ¢ — 2. tan b. tan c. cos A
Que equivale a,
2 — 2.sech.secc.cosa = —2.tanb. tanc. cos A

Dividindo os dois membros da equagao anterior por (2secb. secc), teremos entao:

1 tan b. tan c. cos A
—— —cosa = —
sech.secc sech.secc
1 tanb tanc
Como, cosb=——; cosc=——; =senb e =senc
sec secc’ sech secc
Teremos entao,
cosb.cosc — cosa = —senb.senc. cos A
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E finalmente,

cosa = cosb.cosc+ senb.senc.cos A
O

De maneira anéloga, considerando os lados b e ¢ opostos, respectivamente, aos

angulos B e C, teremos,

cosb = cosa.cosc—+ sena.senc.cos B

cosc = cosa.cosb+ sena.senb. cosC

A prova anterior foi realizada considerando os lados b e ¢ menores que 90°. Mos-
traremos agora que a mesma férmula se aplica a qualquer triangulos. Em outros termos,
os lados b e ¢ podem ser maiores que 90°.

Qualquer triangulo esférico de uma superficie esférica sempre estara associado ao

seu triangulo suplementar, com o qual forma um fuso esférico,

Figura 4.2: Triangulo ABC e triangulo suplementar A’BC

O triangulo ABC representado na Figura 4.2, com b e ¢ menores que 90°, esta

associado ao triangulo A’BC, com lados 180° — b, e 180° — c.
Aplicando a Formula 4.2 no tridngulo A’BC teremos:
cosa = cos(180° — b). cos(180° — ¢) + sen(180° — b). sen(180° — ¢). cos A’
Como,

cos(180° — b) = —cosb; cos(180° — ¢) = —cosc¢; sen(180° — b) =senb e

sen(180° — ¢) = senc.
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Teremos entao:
cosa = (—cosb).(— cosc) + senb. sen c. cos A’
Por serem angulos de um mesmo fuso, implicarda A’=A, logo:
cos a = cos b. cos ¢ + sen b. sen c. cos A

Observemos que, retirando também a hipotese imposta ao raio de ser unitério, a

formula sofre pequenas alteragoes, passando para
() =05 (&) eos () + sen () oom () oo
cos|—=)=cos|—=|.cos|—= sen | —= | .sen (—= ) .cos
R R R R R

4.2 Analogia dos Senos ou Lei dos Senos

O termo "analogia” é uma denominacao arcaica para proporcionalidade. Assim,
podemos compreender a analogia dos senos como férmula da proporcionalidade dos senos,

que é apresentada no teorema a seguir,

Teorema 4.2.1. Seja ABC um tridngulo esférico com dngulos internos A, B e C e cujos
lados opostos medem a, b e c, respectivamente. Entao, os senos dos lados sao proporcionais

aos senos dos dngulos opostos.

senA senB sen(C

(4.3)

sen a sen b senc

Apesar da pouca contribuicao arabe na Astronomia e ciéncias do século XI, é
atribuida ao matematico arabe Abu Nasr Mansur, que viveu nesse século, a descoberta
da lei dos senos. COUTINHO (2001)

Demonstra¢ao. Considere um triangulo esférico de lados a, b e ¢. Partindo-se da férmula

fundamental, Formula 4.1, temos
sen b. sen c. cos A = cosa — cos b. cos ¢
Elevando ao quadrado os dois membros da equagao, temos

sen?b. sen® c. cos® A = cos® a — 2. cos a. cos b. cos ¢ + cos? b. cos® ¢

26



Como cos? A = 1 —sen? A (identidade trigonométrica), entdo, substituindo apenas

no primeiro membro teremos
sen®b.sen” c.(1 — sen? A) = cos® @ — 2. cos a. cos b. cos ¢ + cos? b. cos® ¢

sen?b.sen’ ¢ — sen’b. sen’ c. sen? A = cos® a — 2. cos a. cos b. cos ¢ + cos? b. cos® ¢

Fazendo também sen?b =1 —cos?’b e sen’c =1 — cos?c vem que
(1 — cos®b)(1 — cos® ¢) — sen® b.sen” c. sen” A = cos® a — 2. cos a. cos b. cos ¢ + cos? b. cos? ¢

1—cos? b—cos? c+cos? b. cos? c—sen? b. sen? ¢. sen® A = cos® a—2. cos a. cos b. cos c+cos? b. cos? ¢

Eliminando cos? b. cos? ¢ em ambos os membros, passamos a

2 2

1 —cos®b — cos®c — sen’b. sen? c. sen? A = cos® a — 2. cos a. cos b. cos ¢

2

sen?b.sen?c.sen® A =1 — cos® b — cos? ¢ — cos? a + 2. cos a. cos b. cos ¢

1 —cos?b — cos?c — cos®a + 2. cosa.cosb. cosc

sen’ A =

sen? b. sen? ¢

Dividindo ambos os membros da equacao por sen? a, teremos

sen?A 1 —cos?b— cos®c — cos?a + 2.cosa.cosb. cosc

(4.4)

sen? a sen? a. sen? b. sen? ¢

Como no segundo membro da Formula 4.4 as expressoes com os arcos a , b e ¢

aparecem de forma semelhante, é razoavel que, de forma analoga, tenhamos

2

sen® B 1 — cos®b — cos? ¢ — cos?a + 2. cosa. cosb. cos ¢

(4.5)

sen? b sen? a.sen? b. sen? ¢
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sen?C 1 —cos?b— cos?c— cos?a+ 2.cosa.cosb.cosc

(4.6)

sen? ¢ sen? a. sen? b. sen? ¢

Dessa maneira, como o segundo membro das Formulas 4.4, 4.5 e 4.6 sao iguais, é

valida a igualdade

sen?A  sen’B  sen?C

sen? a sen? b sen? ¢

E, finalmente teremos

senA senB sen(C

sen a sen b sen c

]

A formula fundamental (Formula 4.1) envolve os trés lados de um tridngulo esférico
e 0 angulo oposto a um deles. Dessa maneira, possuindo dois lados de um triangulo esférico
e o angulo formado entre eles, é possivel determinar o lado oposto ao angulo. Uma
aplicagao interessante da féormula fundamental diz respeito a navegagao oceanica quando,
na maioria das vezes, a derrota! planejada para o navio é navegando através de circulos
maximos. A navegacao em circulos méximos é denominada navegagao ortodromica ou
ortodromia 2, ao passo que a navegacao em circulos menores, quando o rumo do navio é

constante, ¢ denominada navegacao loxodromica ou loxodromia 2.

4.3 Teorema de PitAgoras na Superficie Esférica

Os triangulos esféricos retangulos, por terem um angulo igual a 90°, estao sujeitos
a formulas mais simples, com a vantagem da opc¢ao do seu emprego na resolucao dos
outros tipos de triangulos, pois qualquer triangulo pode ser dividido em dois triangulos
retangulos, bastando para isso tragar por um de seus vértices um circulo maximo perpen-

dicular ao lado oposto (Figura 4.3). Apresentaremos nesta se¢ao o Teorema de Pitagoras

!Derrota — Caminho, carreira ou rumo seguido por um navio, do ponto de partida ao ponto de
chegada, nao se contando para este efeito os portos ou ancoradouros acidentais. O mesmo que rota,
roteiro; relatério de viagem; curva que os astros descrevem, ou o espago que percorrem.

2Ortodromia, circulo maximo, representa a menor distancia entre dois pontos na superficie da terra,
mas faz angulos diferentes com os sucessivos meridianos.

3Loxodromia, linha de rumo, ou simplesmente rumo entre dois pontos, é a linha que une estes dois
pontos cortando todos os meridianos segundo um mesmo angulo. Para navegar na loxodromia o navio
deve governar em uma dire¢ao constante
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para tridngulos esféricos retangulos bem como outras relagoes trigonométricas também

empregadas nestes triangulos.

Figura 4.3: Triangulo Esférico retangulo

Teorema 4.3.1. Seja ABC um tridngulo esférico retangulo com dngulos internos A, B
e C e cujos lados opostos medem a, b e c, respectivamente. Entdo, sendo a hipotenusa
o lado oposto ao dngulo de 90°, o cosseno da hipotenusa € igual ao produto dos cossenos

dos catetos.

cosa = cosb. cosc (4.7)

Demonstragcao. Considere o tridngulo retangulo ABC de lados a, b e ¢ pertencentes a uma
superficie esférica de centro O e angulo A=90° (Figura 4.4). Traga-se em B a tangente
ao circulo maximo AB; esta tangente pertence ao plano OAB do circulo maximo AB
e, portanto, encontra o prolongamento do raio OA em A’. Também por B traca-se a
tangente BC’, que pela mesma razao encontra o prolongamento do raio OC em C’ e, em
seguida, liga-se A’ a C’. Desde que o raio OB é perpendicular as duas tangentes BA’
e BC’, segue-se que o plano A’BC’ é perpendicular a cada plano que passa por OB e,
portanto, ao plano AOB. Por hipotese o plano AOC é perpendicular ao plano AOB, pois
o angulo A é reto. A reta A’C’, sendo a intersecao dos dois planos AOC e A’'BC’, é
perpendicular ao plano AOB. Logo, os dngulos OA’C’e BA’C’ sao retos. Assim, a Figura
4.4 ilustra quatro tridngulos retangulos planos; A’BC’, A’OC’, A’OB e C’OB, tendo os
angulos A’BC’, C’OA’, A’OB e C’OB medidas iguais, respectivamente, as dos elementos

B, b, ¢ e a do triangulo esférico retangulo ABC. Multiplicando ambos os termos da razao

oc" PO OA’ teremos:
OB OA'OB OA OB

OC" ~ OC".0A" — OC" OA
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OB OA OB
cosb = e cosc =

oc”’ ocC’ OA

Cco1mo cosa —

segue que,

cosa = cosb. cosc O

Figura 4.4: triangulo retangulo na superficie esférica

As relagoes trigonométricas apresentadas abaixo, baseadas na Figura 4.4, sao de
grande relevancia nas publica¢oes de Navegacao Astronomica e, por conveniéncia didatica,

serao demonstradas no apéndice deste trabalho.

senb = sen a.sen B (4.8)
tgc=cos B.tga (4.9)
tgb =tg B.senc (4.10)

cosa = cotg B. cotg C (4.11)

cos B =senC.cosb (4.12)

4.4 Do Triangulo Esférico ao Triangulo Plano

Quando o triangulo esférico, tratado na Geometria Esférica, estd contido em uma
superficie esférica de dimensoes muito grande em relagao as dimensoes do triangulo, é
razoavel inferir que esse triangulo se aproximard de um triangulo plano da Geometria
Euclidiana. Podemos, sem perda de generalidade, considerar a superficie terrestre como
essa superficie esférica de grande dimensoes e utilizar a Geometria Euclidiana para célculos

em triangulos esféricos de pequenas dimensoes.
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Demonstraremos a seguir que a Lei dos Senos, Lei dos Cossenos e Teorema de
Pitagoras, demonstrados anteriormente para a superficie esférica, também valem na Ge-
ometria Euclidiana quando consideramos uma superficie esférica de grandes dimensoes.
Na tentativa de uma demonstragao dessa aproximagao, SANTOS (2018), na Rewvista de
Ciéncia e Tecnologia -RC'T, estabelece o raciocinio & seguir para as Leis dos Senos e Cos-
senos e, em seguida, COUTINHO (2001), fundamenta uma demonstragao para o Teorema

de Pitagoras:

sen a
a

Observa-se através do Limite Trigonométrico Fundamental, lim, g =1, cuja
demonstracao pode ser encontrada em STEWART (v.1, 2013, p.174) , que se o valor de
a tornar-se muito proximo de zero, o valor de sen a torna-se cada vez mais proximo de a.

Dessa maneira teremos sena = a, senb = b, senc = c.

senA senB sen(C

E a igualdade = =
sena sen b senc

senA senB senC

ficaré proxima de = =
a b c

a b c

0 que equivale a = =
senA  senB sen(C

que é a (Lei dos Senos para triangulos planos).

Observamos também, por meio da Série de Maclaurin,® que a representacao de

cos x é dada por:

2?2zt 2

cosx = —a—l—i—a—i—.... (4.13)

Fazendo a aproximagao até o termo de segunda ordem teremos,

cosx =1 — % (4.14)

A demonstracao da Formula 4.14 pode ser encontrada em STEWART (v.2, 2013, p.684).

Analogamente ao que ocorre com a Lei dos Senos para tridngulos esféricos, se
um triangulo tém lados a b e ¢ com comprimentos muito proximos de zero, aplicando a

Formula 4.14 e o limite trigonométrico fundamental temos que,

cosa = cosb. cosc + senb. sen c. cos A

4A série de Maclaurin ¢ assim denominada em homenagem ao matemético escocés Colin
Maclaurin(1698-1746) e representa um caso especial da série de Taylor. Mas a ideia de representar fun-
¢Oes especificas como somas de séries de poténcias remonta a Newton e foi popularizada por Maclaurin
em seu livro de calculo Treatise of Fluxions, publicado em 1742.
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equivalera a

a? b? c?
-~ =(1-—)(1-= cos A
5 ( 2)( 2)+bccos
2—a? 2 — b? 2—¢2
— . A
( 2 ) ( 2 )( 5 >+bccos

Multiplicando por 4 teremos,

e ainda

4—2a%> = (2—b%)(2—c*) +4bc.cos A

4—2a%> =4 —2¢% — 20 + b?? + 4be. cos A
20 = 2% + 2¢% — b*c? — 4be. cos A

Logo,
b?c?
a® =b*+c* — - 2bc. cos A (4.15)

Considerando que para os valores de a, b e ¢ muito proximos de zero, a parcela
b2c?
5 tem um valor desprezivel, o que torna a igualdade muito proxima de

a? = 0>+ % — 2be. cos A

que é a (Lei dos cossenos para triangulos planos).

Mostraremos agora que, em uma esfera, quando fizermos r tender a infinito, a
Formula 4.7 transforma-se na relacao de Pitagoras para triangulos planos. Senao, vejamos:

Suponha os lados do tridngulo expressos em radianos e aplicados na Formula 4.7,

teremos entao:

oS % = cos }% cos }% (4.16)
Desenvolvendo as séries de Maclaurin (Formula 4.13) para cada um dos termos,
obteremos:
a a? a’
SRR um
coS ﬁ =1-— b—2 + i
R 2R?  24R*
cos — =1 — C—2 + a
R 2R?  24R*
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Substituindo os valores na Formula 4.16 resulta em:

) a? N at ) b? N b . c? N ct
2R?  24RY 2R2  24R* ) 2R?  24R*
Aplicando a propriedade distributiva no segundo termo, escreve-se:

a? a* c? c* b? b?c? b2t b* b*c? bt
1— — + =) — et — + - +
2R?  24R4 2R?  24R* 2R?  4RY* 48RS  24R* 48RS  5T6RS

Multiplicando os dois lados por 2R? obteremos:

4 4 b2 02 b2 04 b4 b4 02 b4 04
IR —a? 4 _mopr_ 2y &y -
DY DY T OR T 2Rt T 12R2  24R' T 283RS

Cancelando 2R? em ambos os termos e fazendo R tender a infinito, a esfera passa
a ter a curvatura praticamente zero, com isto, os termos da expressao anterior contendo

poténcias de R no denominador anulam-se, ficando, apenas:
= 2 p?
E por fim, o famoso Teorema de Pitégoras,

a’ =0+

Conforme apresentamos acima, as féormulas obtidas para a Geometria Esférica
tornam-se as mesmas da Geometria Euclidiana quando fazemos r — co. Isso nos possibi-
lita afirmar que, sob certos parametros, a Geometria Esférica se aproxima da Geometria

Plana quando operamos com um raio da esfera excessivamente grande.
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5 NAVEGACAO ASTRONOMICA: CA-
RACTERIZACAO, EVOLUCAO HIS-
TORICA E CONCEITOS FUNDA-
MENTAIS

5.1 Importancia e Caracterizacao da Navegacao As-

trondmica

De acordo com (MIGUENS, 1999) a definigdo de navegacao é: "Navegagao ¢ a
ciéncia e a arte de conduzir, com seguranga, um navio (ou embarcac¢ao) de um ponto a
outro da superficie terrestre".

Dessa maneira, podemos caracterizar a Navegacao Astronémica como um método
de navegacao em que o navegante determina sua posicao, ou obtém outras informacoes
lteis para a seguranga da navegacao, através de observagoes dos astros.(MIGUENS, 1999)

Os métodos de Navegagao Astronomica usados atualmente sao suficientemente
simples para serem aprendidos por qualquer um que seja capaz de interpretar uma carta
nautica ou fazer as leituras de um instrumento de navegacao.

Pode ser questionado se no mundo atual dos equipamentos e maravilhas eletronicas
ainda faz sentido a utilizacao da Navegacao Astonomica. A resposta é sim. Principalmente
se considerarmos os caros equipamentos de navegacao, de dificil manutencao e totalmente
dependentes de geracao de energia elétrica. Por outro lado, a simplicidade da Navegacao
Astronomica é admiravel. Bastam um sextante, um bom cronémetro e um conjunto de
Tabuas para determinar sua posicao em qualquer ponto da Terra. Energia elétrica nao é
necessaria. Vocé pode navegar num grande navio, num pequeno veleiro ou até mesmo ser

um naufrago de uma embarcacao salva-vidas em situagao de emergeéncia.



5.2 Evolucao histoérica

No inicio da era da navegacao, as posi¢oes eram seguidas por referéncias terrestres.
Entretanto, quando os portugueses comecaram as grandes navegagcoes, eles precisavam de
pontos além da topografia costeira. Logo, tiveram que recorrer a métodos astrondémicos.

Esses métodos foram descobertos pelos gregos, em tempos antes de Cristo, quando
aprimoraram a teoria geocéntrica da terra. Os gregos, que supunham que as estrelas se
encontravam fixas na esfera celeste, pensavam que, uma vez determinadas as suas co-
ordenadas celestes, estas nao variavam mais. Mas, no século II a.C, Hiparco de Niceia
deu-se conta que as ascensoes retas de todas as estrelas tinham aumentado constante-
mente, enquanto as declinagoes praticamente mantinham os mesmos valores. Interpretou
este fato como sendo devido a um desvio constante do Ponto Vernal, origem da contagem
da ascensdo reta.(ANJO, 2019)

Quase todas as estrelas nao permanecem no mesmo ponto do céu, mas nos dao
a impressao de descrever grandes curvas a cada noite, & medida que a Terra executa o
movimento de rotacao em torno de seu eixo. Os marujos tinham necessidade de alguma
referéncia estavel que os orientasse. Dessa maneira, descobriram que certas estrelas que
parecem nao se mover, como a Estrela Polar, seria o referencial ideal. A Polaris situa-se
quase diretamente ao norte do eixo terrestre. Em consequéncia disso, quando a Terra gira
sobre si mesma, em vez de percorrer o céu, a Estrela parece descrever um circulo de raio
tao diminuto que pode ser considerada praticamente estacionaria. A partir desse ponto, os
marinheiros poderiam estimar de forma segura qual a posicao da embarcagao na superficie
da Terra, medindo, em graus, a elevacao dessa estrela. E diante disso, calcularam que
tudo o que deveriam fazer era verificar a distancia do horizonte da Polar todas as noites e
ter certeza que permaneceria a mesma. Assim, quando chegassem a uma ilha, poderiam
medir sua latitude e retornar a ela repetidas vezes (MIGUENS, 1999). As medidas eram
imprecisas, entao foram sendo criados equipamentos para auxiliar a navegacao, como o

astrolabio, o quadrante, a bussola, a balestilha e o sextante, por exemplo.

5.3 Conceitos fundamentais

As distancias da Terra aos corpos celestes sao tao grandes que podemos supd-los
projetados na superficie interna de uma imensa esfera oca, de raio infinito, concéntrica
com a Terra. Essa esfera aparente, de raio muito grande, é denominada Esfera Celeste,

Figura 5.1.
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Assim, em Navegacao Astronomica,
considera-se a Terra uma esfera perfeita,
estacionaria, suspensa, fixa no centro do
Universo, e todos os corpos celestes locali-
zados na superficie interna de uma imensa
esfera oca, de raio infinito, centrada no cen-
tro da Terra: a Esfera Celeste. Esta esfera
aparente é dotada de um movimento de ro-
tagao de Leste para Oeste, perfazendo uma

volta completa a cada dia, com seu eixo de

rotagao coincidindo com o eixo da Terra. 0y SN0 55 e
(COUTINHO, 2001)
O Eixo de rotacao da Esfera Celeste

)
ENTE 0n gopena cELEST

Figura 5.1: Elementos da Esfera Celeste
coincide com o eixo da Terra e os Polos

Celestes sao as projegoes dos Polos Terrestres na superficie da Esfera Celeste.

Polos Celestes sao os pontos em que o eixo de rotacao da Esfera Celeste intercepta
sua superficie e sao as projecoes dos Polos Terrestres na supericie da Esfera Celeste.

O Equador Celeste é o circulo méximo da Esfera Celeste perpendicular ao eixo dos
Poélos Celestes. E o Equador da Terra projetado na Esfera Celeste.

Paralelos de Declinagao ou Circulos Diurnos sao circulos menores da Esfera Celeste,
paralelos ao Equador Celeste.

Meridiano Celeste é um circulo méximo da Esfera Celeste que contém os Polos Ce-
lestes e o Zénite de um ponto da Terra. Os Meridianos Celestes representam as projecoes
dos meridianos da Terra na Esfera Celeste, sendo, entao, circulos méximos perpendiculares
ao Equador Celeste.

Os Circulos Horarios sao circulos maximos da Esfera Celeste que contém os Polos
Celestes e o centro de um astro. Assim, os Circulos Horérios sao, também, circulos
méaximos perpendiculares ao Equador Celeste. Desta forma, um Circulo Horario e um
Meridiano Celeste tém a mesma defini¢cao, sendo os Meridianos usados para referéncia de
locais (posigoes do observador) e os Circulos Horarios para astros. A tnica diferenca é
que os Circulos Horarios deslocam-se com os astros no seu movimento aparente em torno
da Terra, enquanto os Meridianos Celestes permanecem fixos, formando uma espécie de
gaiola, no interior da qual gira a Esfera Celeste, no seu movimento aparente de Leste para
Oeste. Quando um observador se desloca, move-se de um meridiano para outro.

Os meridianos convergem para os polos, isto €, na medida em que nos aproximamos
dos polos, as distancias entre os meridianos vao tendendo a zero. Assim, medindo a

separagao dos meridianos pelo arco paralelo corresponente (Figura 5.2), tem-se o seguinte:
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MN = AAB.cosgp

Figura 5.2: Triangulo MKO é retangulo com vértice O no centro da Terra

A relacao anterior pode ser demonstrada considerando a igualdade dos angulos
MKN = AOB (angulos de um ﬁﬂ e verificando que no triangulo retangulo MKO
teremos sen(90° — ) = cosp = (%) e, consequentemente MK = R.cos . Dessa
maneira, teremos o arco MN = (ATJ(\]V)(W), o que equivale a MN = A/O\B(R Cos ),
e ainda, MN = (A/OT?).(R).cosgo e finalmente MN = AB. cos ¢, sendo AB o arco
referente ao angulo AOB.

A Milha Maritima é uma unidade de distancia amplamente utilizada em navegacao
maritima, e equivale ao comprimento de 1 minuto de meridiano terrestre, tomado na
latitude de 45°. Devido ao achatamento da Terra nos polos, os meridianos nao sao circulos,
mas semelhantes a elipses. Dessa maneira, 1 minuto de arco de meridiano varia ao longo
das diferentes latitudes.

A Conferéncia Hidrografica Internacional Extraordinaria de 1929 fixou o valor de
uma milha marftima em exatos 1852m, com o simbolo MN. Sendo assim, na resolucao de
triangulos esféricos na superficie terrestre, suposta esférica para efeito de navegacao, vale

a relagao que 1min de arco de circulo maximo = 1 milha maritima.(COUTINHO, 2001)
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6 TRIGONOMETRIA ESFERICA NA
NAVEGACAO ASTRONOMICA

Segundo MIGUENS (1999), para determinar um ponto na superficie terrestre uti-
lizamos o sistema de coordenadas geograficas (Latitude e Longitude), de maneira analoga,

na Navegacao Astronomica utilizamos os seguintes sistemas de coordenadas astrondémicas:

e Sistema de Coordenadas Horarias;
e Sistema de Coordenadas Equatoriais ou Uranograficas; e

e Sistema de Coordenadas Horizontals ou Azimutais.

6.1 Sistema de Coordenadas Horarias

Esse sistema tem como circulos maximos fundamentais o Equador Celeste e, per-
pendicular a este, o Meridiano Celeste do observador. Dessa forma, as Coordenadas
Horarias permitem fixar a posicao de um astro na Esfera Celeste, em um determinado
instante, tendo como referéncia o Equador Celeste e o Meridiano Superior do lugar onde
se encontra o observador. As Coordenadas Horérias séo divididas em Declinacéo e Angulo

Horério, logo abaixo definidas:

e Declinacao: Declinacio de um astro é o comprimento do arco do Circulo Horario?
situado entre o Equador Celeste e a posigao do astro, medido para o Norte ou para
o Sul, a partir do Equador Celeste, de 00° a 90°. A Declinacao na Esfera Celeste é

analoga a Latitude na Terra.

e Angulo Horario: Angulo Horario de um astro é o arco de Equador Celeste (ou o

angulo no Poélo Celeste) entre um Meridiano Celeste e o Circulo Horario do astro,

1E um circulo méaximo da Esfera Celeste que contém os Polos Celestes € o centro de um astro. Desta
forma, um Circulo Horario e um Meridiano Celeste tém a mesma defini¢ao, sendo os Meridianos Celestes
usados para referéncia de locais (posi¢oes do observador) e os Circulos Horarios para astros. A unica
diferenca é que os Circulos Horérios deslocam-se com os astros, no seu movimento aparente em torno da
Terra, enquanto os Meridianos Celestes permanecem fixos como se fossem uma gaiola.



medido para oeste, de 000° a 360°. Quando o meridiano de origem é o Meridiano de
Greenwich ou o Meridiano Local qualquer, chamamos Angulo Horario em Greenwich
(AHG) ou Angulo Horério Local (AHL), respectivamente.

Como o angulo entre o Meridiano Local e o Meridiano de Greenwich corresponde

a Longitude do local (representada pela letra \), valera sempre a relagao:

AHL = AHG + \ (6.1)

Conforme podemos observar na Figura 6.1 utiliza-se na férmula anterior o sinal negativo

quando A é oeste (W) e o sinal positivo quando A é leste (E).

Figura 6.1: Coordenadas Horarias

Os conceitos abaixo, também relacionados as Coordenadas Horarias, sao impor-

tantes para o entendimento da Navegagao Astrondmica:

e Angulo no Polo (t1): E o angulo entre o Meridiano Superior do lugar e o Circulo
Horario do astro, medido de 000° a 180°, para Leste ou para Oeste do Meridiano
Superior. Entéo, como o Angulo Horario ¢ medido para Oeste, de 000° a 360°,

tem-se:
ASTRO A OESTE: t; = AHL
ASTRO A LESTE: t; = 360° — AHL

e Distancia Polar (p): A distancia polar de um astro ¢ o comprimento do Circulo
horério do astro entre o Polo Elevado (polo celeste acima do horizonte) e a posi¢ao
do astro, medido a partir do Pélo Elevado, de 000° a 180°. Se a Declinacao do astro
for de mesmo nome que o Pélo Elevado (ou seja, se a Declinagao e a Latitude do
observador forem de mesmo nome), a distancia polar serd p = 90° — Dec (Figura

6.2), do contrério, resultara em p = 90° 4+ Dec.
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Figura 6.2: Coordenadas Horarias e Distancia Polar

6.2 Sistema de Coordenadas Equatoriais ou Uranogra-

ficas

Os circulos maximos fundamentais de referéncia desse sistema de coordenadas sao
o Equador Celeste e o Circulo Horario do Ponto Vernal. As Coordenadas Equatoriais sao
divididas em Declinacao (Dec), ja tratada anteriormente, e Ascencao Reta Versa (ARV).
A Ascencio Reta Versa é definida como o arco do Equador Celeste (ou o Angulo no Pélo)
entre o Circulo Horario do Ponto Vernal e o Circulo Horario do astro, medido desde o
Circulo Horario do Ponto Vernal, de 000° a 360°, para Oeste.

A Figura 6.3 mostra a Declinagdo (Dec) e a Ascen¢ao Reta Versa (ARV') de um
astro. Como o Circulo Diurno (ou Paralelo de Declinagao) de uma estrela é paralelo ao
Equador Celeste, sua Declinagao (Dec), que é o arco do Circulo Horario do astro entre o
Equador e o Circulo Diurno, é constante. O Ponto Vernal, um ponto que utilizamos como
referéncia para diversos calculos astrondémicos, é o ponto no qual a Eclitica intercepta o
Equador Celeste quando o Sol, no seu movimento aparente de translacao em torno da
Terra, passa do Hemisfério Sul para o Hemisfério Norte Celeste. Sendo um ponto do
Equador Celeste, o Ponto Vernal gira com a Esfera Celeste, no seu movimento aparente
em torno da Terra, de Leste para Oeste.

Assim, como o astro e o Ponto Vernal giram com a Esfera Celeste, a Ascensao Reta

Versa (ARV') também permanece constante.
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Figura 6.3: Declinagao e Ascencao Reta Versa

As duas relagoes abaixo, também representadas nos diagramas de tempo da Figura

6.4, constituem-se em importantes ferramentas para a Navegacao Astrondémica:
AHLx = AHL, + ARVx (6.2)

AHGx = AHG, + ARV« (6.3)

AHG#=AHGy + ARVx AHL 4= AHLy + ARVa

Figura 6.4: Relacdes entre Angulos Horarios e ARV
Estas relagoes sao fundamentais haja vista que o Almanaque Nautico fornece ape-
nas o Angulo Horario em Greenwich do Ponto Vernal AHG, e a Ascensao Reta Versa

(ARV) das estrelas. Combinando-se estes elementos, obtém-se o Angulo Horario em

Greenwich das estrelas.
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6.3 Sistema de Coordenadas Horizontais ou Coordena-

das Azimutais

6.3.1 Elementos da Esfera Local Aparente

A representacgao do céu estrelado em um determinado instante, assemelhando-se a
uma fotografia do céu, onde as estrelas e planetas aparentam estar fixos em uma imensa
superficie esférica de raio infinito, é o que denominamos Esfera Local Aparente ou Esfera
Local. A Esfera Local tem como centro o olho do observador ou o centro da Terra. Dessa
forma, a Esfera Local nao participa do movimento diurno (movimento aparente) da Esfera
Celeste, representando a configuragao desta esfera em um determinado instante.

Os principais elementos da Esfera Local estao representados na Figura 6.5 seguidos

das respectivas definigoes.

7
s i
2 3
@?f‘i’%"
)
[ HORIZONTE

M APARENTE

R

HORIZONTE.
@ VERDADEIRO

Figura 6.5: Elementos da Esfera Local e Horizontes

ZENITE(Z) - o Zénite de um observador, ou de um determinado local da superficie
da Terra, é o ponto da Esfera Celeste situado na vertical do lugar, ou seja, é a projecao
na Esfera Celeste de um ponto na superficie da Terra.

NADIR(N) - o Nadir é o ponto da Esfera Celeste diametralmente oposto ao Zénite.
Esté, portanto, situado a 180° do Zénite, ou seja, é o antipoda do Zénite.

MERIDIANO LOCAL - ¢é a projecao na Esfera Celeste do meridiano de um lugar
da superficie da Terra. O semicirculo deste meridiano que contém a linha dos polos e o
Zénite do observador é o MERIDIANO SUPERIOR e a outra parte, que contém a linha
do polo e o Nadir, ¢ o MERIDIANO INFERIOR.

HORIZONTE VISUAL - ¢ a superficie conica, com vértice no olho do observador
(L), tangente a superficie do globo terrestre. A linha de tangéncia do Horizonte Visual
com a superficie do globo terrestre é materializada, em alto-mar, pela linha em que o céu

aparenta unir-se a Terra.
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HORIZONTE APARENTE - é um plano perpendicular & vertical do lugar e que
contém o olho do observador.

HORIZONTE VERDADEIRO - é um circulo maximo da Esfera Celeste perpendi-
cular & linha Zénite-Nadir, que passa pelo centro da Terra. Em Navegacao Astronomica,
quando se observa a altura de um astro com o sextante, ela é medida em relacao ao
Horizonte Visual, conforme indicado na Figura 6.5. Daqui por diante, chamaremos o
Horizonte Verdadeiro apenas de horizonte.

VERTICAL DE UM ASTRO - é o circulo méximo da Esfera Celeste que contém
a linha Zénite-Nadir e que passa pelo astro. E, portanto, perpendicular ao plano do

horizonte (Figura 6.6).

Figura 6.6: Horizonte e Vertical do Astro

PONTO NORTE (N) DO HORIZONTE - ¢ a projegao do Polo Norte Celeste sobre
o Horizonte.

PONTO LESTE (E) DO HORIZONTE - esta situado a 90° do ponto N, no sentido
horario.

PONTO SUL (S) DO HORIZONTE - é a projegao do Polo Sul Celeste sobre o
Horizonte. Esta situado a 180° do ponto Norte.

PONTO OESTE (W) DO HORIZONTE - esta situado a 270° do ponto Norte, no
sentido horario.

POLO ELEVADO - é o Polo Celeste acima do Horizonte, pode ser o Polo Norte

ou Polo Sul.
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Figura 6.7: Horizonte e Meridiano Local

6.3.2 Coordenadas Horizontais ou Azimutais

Os circulos de referéncia do Sistema de Coordenadas Horizontais ou Azimutais sao
o horizonte (circulo méaximo basico) e o meridiano do lugar (circulo maximo perpendi-
cular). Essas coordenadas permitem fixar a posigdo de um astro na Esfera Celeste em
relagao a posicao de um observador, tendo como referéncia o Horizonte e o Meridiano do
lugar (Figura 6.7). As seguintes definigdes sao relevantes ao entendimento da Navegagao
Astronomica:

ALTURA (a) - a altura de um astro ¢ o comprimento do arco do Vertical do astro
(ou angulo central), medido entre o horizonte e o astro, contado a partir do horizonte,
de 00° a 90° (astro no horizonte: a = 00°, astro no Zénite: a = 90°). A altura sera
denominada observada (a,), aparente (a,,) ou vedadeira(a), conforme haja sido medida a
partir do Horizonte Visual, Horizonte Aparente ou Horizonte verdadeiro, respectivamente.

AZIMUTE VERDADEIRO(A.) - o Azimute Verdadeiro de um astro ¢ a distancia
angular, medida ao longo do horizonte (ou Angulo no Zénite) entre o Meridiano Local e
o Vertical do astro, contado no sentido horario, de 000° a 360°, desde a parte Norte do
Meridiano Local, que contém o Polo Norte Celeste (ou do ponto Norte do horizonte).

DISTANCIA ZENITAL (z) - a distancia zenital de um astro é o arco do Vertical
do astro entre o Zénite e o astro, medido a partir do Zénite. Para todo astro acima do

horizonte teremos a distancia zenital como complemento da altura:
2=90°—a

ANGULO NO ZENITE (Z) - o Angulo no Zénite de um astro é o angulo entre o
Meridiano Local e o Vertical do astro, medido de 000° a 180°, para Leste ou para Oeste,
a partir do meridiano. é designado N ou S, de acordo com o Polo Elevado, e E ou W,

conforme esteja a Leste ou Oeste do Meridiano Local. Asssim, pode-se registrar para o
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Angulo no Zeénite: Z=045°NE; Z=120°SW etc. Os circulos menores da Esfera Celeste
paralelos ao horizonte sao denominados de Circulos de Altura, Paralelos de Altura ou
Almicantarados.

AZIMUTE NAUTICO OU SEMICIRCULAR - é o mesmo que o Angulo no Zénite
do "triangulo de posicao", ou seja, é o menor angulo formado entre o Vertical do astro e
o Meridiano do Local, medido de 000° a 180°, sobre o horizonte, a partir da projecao do
polo elevado, para Leste ou para Oeste. E designado por um prefixo, N ou S (Norte ou
Sul), conforme o polo elevado, e por um sufixo E ou W (Leste ou Oeste), conforme esteja
o astro a Leste ou Oeste do meridiano.

AZIMUTE QUADRANTAL (Aq ou Aqd) - é a distancia angular, medida sobre o
horizonte, de 00° a 90°, a partir de um ponto de origem (Norte ou Sul), para Leste ou
para Oeste (de acordo com a posigao do astro), até o Circulo Vertical do astro; recebe
sempre uma designagao, que pode ser NE (medido de Norte para Leste), NW (medido de

Norte para Oeste), SE ou SW, conforme o caso.

6.4 O Tridngulo Astrondémico ou Triangulo de Posicao

e a Posicao Astrondmica

6.4.1 Como é obtida a Posicao Astronémica?

De acordo com MIGUENS (1999), para que seja obtida uma posi¢ao na Navegacao

Astronomica o seguinte processo deve ser seguido:

e Inicialmente o navegante precisa saber a sua posigao estimada quando observa um
astro; observando o astro com o sextante?, ele obtém, apos aplicar algumas correcoes

a altura instrumental obtida, a altura verdadeira (a) do astro;

e Utilizando a posicao estimada, também conhecida como posicao assumida, o nave-
gante resolve o triangulo de posigao (que sera apresentado a seguir) e determina a
altura calculada (a.) do astro, que é a altura que o astro apresentaria se o navio

estivesse exatamente na posigao estimada, e o Azimute Verdadeiro (A,) do astro;

e Comparando a altura verdadeira (a) com a altura calculada (a.), o navegante, ba-
seado na diferenca de alturas e no Azimute Verdadeiro calculado para o astro, de-

termina uma linha de posi¢dao ? (LDP) para o navio; e

20 sextante é o instrumento de reflexio destinado a4 medida de angulos e que, a bordo, é principalmente
empregado na obtencao das alturas angulares dos astros acima do horizonte.

3Linha de posicao ¢é o lugar geométrico de todas as posicoes que o navio pode ocupar, tendo efetuado
a observagao da altura de um astro, em um determinado instante.
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e Observando trés ou mais astros, determina-se trés ou mais LDP e, assim, obtém-se

a posicao do navio, na intersecao das linhas de posicao.

Dessa maneira, resolve-se o triangulo de posicao para a posigao estimada, a fim de
determinar a altura calculada (a.) e o Azimute Verdadeiro (A,) do astro observado. A
partir dai, com o Azimute Verdadeiro (A,) e a diferenca entre a altura verdadeira (a) e
a altura calculada (a.), obtém-se uma linha de posi¢ao (LDP) para o navio. Com pelo
menos trés LDP, determina-se a posi¢ao astrondmica do navio.

O processo apresentado anteriormente é, em resumo, a maneira de obtencao da
LDP e da posi¢ao do navio por meio da Navegacao Astrondmica, e serd estudado deta-

lhadamente nas segoes seguintes.

6.4.2 O Triangulo de Posicao e seus elementos

O triangulo de posi¢ao é um triangulo esférico obtido combinando-se os trés siste-

mas de coordenadas utilizados em Navegagao Astrondmica.

e Sistema de Coordenadas Geograficas (Lat e Long) - para fixar a posi¢ao do ZENITE

do observador na Esfera Celeste (posi¢ao assumida ou posigao estimada);

e Sistema de Coordenadas Horéarias (AHL e Dec) - para fixar a posi¢ao do astro na

Esfera Celeste, no instante da observacao; e

e Sistema de Coordenadas Horizontais ou Azimutais (a e A,) - para fixar a posigao

do astro em relagao ao observador, no instante da observacao.

VEERTICES LADOS ANGULOS
~POLO ELEVADO — COLATITUDE - ANGULO NO
c=00°-¢p POLO (t)
-ZENITE DO - DISTANCIA ZENITAL |- ANGULO NO
OBSERVADOR z=90°- a ZENITE (Z)

(POSICAO ESTIMADA
OU ASSUMIDA}

~ ASTRO OBSERVADO |- DISTANCIA POLAR |- f\_\IGUL"D
p=90°"=Dec PARATATICO

Figura 6.8: Triangulo de Posicao

De acordo com a Figura 6.8, os principais elementos do triangulo de posi¢ao sao:
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VERTICES:

- Polo elevado (polo celeste situado acima do horizonte e que d& o nome a Latitude)

- Zénite do observador (ponto cuja posigao na Esfera Celeste é definida pela Lati-
tude e Longitude correspondentes a posi¢ao estimada)

- Astro observado (posi¢ao do astro na Esfera Celeste, no instante da observagao).

LADOS:

- Colatitude (c) - 90° — Lat (complemento da Latitude)

- Distancia zenital (z) - 90° — a (complemento da altura)

- Distancia polar (p) - 90° + Dec (se a Latitude e a Declinagao sdo de mesmo nome,

p = 90° — Dec, se sao de nomes opostos, p = 90° 4+ Dec)

ANGULOS:

- Angulo no Polo (t1) - é o angulo no polo elevado, entre o meridiano superior do
observador e o circulo horério do astro medido de 000° a 180°, para Leste ou para Oeste
do meridiano superior. Na Figura 6.9 podem ser visualizadas as relacoes entre o Angulo
no Pélo (t1) e o Angulo Horario Local (AHL) do astro:

1) ASTRO A LESTE

Z

W . E

M
2) ASTRO A QESTE
m
W ﬁ E
M

Figura 6.9: Angulo no Pélo e suas relagdes com AHL

A tnica diferenca entre o Angulo Horario Local (AHL) e o Angulo no Polo (¢;) de
um astro é que o AHL é sempre medido para Oeste (de 000° a 360°), enquanto que o t; é 0
menor angulo entre o meridiano superior do observador e o circulo horério do astro, sendo

medido de 000° a 180°, para Leste ou para Oeste do meridiano do observador, recebendo
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assim, o sufixo (E) ou (W).

E possivel calcular o Azimute Verdadeiro (A,) através do Angulo no Zeénite (Z).

As Figuras 6.10 e 6.11 ilustram essa transformagao.

1) OBSERVADORNA LATITUDE NORTE—-ASTROA 2) OBSERVADOR NALATITUDE NORTE—-ASTRO A
LESTE OESTE

ANGULO NO ZENITE (Z) MEDIDO DE NORTE PARA LESTE;
Z (NE)E IGUAL AO AZIMUTE VERDADEIRO (Az)

Figura 6.10: Angulo no Zénite para observador ao Norte

3) OBSERVADOR NALATITUDE SUL -ASTRO A 4) OBSERVADOR NALATITUDE SUL -ASTROA

LESTE OESTE
R ]

0

=

F

Az=180°-Z (SE) Az =180°+Z (SW)

Figura 6.11: Angulo no Zénite para observador ao Sul

- Angulo paralatico - ¢ o angulo do tridngulo de posicio formado no astro M (entre

o circulo horério e o vertical do astro). Nao é utilizado em Navegagao Astronomica.

6.4.3 Resolvendo o Triangulo de Posicao

Quando o navegante, conhecedor da sua posicao estimada, observa a altura do
astro, ele possui a sua Latitude e Longitude Estimadas. Com a Latitude Estimada ele
obtém a colatitude (¢ = 90° — Lat). Este é o primeiro elemento conhecido do triangulo
de posigao.

Exatamente no instante em que for medir a altura, o navegante registra a hora
exata da observagao. Com esta hora, convertida em Hora Média de Greenwich (HMG),

e a Longitude estimada, obtém-se, por meio do Almanaque Nautico ou outras Téabuas,
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as coordenadas horérias do astro (AHL e Dec). A partir do valor da Declina¢ao é pos-
sivel obter a distancia polar (p = 90° + Dec), que é o segundo elemento conhecido do
triangulo de posicdo. Com o AHL, determina-se o Angulo no Polo (t1), que é o terceiro
elemento conhecido do tridngulo de posicao. Dessa forma, teremos os seguintes elementos

conhecidos do triangulo de posigao:

e Colatitude: ¢ =90° — Lat

Distancia Polar: p = 90° — Dec

Angulo no Polo: t,(W) = AHL e t,(E) = 360° — AHL

Teremos também os seguintes elementos a calcular:

Distéanica Zenital(z)

Angulo no Zénite (Z)

Obtendo a Distancia Zenital (z) e o Angulo no Zénite (Z) por meio da solucio
do triangulo de posigao, podemos determinar a altura calculada do astro (a. = 90° — 2)
e o Azimute Verdadeiro (A,) do astro, que nos permitirdo, em conjunto com a altura
verdadeira do astro (a), gerada apos varias corregoes a altura instrumental obtida pelo
sextante, tracar uma linha de posi¢ao do navio.

De uma maneira geral, os navegantes resolvem o triangulo de posicao por Tabuas,
calculadoras pré-programadas ou mesmo programas de computador. De qualquer maneira,
seja qual for o modo de resolver o triangulo de posigao, estao explicitas ou implicitas as

formulas abaixo,
a. = arc sen[sen(Dec) sen(Lat) + cos(Dec) cos(Lat) cos(t1)] (6.4)

sen(Dec) — sen(Lat) sen(a,)

Z = arc cos (6.5)

cos(ae) cos(Lat)

Inicialmente deduziremos a Formula 6.4 para em seguida fazermos a deducao da

Foérmula 6.5,

6.4.4 Deducao da Formula 6.4

De acordo com a Férmula 4.1, descrita para um triangulo ABC:

cosa = cosbcosc+ senbsen ccos A
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Considerando o triangulo de posicao P,ZH ilustrado na Figura 6.8 com vértices,
respectivamente, coincidentes com os vértices de um tridngulo ABC. Dessa forma, o lado
a do segundo triangulo é congruente a z e A = P,, b é congruente a distancia polar p e
B = Z, e por tltimo, ¢ do segundo triangulo é congruente a colatitude ¢ do primeiro, com

C = H. Sendo assim, a féormula anterior pode ser escrita como,

COS z = COs p cos ¢ + sen psen c cos(ty)
Fazendo, z = 90° — a,; p=90° — Dec e ¢ = 90° — Lat temos,

cos(90° — a.) = cos(90° — Dec) cos(90° — Lat) + sen(90° — Dec) sen(90° — Lat) cos(ty)

Considerando ainda:

cos(90° — a.) = sen(a.) e sen(90° — a.) = cos(a.)

c0s(90° — Dec) = sen(Dec) e sen(90° — Dec) = cos(Dec)

cos(90° — Lat) = sen(Lat) e sen(90° — Lat) = cos(Lat), chegaremos a,

sen(a.) = sen(Dec) sen(Lat) + cos(Dec) cos(Lat) cos(ty)

Observemos ainda, de acordo com a Figura 6.9, que t;5 = 360° — AHLx ou tyy =
AH Lx. Como cos(360°—AH Lx) = cos(AH Lx) teremos sempre que cos(t,) = cos(AH Lx),

resultando entao que,
sen(a.) = sen(Dec) sen(Lat) + cos(Dec) cos(Lat) cos(AH Lx)
e, finalmente,

a. = arc sen[sen(Dec) sen(Lat) + cos(Dec) cos(Lat) cos(t1)]

6.4.5 Deducgao da Férmula 6.5

Considerando as mesmas condigoes para o triangulo P,ZH descritas na demons-
tracao anterior, e aplicando novamente a Lei dos cossenos, considerando porém, do lado

esquerdo da equagao o cos p, ao invés do cos z, calculado anteriormente, teremos,

COSp = COS € oS z + sen csen z cos(Z)

c0s(90° — Dec) = cos(90° — Lat) cos(90° — a.) + sen(90° — Lat) sen(90° — a)cos(Z)
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o que resulta em,
sen(Dec) = sen(Lat) sen(a.) + cos(Lat) cos(a)cos(Z)

cos(Lat) cos(ae)cos(Z) = sen(Dec) — sen(Lat) sen(ay)

sen(Dec) — sen(Lat) sen(a,) }
cos(a.) cos(Lat)

cos(Z) = {

e finalmente,

sen(Dec) — sen(Lat) sen(ae)]

7 —
are cos [ cos(a) cos(Lat)

Observacoes quanto a utilizacao das Formulas 6.4 e 6.5:

e Se a Latitude e a Declinagao forem de nomes contrarios, utilizar a Declina¢ao com

sinal negativo.

e O angulo no Zénite (Z) pode ser convertido para Azimute Vedadeiro (A, ) utilizando

uma das férmulas abaixo:
A,= 7 (NE) A,= 360° - Z (NW)
A,= 180° - Z (SE) A,= 180° + Z (SW)

6.5 Como obter as Coordenadas dos Astros por meio

do Almanaque Nautico

No capitulo anterior apresentamos as agdes necessarias para a obtencao de uma
linha de posigao (LDP):

e Observar a altura do astro com o sextante, anotando a hora correspondente ao
instante da observacao (esta hora sera transformada em Hora Média de Greenwich

-HMG); aplicar as corregoes para determinar a altura verdadeira (a) do astro;

e Resolver o triangulo de posi¢ao (para a posigao assumida), a fim de obter a altura

calculada (a.) e o Azimute Verdadeiro (A,) do astro; e

e Com a diferenga (a — a.) e o Azimute Verdadeiro (A,), tragar a linha de posi¢ao

(reta de altura).

De acordo com MIGUENS (1999), para que tenhamos elementos suficientes a reso-
lugao do tridngulo de posi¢ao, necessitamos conhecer as coordenadas horérias (AHL e Dec)

do astro observado, no instante da observacao. Isto é feito com o auxilio do Almanaque
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Néutico. O argumento de entrada no Almanaque Nautico serd o Tempo Universal (TU)
ou Hora Média de Greenwich (HMG) e possibilitara a obtengao do AHG, que pode ser
transformado em AHL, fazendo AHL = AHG — Long(W) ou AHL = AHG + Long(F)
conforme a Figura 6.12.

Quando o astro for uma estrela, temos primeiramente que obter no Almanaque
o Angulo Horario em Greenwich do Ponto Vernal (AHG,), tabulado para cada hora
inteira de HMG, e o valor da Ascengao Reta Versa (ARV) e Declinagao (Dec) de uma
das 57 estrelas utilizadas na Navegacao Astronomica (estrelas com ARVe Dec que variam
lentamente e podem ser consideradas constantes durante um periodo de varios dias). Com

estes elementos, pode-se obter o AHG das estrelas, através das Féormulas 6.2 e 6.3,
AHLx = AHL, + ARV

AHGx = AHG, + ARVx

Quando obtivermos o AHG podemos calcular o AHL combinando a Longitude

como vimos anteriormente.

AHL=AHG-AW AHL=AHG +.E

Figura 6.12: Conversao de AHG em AHL

Ainda sobre a obtencao das coordenadas horarias das estrelas, nao haveria como
o Almanaque Nautico apresentar, nas péaginas diarias, o AHG e a Dec das 57 estrelas
selecionadas para uso nautico.

Entretanto, como vimos anteriormente, o Ponto Vernal(vy), interse¢ao da Eclitica
com o Equador Celeste, quando o Sol, no seu movimento aparente de translacao em torno
da Terra, passa do Hemisfério Sul Celeste para o Hemisfério Norte Celeste, é dotado de
um movimento aparente igual ao das estrelas, perfazendo uma rotacao completa em torno
da terra em um dia sideral, exatamente. Assim sendo, o Almanaque fornece, nas paginas
diarias, o AHG do Ponto Vernal, tabulado para cada hora inteira de HMG, e a Ascencao
Reta Versa (ARV') e Declinagao (Dec) das 57 estrelas citadas.
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Observagoes:

e Os movimentos horarios do Ponto Vernal () sao perfeitamente conhecidos. Desta
forma, v (valor obtido no Almanaque e que nos permite determinar a corregao para
as irregularidades do movimento horario dos planetas e da Lua) é ZERO para o

Ponto Vernal.

e Os valores de ARV e Dec das estrelas variam muito lentamente, mantendo-se prati-
camente constantes por varios dias. Assim, nao é necessario fazer qualquer correcao
nestes elementos (ARVe Dec) para o instante da observagao, bastando apenas uti-

lizar os valores apresentados nas paginas diarias do Almanaque Nautico.

6.5.1 Exercicios praticos envolvendo consultas ao Almanaque Nau-
tico

Nesta subsecao, a titulo de fixar os conhecimentos até entao apresentados, resol-
veremos alguns exercicios envolvendo coordenadas horérias de astros com a extracao de

dados do Almanaque Néutico.

EXERCICIO 1 - Deseja-se converter a H Leg = 0800 em Norfolk, EUA (Longi-
tude 076° 18 W) para HMG.

- Determinagao do Fuso Horario de Norfolk: Dividindo a Longitude por 15° (pois
temos um total de 24 fusos de 15°) e comparando com o resto 7,5° conclui-se que o Fuso
de Norfolk ¢ +5(R).

- Portanto, a Hora Legal é expressa por: H Leg = 0800 R

- Aplicando o Fuso com o seu sinal & H Leg, obtém-se a HMG correspondente:
HMG = 0800R + 5 = 1300Z.

EXERCICIO 2 - Calcular o Angulo Horario Local (AHL) e a Declinacao (Dec)
do Sol em 27/set/1993, na Hora legal = 15" 26™ 50°, estando o observador no fuso +3"

(P).

Solugao:
Hleg = 15" 26™ 50° P
f= 43 P

HMG= 18" 26™ 50° Z
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Entrar no Almanaque Nautico de 1993, com a data e a HMG inteira menor e mais
proxima (27/set, HMG 18"), na coluna referente ao Sol (Figura 6.14) para obter os valores
tabulados do AHG, Dec e d; em seguida, entrar nas paginas "amarelas"do almanaque para

determinar os acréscimos e corregoes para 26™ 50° (Figura 6.15):

AHG(18") = 092°16, 7’ Dec(18") = 01°50,6'S (d = +1,0)

ACRESC.(26™50°) = 06°42,5

CORREC. d(26™) = +0, 4/

HMG 18"26m505 — AHG = 098° 59,2’ Dec = 01°51,0'S
Observagao:

Conforme observamos, as irregularidades do movimento horéario (v) para o SOL

sao despreziveis.

EXERCICIO 3 - Calcular o (AHL) e a (Dec) do Sol, para um lugar de Longitude
032° 25,0'E, em 25/set/93, H leg=15" 27™ 40,0°, no fuso horério -2 (B).

Solugao:
Hleg = 15" 27 40,0° B
f= -2 B

HMG = 13" 27" 40,0° Z

Entrar no Almanaque Nautico de 1993, com a data e a HMG inteira menor e mais
proxima (25/set, HMG 13"), na coluna referente ao Sol (Figura 6.14) para obter os valores
tabulados do AHG, Dec e d; em seguida, entrar nas paginas amarelas para determinar os

acréscimos e corregoes para 27™ 40, 0° (Figura 6.15):

AHG(13") = 017°05,4"  Dec(13") = 00°59,0’S (d = +1,0')
ACRESC.(27™40,0°) =  06°55, ('

CORREC. d(27T™) = +0, 5

HMG 13"27m40, 05 — AHG = 024° 00, 4’ Dec = 00°59,5'S
HMG 13"27™40,0° — AHG = 024° 00,4’ Dec = 00°59,5'S

A= 032°25,0'F
AHL = 056025, 4’

EXERCICIO 4 - Obter o (AHL) e a (Dec) de Sirius, para um lugar de Longitude
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047° 50,0W, em 25 /set /93, H leg=05" 26™ 18, 0°.

Solugao:
Para o célculo do fuso: Divide-se a Longitude por 15°, como o quociente é 3 e resto
¢ menor que 7,5°, portanto, o fuso sera +3 (P).
Hleg = 05" 26™ 18,0° B
f= 43 P
HMG = 08" 26™ 18,0° Z

Entrando no Almanaque Nautico na data de 25/set/93, (Figura 6.13), com a parte
inteira da HMG obteremos AHG, = 124°09,2" e para um acréscimo de 26™18° (Figura
6.15) teremos 06°35,6'.

AHG,(08") = 124° 09,2
ACRESC(26m18%) =  06° 35,6
AHG, = 130° 448

AHG, = 130° 44,8
ARV(SIRIUS) = 258 46,7
AHG(SIRIUS) = 029° 31,5

AHG(SIRIUS) = 029° 31,5’
LONGITUDE = 047° 50,0'W

AHL(STRIUS) = 341° 41,5’
e Dec (SIRIUS) = 16° 42,3 S
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6.6 Como Tracar a Linha de Posicao Astronémica

Nos capitulos anteriores aprendemos a obter a altura de um astro e a resolver
o tridngulo de posicao da Navegacao Astronomica decorrente dessa observagao. Isso nos
conduziu a uma linha de posi¢ao (LDP) denominada reta de altura do Astro. O propoésito
deste capitulo é explicar um pouco mais sobre essa LDP, mostrando que, na verdade,
a observacao de um astro em uma posi¢ao qualquer determina uma circunferéncia de
igual altura (ou circunferéncia de posigao), em torno do ponto subastral (PSA) ou ponto
subestelar (posi¢ao geografica do astro (GP), no instante da observagao).

O conceito de linha de posi¢ao astronomica ou reta de altura é fundamental para
que se saiba realmente o que se esta fazendo, ao observar um astro, calcular os elementos

determinativos da reta de altura e traci-la na carta nautica® ou folha de plotagem.®

6.6.1 Circunferéncia de posicao - uma perspectiva geométrica

Imaginemos um mastro vertical perpendicular a uma superficie plana e nivelada
(Figura 6.16), e que um fio foi esticado do seu tope até a superficie abaixo, de modo que
o angulo formado pelo fio e a superficie seja 30°. Se o fio for girado em torno da base
do mastro, a figura descrita sera uma circunferéncia e, de qualquer ponto desta, o angulo

entre o tope do mastro e a superficie sera de 30°, como podemos observar na figura.

CIRCUNFERENCIA DE IGUAL ALTURA
EM TORNO DE UM MASTRO

Figura 6.16: Circunferéncia de igual altura em torno de um mastro

A titulo de ilustracao, imaginemos que um observador se posicione proximo do

mastro vertical, portando um sextante, e busque um ponto onde o angulo vertical entre

4Carta nautica é uma representacio da superficie terrestre sobre um plano, mas que foi especialmente
tragada para ser usada em navegacdo ou outra atividade técnica ou cientifica, servindo nao sé para ser
examinada, mas, principalmente, para que se trabalhe sobre ela na resolucao de problemas graficos, onde
os principais elementos serao angulos e distancias, ou na determinacao da posicao através das coordenadas
geograficas (Latitude e Longitude).

5Folhas de plotagens sao modelos criados especificamente para se tracar linhas de posicdo obtidas na
navegacao.
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o tope e a base do mastro seja 30°. Se for medida a distancia deste ponto ao pé do
mastro e tragada em torno do mastro uma circunferéncia tendo essa distancia como raio,
de qualquer ponto de tal circunferéncia o dngulo vertical entre o tope e a base do referido
mastro sera sempre de 30°. Assim, ter-se-a tragado em torno do mastro a circunferéncia
de igual altura de 30°, mostrada na Figura 6.16.

Suponhamos agora, que o tope do mastro foi estendido até uma distancia infinita
da base e que existe um astro no tope do mastro. Os raios de luz provenientes do astro,
situado a uma distancia infinita da superficie, serao praticamente paralelos uns aos outros,
Figura 6.17. Como a superficie abaixo é a superficie da Terra, aproximadamente esférica,
as medidas dos angulos verticais de incidéncia dos raios sao feitas em relagao a um plano

tangente & superficie da esfera terrestre, isto é, horizonte visual.

5
3
]
«
-
-
z

25
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Figura 6.17: Circunferéncia de igual altura - na superficie da Terra

Dessa forma, o dngulo vertical varia de 90°, na base do mastro (ponto subastral,
ponto subestelar ou posigao geografica do astro), até 00°(zero), em todos os pontos da
superficie da esfera terrestre situados a 90° da base. O ponto subastral (PSA) representa a
projecao do astro sobre a superficie da esfera terrestre e pode ser localizado na superficie
da Terra por suas coordenadas geograficas, que a Latitude coincide com a Declinagao
do astro e a Longitude com o Angulo no Polo em Greenwich do astro, no instante da
observacao. Como se sabe, o Angulo no Polo em Greenwich do astro (t,G) ¢ igual ao
Angulo Horéario em Greenwich (AHG ou tG) com o astro a Oeste e igual a 360° — AHG,
com o astro a Leste.

Assim, a circunferéncia de igual altura é uma circunferéncia na superficie da Terra,
centrada na posicao geografica do astro, isto é, no ponto subastral, de onde se observa o

astro sob a mesma altura.
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Como o astro é considerado estar a uma distancia infinita da Terra, sendo seus
raios luminosos paralelos entre si, o a&ngulo vertical medido na superficie da Terra é igual
ao angulo medido no centro da Terra. Este angulo é a altura verdadeira (a) do astro,
isto €, sua distancia angular acima do horizonte verdadeiro, conforme indicado na Figura
6.17.

A distancia angular do horizonte verdadeiro ao Zénite de um determinado local
é sempre 90°. A distancia angular do horizonte verdadeiro ao ponto subastral (posigao
geografica do astro) é igual a altura verdadeira (a) do astro, como pode ser verificado na
Figura 6.17. O seu complemento, isto &, 90° — a, ou seja, a distancia zenital (z) do astro,
é o raio da circunferéncia de igual altura. Desta forma, ao observarmos um astro com
o sextante num determinado instante, obtendo, apoés as correcoes, sua altura verdadeira
(a), estamos, na realidade, definindo uma linha de posi¢do (LPD) constituida por uma
circunferéncia de igual altura, com centro na posi¢ao geografica do astro (ponto subastral)
e raio igual a distancia zenital do astro (z = 90° — a) naquele instante.

A distancia zenital (z) é medida ao longo de um circulo maximo (o circulo méaximo
da esfera terrestre entre a posicao do observador e o ponto subastral, isto é, a projecao na
superficie da Terra do vertical do astro). Entao, o raio da circunferéncia de igual altura
pode ser expresso em milhas néuticas, sendo 1’ de arco igual a 1 milha.

Por conseguinte, no exemplo anterior, a = 30°, z = 90° — a = 90° — 30° = 60°.
Assim, z = 60 x 60 = 3600 milhas nauticas. Dai, quando observamos um astro na
altura verdadeira de 30°, estamos, na realidade, definindo uma linha de posi¢ao (LDP)
constituida por uma circunferéncia de igual altura centrada na posi¢ao geografica do astro
(ponto subastral) e de raio igual a 60° ou 3.600 milhas nauticas.

Uma vez que conhecemos as coordenadas da posi¢ao geografica do astro no instante
da observagao (AHG e Dec), obtidas por meio do Almanaque Néutico, poderiamos plotar
o ponto subastral em um globo terrestre e tracar, com um compasso de pontas curvas,
a circunferéncia de igual altura, com centro no ponto subastral e raio igual a distancia
zenital verdadeira do astro, conforme mostrado na Figura 6.18. Esta circunferéncia de
igual altura seria sua linha de posi¢ao astronomica, representando o lugar geométrico dos

pontos da superficie da Terra sobre o qual estaria localizada sua posicao.
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Figura 6.18: Circunferéncia de igual altura (LDP astrondmica)

Na Figura 6.18 é apresentada a circunferéncia de posicao tragada com o ponto
subastral de um astro, em um determinado instante, localizado na Latitude 40°N e Lon-
gitude de 050°W e raio de 20° (1.200 milhas). Neste instante, todos os observadores
situados sobre a circunferéncia tragada mediriam a altura de 70° para o astro visado
(@ = 90° — z = 90° — 20° = 70°). Todos os observadores que se acham no interior da
citada circunferéncia medem, no momento considerado, alturas maiores que 70°; um ob-
servador localizado exatamente no ponto subastral (Figura 6.18, ponto "a") tem o astro
no Zénite e registra altura de 90°. Os observadores localizados fora da circunferéncia,
medem alturas menores que 70° e os que se acham sobre uma circunferéncia equidistante
de 90° do ponto subastral, observam uma altura de 0° (astro no horizonte).

Observando dois astros e tragando as circunferéncias de alturas iguais em torno
dos respectivos ponto subastrais, as duas circunferéncias vao, normalmente, cruzar-se em
dois pontos, estando a posicao do observador em uma das intersecoes, provavelmente a
mais proxima da posi¢ao estimada do navio no instante da observacao, como mostrado na
Figura 6.19. Se os dois pontos de intersecao estiverem tao préoximos que puderem causar
confusao ou ambiguidade na determinacao da posicao astrondémica, a duvida poderia ser
resolvida pela observacao de um terceiro astro e o tragado de uma terceira circunferéncia
de altura iguais.

Apesar de o método acima descrito, isto é, a solugao geométrica do problema, ser de
facil compreensao, nao é pratico para uso a bordo, pois, para obter a posicao astrondémica

com a precisao exigida seria necessario um globo terrestre de dimensoes muito grandes.
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Figura 6.19: Posicao astronémica - Intersecao de duas circunferéncias de alturas iguais

Suponhamos que obtivéssemos as alturas a; = 30° e as = 40° para dois astros, isso
resultaria em z; = 60° e 29 = 50° respectivamente, e ainda em raios z;=3.600 milhas e
zo= 3.000 milhas. Esses valores, para serem tracados com um erro menor que 1 milha,
resultaria em dispor de um globo com didmetro muito grande, incompativel com o espaco
fisico de bordo. Por outro lado, se escolhessemos astros com elevadas alturas; a; = 87° e
as = 85°, obteriamos z;= 180 milhas e 25=300 milhas, o que seria uma distancia razoéavel
para ser utilizada como raio das circunferéncias de posicao em cartas nauticas de pequena
escala. Entretanto, normalmente nao se observam astros com alturas maiores que 65° ou
70°, pela dificuldade de definir claramente o vertical do astro com o sextante.

Por outro lado, a solucao analitica, que consiste na resolugao de um sistema de
duas equagoes com duas incognitas (Latitude e Longitude do observador), sendo longa
e complicada, também nao era utilizada na pratica corrente da navegagao astrondmica
até a introducao dos computadores e calculadoras. Atualmente, mesmo dispondo destes
auxilios, em geral, adota-se para calculo das retas de altura e determinagao da posicao
astronomica, uma combinag¢ao da solugao analitica com uma solucao grafica sobre a carta

nautica ou folha de plotagem, conforme mostrado a seguir.

6.6.2 Circunferéncia de posicao - representacao em carta nautica

Segundo MIGUENS (1999), as circunferéncias de posigao ou circunferéncias de al-
turas iguais podem assumir diversos lugares geométrico quando representadas nas cartas

nauticas de Mercator®, Figura 6.20. Poderao ser obtidas circunferéncias, elipses, para-

6 A projecdo de Mercator é um tipo de projecdo cilindrica do globo terrestre. Nessa projecdo, os meri-
dianos sao planificados na forma de linhas retas paralelas verticais que sao horizontalmente equidistantes,
ao passo que os paralelos sao planificados na forma de linhas retas paralelas horizontais, de modo que
a distancia vertical entre dois paralelos sucessivos é tanto menor quanto mais proximos esses paralelos
estiverem da linha do equador.
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bolas e outras curvas conforme a posi¢ao do polo terrestre em relacao a circunferéncia de
posicao. Devido a representagao complexa da curva de alturas iguais na carta nautica de
Mercator, ja foi demonstrado em trabalhos mais especificos a possibilidade de substitui-
las, em um pequeno trecho, por um arco de circunferéncia com o mesmo raio de curvatura
que a circunferéncia de altura, no referido trecho (Circunferéncia Osculatriz) e ainda, esta
circunferéncia pode ser substituida por uma linha reta, perpendicular ao raio no ponto de

tangéncia, que estara proximo da posicao estimada do observador, Figura 6.21.
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Figura 6.20: Circunferéncia de alturas iguais tracada em uma carta de Mercator

Esta reta tangente, nas proximidades da posicao estimada, é denominada reta de
altura e representa o lugar geométrico das posigoes do navio, quando se efetua a observagao

da altura de um astro, em um determinado instante.

PO S ————

Figura 6.21: Esquerda-circunferéncia de altura aproximando para circunferéncia osculatriz
Direita-circunferéncia osculatriz aproximando para a reta tangente
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Orientagao da Reta de Altura

O triangulo de posi¢ao ou triangulo esférico de posigao, como ja descrevemos, é
composto dos seguintes elementos na Esfera Celeste:

- Vértices (Polo Elevado Celeste - Pn ou Ps; Astro observado - M e Zénite da
posi¢ao estimada do observador - Z2)

- Lados (Distéancia polar do astro - p; Distancia zenital do astro - z e Colatitude

~¢)

- Angulos (Angulo no Polo - ¢;; Angulo no Zénite - Z e Angulo paralatico - Ap)

Quando se projeta o triangulo de posicao da Esfera Celeste para a Esfera Terrestre
(Figura 6.22), seus vértices tornam-se, entao:

- Polo elevado terrestre (Pn ou Ps)

- Posigao estimada (ou assumida) do observador (AP)

- Ponto subastral (PSA) ou posigao geografica do astro observado (GP)

GREENWICH

ESFERATERRESTRE

P

Figura 6.22: Triangulo de Posigao projetado na Esfera Terrestre

Também ja foi apresentado que, para resolver o triangulo de posicao, é necessario
conhecer 2 lados e o dngulo formado entre eles. Ademais, conforme mencionado, resolve-
se o tridngulo assumindo-se uma posi¢ao (geralmente a posi¢ao estimada do observador
no instante de medigdo da altura do astro). Assim, tornam-se conhecidos os seguintes
elementos do triangulo de posicao:

- Colatitude: ¢ = 90° — ¢, onde . representa a Latitude estimada;

- Distancia Polar do Astro: p = 90° + Decx; e

- Angulo no Polo do Astro: t,(W) = AHLx ¢ t,(F) = 360° — AHLx

Desta forma, conhecem-se 2 lados (colatitude e distancia polar) e o angulo formado

entre eles (Angulo no Polo). Pode-se, entdo, calcular os 2 outros elementos do tridngulo
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que nos interessam:
- Angulo no Zénite (2)

- Distancia Zenital (z)

Com estes elementos, obtém-se o Azimute Verdadeiro (Az) do astro (a partir do
Angulo no Zénite) e a altura calculada (a.) do astro (a partir da distancia zenital).

A Figura 6.23 mostra, no lado esquerdo, o tridngulo de posicao projetado na Esfera
Terrestre, com a circunferéncia de alturas iguais tragada na superficie da Terra e, no seu
lado direito, a representacdo da curva de posigdo (curva de alturas) CC’ na carta de

Mercator.

L
-

]

GP

Figura 6.23: Circunferéncia de Posi¢cao na Esfera Terrestre e na Carta de Mercator

Sendo a reta RP uma tangente a circunferéncia de alturas iguais, nas proximidades
da posicao estimada, ela serda normal ao raio da circunferéncia no ponto de tangéncia
(distancia zenital), que se orienta segundo o Azimute Verdadeiro (Az) do astro, no instante
da observagao, conforme a figura da esquerda. Como a projecao de Mercator é conforme,
isto é, um angulo na superficie da Terra ¢ igual a sua representagao na carta, resulta que
a reta de altura RP ser& normal & projecao do vertical do astro na carta de Mercator, o
que equivale a afirmar que a reta de altura é perpendicular ao Azimute Verdadeiro (Az)
do astro, no instante da observacao.

Entao, da posigao assumida (AP) plotada na carta, pode-se tragar uma linha na
dire¢do do Azimute Verdadeiro (Az) do astro no momento da observacao, e afirmar que
esta linha representa um segmento do raio da circunferéncia de alturas iguais correspon-
dente ao astro observado e que, portanto, a reta de altura sera perpendicular a ela (Figura
6.24).
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Figura 6.24: Tracado da Reta de Altura

Elementos determinativos da Reta de Altura. Ponto Marcq Saint-Hilaire -
Método do Vertical Estimado

Na subsecao anterior verificamos que dentro de certos parametros a curva de alturas
iguais pode ser substituida pela reta de altura (ou reta de posigao) que é tangente & curva
e perpendicular ao Azimute Verdadeiro do astro no instante da observacao.

Conceituaremos como ponto determinativo ao ponto pertencente a uma reta de
altura e utilizado para o seu tracado na carta néutica, especificamente estudaremos o
ponto determinativo Marcq Saint-Hilaire.”

Apresentamos anteriormente que o resultado da solugao do tridngulo de posicao,
considerando uma posicao estimada no instante da observagao, é o valor do Azimute
Verdadeiro (Az) e a altura calculada (a.) do astro. Dessa maneira, inicia-se de uma
posi¢ao estimada (ponto mais proximo que se dispoe da verdadeira posigao do navio)
para se obter o ponto determinativo, pelo qual deve ser tragada a reta de altura na carta
nautica.

Por outro lado, ha uma diferenca entre a altura medida com o sextante no momento
da observagao e a altura calculada (a.), haja vista que o observador, no momento da
observagao, nao esta exatamente na posicao assumida. Sendo assim, a reta de altura nao
passa exatamente na posi¢ao assumida (AP).

Se a altura verdadeira (a) do astro é maior que a altura calculada(a.), o raio
da circunferéncia de igual altura, ou seja, a distancia zenital verdadeira (z = 90° — a),
serd menor que o raio da circunferéncia de igual altura correspondente a altura calculada

(ze = 90° —a,) e a reta de altura estaré, realmente, mais proxima do ponto subastral (GP

“Em 1875, o Comandante Marcq Saint-Hilaire, na Franca, introduziu o conceito de circunferéncias de
alturas iguais, no qual é baseado o método das alturas, que, por esta razao, é denominado método Marcq
Saint-Hilaire. O método das alturas utiliza, como ponto determinativo da linha de posigido (denominada
reta de altura), um ponto marcado sobre o azimute do astro, tragado a partir da posi¢do estimada (ou
assumida), a uma distancia igual a diferenca de alturas entre a altura calculada e a altura observada do
astro.
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do astro), isto é, estara na diregdo do GP, na dire¢do do Azimute Verdadeiro do astro,
conforme mostrado na Figura 6.25. Por outro lado, se a altura verdadeira (a) do astro é
menor que a altura calculada (a.), ocorrera o oposto, isto ¢, o raio da circunferéncia de
igual altura correspondente a altura verdadeira (z = 90° — a) serd maior que o raio da
circunferéncia de igual altura correspondente & altura calculada (z. = 90° — a.) e a nossa
reta de altura estara, realmente, mais afastada do GP do astro que a posicao assumida

(AP), isto &, estara na diregao oposta ao GP, como mostra ainda a Figura 6.25.

Figura 6.25: Diferenca de Alturas

Conforme apresentado na Figura 6.25 a diferenca entre a posigdo assumida (AP)

e o ponto onde passa a reta de altura é:

Aa =z, —z
Aa = (90° — a.) — (90° — a)
Aa=a— a.
Entao, podemos obter o ponto determinativo da reta de altura da seguinte maneira:
e plotar na carta a posigdo assumida (AP);

e a partir da posi¢do assumida (AP), tracar o Azimute Verdadeiro (A,) do astro,
obtido do Angulo no Zénite (Z), determinado quando se resolve o triangulo de

posicao;

e calcular Aa = a — a.. Sendo a a altura verdadeira do astro (obtida da altura
instrumental, medida com o sextante) e a. a altura calculada (obtida da solugao do

triangulo de posigao);

68



e sobre o Azimute Verdadeiro do astro tragado na carta, marcar uma distancia igual
a diferenga de alturas (Aa) na diregdo do Azimute, se a > a.; ou na diregdo oposta,

se a < Qg;
e 0 ponto assim obtido é o ponto determinativo da reta de altura; e

e passando por este ponto, tragar uma perpendicular ao Azimute Verdadeiro do astro.

Esta sera, entao, a nossa reta de altura.

O Azimute Verdadeiro (A,) do astro e a diferenga de alturas (Aa = a — a.) sa@o
denominados elementos determinativos da reta de altura.

O ponto determinativo obtido desta maneira é denominado Ponto Marcq Saint-
Hilaire e o método descrito para a sua obtencao recebe o nome de "Método do Vertical
Estimado".

Dessa maneira, ao se observar o astro, obtém-se a altura instrumental (a;) e a
hora de observacao. Em seguida, esta altura é transformada em altura verdadeira (a) e o
triangulo de posigao é resolvido (para a hora da observagao e para a posigao estimada, ou
assumida), determinando-se o Azimute Verdadeiro (A,) e a altura calculada (a.) do astro.
Podem, entao, ser obtidos os elementos deteminativos da reta de altura, Aa = a — a, e
A.. O ponto determinativo é plotado na carta nautica, marcando-se, a partir da posi¢ao
assumida (AP), a diferenga de alturas (Aa) na dire¢cdo do Azimute Verdadeiro do astro,
se a > a., Figura 6.26 - esquerda; ou na sua reciproca, se a < a., Figura 6.26 - direita.
Traga-se, entao, a reta de altura, na perpendicular ao Azimute Verdadeiro.

Convém lembrar que a linha de posigdo (reta de altura), individualmente, nao é
capaz de fornecer a posi¢ao do navio. Para tal, sao combinadas trés ou mais LDP e obtido

o seu ponto de intersecao.

Figura 6.26: Ponto Determinativo da Reta de Altura e Tracado da LDP
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6.7 Resolvendo o Triangulo de Posicao pela Tabua Ra-
dler

O método das alturas ou método Marcq Saint-Hilaire, como ja vimos anterior-
mente, utiliza, como ponto determinativo da linha de posigdo (denominada reta de al-
tura), um ponto marcado sobre o azimute do astro, tracado a partir da posigao estimada,
a uma distancia igual a diferenca de alturas entre a altura calculada e a altura observada
do astro. A partir dai, foram desenvolvidos varios métodos para solucao do triangulo de
posi¢ao, para uso com este método de obtengao do ponto determinativo da reta de altura.

Alguns desses métodos, por conveniéncia trigonométrica, dividiam o triangulo de
posicao em dois triangulos esféricos retangulos, baixando uma perpendicular ao lado
oposto, de um dos trés vértices do triangulo. Entre os primeiros criadores desses mé-
todos destaca-se o brasileiro, Comandante Radler de Aquino.

Radler de Aquino, numa tentativa de simplificar as solugoes do tridngulo de posi-
¢ao, baixou uma perpendicular do astro para o meridiano celeste, dividindo o triangulo
esférico de posicao em dois triangulos retangulos e permitindo consolidar em um s6 vo-
lume as solucdes para todas as combinacdes possiveis de Latitude, Declinacdo e Angulo
no Polo.

Publicadas inicialmente com o titulo de Tabuas de Altura e Azimute, as Tabuas
Radler receberam, posteriormente, o titulo de Tabuas Nauticas e Aeronauticas. Sua
primeira edig¢ao foi publicada no Rio de Janeiro, em 1903, e na Inglaterra, em 1912. Em
1927 foi publicada uma edigao norte-americana e, a partir dai, foi adotada na U.S. Naval
Academy de Annapolis e na U.S.Navy. Diversas outras edigoes foram publicadas em varios
paises fazendo das Tabuas Radler uma ferramenta amplamente difundida aos navegadores
astronomicos de todo o mundo. Posterioremente foram criadas uma variedade de outras
tabuas de observacao reunidas em uma s6 publicacao denominada Almanaque Nautico.
O primeiro Almanaque Nautico inglés e americano data de 1958 e o primeiro Almanaque
Nautico editado no Brasil data de 1944. MIGUENS (1999)

6.7.1 Tabuas Radler - Trigonometria esférica e instrugoes de uso

Considere o triangulo esférico PAZ da Figura 6.27. Se tracarmos um circulo mé-
ximo passando pelo vértice A que seja perpendicular ao meridiano PZ do observador,

obteremos dois triangulos esféricos retangulos PAM e ZAM.
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Figura 6.27: Trigonometria Esférica da Téabua Radler

Consideremos como elementos conhecidos do triangulo PAM o lado PA = 90°— Dec
e o Angulo no Polo (¢;). Dessa forma, podemos determinar todos os outros elementos do
triangulo porém, vamos nos ater apenas aos lados de interesse a e b, que sao obtidos por

meio das rela¢oes abaixo, apresentadas nos livros didaticos de Navegagao Astrondmica.

sena = sent;. cos(Dec) (6.6)

cotgb = costy. cotg(Dec) (6.7)

6.7.2 Deducao da Férmula 6.6

Consideraremos o triangulo retangulo PAM com angulos e vértices P, A e M e
lados opostos, respectivamente, a, PM e (90° — Dec), sendo M = 90° e P = t;.
Aplicando a Lei dos Senos aos angulos M e P e seus respectivos angulos opostos,

Formula 4.3, teremos:

sen P sen M
sena  sen(90° — Dec)

Como sen M =sen90° =1 e P = t;, temos

sen tq 1

sena  sen(90° — Dec)

Considerando ainda que sen(90° — Dec) = cos(Dec), resulta em

sent; 1

sena  cos(Dec)
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E, finalmente,

sena = sent;. cos(Dec)

6.7.3 Deducao da Féormula 6.7

Consideraremos ainda o mesmo tridngulo da demonstragao anterior e, aplicando

duas vezes a Lei dos cossenos, Formula 4.1, teremos:

c0s(90° — Dec) = cos a. cos(PM) + sena.sen(PM). cos M

cosa = cos(90° — Dec). cos(PM) + sen(90° — Dec).sen(PM). cos P

Fazendo P = t; e substituindo cosa obtido da segunda expressao na primeira,

teremos

cos(90° — Dec) =[cos(90° — Dec). cos(PM ) + sen(90° — Dec). sen(PM). cos t1]. cos(PM)+
sena.sen(PM). cos M

c0s(90° — Dec) = cos(90° — Dec). cos®(PM) + sen(90° — Dec).sen(PM). cos(PM). cost;+
sen a.sen(PM). cos M

O que equivale a,

c0s(90° — Dec) — cos(90° — Dec). cos®>(PM) =sen(90° — Dec).sen(PM).cos(PM). cost,+
sena.sen(PM).
c0s(90° — Dec)[1 — cos*(PM)] =sen(90° — Dec).sen(PM).cos(PM). cost,+
sen a.sen(PM). cos M
c0s(90° — Dec)[sen®(PM)] =sen(90° — Dec).sen(PM). cos(PM). cost;+
sena.sen(PM).

Dividindo ambos os membros por sen(PM) temos,
cos(90° — Dec)[sen(PM)] = sen(90° — Dec). cos(PM). cost; + sen a. cos M

Dividindo ambos os membros por sen(90° — Dec) obteremos,

sen a. cos M
sen(90° — Dec)

cotg(90° — Dec)[sen(PM)| = cos(PM). costy +
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Aplicando a Lei do Senos no triangulo PAM temos,

sen ty sen M

sena  sen(90° — Dec)

Substituind sena senty - tori b
ubstituindo = na equacao anterior, obteremos
sen(90° — Dec)  sen M anas

senty

cotg(90° — Dec)[sen(PM)| = cos(PM).cost; + .cos M
sen
M
E ainda, fazendo cotg M = P8 tem-se
sen M

cotg(90° — Dec)[sen(PM)| = cos(PM). costy + sent;. cotg M

Utilizando M=90° para o triangulo PAM, e como cotg 90° = 0, resulta em

cotg(90° — Dec)[sen(PM)] = cos(PM).costy + sent;.0
cotg(90° — Dec)[sen(PM)| = cos(PM). cost;

Dividindo agora ambos os membros por sen(P M)

cotg(90° — Dec) = costy. cotg(PM)

Fazendo agora PM = (90° — b) e cotg(PM) = cotg(90° — b) temos

cotg(90° — Dec) = costy. cotg(90° — b)

E como cotg(90° — Dec) = tg(Dec) e cotg(90° — b) = tg b resulta em

tg(Dec) = costy.tgb

Logo,
1
tg(Dec)  costy.tgh
Entao
I 1
tg(Dec)  \cost, ) \tgh
E ainda,
cotgb
tg(Dec) =
cotg(Dec) p—

E, finalmente,
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cotg b = costy. cotg(Dec)

O parametro b foi utilizado apenas para a comodidade de calculos no triangulo de
posicao, e se refere a distancia do pé da perpendicular M ao equador. O valor de ¢ é
determinado por meio de soma ou subtragao da latitude (dependendo do triangulo).

Dessa forma, determinam-se os dois elementos do segundo triangulo (a e ¢) ne-
cessarios a obtencao dos demais elementos. Deste triangulo, porém, s6 nos interessam
o Angulo no Zénite (Z), que sera o Azimute Quadrantal do astro (Ay), e o lado ZA—
distancia zenital (90° — a.).

As formulas que nos fornecerao esses elementos sao:

Sen a, = COS a. COS € (6.8)

cotg Ayq = cotga.senc (6.9)

6.7.4 Deducao da Féormula 6.8

Consideraremos para a dedugao o tridngulo de posigao ZAM, com vértices e angulos

Z, A e M elados opostos respectivamente iguais a a, ce AZ. Sendo M =90° e Z = Ay,.
Aplicando a Lei dos cossenos (Férmula 4.1) teremos:

cos(AZ) = cos a. cos ¢ + sen a. sen c. cos M

Como M =90°, cos M = cos90° = 0 temos,

cos(AZ) = cosa. cos ¢ + sen a. sen c. cos 90°

cos(AZ) = cosa.cosc+ sena.senc. 0

cos(AZ) = cosa.cos ¢

Sabendo ainda que a distancia zenital AZ = 90° — a., resulta em

cos(90° — a.) = cosa. cosc

Como co0s(90° — a.) = sen a,, temos finalmente
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sen a, = Cos a.Cos C

6.7.5 Deducao da Féormula 6.9

Consideraremos para a demonstracao ainda o triangulo ZAM, com vértices e an-

gulos Z, A e M e lados opostos respectivamente iguais a a, ¢ e AZ. Sendo M = 90° e
Z = Aga.

Aplicando novamente, por duas vezes, a Lei dos cossenos (Formula 4.1) teremos:

cosa = cosc.cos(AZ) +senc.sen(AZ).cos Z, e

cos(AZ) = cosa. cos ¢ + sen a. sen c. cos M

Fazendo Z = A4 e substituindo cos(AZ) obtido da segunda expressao na primeira,

teremos

COS @ = COS C.[cos a. cos ¢ + sen a. sen c. cos M| + sen c.sen(AZ). cos Z

cos a = cos® c. cos a + cos c. sen a. sen c. cos M + sen c. sen(AZ). cos Z

cosa — cos® ¢. cos a = cos ¢. sen a. sen c. cos M + sen c.sen(AZ). cos Z
cosa(l — cos® c) = cosc.sena.sen c.cos M + senc.sen(AZ). cos Z
2

cos a.sen” ¢ = cosc.sena.sen c. cos M + sen c.sen(AZ). cos Z

Dividindo ambos os membros por sen ¢ teremos
cosa.senc = cosc.sena. cos M + sen(AZ). cos Z

Dividindo ambos os membros por sen a resulta em

COS a. sen ¢ sen(AZ).cos Z
———— =cosc.cos M +
sena sena

cosa
Como cotga = , resulta em
sen a

sen(AZ).cos Z
sena

cotga.sen c = cosc.cos M +

Aplicando a Lei do Senos no triangulo ZAM temos,
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senZ  sen M
sena  sen(AZ)

sen(AZ) sen M

Substituindo = na equacao anterior, obteremos
sen a sen /
sen M. cos 4
cotga.senc = cosc.cos M + ———————
sen /Z
, cos 4
E ainda, fazendo cotg Z = tem-se
sen

cotg a.sen c = cos c. cos M + cotg Z.sen M

Como M=90° para o triangulo ZAM, e ainda cos 90° = 0 esen 90° = 1

cotg a.sen ¢ = cos ¢. cos 90° 4 cotg Z. sen 90°

cotga.sen c = cosc.0 + cotg Z.1

Entao, finalmente temos

cotg Ayq = cotga.senc

A solugao do triangulo PAM, conforme explicitado nas Férmulas 6.6 e 6.7, nos
permitira o calculo dos valores de a e b por meio da utilizacao da conveniente Declinacao
(Dec) e Angulo no Polo (¢,).

Apoés a determinacao de b, pode-se calcular o valor de ¢ com a utilizacao da La-
titude. A partir dai, utilizamos os valores de a e ¢ para entrada, na parte inferior das
paginas da Tabua Radler, e obtencao dos valores de A 4(Azimute Quadrantal) e a. (altura
do astro). Devemos atentar ao fato de que, de acordo com o tridngulo obtido, existem
regras para a combinacao de b com a Latitude a fim de determinar o valor de ¢, como
também para a transformac¢ao do Azimute obtido (Azimute Quadrantal) em Azimute
Verdadeiro.

6.8 Exemplo pratico

No dia 08/11/93, com o Veleiro de Oceano "Brekelé" no rumo 000°, velocidade
6,0 nos, na posicao estimada Latitude 14° 12,0’S e Longitude 030° 03,0 W, sao feitas as
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seguintes observacoes no creptusculo vespertino:

ESTRELA HR.DOCRONOMETRO ALTINSTRUMENTAL

ACHERNAR 20" 25™ 40, 0° 28° 02,6
ANTARES 20h 26™ 33,0° 17° 27,5
DENEB 20h 27™ 37,07 29° 09, 0/

Sabendo-se que ¢; = +1,6", Elev = 5,0m e Ea = +00"00m22, 0°.
Calcular as retas de altura pela Taébua PUB.249 Volume I e determinar a posicao

astronomica da embarcacao.

SOLUCAO:

a) O célculo das retas de altura pela PUB.249 Volume I é muito simples. Entre-
tanto, pode ser ainda mais facilitado pelo uso de um modelo de célculo igual ao mostrado
na Figura 6.28, onde encontramos a solucao do problema. Os Elementos determinativos

das retas de altura calculadas pela PUB.249 Volume 1 sao:

ESTRELA Aa A, POS.ASSUMIDA

ACHERNAR +21,5 148° Lat14°S, Long030°32,5'W
ANTARES +34,1" 246° Lat14°S, Long029°45, 8'W
DENEB —12,0" 348° Latl14°S, Long030°01, 8'W

b) A plotagem da posi¢ao astronémica é mostrada na Figura 6.29 e suas coorde-
nadas geogréaficas sao:

Latitude 14° 14,7’S e Longitude 030° 12,0'W (Hleg = 1828).

c¢) Os extratos do Almanaque Nautico e da Tabua PUB-249 necessérios a resolucao
do problema encontram-se expostos nas paginas do apéndice.

Observamos que, apds a plotagem do ponto, este foi deslocado de 3 milhas para
a direcao 070°, em virtude da aplicacao da correcao para a precessao e nutacao terrestre

("P e N correction"), fornecida pela Téabua da Figura 9.8 constante do apéndice.
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MODELO DE RETA DE ALTURA PELA PUB-249 (VOLUME I)

aavio. VO " BRekeLE oata. OB/11/93
LA MADA. 1k° 12.0" S  LONGITUDE ESTIMADA. 030° 03.0' W
RUMO. 65%“ VELOCIDADE. .0 ne
OATA _ORJA4 /93] OB/M[93 | OB/M /93
ASTRO ACHERNAR | ANTARES | DeNed
1 | Hlag obs 826 1827 1828
2 Fuso $02 ©)+02 (0402  (8)
3| HEr o 90-25-4000 90-26-330 20-%1- 310
() +Q0-uo-213+20-%-2}§ 1-?-11-01?]—2211
5 | HNG ot 0- 15-0!. 0-26-550 20-11-59.0
§ | ANGi) 348 009" | Ae° g_ 348 009
11 corr(wAs) 06 3.6 | 0OF Mlq 0T° 00.9'
8| AKG{r/ahi) 54 375" | 354 _555' 0.8
9 | LONG. ASSUMIDA 0° 315W ﬂ}.qwiﬁ_ﬂ Y
10 AL (IPARSUMENTO) ° 325 325°
11| LAT.ASSUMIDA[2tARS) \4° 5 1S (kg
%m- DA TABUA :
13| ALTURA cALCULADAL)] 171° 37" 6" 48 29° {7
14 AZINUTE (h2) {4%° 14e° L)
18] acrora msthu ol | 28°00.6° [ ATP 175 anaﬂ
6 emo msthum. (o) |4 L6 [+ A6 5
7] actuma opsemy. (o) | 28° 042" | AT° 190" ﬁl%g
wconoee [oueve |- 3918m- 390w
19| ALTURA APARENTEGep) | 29° 00.3° | AP 25.0" MT'
20| CORREGAO (¢) - A% |- 3y |- \ 1
21/ CORR.AD - -
22| ALTURA VERD (o) ° 985" A7° 2.0 29° 05-0'
23] ALTURA CALC.(o0) 9.1*" j‘i o' | 1¢ 480 J,EP {10!
24 OIF. (- o1) 9.5" |+ 34 120"
28] ALINUTE (ki) 1%‘ 946 5%‘
2 MM Corr. 3" /070 3' /0¢° 3 /070° |

Figura 6.28: Modelo de calculo da reta de altura
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MODELO PARA A RETA DE ALTURA E SERIE DE OBSERVACOES
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7 ATIVIDADES PROPOSTAS

Apos a apresentacao de diversos conceitos de Geometria Esférica, especificamente
da trigonometria esférica, e suas relagoes com a Navegacao Astronomica, apresentamos
no capitulo 6 alguns exercicios de fixacao, acompanhados de suas respectivas solucgoes. No
capitulo atual, serao propostos alguns exercicios de aplicagao, seguidos dos seus tutoriais

de solugao, a fim de consolidar os contetudos estudados anteriormente.

e EXERCICIO 1

Trés pontos A, B e C representam as extremidades de um imenso tridngulo que
cobre totalmente a area de uma grande floresta tropical. E necessario o célculo da
area dessa superficie florestal a fim de dimensionar a aplicacao de politicas piblicas
visando a preservacdo da floresta (area desmatada, controle de queimadas etc).
Sabendo que os lados do tridangulo ABC representam arcos de circulos maximos e
os angulos esféricos A, B e C medem respectivamente 60°, 80° e 100°, calcule a area

da regiao florestal utilizando como raio da terra o valor de 6370km.

TUTORIAL: Considere o triangulo esférico ABC e aplique a Relacao de Girard para

calculo da area, S = r? (a + 8 + v — 7), apresentada no capitulo 7.

e EXERCICIO 2

Um navio, com velocidade de cruzeiro de 18,5 nés, deseja fazer a travessia de
Natal, no Brasil (¢ = 05° 47 S, X = 25° 12" W), para Dakar, no Senegal
(p=14° 41" N, X = 17° 26" W). Considerando que a empresa responsavel pela
embarcagao deseja relizar a travessia com o menor consumo de combustivel possivel,

determine o tempo previsto para a viagem.

TUTORIAL: Considere que no tridngulo esférico cujos vértices sao Natal(N), Polo
Norte(P) e Dakar(D), o lado Natal-Dakar representara a ortodromia a ser percorrida
pelo navio (menor distancia possivel). Os outros dois lados do triangulo serdao NP =
95° 47 ¢ DP = 75° 19’ ¢ o Angulo no Polo sera P = A\ = 17°46’. O lado ND
podera ser obtido pela formula do cosseno do lado oposto ao angulo P, ou seja, a

formula fundamental cosa = cosbcosc+ senbsenccos A, disposta no capitulo 4.



e EXERCICIO 3

Para cada Latitude Sul, o dia mais longo do ano acontece quando a Declinacao do
Sol é 23° 27’ (Solsticio Sul). Calcule a duracao desse dia para um observador na
latitude ¢ = 38° 35" S.

TUTORIAL: A duracao do dia corresponde ao intervalo de tempo do nascer ao por
do Sol. Nesses instantes o tridngulo de posigao é retilatero (um lado igual a 90°),
pois a altura verdadeira do centro do sol é 0°. O triangulo astronomico tera vértice
no Polo Sul, no observador e no centro do Sol. Seus lados serao a colatitude do
observador: 90° — 38° 35" = 51° 25/, a codeclinacao: 90° — 23° 27" = 66° 33’ e o

complemento da altura: 90° — 0° = 90°.

Como pretendemos calcular o angulo horario de vértice do Polo Sul, que nos daré a
metade da duragao do dia e o lado de 90°(complemento da altura) é oposto ao Angulo
do Polo, aplicaremos a lei dos cossenos de modo a obter o dngulo P. Transformando
o valor angular em horas e minutos atentaremos que o valor obtido representara
o intervalo de tempo do nascer até o instante da passagem do Sol pelo meridiano
superior do observador. Quando o astro cruza o meridiano do observador, o angulo
horario local é 0°. Apds esse instante da passagem, até o Sol se por, o angulo horario
cresceréd de 0° até o angulo P. Sendo assim, a duragao do dia sera duas vezes o valor

horario obtido. O valor do dia mais longo obtido sera 14h e 42 min.

Solsticio Solscitio - cada uma das duas datas
o de verdao

do ano em que o Sol atinge o maior grau de

primeiro ponto de Libra

Equindcio
de outono .
o 2 afastamento angular do equador (declina-
¢ao), e que sao 21 ou 23 de junho (solsticio
Terra ‘ SCL
de inverno no hemisfério sul e de verao, no
. hemisfério norte) e 21 ou 23 de dezembro
w Equinécio . B .
de primavera (solsticio de verao no hemisfério sul e de
Solsticio ® primeiro ponto de Aries . .
de inverno inverno, no hemisfério norte).

Figura 7.1: Solsticio
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8 CONCLUSAO

Os contetdos apresentados neste trabalho, tanto os relacionados & Geometria Esfé-
rica quanto aqueles referentes a Navegacao Astronoémica, buscam ampliar conhecimentos
das mais diversas categorias de leitores; seja o professor, utilizando para enriquecimento
das suas atividades em sala de aula algumas demonstragoes e conceitos de Geometria Es-
férica, de maneira conjugada com conhecimentos aprendidos no Ensino Médio. Ou seja o
aluno ou curioso de Navegacao Astronomica, que poderé, didatica e paulatinamente, cons-
truir significado de conceitos fundamentais da Geometria Esférica como também aprender
como sao utilizadas as principais técnicas de Navegacao Astrondémica.

De extrema relevancia também foi a contextualizagao historia da Geometria Esfé-
rica, abordando os principais fatos relacionados ao seu descobrimento. Falou-se da evolu-
¢ao da geometria em tempos pré e pos Euclides, culminando no surgimento dos espagos
nao-euclidianos em decorréncia de uma incessante busca da demonstragao do Postulado
das Paralelas (V Postulado de Euclides). Os fatos historicos apresentados colaboram nao
sO para um melhor entendimento dos longos caminhos percorridos na evolugao do conheci-
mento como também para promover a discussao sobre qual a geometria mais apropriada
a explicar o mundo em que vivemos. Entretanto, citando Henri Poincaré: "Nenhuma
geometria € mais correta do que qualquer outra, apenas é mais conveniente".

Haja vista as demonstracoes e deducoes das principais formulas matemaéticas em-
pregadas nos livros e manuais de Navegacao Astrondémica, esse trabalho consegue, de
maneira direta e objetiva, mostrar a contribuicao da Matematica, especificamente da
Geometria Esférica, na Navegacao, cumprindo assim o seu objetivo principal. Dessa ma-
neira, para os "amantes" e utilizadores das técnicas de Navegacao Astronomica, eis a
oportunidade de compreender a fundamentacao matematica que esta por tras das Tabuas
e manuais utilizados nessa técnica de navegacao.

Por fim, citando COUTINHO (2001) no seu livro Trigonometria Esférica - a Ma-

temdtica de um FEspago Curvo,

Quando os astronomos da antiga Mesopotamia ergueram os olhos para
o céu buscando medir as distancias angulares entre as estrelas a nocao de linha
trigonométrica seno surgiu. Com o passar dos séculos e a curiosidade aumen-
tada em relagao ao Cosmos, os homens de ciéncia criaram instrumentos e meios



de medir com maior precisao os dngulos e distancias astronémicas. Entre esses
recursos cientificos e instrumentais, aparecem aparelhos como o atual sextante
digital e os satélites artificiais. Mesmo com todo esse aparato tecnologico mo-
derno, a Trigonometria Esférica tem um papel relevante e fundamental nao s
na Astronomia que lhe deu origem, como também em outras areas avangadas
do conhecimento humano.

"A trigonometria veio para medir e orientar o caminho até as estre-
las...e ficou para enriquecer partes da matemdtica menos voltadas para os céus!”
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9 APENDICE

9.1 De Girard a Euler passando por Legendre

Adrien Marie Legendre (1752 a 1833) foi um notavel matematico francés. Dentro
de uma tradicao que muitos dos seus compatriotas ainda seguem, sua destacada posicao
cientifica nao o impediu de se interessar pelo ensino elementar. Com efeito, uma de suas
obras mais conhecidas ¢ o livro “Elements de Géometrie”, publicado pela primeira vez em
1794, traduzido em inglés, alemao, italiano, romeno e até mesmo portugués. A biblioteca
do IMPA (Instituto de Matematica Pura e Aplicada) possui um exemplar da 14* edigao,
impresso em Paris, no ano de 1846, treze anos depois da morte do autor. Da geometria
de Legendre, interessa-nos para este trabalho a demonstracao do Teorema de Euler para
poliedros convexos. Foi a primeira demonstracao inteligivel desse teorema a ser publicada

e apreciaremos a elegancia e a beleza do raciocinio nela contido, o qual passaremos a expor.

Poincaré (1854-1912) foi o primeiro matemético a compeender que o Teorema de
Euler ¢ um teorema de Topologia, e nao de geometria. Observou que o nimero V-A+F
é um invariante topologico do poliedro P. Para entendermos esse conceito, precisamos da
seguinte defini¢ao:

Duas figuras F e G sao ditas homeomorfas se existir uma transformagao continua
f:F — Gcomainversa f~! : G — F também continua. De forma intuitiva, um poliedro,
ao imagina-lo de borracha, que ao ser inflado se transforma em uma esfera é homeomorfo
a ela. Por exemplo, o cubo e o tetraedro (poliedros convexos) sao homeomorfos & esfera.
Se um poliedro é convexo, entao ele ¢ homeomorfo a esfera, pois, considerando um ponto
O em seu interior e uma esfera de centro neste ponto contendo o poliedro, uma reta que
passa pelo ponto O intersecta o poliedro em exatamente dois pontos, A e B, e a esfera em
A’ e B’, respetivamente. Assim, deformando o poliedro de modo que o ponto A seja levado
no ponto A’ e B seja levado no ponto B’ da esfera e considerando todas as retas passando
pelo ponto O, podemos transformar o poliedro de modo continuo em uma esfera com
centro no ponto O. Dessa forma, podemos enunciar o Teorema de Euler para poliedros da

seguinte maneira.



Teorema 9.1.1 (Teorema de Euler para poliedros). Para todo poliedro homeomorfo a
esfera vale a relagao V-A+F=2, onde V € o niumero de vértices, A € o nimero de arestas

e F' é o numero de faces do poliedro.

Demonstrac¢ao. A demonstragao de Legendre tem como base a formula de Girard da soma
dos angulos internos de um tridngulo esférico, anterioremente apresentada. Considera
também uma superficie esférica com centro no interior do poliedro. As aplicagoes que se
seguirao tém como premissa uma superficie esférica contida no poliedro, contudo, para o
poliedro contido no interior da superficie esférica, a demonstragao é inteiramente anéloga.
Também considera-se o poliedro convexo com todas as faces em forma de tridngulos. Isto
é possivel por meio da diagonalizagao das faces dos poligonos que nao sejam triangulos,
pois cada diagonal tracada nao altara o nimero de vértices V e aumenta em uma unidade
o numero de arestas A e faces F. Este acréscimo anula a expressao V-A+F.

Como dito, considera-se uma a superficie esférica E com centro O no interior do
poliedro P. Projetando-se radialmente o poliedro P sobre a superficie esférica E, conforme
a Figura 9.1, temos que o ponto A’ da superficie esférica E é a projecao radial do ponto
A do poliedro P.

Figura 9.1: Superficie Esférica E contida no Poliedro P

Dessa maneira, é possivel estabelecer uma funcao que relaciona cada ponto A do
poliedro P a um ponto A’ da superficie esférica E, pertencentes a um mesmo segmento de
reta com extremos em O e A. Podemos entao escrever que f: P— FE e A+—— AL E
como todo ponto em E possui projecao radial de algum ponto de P, a funcao f sera sobre-
jetora, por outro lado, f também sera injetora pois dois pontos distintos em P possuirao
projecao diferentes em E. Sendo assim, a funcao bijetiva f, possibilita a decomposicao da
esfera E em F triangulos esféricos, dispostos de maneira idéntica as faces do poliedro P,
contendo A lados e V vértices. A figura a seguir apresenta a projecao radial de uma face

triangular T do poliedro P em um triangulo eférico t da superficie esférica.
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Figura 9.2: Projegao radial de uma face do Poliedro P

Como o poliedro fica decomposto na superficie esférica em F triangulos esféricos, A
lados e V vértices. Para cada triangulo t, ilustrado na Figura 9.2, vale a formula de Girard
(Teorema 3.1.4). Se K; é a soma dos angulos internos do triangulo t, entao k, = 7 + 7“_;’
onde S; é a area de t. E ainda, como possuimos F faces, somando os angulos internos de

todas elas, resultard em

S
ZKt:sz—Qt
T

Temos ainda que ) k; = 27V ja que os Angulos em torno de cada vértice medem 27.

Ainda, > S; = 47r? pois a soma de todas as faces triangulares resulta na area

total da superficie esférica E.

Entao a equacao anterior fica:

4 2
21V = Fr 4 —
r
27V = Frn +4n
27V — P =4n

Dividindo a expressao inteira por 7 teremos,
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2V—-F =4

Como todo triangulo é formado por 3 lados e cada aresta é lado de exatamente
dois triangulos, temos que 2A=3F. Como 2A= F -+ 2F, resulta em F = 2A - 2F que,

substituindo na expressao anterior, obteremos:

2V -2A+2F =4

e finalmente, dividindo toda a expressao por 2, teremos

V-A+F=2

9.2 Demonstracao de outras relagoes trigonométricas

Figura 9.3: triangulo retdngulo na superficie esférica

Baseadas na figura acima, seguem as demonstragoes das relagoes trigonométricas
a seguir, apresentadas no Capitulo 4 e amplamente utilizadas nos livros de navegacao

astrondmica.

senb = sena.sen B (4.8)
tge =cos B.tga (4.9)
tgb = tg B.senc (4.10)
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cosa = cotg B. cotg C (4.11)

cos B =senC.cosb (4.12)

! !
Considerando a razao anterior

B © multiplicando ambos os termos por OC’

teremos:
A'C’ _ A'C'.OC’ - A'C" OC’
BC'"  OC'.BC'"  OC'" BC'
A'C’ oc’ A'C’
como senb = oc” cosseca = B e sen B = B segue que,
sen B = sen b. cossec a
logo,

senb = sena.sen B

(4.8)
e, por analogia:
senc = sen a.sen C

!/ !/
Fazendo ainda a multiplicagao de ambos os termos da razao

por OB teremos:

BC
AB ABOB A'B OB
BC'"  OB.BC'" OB B(C'
B_ A'B e A'B . OB
COImo cos = Bo gc = OB € co ga_BC’ segue que,

cos B = tgc.cotga
logo,

tgc=cos B.tga (4.9)

e, por analogia:

tgb=cosC.tg A

Fazendo ainda,
A'CT ACOA  ACT OA
A'B OAA'B  OA' A'B
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como tg B = 15 tg b O e cossecc = 1B segue que,
tg B = tgb. cossec ¢
logo,
tgb = tg B.senc (4.10)
e também,

tge=tgC.senb

Agora, multiplicandcl) as duas tltimas relacoes, escreve-se: tgb.tgc = tg B.tg C.senc.senb,

ou entao tg B.tg(C' = ———
cosb. cosc

Lembrando, da (Formla 4.7), cosa = cos b. cos ¢, teremos,

cos a = cotg B. cotg C (4.11)

Multiplicando cruzado a (2* Formula de 4.8) pela (Férmula 4.9), resulta em:

tgc.sena.sen C = cos B. tga.senc, ou ainda,

cosa.cos C

cos B =
cos ¢
Como, da (Férmula 4.7), temos cosb = cosa
cos ¢
Assim,
cos B =senC. cosb (4.12)
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220 8, 7 ¢ 8 DE NOVEMBRO DE 1993 (Sibado, Domingo & 2* feira)

3
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Figura 9.5: Almanaque Nautico paginas de 6,7 e 8 de novembro de 1993
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Figura 9.6: Tabua de Acréscimos e Corregoes do Almanaque Néutico




9.4 Extratos da Tabua PUB-249 Volume I

LAT 14°S LAT 14°S

“.;‘A He In| He In| He In| He 2n]| He In]| He In| He 2| |WMA| He In| He In| He In| Hc In| He 2n| He Zn| He 2a

ARCTURUS | *ANTARES ACRUX *Sehad Apharg REGULUS | *Denebols .—T—. YEGA ALTAR | FOMALMAUT | Peacack | RIGRL KENT. | *ANTARES | ARCTURUS
180 | 4301 046{2631 1103|4048 176/ 4253 223|520 274(5148 3126110 354 | 270 (36 34 009) 54 28 052/ 20 30 117/39 13 155/30 52 206| 65 13 23625 21 300
181) 42 42 0452725 1134052 177/ 4213 2235105 274|5104 31)( 6103 352| | 271 (3642 008 5513 051|21 22 117|239 37 156/ 30 26 206 64 24 237| 24 30 299
182] 4423 0442819 1134055 177/ 4133 22415007 273/50 20 310| 60 54 350{ | 272| 36 49 007, 5558 04922 14 11714000 156,30 00 207,63 35 238, 23 39 299
183|450 043/2912 113/ 4057 1784053 224/4908 273( 4935 309/ 6043 348 | 273|356 56 0065642 048/ 23 06 117|402 157)29 34 207| 62 45 239|22 48 298
184 | 4542 042(3006 113/ 4059 179| 4013 224/ 4810 273| 4849 308| 60 30 346| | 2743701 005 57 25 047|258 117(40 46 157(29 08 207| 61 55 240| 21 57 298
18504621 041{3100 113/ 4100 179| 3932 225(47 12 272/ 4803 307(60 15 344| | 275(37 06 004| 58 07 046) 24 50 117, 4108 158 28 41 207| 61 05 240| 21 05 297
186|146 59 040{31 54 113/ 4101 180| 38 51 225/ 46 14 272|47 16 306 59 58 342| | 27637 09 00|58 48 044/ 2542 1174129 159| 28 14 208| 60 14 241/ 2013 297
187|476 039(3247 113| 4101 180(3810 22545 16 272| 4628 305| 5940 341 | 277|3712 002[5928 043/ 26 34 117/ 4150 159|27 47 20859 23 241|19 21 297
18814812 038{33 41 11314100 18137 28 226/ 44 18 272| 4540 30415919 339 | 278|37 14 001/ 6007 041127 26 117{42 11 160/ 27 20 20858 )2 242|18 29 296
189 (4847 037|134 35 113{ 4059 182 36 46 226| 4319 271(44 52 304| 58 58 337| | 279[37 14 000/ 6045 040| 28 19 117)42 31 16026 53 208| 57 40 242|17 37 296

190| 4921 038(3529 113/ 4057 182( 36 05 2264221 271|44 03 303| 58 34 335| | 280 |37 14 359| 6121 038[29 11 116| 4250 1861|2625 20856 49 24| 16 44 295
19114955 034|3622 113| 40 54 183| 3523 226|41 23 271|43 14 302| 58 09 334| | 2813712 358[6157 037/3003 116{43 09 161(25 57 209|55 57 243[15 52 295
192(5027 033|37 16 113{40 51 183| 34 40 227| 40 25 27142 25 301|57 43 332| | 282|37 10 357| 6231 035| 30 55 117|43 27 162| 25 30 209| 55 05 244| 14 59 295
19315059 032/3810 113) 4047 184/ 33 58 2273927 270{ 4135 301| 57 15 330| | 2833706 356| 6303 033[ 31 47 117[43 45 163| 2502 209| 54 12 244 14 06 294
1945129 031(3903 113/ 4043 185|33 16 227| 3828 270| 40 45 300| 56 45 329! | 2843702 355[63 34 031/ 3239 117(4402 163| 24 33 209|53 20 24413 1) 294
ARCTURUS |*Rasalhague | ANTARES | vACRUX Sehail | REGULUS | *Denedola ODENER | oFOMALKAUT |  Paacock | RGHL KENT | SANTARES | Rasahagee |  VEGA
195(51 58 029|117 07 0723957 113/ 4038 185|323 227|39 54 299| 56 15 327| | 285]26 3 020/ 33 31 117/ 44 18 164| 2405 209( 52 27 245| 55 57 320{ 36 57 354
19652 26 028/ 1803 072\ 4051 113140 33 1846|3150 22739 03 299( 5543 326| | 286 |26 52 019|342 17|44 33 165|23 37 209[51 35 2455519 319| 36 50 353
1975253 027(1858 0714144 113(40 26 186|3107 227|38 12 298| 55 09 325| | 287|27 10 0183515 117(44 48 165|23 08 209| 50 42 245| 54 40 31836 43 352
19815318 025(1953 071/ 42 38 113|40 20 187|30 24 22837 20 297( 54 35 323| | 288| 2728 0173607 117(4503 166(22 40 209(49 49 245| 54 00 31636 35 351
199|534 024| 2048 070/ 4331 1134012 187| 2941 228( 36 28 297( 54 00 322| | 289|27 45 017{36 59 117{45 16 167(22 11 21048 56 246|53 20 315| 36 25 350
200| 54 05 022| 2142 070/ 44 25 113| 40 05 188| 28 58 22835 36 296( 53 23 321| | 290| 28 02 016] 37 51 117(45 29 168(21 42 210/ 48 03 24|52 39 314|36 15 349
20} |54 27 021|2237 070/ 4518 114[39 56 189| 28 15 228 34 44 298| 52 46 319| | 291 |28 17 015]3843 117/ 45 41 168/ 21 13 210| 47 09 246/ 51 56 313| 36 04 348
20254 47 019|2332 069( 46 11 114(39 47 189]27 32 228(33 52 295{ 5208 318| | 292 |28 32 014]39 35 117{45 53 169/ 20 44 210| 46 16 246 51 13 312{35 52 348
2035505 018|24 26 069(47 05 114|39 38 190| 26 48 228(32 59 295| 5129 317| | 293 |28 47 014| 4026 11746 04 170/ 2015 210| 45 23 246/ 50 30 31135 39 347
2045522 016(2520 069/ 47 58 114[ 39 27 190| 26 05 22832 06 294 50 49 316| | 294| 2900 013[ 4118 117|46 14 171[ 1946 210( 44 29 247| 49 46 310| 35 25 346
2055538 015|26 14 068/ 48 51 114[3917 191| 2521 228/ 3113 294/ 50 08 315| | 295/ 2913 012(4210 118]46 23 1711917 210( 43 36 247|49 01 309| 35 10 343
206 (5552 0132708 068/ 49 44 114]39 06 191124 38 228)3019 293| 49 26 314 | 296| 29 25 011/ 43 01 118]46 31 172{18 48 210/ 42 43 247|48 15 308! 34 55 344
207 |56 04 011|2802 067|50 37 115(38 54 192| 23 54 228| 29 26 293| 48 44 313| | 2972936 0114353 118(46 39 1753|1819 210| 41 49 24747 29 30734 38 343
20856 15 010{28 56 0675130 115|38 42 192{23 11 228(28 32 292{ 48 01 312| | 298 (2946 010| 44 44 118|464 46 174| 1749 210(40 55 247| 46 42 306| 34 21 342
209 | 56 24 008| 29 49 06652 23 115/ 38 29 193] 22 27 229{27 38 292| 47 17 311 | 299 (29 56 009] 45 35 118] 46 52 174] 17 20 210/ 40 02 247| 45 55 305| 34 02 341
ARCTURUS |*Rasahague | ANTARES |eRIGIL KENT.|  acRUX Semah | WREGULUS OENEB | Alphenu |oFOMALMAUT| Pracock | SANTARES | Rasamague | vEGA

21015631 006[3042 0665315 116|4244 174|368 16 193 64 28 259| 26 44 292| | 300| 3005 008| 16 28 054/ 46 27 119| 46 57 175/ 39 08 247| 45 07 30533 43 140
21156 37 005) 3135 065(54 08 1164250 174/ 3802 194(63 31 259(2550 291 | 301/ 3013 007[17 14 05347 18 119(4702 176(38 14 247|44 19 30433 23 340
2012|5640 0053|3228 065|5500 116|4255 175|37 48 194 62 34 259/ 24 55 291| | 302| 3020 0071801 053/ 48 08 119| 4705 177|37 21 247|43 31 303|33 03 339
213|156 42 001[332) 0645552 117| 4300 176[37 33 1956137 25924 01 290 | 303 [ 3026 006/ 1847 052(48 59 119(4708 17836 27 247(42 42 302|32 41 138
2014|5642 359(34 13 0645644 1174304 176/3718 195/ 6039 259/ 23 06 290| | 3043032 005| 1933 052| 49 50 12047 10 178|135 33 247(41 52 302|3219 337

215]56 41 358|3505 063(57 36 118/ 4308 177[3702 196/ 5942 259/ 2211 290( | 305]30 36 004] 2019 051| 50 40 120/ 4712 179|34 40 247/ 41 03 301|31 56 336
2016|5638 356|3557 063(5827 118/ 4310 1783646 196/58 45 259/ 21 16 289| | 306 | 3040 003|21 04 051| 5130 12147 12 180|33 46 247| 40 12 300| 31 32 336
2175633 354/3649 062/5919 119/43 13 178]3630 19757 48 259/ 20 21 289| | 307 (3043 00321 49 050} 52 21 121/ 4712 1813252 247)39 22 300! 31 08 335
2185627 353|37 40 0626010 119/43 14 179(36 13 197| 56 50 259 19 26 288 | 308 (30 46 002|22 34 05053 10 121/ 4710 182| 31 58 247|38 31 299|3042 34
21956 18 351(3831 061/ 6100 12043 15 1803555 198[5553 259| 1831 288| [ 309|3047 001[23 18 049(54 00 1224708 182|131 05 247|37 40 298/3017 332
220 |56 08 3493922 060{ 6151 120/ 43 15 180/ 3537 19854 56 260[17 35 288( | 3103047 000(24 02 04954 49 122/ 4705 183[30 11 24736 49 298|29 50 332
221 | 5557 348/ 4012 060| 6241 121[43 14 181|3519 198[53 59 260| 1640 287 | J11 (3047 359| 24 46 04855 38 123| 4702 184|29 17 247]35 57 297|29 23 332
2222|5543 346[4102 059/ 6330 1224313 182|3501 199[53 02 260/ 1544 287| | 3112|3046 359|2529 048|56 27 123/ 4657 185| 2823 2473505 297|28 55 331
2235528 344/4152 058! 6420 1234311 182! 3442 199! 5204 259| 14 49 287| | 313 | 3044 35812612 047!57 16 124] 46 52 186 27-30 247! 34 13 296/ 28 26 330
2245512 343|4242 058[ 6509 123[43 08 183| 3422 200/ 5107 2591353 286| | 3143041 1357|2654 047|58 04 124[46 45 186[26 36 247|233 21 296|27 57 330
Alphecca *YEGA ALTAIR *Shavla RIGIL KENT.| *SPICA ARCTURUS Alpheratz *Diphda ACHERNAR Pracock SANTARES YEGA SDENER

225 |48 24 011/ 1701 041] 14 36 077 4903 131]43 05 184] 66 26 274[ 54 54 341| | 315| 27 37 046]36 33 102] 22 54 147|456 39 187| 25 42 247|27 28 329] 30 38 356
22648235 010[1739 041[ 1533 0774947 132[4301 184| 6528 274| 54 34 340( | 316 |28 18 045/37 30 102(23 26 147| 46 32 188| 24 49 247|26 57 328| 3033 355
227 |48 44 009[1817 040| 1629 076] 5030 132(42 56 185] 64 30 27454 14 338 | 317 (2859 045/38 27 102[23 58 147|46 23 189| 23 55 247| 26 26 328| 30 28 354
2284853 007[1854 040| 17 26 076| 5113 133(4251 186| 6332 273|53 51 337 | 318 (2940 04439 24 102(24 30 147|46 14 189| 23 02 247|25 55 327|3022 354
229|448 59 006[19231 039]1822 076[51 55 134|4245 186] 6233 2735328 335| | 319/3021 044/4021 102{2501 147|456 04 190(22 08 247| 25 23 326/3015 352

230/ 49 05 005(2008 039] 1918 075[52 37 134| 4238 1687|6135 273|53 02 334| | 320/ 3101 043|4118 102{2533 147|4553 191|21 14 247| 24 50 326| 30 08 352
231 |49 09 003 20 44 0382015 075/53 18 135/ 42 3] 18816037 2725236 332 | 321 | 31 40 04214215 102) 26 04 148 4542 192{20 21 24724 17 325,29 59 351
232/ 4912 00221 20 038] 21 11 075[53 59 136(4223 188| 5939 272| 5209 331 | 322| 3219 0424312 102| 26 35 148|4530 19219 28 24723 44 325|29 50 350
2334913 001]2156 037[2207 07454 40 136[42 14 189| 5841 272| 5140 330| | 323 (3257 041/ 44 09 102| 27 06 148/ 4517 193] 18 34 24623 10 32429 40 350
234 | 4913 3592231 037]2303 074(5520 137(4205 189(57 43 271/ 5110 328 43335 040/ 4506 102/ 27 37 148 4503 194| 17 41 24622 35 323/ 29 29 349
235] 4911 358[2305 036[23 59 074] 5559 138/ 41 55 190 56 44 271| 50 39 327 3412 03914603 102]28 08 148/44 49 19516 48 24622 00 323[29 17 348
2364909 2357|2339 036] 24 54 07356 38 139[4) 44 1915546 271 50 07 326 63449 039[4700 102 28 38 148 4434 15[ 1554 248 [T 25 I221 39 05 0
237 ] 4904 355/24 13 035[2550 07357 16 140/ 4133 19154 48 271| 49 34 325 713525 038]47 57 102{29 09 149(44 18 196/ 1501 24620 49 322/ 28 52 347
238 | 48 59 354| 24 46 034] 26 46 07257 53 141/ 4122 192|53 50 270/ 49 00 324| | 32836 00 037|48 54 102| 29 39 149|44 02 197| 14 08 246|20 13 32128 38 346
23948 52 352/ 2519 034 27 41 072[58 30 142[41 09 192[ 5252 270) 4825 323 [ 3293635 036(49 51 102/ 30 09 149 4345 197|13 15 246|19 36 321|282 345
YEGA SALTAIR Shawla | *RIGIL KENT. SPICA CARCTURUS |  Alphecca *Alphenatz Diphda | *ACHERMAR Pracaxh Nuaki ALTAIR DENER
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