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Resumo

Neste trabalho, com o objetivo de adquirir diferentes conhecimentos e novas for-
mas de abordagem, estudamos diversas demonstragoes para os teoremas binomial e
multinomial. Estas demonstracoes possibilitaram explorar técnicas matematicas como
a indugao matemaética, anélise combinatoria, probabilidades e calculo diferencial. Re-
sultados interessantes foram apresentados neste trabalho com relacao & expansao do
triangulo de Pascal para outras dimensoes como o tetraedro aritmético formado por
todas as camadas triangulares associadas as expansoes trinomiais e os tetraedros que
sao associados as expansoes tetranomiais.

Palavras-chave: Teorema Binomial, Teorema Multinomial, Triangulo de Pascal, Te-
traedro Aritmético, Analise Combinatoria.






Abstract

In this work, aiming to acquire different knowledge and new ways of approach, we
study several demonstrations for the binomial and multinomial theorems. These de-
monstrations made it possible to explore mathematical techniques such as mathemati-
cal induction, combinatorial analysis, probabilities and differential calculus. Interesting
results have been presented in this paper regarding the expansion of the Pascal triangle
to other dimensions such as the arithmetic tetrahedron formed by all the triangular
layers associated with trinomial expansions and the tetrahedra that are associated with
tetranomial expansions.

Keywords: Binomial Theorem, Multinomial Theorem, Pascal’s Triangle, Arithmetical
Tetrahedron, Combinatorial Analysis.
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1 Introducao

De acordo com Edwards (2019), o Triangulo Aritmético é o mais famoso de todos os
padroes de nimeros. A primeira vista parece tratar apenas dos coeficientes binomiais.
Porém, ele contém os niimeros triangulares e piramidais da Grécia Antiga, os ntimeros
combinatorios que vieram com os estudos Hindus de arranjos e selecoes de objetos e
ainda, de forma um pouco velada, os nimeros de Fibonacci' da Italia medieval. Ele
revela padroes que agradam os olhos, levanta questoes que instigam os estudiosos de
Teoria dos Numeros e, sobretudo, “Ha tantas relagoes presentes que quando alguém
descobre uma nova identidade, nao h& mais tantas pessoas que se empolguem a seu
respeito, exceto o descobridor!” - Knuth (1973).

O Triangulo Aritmético foi escrito pela primeira vez muito antes de 1654, ano em
que Blaise Pascal escreveu o seu Traité du triangle arithmétique, mas foi o seu trabalho
que uniu todos os diferentes aspectos dos nimeros pela primeira vez. Nele, Pascal
desenvolveu as propriedades dos nimeros como uma peca de matemética pura (fre-
quentemente usando indugdo matemética em suas demonstragdes) e entao, numa série
de apéndices, mostrou como essas propriedades sao relevantes para o estudo dos niime-
ros figurados, para a teoria de combinagoes, para a expansao das expressoes binomiais
e para a solucdo de um importante problema da teoria das probabilidades. E, portanto,
muito apropriado que o Tridngulo Aritmético seja conhecido como Triangulo de Pascal.

O subsequente florescimento da teoria das probabilidades aumentou a importan-
cia dos coeficientes binomiais através da principal aplicacao na distribuicao binomial.
Durante o desenvolvimento da andlise no século XVII, esses coeficientes com grande
frequéncia vinham & tona influenciando diretamente as descobertas de Wallis?, Newton?
e Leibniz!. Mais recentemente, o crescimento da importancia da analise combinatoria
tem fomentado novo interesse nos coeficientes binomiais. Para contarmos a historia
desses nimeros, ¢ importante distinguirmos trés caminhos pelos quais eles vieram.
Temos entao que distinguir trés tipo de ntmeros:

!Leonardo Fibonacci, também conhecido como Leonardo de Pisa, Leonardo Pisano ou ainda Le-
onardo Bigollo, (¢.1170-c.1250), mais reconhecido como Fibonacci, foi um matemético italiano. E
considerado o mais talentoso matematico ocidental da Idade Média. Ficou conhecido pela grande
descoberta da Sequéncia de Fibonacci e pela sua participa¢do na introducao dos algarismos ardbicos
na Europa.

2John Wallis (1616-1703) foi um clérigo inglés e matematico, a quem é dado crédito por parte do
desenvolvimento do Calculo Infinitesimal.

3Tsaac Newton (1643-1727) foi um astrénomo, alquimista, filésofo natural, telogo e cientista inglés,
mais reconhecido como fisico e matemaético. Sua obra, Principios Matematicos da Filosofia Natural é
considerada uma das mais influentes na histéria da ciéncia.

1Gottfried Wilhelm (von) Leibniz (1646-1716) foi um proeminente polimateméatico alemio e um
dos mais importantes légicos, matematicos e filésofos naturais do Iluminismo. Leibniz e Newton
criaram o Célculo Diferencial e Integral independentemente um do outro.

21



22 Introducao

1. Os numeros figurados. Sao sequéncias de niimeros associados a agrupamentos
de pontos (ou objetos) que formam alguma figura ou padrao geométrico. Os
nimeros triangulares apresentados na Figura 1.2 sao um exemplo de ntimeros
figurados.

Podemos definir os Numeros Figurados como sendo os nimeros que ocorrem numa
certa familia de progressdes nas quais o [-ésimo nimero da k-ésima progressao,
denotado por fi, ¢ a soma dos primeiros [ niimeros da progressio anterior (a
(k — 1)-ésima progressao), sendo a primeira dessas progressoes, a sequéncia dos
nimeros inteiros: 1,2,3,4,....

2. Niumeros Combinatorios: sao aqueles que dao o nimero de maneiras de se escolher
k elementos de um conjunto com n elementos, simbolizado atualmente como C*
ou "C} ou ainda C,, ;. Algebricamente, a definicao de combinagao é dada por

n!

kE_n _ _
On = "0 = Cui = 0 — 1

(1.1)

3. Niumeros Binomiais: sao os coeficientes que ocorrem na expansao da n-ésima
poténcia da expressao binomial (a + b); o coeficiente de um termo a™ *b* dessa

expansao é normalmente denotado por ®. Algebricamente temos:

n
k

n n!
k)~ K-k L
(1) = 2

De maneira analoga, uma diagramacao de ntmeros serd chamada de Triangulo Fi-
gurado, Tridngulo Combinatorio ou Tridngulo Binomial de acordo com o contexto no
qual estiver inserido. Essas diagramacoes de nimeros nao estarao necessariamente em
formato triangular — de fato, como esses padroes podem ser estendidos indefinidamente,
nao raramente ficara dificil atribuir um determinado formato geométrico a eles — mas é
conveniente e consistente trabalharmos com a forma triangular. Claro que todos esses
triangulos mostraram tratar das mesmas coisas; sao de fato uma coisa s6. Mas fizemos
esse diferenciacao para facilitar a apresentacao de sua histéria. Ao pesquisarmos os
estudos e descobertas ao longo da histéria, notamos que cada descobridor do Trian-
gulo Aritmético estava mergulhado em um ambiente de estudo: Numeros Figurados,
Numeros Combinatorios ou Nimeros Binomiais.

Segundo Edwards (2019), foi Montmort® que, em 1708, pela primeira vez atrelou
o nome de Pascal ao Tridngulo Combinatorio (“Table de M. Pascal pour les combinai-
sons”). No entanto Montmort apresenta o Tridngulo Aritmético com uma configuragao
um pouco diferente:

n!
kl(n —k)!
tos diferentes, alguns autores usam as notacdes CF

n?

®Note que Cf{ ="Cl = Cpi = = <Z> Para usar notacoes distintas para contex-

"Cy e Cp para se refererirem aos numeros

k
5Pierre Rémond de Montmort, matemético francés, 1678-1719.

combinatorios e a notagao para se refererirem aos coeficientes binomiais.



Introducao 23

1.1.1.1.1..
1.2.3.4..
1.3.6 ..
1.4 ..

1 ..

Figura 1.1: Diagramacgdo usada por Montmort para o Tridngulo Aritmético, 1708.
Fonte: [7], p. xiv.

Depois disso, em “Miscellanea Analytica” de 1730, De Moivre” perpetuou a forma
de Pascal batizando o triangulo aritmético como “Iriangulum Arithmeticum PASCA-
LIANUM?”, reservando o termo “TRIANGULUM ARITHMETICUM” para o formato

apresentado por Montmort.

Os Numeros Figurados

A linha de raciocinio mais longa que Pascal desenvolveu em seu Tratado do tridngulo
aritmético foi sobre os nimeros figurados, os quais remontam aos tempos da Fscola
Pitagorica que se dedicou muito a estudar padroes para os nimeros 540 anos antes de
Cristo.

Os pitagoricos estudaram os padroes numeéricos formados por objetos (como peque-
nas pedras, esferas ou pontos) arrumados em forma de triangulos ou quadrados.

Disposicao de objetos formando tridngulos

14+2434+4+5=151+2+3+4+5+6=21;1+2+3+4+5+6+7=28

Figura 1.2: Os Nameros Triangulares

A sequéncia dos niimeros triangulares é 1, 1+2 =3, 14243 =06, 1+2+3+4 = 10,
1+24+3+4+5=15 ..., fi'+1=f. ..., onde f. representa o I-ésimo niimero

"Abraham de Moivre, matematico francés, conhecido pelas “Férmulas de De Moivre” para os
Numeros Complexos, 1667—1754.
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triangular. O indice 2 indica 2 duas dimensoes. Se o indice for 3, entao estaremos
falando sobre os numeros “piramidais” (o mais apropriado seria o termo: nimeros
tetraédricos).

Note que a sequéncia dos primeiros nimeros triangulares associada a sequéncia dos
primeiros ntimeros naturais, se escritos em disposicao adequada, ja gerariam naquela
época (entre o século VI a.C. e o século II d.C.) uma parte do triangulo aritmético, ver
Figura 1.6.

Note ainda que a soma dos seis primeiros nimeros naturais, 1 +2 +3+4+ 5+ 6,
resulta no ntmero triangular 21, ver Figura 1.4. Do mesmo modo, a soma dos n
primeiros niimeros naturais resulta um nimero triangular.

90

o
©©

Figura 1.3: Nameros triangulares no triangulo de Pascal
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Figura 1.4: A soma dos seis primeiros naturais resulta um ntimero triangular.

A Figura 1.5 mostra disposicoes de objetos formando quadrados. Essas disposicoes
em figuras representam uma das maneiras mais antigas de se enxergar os numeros
conhecidos por “Quadrados Perfeitos”.
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Disposicao de objetos formando quadrados

Figura 1.5: Os Nimeros Quadrados ou Quadrados Perfeitos

Segundo Edwards (2019), mais adiante, no século IT d.C., Theon de Smyrna® e
Nicomachus? ja sabiam que a soma de dois ntimeros triangulares resulta um quadrado
perfeito. Além de conhecer os nimeros triangulares, Nicomachus escreveu sobre os
ntmeros tetraédricos.

4 10 20 35 56 84 120 165
3 6 10 15 21 28 36 45
2
1

3 4 5 6 7 8 9
11 1 1 1 1 1

1
1
1
1

Figura 1.6: Sequéncias de nimeros tetraédricos, triangulares e naturais consecutivos.
Fonte: |7], p.4.

Note que cada linha pode ser obtida a partir da anterior, por diferencas entre termos
consecutivos.

Nem Nicomachus nem Theon parecem ter percebido as relacoes entre os ntimeros
tetraédricos, triangulares e naturais consecutivos. Muito menos parecem ter escrito
esses nimeros de maneira tabelada, como apresentamos na Figura 1.6.

Note que se as sequéncias que apresentamos na Figura 1.6 fossem reescritas com
ordem inversa das linhas, teriamos:

8Theon de Smyrna (por volta de 100 d.C.) foi um matematico e filosofo grego, mas pouco se
sabe sobre ele. Seus trabalhos foram fortemente influenciados pela Escola Pitagérica. Sua obra que
sobreviveu aos dias atuais “Sobre a Matematica ttil para o entendimento de Platdo” é uma fonte
introdutoria & matematica grega. Theon é citado por Ptolomeu vérias vezes em sua obra “Almagesto”
como “Theon, o Matemético” (Observacdo: nao deve ser confundido com “Theon de Alexandria”).

"Nicomachus de Gerasa (aproximadamente 60-120 d.C.) foi um importante matemético antigo,
mais conhecido por suas obras “Introducao & Aritmética e Manual de Harmoénicos, ambas em grego.
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3 4 5 6 7
1 1 1 1 1
3 4 5 6 7

6 10 15 21 28
10 20 35 56 84

U Y (Y [T U

2
1
2
3
4

Wi = O

Figura 1.7: Sequéncias de nimeros tetraédricos, triangulares e naturais consecutivos.
Essa disposi¢ao dos nimeros figurados forma um diagrama (ou tabela) muito proximo
da versao de Pascal do Triangulo Aritmético

Essa disposi¢ao dos nimeros figurados forma um diagrama (ou tabela) muito pro-
ximo da versao que Blaise Pascal escolheu para o Triangulo Aritmético que apresenta
em Traité du Triangle Arithmétique, 1665.

Coolidge (1949) aponta que o Teorema Binomial é bastante conhecido por todos
os estudantes de Algebra, pelo menos em seus aspectos elementares. A maioria das
pessoas associam esse teorema ao nome de Sir Isaac Newton: ele o teria inventado (ou
descoberto) ou o Teorema Binomial teria sido gravado em sua tumba. No entanto,
nenhuma dessas expectativas é verdadeira. De fato, o Teorema Binomial nao foi in-
vencao de Newton, mas os seus trabalhos marcaram um importante avanco em sua
teoria geral. A historia do Teorema Binomial remonta a pelo menos 2000 anos antes
de Newton, em Os Elementos de Euclides', século 11T a.C. (BICUDO, 2009).

Encontramos um dos primeiros tracos do Teorema Binomial em Os Elementos de
FEuclides, livro TI, proposicao 4:

“Caso uma linha reta seja cortada, ao acaso, o quadrado sobre a reta
toda € igual aos quadrados sobre os segmentos e também duas vezes o re-
tangulo contido pelos segmentos.” (BICUDO, 2009, p.137)

Em linguagem algébrica, o trecho acima significa que, se os segmentos tiverem
medidas a e b entao obtemos:

(a+b)* = a® + b* + 2ab (1.3)

OEuclides de Alexandria (em torno de 300 a.C.) foi um professor, matematico e escritor grego,
muitas vezes referido como o "Pai da Geometria". Seu livro mais famoso “Os Elementos” é o livro
mais editado da histéria, depois da Biblia.
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a+b a b
a a? ab

a+b (a+0b)?
b ab b?

Figura 1.8: Visualizacao de (a + b)?

Na Figura 1.8 apresentamos uma visualizagao geométrica para a equacao (1.3). Sao
apresentados dois quadrados, congruentes um ao outro, de lados de medida a + b. O
quadrado a esquerda, foi construido com lados de comprimento a + b; assim, possui
drea (a + b)?>. O quadrado a direita tem os lados com a mesma medida (a + b) e,
portanto, com area igual a do primeiro, (a + b)%. Nesse segundo quadrado dividimos
cada segmento horizontal em duas partes, de medidas a saber: a e b. O mesmo foi feito
com os segmentos na posi¢ao vertical. Dessa maneira temos a figura original dividida
em dois retangulos de dimensoes a por b, um quadrado de lado a e outro quadrado
de lado b. Ao somarmos as areas desses dois quadrados a®? + b? com as desses dois
retangulos ab 4+ ab, obtemos a area do segundo quadrado. Da equivaléncia dos dois
quadrados de lados (a + b) obtemos a equagao (1.3).

A equagao correspondente para o quadrado da diferenga é encontrada em Os FEle-
mentos de Fuclides, livro 11, proposicao 7:

“Caso uma linha reta seja cortada, ao acaso, os quadrados ambos juntos,
o sobre a reta toda e o sobre um dos segmentos, sao tquais a duas vezes o
retangulo contido pela reta toda e pelo dito segmento e também o quadrado
sobre o segmento restante.” (BICUDO, 2009, p.141).

Assim, se a representa o todo e b representa o primeiro segmento, temos:

a? +b* = 2ab + (a — b)? (1.4)
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b? b

Figura 1.9: Visualiza¢do a® + b* = 2ab + (a — b)?

Na Figura 1.9 apresentamos uma visualiza¢ao geométrica para a equagao (1.4). Nas
versoes que conhecemos de Os Flementos, Euclides nos apresenta figuras semelhantes
a essas como parte do argumento, porém as medidas indicadas na figura sao notagoes
atuais que nos colocamos por motivos didaticos. A esquerda vemos o quadrado de lado
a e o quadrado de lado b. Suas areas somadas sdo a®+ b>. A direita temos o quadrado
AGIN de lado a, que é congruente ao quadrado (amarelo) de lado a da esquerda e que,
portanto, tem a mesma area: a®. O quadrado ABED, de lado a — b tem area (a — b)2.
Note que ha dois retangulos (cor laranja), DGIF ¢ BHIN, que tém dimensoes a por b;
suas areas somadas, portanto, podem ser dadas por 2ab. Note que o quadrado FHIF
tem area b?, mas estamos contando esta area duas vezes ao fazermos a soma anterior.
Dessa forma, notamos que (ABED) + (DGIF)+ (BHIN)— (EHIF) = (AGIN), ou
seja, (a — b)? + ab + ab — b* = a?. De forma equivalente, podemos escrever: a® + b? =
2ab + (a — b)%.

Teria sido perfeitamente facil para Euclides ir adiante e provar a férmula para o
cubo de um binémio, mas isso teria quebrado a sua linha de raciocinio. Nos livros
IT e X ele estava prodigiosamente interessado nos quadrados de binomios; qualquer
generalizacao deles nao parece ter-lhe de fato interessado. A moderna tendéncia de
generalizar tao amplamente quanto possivel, e estender cada teorema a sua forma mais
geral, era quase algo estranho ao pensamento dos gregos em mateméatica; clareza e
precisao eram as qualidades soberanas que sempre eram solicitadas.

Em Coolidge (1949) o autor escreve, como fato curioso, que um dos primeiros usos
das férmulas das poténcias binomiais tenha sido para descobrir as raizes aproximadas
de nimeros. O método de Heron!'! é a simplicidade por si mesma. Se desejamos
encontrar uma aproximacao para VA e a; ¢ um primeiro valor, o valor mais proximo

sera
L+ 4 (1.5)
ar=—-1a — . .
2 2 ! aq

De acordo com Struik (1969), o triangulo de Pascal aparece pela primeira vez (até

"Heron de Alexandria, ou ainda Hero ou Herdo (século I d.C.) foi um matemético e mecanico grego.



30 Introducao

onde sabemos) em um livro de 1261 escrito por Yang Hui, um dos mateméticos da
dinastia Sung na China. As propriedades dos coeficientes binomiais foram discutidas
pelo matematico persa Jamshid Al-Kashi em “Chave para a aritmética” de ¢.1425.

De acordo com Struik (1969), Chu Shi-kié (nativo de Yen-shan, na China) escreveu
sua segunda obra intitulada O precioso espelho dos quatro elementos em 1303. FEle
comeca essa obra com o triangulo aritmético, apresentando os valores dos coeficientes
binomiais e se referindo ao esquema (do triangulo) como se fosse antigo.

Tanto na China quanto na Pérsia o conhecimento dessas propriedades pode ter sido
muito mais antigo.

Esse conhecimento foi compartilhado por alguns matematicos da Renascenca, e
no6s vemos o triangulo de Pascal na pagina do titulo “Aritmética”, de Peter Apian (ou
Petrus Apianus) escrito em 1527, como menciona Smith (1958). Essa obra nos chama
a atencao especialmente por ser a primeira versao impressa do tridngulo aritmético.
Essa obra apareceu anos antes de Michael Stifel tocar no assunto.

Michael Stifel, 1487-1567

Figura 1.10: Michael Stifel, 1487-1567. Fonte: [26].

Em 1553, Michael Stifel publicou uma nova edicao da obra de Christoffs Rudolffs
chamada Die Coss. Nessa nova edicao, o proprio Stifel acrescentou e complementou
assuntos e, como resultado final, a nova edicao foi publicada com mais do que o dobro
do ntimero de paginas da edigao anterior. Podemos observar na Figura 1.11 duas
paginas em que Stifel apresenta o tridngulo aritmético e explica o padrao da soma para
se obter os coeficientes da linha seguinte.
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Figura 1.11: Die Coss, Rudolffs e Stifel: o Triangulo Aritmético e a Relagdo de Stifel
como ele a apresentou em 1553 (RUDOLFFS, STIFEL, 1553, p.168).
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Figura 1.12: 1553: Die Coss, Rudolffs e Stifel: o Tridngulo Aritmético e a Relacao de
Stifel como ele a apresentou; nesta pagina vemos a explicacao do mecanismo da soma
ou Relagao de Stifel (RUDOLFFS, STIFEL, 1553, p.169).

Depois de Stifel, encontramos o triangulo e as propriedades dos coeficientes bino-
miais em muitos outros autores. Um exemplo é Johann Scheubel (1494-1570), que
apresentou o triangulo aritmético um século antes de Pascal escrever sobre ele. Em seu
trabalho, Scheubel extraiu raizes de indices até 24 (raizes 24-ésimas) por um processo
similar ao processo de extracao de raizes que utiliza o Teorema Binomial.
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“Traité du Triangle Arithmétique” de Blaise Pascal, de 1665

N (\?mw’([yér.r- ;

Yire' du (abuet de M Guervier de Bezance Mattre dos .Rm’f,wa"l‘ﬂ.f,

Figura 1.13: Blaise Pascal, 1623-1662. Fonte: [25].

De acordo com Struik (1969), o chamado Triangulo de Pascal aparece no famoso
tratado de Blaise Pascal (1623-1662), publicado postumamente em 1665, sob o ti-
tulo Traité du Triangle Arithmétique, avec quelques autres petits traités sur la mesme
matiére.

Esse tratado é importante, nao somente por examinar cuidadosamente as proprie-
dades dos coeficientes binomiais, mas também por suas aplicacoes em jogos de azar.
Outro ponto muito importante de sua obra é que, em determinada parte, Pascal ex-
pressa de maneira clara e correta o Principio da Indugao Completa ou Principio da
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Indugao Matematica.

Smith (1958)

aponta que Blaise Pascal escreveu de maneira tao extensa e completa
sobre o arranjo triangular dos coeficientes das poténcias de um bindémio, que a partir
dessa obra esse arranjo passou a ser chamado de “Triangulo de Pascal”.

A Figura 1.14 apresenta a capa desta obra e a Figura 1.15 mostra a apresentacao

original do tridngulo aritmético.

Figura 1.14: Capa da primeira edicao do Traité du triangle arithmétique de Pascal,

(PASCAL, 1665)
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Figura 1.15: Apresentacao original do triangulo aritmético na obra Traité du triangle
arithmétique de Blaise Pascal, (PASCAL, 1665)
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“Ars Conjectandi”’, de Jakob Bernoulli, de 1713

Figura 1.16: Jakob Bernoulli (também escrito como “Jacques Bernoulli”, “Jacobi Ber-
noulli” ou ainda “James Bernoulli”). Fonte: [23].

Em 1713 foi publicada a obra péstuma de Jakob Bernoulli: Ars Conjectandi. Essa
obra foi publicada por seu filho, Nicolaus Bernoulli, 8 anos apds a morte de Jakob. De
acordo com Edwards (2019), esta famosa obra é notada especialmente pelo primeiro te-
orema sobre limite em Probabilidade; o “Teorema de Bernoulli”. Outro ponto de grande
destaque dessa obra sao os tratamentos que Bernoulli da & Distribuicao Binomial, a
Teoria Combinatoria e aos Numeros Figurados (especialmente sobre como usé-los nas
somas de poténcias, que o leva a descoberta dos Numeros de Bernoulli da Anélise).
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Figura 1.17: Capa do livro Ars Conjectandi, de Jakob Bernoulli, 1713. Fonte: |24].

Na primeira parte de seu livro Bernoulli dedica uma secao para desenvolver a Dis-
tribuicao Binomial para probabilidades gerais, encontrando a expressao para obter no
minimo m sucessos em n provas (ou experimentos - os ezperimentos de Bernoulli).
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Figura 1.18: O Triangulo Aritmético apresentado por Jakob Bernoulli, em seu livro
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Ars Conjectandi, publicado em 1713. (BERNOULLI, 1713, p.87).

Na Figura 1.18 observa-se o Triangulo Aritmético apresentado por Jakob Bernoulli
na segunda parte de seu livro Ars Conjectandi, 1713. (BERNOULLI, 1713, p.87).

J& na segunda parte, ele apresenta a sua versao do Triangulo Aritmético em seu
Ars Congectandi; porém, de acordo com Edwards (2019), pela maneira tinica com que
Bernoulli escreveu e pelas citacoes que faz ao longo do texto, fica evidente que ele nao
havia tomado conhecimento do Traité du Triangle Arithmétique de Pascal. Bernoulli
descobriu por conta propria o Triangulo Aritmético e muitas de suas propriedades.
Nessa obra, Bernoulli detalha como usar os Nimeros Combinatorios e chega a calcular

100
20

) - 0 maior nimero combinatoério escrito em um livro até entao. Por curiosidade,

apresentamos o resultado:

(1200()) = 535.983.370.403.809.682.970.
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Objetivo e motivacao do tema

O triangulo aritmético € um tema extremamente rico em aplicacoes e em propri-
edades matematicas. Normalmente os estudantes tém acesso a esse tema somente no
Ensino Médio. Os cronogramas e planejamentos escolares acabam por deixar pouco
tempo ou quase nenhum para explorar algumas das principais propriedades que o tri-
angulo de Pascal, como é mais conhecido, apresenta.

A maioria dos livros para o Ensino Médio apresentam o triangulo de Pascal e a
expansao binomial logo ap6s Andlise Combinatoéria e Probabilidade. Dessa forma, os
alunos acabam deixando de ver relacoes entre a expansao binomial e a analise combina-
toria, pois o assunto ja passou. Poucas vezes vemos questdes de Anélise Combinatoéria
que levem os alunos a encontrar os termos de uma linha do triangulo de Pascal, por
exemplo. Uma obra que é uma 6tima excegao a regra é o livro “Analise Combinatoria
e Probabilidade” de Morgado et al (1991), da Colegao do Professor de Matematica, da
SBM.

O triangulo aritmético apresenta uma quantidade muito grande de propriedades:
propriedade das linhas, propriedade das colunas, das diagonais, os niimeros triangulares
e sua soma, os numeros tetraédricos e sua soma, entre tantas. Até mesmo a famosa
sequéncia de Fibonacci aparece no tridngulo aritmético. Em Green (2012 e 2015),
encontramos uma quantidade enorme de propriedades e atividades sobre o triangulo
aritmético ao longo de mais de 500 paginas, somando os dois volumes.

Por ser um tema que pode ser explorado em varios niveis de profundidade, poderia
ser apresentado ja no Ensino Fundamental, ainda que de modo mais simples, adequado
a faixa etaria dos alunos, e também de maneira mais ampla no Ensino Médio, pois hoje
fala-se muito pouco sobre esse assunto. As propriedades com os niimeros que figuram
no triangulo de Pascal, quando bem apresentadas, podem despertar o interesse de
muitos estudantes.

Dentre os muitos aspectos que podemos investigar e escrever sobre o triangulo de
Pascal, escolhemos dois pontos de vista que a nosso ver sao bastante ricos: o entendi-
mento dos teoremas binomial e multinomial assim como os padroes geométricos que as
expansoes trinomiais e tetranomiais nos sugerem.

A seguir pretendo contar um pouco da minha experiéncia com o tridngulo de Pas-
cal no ultimo ano do Ensino Médio e assim, espero apontar melhor para a primeira
motivacao para este trabalho.

Em 1995, quando eu estudava no terceiro ano do Ensino Médio e também em um
curso pré-vestibular, comecei a me interessar pelas expansoes binomiais e sua relacao
com o triangulo de Pascal. Em determinado momento, divagando sobre o assunto, eu
me fiz as seguintes perguntas: “Como seriam as expansoes de (a+b-+c¢)"? Que padroes
geométricos teriam essas expansoes?”.

Nao havia livros a respeito (que estivessem ao meu alcance pelo menos), muito
menos fontes na internet, a qual estava apenas comecando a se popularizar e com
a qual tive contato apenas em meados de 1996. Como estudante curioso, vi que s6
saberia a resposta se tentasse descobrir por meios proprios. Entao comecei a calcular
as expansoes trinomiais na ponta do lapis, através de seguidas aplicacoes da propriedade
distributiva.

O primeiro padriao que encontrei foi para (a+ b+ c)3: percebi que se eu encontrasse
uma maneira de dispor as parcelas da expansao desse trindémio numa folha de papel de
modo que os expoentes de a ficassem em ordem crescente, assim como os de b e de c,
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as proprias parcelas me “diriam” como deveria ser a geometria dessa configuracao. Se
fosse uma configuragao boa, valeria para todos os casos (todos os valores de n). Quando
finalmente consegui encontrar o padrao geométrico procurado, fiquei maravilhado com
a simetria e com a elegancia: era a Matematica elegante e simples por natureza, a meu
ver.

Depois fui variando n até n = 5 ou n = 6. Lembro de apresentar as ideias para
trés professores que me falaram que o assunto era muito interessante e nunca tinham
visto algo parecido. O meu sentimento era o de estar em mares ainda nao navegados.
A sensacao que tive foi de muita empolgagao.

Ao enxergar os padroes triangulares para (a 4+ b+ ¢)" comecei a investigar (sempre
por conta propria) as suas relagoes com o triangulo de Pascal original, o que me levou
a descobrir o que chamamos de “principio multiplicativo” no Capitulo 5 deste traba-
lho. Além disso, descobri um padrao de organizacdo que me levou a construir o que
chamamos neste trabalho de “tetraedro aritmético”.

A curiosidade s6 aumentava, entdo passei a investigar os padrdes para (a + b +
¢+ d)", descobrindo que a melhor geometria para organizar as parcelas das expansoes
tetranomiais, respeitando as ordens crescentes dos expoentes de a, b, ¢ e d, seriam
tetraedros, um para cada n nao-negativo escolhido.

Continuei a fazer varias investigagoes interessantes a respeito de (a+b+c+d+e)" e
acabei por descobrir o que hoje alguns chamam de “hipertetraedro”, ou seja, o analogo
para 4 dimensoes do que é o tetraedro para 3 dimensoes - ou do triangulo, para 2
dimensoes. Observacao: o hipertetraedro nao apresentaremos neste trabalho.

Em 2017, quando terminei de cursar as matérias do PROFMAT na Unesp de Rio
Claro, apresentei esse assunto como proposta para a minha dissertagao. Confesso que
apresentei a ideia ainda de maneira timida porque nao sabia ao certo se o assunto seria
de interesse de algum orientador. Aqui agradeco muito ao Prof. Dr. Thiago de Melo e
a minha orientadora, Prof. Dra. Erika Capelato, por aceitarem a proposta e por terem
me incentivado. A Prof. Dra. Erika foi de fundamental importancia para dar rumo,
orientacao e profundidade para essa dissertacao de mestrado.

Penso que compartilhar um pouco dessa historia e desse tema possa ter algum
proveito em sala de aula. Talvez seja uma leitura agradavel para quem queira ver um
pouco além do tradicional triangulo de Pascal. Talvez seja o ponto de partida para
enxergar relacoes matematicas ainda nao vistas.

O mais importante para que haja o aprendizado é que a pessoa se sinta envolvida
pelo tema, nao importa qual seja.

Estrutura da dissertacao

Além desta introducao esta dissertagao possui outros cinco capitulos. No Capitulo 2
descrevemos sobre o Triangulo Aritmético, também conhecido como Triangulo de Pas-
cal. Neste capitulo definimos os coeficientes binomiais e demonstramos a Relacao de
Stifel, além de outros teoremas relacionados ao Triangulo Aritmético.

No Capitulo 3 apresentamos quatro demonstracoes para o Teorema Binomial. A pri-
meira demonstracao, utilizando inducao matematica, e a segunda, utilizando argumen-
tos de analise combinatoria, foram retiradas de Ross (2014). A terceira demonstragio,
retirada de Rosalsky (2007), usa resultados probabilisticos e a quarta demonstragio,
proposta por Hwang (2009) usa conceitos do calculo diferencial.
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No Capitulo 4 apresentamos trés demonstracoes para o Teorema Multinomial. A
primeira demonstracao foi feita utilizando conceitos de Andlise Combinatoéria, a se-
gunda por argumentos probabilisticos proposta por Kataria (2016) e a tdltima foi uma
generalizacao que fizemos baseada na demonstracao para o caso binomial feita por
Rosalsky (2007).

No Capitulo 5 apresentamos padroes geométricos para as expansoes de trinomios,
bem como uma relacao com o tridngulo de Pascal tradicional para a obtencao dos coe-
ficientes dos termos dessas expansoes trinomiais. Nesse mesmo capitulo, apresentamos
padroes geométricos para as expansoes tetranomiais.

No Capitulo 6 apresentaremos trés atividades para a sala de aula do Ensino Mé-
dio. A primeira atividade estd relacionada com a identificacao da Relagdao de Stifel
no Tridngulo de Pascal. A segunda atividade, refere-se a observacao dos ‘“ntmeros
triangulares”, o que sao e qual a sua relacdo com o triangulo de Pascal. Na terceira
atividade apresentamos uma extensao da segunda atividade, ou seja, uma atividade
para os “nimeros tetraédricos”.






2 O Triangulo Aritmético

Neste capitulo faremos uma apresentacao didatica introdutoéria e despretensiosa do
Triangulo Aritmético de Pascal. Os resultados apresentados aqui foram baseados no
Tratado do Tridngulo Aritmético de Blaise Pascal (1665), em Morgado et al (1991), em
Carvalho et al (2014), em Knuth et al (1994) e em Ross (2014).

Figura 2.1: Triangulo de Pascal

O Triangulo Aritmético, Figura 2.1 pode ser obtido através das seguintes regras:

1. O Triangulo é formado por linhas de ntimeros escritos como numa lista, sem
virgulas. A primeira contém um termo, a segunda dois, a terceira trés e assim
sucessivamente.
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2. A primeira linha, que para nos sera a linha 0 ou ainda n = 0, apresenta apenas

o0 nuamero 1.

. A segunda linha, n = 1, apresenta dois ntimeros: 1 e 1; o primeiro um pouco a

esquerda e o segundo um pouco a direita do 1 da primeira linha.

. Cada linha seguinte serd montada da seguinte maneira: Comece com 1 (um pouco

a esquerda do primeiro 1 da linha de cima) e termine com 1 (um pouco & direita
do tltimo 1 da linha de cima). Os demais nimeros sao iguais a soma dos dois
niimeros da linha de cima que estao mais proximos de sua posigao, ver Figura 2.1.

Depois de montado o Tridngulo Aritmético até algum n > 4 de preferéncia, podemos

notar alguns fatos interessantes:

. Note que a linha n tem n + 1 termos, ou seja, a linha n = 0 tem 1 termo, a linha

n =1 tem 2 termos e assim sucessivamente.

. Note que cada linha apresenta simetria em relacao a distribuicao de seus termos.

Exemplos:
Na linha n = 5 temos os termos 1, 5, 10, 10, 5, 1.
Na linha n = 6 temos os termos 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1.

Agora considere as poténcias do tipo (a+0b)", coma € R, b € Ren € N. Podemos

observar que cada poténcia de (a + b) pode ser obtida a partir da multiplicagao por
(a + b) da poténcia imediatamente anterior, isto é:

(a+b)° = 1

(a+b) =  a+b

(a+b)? = (a+b)(a +b) = 1a* + 2ab + 1V?

(a+b)? = (a+b)*(a +b) = 1a® + 3a®b + 3ab® + 1b°
(a+b)* = (a+b)*(a+0b) = la* + 4a°b + 6a°b* + 4ab® + 1b*
(a+b)"+! = (a+b)"(a+D)

Notemos que (a + b)° = 1 é o primeiro nimero que aparece na linha n = 0 do

Triangulo Aritmético; ja a linha n = 1 (segunda linha do Triangulo Aritmético) é
formada pelos coeficientes de (a + b)' = a + b, a linha n = 2 (terceira linha) pelos
coeficientes de (a + b)? e assim sucessivamente.

Como observamos, para obtermos (a + b)? basta multiplicarmos (a + b)? = 1a® +

2ab+ 1b? por (a+b). Podemos organizar a multiplicagao de duas expressoes algébricas
de forma analoga a que usamos nas contas elementares no algoritmo de multiplicagao
para nimeros com dois algarismos ou mais. A diferenca é que a disposicao deveréd
apresentar em uma mesma coluna as parcelas que apresentem a e b com 0s mesmos
expoentes, como no exemplo a seguir. Essa maneira de dispor os resultados parciais
da distributiva pode ser visto na obra de Lenhard Eiiler, Elements of Algebra, Chapter
X - Of the higher Powers of Compound Quantities, p. 106, article 341 [8].
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la®> + 2ab+ 15
X la + 1b

+ 1a?b' + 2a'b? + 1a°%®
+ 1a3b° + 2a2b' + 1a'b?
1a30° + 3a®b' + 3a'b? 4 1a°0?

ou ainda,

la® + 3a?b+ 3ab®>+ 10°. O

Podemos observar que os coeficientes resultantes sao os nimeros da quarta linha
(linha n = 3) do Tridngulo Aritmético, ver Figura 2.1.

Observe, como exemplo, o processo para obtermos (a + b)*. Para isto basta multi-
plicarmos (a + b)?, que ja obtivemos, por (a + b):

1a36°+3a?b' +3a' b>+1a°0?
X la + 1b

1a3b'+3a?b*+3a' b3 +1ab*
1a*b°+3a3b' +3a?b*+1a'b?
1a*b°+4a3b' +6a2b>+4a b3 +1a°0. O

Observe que os coeficientes resultantes sdo os ntimeros da quinta linha (linha n = 4)
do Triangulo Aritmético, ver Figura 2.1.
Observe, como exemplo, o processo para obtermos (a + b)°. Para isso, basta mul-
tiplicarmos (a + b)*, que ja obtivemos, por (a + b):
la* + 4a®b* + 6a*b* +4a'b*+1b*
X la +1b
la*b'+ 4a®b? + 6a%V® +4a'b*+1b°
+1a®+4a*b + 6a3b? + 4a’b® +1a'b?
1a°+5a*b' +10a3b*+10a?b>+5a' b +10°. O

Novamente, observe que os coeficientes resultantes sao os nimeros da sexta linha
(linha n = 5) do Triangulo Aritmético, ver Figura 2.1.



46 O Triangulo Aritmético

Assim, chamamos de Tridngulo Aritmético, ou Tridngulo Aritmético de Tartaglia-
Pascal, ou simplesmente Triangulo de Pascal cada um dos dois quadros apresentados
lado a lado na Figura 2.2.

Co 1

Y Cf 11

oy C} C? 1 2 1

cy Cci c? C3 1 3 3 1

co ¢l 2 3 O 1 4 6 4 1

ce ¢t oc: i oct oCP 1 5 10 10 5 1

cy ct c: ocd ocf ¢ g 1 6 15, 20 15 6 1
c ct oc: oo octoc: oo oCr 1 7 21 3 3 21 7 1

Figura 2.2: Triangulo de Pascal com coeficientes binomiais

Os ntmeros C? sao chamados de Nimeros Binomiais, Coeficientes Binomiais ou
ainda, Nimeros Combinatorios. Para p,n € N, 0 < p < n, definimos

or = (”) o (2.1)

p) pl(n—p)

O namero C? é lido como “combinacao de n objetos tomados p a p” ou ainda “n
escolhe p”.

Por convencao, 0! é definido como sendo 1. Logo, (8) = (Z) = 1. Temos ainda,

~ n L. . .
por convencao, que <Z> ¢ igual a zero quando ¢ < 0 ou ¢ > n.
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. n
Desta forma, podemos reescrever o quadro anterior com os termos < ):
p
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ot Ot
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W

Observe que, enumerando tanto as linhas quanto as colunas a partir de 0, o termo
n . . . . ..
» aparece na linha n e coluna p. A propriedade dos ntimeros binomiais que nos

permite a rapida construcdo do Tridngulo é conhecida como Relacdao de Stifel> . Na
proxima se¢ao apresentaremos esta relacao.

2.1 Relacao de Stifel

Nesta secao enunciamos o teorema que trata da relacao de Stifel e apresentamos
duas demonstragoes para ele.

Teorema 2.1 (Relacdo de Stifel). Sep,n € Ne0<p<n-—1, entdo
n n n+1

+ = ) (2.2)
p p+1 p+1

3Stifel, Michael (1487-1567), algebrista alemao que apresentou a relacdo atualmente conhecida por
Relagdo de Stifel em Die Coss, 1553, p. 354-855 (fol. 168) [19].
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Ou seja, somando dois elementos consecutivos de uma mesma linha obtemos o elemento
situado abaizo da ultima parcela.

Primeira demonstracao. Pela definicao de niimero binomial, temos que

" " n! n!
p p+1 an—pﬂ+Kp+UNn—Qy+Uﬁ

n! n!
An—p)—p-1! p+Dpn—p-1)

B n! ( 1 N 1 )
—p!(n—p—l)! n—p p+1

B n! p+1 n—mp
TP n-p-1) (<p+ Dn-p <p+1><n—p>)

n! n+1
_an—p—lﬁ(@+1ﬂn—M)
(n+1)n!
p+1pln—p)(n—p-1)

(n+1)!
(p+D!(n—p)!
(n+1)!
P+ DH(n+1) = (p+1))!

n+1

p+1

]

Sequnda demonstragdo. Considere um conjunto A de n + 1 elementos, um dos quais é

n+1
x. O namero de subconjuntos de A com p + 1 elementos é . Esse ntimero é
p+1
. . . . n
igual & soma do niimero de subconjuntos nos quais x esta presente, ou seja, , com
p
. i n
o numero de subconjuntos em que z estd ausente, ou seja, . Logo,
p+1
n+1 n n
= -~
p+1 p p+1

[]

A seguir apresentaremos outros teoremas relacionados aos termos do Triangulo
Aritmético.
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2.2 Teoremas relacionados aos termos do Tridangulo
Aritmético

Teorema 2.2 (Teorema das Linhas). A soma dos nimeros da “linha n” do Tridngulo
de Pascal € 1qual a 2™, ou seja,

n n n n
+ - ot = 2", (2.3)
0 1 2 n

Demonstragao. Consideremos um conjunto A com n elementos.

Para calcularmos o nimero de subconjuntos de A podemos considerar que, num
dado subconjunto, cada elemento de A, de duas, uma: estara “presente” ou estard
“ausente” no subconjunto. Isso equivale a termos 2 possibilidades para cada elemento,
resultando: 2-2-2-2----. 2 = 2", Isso equivale ao lado direito da equacao (2.3).

Podemos considerar um outro caminho logico para determinarmos o ntimero de
subconjuntos de A. O nimero de maneiras de escolhermos p elementos dentre n ele-

n

mentos de A é igual a . Entao o total de subconjuntos de A com p elementos,
p

comp=20,1,2,...,n, é dado por:

n

p=0 P

isso equivale ao lado esquerdo da equagao (2.3) Logo,

n n n n
+ + 4+ 4 = 2",
0 1 2 n

]

Observe que, no Triangulo Aritmético, a linha n comega em C§ e termina em C).
Portanto, C? (que esta na linha n avan¢ado em p colunas em relagao ao inicio da linha)
e C"P (que estd na linha n atrasado em p colunas em relagao ao fim da linha) sao
elementos da linha n que estao situados em posicoes equidistantes dos extremos. Nu-
meros como C? e C)'~P sao chamados de Combinacoes Complementares. Por exemplo,
a combinagao complementar de C? é C?2.

Teorema 2.3 (Simetria das Linha do Tridngulo Aritmético). Em uma mesma linha
do Tridngulo de Pascal, elementos equidistantes dos extremos sao iguais, ou seja, CP =

n—p
cnep,

Primeira demonstracao. Devemos mostrar que
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n
O ntmero representa as possibilidades de escolher, entre n objetos, p objetos

p

n
para usar. Isto equivale ao niimero , que denota a quantidade de maneiras de

n—p
escolher, entre n objetos, (n — p) objetos para nao usar. ]

Uma demonstragao imediata, dada em [15] (1991, p. 97), é apresentada a seguir.

Segunda demonstracgao.

(2.5)

]

Ao contrario das linhas do Tridngulo de Pascal, que sempre possuem uma quanti-
dade finita de elementos, veja que cada uma de suas colunas possui uma quantidade
infinita de entradas. Sendo assim, nao faz sentido calcularmos a soma de todos os
elementos de uma coluna. Assim, o préximo teorema surge naturalmente e, a demons-
tracdo que apresentamos, é baseada na encontrada em [15].

Teorema 2.4 (Teorema das Colunas). Dados inteiros nao negativos p e n, a soma dos
n + 1 primeiros termos da coluna p do Triangulo de Pascal é

p p+1 p+2 p+n—1 p+n p+n-+1
+ + +eeF + = . (2.6)

D P P P P p+1

Ou seja, a soma dos n+ 1 primeiros elementos de uma coluna do Triangulo é igual ao
elemento que estd avancado uma linha e uma coluna sobre a ultima parcela da soma.
Veja Figura 2.35.

1
11
1 2 [1]

1 4 6 4 1

1 5 10 [10] 5 1

Figura 2.3: Teorema das colunas. Fonte: [15], p. 99.

Demonstracao. Aplicando a Relacao de Stifel para os elementos da coluna p + 1, ob-
temos:
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p+1 _ p N p

p+1 p+1 p

p+2 B p+1 N p+1

p+1 N p+1 P

p+3 B p+2 N p+2

p+1 - p+1 P

p+n B p+n—1 N p+n—1

p+1 - p+1 p

p+n+1 _ p+n N p+n
p+1 N p+1 P

Adicionando as equagOes acima membro a membro e simplificando parcelas iguais
que aparecem em membros opostos, obtemos:

p+n+1 P P p+1 p+2 p+n—1 p+n
= + + + 4+ +
p+1 p+1 p p p p p
Sendo b = 0, obtemos:
p+1
p+n—+1 P p+1 p+2 p+n—1 p+n
= + + +-+ +
p+1 p p p p p

No proximo teorema, quando nos referimos a uma diagonal (paralela a uma hi-
potenusa) no Triangulo de Pascal, estamos nos referindo a uma sequéncia de termos

n
que comeca na coluna zero com o termo e, os termos seguintes sao obtidos

0
: : . [+l
avancando-se um passo, tanto na coluna como na linha do triangulo, ou seja, ,
1
n—+2 ~ ]
,... sao os elementos da diagonal n.
2

Teorema 2.5 (Teorema das Diagonais). Dados n e p inteiros nao-negativos, a soma
dos p + 1 primeiros numeros da diagonal n do Tridgngulo de Pascal €
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n n+1 n+ 2 n-+p n+p+1
+ + + -+ = . (2.7)
0 1 2 P P

Ou seja, a soma de uma quantidade finita de elementos de uma diagonal (isto é, de
uma paralela & hipotenusa) do Tridngulo de Pascal (comecando no primeiro elemento

da diagonal) é igual ao elemento que estd imediatamente abaizo da dltima parcela. Veja
Figura 2.4.

Figura 2.4: Teorema das colunas. Fonte: [15], p. 96.

E importante observarmos que o teorema das diagonais é praticamente idéntico ao
teorema das colunas. Quando o Triangulo de Pascal é escrito na forma de triangulo
retangulo, apresentada na Figura 2.2, colunas e diagonais parecem filas numeéricas
distintas, pelo menos pela disposicao no triangulo; porém, se observarmos o Triangulo
de Pascal na forma de triangulo is6sceles, como apresentamos na Figura 2.1, observamos
claramente a simetria das figuras e que as tais colunas e as tais diagonais sao na verdades
filas formadas por elementos simétricos de cada linha do triangulo. Dessa forma, para
demonstrar o teorema das diagonais, basta provarmos que esse equivale ao das colunas.

Demonstragao. Retomemos a equacgao (2.6) do teorema das colunas

D p+1 p+2 p+n—1 p+n p+n+1
+ + +o + = . (2.8)
j% P P D P p+1

Usando sucessivamente as combinagoes complementares, (elementos simétricos de
cada linha do triangulo), a equagao (2.8) é equivalente a
D p+1 p+2
- -
p—p (p+1)—p (p+2)—p

+n—1 +n +n+1
P wf f — P (29

(p+n—1)-p (p+mn)—p (p+n+1)—(p+1)
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Simplificando, temos:

p p+1 p+2 p+n—1 p+n p+n-+1
+ + +--+ + = . (2.10)
0 1 2 n—1 n n

Para que a equagao (2.10) fique idéntica a equacdo (2.7) podemos, sem perda de
equivaléncia, trocar p por n e n por p, o que nos leva a:

n n+1 n+ 2 n+p—1 n+p n+p+1
+ + +- + =

0 1 2 p—1 P P






3 O Teorema Binomial

Em Matematica, expandir o produto de duas ou mais somas de termos algébricos
significa expressé-lo como uma soma de produtos. Normalmente a primeira forma é
mais compacta, mais curta e, a segunda, mais extensa. Por esse motivo, a segunda
forma é comumente chamada de expansao algébrica da primeira.

Como exemplo, a terceira poténcia da soma de a e b é (a + b)®. Aplicando a pro-
priedade distributiva da multiplicacao sobre a adicao e agrupando termos semelhantes,
obtemos uma soma de produtos: 1la® + 3a%b + 3ab® + 1b®. Como a primeira expressao,
(a + b)3, é a poténcia de um bindmio, a segunda expressao, la® + 3a®b + 3ab?® + 163, é
chamada de expansao binomial, ou ainda mais precisamente, expansao da poténcia de
um bindmio.

A seguir, enunciamos o teorema binomial, que é um resultado matematico que
permite escrever a expansao algébrica de uma poténcia de expoente inteiro e positivo
da soma de dois termos de forma mais direta, sem que seja preciso aplicar sucessivas
vezes a propriedade distributiva da multiplicacao sobre a adicao e o agrupamento de
termos semelhantes.

Teorema 3.1 (Teorema Binomial). Para todos os inteirosn > 1 e a,b € R,

n
n

(a+0b)" = Z a" " PoP. (3.1)

p=0 \ P

Se a ou b é zero, entao 0° serd interpretado como igual a 1. Ao longo das de-
monstragoes usaremos expansoes equivalentes a expansao binomial, ou seja, notemos
que

n n
- . (3.2)
p n—p

Isso ¢ o mesmo que dizer que cada linha do Triangulo de Pascal tem simetria, como
j& descrevemos no Capitulo 2. Dessa forma, temos algumas maneiras equivalentes de
escrever a expansao binomial.

n
e Coeficientes escritos em ordem crescente de p e expoentes de a em ordem

decrescente:

(a+b)" =) a" PP (3.3)
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n
e Coeficientes escritos em ordem crescente de p e expoentes de a em ordem

p
crescente:
n
n
(a+b)" = Z alb"r; (3.4)
p=0 p
. n .
e Coeficientes escritos em ordem decrescente de n — p e expoentes de a
n—p
em ordem decrescente:
- n
(a+0b)" = Z a" PoP; (3.5)
p=0 \t — P
. n .
e Coeficientes escritos em ordem decrescente de n — p e expoentes de a

n—p
em ordem crescente:

@b =% " e (3.6)

p=0 \ — P

As quatro maneiras de escrevermos as expansoes de (a + b)" descritas acima sdo
equivalentes. E importante deixar isso claro para o leitor porque, nas demonstracdes a
seguir, ora uma maneira de escrever facilitara os célculos, ora serd outra maneira que
facilitara, a depender do ambiente algébrico da demonstracao.

Neste capitulo, nosso objetivo é estudar diversas demonstragoes para este teorema.
Segundo Rosalsky (2007) a demonstracao mais tradicional do teorema binomial é por
inducao matematica. A seguir, apresentaremos quatro demonstragoes para o teorema
binomial. A primeira sera feita por inducao matematica e a segunda estara baseada em
argumentos de analise combinatéria; ambas podem ser encontradas no livro de Ross
(2014). A terceira, proposta por Rosalsky (2007) usa resultados probabilisticos e a
quarta, proposta por Hwang (2009), usa conceitos do célculo diferencial.

3.1 Demonstracao por Inducao Matematica

Em Inducao Matematica, para provarmos que uma dada proposicao matematica
P(n) é verdadeira para todo n € {1,2,...}, dividimos a prova em duas etapas:

1. Provar que “P(1)” é verdadeira;

2. Provar que “P(k) = P(k +1)” é verdadeira.
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Demonstracao.
1. Para n =1 a equagao (3.1) se reduz a
1 1Y 16 40 LY
a = a - a b =a+b,
(a+0) b + b +b
0 1

que é verdadeira.

2. Suponhamos que
k
k
(a+b)°=>" ab PP (3.7)

p=0 \P

seja valida para um certo £ > 1 natural e mostremos que

k+1
k+1
(a 40" = E A
p=0 p

é verdadeira também.

Multiplicando por (a + b) ambos os membros de (3.7), temos:

2
(a+b)*(a+b)={) g a" PP | - (a+b)
p=0 \P
k k
k k
= Z a" P | a+ Z a" P | b
p= p p=0 \P

0
f(k bk
— § : ak—i—l—p b + E : ak—p . bp—i—l'
p p=0 \P
Fazendo p = i no primeiro somatorio e p = ¢ — 1 no segundo somatoério teremos

k+1 [k k+l—i i Az k k—(i—1) 7(i—1)+1
(a+0)"" = Z a b+ Z a b
l i—1 \¢—1

i=0
k k’ k+1 k
— E akJrl*l bt + § akJrl*l bt
i=0 7 i=1 7 —1
Separando a parcela correspondente a ¢+ = 0 no primeiro somatorio e a parcela
correspondente a ¢ = k + 1 no segundo teremos

k o[k o
(CL + b)kJrl _ ak—i—l . bO + Z ak+1—z b
0 i=1 1
k
I Z k G k a0 L
i—1 \1—1 k
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Agora que os contadores dos dois somatoérios tém os mesmos extremos, podemos
junta-los em um tinico somatério. Também podemos colocar em evidéncia o fator

comum aft17%. bt e obtermos

k+1 k+1 - k k k+1—i | pi k+1

(a+b)*=1-a"" 14> + N B L
i=1 ? 1—1

. : k k k+1

Da Relacao de Stifel, temos que: + =
1—1 i i
Logo, obtemos:
b S O N
(a+b) :a+1+z caP Tt R
i=1 [

Note que podemos reescrever a expressao acima como:

k+1 okt k1
(a + b)k+1 — a4 Z caFt prtt
0 i1 1 k+1
kE+1 kE+1
Inserindo os termos a e b**! no somatorio, obtemos
0 kE+1
k+1
k+1 o
(a+ )" = Z caPtI b
i=0 i
Assim, provamos a equacao (3.1) por indugao. ]

3.2 Demonstracao usando Analise Combinatéria

Demonstracao. Considere o produto

(a1 +b1) - (az+bs) - (an +b). (3.8)

Esta expansao consiste na soma de 2" termos, cada termo sendo o produto de n
fatores. Consequentemente, cada um dos 2" termos da soma conterd apenas um dos
fatores a; ou b;, para cada i = 1,2,...,n. Por exemplo,

(a1 + b1) (a2 + be) = ajas + arby + byag + bybs.

Quantos dos 2" termos da soma (3.8) tera p fatores do tipo b;’s e (n — p) fatores do
tipo a;’s? A resposta corresponde a uma escolha de p elementos dentre os n elementos
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de {b1,bs,...,b,}. Ou seja, ha " termos.

p
Em outras palavras, temos n parénteses em (3.8). Dessa forma, para uma dada parcela
final na distributiva, sempre haverad uma de duas possibilidades: ou um a; ou um b; do
i-ésimo paréntese. De quantas maneiras podemos ter p fatores b;7 Basta escolhermos p
parénteses dentre os n disponiveis para tomarmos os b;’s. Automaticamente, dos n —p
parénteses dos quais nao tomamos os b;’s noés tomaremos os a;’s.

Fazendo b, = b e a; = a, para i, = 1,2,...,n, temos que
n & n
(a+ D) :Z a" P b O
p=0 p

3.3 Demonstracao usando Probabilidade

A seguir apresentaremos a demonstracao que consta no artigo de Andrew Rosalsky
(2007). A ideia geral dessa demonstragio é: (i) estabelecer a validade do teorema para
o caso particular em que 0 < a < 1 e b=1—a e (ii) mostrar que a validade desse caso
particular do teorema leva a validade do caso geral para todos a,b € R.

Antes da demonstracdo apresentaremos algumas definicoes, resultados e exemplos
sobre distribuicao binomial, os quais podem ser encontrados com mais detalhes em
(ROSALSKY, 2007) e em (COSTA NETO, CYMBALISTA, 2006).

Experimento de Bernoulli

Considere um experimento aleatorio onde s6 podem ocorrer dois resultados: “su-

cesso” ou “fracasso”. Associaremos uma variavel X aos possiveis resultados, de forma
que

1 se o resultado do experimento for “sucesso”;
X = { P (3.9)

0 se o resultado do experimento for “fracasso”.

Este experimento recebe o nome de Ensaio de Bernoulli ou Experimento de Ber-
noulli ou, ainda, Prova de Bernoulls.

Dizemos que uma variavel segue o modelo de Bernoulli se atribui 0 ou 1 & ocorréncia
de “fracasso” ou “sucesso”, respectivamente. Sendo 0 < p < 1 a probabilidade de ocorrer
um “sucesso”, a probabilidade de ocorrer um “fracasso” serd 1 — p. A funcao discreta
de probabilidade da distribuicao de Bernoulli sera

1—p para X =0
P(X)=<p para X =1 (3.10)
0 para X #0e X # 1

ou, de modo resumido, P(X = z) = p®(1 — p)'~®, com z = 0 (“fracasso”) ou z = 1
(“sucesso”).
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Distribuicao de Bernoulli

Considere agora as seguintes condicoes:
1. Sao realizados n experimentos (provas) independentes;

2. Cada experimento é um Ensaio de Bernoulli, ou seja, s6 pode levar a “sucesso”
ou “fracasso” e

3. A probabilidade p de “sucesso” em cada prova é sempre a mesma, ou seja, cons-
tante (em consequéncia, a probabilidade 1 — p de “fracasso” também o serd).

Associando uma variavel aleatoria X igual ao nimero de “sucessos” nessas n provas,
vamos determinar a distribuicao de probabilidades dessa varidvel X, dada através da
probabilidade de um ntmero genérico k de “sucessos”.

Suponhamos que ocorram apenas “sucessos” nas k primeiras provas e apenas “fra-
cassos’ nas n— k provas restantes. Indicando “sucesso” em cada prova por 1 e “fracasso”
por 0, teremos:

1,1,1,..,1,0,0,0,....0.

(.

X nk
Como as provas sao independentes, a probabilidade de ocorréncia desse evento é:
P (1 —p)h, k=0,1,2,...,n.

Porém, o evento k “sucessos” em n provas pode acontecer em outras ordens dis-
tintas, todas com a mesma probabilidade. Como o ntimero de ordens é o nimero de
combinacoes de n elementos tomados k a k, a probabilidade de ocorrerem k “sucessos”
e 1 provas sera:

n
P(X =k)= . PP (1 —p)"F, k=0,1,2,...,n. (3.11)

A expressio (3.11) chamamos “fun¢do de probabilidade Binomial”. Note que a
n
expressao que define essa funcao, pf- (1 —p)"=* equivale ao (k+ 1)-ésimo termo

do desenvolvimento da n-ésima poténcia do binoémio (p+ (1 —p)), ou seja, é o (k+1)-
ésimo termo do desenvolvimento de (p + (1 — p))".
Usaremos a notagao X ~ b(n, p) para indicar que a variavel aleatoria X segue o modelo
Binomial com parametros n e p.

A seguir, faremos a demonstracdo do teorema binomial usando probabilidade e
andlise combinatoria.

Demonstracao. Por um argumento de inducao simples, para todo n € N, n > 1,
existem inteiros positivos C' (n,0),...,C (n,n) tais que, para todos a,b € R,

(a+b)" = Z C(n,p)a?b"". (3.12)

p=0
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Para provarmos (3.1) a partir de (3.12) precisamos mostrar que

n
C(n,p) = ,comp=0,..n. (3.13)
p

Para isso, vamos tomar 0 < a < 1 e S, = > " | X;, onde Xy, ..., X,, sdo variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas com:

P{X;=1}=a
P{X;=0}=1-a

A soma S, = Y. X; tem distribui¢do binomial com parametros n e a, ou seja,
Sy ~ b(n,a) . Por (3.11), temos:

n
P{Si=p}= |a"(1-=a)"" comp=0,..,n. (3.14)
p
Entao:
n n n
1= P{S,=p}=)_ a? (1 —a)"?, (3.15)
p=0 p=0 \ D

estabelecendo assim o teorema no caso particular de 0 < a <1e b=1—a. Logo, de
(3.12), temos

l=(a+(1—-a)"=> C(npa(1l-a)" (3.16)

p=0

De (3.16) subtraimos (3.15) membro a membro, o que resulta em

n

Z C (n,p) — " ap(l—a)n_pzz C (n,p) — " ap((l_—a)n:O

p=0 p p=0 P 1—a)

e, consequentemente,

3

3

Cnp)— | (1fa)p(1—a)n:o.

p=0 p

Como o fator (1 —a)™ aparece igualmente em todas as parcelas do somatério e nao
depende de p, podemos colocé-lo em evidéncia:

n

a3 [comp-|" ( “ )p:o

p=0 b
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Como (1 — a)™ # 0, podemos dividir os dois membros por (1 —a)™:

En: Cnp)— " (1fa)p:o.

p=0 b

Como 0 < a <1 ¢ arbitrario, fazendo *— = x, temos

n

n
Z C(n,p) — 2P =0, com 0 < z < oc. (3.17)
p=0 p

Notemos que (3.17) nos apresenta um polinémio de grau n identicamente nulo. Isso
ocorre se, e somente se, cada coeficiente do polinémio for nulo.

Algebricamente:
n
C(n,p) — =0, para cadap=0,...,n.
p
Portanto,
n
C(n,p) = , para cada p=0,...,n,
p
que é a identidade (3.13), como queriamos. O

3.4 Demonstracao usando Calculo Diferencial

Nesta secao apresentaremos a demonstracao do teorema binomial dada por Leng-
Cheng Hwang (2009). Em seu trabalho, o autor usou o conceito de derivada parcial do
Calculo Diferencial para fazer tal demonstracao.

Demonstracao. Considere o produto

(a4+b)"=(a+b)(a+Dd)...(a+D). (3.18)
Por uma expansao direta do lado direito da equacao (3.18), para todo n € N, n > 1,
existem inteiros positivos C' (n,0),...,C (n,n) tais que, para todos a,b € R,
(a+b)" = Z C(n,p)a?b"". (3.19)
p=0

Para todo £ = 0,1,2,...,n, nés calculamos as derivadas parciais de ambos os lados
da equagdo (3.19), k vezes em relagdo a a e n — k vezes em relagdo a b.
Assim, a derivada parcial para o lado esquerdo da equagao (3.19) é

mn
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Agora, para todos os inteiros k e p no intervalo [0, n|, temos

an
-z ppn—p _
e on
- - kpn=k — LV (n — k) =
Gakﬁb"—’fc (n,k)a®b El'(n —k)IC (n, k), k=p.
Portanto,
" a
_— PP =kl (n — k)! . 21
T ;OC(n, p) @’ = k! (n — k)!C (n, k) (3.21)
Segue de (3.20) e (3.21) que, para todo k =0, ..., n,
n! =kl (n—k)IC (n,k),
ou seja,

n! n

Isso completa a demonstracao do teorema. O






4 O Teorema Multinomial

Os Numeros Multinomiais ou Coeficientes Multinomiais

Consideraremos o seguinte problema de Contagem. Dado um conjunto A com n
elementos, de quantas maneiras podemos montar subconjuntos de A de modo que

e 0 primeiro conjunto tenha n; elementos,
e 0 segundo conjunto tenha nsy elementos,

e 0 terceiro conjunto tenha ns elementos,

e ¢ 0 k -ésimo conjunto tenha nj elementos,

de modo que ny +ng + -+ n, =n?

Para resolvermos esse problema, podemos raciocinar da seguinte maneira:

1. Colocamos os n elementos de A numa fila. H4 n! maneiras de se enfileirarem n
objetos.

2. Os ny primeiros elementos serao destinados ao primeiro subconjunto de A; os
)
proximos no elementos serao destinados ao segundo subconjunto de A e assim por
diante, até os ultimos n; elementos que serao destinados ao k -ésimo subconjunto
?
de A.

3. As trocas de ordem entre elementos de um mesmo subconjunto nao geram novos
subconjuntos. (Por exemplo, apesar de haver 3! = 6 maneiras de se ordenar
os elementos de = {a,b,c}, como {a,b,c} = {a,c,b} = {b,a,c} = {b,c,a} =
{c,a,b} = {c,b,a}, devemos contar esse conjunto apenas uma vez). Entao deve-
mos dividir o total de permutacdes entre os n elementos de A, isto é, n!, por n;!
para eliminarmos as contagens repetidas devidas as permutacoes entre os n; ele-
mentos do primeiro subconjunto. Da mesma forma, devemos dividir o resultado
anterior por no! devido as permutacoes dos elementos do segundo subconjunto e
assim por diante, até o k-ésimo subconjunto.

Logo, o niimero de maneiras de montar esses subconjuntos é dado por

n!

65
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n
Consideremos ny + ng + - - - + nx = n. Definimos como

ny,No, ..., Nk

" S (4.2)

ongng! .. ny!
Ny, M2, ..., Nk 1102 k

n
representa o niimero de divisoes de um conjunto de n elementos

Ny, N2, ..., Nk
distintos em £ subconjuntos distintos de tamanhos ny, ns, ..., ng, respectivamente.

O teorema multinomial é um resultado matematico que permite escrever a expansao
algébrica de uma poténcia de expoente inteiro e positivo da soma de “multiplos” ou
“muitos” termos de forma mais direta, ou seja, sem que seja preciso aplicar sucessivas
vezes a propriedade distributiva da multiplicacao sobre a adicao e o agrupamento de
termos semelhantes.

O teorema multinomial é uma generalizagao do teorema binomial no seguinte sen-
tido: como seria o desenvolvimento de uma poténcia de uma soma algébrica da forma
(x1 4+ x2+ -+ - + x)", com n inteiro ndo-negativo?

A seguir, enunciamos o teorema multinomial.

Teorema 4.1 (Teorema Multinomial). Se 1, xo, ..., %k, sGo k nimeros reais e n é um
numero natural entao

n
n n
(1 + 2o+ +ap) = E Pty apk, (4.3)
Ny, M2, ..., Nk
(nl,ng,...,nk)
com nq,Na, . ..,N, numeros inteiros nao-neqativos tais que ny + No + - - - + ng = N.

Neste capitulo apresentaremos trés demonstracoes do Teorema Multinomial. A
primeira, usando andlise combinatoéria, foi desenvolvida pelo autor e estd baseada na
demonstracdo apresentada por Ross(2014) para o Teorema Binomial. A segunda de-
monstracdo usa argumentos probabilisticos e foi retirada de Kataria (2016). Final-
mente, a partir da demonstracao do Teorema Binomial por Calculo Diferencial que
apresentamos no Capitulo 3, apresentaremos uma demonstragao nossa para o Teorema
Multinomial.

4.1 Demonstracao usando Analise Combinatoéria

Como o raciocinio ao longo da demonstragao pode ser um tanto denso para a leitura
e compreensao, vamos apresentar dois exemplos para exibir o raciocinio combinatoério
que aplicaremos.

Exemplo 4.2. Considere a expansao de

(a+b+c)'=(a+b+c)-(a+b+c)-(a+b+c) (a+b+c). (4.4)

(.

Vo
4 parénteses
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Sabe-se que a expansao de (4.4) pode ser obtida aplicando-se a propriedade distri-
butiva e, depois disso, agrupar os termos (parcelas) semelhantes.

Para obtermos o termo a?, que é o mesmo que a - a - a - a, s6 h4 uma maneira:
é necessario que tomemos o a do primeiro paréntese multiplicado pelo a do segundo,
multiplicado pelo a do terceiro e multiplicado pelo a do quarto paréntese. Como a-a-a-a
s6 pode ser obtido de uma maneira, entao seu coeficiente é 1.

Um outro exemplo. Considere todas as distributivas de (4.4) que déem como re-
sultado a®b'c. Se por um momento escrevermos os produtos que geram esse termo
mantendo as letras ordenadas de modo que a posicao de cada letra no produto corres-
ponda a posicao do paréntese de sua origem, teremos as seguintes possibilidades:

a-a-a-b
a-a-b-a
a-b-a-a
b-a-a-a.

Logo, a parcela que apresenta a3b'c® ¢ 4a3b'c°.
Note que podemos encontrar o coeficiente 4 fazendo analise combinatéria. Em

4

=a-a-atemos maneiras de

3

escolhermos 3 parénteses dentre os 4 como “origem” de cada a. A partir disso, resta
apenas 1 paréntese para ser a “origem” do b que falta.

(4.4) temos 4 parénteses. Para que obtenhamos a®

Exemplo 4.3. Considere a expansao de

(a+b+c)=(a+b+c)-(a+b+c) - (a+b+c)-(a+b+c)-(a+b+c) (a+b+c)

J/

Vv
6 parénteses

(4.5)
Desejamos saber qual sera o valor do coeficiente numeérico de a3b?c?.
i 6 : 5
1. Dos 6 parénteses do produto, temos maneiras de escolhermos os 3 parén-
3
teses que servirao de “origem” para os 3 a’s. Restam 6 — 3 = 3 parénteses.
. 3 : X
2. Desses 3 parénteses, temos maneiras de escolhermos os 2 parénteses que
2
servirao como “origem” para os 2 b’s. Resta 3 — 2 = 1 paréntese.
. 1 : e
3. Finalmente temos maneira de escolhermos o paréntese para servir de “ori-
1

gem” para o c.
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Portanto, o coeficiente numeérico de a3b?c' é dado por

6\ (3 1 6! 3 1l 6! 6
5] \2) \1) 3B 20 1o 32 |39

(4.6)

Agora voltaremos ao Teorema Multinomial e & sua demonstracao usando anélise
combinatoria.

Demonstragao. Primeiramente, note que (z; + o + - - - + x3)" € 0 produto de n fatores
(parénteses), da seguinte forma:

(xl—i—---—i—xk)-(xl+---+xk)...(x1+---+xk)j. (4.7)

N

Vv
n parénteses

Em cada paréntese h& as mesmas k parcelas: xq, 2o, ..., 2.

Aplicando a propriedade distributiva aos n parénteses e agrupando os termos seme-
lhantes, desejamos saber qual sera o valor do coeficiente numeérico de uma determinada
parcela x7' o™ ...z, com ny +ng + -+ +ng = n.

Os argumentos de contagem que podemos utilizar sao os seguintes:

n
1. Dos n parénteses do produto, temos maneiras de escolhermos os n, parén-

ny
teses que servirao de “origem” para os n; fatores x;. Restam n — n; parénteses.

n—"n .
2. Desses n — n; parénteses, temos maneiras de escolhermos os ny pa-
N2
rénteses que servirao como “origem” para os no fatores xo. Restam n —n; — no
parénteses.
. n—mng—ny :
3. Desses n — n; — ny parénteses, temos maneiras de escolhermos

n3
0S ng parénteses que servirao como “origem” para os ng fatores zz. Restam
n — N1 — Ny — N3 parénteses.

4. Assim procedemos com todos os z;, 1 < i < k.

5. Para o k-ésimo termo x,*, terdo restado n —n; —ng - - - — ny_q parénteses. Como
N +nNo+--+ng=n,entaon —ny —No -+ — Np_1 = Ng.

Portanto, o coeficiente numérico de 7' z,™* ... z}* é dado por
n n—ny n—mny —Ng n—my— - — Nk
ny %) ns T

Aplicando a definicao
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temos:

n n—ny n—mny — N9 n—mp;— - —MNkg_—1

ni U ns g

(=)l M <n—M

n! n
M 'Mﬂg 5= 13) ln3 0lng!

n!
nilna! ... ny!
n
ny, M2, ..., Nk
Logo, podemos concluir que
n n ni ng Nk
(X1 4+ a0+ +ap)" = ot r" L apk O

ny,No, ..., Nk
(n1,n2,...,nk)

4.2 Demonstracao probabilistica

No Capitulo 3 apresentamos uma demonstracao do teorema binomial usando a
distribuicao binomial. Para fazermos a demonstracao do teorema multinomial, com
argumentos probabilisticos, devemos usar a distribui¢ao multinomial a qual é modelada
como segue.

Consideremos um experimento que consista de n provas independentes. O resul-
tado de cada prova é a ocorréncia de um dos m eventos independentes e mutuamente
exclusivos E1, Es, ..., E,,.

Para cadai=1,2,...,m, seja p; a probabilidade constante de ocorréncia do evento
FE; e X; a variavel aleatéria que denota o nimero de vezes que o evento FE; ocor-
reu. Entdo, a funcdao densidade de probabilidade conjunta das variaveis aleatorias
X1, X5,...,X,, é dada por

K
P(X1 = ki, Xo = ko, .., Xon = ki) = 1 pkf:", (4.9)
j=1 7
onde } 7", k; = n. Dessa forma, como a definicio dada na equagdo (4.9) é uma

distribuicao estatistica valida, temos

m

k.
p;
— E |
1= n! o (4.10)

ity ki=n =1

Munidos desta definicao, a seguir apresentaremos a demonstracao do teorema mul-
tinomial, Teorema 4.1.
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Demonstracao. Vamos considerar
(I1+I2+"'+$m>n:

=(x14+zo+-Fxy) (x14+22+ - Fxp) - (x14+ 220+ +x). (4.11)
nfa‘t’ores

Aplicando a propriedade distributiva ao lado direito da equagao (4.11), segue que
para todos os x;’s reais temos

(x1+ x4+ 2)" = E C(n, kl,kg,...,km)x’flx§2...a:fnm, (4.12)
iy ki=n
onde os coeficientes C'(n, ki, ks, . . ., k) sd0 inteiros positivos e os k;’s sdo inteiros nao-

negativos que satisfazem » " k; = n.
Para concluirmos a demonstragao precisamos mostrar que

n!
Cn, ki, ko, .. ky) = ———. 4.13
(ks kz, o o) = o (4.13)
Suponhamos z; > 0 para todo i = 1,2,..., m e definemos
D o (4.14)

Cmita T

Da maneira como definimos p; e assumindo que x; > 0, claramente temos que
0 <p; <1etambém Y ", p; = 1. Substituindo a equacdo (4.14) na equagao (4.10),
temos:

: kj
1= >y n!ﬁ@ﬁ“;}”’") . (4.15)

ity ki=n J=1

Em relacdo a equagao (4.15), notemos as seguintes equivaléncias:

m k. m kj
(e | e
: 1+ T+ + Ty , (x1~|—332+---+:1:m)kj
J=1 Jj=1

ook gl

(x1+ 29 + -+ + xm)k1+k2+...+km

x1k1$2k2 LT fm
= m , 4.16
(21 + 224+ 2)" (4.16)
Temos ainda, que
m 1 1
HH T klky! k! (4.17)
j=1" "

Entao, a equacao (4.15) pode ser reescrita da seguinte forma:
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1 Al L I L
>oiy ki=n
a qual é equivalente a
n n!
($1 +I2+"'—|—LL’m) = Z m '$1k1$2k2 ...J?mkm (419)
St ki=n "

Subtraindo, membro a membro, a equacdo (4.19) da equagao (4.12), obtemos:

n!
Zyilki:”

para todo x; > 0 real. Da igualdade polinomial obtida na equacdo (4.20), obtemos a
equagao (4.13) e, portanto, esta provado o teorema. ]

4.3 Demonstracao usando Calculo Diferencial

Nesta secao apresentaremos a demonstracao do teorema multinomial usando as
ideias da demonstracao dada por Hwang (2009) para o teorema binomial, apresentado
neste trabalho na Secdo 3.4. A demonstracido esta baseada no conceito de derivada
parcial.

Demonstracao. Aplicando a propriedade distributiva ao segundo membro da equacao
(4.11), obtemos

(1 + 20+ +a,)" = Z C(n,ky, ko, k)Mo (4.21)
Yoty ki=n

onde os coeficientes C'(n, ki, ks, . . ., k) sd0 inteiros positivos e os k;’s sdo inteiros nao-
negativos que satisfazem 2211 k; = n. Para concluirmos a demonstragao, precisamos

mostrar que
n!

klko! .. k!
Para todo r; = 0,1,2,...,n, com i =1,...,m e com y ., r; = n, calculamos as
derivadas parciais de ambos os membros da equacao (4.21), (1 vezes em relacdo a x,

ro vezes em relagdo a xa, ..., 7, vezes em relacdo a x,,). A derivada parcial do lado
esquerdo da equagao (4.21) é sempre igual a

an

3951’"1 8:1:2” ce me“n

C(n, kl, kg, ey km> (422)

(x1 + 29+ + )" =nl. (4.23)

Quanto as derivadas parciais do lado direito da equacao (4.21), para todos os inteiros
r; pertencentes ao intervalo [0, n|, temos

an

ki,. k2 km __
e kbt <,
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se r; # k; para algum i, e

671

r 7 Tm
Y P 7nmC'(n,rl,rg, ce )T ey =l
1 2 .« 0. m
se r; = k; para todo 1.
Portanto, temos
an
E C(TL k?l k?g k )I1k1$2k2
1 ro Tm ) ) VAR m A
0$1 81’2 al‘m m o
Zi:l =N
=rlrl - C(nyry,ray oo ).

Segue das equagoes (4.23) e (4.25) que para todo k; = 0,1,.

1=20,1,...,m, temos:

TL' = ]{?1']{?2' .. km' . C(TL, kl,k‘g, .. .,k’m),

W C(n,r1, 79, ),
(4.24)
.xmkm =
(4.25)

..,n e para todo

(4.26)

o que equivale a igualdade da equagdo (4.22), completando assim a nossa demonstragao.

]



5 Padroes geométricos para as
expansoes trinomiais e tetranomiais

Neste capitulo usaremos o termo expansoes trinomiais para as expansoes algébricas
de poténcias de trindmios. Ou seja, para a, b e ¢ numeros reais e n € N a expansao
trinomial se refere a expansao algébrica de poténcias do tipo (a + b+ ¢)".

Analogamente, usaremos o termo expansoes tetranomiais para as expansoes algé-
bricas de poténcias de tetrandmios. Ou seja, para a, b, ¢ e d nimeros reais e n € N a
expansao tetranomial se refere 4 expansao algébrica de poténcias do tipo (a+b+c+d)".

E importante observarmos que se aplicissemos correta e repetidamente as propri-
edades distributiva da multiplicacao sobre a adicao e a associativa da adicao sem nos
importarmos com algum tipo de ordenacao das parcelas finais, talvez nao fosse possi-
vel enxergar a conexao entre o triangulo aritmético e os coeficientes da dita expansao.
Para darmos um exemplo, imagine que tivéssemos que efetuar a expansao de, digamos,
(a + b)* e, depois de muitas operagoes, déssemos como resposta final o seguinte:

(a+b)* = 6a®b* + b* + 4b%a + 4a’b + a*. (5.1)

Perceber que esse resultado estd associado a uma linha do triangulo de Pascal
ficaria, no minimo, um pouco mais complicado, ou ainda, nao enxergariamos conexao
alguma entre uma coisa e outra.

Porém, quando estabelecemos algumas regras para escrevermos as parcelas do re-
sultado e para ordené-las, as chances de encontrarmos uma conexao (caso haja) entre
o triangulo de Pascal e a expansao encontrada aumentam bastante. O fato de, histori-
camente, terem sido usadas duas regras simples permitiu que enxergassemos a conexao
entre as expansoes de binémios e os nimeros do tridngulo aritmético. Essas duas
simples regras para (a + b)" podem ser:

1. Escrever cada parcela da expansio apresentando coeficiente numérico (mesmo
que seja igual a 1), poténcia de a e poténcia de b, nessa ordem, com os seus
expoentes devidamente apresentados (mesmo que sejam 0 ou 1) e

2. Ordenar as parcelas de modo que os expoentes de a aparecam em ordem decres-
cente.

Entao, pelas regras, o resultado do nosso exemplo serd apresentado da seguinte
maneira:

(a+b)* = 1a*0" + 4ab* + 6ab* + 4a'b® + 1a°b*. (5.2)

Essas regras nos levam a notar com mais facilidade pelo menos trés aspectos:

73
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1. As somas dos expoentes de a e de b é igual a 4;

2. Os expoentes de b aparecem na ordem inversa & dos expoentes de a, isto é, em
ordem crescente;

3. Os coeficientes numéricos nessa ordem sao claramente identificados com os termos
de uma linha do triangulo de Pascal.

Quando notamos aspectos interessantes, como esses, que nao parecem ocorrer por
mero acaso, somos levados a nos perguntar: “Serd que esse padrao ocorre para outros
casos?” “Que casos seriam esses?”

Sabemos que, em assuntos de matematica, mesmo que um padrao se repita mil
vezes, nao quer dizer que se repita para o milésimo primeiro caso. Além disso, antes
de provarmos um certo padrao em matematica, ele precisa ser descoberto! Sem a
descoberta do padrao, nao haveria novidade alguma a ser apreciada, muito menos
provada. Os padroes ou conexoes descobertas, enquanto ainda nao demonstradas, sao
chamadas de conjecturas. Conjecturas sao, ao pé da letra, ligacoes, conexoes. Uma
conjectura, ou seja, uma afirmacao do tipo Se “isso ocorre”, entao “aquilo ocorre”, se
provada verdadeira dentro do rigor matematico, entao deixa o status de conjectura para
o status de teorema.

A seguir, vamos estabelecer algumas regras para a escrita de expansdes de trind6mios
(e depois de tetranémios) e vamos tentar observar se ha algum padrao que nos chame
a atencao e entao, que nos leve a algumas conezxoes.

5.1 Expansao Trinomial

Sejam a, b e c nimeros reais e n inteiro nao-negativo. O teorema multinomial para
trés termos pode ser escrito da seguinte maneira:

n
(a+b+0)" = E ame b (5.3)
Mg, Ny, N
Ng+Np+ne=n

com ng, Ny, N, NUMeros inteiros nao-negativos tais que n, + ny + ne. = n.

Apresentaremos a seguir as ezpansoes trinomiais (a + b+ ¢)" paran = 2,3,4e b
e apontaremos um possivel padrao geométrico e aritmético para a expansao trinomial.
Este padrao é andlogo aos padroes das linhas do Triangulo Aritmético, obtido para a
expansao Binomial.

Expansao trinomial (a + b + c)?

Seguindo a expressao apresentada na equacao (5.3), temos

2 2 2
(a+b+c) = a?b’c’ + a'bt® + a'b’ct+
2.0,0 1,1,0 1,0,1
072 0 2 01 1 2 070 2
+ ab’c’ + abc + ab’c”.

0,2,0 0,1,1 0,0,2
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Na expansdo acima consideremos: a?b’°c® = aa, a'b'c® = ab, a'b’c' = ac, a®b?*c® =
bb, a’bc! = be, a’bc® = cc. Uma tentativa de usar a ordem alfabética para ordenar
os termos nos da aa, ab, ac, bb, bc, cc. Note que a tradicional técnica de ordenacao
alfabética nos da uma maneira de escrever os termos em certa ordem, porém sem
apresentar resultados ou padroes notorios.

O padrao que descobri em 1995 para ordenar os termos dessa expansao ¢ um pouco
mais sofisticado do que a ordem alfabética e o resultado final se tornou muito interes-
sante.

“Como devemos entao organizar os termos (ou parcelas) da expansao de (a+b+c)"?”

Vamos procurar seguir as seguintes regras de escrita para as parcelas dessa expansao:

1. Todos os expoentes de a, b e ¢ deverao ser apresentados explicitamente (incluindo
Oel);

2. Os coeficientes serao os coeficientes trinomiais (ou seja, os coeficientes multino-
miais para trés termos);

3. Cada parcela sera escrita com os fatores na seguinte ordem: coeficiente, poténcia
de a, poténcia de b e poténcia de c;

4. As parcelas devem ser ordenadas de modo que os expoentes de a sejam apresen-
tados em ordem decrescente (ou crescente). A mesma regra devera ser cumprida
para os expoentes de b e para os expoentes de c.

Da quarta regra vem a parte mais dificil: Como ordenar parcelas em que os expo-
entes de trés fatores estejam, de algum modo, em ordem decrescente?

Ao resolver esse “quebra-cabecas” encontrei, como melhor “encaixe das pecas”, a
disposicao que apresentamos a seguir.

2
a’b°c®
2,0,0

2 2

a'b'® a'b0c!
1,1,0 1,0,1
2 2 2
a’b? a’btet a’v’c?
0,2,0 0,1,1 0,0,2

Fazendo os calculos, temos:
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2 2! 2 21 2 91
~ 21001 =1 = ar b = ool — -
2,0,0 100! 0,2,0) 012!0! 0.0,2) 002!
2 2l 2 21 2 921

1.1,0) 1ol 0.1,1) ol 1,01 1o

Logo, podemos fazer o triangulo acima da seguinte forma:

1a?p'

Figura 5.1: (a + b+ c)?



Expansao Trinomial

77

Expansao trinomial (a + b+ ¢)3

Seguindo a expressao apresentada na equacao (5.3) temos

3 . 3
(a+b+c)’ = a*b0c” + a’b'c® +
3,0,0 2,1,0

3
+ a’b> + a’b’et +

3 3
0,3,0 0,2,1 0,1,2
3 ) 3

3
+ a’t’c + a't’c? +

0,0,3 1,0,2

3
+ a'bte!
1,1,1

2,0,1

a'b?> P+
1,2,0

a’bt P+

a’bt P+
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Ao observarmos os valores dos expoentes de a, b e ¢, é possivel reorganizarmos esses
termos numa estrutura triangular como a que segue:

a*b°c®
3,0,0
s a’b'® s a’b0c!
2,1,0 2,0,1
s a'b?® s a'dte! s a'’c?
1,2,0 1,1,1 1,0,2
s a’b? a’v?et s a’btc? s a’v’c?
0,3,0 0,2,1 0,1,2 0,0,3
3 3 3
Fazendo os calculos temos: = = =1,
3,0,0 0,3,0 0,0,3
3 3 3 3 3 3
2,1,0 1,2,0 0,2,1 0,1,2 2,0,1 1,0,2

= 6. Logo, podemos reescrever o triangulo acima da seguinte forma:
1,1,1
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1a3b¥0

Figura 5.2: (a + b+ c)3

Expansao trinomial (a + b+ ¢)*

Seguindo a expressao apresentada na equagao (5.3) o triangulo correspondente seré:

4
a*b’c?
4,0,0
4 4
a’btc® a’b’ct
3,1,0 3,0,1
4 4 4
a’b* a’bte! a’b’c?
2,2,0 2,1,1 2,0,2
4 4 4 4
JRTENI alp2el alple? alp0c3
1,3,0 1,2,1 1,1,2 1,0,3
4 4 4 4 4
a’b*c? a’b3ct a’b’c? a’bte? a’p’ct

0,4,0 0,3,1 0,2,2 0,1,3 0,0,4
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Fazendo os calculos e substituindo os niimeros trinomiais por seus respectivos va-

lores numeéricos, temos:

la*pc?

Figura 5.3: (a + b+ c)*

Esses primeiros exemplos podem dar uma ideia do padrao geométrico que desejamos

apresentar para as expansoes dos trinémios (a + b + ¢)”. Note que para cada n, a
expansao de (a+ b+ c)" se apresenta com uma configuracao triangular, de acordo com
os expoentes de a, b e c. Observe ainda os seguintes pontos, a partir da Figura 5.3:

1. Vértices. No vértice superior, temos o termo correspondente a a

. Linhas paralelas a linha dos vértices a

4 no veértice
inferior a esquerda, temos o termo correspondente a b* e, no vértice inferior a

direita, temos o termo correspondente a c*.

. Linhas paralelas horizontais. Observando as linhas horizontais, no sentido de

cima para baixo, notamos que comecamos com um ponto: o vértice em que
temos a* e, a medida que descemos, temos a linha correspondente aos termos em

que aparece a®, depois a?, a' e, na altima linha, os termos correspondentes a a’.

4 e ¢*. Observando a partir do vértice do

b, notamos que a linha seguinte apresenta os termos em b®. Nas linhas seguintes,
temos os termos em b3, depois b2, depois b' e, finalmente, os termos com b°.

. Linhas paralelas & linha dos vértices a* e b*. Observando a partir do vértice c*.

Na linhas seguintes, temos os termos de ¢, depois de 2 até c°.
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Por um momento, retiramos os termos literais a, ™ e "¢ que aparecem na Fi-
gura 5.3, e construimos a Figura 5.4 para observarmos um pouco melhor os coeficientes
numericos.

Figura 5.4: Coeficientes de (a + b+ ¢)*

Todos os pontos observados acima podem ser notados se ainda fizermos a expansao
trinomial (a + b + ¢)°, conforme apresentamos a seguir:

Expansao trinomial (a + b+ c)®

Seguindo a expressao apresentada na equagao (5.3) e, apresentando diretamente o
triangulo correspondente com os célculos dos coeficientes trinomias realizados, temos:
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Figura 5.5: (a + b+ ¢)®
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Conforme fizemos anteriormente, retiramos os termos literais a™, b™ e ¢ que
aparecem na Figura 5.5, e construimos a Figura 5.6 para observarmos um pouco melhor
os coeficientes numeéricos.

Figura 5.6: Coeficientes de (a + b + ¢)®
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Podemos notar que a estrutura dos coeficientes trinomiais de (a + b+ ¢)™ para cada
n € {0,1,2,...} pode ser representada por uma camada triangular (exceto, obviamente,
quando temos n = 0 cuja camada é um ponto, ndo um triangulo). Observe:

n=0: (a+b+c)

:

n=1: (a+b+c)t

n=2: (a+b+c)?

n=3: (a+b+c)?
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n=4: (a+b+c)!

A seguir pretendemos explicar como podemos obter cada camada triangular corres-
pondente a cada valor de n para (a 4+ b+ ¢)", a partir do triangulo aritmético original
(triangulo de Pascal).

Vamos analisar, por exemplo, a expansao de (a + b+ ¢)*. Essa camada triangular
é formada da seguinte maneira:
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1 x 1 1

. @ (]
1 1 X 4 4 4
X A ¢ N
\ Vi
\ /
6 \ 15 6
1 2 1 X 6 A
. o ° () Q—X—/’
\ /\ y
\ / N\ /
N/ N/
X 3 3 J o 4 4 \ A2 \ A2 4
\ / \\ / \ /
\\\ / N\ / \ /
1 A\ \J 1
X 1 \ \ \
-1 .4 -6 -4 .1 ) ) \d \‘6 \‘/ [ ]

Figura 5.7: Principio multiplicativo para obtencao da camada correspondente a n = 4

1. A esquerda, conforme Figura 5.7, escrevemos o tridngulo de Pascal até a linha
correspondente a 4* poténcia de (z + y)".

2. A seguir, logo a direita do triangulo, escrevemos numa linha vertical os ntimeros
da linha correspondente a 4% poténcia de (z + y)" no triangulo de Pascal.

3. Multiplicando cada nimero de cada linha do tridngulo a esquerda pelo fator
correspondente escrito na linha vertical 4 mesma altura, obtemos o triangulo da
direita que é a camada triangular dos coeficientes da expansio de (a + b+ c)%.

Vejamos ainda, outro exemplo, apresentando como é formada a camada triangular
correspondente aos coeficientes da expansao de (a+b+c¢)®. Para isto veja a Figura 5.8.

1 X1 1

[ ] °
1 1 x5
y 2 1 x 10
y 3 3 1 x 10

1 \ A4 \ B \ A4 1 x5

Figura 5.8: Principio multiplicativo para obtencao da camada correspondente a n =5

As questbes naturais que podemos fazer sao: Este padriao geométrico de constru¢ao
das camada vale para todo n na expansao trinonial (a+b+c)"? Qual seria o argumento
matemdtico que justifica esse método de construcao das camadas triangulares?
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A resposta esta na expansao parcial de (a + (b + ¢))", ou seja, considerando num
primeiro momento que (a + (b+ ¢))” seja um binémio com suas duas parcelas iguais a
ae (b+c).

n

Nos niimeros multinomiais os valores numéricos ni, na, ..., N,
ny,Noy... .My
~ . . . d l l ni .n2 Nm A 1
sao, respectivamente, 1guals aos expoentes de sua parte hiteral x{'x,” ...z ™. Assim,
por exemplo para n = 4, temos:
4 4 4 4 0 4 3 1
(a+b+c)=(a+(b+0) = a*(b+c) + a’(b+c)
4,0 3,1

4 4 4
+ a’(b+c)* + a'(b+c)® + ab+e)t . (5.4)

2.2 1,3 0,4
. ~ n 2 . . n

Observe que aqui usamos a notacao para o numero binomial por
T, M b

motivos didaticos. Essa notacao que adotamos para o niimero binomial se enquadra
melhor no modelo de notagao que ¢ normalmente usado para os nimeros multinomiais.
Agora, expandindo os termos (b+ ¢)?, (b+ ), (b+c¢)?, (b+¢c)® e (b+ c)*, temos

4 4 0
at(b+c)’ = a* x bOc°
4,0 4,0 0,0
4 4 1
a*(b+c)t = a® x b + boc!
3,1 3,1 1,0 0,1
4 4 2
a’(b+c)* = a® x b2 + blet + 0 c?
2.2 2,2 2.0 1,1 0,2
4 . 4 3
a'(b+c)® = a' x b + b2c' + b'e? + e
1,3 1,3 3,0 2,1 1,2 0,3
4
a’(b+c)t =
0,4
4 4 4 4 4 4
= a' x '’ + et + b'e® + b'e’ + et
0,4 4,0 3,1 2,2 1,3 0,4

Fazendo o calculo dos nimeros binomiais e substituindo as expansoes acima na
equacao (5.4), temos:

(a+(b+c))* = la*(b+c)° +4a*(b+c)t +6a*(b+c)* +4a* (b+c)* +1a°(b+c)*. (5.5)
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Consequentemente, do lado direito da equagao (5.5) obtemos:
la*(b+¢)” = 1a* x (16°C")
1a3(b+ )" = 4a® x (1b'<° + 16°¢")
6a*(b + c)* = 6a” x (16°¢” + 2b'c" + 16°¢?)
4a' (b + ¢)® = 4a' x (16°¢" + 3b*c" + 3b'® + 10°¢°)
1a’(b+ ¢)* = 1a” x (1b*c” + 4b°c' + 6b'c® + 4b'c® + 16°c?) .
Isso equivale a:
la*(b+¢)’ = a* x (16°)
1a°(b+c)' = a® x (4" + 4b°¢)
6a*(b + c)* = a® x (6b°c° + 12b"c" + 66°c?)
4a'(b+c)® = a' x (4b°° + 120%c" + 12b'¢® + 4b°¢?)

1a°(b + ¢)* = a® x (1b4co +4b*ct + 6b'c? + 4b' e + 1boc4) .

Finalmente, temos:
la*(b+¢)° = 1a*°’
4a*(b+ ) = 4a®b' @ + 4a®1°c!
6a*(b+ c)* = 6a*b*c® + 12a*b*c! + 6a*b°c?
4a (b + c)® = 4a'b*c® + 12a' bt + 12a'b'c® + 4a'b°c?

1a°(b + ¢)* = 1a°b*c” + 4a"b?c! + 6a°b' ¢ + 4a°b*c® + 1a°0°c*,

Assim como na expansao binomial as linhas podem ser colocadas uma abaixo da
outra, formando o triangulo aritmético, na expansao trinomial as camadas triangulares

podem ser colocadas uma abaixo da outra formando um tetraedro aritmético.

Na Figura 5.9 apresentamos o Tetraedro Aritmético com as 6 primeiras camadas
das expansdes de (a + b+ ¢)", para n = 0,1,...,5. Nas Figuras 5.10 e 5.11 temos

outros angulos de visdao para o mesmo resultado: o Tetraedro Aritmético.
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Figura 5.9: O Tetraedro Aritmético, com os coeficientes de (a + b+ ¢)", até n =5



90 Padroes geométricos para as expansoes trinomiais e tetranomiais

P eV e SN '\‘v’

(AR

!‘ At U _&#Wﬁ
wvm*'wmu

- "‘.’.'"‘ ar-
R V
_____ !r .‘\... 1 !r
““““ :ﬁﬂh ..nﬁ’ ..‘
"'r" "71* """

===
& ¢ _‘——-u—.______ o

e T
-

T T s - e -

.-IL.

Figura 5.10: O Tetraedro Aritmético, com os coeficientes de (a + b+ ¢)", até n =5 -
segunda visao
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!

DI

(a+b+c)", atéen =5 -

Figura 5.11: O Tetraedro Aritmético, com os coeficientes de

terceira visao
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5.2 Expansao Tetranomial

Chamamos expansao tetranomial & expansao de poténcias de uma soma de quatro
termos algébricos, ou seja, poténcias do tipo (a + b+ ¢+ d)".

Apresentaremos a seguir um possivel padrao geométrico e aritmético para a expan-
sao tetranomial andloga aos padroes das linhas do triangulo aritmético e das camadas
triangulares do tetraedro aritmético, que sao os padroes obtidos para as expansoes
binomiais e trinomiais, respectivamente.

Para chegarmos ao resultado deste padrao geométrico, podemos seguir uma sequén-
cia analoga de passos, como fizemos anteriormente para as expansoes trinomiais. Po-
rém, a fim de apresentarmos mais diretamente o resultado, apresentaremos a seguir os
passos aplicados para n = 5, ou seja, na expansao da poténcia (a + b+ ¢ + d)°:

1. Primeiramente, escrevemos a expansao (a + b + ¢ + d)° utilizando o teorema
multinomial ou realizando a propriedade distributiva nos termos.

2. Em seguida buscamos uma disposi¢ao para os quatro pontos principais que serao
os vértices correspondentes as poténcias 1a®, 16°, 1¢® e 1d°, de modo que haja um
caminho retilineo de todo vértice a todo vértice. Essa costuma ser a parte mais
dificil, mas ja aprendemos com os trinémios a resolver essa questao. A figura que
melhor se encaixa diante dessas exigéncias é um tetraedro.

3. Finalmente, posicionamos todos os termos de modo que os expoentes de a fiquem
em ordem decrescente. A mesma regra vale para as poténcias de b, c e d.
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Uma disposicao das parcelas que satisfaz essas regras de organizacao é apresentada
na Figura 5.12. Note que omitimos os termos algébricos para melhor visualizacao do
principal resultado, que é a configuracao dos coeficientes da expansao.

o)
0 0 10
7y 20
0
0 0 10
-
b - 0 5
- N _ —
Tt e-— - SN :T/T
- Th— p = = ‘fm - O Nig T
e S R v U 10z Sl R
T = N—= T

Figura 5.12: Tetraedro com os coeficientes de (a + b + ¢ + d)°

Note na Figura 5.12 que o tetraedro apresenta coeficientes que sao diferentes porém
nao muito estranhos aos nossos olhos. Observando por algum tempo a relacao desse
tetraedro (que representa a expansao de uma tnica poténcia (a + b + ¢ + d)°®) com o
tetraedro aritmético (que é uma disposi¢ao de agrupamento de todos os resultados para
as expansoes do trindémio (a+ b+ ¢)"), notamos que o novo tetraedro segue o principio
multiplicativo numa outra dimensao. Ou seja, para obtermos o tetraedro referente a
(a+ b+ c+ d)°, basta:

1. Desenharmos o tetraedro aritmético dos trindmios até a camada triangular refe-
rente ao expoente 5;

2. Escrever numa linha vertical (ou seja, na dire¢do ortogonal aos planos das ca-
madas triangulares) os coeficientes correspondentes a linha do expoente 5 do
triangulo de Pascal tradicional;
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3. Multiplicar cada termo de uma camada triangular pelo respectivo nimero da
linha vertical.

Figura 5.13: Tetraedro: principio multiplicativo

A Figura 5.13 exemplifica os trés passos descritos acima.
Ao realizarmos o principio multiplicativo na Figura 5.13 obteremos a Figura 5.12.



Passos futuros para novas dimensoes 95

5.3 Passos futuros para novas dimensoes

Notamos que cada vez que aumentamos uma parcela dentro dos parénteses de cada
poténcia, aumentamos em 1 dimensao a figura que comporta os termos da expansao. A
pergunta que nos vem a mente, logo que percebemos essa possibilidade é¢: Como seria
0 equivalente ao tetraedro na 4% dimensao?. H4& um nome para tal figura: “Hipertetra-
edro”; na verdade se trata de uma figura do conjunto dos Polytopes; para definicoes,
ver (COXETER, 1973). Ele tem 5 vértices para comportar, por exemplo, 0s termos
1a®, 10°, 1¢®, 1d° e 1¢° da expansao de (a + b+ ¢+ d + ¢)°. O interessante é que a
algebra da expansao estd nos levando para as geometrias das figuras por assim dizer!

Figura 5.14: Uma representagao parcial do Hipertetraedro da expansao de (a+b+c+
d+e)’.

Varios coeficientes foram omitidos para permitir a visualizacao em torno do vértice
de 1e’. Esse vértice parece estar em uma regiao “interna” da figura, mas é importante
lembrar que todos os 5 vértices sao “externos”.

Algumas observacoes interessantes sobre o Hipertetraedro obtido:

1. Sao 5 vértices. Nenhum deles est4 “dentro” da figura.

2. Quantas arestas?
5
R: = 10.
2
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. Quantas faces (planas) temos?

5
R: = 10.
3

. Quantos sélidos tetraédricos?

5
R: = 5.
4

. Temos exatamente 1 Hipertetraedro.

. A aparicao de (1) 5 10 10 5 1 num outro aspecto do nosso objeto de estudo é no

minimo surpreendente. Podemos em outro momento apresentar alguns aponta-
mentos interessantes sobre essa questao que nos levaram a uma espécie de Relagao
de Euler generalizada.

Alguns questionamentos:

e Onde esta o termo central (60abcde)?

Resposta: Sabemos onde esse termo nao esta.

— Nao estd em nenhum vértice, pois cada vértice apresenta apenas 1a® ou 1b°
ou 1c¢® ou 1d° ou 1é°.

— Nao estd em nenhuma aresta. Cada aresta (sem considerar os vértices) apre-
senta somente termos que tenham duas e somente duas letras multiplicadas.

— Nao estd em nenhuma face. Cada face (sem considerar os vértices e as
arestas) apresenta somente termos que tenham trés e somente trés letras
multiplicadas.

— Nao estd em nenhum dos 5 tetraedros. Cada tetraedro (sem considerar os
vértices, as arestas e as faces) apresenta somente termos que tenham trés e
somente trés letras multiplicadas.

e Os padroes para as dimensoes menores (1D, 2D e 3D) nos levam a intuir que

60abcde é o ponto de interseccao de 5 retas do espaco 4D que nao estao contidas
em um mesmo espaco 3D. Como isso funciona ou como pode ser interpretado
matematicamente? Para estudarmos uma Geometria Euclidiana com 4 dimensoes
teriamos que redigir com muita precisdo novos Postulados ou Aziomas, assim
como da Geometria Plana (2D) para a Geometria Espacial (3D) foram necessarios
novos postulados ou axiomas para Euclides e todos os autores e pesquisadores da
Geometria Euclidiana.

Um caminho para tentarmos responder a essa questao ¢ o estudo da Geometria
em 4D. Precisamos de novos Postulados que funcionem em conjunto com os
postulados da Geometria Euclidiana 3D (em 3 dimensoes).



6 Atividades para sala de aula

Neste capitulo apresentaremos trés atividades para a sala de aula do Ensino Mé-
dio. A primeira atividade esta relacionada com a identificacao da Relacao de Stifel
no Triangulo de Pascal. A segunda atividade, refere-se a observagao dos ‘“ntimeros
triangulares”, o que sao e qual a sua relacao com o triangulo de Pascal. Na terceira
atividade apresentamos uma extensao da segunda atividade, ou seja, uma atividade
para os “nimeros tetraédricos”.

6.1 Atividade 1 - O Triangulo de Pascal e a Relacao
de Stifel

O objetivo da atividade é apresentar aos alunos a propriedade de mais facil visua-
lizagdo no Triangulo de Pascal: a Relacao de Stifel, ou seja “somando dois elementos
consecutivos de uma mesma linha obtemos o elemento situado abaixo da dltima par-
cela”. Para sermos claros, “logo abaixo da tultima parcela” s6 faz sentido no caso de o
Triangulo de Pascal estar desenhado na forma de um triangulo retangulo.

Primeiramente, sera apresentado ao aluno a Figura 2.1 que traz o triangulo de
Pascal e, ainda que nao seja apresentada formalmente a Relacao de Stifel, a aplicacao
da regra da soma sera ensinada pelo professor. E conveniente o professor deixar os
rigores algébricos (demonstragoes inclusive) para outra oportunidade. O foco nesse
momento é conquistar a atencao e a curiosidade dos alunos.

Em seguida o professor apresentara aos alunos os Niimeros Binomiais, ou seja, mos-
trard que cada nimero que compoée o Triangulo de Pascal é exatamente a quantidade
de combinacoes de n objetos tomados em grupos de p objetos, dada pelo nimero

n n!
@\, T
1 I

Assim, a Figura 2.1 pode ser escrita, usando ntimeros binomiais, na forma:

97
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0

0

1 1

0 1

2 2 2
0 1 2

Na sequéncia, o professor aponta para os alunos a Relacao de Stifel nesse novo
Triangulo de Pascal, dessa vez com os ntmeros binomiais. Basta selecionar dois ou
trés exemplos (como os que apontamos a seguir) e escrevé-los & parte para termos
a Relacao reescrita fora da figura. Os alunos gostam especialmente dessa explicagao
porque é mais visual e eles lembram com mais facilidade. Relacgoes algébricas em geral
tém menos apelo para a memoria dos alunos.

“Quanto é

Mostre a resposta no Triangulo de Pascal. Como encontrar cada termo e depois como
encontrar a resposta. Entao escreva a resposta:

2 2 3
+ =
1 2 2
Mais um exemplo:
4 4 5
4 =
3 4 4

A partir deste ponto apresentamos aos alunos as seguintes atividades:
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4
1. Qual a Relacao de Stifel para obtermos o nimero binomial 7 Resposta:
2

2. Quais nimeros binomiais sao usados na Relagao de Stifel para obtermos o niimero

35 34 34
? Resposta: e
16 15 16
) n—1 n—1 n
3. Determine, por Stifel, o resultado de + . Resposta:
p—1 p p

6.2 Atividade 2 - Os Nuameros Triangulares

O objetivo desta atividade é apresentar aos alunos os niimeros triangulares e identifica-
los no Triangulo de Pascal. Além disso, a atividade permite observar padroes entre
os nimeros naturais e os nimeros triangulares e demonstrar a relagdo entre a soma

n+1

2
Primeiramente, o professor deve apresentar aos alunos a tabela a seguir. A coluna
da direita é preenchida com os ntimeros que identificam as quantidades de bolas na
coluna da esquerda. Aos nimeros que formam a sequéncia 1, 3,6, 10,15, 21,28, 36, ...
chamamos niumeros triangulares.

1+24+3+---+n e o nimero binomial
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Bolas em formacao triangular Quantidade de bolas

&
&
&
F

15

Figura 6.1: Os Ntumeros Triangulares
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Bolas em formacao triangular Quantidade de bolas

» Y2 Yo Yo Y
V' G\
» Y5 Y2 Y2 Y2 Y

21

» Yo Yo Yo Y
AN LS L
» Y5 Y2 Y2 Y2 Y
V' O G
2 Y5 Y2 Y2 Y2 Y2 Y

28

» Yo Y» Y
AN LN N
» Y2 Yo Yo Yo
AN LN N
» Y5 Y2 Yo Y2 Y
VTG
2 Y Y2 Yo Y2 Y2 Y
AN LN LN AN
» Y2 Y2 Y2 Y2 Y2 Y2 Y

36

Figura 6.2: Os Nameros Triangulares
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E possivel, olhando para a tabela acima, que o professor mostre aos alunos que o
n-ésimo nimero triangular pode ser visto como o ntimero de pontos de um triangulo
equilatero de lado n. Por exemplo, o terceiro nimero triangular (o nimero 6) é visto
como um tridngulo com lados formados por trés pontos. E ainda, o sétimo niimero
triangular (o nimero 28) é visto como um triangulo com lados formados por sete
pontos.

Em seguida o professor observa, junto aos alunos, as posi¢oes que os nimeros tri-
angulares ocupam no Triangulo de Pascal apresentando a Figura 6.3.

)
90
G%@O‘@
@G@“@@@
Q00

(=)

o

<
(=)

2]
©©

Em seguida o professor levara os alunos a observarem que os niimeros triangulares
sao as somas parciais de sequéncias de nimeros naturais, ou a soma de uma Progressao
Aritmética de razao 1, com primeiro namero igual a 1, conforme abaixo:

(8)
(8242
OO
(20
(=)

Figura 6.3: Nameros triangulares no triangulo de Pascal

1=1

1+2=3
1+2+3=6
1+2+3+4=10
1+2+3+4+5=15
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1+2+434-+n=?

A pergunta a ser feita aos alunos é: qual o valor para a soma 1+2+3+---+n?
Ou seja, qual o valor para a soma de n termos de uma Progressao Aritmética de razao
1 com o primeiro elemento igual a 17

A resposta desta pergunta pode ser obtida usando o método que Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) usou entre os 8 e 10 anos de idade. Segundo Hefez (2009), Gauss
usou este método, ainda quando garoto, para somar todos os nimeros naturais de 1
até 100.

O método consiste em escrever a soma com suas parcelas em ordem crescente e,
depois, reescrevé-la com suas parcelas em ordem decrescente. Em seguida somam-se
os elementos na ordem em que aparecem:

S, =1 +2 +3 +... +(n—=2) +(n—-1) +n
S, =n +(n—-1) +(n—-2) +... +3 +2 +1
25, =(n+1) +(n+1) +(n+1) +... +(n+1) +(n+1) +(n+1)
Logo,
2
1+2+3+--~+n:n(n2+1)=n;n- (6.1)

Na sequéncia, usando a Figura 6.4, o professor observa, junto aos alunos, que os ni-
meros naturais 1,2, 3,4, ..., n sao apresentados na fila destacada em azul, e a respectiva
soma aparece em amarelo. Assim, a seguinte pergunta é feita para os alunos:
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9000000000
@%@@@@%

Figura 6.4: A soma 1+ 2+ --- 4 n no tridangulo de Pascal

1. Como sao representados, usando niimeros binomiais, os nimeros da sequéncia em
azul na Figura 6.47

2. Como ¢é representado, em niimero binomial o nimero destacado em amarelo na
Figura 6.4 que representa a soma?

O professor podera contribuir com a construcao da resposta a estas perguntas fa-
zendo os alunos observarem, por exemplo, as seguintes relacoes:

(1) ()0 +0)-C)

1+24+3+4=10

W)+ 0+ ()+0)+(0)=0)

1+24+3+4+5=15

()= ()0 () 60 -6

1+2+3+4+5+6=21
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Observando que esse processo se repete, o professor pode perguntar: Observando

esses numeros no Tridngulo de Pascal, como fica o caso geral? Ou seja, 14243+ - -+n?
A resposta a ser apresentada é:

De0-0-0-C3)

Calculando o niamero do lado direito da equacao (6.2) temos

n+1l)  (n4+1)!  (n+1)n(n—1) (n+1)n_n2—|—n.

9 2An+1-2)!  2n—-1)! 2 2

Comparando com a equagao (6.1) o professor concluird, juntamente com os alunos,

) nn+1) . ) _
que os numeros da forma ———= sao os chamados numeros triangulares.
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6.3 Atividade 3 - Numeros Tetraédricos

Na sequéncia da segunda atividade, onde exploramos os niimeros triangulares, va-
mos abordar os niimeros tetraédricos.

Primeiramente, o professor relembrara aos alunos a posicao dos nimeros triangula-
res no triangulo de Pascal (veja a fila destacada em azul na Figura 6.5).

)
é%%

é%%%%

9000000000
é%%%%%g%%%%%

Figura 6.5: Nimeros tetraédricos no triangulo de Pascal

Analogamente ao que foi feito para obterem os nimeros triangulares, os alunos
deverao concluir que os ntimeros tetraédricos estao na linha abaixo da linha que re-
presenta os ntmeros triangulares e, por exemplo, para obterem o sexto nimero te-
traédrico (o nimero 56) devem somar os seis primeiros nimeros triangulares (ou seja,
1+346+10+15+21 = 56).

O professor devera indicar para o aluno que os nimeros tetraédricos sao obtidos
“empilhando” camadas de esferas em disposicoes triangulares. Esse empilhamento for-
mard estruturas que nos remetem aos tetraedros regulares.

Por exemplo, na Figura 6.6 temos o empilhamento dos seis primeiros nimeros tri-
angulares resultando no nimero tetraédrico 56.
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Figura 6.6: A soma dos ntimeros triangulares resulta em um ntmero tetraédrico: 1 +
3+6+10+ 15421 =56

Na sequéncia, professor apresentara as seguintes somas, remetendo ao empilhamento
das esferas em formatos triangulares, que representam os niimeros triangulares.

1=1

1+3=4
1+3+6=10
I1+3+6+10=20
1+34+6+10+15=35

1+34+64+10+15+-- 4+ a; =7

A pergunta natural é como procedemos para somar os k primeiros nimeros trian-
gulares. A demonstragao dessa expressao é relativamente mais demorada e elaborada
pois trata-se da soma de uma Progressao Aritmética de sequnda ordem, a qual nao faz
parte dos contetidos curriculares do Ensino Médio. Essa demonstracao esta disponivel
em Carvalho et al (2014).
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Sg=1434+6+10+15+ -+ ax.

1K+ 3K + 2k

Sk 5

Ou ainda,

(k+2)(k+ Dk

Sk = 5

O interessante é que essa expressao é muito mais simples de ser encontrada através
do Triangulo de Pascal. Notemos que a soma dos niimeros triangulares e o respectivo
resultado encontrado no Triangulo de Pascal sao dados por:

2 3 n n+1
2 2 2 3

Ou seja,
(n+1)! _ (n+1)n(n—1)M: (n+ 1)n(n—1)
3(n+1-3)! 3l(n—2)1 6 '

Como k comeca a partir do 1 e n comeca a partir do 2, podemos fazer a substituicao
n = k + 1, obtendo assim a expressao:

(E+D)+1)(k+1)((k+1)—-1)
6 5

Sk =

Sy =

que nos leva a
(k+2)(k+ 1)k
5 .

Com isto, o professor podera concluir com os alunos que os nimeros tetraédricos

(k+2)(k + 1)k

Sk =

sao da forma

6
Naturalmente, do ponto de vista mais rigoroso, precisariamos demonstrar que a
relagao

2 3 n n+1
_|_ +...+ —
2 2 2 3

é verdadeira. Porém, a ideia é motivar os alunos com as atividades para que eles se
envolvam com o assunto.
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