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Resumo

O presente trabalho objetiva identificar e agrupar as perspectivas do ensino-aprendizagem
da Analise Combinatéria no Ensino Béasico ao que preconiza a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), documento que atualmente norteia o ensino brasileiro. Correlato a
isto, objetiva apresentar o apontamento de alguns dos obstaculos mais comuns enfrentados
por alunos e professores na busca da aprendizagem significativa deste conteiido no Ensino
Basico. Em seguida, apresenta a demonstragao dos dois principais resultados deste contetido
no Ensino Bésico: o Principio Aditivo e o Principio Multiplicativo (também conhecido
como Principio Fundamental da Contagem). Por fim, apresenta a solucao e a anélise das
questoes dos ultimos trés anos do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), um dos
indicadores avaliativos da Educagao Basica brasileira, relacionadas diretamente a este

tema.

Palavras-chaves: Ensino-Aprendizagem, Analise Combinatéria, Base Nacional Comum
Curricular (BNCC).






Abstract

The present work aims to identify and group the teaching-learning perspectives of Combi-
natorial Analysis in Basic Education according to the Common National Curriculum Base
(BNCC), a document that currently guides Brazilian education. Correlated to this, it aims
to present an indication of some of the most common obstacles faced by students and
teachers in the pursuit of meaningful learning of this content in Basic Education. Then, it
presents the demonstration of the two main results of this content in Basic Education:
the Additive Principle and the Multiplicative Principle (also known as the Fundamental
Principle of Counting). Finally, it presents the solution and analysis of the questions of
the last three years of the National Secondary Education Examination (ENEM), one of

the evaluative indicators of brazilian Basic Education, directly related to this theme.

Key-words: Teaching-Learning, Combinatorial Analysis, Common National Curriculum
Base (BNCC).
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Introducao

A evolucao da sistematizacao e organizacdo dos contetdos de Matematica do
curriculo do Ensino Béasico, bem como a discussao em torno disto, trouxe a tona uma série
de desafios que os professores de Matematica devem enfrentar no sentido de proporcionar

a almejada aprendizagem significativa para os alunos.

Um dos temas que provoca uma gama de discussoes neste sentido, é sem duvida, a
Analise Combinatoria. Por muitos professores é considerado o tema mais desafiador a ser
ensinado, seja por sua enorme abrangéncia, seja pela grande necessidade de concentracao,
atencao e interpretacao na resolucao dos problemas por ela abordados ou ainda, seja
pela abordagem do tema feito pelos livros didaticos disponibilizados. Isto, além de causar
desconforto no docente, ainda pode gerar efeitos danosos a aprendizagem do discente. Em
suas pesquisas, Gongalves (2014) evidenciou que hd uma grande quantidade de docentes
que, quando tem a possibilidade da escolha, preferem por nao ministrar este conteiido em

suas aulas por inseguranga, por acusar falta de preparo e/ou dominio do contetdo.

Paralelo aos desafios trazidos pela Analise Combinatéria e enfrentados por professo-
res, educadores e alunos, é necessario verificar e discutir como os documentos norteadores
da Educacao Brasileira propoem a conducao do ensino deste conteiiddo bem como os
objetivos e metas a serem alcancadas com a apropriagao das técnicas e ferramentas que
o contéudo pode ofertar. Neste ambito, observamos a a criacdo de um novo documento
norteador, de carater normativo, do conjunto de aprendizagens essenciais que o individuo
devera desenvolver ao longo da vida escolar: a Base Nacional Comum Curricular (BNCC).
Este documento veio substituir os conhecidos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN’s)

e devera entrar em vigor até o final deste ano.

Retornando a discussao das dificuldades encontradas no processo de ensino-aprendi-
zagem da Analise Combinatoria, no tocante ao dominio deste contetido em nivel basico, é
imprescindivel a observacao de que boa parte dos material didatico disponibilizado aos
professores e alunos nao fazem jus textual ao desafio do ensino deste contetido. Em termos
mais claros: ha a caréncia de rigor e clareza textuais por parte dos livros didaticos e

apostilas na apresentacdo deste conteido aos professores e alunos do Ensino Bésico.

No sentido de dialogar e refletir sobre estas tematicas em respeito ao processo
de ensino-aprendizagem da Analise Combinatéria, estruturamos este trabalho em cinco
capitulos. No primeiro, tratamos da apresentagao breve do que seja a Analise Combinatoria
e ao que ela se destina e, da apresentacao da Base Nacional Comum Curricular. No
segundo, colecionamos os objetos de conhecimento, habilidades e objetivos apontados

pela BNCC relacionados a Anélise Combinatéria ao longo de todo o Ensino Bésico. No
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terceiro, discorremos brevemente sobre trés dos principais desafios mais apontados no
processo de ensino-aprendizagem da Analise Combinatoria. No quarto, apresentamos uma
demonstracao dos dois principais resultados da Andlise Combinatoéria no Ensino Bésico: o
Principio Aditivo e o Principio Multiplicativo bem como de alguns resultados correlatos
bastante. Finalmente, no quinto apresentamos uma proposta de solugao de oito problemas
colecionados das ultimas trés edigoes do Exame Nacional do Ensino Médio juntamente

com um comentario em respeito a estrutura destes problemas.
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1 A Analise Combinatdria e os Documentos

Orientadores da Educacao Brasileira

1.1 Uma breve Contextualizacao da Analise Combinatoria

De acordo com Batanero (1996), a Analise Combinatéria é definida como a parte da
Matematica que estuda colegoes finitas de objetos que satisfazem certos critérios especificos,
e podem se apresentar por meio de situacoes que solicitem a contagem de elementos ou
a enumeracao desses elementos, além de situagoes que promovem a elaboragao de uma
solugao 6tima, ou a classificacdo de elementos de um determinado conjunto e situacoes
que requeiram questionamentos sobre a existéncia ou nao de elementos que satisfazem a

mesina.

Consonante a esta definicdo, Morgado, Carvalho, Carvalho e Fernandez (1991), que
além da analise de estruturas e relacoes discretas’a Analise Combinatoéria objetiva também
demonstrar a existéncia (para além da contagem e enumeragao) destes subconjuntos finito?

que cumprem estes critérios especificos.

Para o leitor interessado na histéria do desenvolvimento da Andlise Combinatoéria,

sugerimos Morgado, Carvalho, Carvalho e Fernandez (1991).

1.2 O Que é e o Que Objetiva a BNCC

No que concerne a sua definigao, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é

“ documento de carater normativo que define, explicita e direciona o
conjunto orgénico e progressivo de aprendizagens essenciais e significativas
que a totalidade discente deve desenvolver e adquirir no decorrer de sua
vida escolar enquanto discente da Educacio Bésica 2, de modo a que
os direitos de aprendizagem e desenvolvimento sejam assegurados, em
consonancia com o que requer e orienta o Plano Nacional de Educagao
(PNE). Este documento normativo aplica-se exclusivamente & educacao
escolar, conforme definigao feita pelo §1° da Lei de Diretrizes e Bases da
Educagao Nacional (LDB, Lei n° 9.394 de 20 de Dezembro de 1996) e esté
orientado pelos principios éticos, politicos e estéticos que visam a formagao
humana integral e & construgao de uma sociedade justa, democratica e
inclusiva como estabelece as Diretrizes Nacionais da Educagao Basica.”

De maneira intuitiva, uma estrutura discreta é aquela formada por objetos distintos e desconexos entre
si.

Para definicdo deste objeto matemaético, veja o Capitulo 4 deste trabalho.

Vale ressaltar que a Educacao Bésica brasileira é, segundo a BNCC (p. 24), dividida em trés grandes
etapas: Ensino Infantil, Ensino Fundamental (que, por sua vez é subdividido em Séries Iniciais — do 1°
ao 52 Ano — e Séries Finais — do 6° ao 92 Ano) e Ensino Médio.
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Em termos gerais, a BNCC objetiva servir de referéncia para a elaboragao dos
curriculos dos sistemas e redes escolares brasileiras, tanto publicos como privados, com
a finalidade de superar a fragmentacao das politicas educacionais (que comumente sao

discrepantes nas esferas governamentais) e ser a equalizadora da qualidade da educagao.

Como instrumentos para o alcance destes objetivos, este documento faz a forte
utilizagao dos conceitos de Competéncia (que é classificada em Geral e Especifica) e

Habilidade. Segundo a BNCC Competéncia ¢ definida como sendo

“a mobilizagao de conhecimentos (conceitos e procedimentos), Habilidades
(praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver
demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania
e do mundo do trabalho.”

No sentido do conceito dado, as Habilidades (este conceito serd visto com maiores
detalhes no préximo capitulo) representam as aprendizagens essenciais a serem garantidas
a fim de assegurar o desenvolvimento das Competéncias Especificas de cada uma das areas

de conhecimento.

As Competéncias Gerais da Educagao Basica sao aquelas que o aluno deve
desenvolver ao longo do processo educacional, de forma a assegurar como resultado de sua
aprendizagem uma formagao humana sustentada numa construcao social justa, igualitaria,
democratica e inclusiva. Cada uma das dez Competéncias Gerais dialoga diretamente com
as Competéncias Especificas(também no préximo capitulo, serd apresentado todas as
Competéncias Especificas relativas ao Ensino-Aprendizagem da Andlise Combinatoria)
de cada Area de Conhecimento?, isto feito de modo peculiar a cada uma delas. Como
exemplificacdo para um bom entendimento: as Competéncias Especificas da Area de
Conhecimento Matemdtica, uma vez desenvolvidas, contribuirdo e/ou levarao o aluno a

desenvolver substancialmente cada uma das Competéncias Gerais.

Além da sua devida importéancia, sera arrolado em seguida, as Competéncias Gerais
da Educagao Baésica, para fins de norteamento para posteriormente serem apresentadas as
contribuicoes das Habilidades e Competéncias Especificas relativas a Analise Combinatéria

no capitulo seguinte. Deste modo, segundo a BNCC, tais Competéncias sao:

1. Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o mundo fisico,
social, cultural e digital para entender e explicar a realidade, continuar aprendendo

e colaborar para a construcao de uma sociedade justa, democratica e inclusiva;

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das ciéncias,

incluindo a investigacao, a reflexdo, a analise critica, a imaginacao e a criatividade,

4 A divisdo do Ensino Bésico por Area de Conhecimento, aparece apenas nas etapas Fundamental e

Médio.
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10.

para investigar causas, elaborar e testar hipéteses, formular e resolver problemas e
criar solugoes (inclusive tecnoldgicas) com base nos conhecimentos das diferentes

areas;

Valorizar e fruir as diversas manifestacoes artisticas e culturais, das locais as mundiais,

e também participar de préticas diversificadas da producao artistico-cultural;

Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e escrita),
corporal, visual, sonora e digital —, bem como conhecimentos das linguagens artistica,
matematica e cientifica, para se expressar e partilhar informagoes, experiéncias, ideias
e sentimentos em diferentes contextos e produzir sentidos que levem ao entendimento

mutuo;

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacgao e comunicacao de
forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (incluindo
as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagoes, produzir conhe-
cimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e

coletiva;

Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias culturais e apropriar-se de conheci-
mentos e experiéncias que lhe possibilitem entender as relacoes préoprias do mundo
do trabalho e fazer escolhas alinhadas ao exercicio da cidadania e ao seu projeto de

vida, com liberdade,autonomia, consciéncia critica e responsabilidade;

Argumentar com base em fatos, dados e informacoes confidveis, para formular,
negociar e defender ideias, pontos de vista e decisbes comuns que respeitem e
promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambiental e o consumo responsavel
em ambito local, regional e global, com posicionamento ético em relagao ao cuidado

de si mesmo, dos outros e do planeta;

Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua satde fisica e emocional, compre
endendo-se na diversidade humana e reconhecendo suas emocgoes e as dos outros,

com autocritica e capacidade para lidar com elas;

Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucao de conflitos e a cooperagao, fazendo-se
respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos direitos humanos, com acolhimento e
valorizacao da diversidade de individuos e de grupos sociais, seus saberes, identidades,

culturas e potencialidades, sem preconceitos de qualquer natureza;

Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade, flexibilidade, resilién-
cia e determinacgao, tomando decisdoes com base em principios éticos, democraticos,

inclusivos, sustentaveis e solidarios.
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Apos o norteamento dos objetivos a serem alcancados de uma forma geral, passare-
mos a tratar dos mecanismos especificos para este fim no que tange o conteudo de Andlise

Combinatoéria.
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2 As Competéncias e Habilidades Desenvolvi-

das no Ensino da Analise Combinatoria

Uma vez sabido o que é a Base Nacional Comum Curricular, seus objetivos e seus
instrumentos, neste capitulo estreitaremos a relacao desta com o objeto de estudo da
Analise Combinatéria, esta vinda com toda a sua carga de dificuldades e problematicas
na relacao ensino-aprendizagem (tema do préximo capitulo), divididas em duas partes: a
primeira, com o Ensino Fundamental®, por sua vez subdividida em Séries Iniciais e Séries

Finais; a segunda, com o Ensino Médio.

2.1 A Estruturacio da Area de Conhecimento Matemética no En-

sino Fundamental e sua Relacao com a Analise Combinatdria

De acordo com a BNCC (pp. 27 e 28), o Ensino Fundamental é organizado em
cinco Areas de Conhecimento?, dentre as quais, a Mateméatica é uma delas e em si
mesma, ¢ um Componente Curricular. Cada Area de Conhecimento, estabelece as suas
Competéncias Especificas de Area que, como j4 mencionado anteriormente, refletem como
as Competéncias Gerais se expressam nesta area. Além disto, possibilitam a articulacao
horizontal entre as areas, que ¢ a transversalizacao dos componentes curriculares estudados,
bem como a articulagao vertical entre as séries que é a possibilidade do aluno progredir

nas séries ao longo dos nove anos previstos para esta etapa da Educacao.

No tocante a aprendizagem significativa em Matematica, a BNCC norteia-se pelo
pressuposto de que aquela é intimamente relacionada a absorcao dos significados dos
objetos matematicos, sem obliterar suas aplicagoes onde estes significados sao resultantes
das conexdes que os discentes firmam entre eles e as demais Areas de Conhecimento, seu

cotidiano e os diferentes temas matematicos.

O Ensino Fundamental tem como principal meta o desenvolvimento do chamado
letramento matematico que, segundo o Pisa, é a capacidade individual de formular,
empregar e interpretar a Mateméatica em uma variedade de contextos. Isso inclui raciocinar
matematicamente e utilizar conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas matematicas
para descrever, explicar e predizer fendmenos. Isso auxilia os individuos a reconhecer o

papel que a Matematica exerce no mundo e para que cidadaos construtivos, engajados e

1 Uma vez que ndo hd mencdo explicita a nenhum contetido (objeto de conhecimento) relativa & Anélise

Combinatéria no Ensino Infantil, iniciaremos a discussao no Ensino Fundamental.
As Areas do Conhecimento nas quais o Ensino Fundamental estd organizado sdo Linguagens, Matema-
tica, Ciéncias da Natureza, Ciéncias Humanas e Ensino Religioso.
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reflexivos posssam fazer julgamentos bem fundamentados e tomar as decisoes necessarias,
capacidade esta que assegura aos discentes o reconhecimento de que os conhecimentos
matematicos sao necessarios para a compreensao e a atuac¢ao no mundo e percepcao do
carater de jogo intelectual da matematica, como aspecto que favorece o desenvolvimento

do raciocinio légico e critico, estimula a investigacao e além disso, pode ser prazeroso.

Neste sentido, a BNCC considera que os diversos campos que compoem a Mate-
matica, trazem consigo um conjunto de idéias fundamentais articuladas entre si, as quais
sao equivaléncia, ordem, proporcionalidade, interdependéncia, representacao, variacao e
aproximacao. Estas, sao de crucial importancia para o desenvolvimento do pensamento
matematico e do processo matematico do discente e devem naturalmente se converter, na

escola, em objetos de conhecimento.

No que tange esta disciplina, a BNCC esta orientada no pressuposto de que a
aprendizagem significativa desta esta intimamente ligada a compreensao, isto é, na absorcao
de significado dos objetos de conhecimento da Matematica, sem por em detrimento suas

aplicagoes.

Assim, em consondncia com as Competéncias Gerais da Educagao, a (Area de
Conhecimento) Matemética fora sistematizada em oito Competéncias Especificas, as quais

segundo a BNCC, sdo as seguintes®

1. Reconhecer que a Matemaética é uma ciéncia humana, fruto das necessidades e preocupagoes de diferentes
culturas, em diferentes momentos histéricos, e é uma ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas
cientificos e tecnolégicos e para alicercar descobertas e construgdes, inclusive com impactos no mundo do
trabalho;

2. Desenvolver o raciocinio 1égico, o espirito de investigagdo e a capacidade de produzir argumentos convin-
centes, recorrendo aos conhecimentos mateméaticos para compreender e atuar no mundo;

3. Compreender as relagdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos da Matemética (Arit-
mética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade) e de outras dreas do conhecimento, sentindo
seguranca quanto a propria capacidade de construir e aplicar conhecimentos matematicos, desenvolvendo
a autoestima e a perseveranca na busca de solugdes;

4. Fazer observagoes sisteméticas de aspectos quantitativos e qualitativos presentes nas praticas sociais e
culturais, de modo a investigar, organizar, representar e comunicar informacdes relevantes, para interpreta-

las e avalid-las critica e eticamente, produzindo argumentos convincentes;

5. Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais disponiveis, para modelar e
resolver problemas cotidianos, sociais e de outras dreas de conhecimento, validando estratégias e resultados;

6. Enfrentar situagdes-problema em multiplos contextos, incluindo-se situa¢ées imaginadas, ndo diretamente
relacionadas com o aspecto pratico-utilitario, expressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utilizando
diferentes registros e linguagens (graficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua materna e
outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados);

7. Desenvolver e/ou discutir projetos que abordem, sobretudo, questdes de urgéncia social, com base em
principios éticos, democraticos, sustentdveis e solidarios, valorizando a diversidade de opinides de individuos
e de grupos sociais, sem preconceitos de qualquer natureza;

3 Necessariamente, ndo ha uma relacdo explicita de cada Competéncia Especifica com a Anélise Combi-

natoria.
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8. Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente no planejamento e desenvolvi-
mento de pesquisas para responder a questionamentos e na busca de solu¢des para problemas, de modo a
identificar aspectos consensuais ou ndo na discussdo de uma determinada questéo, respeitando o modo de

pensar dos colegas e aprendendo com eles.

Segundo a BNCC (p. 29), as habilidades refletem e expressam as aprendizagens
essenciais que devem ser asseguradas aos alunos nos diferentes contextos escolares. Relativo
ao questionamento de quando se iniciar o ensino de Analise Combinatoria, varias pesquisas
evidenciam que problemas de Combinatoria devem ser iniciados desde os primeiros anos
do Ensino Fundamental. Segundo Rocha (2011), por exemplo, a exploracdo e a elaboragao
de variadas estratégias de resolugao pelos alunos para problemas combinatorios, como o
levantamento de possibilidades, a busca sistematica das mesmas e a escolha de alternativas

validas, sao atividades que devem fazer parte de todo o Ensino Fundamental.

Consonante a esta perspectiva, a BNCC traz a abordagem da Andlise Combinatoria
de forma explicita, a partir da primeira série do Ensino Fundamental. Para o desenvolvi-
mento e alcance do letramento, pensamento e processamento matematicos, sao propostas
cinco Unidades Temédticas?, as quais definem um arranjo dos objetos de conhecimento
(contetdos) adequado as especificidades dos diferentes componentes curriculares interrelaci-
onadas, que orientam a formulacao de Habilidades a ser desenvolvidas ao longo do Ensino
Fundamental, sob diferentes énfases. Sdo elas: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e
Medidas e Probabilidade e Estatistica.

Quanto a isto, a BNCC destaca que

Na definicao das habilidades, a progressao ano a ano se baseia na com-
preensao e utilizacdo de novas ferramentas e também na complexidade
das situacoes-problema propostas, cuja resolugao exige a execucao de
mais etapas ou nog¢oes de unidades tematicas distintas. Os problemas de
contagem?®, por exemplo, devem, inicialmente, estar restritos aqueles cujas
solugoes podem ser obtidas pela descricao de todos os casos possiveis, me-
diante a utilizacao de esquemas ou diagramas, e, posteriormente, aqueles
cuja resolucao depende da aplicacao dos principios multiplicativo e aditivo
e do principio da casa dos pombos. Outro exemplo é o da resolucao de
problemas envolvendo as operagoes fundamentais, utilizando ou nao a

linguagem algébrica.

¢  @Grifo nosso.

4 (Cada Unidade Temética pode contemplar um leque maior ou menor de Objetos de Conhecimento, ndo

havendo um ntmero fixo destes para cada uma daquelas. O mesmo se aplica quanto ao nimero de
Habilidades para cada Objeto de Conhecimento.
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Segundo a BNCC (p. 268), a Unidade Temé&tica Nimeros tem como objetivo
principal o desenvolvimento do pensamento numérico, que implica o conhecimento de
maneiras de quantificar atributos de objetos, de julgar e interpretar argumentos baseados em
quantidades, onde neste processo hé a necessidade do desenvolvimento de idéias relacionadas
a ordem e equivaléncia. A expectativa, dentro do ambito da Anélise Combinatéria, é de
que os discentes resolvam problemas com ntmeros naturais, argumentando e justificando
os procedimentos utilizados para a resolucao e além disso, avaliem a plausibilidade dos

resultados encontrados.

De acordo com a BNCC (pp. 270 e 271) a Unidade Tematica Algebra, tem como
objetivo o desenvolvimento do chamado pensamento algébrico, que é imprescindivel para
a utilizagdo de modelos mateméaticos na compreensao, representacao e analise de relagoes
quantitativas de grandezas, bem como de situagoes e estruturas matemaéticas, fazendo uso
de letras e outros simbdélos (os chamados simbolos algébricos). Ainda relativo a isto, um
outro aspecto a ser considerado a esta Unidade Tematica, é que a aprendizagem desta
pode contribuir sensivelmente para o desenvolvimento do pensamento computacional dos
discentes, uma vez que eles precisarao ser capazes de traduzir uma situagao dada em outras
linguagens, como por exemplo, transformar uma situacao dada em linguagem matematica

e vice-versa.

A Unidade Tematica Geometria por sua vez, envolve o estudo de um amplo conjunto
de conceitos e procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de

diferentes areas do conhecimento.

A Unidade Tematica Grandezas e Medidas propoe o estudo das medidas e das
relagoes entre elas e favorece a integracao da Matematica a outras areas de conhecimento
e contribui ainda, de maneira fundamental, para a consolidagao e ampliagao do conceito

de ntimero, aplicacao de nogoes geométricas e a estruturagdo do pensamento algébrico.

Finalmente, a Unidade Tematica Probabilidade e Estatistica tem como objetivos
principais o estudo da incerteza e o tratamento de dados, onde a evolucao destes se faz
com o aprimoramento da capacidade de enumeracao dos elementos do espaco amostral,

que esta associada diretamente aos problemas de contagem.

2.1.1 As Habilidades Relacionadas a Analise Combinatoria para o Ensino

Fundamental — Séries Iniciais

Em todas as unidades tematicas, a delimitagao dos objetos de conhecimento e das
habilidades considera que as nogoes matematicas sdo retomadas, ampliadas e aprofundadas
ano a ano. No entanto, é fundamental considerar que a leitura dessas habilidades nao
seja feita de maneira fragmentada. A compreensao do papel que determinada habilidade

representa no conjunto das aprendizagens demanda a compreensao de como ela se conecta
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com habilidades dos anos anteriores, o que leva a identificacdo das aprendizagens ja

consolidadas, e em que medida o trabalho para o desenvolvimento da habilidade em

questao serve de base para as aprendizagens posteriores (BNCC, p. 276).

Nas tabelas seguintes, apresentamos a relacao das Habilidades relacionadas a

Anélise Combinatéria. As mesmas sao diluidas entre as Unidades Tematicas Numeros,

Algebra e Grandezas e Medidas. Curiosamente, néo hé a abordagem direta ou indireta’ &

Analise Combinatéria na Unidade Tematica Probabilidade e Estatistica (que no Ensino

Médio é intimamente ligada a esta).

Tabela 1 — Objetos de Conhecimento e Habilidades Rela-

cionadas a Analise Combinatéria para a Uni-

dade Tematica Numeros.

SERIE

CONTEUDOS

HABILIDADES

1° Ano

Contagem de rotina; Con-
tagem ascendente e descen-
dente; Reconhecimento de
nimeros no contexto diario:
indicacao de quantidades, in-
dicacdo de ordem ou indica-
¢ao de cédigo para a organi-

zagao de informacoes.

(EF01MAO1) Utilizar nimeros naturais como indicador de quantidade
ou de ordem em diferentes situagdes cotidianas e reconhecer situaces
em que os numeros ndo indicam contagem nem ordem, mas sim cédigo

de identificagao.

Quantificacdo de elementos
de uma colegdo: estimativas,
contagem um a um, parea-
mento ou outros agrupamen-

tos e comparacao

(EFO1MAO02) Contar de maneira exata ou aproximada, utilizando
diferentes estratégias como o pareamento e outros agrupamentos.
(EF01MAO3) Estimar e comparar quantidades de objetos de dois con-
juntos (em torno de 20 elementos), por estimativa e/ou por correspon-
déncia (um a um, dois a dois) para indicar tem mais, tem menos ou

tem a mesma quantidade.

Leitura, escrita e compara-
¢do de niimeros naturais (até

100).

(EFO1MAO4) Contar a quantidade de objetos de cole¢des até 100 uni-
dades e apresentar o resultado por registros verbais e simbédlicos, em
situacgbes de seu interesse, como jogos, brincadeiras, materiais da sala

de aula, entre outros.

Construcdo de fatos bésicos

da adigdo.

(EFO1MAO06) Construir fatos basicos da adi¢do e utilizd-los em proce-

dimentos de calculo para resolver problemas.

5

Apesar da Habilidade (EF05MA22) que é ’apresentar todos os possiveis resultados de um experimento

aleatério, estimando se esses resultados sao igualmente provaveis ou nao’ sugira a enumeracao de
todos os elementos que constituem o espago amostral de um experimento aleatério, acreditamos que o
objetivo da aquisicao desta habilidade seja qualitativo, ou seja, saber quem sdo os elementos do espago
amostral e ndo quantos sdo estes elementos.
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Composicdo e decomposigdo | (EF01MAO07) Compor e decompor nimero de até duas ordens, por
de niimeros. meio de diferentes adi¢des, com suporte de material manipulével, contri-

buindo para a compreensdo de caracteristicas do sistema de numeracao
decimal e o desenvolvimento de estratégias de calculo.
Problemas envolvendo dife- | (EFO1MAO8) Resolver e elaborar problemas de adigdo e de subtragao,
rentes significados de adi¢do | envolvendo niimeros de até dois algarismos, com os significados de jun-
e da subtracao (juntar, acres- | tar, acrescentar, separar e retirar, com o suporte de imagens e/ou ma-
centar, separar e retirar) terial manipulével, utilizando estratégias e formas de registro pessoais.
22 Ano | Leitura, escrita, comparacdo | (EF02MAOQ1) Comparar e ordenar ntimeros naturais (até a ordem de
e ordenacdo de ndimeros de | centenas) pela compreensdo de caracteristicas do sistema de numeragao
até trés ordens pela compre- | decimal (valor posicional e fungdo do zero); (EF02MA02) Fazer esti-
ensdo de caracteristicas do | mativas por meio de estratégias diversas a respeito da quantidade de
sistema de numeracdo deci- | objetos de colecbes e registrar o resultado da contagem desses objetos
mal (valor posicional e papel | (até 1000 unidades); (EF02MA03) Comparar quantidades de objetos
do zero) de dois conjuntos, por estimativa e/ou por correspondéncia (um a um,
dois a dois, entre outros), para indicar tem mais, tem menos ou tem
a mesma quantidade, indicando, quando for o caso, quantos a mais e
quantos a menos.
3% Ano | Leitura, escrita, comparacdo | (EFO03MAOQL) Ler, escrever e comparar nimeros naturais de até a or-

e ordenacdo de numeros de

até quatro ordens

dem de unidade de milhar, estabelecendo relagdes entre os registros

numéricos e em lingua materna;

Composicdo e decomposigao

de niimeros naturais

(EF03MAO02) Identificar caracteristicas do sistema de numeracdo deci-
mal, utilizando a composi¢do e a decomposi¢do de niimero natural de

até quatro ordens;

Construcao de fatos funda-
mentais da adigdo, subtra-

¢ao e multiplicagdo

(EF03MAO03) Construir e utilizar fatos basicos da adi¢do e da multipli-

cagdo para o calculo mental ou escrito.

Procedimentos de céalculo
(mental e escrito) com ntime-
ros naturais: adi¢do e subtra-

cao

(EF03MAO05) Utilizar diferentes procedimentos de célculo mental e es-
crito, inclusive os convencionais, para resolver problemas significativos

envolvendo adigdo e subtragdo com nimeros naturais.

Problemas envolvendo signi-
ficados da adi¢do e subtra-
cao: juntar, acrescentar, se-
parar, retirar, comparar e

completar quantidades

(EF03MAO06) Resolver e elaborar problemas de adi¢do e subtragdo com
os significados de juntar, acrescentar, separar, retirar, comparar e com-
pletar quantidades, utilizando diferentes estratégias de célculo exato ou

aproximado, incluindo o calculo mental.
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Problemas envolvendo dife-
rentes significados da multi-
plicagdo e da divisdo: adi¢do
de parcelas iguais, configu-
ragdo retangular, reparticdo

em partes iguais e medida

(EF03MAOQ7) Resolver e elaborar problemas de multiplicacdo (por 2, 3,
4, 5 e 10) com os significados de adigdo de parcelas iguais e elementos
apresentados em disposigdo retangular, utilizando diferentes estratégias

de célculo e registros.

4° Ano

Sistema de numeracdo deci-
mal: leitura, escrita, compa-
racdo e ordenacdo de nime-
ros naturais de até cinco or-

dens

(EF04MAO1) Ler, escrever e ordenar nimeros naturais até a ordem de

dezenas de milhar

Composicdo e decomposicao
de um ntmero natural de até
cinco ordens, por meio de
adigbes e multiplicacbes por

poténcias de 10

(EF04MAO02) Mostrar, por decomposi¢do e composi¢do, que todo ni-
mero natural pode ser escrito por meio de adigdes e multiplicacdes por
poténcias de dez, para compreender o sistema de numeragdo decimal e

desenvolver estratégias de céalculo.

Propriedades das operagoes
para o desenvolvimento de
diferentes estratégias de cal-

culo com niimeros naturais

(EF04MAO03) Resolver e elaborar problemas com nimeros naturais en-
volvendo adigdo e subtragdo, utilizando estratégias diversas, como cal-
culo, cdlculo mental e algoritmos, além de fazer estimativas do resultado;
(EF04MAO04) Utilizar as relagdes entre adigdo e subtragdo, bem como

entre multiplicagdo e divisdo, para ampliar as estratégias de calculo.

Problemas envolvendo dife-
rentes significados da multi-
plicagdo e da divisdo: adicao
de parcelas iguais, configura-
cao retangular, proporciona-
lidade, reparticdo equitativa

e medida

(EF04MAO06) Resolver e elaborar problemas envolvendo diferentes sig-
nificados da multiplicacdo (adigdo de parcelas iguais, organizacdo retan-
gular e proporcionalidade), utilizando estratégias diversas, como célculo

por estimativa, calculo mental e algoritmos.

Problemas de Contagem®

(EF04MAO08) Resolver, com o suporte de imagem e/ou material ma-
nipuldvel, problemas simples de contagem, como a determinacdo do
numero de agrupamentos possiveis ao se combinar cada elemento de
uma cole¢do com todos os elementos de outra, utilizando estratégias e

formas de registro pessoais.

6

Grifo nosso.
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52 Ano

Problemas de contagem’ do
tipo: se cada objeto de
uma colecio A for combi-
nado com todos os elemen-
tos de uma colegdo B, quan-

tos agrupamentos desse tipo

podem ser formados?

(EF05MAQ9) Resolver e elaborar problemas simples de contagem en-
volvendo o principio multiplicativo, como a determinacio do ntimero de
agrupamentos possiveis ao se combinar cada elemento de uma colecdo
com todos os elementos de outra cole¢do, por meio de diagramas de

arvore ou por tabelas.

Tabela 2

— Objetos de Conhecimento e Habilidades Relacionados a Andlise Combinatoria
para a Unidade Tematica Algebra).

| SERIE |

CONTEUDOS

\ HABILIDADES

1° Ano

Padrées figurais e numéri-
cos: investigagao de regulari-
dades ou padrdes em sequén-
cias

(EF01MAOQ9) Organizar e ordenar objetos familiares ou representagdes
por figura, por meio de atributos, tais como cor, forma e medida.

Sequéncias recursivas: obser-
vagdo de regras utilizadas
em seriagbes numeéricas

(EF01MA10) Descrever, apés o reconhecimento e explicitagio de um
padrdo (ou regularidade) os elementos ausentes em sequéncias recursi-
vas de nimeros naturais, objetos ou figuras.

2° Ano

Construcao de sequéncias re-
petitivas e de sequéncias re-
cursivas

(EF02MAQ9) Construir sequéncias de niimeros naturais em ordem cres-
cente ou decrescente a partir de um niimero qualquer, utilizando uma
regularidade estabelecida.

Identificacio de  regula-
ridade de sequéncias e
determinacdo de elementos
ausentes na sequéncia

(EF02MA10 Descrever um padrao (ou regularidade) de sequéncias re-
petitivas e de sequéncias recursivas, por meio de palavras, simbolos ou
desenhos. (EF02MA11) Descrever os elementos ausentes em sequéncias
repetitivas e sequéncias recursivas de nimeros naturais, objetos ou fi-
guras.

3° Ano

Identificacdo e descricdo de
regularidades em sequéncias
numéricas recursivas

(EF03MA10) Identificar regularidades em sequéncias ordenadas de nd-
meros naturais, resultantes da realizagdo de adigdes ou subtragoes su-
cessivas, por um mesmo numero, descrever uma regra de formagao da
sequéncia e determinar elementos faltantes ou seguintes.

Relagdo de igualdade

(EF03MA11) Compreender a idéia de igualdade para escrever diferentes
sentencas de adigbes ou de subtracbes de dois niimeros naturais que
resultem na mesma soma ou diferenca.

4° Ano

Sequéncia numérica recur-
siva formada por multiplos
de um ntmero natural

(EF04MA11) Identificar regularidades em sequéncias numéricas com-
postas por multiplos de um niimero natural.

Sequéncia numérica recur-
siva formada por nimeros
que deixam o mesmo resto
ao ser divididos por um
mesmo numero natural dife-
rente de zero

(EF04MA12) Reconhecer, por meio de investigacdes, que hé grupos de
nimeros naturais para os quais as divisdes por um determinado niimero
resultam em restos iguais, identificando regularidades.

2.1.2 As Habilidades Relacionadas a Analise Combinatoria para o Ensino

Fundamental — Séries Finais

No que tange o desenvolvimento das habilidades conjecturadas para o Ensino

Fundamental - Anos Finais, é essencial que se leve em consideracao todas as experiéncias

7

Grifo nosso.
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Tabela 3 — Objetos de Conhecimento e Habilidades relacionados a Anélise Combinatéria
para a Unidade Tematica Grandezas e Medidas.

SERIE

CONTEUDOS

HABILIDADES

4° Ano

Areas de figuras construidas
em malhas quadriculadas

(EF04MA21) Medir, comparar e estimar area de figuras planas dese-
nhadas em malha quadriculada, pela contagem dos quadradinhos ou de
metades de quadradinho, reconhecendo que duas figuras com formatos
diferentes podem ter a mesma medida de area.

e conhecimentos matematicos tanto vivenciados como adquiridos pelos discentes, oportuni-

zando situagoes nos quais eles possas fazer observagoes sistémicas da realidade que o cerca

e a partir dai, partir para o desenvolvimento de conceitos mais complexos.

De acordo com a BNCC,

“Da mesma forma que na fase anterior, a aprendizagem em Matemaética
no Ensino Fundamental — Anos Finais também esta intrinsecamente
relacionada a apreensao de significados dos objetos matematicos. Esses
significados resultam das conexdes que os alunos estabelecem entre os
objetos e seu cotidiano, entre eles e os diferentes temas matematicos e, por
fim, entre eles e os demais componentes curriculares. Nessa fase, precisa
ser destacada a importancia da comunicagdao em linguagem matemaética

com o uso da linguagem simbdlica, da representagdo e da argumentagao.’

)

Tabela 4 — Objetos de Conhecimento e Habilidades Relacionados a Anélise Combinatoéria
para a Unidade Tematica Ntimeros.

SERIE

CONTEUDOS

HABILIDADES

6° Ano

Fluxograma para determi-
nar a paridade de um nu-
mero natural; Ntmeros e di-
visores de um numero natu-
ral; Ntimeros primos e com-
postos

(EF06MAO04) Construir algoritmo em linguagem natural e representé-
lo por fluxograma que indique a resolugdo de um problema simples (por
exemplo, se um niimero natural qualquer é par); (EF06MAO05) Classifi-
car numeros naturais em primos e compostos, estabelecer relacdes entre
nimeros, expressas pelos termos é multiplo de, é divisor de, é fator de,
e estabelecer, por meio de investigagoes, critérios de divisibilidade por
2, 3,4, 5,6, 8,9, 10, 100 e 1000; (EFO6MAO06) Resolver e elaborar
problemas que envolvam as ideias de multiplo e de divisor.

7° Ano

Multiplos e divisores de um
nimero natural

(EFO7TMAO1) Resolver e elaborar problemas com nimeros naturais, en-
volvendo as noc¢oes de divisor e de miltiplo, podendo incluir maximo
divisor comum ou minimo multiplo comum, por meio de estratégias
diversas, sem a aplicagdo de algoritmos.

82 Ano

O principio multiplicativo
da contagem

(EFO8MAO03) Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolucao
envolva a aplicacdo do principio multiplicativo.

Tabela 5 — Objetos de Conhecimento e Habilidades Relacionados a Anélise Combinatoéria
para a Unidade Tematica Algebra.

SERIE

CONTEUDOS

HABILIDADES

82 Ano

Sequéncias recursivas e nao
recursivas

(EFO8MA10) Identificar a regularidade de uma sequeéncia numérica
ou figural ndo recursiva e construir um algoritmos por meio de um
fluxograma que permita indicar os niimeros ou as figuras seguintes
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Tabela 6 — Objetos de Conhecimento e Habilidades relacionados a Anélise Combinatoéria
para a Unidade Tematica Probabilidade e Estatistica.

SERIE | CONTEUDOS HABILIDADES
82 Ano | Principio Fundamental da | (EFO8MA22) Calcular a probabilidade de eventos, com base na cons-
Contagem trucdo do espaco amostral, utilizando o principio multiplicativo, e reco-

nhecer que a soma das probabilidades de todos os elementos do espago
amostral é igual a 1.

2.1.3 As Habilidades Relacionadas a Analise Combinatoria para o Ensino
Médio

Apds o longo processo de estruturagao e sistematizagdo da aprendizagem de con-
teudos significativos por parte do individuo no Ensino Fundamental, chegamos no Ensino
Médio. Para a area Matematica e suas Tecnologias, a BNCC traz como proposta a conso-
lidacao, a ampliacao e o aprofundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas na
etapa anterior. Como mecanismo para este fim, ha a tentativa da exploracdao do contetido
de forma mais transversalizada com os conhecimentos ja explorados na etapa anterior
juntamente com o contexto socio-cultural vivido pelo aluno, a fim de possibilitar que os
estudantes construam uma visao mais integrada da Matematica, ainda na perspectiva de

sua aplicagao a realidade.

De acordo com a BNCC,

"a drea de Matemadtica e suas Tecnologias tem a responsabilidade de
aproveitar todo o potencial ja constituido por esses estudantes no Ensino
Fundamental, para promover agdes que ampliem o letramento matema-
tico iniciado na etapa anterior. Isso significa que novos conhecimentos
especificos devem estimular processos mais elaborados de reflexao e de
abstracao, que deem sustentacao a modos de pensar que permitam aos
estudantes formular e resolver problemas em diversos contextos com mais
autonomia e recursos matemadaticos."

Ainda segundo a BNCC, como mecanismos para que se tenha éxito no alcance
destes propésitos na area Matemaética e suas Tecnologias, os estudantes devem desenvolver
(e fazer uso das) habilidades relativas aos processos de investigacao, de construgao
de modelos e de resolucao de problemas. Neste ambito, as Competéncias Especificas

para a area Matematica e suas Tecnologias para o Ensino Médio sao as seguintes:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situacgoes
em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da
Natureza e Humanas, das questoes socioeconémicas ou tecnologicas, divulgados por

diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral;

2. Propor ou participar de a¢oes para investigar desafios do mundo contemporaneo e

tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na anélise de problemas
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sociais, como os voltados a situagoes de satde, sustentabilidade, das implicagoes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos,

procedimentos e linguagens proprios da Matemaética;

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matematicos para inter-
pretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando
a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes propostas, de modo a

construir argumentacao consistente;

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de repre-
sentagdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional, etc.), na

busca de solucao e comunicacgao de resultados de problemas;

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacao de padroes, expe-
rimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma

demonstragao cada vez mais formal na validacdo das referidas conjecturas.

No Ensino Médio, a Andise Combinatéria (em seus rudimentos bésicos) passa
a ser o Objeto de Conhecimento concentrado na Unidade Temaética Probabilidade e
Estatistica e nao mais diluido nas outras Unidades Teméticas como no Ensino Fundamental.
As Habilidades a serem desenvolvidas pelo aluno quanto a aprendizagem da Analise

Combinatoria estao relacionadas abaixo:

« (EM13MAQT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agru-
pamentos ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios multiplicativo e

aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore;

« (EM13MAQT310) Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleatorios,
realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que

envolvem o céalculo de probabilidade.
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3 Os Desafios do Processo Ensino-

Aprendizagem da Analise Combinatoria

Ao longo do tempo, é notério o grande desafio encontrado pelos professores de
Matematica do Ensino Bésico para a superacao do enorme leque de dificuldades existentes
no caminho da aprendizagem significativa da Analise Combinatoria. Neste ambito, podemos

destacar trés delas:

« A etapa do Ensino Bésico em que o aluno teve (ou ird ter) o primeiro contato com a
Analise Combinatéria: a grande maioria dos alunos somente tiveram (ou irdo ter)

contato com este contetiddo no Ensino Médio;

o H&a uma quantidade consideravel de professores do Ensino Bésico que nao tiveram

uma preparacao adequada em Analise Combinatoria em sua formacgao académica;

» A existéncia de professores que lecionam Matematica do Ensino Fundamental nao tem
formacao especifica em Matematica e por conseguinte, nao tiveram a possibilidade
de se apropriar dos contetdos, ferramentas e técnicas para o ensino de Analise

Combinatoria de forma apropriada.

Relativo ao primeiro problema apresentado, Gongalves (2014) aponta que 89% dos
alunos sé irdo ter o primeiro contato com a Anélise Combinatoéria apenas no Ensino Médio
(sendo 69% no segundo ano). Ainda segundo ela, o ensino da Andlise Combinatéria ter
inicio apenas na metade da ultima etapa do Ensino Béasico desfavorece o desenvolvimento

do raciocinio combinatdério dos alunos.

Levando-se em consideracao a extrema importancia das operagoes combinatérias
(mais precisamente do raciocinio combinatério) para o desenvolvimento cognitivo do
individuo, se faz necessario que o mesmo tenha o seu primeiro contato com esse contetiido
logo nos primeiros anos da escola basica, para que o mesmo desenvolva familiaridade
com problemas de contagem, no sentido da descricao dos casos possiveis das situagoes-
problemas por ele analisados, e da enumeracao destes casos através de uma representacao
por ele mesmo escolhida, sem um método especifico inicialmente, de modo que o individuo
se aproprie de uma sistematizacao gradativa para a resolucao da maior diversidade de

problemas possivel, objetivando uma posterior formalizagao no Ensino Médio.

Gongalves (2014), afirma que enquanto a sociedade espera que os alunos, ao término
de cada etapa de seus estudos tenham desenvolvido a capacidade de analisar e propor

solucoes para problemas de forma pratica e rapida, ndo é isto que se observa ao se deparar
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com uma educac¢ao voltada para a memorizacao de férmulas e ensino de algoritmos -
uma educacao matematica voltada para a resolucao de questoes sem aplicabilidade e sem

significado, o que impossibilita ao aluno um real aprendizado. Ela afirma que

essa separacao evidente entre teoria e pratica, entre ensino e aprendizado,
muita das vezes se di devido a falta de preparo da equipe docente
e pedagogica, devido a falta de atualizacdo profissional e com isso, a
educagao se torna algo degastado e obsoleto, onde se faz necessaria a
busca de um novo paradigmal. ..] (Goncalves (2014), p. 12).

Relativo as duas outras dificuldades apresentadas, observa-se o entrave encontrado
pelo professor do Ensino Béasico quanto a abordagem do conteiido de Analise Combinatéria
em sala de aula. Uma vez sem o preparo adequado na sua formacdo académica, os
professores sdo compelidos a seguir o roteiro sugerido pelos livros didaticos disponiveis em
suas escolas os quais por sua vez tentam modelar as diversas formas de contagem, induzindo
tanto professores quanto alunos a acreditar que todo problema da Anéalise Combinatoria
se reduz ao trabalho de se determinar a que tipo de agrupamento este problema se encaixa
— combinacgao, arranjo ou permutacao — e aplicar a férmula correspondente ao problema

em desfavor da progressao natural que se deve ter quanto ao raciocino combinatoério.

Em sua dissertagdo de mestrado, Rocha (2011) aponta que elementos da formacgao
académica do professor podem interferir com os conteiidos que ele ird ministrar e por
conseguinte, nas escolhas das praticas para ensinar estes contetidos. Ou seja, o modo como
o professor tenha sido apresentado a Analise Combinatéria e o modo como ele tenha
absorvido este contetido pode ser um fator decisivo quanto a pratica docente no ensino
deste. Ainda neste a&mbito, Rocha ainda aponta que héa a necessidade de um maior tempo
na formagao dos professores de Matematica, na qual sejam discutidos a natureza dos
conhecimentos matematicos, seus aspectos histéricos e as aplicagoes na sociedade. Em

suma,

é preciso entender sobre a natureza do contetido matematico em questao
no presente estudo, no caso a Combinatoria. Além disso, é necessario
compreender as particularidades de seu ensino e aprendizagem nos dife-
rentes niveis de escolaridade e as pesquisas desenvolvidas em relagao a
esse conteudo (ROCHA, p. 34).

Ainda segundo Gongalves (2014), é salutar também ressaltar que, ndo ha um tnico
caminho correto para o ensino de Anélise Combinatoria — o que ha é a necessidade urgente
do aprimoramento das técnicas pedagdgicas para que se tenha a possibilidade do alcance
de mudancas notaveis no modo como o aluno aprende, para que seja percebida a real
construgao do conhecimento feito pelo mesmo, aprendendo a Matematica de uma forma
contextualizada e significativa, desenvolvendo um raciocinio légico-dedutivo que sera 1til

para a resolucao dos mais diversos problemas que irao surgir ao longo da vida.
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Para tal, a abordagem dita construtivista', esta voltada para o que se chama hoje
de resolucao de problemas, idéia que induz o aluno a construir seu préprio conhecimento,
onde o professor assume o papel de mediador e sistematizador do conhecimento efetivo
e da aprendizagem significativa. Neste ponto, retomamos a discussao da formagao do
professor e do dominio do mesmo relativo ao contetido a ser ministrado — ao se trabalhar
com a proposta de Resolucao de Problemas, varias serao as propostas de resolugao de
uma mesma questao que irdo surgir e assim, caso o professor nao tenha um dominio de
conteido consistente, o mesmo podera vir a ficar inseguro, onde tal inseguranca podera

vir a se tornar um empecilho e prejudicar o sucesso do viés metodologico utilizado.

Ainda neste sentido, Rocha (2011) também aponta como um fator importante
para uma pratica pedagogica exitosa no ambito da Analise Combinatéria a experiéncia e
experimentagdo do docente. Segundo ela, é necessaria a experimentagao do docente com o
consequente desenvolvimento de habilidades no sentido de propor situagoes diferenciadas
no intuito de construgao de conceitos e, para além disto, ter a exata consciéncia de qual

sera a situacgao melhor indicada para cada momento, ante cada dificuldade apresentada.

Ha diversos outros aspectos a serem considerados na problematizacao apresentada
neste breve capitulo. Para uma discussao mais aprofundada, recomendamos a leitura de
Borba (2015),

! Para maiores detalhes consulte Goncalves (2014).
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4 Uma Demonstracao dos Principios Basicos

de Contagem

Neste capitulo apresentamos, a titulo de conhecimento e enriquecimento de con-
teudo, a demonstracao dos Principio Aditivo e Multiplicativo, que sao os dois pilares da
Analise Combinatéria basica. As defini¢goes e os resultados obtidos neste capitulo foram
extraidos de Muniz Neto (2012); Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2016); Morgado e
Carvalho (2019) e Lima (2016).

Para o que se segue, dado n € N, considere o conjunto I, = {i € N;1 <i < n}

dos nimeros naturais de 1 a n. Assim, I; = {1}, Iy = {1,2} e assim por diante.

Definicao 1. Um conjunto A # @ é dito finito quando existe uma bijecao f: I, — A

para algum n € N.

Assim, colocando a; = f(j), com j € {1,...,n} pode-se escrever A = {ay,...,a,}.

Diz-se que n é o nimero de elementos de A e é denotado por #4 = n ou |A| = n.

Teorema 2. (Principio Bijetivo) Se A ou B sdo conjuntos finitos e ndo vazios, entdio

#A = #B se, e somente se, existe uma bijecio f: A — B.

Demonstracio. Suponhamos que #A = #B = n. Pela definicdo, existem as bijecoes
g:Il,— Aeh:I, — B.Ora, g : I, — A também é bijecao e ainda, f = hog™!
também é bijecao, com f : A — B. Reciprocamente, suponhamos agora que #A =n
e exista uma bijecao f : A — B. Por definicdo, existe uma bijecao g : I, — A.

Obviamente, go f : I, — B também ¢é bijecao. Logo, #B = n. m

Lema 3. (Principio Aditivo) Se A e B sdo finitos e disjuntos, com #A =m e #B =n,
entdao existe uma bije¢io f : Iiminy — (AU B). Em outras palavras, se (AN B) = @,
entao

#(AUB) = #A + #B, (4.1)

Demonstracao. Por hipétese, existem bijecoes g : I,, — Ae h: 1, — B com m,n € N.
Supondo m < n, definamos a funcéo f : I(4n) — (AU B), que para cada i € N tal que

1 <i<m < m+n, faz corresponder o elemento ¢; = f(i) da seguinte forma

f(i):{g@)’ se 1<i<m

h(i), se m<i<m+n.

Provemos que f assim definida é uma bijecao. Para tanto, veja que:
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1. f é injetiva. De fato, tomando i, j € N; tais que 1 < i < 5 < m, segue que,
f(@) =g(i) # g(j) = f(j), pois g é bijecdo. Se tivermos 1 <i<m < j <m+n,
entdo f(i) = g(i) # h(j) = f(j). Finalmente, se m < i < j < m + n, entao

f(i) = h(i) # h(j) = f(4), pois h & bijegdo;

2. f é sobrejetiva. De fato, tomando ¢ € (AU B), temos que ou ¢ € A ou ¢ € B pois
AN B = @. No primeiro caso, existe ¢ € N, com 1 <1 < m, tal que g(i) = ¢, pois g
é bijecao e dai f(i) = g(i) = ¢, pela defini¢ao de f. Caso contrério, se ¢ € B, entao
existe 1 € N, com 1 <1i <n <m+mn, tal que ¢ = h(7), pois h : [, — B é bijegdo e

daf f(i) = h(z) =
Assim, f: Inqn) — (A U B) é bije¢ao e portanto,

#(AUB) = #A + #B.

Corolario 4. Se Ay, ..., A, sdo conjuntos finitos e dois a dois disjuntos, entao

#(04) =5 (#4).

j=1

Demonstracio. A prova sera feita utilizando o Principio da Inducdo Finital. O cason = 1
¢é de imediata verificagdo e o caso n = 2 é o lema anterior. Suponhamos que a afirmagao

seja valida para os n — 1 primeiros nimeros naturais. Segue entao que

#04) = #[(Ua)oa
- #(Q )+ #A,

1

= Y (#4)) + #A,

(4)):

onde a segunda igualdade (de cima para baixo) é valida pelo lema anterior e a terceira é

3
|

<.
Il
-

I
3k

<
Il
—

validada pela hipdtese de indugao. Assim, pelo Principio da Induc¢ao Finita, a proposicao

acima é valida para todo n € N. ]
Corolario 5. Se A é um conjunto finito e B C A, entao

#A =#B + #(A— B).

Demonstragio. Observe que, se B C A, entdo o conjunto BN (A — B) = @ e ainda,
A = BU (A — B). O resultado segue por aplica¢ao direta do Principio Aditivo. ]

1 Para mais informacdes sobre este resultado, consulte Lima (2016).
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Corolario 6. (Principio da Inclusao-Exclusio) Se A e B sao conjuntos finitos, entdo
#(AUB) =#A+#B —#(ANB).
Demonstracao. Primeiramente, observe que

A=(A-B)U(ANB) (4.2)

AUB=Bn(A- B), (4.3)

onde as duas unides acima sao disjuntas e, portanto, pelo Principio Aditivo, segue que

#A=#(A—-B)+#(ANB) (4.4)
e ainda

#(AUB) =#B+ #(A - B) (4.5)
donde combinando 4.4 e 4.5 obtemos o resultado desejado.? O

Definicao 7. Dados os conjuntos A e B e os elementos a € A e b € B, definimos o par

ordenado (a,b) como sendo

(a,b) :=={a,{a,b}}.

Definigao 8. Dados os conjuntos nao-vazios A e B, o produto cartesiano entre os conjuntos
A e B é o conjunto formado por todos os pares ordenados (a,b) tais que a € A e b € B,
isto é,

Ax B :={(a,b);ac A e be B}

Teorema 9. Sejam A e B dois conjuntos, com a,c € A e b,d € B. Entao, (a,b) = (¢,d)

se, e somente se, a =c eb=d.

Demonstragio. A reciproca é 6bvia. Suponhamos entao que (a,b) = (¢, d). Pela definigdo,

segue que {a,{a,b}} = {c,{c,d}}. Por conseguinte

1. a € {c,{c,d}}, o que nos diz que a = ¢, pois a # {¢, d};
2. {a,b} € {c,{c,d}}, o que nos diz que {a,b} = {c,d}, pois {a,b} # c.
Finalmente, como ja temos a = ¢, logo s6 poderemos ter ¢ = d.

O

2 Este resultado é geralmente apresentado ao aluno no nono ano do Ensino Fundamental e/ou primeira

Série do Ensino Médio. Em alguns livros didaticos, aparecem demonstracoes similares a esta que foi

apresentada aqui porém, sem a prévia e importantissima justificativa (ou sequer aluséo) ao Principio
Aditivo.
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Teorema 10. Sejam A, By, ..., B, conjuntos nio-vazios. E vdlido que,
( U, ) (A x B)).
7j=1
Ademais, se By,..., B, forem dois a dois disjuntos, a unido do sequndo membro também
0 €.

n
Demonstracao. Tomemos inicialmente x € A x ( U Bj), ou seja, * = (a,b), com a € A
j=1

ebe U Bj;, o que implica que b € B; para algum j € N. Logo, = (a,b) € A x B;, e
j=1

n
portanto x € | J(A x B;). Assim, provamos que
j=1

Ax(_; > c U(Ax By

J Jj=1
Suponhamos agora que z € | J(A x B;). Entéo z = (a,b) € A x B; para algum j € N.
j=1
Como b € Bj, temos b € U Bj, assim,

J=1

r=(a,b) e Ax |J B

J=1

e portanto a inclusao contraria esta demonstrada. Para o que falta, suponhamos que
(A x B;)N (A x Bj) #10,
ou seja, que exista pelo menos um par ordenado (a, b) tal que
(Ax B))N(Ax B;)={(a,b)} com i#j.
Ora, isto nos diz que B; N B; = {b}, o que contraria o fato de que B; N B; # (. ]
Lema 11. (Principio Multiplicativo)® Se A e B sio conjuntos finitos e ndo vazios, entdo
#(A x B) = (#A4) - (#B)

Mais geralmente, se Ay, ..., A, sdo conjuntos finitos e ndo vazios, entio

#(Alx...xAn):ﬁ(#Aj>.

3 Este resultado também é conhecido como Principio Fundamental da Contagem.
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Demonstracao. Coloquemos
B={y,...,ya} = Uly;}-
=1

Da proposicao anterior, segue que

AxB:Ax(OBj):LZJl(AxBj) L:J(Ax{yy)

que é uma reuniao disjunta. Logo, pelo Corolario 4, segue que
# U (Ax {y;}) = #(Ax {y;}).
j=1 j=1

Finalmente, perceba que a funcao f: A — A x {y,} dada por f(z) = (z,y,) é uma
bijecao (com inversa g : A x {y;} — A dada por ¢(x,y;) = x), e portanto,
#A = #(A X {yj}) para 1 < j < n. Dal,

#(Ax B) = S #A = (#4) - m = (#4) - (#B)

]

Corolario 12. (Eztensao do Principio Multiplicativo) Se Ay, ..., A, sio conjuntos finitos

€ Nao-vazios, entao
B(A % X Ap) = (#AY) - (#A,) = [ #4,
j=1

Demonstracao. Provemos por indugao sobre n. Para n = 1 nao ha o que demonstrar. Para
n = 2 temos o resultado do lema anterior. Suponhamos entao que o resultado seja valido

para um certo n > 2. Observemos que

HA x ..o x Ay x Apyr) = #(A X x Ay X Apy]
= #(A1 X ... X Ap) - (#Ant1)
= (#A) .- (#An) - (FAn)
= 11#4,

onde na terceira igualdade (de cima para baixo) aplicamos o Lema 11 e na tltima, a

hipétese de indugao. Logo, o resultado é valido para todo n € N. O

O préximo corolario traz uma versao mais elaborada do Principio Multiplicativo.

Corolario 13. Se Ay,..., Ay sdo conjuntos finitos com #A; = nq,...,#Ar = ng, entdao
hd exatamente ny - ... - ny sequéncias de tamanho k com o j-ésimo termo em A; para todo
1<) <k



46 Capitulo 4. Uma Demonstra¢io dos Principios Badsicos de Contagem

Demonstragio. Perceba que uma sequéncia (aq,...,ax) tal que a; € Ay, ... a5 € Ag) é
um elemento do produto cartesiano (A; X ... X Ag. Assim, o nimero destas sequéncias
é igual ao nimero de elementos de (A; X ... X Ag), o qual, pelo Corolario 12 anterior, é

Ny ... Ny O

No intuito de tornar a compreensao mais acessivel tanto ao professor quanto ao
aluno do Ensino Bésico, o Corolario 13 é comumente enunciado na seguinte forma mais

simplicada que, pela imensa importancia, o colocaremos sob forma de teorema.

Teorema 14. Se uma decisao Dy pode ser tomada de x modos e se, uma vez tomada a
decisao Dy, a decisao Dy puder ser tomada de y modos, enttdo o numero de maneiras de

se tomar as duas decisoes simultaneamente € x - y.

A partir desta exposicao, estabeleceros as trés contagens especificas mais utilizadas

no Ensino Basico

Definicao 15. Seja A um conjunto finito com n elementos. Um Arranjo Simples sem
repeticao de k elementos escolhidos dentre os n possiveis de A é qualquer escolha ordenada

de elementos distintos do conjunto A.

Em geral, o nimero de Arranjos Simples sem repeticao de k elementos tomados

dentre os n elementos possiveis ¢ denotado por A, j.

Teorema 16. Sejam n, k € N. Se A € um conjunto com n elementos, entdao hd exatamente

n(n—1)...(n —k+1) fungoes injetivas f : I, — A para algum n € N.*

Uma vez que uma fungao injetiva f : I, — A pode ser interpretada como uma
sequéncia de k termos, os quais sdo elementos distintos de A, o Teorema 16 pode ser

reescrito na forma abaixo, que é mais acessivel aos professores e alunos do Ensino Basico.

Corolario 17. Se #A =n, entdo hdn-(n—1)-...- (n —k + 1) sequéncias de k termos,

0s quais sao elementos distintos de A. Mais precisamente,

|

n
Ayp=n-n—1)-...-n—k+1)= —
Definigao 18. Seja A um conjunto finito com n elementos. Um Arranjo Simples com
Repeticao de k elementos escolhidos dentre os n possiveis de A é qualquer escolha

ordenada de elementos distintos ou nao do conjunto A.

Teorema 19. Seja A um conjunto finito com #A = n. O numero de Arranjos Simples

com repeticio de tamanho k dentre os n elementos possiveis de A € igual a n*.

4 A demonstracio desta proposicao foge do objetivo deste texto. Para uma demonstracdo deste, consulte

Muniz Neto (2012).
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Demonstracao. Fazendo A; = ... = A, = A no Corolario 13, o resultado é imediato. [J

Definigao 20. Seja A um conjunto nao-vazio. Uma permutagao dos elementos de A é

uma funcao bijetiva f: A — A.

Uma vez que o conjunto A é finito, segue que f : A — A é bijetiva se, e somente
se, ela for injetiva. Denotando por P, o nimero de Permutagoes Simples do conjunto finito

A e fazendo k£ = n no Corolario 17, temos o seguinte resultado
Teorema 21. Seja A um conjunto finito com n elementos. Entdo, P, = n!.

Definicao 22. Seja A um conjunto finito de n elementos. Uma Combinag¢ao Simples

de classe k dos n elementos é cada subconjunto de k elementos escolhidos dos n possiveis.

Em geral, o nimero de combinagoes simples de classe k£ de n elementos ¢ denotado

por C,, .

Teorema 23. Seja A um conjunto finito com n elementos. Dado k < n entdo, o nimero

de combinacoes simples de classe k dos n elementos € dado por

n!

Crnp = Kl(n — k)!

Demonstragio. Se n =0, entdo A = &. Neste caso, ele terd apenas um subconjunto (que

é ele préprio). Por outro lado,

0!
Coo = ool 1
Portanto, a afirmacao é valida para n = 0. Supondo 1 < k < n, fixemos #A = n. Pelo
corolario 17, existem A,, , = #'k)' sequéncias de k termos, formadas a partir dos elementos

de A. Por outro lado, ao se permutar os elementos de cada subconjunto de k de A (ao
todo, sdo C,,, subconjuntos), geramos k! sequéncias de k termos (observe que este niimero
contempla todas as sequéncias que podemos formas e todas elas sdo distintas entre si).
Portanto,

n! n!
k!O’n,p = 0 — Omk == m

(n—k)!

Como queriamos mostrar. O
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5 Analise das Questoes Envolvendo Combi-
natéria Apresentadas pelo ENEM 2016
2018.

Neste capitulo apresentaremos as solugoes e uma analise das questoes sobre o tema
Anadlise Combinatéria propostas pelo ENEM—-Exame Nacional do Ensino Médio nos anos
de 2016, 2017 e 2018. Este exame foi instituido em 1998 com o objetivo de avaliar o
desempenho escolar dos estudantes ao término da educacao bésica e é um dos indicadores
utilizados pelos organismos da Educacao Brasileira para a avaliacao da qualidade do ensino

no pais.

ENEM 2016/12 Aplicagao/2° Dia/Caderno Rosa/Questao 152

O ténis é um esporte em que a estratégia de jogo a ser adotada depende, entre
outros fatores, de o adversario ser canhoto ou destro. Um clube tem um grupo de 10
tenistas, sendo que 4 sdo canhotos e 6 sao destros. O técnico do clube deseja realizar uma
partida de exibicao entre dois desses jogadores, porém, nao poderao ser ambos canhotos.

Qual o nﬁmero de possibilidades de escolha dos tenistas para a partida de exibi¢ao?

) 10!
218! 2'><2'

| |
b) & _ é
10'

o

)legl_
d) & +4x4

e) S +6x4

Uma solugao: De acordo com o enunciado da questao, devemos escolher dois tenis-
tas, dentre os dez disponiveis com a Unica restricao de que ambos nao devem ser canhotos.
Desta forma, para se escolher um par de tenistas sendo um canhoto e um destro, ha
6 x 4 = 24 modos de escolha e para um par de tenistas destros, ha 6X5 = 15 modos de
escolha (uma outra forma de escolher dois tenistas destros dentre os seis disponiveis é

diretamente dada por Cgs s = 15 modos). Assim, pelo Principio Aditivo, ha

6 x5
2

+6x4=15+24=239

ou ainda
06724-6)(4: 15+24:39
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modos de escolha dos tenistas atendendo a restricao imposta. [

Em uma anélise superficial das alternativas disponiveis para na questao, nota-se
que aparentemente nenhuma delas se enquadra com o resultado obtido seguindo-se a linha
de raciocinio usado na solucao acima. Neste momento, surge o impasse: ou o discente
duvida da sua solucao ou em uma melhor hipétese, ele verifica se alguma das alternativas
apresentadas, apos serem feitos os devidos calculos, contém embutida a resposta e, por
eliminacao, ele chega a conclusao de que a resposta correta é a alternativa A. Obviamente,
se o aluno enveredar pelo primeiro caminho, havera a natural perda de tempo na conclusao
da solucao da questao, pois o mesmo certamente ird buscar uma outra forma de interpretar

o enunciado da questao e na tentativa de chegada a uma das alternativas apresentadas.

Outra solugao: Se fossemos escolher dois tenistas dentre os dez disponiveis sem ne-

10!
21x 8!

alternativo, nos daria 10 modos de se escolher o primeiro tenista e 9 modos de se escolher o

nhuma restrigao, isto poderia ser feito de Cjg2 = 45 modos (um raciocinio

segundo tenista, o que nos daria como resultado inicial 10 x 9 = 90 duplas. Como a dupla
Rhuiago/Deilson é a mesma dupla Deilson/Rhuiago, entdao estamos contando a mesma
dupla duas vezes de modo que devemos dividir o resultado inicial pelo fator corretivo 2.

Portanto, o ntimero total de duplas que realmente podem ser formadas é 122 = 45 duplas).

2
. . . . N |
De modo similar, para escolher dois tenistas canhotos, podemos fazé-lo de Cy o = % =
4x3 _ 6

modos (raciocinio semelhante ao anterior, nos leva a conclusao alternativa de =3

modos). Logo, pelo Principio da Inclusdo-Exclusio, segue que a resposta serd

10! 4]

Crop = Ca2 = 51 ~ 51 o

=45 -6 = 39.

que é a resposta contida na alternativa A. [J

Nesta questao, claramente o elaborador do problema fez um aceno enfatico ao
questionamento relativo ao conhecimento do aluno acerca do Principio da Inclusao-Exclusao,
o que de forma nenhuma é incoerente. O Principio da Inclusao-Exclusao é uma ferramenta
eficaz de se chegar a resposta de varios problemas. Uma critica pertinente aqui é quanto a
insisténcia do elaborador da questao em induzir o discente a resolver o problema de modo
exclusivo, em detrimento do raciocinio que o aluno pode desenvolver a seu proprio modo.
De uma forma mais clara, é muito mais salutar apresentar nas alternativas, o valor final

da contagem do que da forma que foi apresentada.

Segundo Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2016), é de muito mais valia se prezar
por raciocinios construtivos do que destrutivos (os populares truques) e ainda, quanto mais

simples e objetivo for o método utilizado pelo discente para se solucionar um determinado
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problema, mais se consolida o sua apropriacdo do raciocinio combinatério. Ora, a pelo
o que foi visto na primeira solucao apresentada, o discente poderia resolver o problema
utilizando apenas o Principio Aditivo e o Principio Multiplicativo, sem a necessidade de

que o aluno tenha o conhecimento explicito do que seja um Arranjo ou uma Combinagcao.

Finalmente, deixamos uma reflexao a respeito das alternativas incorretas. Caso
o aluno nao reconheca que o agrupamento formado nao é caracterizado pela ordem dos
seus elementos dentro do agrupamento, isto o levaria a assinalar a alternativa B. Caso o
discente tenha a erronea conclusao de que com os quatro tenistas canhotos s6 se podem
formar duas duplas isto o levaria a marcar a alternativa C. Ja a resposta encontrada na
alternativa D é a que apresenta maior distor¢ao quanto a solu¢ao do problema, pois mesmo
que o discente/candidato confunda as defini¢des de arranjo e combinagdo, a segunda
parcela da soma apresenta um erro mais visivel, uma vez que a mesma deve ser a escolha
de um tenista destro (6 possibilidades) e um tenista canhoto (4 possibilidades). Caso
similar encontramos na alternativa E aonde o discente/candidato terd a obrigacao de
discernir e perceber que a escolha de dois tenistas dentre os seis disponiveis trata-se de

uma combinacao simples e ndao de um arranjo simples sem repeticao.

ENEM 2016/12 Aplicagao/2° dia/Caderno Rosa/Questao 172

Para cadastrar-se em um site, uma pessoa precisa escolher uma senha composta
por quatro caracteres, sendo dois algarismos e duas letras (maitsculas ou mintsculas). As
letras e os algarismos podem estar em qualquer posigdo. Essa pessoa sabe que o alfabeto é
composto por vinte e seis letras e que uma letra maituscula difere da mintscula em uma

senha.
(Disponivel em: www.infowester.com. Acesso em: 14 dez. 2012.)

O numero total de senhas possiveis para o cadastramento nesse site é dado por
a) 10 X 2 x 26 x 2

b) 10? x 522

c) 10? x 522 x &
d) 10? x 26% x =
e) 102 x 522 x ;2

Uma solucgao: Considere o esquema a seguir, que representa a configuracdo da senha que

devera ser criada:
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De acordo com o enunciado da questao, propomos a seguinte sequéncia de decisoes a serem

tomadas:

e D;: Escolha das duas letras: 522 modos (sdo 52 possibilidades para cada uma das
letras). Aqui dever ser observado que no texto o elaborador da questao fez a referéncia
de que hé a distingdo entre as letras maitisculas e mintisculas na senha (p.ex., o

caractere “A” é distinto do caractere “a”);

¢ Dy: Escolha dos dois ntimeros: 10* modos (sdo 10 possibilidades para cada nimero);

e Dj3: Escolha da localizagao das letras e dos niimeros: Deve-se escolher dois lugares
para as letras, o que pode ser feito de Cy 2 modos e, uma vez tendo-se escolhida a
localizagao das letras, ha apenas 1 modo de se colocar os niimeros.

4!
212!

Assim, pelo Principio Multiplicativo, a resposta correta da questao é 10? x 522 x

Que é a resposta encontrada na alternativa E. [J

Nesta questao, notamos que a interpretagao textual é fator determinante para
0 sucesso na solug¢ao da mesma, mais precisamente em dois itens: no discernimento da
natureza do caractere (se maitsculo ou se mintisculo) e na percepg¢ao de que tanto letras
quanto numeros podem ocupar qualquer um dos espagos na configuracao da senha. Isso se
justifica ao analisarmos os distratores propostos na questao. Se nao fossem levados em
consideragao os dois itens de forma simultanea, levaria o candidato a escolha errénea da
alternativa A. Se fosse levado em consideragao o primeiro item e nao o segundo, levaria o
candidato a escolha erronea da alternativa B. Se fosse levado em consideracao o segundo
item e nao o primeiro, levaria o candidato a escolha errénea alternativa D. Finalmente,
observamos que a escolha dos locais destinada as letras, é o mesmo que escolher um
subconjunto de dois elementos dentre todos os subconjuntos deste formato gerados a partir
do conjunto {A, B,C, D} onde A,B,C e D representa cada uma das entradas da senha
na configuracdo acima, ou seja, ¢ a quantidade de combinagoes simples de 4 elementos

tomados 2 a 2.

Observamos também que, dentro do que enseja a BNCC, neste problema espera-se
que o aluno tenha o entendimento (e discernimento) de arranjos simples sem repetigao
de elementos, combinacao simples e também arranjo com repeticao de elementos,
além do proprio Principio Multiplicativo. A critica que fazemos é a de que se deveria levar
em consideragao apenas se o aluno tem um método eficiente de resolver o problema sem
precisar necessariamente saber as féormulas para cada caso particular de agrupamento.

Ora, o aluno tendo em maos o dominio do uso do Principio Multiplicativo e uma boa
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interpretagao textual (que em termos praticos, sao os dois itens realmente importantes), o

mesmo ira encontrar a resposta correta naturalmente, sem grandes dificuldades.

ENEM 2017/12 Aplicagao/2° Dia/Caderno Amarelo/Questiao 140

Uma empresa construird sua pagina na internet e espera atrair um publico de
aproximadamente um milhao de clientes. Para acessar essa pagina, sera necessaria uma
senha com formato a ser definido pela empresa. Existem cinco op¢oes de formato oferecidas
pelo programador, descritas no quadro, em que L e D representam, respectivamente, letra

maiuscula e digito.

op¢ao | formato

I LDDDDD
11 DDDDDD
111 LLDDDD
1A% DDDDD
\Y LLLDD

As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis, bem como os digitos, entre os 10 possiveis,
podem se repetir em qualquer das opgoes. A empresa quer escolher uma opc¢ao de formato
cujo nimero de senhas distintas possiveis seja superior ao nimero esperado de clientes,
mas que esse numero nao seja superior ao dobro do niimero esperado de clientes. A opg¢ao
que mais se adequa as condigoes da empresa é

a) L.

b) II.

c) I11.

d) IV.
e) V.

Uma solucgao: De acordo com o enunciado do problema, o publico esperado é de 1
milhdo de clientes (em notacgao cientifica, 1 x 10°). Assim, devemos saber em qual das
opcoes teremos uma quantidade de senhas Q tal que, 1 x 10 < @ < 2 x 10%. Para isto,

vamos calcular o nimero de senhas possiveis que podem ser formadas em cada formato.

« No formato I, temos 26 possibilidades (letra) para o primeiro caractere, e 10 possi-
bilidades (ntimero) para cada um dos 5 caracteres restantes. Logo, pelo Principio
Multiplicativo, ha Q = 26 x 10° = 2,6 x 10° senhas com este padrao. Como este
numero nao se encontra dentro do intervalo requerido, a alternativa A nao é a

resposta correta desta questao;
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» No formato II, temos 10 possibilidades para cada um dos seis caracteres formadores
da senha, pois cada um deles ¢ um ntimero. Logo, pelo Principio Multiplicativo, ha
Q =1 x 10° senhas com este padrao. Como este ntimero nao se encontra dentro do

intervalo requerido, a alternativa B também nao é a resposta correta desta questao;

» No formato III, temos 26 possibilidades para cada um dos dois primeiros caracteres
e 10 possibilidades para cada um dos caracteres restantes. Logo, pelo Principio
Multiplicativo, hd @ = 262 x 10* = 6,76 x 10° senhas com este padrao. Como este
numero também nao se encontra dentro do intervalo requerido, a alternativa C nao

é a resposta correta desta questao;

« No formato IV, temos 10 possibilidades para cada um dos cinco caracteres formadores
da senha, pois cada um deles ¢ um ntimero. Logo, pelo Principio Multiplicativo, ha
Q =1 x 10° senhas com este padrao. Como este niimero também nao se encontra
dentro do intervalo requerido, a alternativa D também nao ¢é a resposta correta da

questao;

« No formato V, temos 26 possibilidades para cada um dos trés primeiros caracteres
(letras) e 10 possibilidades para os dois caracteres restantes (nimeros). Logo, pelo
Principio Multiplicativo, hd Q = 26% x 10? = 1,7576 x 10° senhas neste padrao.
Observe que esta quantidade () encontrada ¢é a unica que satisfaz a condig¢ao im-
posta pelo elaborador do problema. Logo, a alternativa E, ¢ a solugao correta da

questao. [

Neste problema, o elaborador fez um aceno direto a definicao de arranjo simples
com repeticao. Contudo, foi dada a flexibilidade do discente/candidato usar a ferramenta
que lhe fosse conveniente para solucionar o problema, uma vez que as alternativas nao
apresentam o valor da contagem em no formato de notagao de arranjos, combinagoes e/ou
permutacoes. "B valido ressaltar que nesta questdo houve uma proposta de interdisciplina-
ridade (no tocante a interpretagao textual) e exploragao de outros conteiidos matematicos
(além do contetido de Combinatoria, foram também explorados os contetidos de Notagao

Cientifica e Intervalos).

ENEM 2017/12 Aplicagao/2° Dia/Caderno Amarelo/Questao 141

Como nao sao adeptos da pratica dos esportes, um grupo de amigos resolveu fazer
um torneio de futebol utilizando videogame. Decidiram que cada jogador joga uma tnica
vez com cada um dos outros jogadores. O campeao serda aquele que conseguir o maior
numero de pontos. Observaram que o nimero de partidas jogadas depende do niimero de

jogadores, como mostra o quadro abaixo:
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Quantidade de jogadores |2 |3 4|5 |6 |7
Numero de partidas 113]6]10]15]21

Se a quantidade de jogadores for oito, quantas partidas serao realizadas?
a) 64.
b) 56.
c) 49.
d) 36.
e) 28.

Uma solugao: Para a formacao de uma partida, basta escolher dois jogadores den-
tre os oito disponiveis. Ora, isto pode ser feito de Cg 5 = 28 modos. Portanto, a resposta

correta é a alternativa E. [

Outra solugao: Para a formacao de uma partida, a escolha do primeiro jogador pode
ser feita de 8 modos e a escolha do segundo jogador pode ser feita de 7 modos. Pelo
Principio Multiplicativo, a quantidade de partidas em primeiro plano seria 807 = 56.
Porém, é necessario observar que a partida Federer versus Djokovic, por exemplo, é a
mesma Djokovic versus Federer. Assim, cada partida estd sendo contada duas vezes na
contagem inicial, sendo necessario a divisao desta contagem pelo fator corretivo 2. Assim,
o numero real de partidas sera % = 28 partidas. [

Outra Solugao (alternativa): Mesmo que o argumento a seguir nao tenha a tipici-
dade do raciocinio combinatoério, este nao deixa de ser um método de contagem. Colocando
To =123 =324 = 6,25 = 10,2 = 6 = 15 e x7 = 21 pode-se perceber que estes termos
fazem parte de uma sequéncia que apresenta um padrio especifico': a diferenca entre
quaisquer dois termos consecutivos da sequéncia constitui uma progressao aritmética cuja

razao é 1. De fato,

$3—$2:2
Ty — T3 =3
135—.T4:4
IG—ZE5:5

£L‘7—ZE6:6

A partir desta constatacao, pode-se inferir que xg — x7 =7, donde zg = 7+ 21 = 28. [

1 Sequéncias que possuem este padrao sao denominadas de Progressdes Aritméticas de Segunda Ordem.
Para mais detalhes, consulte Lima (2013)
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Neste problema, pode-se notar a liberdade dada para que o candidato pudesse usar

do raciocinio que lhe fosse conveniente para resolver o problema?.

ENEM 2017/12 Aplicagao/2° Dia/Caderno Amarelo/Questao 149

Um brinquedo infantil caminh&o-cegonha é formado por uma carreta e dez carrinhos

nela transportados.

000000
000000

000000
O 00—~

No setor de producao da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita a pintura de
todos os carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. Sao utilizadas as
cores amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho é pintado apenas com uma cor.
O caminhao-cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou que em todo caminhao
cegonha deve haver pelo menos um carrinho de cada uma das quatro cores disponiveis.
Mudanca de posi¢ao dos carrinhos no caminhao-cegonha nao gera um novo modelo do

brinquedo.

Com base nessas informagoes, quantos sao os modelos distintos do brinquedo

caminhao-cegonha que essa empresa podera produzir?

Uma Solugao: Embora, em um primeiro momento se pense que a resposta seja Cio,
neste caso deve-se resistir a este erroneo raciocinio, pois este niimero conta quantas sao as
escolhas de 4 carrinhos dentre os 10 disponiveis o que nao responde a indagacao feita, que
é saber de quantas formas se pode pintar os carrinhos com as cores dadas, sendo que deve

haver pelo menos um carro de cada cor no brinquedo.

Para isto, sejam a, b, | e v respectivamente a quantidade de carros de cores amarela,

2 Este problema também poderia ser resolvido fazendo uso da funcdo quadrética. Para maiores detalhes,

consulte Lima (2013).
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branca, laranja e verde. De acordo com o enunciado do problema devemos ter

a+b+l+v=10 com a,b,l,v>0.

Na equacao acima, ha a possibilidade de solucoes inteiras nao-negativas. Como deve-
mos ter pelo menos um exemplar de cada cor, deve-se devemos impor que o', b, I’ e v/, tais
quead =a+ 1,0 =b+1,I'=14+1ev =v+1, de modo que a quantidade de solugoes
da nova equagao que sera encontrada satisfaca as condigoes do problema. Desta forma, a

equacao anterior, toma a seguinte forma
a+V+1+0 =6

donde se chega ao resultado P96 - Cy 3. Portanto a resposta correta, é a alternativa
B. O

Este tipo de problema é considerado atipico em termos de ENEM com nivel de
dificuldade mais elevado pois ha a necessidade de que o aluno tenha um bom dominio
do Principio Multiplicativo e também saiba de cor a defini¢ao, a distin¢ao e a contagem
dos agrupamentos estudados no Ensino Bésico e além disto, que ele tenha um conheci-
mento mais apurado de certas ferramentas especificas de contagem (no caso em tela, as
Permutagdes com elementos repetidos e/ou as Combinagoes Completas), bem como de

suas aplicagoes.

Observamos também que dificilmente um aluno que nao tido a oportunidade de
resolver um problema similar a este logre éxito na solugao do mesmo. Isto nos leva
a conjecturar que em alguns momentos, a especificidade e particularidade estao sendo

colocadas em maior destaque ante as situacoes mais gerais.

Destacamos também que boa parte dos livros didaticos de Matematica disponibili-
zados pelo Plano Nacional do Livro Didatico (PNDL) ou nao contemplam a definigao e
nem contagem do nimero de Combinagdes Completa, ou nao fazem a alusao de que um
problema deste tipo pode ser resolvido aplicando corretamente a técnica de contagem por
meio das Permutagoes Repetidas ou pelo Principio Multiplicativo. No segundo caso, além
da exposicao feita no livro didatico, serd necessario um dominio de contetido consistente

por parte do professor.
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O comité organizador da Copa do Mundo 2014 criou a logomarca, composta de

uma figura plana e o slogan “Juntos num sé ritmo”, com maos que se unem formando a
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taca Fifa. Considere que o comité organizador resolvesse utilizar todas as cores da bandeira
nacional (verde, amarelo, azul e branco) para colorir a logomarca de forma que regioes

vizinhas tenham cores diferentes.

De quantas maneiras diferentes o comité organizador da Copa poderia pintar a

logomarca com as cores citadas?

JUNTOS NUM SO RITMO

Disponivel em: www.pt fifa.com. Acesso em: 19 nov. 2013 (adaptado).

Uma solugao: A dificuldade que esta problema apresenta é a de a restricdo impli-
cita quanto a pintura da figura dada, a qual é a escolha da primeira regiao a ser colorida

(e que serd a primeira decisao a ser tomada para resolu¢ao do problema).

A primeira regiao a ser colorida deve ser a central, onde para esta decisao temos 4
maneiras de escolha. Para a escolha da cor das regides adjacentes a regidao central, temos 3
maneiras de escolha para cada uma, totalizando 3% maneiras e para as regides restantes
ha 3% maneiras de escolha. Assim, pelo Principio Multiplicativo, ha 4 x 3% x 32 = 972

maneiras de se colorir a logomarca. Assim a resposta correta é a alternativa E. [

Este problema, ao contrario do anterior, traz uma situacao geral que pode ser
resolvida apenas com o desenvolvimento de um raciocinio combinatério correto, sem a

necessidade de uso de férmulas e/ou contagens especificas.
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Torneios de ténis, em geral, sao disputados em sistema de eliminatoria simples.
Nesse sistema, sao disputadas partidas entre dois competidores, com a eliminacao do
perdedor e promocao do vencedor para a fase seguinte. Dessa forma, se na primeira fase
o torneio conta com 2n competidores, entao na segunda fase restardao n competidores, e

assim sucessivamente até a partida final.
Em torneio de ténis, disputado nesse sistema, participam 128 tenistas.

Para se definir o campeao desse torneio, o nimero de partidas necessarias é dado
por
a) 2 x 128
b)64+4+32+16+8+4+2
c) 1284+ 64+32+16+8+4+2+1
d) 128 +64+32+16+8+4+2
€) 64+32+16+8+4+2+1

Uma solugao: A primeira rodada sera composta por 64 partidas, ja que sao 128 ti-
mes e cada partida serda formada por dois deles. Dai, os 64 perdedores serao eliminados,

restando 64 times. Seguindo o mesmo raciocinio, a segunda rodada serd composta por

64

5 = 32 partidas, donde 32 times (perdedores) serdo eliminados. Na terceira rodada, serdo

% = 16 jogos, na quarta rodada serao % = 8 partidas, na quinta rodada, % = 4 partidas,
2

na sexta rodada % = 2 partidas e na sexta e tultima rodada, 5 = 1 partida. Logo, pelo
Principio Aditivo, o niimero de partidas serao 64432+ 16+ 8+4+ 2+ 1 partidas. Portanto,

a resposta correta é a alternativa E. [

Similar ao problema anterior, temos aqui uma situagao geral aonde o aluno tem a
possibilidade de resolver o problema desenvolvendo o seu raciocinio combinatoério baseado
nos principios gerais da Anélise Combinatoéria sem a utilizacdo de métodos de contagem

especiificos e/ou uso de féormulas.
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O Salao do Automovel de Sao Paulo é um evento no qual varios fabricantes expoem
seus modelos mais recentes de veiculos, mostrando, principalmente, suas inovacoes em

design e tecnologia.

Disponivel em: http://gl.globo.com. Acesso em: 4 de fev.2015 (adaptado)

Uma montadora pretende participar desse evento com dois estandes, um na entrada
e outro na regiao central do salao, expondo, em cada um deles, um carro compacto e uma

caminhonete. Para compor os estandes, foram disponibilizados pela montadora quatro
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carros compactos, de modelos distintos, e seis caminhonetes de diferentes cores para serem
escolhidos aqueles que serao expostos. A posicao dos carros dentro de cada estande é

irrelevante.

Uma expressao que fornece a quantidade de maneiras diferentes que os estandes
podem ser compostos é
a) A10,4
b) Cioa
c) Cya X Cga X 2x2
d) Ago x Aga X 2 x 2
e) C'4,2 X 06,2

Uma solugao: A escolha dos carros compactos pode ser feita de Cy» modos (ou, pelo

Principio Multiplicativo), de 43

2
(ou, de % = 15 modos, pelo Principio Multiplicativo). Uma vez escolhidos os carros

compactos, digamos carro A e carro B, e, as caminhonetes, digamos a caminhonete preta

= 6 modos) e a escolha das caminhonetes de Cg 2 modos

e a caminhonete branca (segundo o enunciado do problema, as caminhonetes sdo de
cores distintas) deve-se atentar que os lugares aonde os mesmos serdo expostos também
sao distintos, portanto ha 2 modos de apresentacao tanto para os carros quanto para
as caminhonetes, e aqui, faca-se a referéncia de que os estandes sao distintos, porém
o modo de apresentacao dos carros dentro do estande é irrelevante, de acordo com o
enunciado. Portanto, pelo Principio Multiplicativo, a quantidade de maneiras diferentes

que os estandes podem ser compostos, é
0472 X 06,2 X 2 X 2,

que é a resposta encontrada na alternativa C. [

Este problema apresenta uma situacao geral bem elaborada, contextualizada, a qual
necessita de um raciocinio combinatorio bem desenvolvido, além da interpretagdo textual,
por parte do candidato para a solucdo do mesmo. Embora a BNCC traga como objetivo
a aquisicao da habilidade do dominio e distingao dos principais tipos de agrupamentos
basicos por parte do estudante, chamamos a atencao para a importancia dada a esta
habilidade especifica (as respostas sugeridas nas alternativas entdo sob forma de notagao
da contagem destes agrupamentos) em detrimento do raciocinio combinatério mais geral,
uma vez que o problema poderia ser resolvido com o devido uso dos Principios Aditivo e

Multiplicativo.
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Consideracoes Finais

A adaptagdo a uma nova perspectiva, por diversas vezes, nao é tarefa facil. A
elaboracao e implementacao desta nova proposta de documento normativo para guiar a
construcao do conhecimento do individuo no Ensino Basico trard novos desafios que se
juntarao aos pré-existentes e que precisarao ser discutidos no sentido da minimizacao dos

eventuais prejuizos que esta mudanca ocasionalmente podera trazer.

Simultaneamente a isto, pudemos perceber ainda a necessidade do prosseguimento
da discussao acerca do ensino de Matematica, em particular da Analise Combinatéria. Ha
um longo caminho a ser percorrido, varias barreiras e dificuldades a serem enfrentadas e
superadas para que a aprendizagem significativa deste (agora) objeto de conhecimento
venha a se concretizar em nossas salas de aula. Pesquisas e estudos nesta area devem ter
o devido prosseguimento, de modo que novos métodos possam ser estabelecidos e novas
ferramentas sejam desenvolvidas para colaborarem para a efetiva aprendizagem de Anélise

Combinatoria, sem deixar de lado a devida fundamentagao matematica na obtencao destas.

Consonante a isto, precisa-se também rever o que realmente deve-se avaliar e
esperar do individuo ao terminar a sua jornada no Ensino Béasico. Como foi visto, por
vezes o principal instrumento avaliador (e quantificador) do ensino brasileiro preza o
conhecimento especifico (em geral, absorvido de modo tecnicista) em detrimento ao
raciocinio combinatério desenvolvido de forma individual baseado em principios gerais.
Este ponto precisa ser tema de discussdes construtivas para que o processo de ensino-

aprendizagem seja algo vinculado ao caminho do conhecimento libertario e nao o contrario.

Finalmente, esperamos que este trabalho possa contribuir de forma positiva, agre-
gando conhecimento e trazendo novas perspectivas de discussao e pensamento no intuito

de contribuir com o desenvolvimento e evolucao da Educacgao Brasileira.
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