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Resumo

Nestaultima década, ocorreu um aumento aetl na produgo de materiais audiovisu-
ais (documerdtrios, animages, filmes e curtas) relacionados com Md&tdoa e Estastica.
Com o objetivo de potencializar o escopoatido para @&m da simples exibép, um grupo
de professores, alunos de grackme @s-graduago tem catalogado osdeos dispotveis e
elaborado material de apoio no formato de roteiros pelo projeto Cineclube de Matm
Estatstica da Universidade Federal Fluminense. Esta dis§ertegntribui, eréio, para esse
projeto oferecendo dois roteiros detalhados para uso em sala de alitdede kelacionados
com as teraticas de dimer# e geometriasao euclidianas: “Planahdia: O Filme” e “Pla-
nolandi&: Esferoindia”. Cada roteiro inclui, entréavias informagdes, indicades de objetivos
de aprendizagem que, em nossa dmnipodem ser alcancados por intedio do vdeo e,
tamkEm, uma proposta de quéss que podem ser trabalhadas imediatameris agxibi@o
de cada ideo. Mais do que um texto definitivo, espera-se que os roteiros sirvam como ponto
de partida para que o professor faca addjga@ modificales de acordo com as necessidades
e caractdsticas de sua turma. Nosso trabalho apresentaganaiguns recortesdeicos que
procuram fornecer perspectivas diferentes sobre o papel da narsabimd€lling) na sociedade
humana. O objetivé tentar enquadrar os motivos pelos quais lde® (uma forma poderosa
de narrativa que une imagem e som) se constitui em um instrumerdiicdighara o0 ensino e
a aprendizagem da Matéxtica e da Estédtica.

Palavras-chave: ensino e aprendizagem de Matieene Estastica, uso de eos em sala
de aula, narrativastorytelling, geometria, dimeiss.



Abstract

In the last decade, there has been a remarkable increase in the production of audiovisual
materials (documentaries, animations, films and short films) related to Mathematics and Statis-
tics. With the aim of potentializing the didactic scope beyond the simple exhibition, a group of
professors, undergraduate, and graduate students has cataloged the available videos and elab-
orated support material in the format of guidelines by the Film Society of Mathematics and
Statistics Project of the Fluminense Federal University. This dissertation contributes to this
project by offering two detailed guidelines for classroom use of videos related to the themes
of dimensions and non-euclidean geometries in Mathematics: “Flatland: The Movie” and
“Flatlanc®: Sphereland”. Each guideline includes, among various information, indications of
learning objectives that, in our opinion, can be achieved through the video and, also, suggestions
of questions that can be worked out immediately after each video is exhibited. More than
a definitive text, it is expected that the guideline serves as a starting point for the teacher to
make adaptations and modifications according to the needs and characteristics of his/her class.
Our work also presents some theoretical highlights that seek to provide different perspectives
on the role of narrative (storytelling) in human society. The goal is to try to frame the reasons
why a video (a powerful form of narrative that unites image and sound) constitutes a didactic
instrument for the teaching and learning of Mathematics and Statistics.

Keywords: teaching and learning of Mathematics and Statistics, use of videos in the class-
room, narrative, storytelling, dimensions, non-euclidean geometries.
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1 Introducao

1.1 Nossa proposta

Nestalltima década ocorreu um aumento aeél na produgo de materiais audiovisuais
(documerdrios, animages, filmes, curtas) relacionados com Maiioa e Estastica: videos
da TV Escola do Minigtrio da Educa®o; documeritrios da BBC (British Broadcasting Corpo-
ration) e PBS (Public Broadcasting Service); édiss da érie “Istoé Matenatica” apresentada
por Rogerio Martins; o canal “Numberphile” no YouTube com suporte do MSRI (Mathemati-
cal Sciences Research Institute)deos educacionais TED-Ed; curtas dasies “Dimensi-
ons” e “CHAOS” idealizadas e produzidas ptienne Ghyz e colaboradores; alguiigaos de
“Os Simpsons”; apenas para mencionar alguns (Figura 1.1).

VIDEOMAT
FESTIVAL .-

Lk TR 9® <

polemdtes  LUNICAMP

ensions
e pr miathEnat ue. .

TALKS

- A b o 8
9 : MATEMATICA
i "-’.'." e &) Springer X E I

IDEASY/OHTISPREADING

Figural.1l: Algumas iniciativas na prodag de materiais audiovisuais relacionados com Ma-
tematica e Estastica.

Nesse contexto, com o objetivo de potencializar o escopatida para &m da simples
exibicAo coménfase nos aspectos matinos e estaticos, um grupo de professores, alunos
de gradua@o e s-graduago tem catalogado algun&ieos dispoiveis e elaborado material de
apoio no formato de roteiros pelo projeto Cineclube de Mat@a e Estastica da Universidade
Federal Fluminense. Cada roteg&alividido nas seguintes <&gs:

e Ficha catalografica: faixa de classificaép efiria; idioma dcaudio e das legendastulo
original; ggénero; durago; produtora e ano de prodig; Hpicos materaticos abordados;
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nivel escolar sugerido; interdisciplinaridade; marcadores; campits e habilidades do
ENEM em Matenatica e Suas Tecnologias.

e Imagens selecionadas: seis imagens que permitem ao professor, visualmente, ter uma
ideia do estilo do \deo e, tambm, de seu contelo.

e Sinopse: uma breve descéig do contado do vdeo senspoilers(istoe, sem informages
gue poderiam estragar a apreéaglo \ideo).

e Orientacbes metodaobgicas gerais: uma lista de recomendas metoddlgicas para
a condu@o da atividade em sala de aula.

e Alguns objetivos com o0s quais esseideo pode ser usado: um pagrafo indicando
alguns objetivos de aprendizagem que, em nossaampipodem ser alcangados por in-
termédio do vdeo.

e Sensibiliza@o: um texto e uma ou duas imagens que podem ser usadas para confeccionar
um cartaz de divulgap do vdeo na escola.

e Sugesbes de quedies gerais: uma proposta de guiEs que podem ser trabalhadas
imediatamente ds a exibi@o do vdeo.

e Sugesbes de quedies espéificas: uma proposta de quéss que para serem respondi-
das, se faz necemso que trechos espiicos do Wdeo sejam revisitados (os tempos dos
trechos 8o indicados no roteiro).

e Observages para o professar orienta@es diditicas, desdobramentos, curiosidades,
materiais suplementares relacionados cordew.

e Outras informacdes: bibliografia, agradecimentoséditos.

Cabe ressaltar que, mais do que um texto definitivo, espera-se que 0s roteiros sirvam como
ponto de partida para que o professor faca adaptae modificalies de acordo com as neces-
sidades e caractsticas de sua turma.

1.2 Videos em sala de aula

O uso de Wdeos em sala de aul@aoé uma novidade.alnaépoca dos antigos videocassetes
a quesio era consideralfh Moran (1995), por exemploajapontava para os usos inadequados,
observades estas que continuam ainddidas nos dias de hoje condeoson-line, em DVD
ou blu-ray e em formatcstreaming:
¢ Vvideo tapa-buraco colocar vdeo quando & um problema inesperado, como @osa
do professor;
¢ Vvideo enrola@o: exibir um vdeo sem muita liga&po com a madria;

[alAinda que, nest&poca, existisse relativamente pouco material disgbpara sarea de Matedtica.
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¢ Vvideo deslumbramento: o professor que acaba de descobrir o usoideovcostuma
empolgar-se e passaideo em todas as aulas, esquecendo-se outrasias por vezes
mais pertinentes;

e video perfei@@o: existem professores que questionam todosdsog posseis porque
possuem falhas de infornmg ou defeitos esticos; ro obstante, ositleos que apresen-
tam conceitos probleaticos podem ainda ser usados para, junto com os alunos, descobrir
e analisar os erros existentes;

e sO video: raoé didaticamente satisfaio exibir o ideo sem discuti-lo, sem integto
com o assunto da aula, sem reproduzir trechos com momentos mais importantes.

Outra refeéncia chssica d&poca dos videocassete§erés (1996). Neste livro, o autor:

e propde uma sistematizago para o uso dicatico de videos: videolicao, videoapoio,
videoprocesso, programa motivador, programa monoconceitdal interativo;

e estabelece criérios para a utlizaggo didatica do video: mudanga de estruturas pe-
daghgicas, o papel do professor, a forrdagdo professor frente a este tipo dédia,

a rela@o didatica do ¥deo com outras idias, etc.;

e categoriza as diversas funges do ¥deo no ensino:funcao formativa/videodocumento,
funcao motivadora/videoanimag, fun@o expressiva/criatividade e videoarte, faoc
avaliadora/videoespelho, fulig investigativa, furio ludica/ ideo como brinquedo, fun-
cao metalingistica, combina&o e interago das funges previamente citadas;

e da sugesbes piaticas e ecnicas para a exibigo do video: preparago antecipada do
local, disposigo dos alunos de acordo com o tamanho da tela do televisor, problemas
tecnicos frequentes;

e sugere abordagens peddgyicas as a exibi@o do video: comunicago esporénea
dos alunos, refléo ciitica, pesquisa final e recapitulag; nuvem de palavras, entrevista
com um especialista, graviag de pesquisa de opéa fublica, manipulago de objetos,
palavras-chave, resumo objetivo, recontar abhigtem grupo, desenho livre, desenho
em quadrinhos, escrever uma carta, comudioagn duplas, interpelag em duplas, ex-
pres§o corporal, cartazes e trabalhos em grupo, fotografia do ambiente, efabdeac
um doss2, tribunal e julgamento, criag de um mural, realizag de uma colagem, Phil-
lips 66, primeira exibigo muda (sem som), interruiog da exibigo, exibi@o invertida;

e sugere \arias pautas para avaliagio do video sob o ponto de vista diético: tema, ob-
jetivos, formula@o didatica, estrutura, roteiro didico, formula@o audiovisual, imagem
como valor &cnico, faixa sonora como vald@dnico, interago dos elementos.

Desde er#o, \arios trabalhos sobrddeos no contexto escol@m sido produzidos. Para
o leitor interessado, indicamos: Polster e Ross (2012), Sklar e Sklar (2012), Machado e Mendes
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(2013),Napolitano (2003, 2015), Maz (2015), Pellicer (2015), Reiser (2015), Santos (2015),
Bulman (2017). Indicamos taréin quatro pginasWEB especializadas na Matética dos
filmes: Mathematics in Movieq <http://bit.ly/20uJOUU>} mantida por Oliver Knill, do De-
partamento de Mateatica da Universidade de Harvard (nos EUMatenaticas en El Cine

y en Las Series de T.\khttp:/bit.ly/2yPI8Aa>), mantida por Jas Mafa Sorando Muas

(na Espanha)MMDB-The Mathematical Movie Databage https://bit.ly/2HurRY8>) man-

tida por Burkard Polster (Monash University) e Marty Ross na Alistre Mathematical Fic-

tion <https://bit.ly/1kcpcAR>mantida por Alex Kasman (College of Charleston) nos Estados
Unidos.

Entre as iniciativas governamentais do uso iiess em sala de aula, destacamos o projeto
“O Cinema VaiA Escola — O Uso da Linguagem Cinematafiga na Educap” da Funda@o
para o Desenvolvimento da Eduéacdo Estado de& Paulo. De acordo comsite oficial
(<http://bit.ly/20nYXqT>), o projeto procura subsidiar a redéhtica de ensino com mate-
riais, equipamentos e acervos d@idos, fornecendas escolas de Ensinoédio um conjunto
de filmes de diferentes categorias &ngros, em DVD, acompanhado de materiais de apoio
a piatica pedaggica. Os Weos &0 principalmente prodées cinemato@ficas do circuito co-
mercial e os materiais de apoio incluem roteiros no formato REEtp://bit.ly/2F3hPMu}
e, tami@&m, Mdeos tratando do universo doslgos (<http://bit.ly/200rDA8>). Nao obstante,
observamos que, neste projeto, temas relacionados com a Meteesdio ausentes.

Por fim, registramos que o Whittier College nos Estados Unidos oferece uma disciplina
de graduago, NTD 231 -Numb3rs in Lett3rs & Filmsque explora a con@o entre a Ma-
tematica e as Artes criativas escritas/teatrais. Segundoatogat da instituigo (<https://goo.
gl/j5wtX4>), nessa disciplina, os alunos leem &og assistem a filmes nos quais 0s conceitos
matenaticos fornecem a estrutura ou desempenham um papel central na peca criativa. Os alunos
tamkem estudam ogHpicos materaticos relacionados a esses trabalhos para entender melhor
a inten@o do autor. Detalhes da iniciativa podem ser encontrados no artigodDh&liozek
(2015).

1.3 Concep@o e divisao deste trabalho

Estetexto esh dividido da seguinte maneira: no Gao 2 descrevemos algumas perspec-
tivas relacionadas com o conceito de narratstarftelling) na intengo de tentar enquadrar
0s motivos pelos quais umdeo (uma forma poderosa de narrativa que une imagem e som) se
constitui em um instrumento dadico para o ensino e a aprendizagem da Matara. Os ro-
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teirosde dois ¥deos (nos moldes descritos nad@eanterior) 80 apresentados nos Gaos 3
e 4. Experéncias de uso dosdeos e dos roteiros junto com algumas consid@aginais &o
o tema do Cajpulo 5.

Os Cajptulos 1, 2 e parte do 5 foram redigidos de forma conjunta a partir de &dosn
realizados pelos mestrandos que trabalharam com a mesma metodologia acerca diiaso did
de videos: Ande de Carvalho Rapozo, Fabiana Silva de Miranda, Hamanda de Aguiar Pereira,
Karla Waack Nogueira, Keyla Lins Bruck Thedin, Luis Edmundo Carlos Pinto Dantas, Oswaldo
dos Santos Azeredo Coutinho e Rodrigo Pessanha da Cunha. d@ap, 4 e parte do B
reda@o individual: mestrandos diferentes trabalharam com assuntos diferentes (Probabilidade
e Estaitstica, Nuimeros e Medidas, Linguagem égica Matenatica, Fractais e Caos, etc.).

Dado que se pretende divulgar cada roteiro produzido erblagpara um melhor alcance
na comunidade de professores, a formabage um cajpulo com roteircé diferente, justamente
para facilitar esse processo: as figurae g0 numeradas,ghuma bibliografia espéa para
o roteiro, trechos de obser@s para o professor podem eventualmente serem reaproveitadas
em outros roteiros com alguma tatica comum.

Por fim, indicamos que as respostas das @esgpropostas nos roteiros podem ser obtidas
mediante solicita@o para o e-makamec7a@gmail.com>
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2 Narrativas: Um Panorama

Nestecagtulo, apresentamos alguns recortes que procuram fornecer perspectivas diferentes
sobre o papel da narrativatérytelling) na sociedade humana. O objet@/tentar enquadrar
0s motivos pelos quais umdeo (uma forma poderosa de narrativa que une imagem e som) se
constitui em um instrumento ditico para o ensino e a aprendizagem da Matara. Como
aponta Gottschall (20133torytellingé como gravidade: ekesta forca poderosa e abrangente
gue permeia nossas vidas e que acabamosjugperceber por estarm@sothabituados com ela.
Videos (tema de nosso trabalho), quadrinhos, contos, piadabofas (incluindo as religiosas),
novelas, misicas, pecas de teatroideo gamesao, todos, formas de narrativa que nos cercam
e nos ensinam.

2.1 Narrativas e A Historia da Humanidade: Harari

Harariem seu livro “Sapiens: Uma Breve Hisia da Humanidade” coloca o papel impor-
tante que a narrativa teve na evd@ochisbrica dos seres humanos. De acordo com o autor,
foi 0 surgimento da ficgo que permitiu a cooperag humana em grande escala: um grande
numero de estranho® pode cooperar de maneira eficaz se acreditar nos mesmos mitos, ou
seja, hisbrias que existem na imagirég coletiva das pessoas. Formigas e abelhasaamplo-
dem trabalhar juntas em grandésmweros, mas elas o fazem de uma maneira um tagitter e
apenas com parentesogimos. As religbes, as ndies, o dinheiro, as leis, as culturas e as mar-
cas §0 apenas alguns exemplos de realidades imaginadas que foramidasstriortalecidas
baseadas em mitos partilhados. Uma realidade imagirémi@ mma mentira. Pelo coittio, &
algo em que muitos acreditam e por ess@oaexerce inflancia sobre o mundo, molda com-
portamentos e preféncias. A imensa diversidade de realidades imaginadas qsapns
inventaram e a diversidade resultante de peside comportament@s os principais compo-
nentes do que chamamos “culturas”. A partir da Rev@duCognitivé!, as narrativas hiéticas

lBlsugimento de novas formas de pensar e se comunicar, ocorrida entre 70 e 30 mil asoguampode ter
sido causada por mutaes gesticas acidentais que mudaram as c@esxnternas dosapiens, possibilitando que
pensassem de uma maneira sem precedentes e se comunicassem usando um tipo de linguagem totalmente novo.
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substituemas narrativas bidlgicas como nosso principal meio de explicar o desenvolvimento
doHomo sapiens.

Uma breve

histéria da

humanidade
)

Saplens

Yuval Noah Harari

P

Figura2.1: Capa do livro de Harari (2015).

2.2 Narrativas e A Neurociéncia: Zak

Umaoutra explicago para a afinidade humana catorytellingse ca no campo da neu-
rociéncia com a subahcia oxitocin®! (um tipo de horndnio). Um dos principais pesqui-
sadores destareaé o neurocientista americano Paul J. Zak, fundador do campo de estudo
“neuroeconomia”.

O estudo do Dr. Zak busca entender um pouco mais sobre os efeitos da oxitocina. O que
se sabia deste hodmio & que ele induzia as conti@&s no parto e a prodag de leite na
amamenta@o, aém de ser liberado por ambos os sexos durante o ato sexual. Mas as perguntas
que ele se fez foram: “Por que os homens tamia produziam?”e “Qual era exatamente a sua
importncia?”. Sua busca por respostas resultaram no livro “Abdh da Moralidade: As Sur-
preendentes Descobertas sobre A Sarisa que Desperta O Melhor end$!. Ele tamigm tem
divulgado seu trabalho por meio de palestras, commweo/TED “Confianca, Moralidade — e
Oxitocina” (<https://goo.gl/PmzKve).

[l Algunsautores escrevem ocitocina no lugar de oxitocina.
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"1 MOLECULA
DA MORALIDADE

A§ SURPREENDENTES DESCOBERTAS . SOBREA

SUBSTANCIA QUE DESPERTAD . MELHOR EM NGS

Paul 2ak:__ Confianga, moralidade — e ocitocina
< :PAUL ZAK ' - I e i e W 0

Figura2.2: Zak, seu livro e sua palestra TED sobre a oxitocina (2011).

O laborabrio de Paul Zak foi o primeiro a descobrir que a oxitocina neura@aé sinteti-
zada no érebro humano e que essa Bmlla motiva a reciprocidade, igpmesmo sem contato
visual, face a face, o hor@nio da oxitocina parece sinalizar que o ow#rfamiliar e confavel.
Esse pequeno pégio sintetizado no hipélamo dos erebros dos maiferos pode ser iden-
tificado por meio das alter@ges no exame de sangue que refletem as aftesaga produio
cerebral.

Em seu trabalho “Why Inspiring Stories Make Us React: The Neuroscience of Ndrrative
(“Por que Hisbrias Inspiradoras Nos Fazem Reagir: A Neugacia da Narrativa”, trad@p
nossa) de 2015, Zak fez experimentos para verificar como o tipo de narrativa delemn v
se correlaciona com a libef@g de oxitocina e como a libef@g de oxitocina se correlaciona
com o grau de ate@p de um indiiduo. A medi@o do nvel de oxitocina foi feita por uma
afericdo indireta a cada nékimo de segundo via eletrocardiograma no nervo vago (descobriu-
se que esse nervo asepleto de receptores de oxitocina). @eh de atengo foi medido pela
acelerago do batimento cardco e pelo suor proveniente dégtiulasgcrinas na pele. Gigeo
exibido contava uma higtia com arco dra@tico envolvente: um pai que aparecia falando de
seu filho Ben com &ncer terminal e a sua tentativa de superar seus medos e foestizera
conseguir conectar-se ao seu filho e desfrutar de sua companhia pelos meses que ainda tinha.
O experimento verificou que a prod@g;de oxitocina e a ateag esho correlacionadas com
o grau de dramaticidade. Ao longo dos cem segundosiadiEoy observou-se que dvel de
aten@o aumentava e dimiii, com o €rebro ficando atenta hisbria para, em seguida, fazer
uma @épida pesquisa do restante do ambiente €aemeorientar para a hisia a medida que
a ten§io aumentava. O pico de resposta da @erarorreu no @nax do vdeo, quando o pai
de Ben revela que seu filho agnhorrendo.

Paul Zak (2015) conclui: “Narrativas que nos levam a prestar ateagamem nos en-
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volvem emocionalmenteas as higirias que nos movem para adgag Istoé o que um bom
documendrio faz.” (tradu@o nossa). Assim, segundo o pesquisador, as narrativas convincentes
causam liberago de oxitocina e, portanto, eld@sm o poder de afetar nossas atitudes, crencas e
comportamentos.

2.3 Narrativas, Matematica e A Lingua Materna: Machado

Em sua palestra intitulada “A Narrativa em Matatica”, proferida na VIl Semana da Ma-
tematica / | Bienal de Mate#tica da Universidade Federal Fluminense em 2016, o educador
Nilson Jog& Machado analisa as correl@gs entre a ingua Materna (o Portu@s, em nosso
caso) e a Mateatica, mostrando como uma faz uso da outra a todo momento e o papel das
narrativas neste processo. NO que se segue, nessa spresentaremos algumas ideias apre-
sentadas pelo autor nessa palestra.

Machado inicia observando que inforndas soltas, em geral, perdem o seu valor, en-
guanto narrativas encadeiam inforrag e criam elos cognitivos que constroem os significados
mais marcantes, estabelecendo assim o conhecimento. Segundo Machadda eotrexXco-
nhecimento” e “narrativaé fio profunda que ambas as palavéas um Exico comumgnarus
(em Latim).

A ideia de narrativa, destaca Machado, surge dtodo entre as ideias de cadeia e de rede.
Na rede, tudo eétligado, articulado. O encadeameata ideia cartesiana que segue uma linha:
“se isso, erdo aquilo”. Atualmente, continua o autor, as pessoas tendem a dizer que as ideias
cartesianasa® ultrapassadas e que tudcaestn rede, p@m temos que pensar qué ahesmo
para falar precisamos de um encadeamento de ideias; dagontfo formamos sequer uma
frase. Quem conta uma hisia, encadeia, pois toda narrat&aim encadeamento.

Machado, em seguida, estabelece quemhecimento explito € aquele que, quando per-
guntados a respeito, respondemos imediatamente. Este tipo de conhecimento, acrescenta o edu-
cador, representa uma parte muito pequena de todo o conhecimento que adquirimos na vida.
A maior parte de tudo o que sabem@®ortonseguimos expressar claramente eéesigonhe-
cimento &cito. A narrativa combina os dois tipos de conhecimentdacitd (que ele chama
de “recheio da hiétrria”) e o expicito (queé a “moral da higiria”). Machado prossegue:

a informa@o sem narrativa se perdegcomo se fosse uma cena isolada e infoleagsoladas
de nada valem. O quéin vira uma higiria para contar, morreE preciso “linkar” as coisas,
criar um roteiro, para que elas (as inforrdag) permanecam na méra.

Machado destaca, &, a imporancia das méfforas na constr@p do significado: quando
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encontramosalgo que explica&o bem o que queremos, as coisas tornam-se claras de modo que
nao precisamos defini-las. De acordo com o pesquisadagiios tipos de narrativas: tanas

(que %0 as mais simples e polarizadas entre o0 “bem” e 0 “mal”), quaties(que 3o as que

tém dois eixos) e as muléifias (mais complexas, sem defimicexpicita de bem e mal, e que

sS40 mais parecidas com a realidade).

Machado apresenta, na séquia, \arios indcios de um “paralelismo” entre a Matatica
e 0s Contos de Fadas erimnua Materna.

e Contos de Fada$s, em geral, biarios, istog, polarizados (o “bem” contra o “mal”); em Ma-
tematica, & taml&m uma polarizao: ou uma sentenca matatica fechad& “verdadeira”
ou elaé “falsa”.

e A palavra “contar” tem, por um lado, na Matétita, a nogo de “enumerar” e, por outro, em
Portuges, ela traz a ideia de “narrar” (entre outros significados).

e Os Contos de Fadas comecam com “Era uma vez ...” e terminam com “E foram felizes
para sempre!”; em Mateatica, as demonstraes comecam com “Seja ...” e terminam com
“Como queramos demonstrar!”.

e A Matematica, assim como os Contos de Fadas, fazem forte uso de élestr&pr exemplo,
nao existem unigrnios nem @rculos no mundo real (amboaa objetos abstratos). Contudo,
frequentemente, a abstéana Materaticaé vista como algo muito complicado, enquanto
gue, nos Contos de Fadas, elaceita de forma mais natural.

¢ Os significados, tanto na Matética, como nos Contos de Fadas, devem passar por narrativas
coerentese preciso contar bem a hista, mesmo sendo ela uma demonsitagom comeco,
meio e fim.

Existem ainda outros aspectos comuns, complementa Machado: o tempo que tem que ser
presente na hiétia, mas que serve a qualquer tempo ou em quakp@ra; a micromotivap
que gera a macromotivag; a herme@utica que &o exclui a interpreté@p aberta; o gegrico
que trata do particular.

Por fim, Machado cita o filsofo brifinico Bertrand Russell, ao colocar que o papel principal
do professog evitar duas coisas na mente dos alunos: a primawaasnarrativas urarias,
aguelas nas quais se acredita que haja uniea verdade e quead origem a dogmatismos e
fanatismos; a segundasamarrativas birérias, que levam aos extremismos @mrmpermitirem
opges alternativas intermetias (para mais detalhes, ver a réfaria Russell (2009)).
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2.4 Narrativas e A Prova Matematica: Doxiadis e Mazur

O livro “Circles Disturbed: The Interplay of Mathematics and Narratjveditado pelos
professores Apostolos Doxiadis e Barry Mazur, e publicado pela Princeton University Press, em
2012, tem sua origem em uma cotifiecia em Mykonos, na @cia, em 2005, com a formag
do grupo THALES + FRIENDS. O grupo foi criado com o objetivo de transpor “o abismo entre
a Matenatica e as outras formas de atividades culturais”. A segunda éofar que ocorreu
em Delphi, tambm na Geécia, em 2007, e contou com mat&tioos, historiadores, fisofos,
professores de Literatura e um romancista especialista em Mitarfocou em estudos sobre
Matematica e Narrativa. Os trabalhos desta cosrfiera tornaram-se a base para o referido livro,
cujo fitulo remeteas palavras “[do perturbe meusrculos!” atribida a Arquimedes antes de
ser assassinado por um soldado romano em Siracusa.

C | R.GLESS SIS ST

The Interplay of M

Apostolos Doxiadis Barry Mazur

Figura2.3: Doxiadis, Mazur e a estrutura narrativa da M&ttoa.

O Captulo 10 do livro, “A Streetcar Named (among Other Things) Proof: From Storytel-
ling to Geometry, via Poetry and Rhetdr{€Um Bonde Chamado (entre Outras Coisas) Prova:
Da Narrativaa Geometria, via Poesia e Rdta”), escrito por Apostolos Doxiadi,o cafitulo
mais longo da obra, ocupando mais de cé&mipas. Nele, o autor defende que a origem grega
da maneira de se fazer e escrever provas que usamos lajelastonada com a narrativa, a nar-
rativa paetica e, sobretudo, com aoeica forense. Doxiadis sintetiza a&rias conees em um
diagrama, conforme a figura a seguir. No diagrama, a flecha iéda slenota infléncia di-
reta e a pontilhada, indireta. As flechas cinzas indicaménfiias de doimios espeificos nos
dois domnios em que a prova matética teve iincio (Pratica Juiidica e Poltica e Geometria

Pratica).

Os termos “narrativa” e “hisria” sao frequentemente usados intercambiavelmente, mas
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precisamoslistingui-los, usando narrativa para denotar algo mais geral, ou seja, todaéis hist
as 0 narrativas, mas nem todas as narratigasgsbrias. O termo narrativa denota um modo
de comunicago cujo objetivoé representar uma @ag bem como representar uma med@g
simbblica entre 0 mundo das @€s e o mundo das represei@@g mentais. De acordo com
Zacks, Tversky e lyer (2001), “narrative@osdiscursos que descrevem uradesde ages”, um
ponto de vista compartilhado por Doxiadis.

NARRATIVA

v
PRATICA JURIDICA NARRATIVA GEOMETRIA
E POLITICA POETICA \ PRATICA

PROVA R PROVA
RETORICA MATEMATICA

Figura2.4: rela@es de paticas culturais que deram origenprova matestica.

Por narrativa pética, o autor entende como aquela narrativa em prosa e verso desenvolvida
na Gecia Antiga nos &culos VI e VII a.C. da qual fazem parte as epopeias de Homero e
Hedodo. Tais formas de narrativa dominaram a cultura grega e suas catazerserviram
para a formago das formas narrativas subsequentes.

De acordo com Doxiadis, o estilo arcaico de narrativa, especialmente aquele encontrado nas
epopeias, trabalha com uma comb#@agle mecanismos cognitivos inatos e abitos de uma
pratica de desenvolvimento cultural, unindo sentencas narrativas curtas com o objetivo de criar
uma representag viva na mente do leitor. Na IdadeaSsica, surge um novo estilo narrativo,

a traggdia, que d um novo format@a representap da ago por meio do uso da mimese (figura

em que o orador imita outrem, na voz, estilo ou gestos, em discurso direto). Doxiadis coloca que
“0 desenvolvimento conjunto da tragja e da rétricaé parte da higtria maior das mudancas
trazidas na vida das cidades-estados gregas pela transéarpeitica, da tiraniaa oligarquia,

para paticas mais participativas, a mais avancada das duaigiemocracia”. Central para
essa transformag, continua Doxiadis,a® formas de discurso culturalmente desenvolvidas
cujo objetivoé a persud. A rebrica, a arte da persus, tami@m usa uma forma de prova,
diferente, mas@o em sua totalidade, da prova mahtica. Existiram s gneros de rérica na
Antiguidade Chssica: cerimonial, pitica e judicial. A rebrica cerimoniak usada em ocdses
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festivas ou em exibiges orabrias, a rebrica poltica usada em assembleias e @rieha judicial
usada pelos litigantes em uma corte judicial.

Por fim, a Geometria Rticaé aquela evidenciada na&eia Antiga, na qual as ferramentas
basicas se resumia regua e ao compasso. Por volta do ano 900 a.C. podemos perceber
a evicencia de uma ferramenta semelhante a um compasso. Seria um pincel articulado que
foi utilizado para desenhar eénforas (vasos antigos). Vale ressaltar que muitas vezes uma
ferramenta criada para um determinado posfto, mas seus uatios a tornam mais sofisticada
do que para aquilo que fora criada. Esta obra artesanal acabou sendo o mesmo desenho utilizado
em muitas provas gedstricas realizada€sulos depois.

2.5 Narrativas e O Ensino de Matenatica: Zazkis e Liljedahl

Rina Zazkis e Peter Liljedahl da Simon Fraser University, no Canadcreveram o livro
“Teaching Mathematics as Storytellihgue trata especificamente do uso de narratigtsy-
telling) no ensino da Mateatica. O livro apresentstorytellingem Matenatica como um meio
para se criar uma aula em que a Maé¢ica seja apreciada, entendida e divertida. Os autores
mostram como envolver os alunos nas atividades nttteas por meio da narrativas. O texto
apresenta arios tipos de narrativas que podem ser usadas em sala de aula: (1) narrativas que
proporcionam uma trama ou plano de fundo para os problemas @atates) (2) narrativas que
se entrelacam profundamente com o cadtee que explicam conceitos e ideias; (3) narrativas
gue ajudam a resolver um problema ou a alcancar um melhor entendimento de uraa;solug
(4) narrativas na forma de problemas que pep quesies. AEm disso, 0s autores apresen-
tam um enquadramentotiéco para a criago de novas narrativas, ideias para enriquecer e usar
narrativas & existentes, bem coma~sias écnicas que tornam uma narrativa mais interativa e
invocativa para o leitor. O livr@, assim, de interesse para quem ensina Matieenou para
guem forma professores de Matatica.

Ao longo dos seus 12 caplos, o livro intercala justificativas e pondedas sobre o uso de
storytellingno contexto escolar. Destacamos 0s seguintes trechos:

e O valor de uma hiditria para 0 ensino esprecisamente no poder de engajar as é@®¢
dos estudantes e, de forma conjunta, suas imag@sago material curricular.

e O grande poder das histas esh em sua mis® dupla: elas comunicam infornéagde
uma forma memdauvel e delineiam os sentimentos dos ouvintes sobre a inf@ongge
est sendo comunicada.

e Contar uma higtriaé estabelecer um significado e estabelecer signifieadoo condutor
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noensino da Mate@tica, uma disciplina quefrequentemente percebida como uma mera
manipula@o de &§mbolos cujo significado estmuitas vezes longe de estar claro para
0s estudantes.

e Usar hisbrias em sala de aula pode servir para muitos e diferenteégtop. Hisbrias
podem despertar interesse, ajudar na memdaacreduzir a ansiedade. Elas podem
criar uma atmosfera confé@ntel e de suporte na sala de aula, bem como estabelecer um
relacionamento entre o professor e os estudantes.

e As escolas de hoje & mais acostumadas comwsrd problemgproblemas com pala-
vras), primos distantes das boas biists. Contudo, uma atise mais cuidadosa desrd
problemsrevela que esses de fataosio hisbrias engajantes, pois foram desprovidos
dos detalhes e emodes que ajudam a orientar os sentimentos dos ouvintes.

‘Teaching Mathematics |
as Storytelling

Rina Zazkis and
Peter Liljedahl

Figura2.5: Zazkis, Liljedahl e o uso de narrativas no Ensino da Mat&a.

Os autores citam ainda os 10 béoi&fs enumerados por Haven (2000) sobre o uso de
narrativas como ferramenta educacional:

e Storytellingé um elemento efetivo e poderoso no esforco de melhorar e desenvolver todas
as quatro primeiras habilidades da linguagem (ler, escrever, ouvir e falar).

¢ Informagdes (tanto conceitos como fatogpanelhor lembradas e por mais tempo quando
apresentadas em forma de narrativa.

e Storytellingé uma ferramenta de ensino multidisciplinar efetiva e poderosa que perpassa
todo o curfculo.

e Storytellingmotiva positivamente os estudantes para o aprendizado.

e Storytellingconstbi efetivamente a autoconfianca e a autoestima do estudante.
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Storytellingenvolve e desenvolve as habilidades ligadasnaginag@o ea criatividade
melhor do que qualquer outra atividade escolar.

Storytellingenvolve e entr&m.

Storytellingcria empatia e senso de conectividade.
Storytellingmelhora as habilidades de&ise e resolu@o de problemas.

Storytellingcria conees valiosas com a comunidade e com a herancga familiar.

2.6 Narrativas e Propaganda

Comocoloca McSill (2013), desde tempos imemoriais, @eadf! é utilizada como ins-
trumento para ensinar, informar, entreter, reforcar crencas, dominar e, como se chama hoje,
“fidelizar o cliente”. Estudiosos darea danarketingcolocam a narrativa como uma das pedras
angulares da boa propaganda: se propagaralalma do ndurio, enfo narrativeé a alma da
propaganda.

Embora seja um livro destinado aolgico de propaganda, Xavier (2015) discute as impli-
cages educacionais dgorytelling:

Pergunte a um professor qualkseu maior problema no exéeo do magistrio.
A resposta mais ouvida certamente &er bindbmio desinteresse/desatéog
[...] Tudo comega com ate&@, sem a qual o restante se inviabiliza. Se logo
apbs a atendo inserirmos algum grau de afetividade (ou, se preferirmos, de
emo@o), estaé aberto o caminho para uma identidade mais profunda entre
comunicador e pblico. [...] A maneira de cumprir esse ifl percursoé
contar uma boa hiéiria, que prenda a ate@p, envolva com emag, crie
lacos profundos com o(blico, una todas as pontas em um relato compre-
ensvel, seja apreciada e lembrada.

(Xavier, 2015)

Nestecontexto, Xavier (2015) coloca o papel fundamental da narrasieaygelling) em
capturar e conduzir os capitais emocional, cultural e de ateng

Aspessoas edb a procura de coneédes novas e emocionais. Elas procuram
algo para amar [...] ® existe uma forma de prosperar como profissional
de marketing na Economia da Ateém; parar de correr aths de modismos e
dedicar-se a estabelecer coies consistentes e emocionais com 0s consumi-
dores.

(Xavier, 2015)

Ao leitor interessado em mais detalhes sobre a §oesa narrativa n@mbito da propa-
ganda, recomendamos, portanto, a leitura dos livros Xavier (2015) e McSill (2013).

[Cl Aqui, estamos usando “ésta” seguindo o uso do pprio McSill (2013), mas o significad® o0 mesmo de
“historia”. De fato, atualmente, os dois terméstsido usados como §inimos.
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3 Planolandia: O Filme

Faixa de classificép eéria: Livreu.

Audio: Inglés.

Legendas: Portugs

Titulo original: Flatland: The Movie.

Género: Animago.

Durago: 35 minutos, aproximadamente.

Produtora e ano de produg: Flat World Productions (2007).

Topicos materaticos abordados:Geometria; Diméas; Pdigonos; Slidos.

Nivel escolar sugerido: Ensino Fundamental Il; EnsiredM; Formago de Professores.
Interdisciplinaridade: Teologia; Sociologia.

Marcadores: Flatland; Plar@idia; Dimen8es.

Compeéncias e habilidades do ENEM em Mat&tina e Suas Tecnologias): H6, H7, H8 e H9.
Link para o arquivo da legenda:http://bit.ly/3cbhnly >

Pagina web oficial<http://flatlandthemovie.con¥.

Imagensselecionadas




25

Sinopse

Estaanima@o é baseada noa&ssico livro “Flatland: A Romance of Many Dimensid($la-
nolandia: Um Romance de Muitas Dimées”) escrito em 1884 pelo professor, escritor e
tedlogo briinico Edwin Abbott Abbott (1838-1926). O romareEema &tira social que exje

um retrato da sociedade londrina e seus preconceit@poea por meio de associss com
objetos mater@ticos. O filme mostra Artur Quadrado e sua neta curiosa Hex que comeca a se
perguntar se haveria algoéah de seu mundo plano, uma q@estida como heresia em Pla-
nolandia. Aps a visita de um ser misterioso da Espagdia, Artur Quadrado e sua neta Hex
tentam, arriscando suasoprias vidas, convencer os habitantes de P&ara que a terceira
dimengioé real.

Alguns objetivos com 0s quais essddeo pode ser usado

O video pode ser usado para motivar e introduzir o conceito de déuenge sdies planas,

principalmente com criangas mais jovens.

Sensibiliza@o (para montar um cartaz)

Imagineviver em um mundo bidimensio- RN OMES Y e
nal onde os habitante§® polgonos que

s \ Ll

> b @F -‘_{..
S WANRWANN|D

acreditam @o haver nada a@m de seu
mundo plano. Como mostrar que existe
algo abm: uma terceira dimefs? Como
explicar essas n@es para algem que 6
conhece as dirégs de seu mundo plano?

Nesta anima@o, vo@ conhecex a jornada
de Artur Quadrado e sua neta Hex para
convencer os planolandeses que seu uni-

versoé muito maior do que imaginavam.




a b~ 0w DN PE

26

OrientacOes metodabgicas gerais

Voce, professor, @0 precisa aplicar todas as quiest aqui sugeridas. Dependendo do tempo
disporivel e da turma, escolhas ou modifidag devem ser feitas. Sinta-se livre par&ftes!
Parecebbvio, mas vale o conselh@empreassista aoideo antes de trabalhar com ele em
sala de aula.

Antes de os alunos assistirem ddeo, sugerimos que eles leiam as qoestque sé&wo traba-
lhadas.

Nossa expeéncia mostra que os alunos ficam sempre mais motivados quando as atividades
desenvolvidas fazem parte do sistema de avaatiac

Dependendo do tempo disdgeal em sala de aula, apenas partes diee podem ser usadas.
Neste caso, contudo, recomendamos fortemente que os alunos assistdevaotgiro antes
(em casa ou no contraturno, por exemplo), pois acreditamoé queto importante que eles
tenham uma percepo global da obra antes que qualquer atividade, digouss aalise se-
jam feitas em sala. Outra possibilidade, se o tempo for realmente edgdsar que os alunos

assistam ao filme e trabalhem com as perguntas em casa para que, depois, em uma parte da

aula, discudses, aalises e sistematizées sejam feitas.

Sugesbesde quesbes gerais

Na sua opiro, o ideo quer transmitir alguma mensagem? Qual?

Voce aprendeu algo de novo com mgo? O qé?

O que marca a medida de inté@igcia ou hierarquia social em Plaaotia?

Explique a lei de desceadcia.

No iricio da animago, Artur Quadrado e Hex ouvem o axioma do dik: & configurago
gue faz o homem!”. Na sua opéw, o que isso significa? Como essa frase se relaciona com
as leis de desceadcia?

Quando Artur Quadrado explica as leis de deseeaid, sua neta Hex pergunta sobre o que
aconteceu com seus pais. Artur Quadrad@emesponde com uma frase que dsc@os
costumam dizer: “Uma boca quietauma boca que sorri.”. Na sua of@nj 0 que voe acha
gue essa frase significa?

. Para Hex, o qué um superquadrado? Seguinddgita de Hex, como vé@cimagina o que

seria um super-hégono?

Em um certo momento dddeo, Artur Quadrado diz para a sua neta que wsulds K0
sabios e superiores, pois eles possuem umero infinito de lados. Na sua o, de
acordo com a lei de descenttia,é realmente posgel existir um d¢rculo em Plandindia?
Por qwe?
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. Admitindo que dois habitantes da Linhadia rdo podem ocupar a mesma p@s@o mesmo

tempo, seria po$gel para o Rei de Linhahdia trocar de lugar suas rainhas da esquerda e da
direita?

Como o Rei da Linhahdia sabe que a rainha da direita realmente esdireita?

Um habitante de Plar@oidia ao olhar para outro habitante, que forma gedoa ele @?

Que artefato da terceira dimé@nsfoi dadoa Planoandia f muito tempo e agora reside na
area 33H? Como este artefato aparece geometricamente enméRiiasl

A figura a seguir exibe duas sit@as que aparecem no filme. A partir da Sitiad, que
movimento o quadrado laranja tem que fazer para conseguir ficar como n&a8ifjastoe,

de frente para o quadrado azul com bocas e olhos alinhados? Tal movimento poderia, de fato,
ser realizado por um planolagésl?

Situacdo | Situagdo 2

Em uma certa parte dddeo, Artur Quadrado tem ideias sobre dinf@sque 8o $.0 bem
aceitas por E&frius. Que ideiasa® estas?

O que Artur Quadrado faz para “desaparecer” durante o seu julgamento? Por que isso funci-
ona?

No final do filme, quando a fdtia de Artur Quadrado convence os planolandeses de que
existe umaterceira dimefg, eles questionam a possibilidade de existir uma quarta dimens

Que objetce visto embaixo darea 33H que apoia essa ideia?

O que voé mais gostou no filme?

Se voé fosse o diretor destédeo, voé faria algo diferente? O é@

Sugesbesde quesbes espéificas

. No filme, o drculo Pantociclo proclama quilegal falar sobre aArea 33H” porque, nesta

area, fa evicencias que apoiam a exésicia da terceira dimeae (06:45-07:50). Area 33H"

€ uma refegncia codificada a um famoso local aqui no planeta Terra. A letra “H” indica que
0 nUmero “33” esh escrito no sistema de numediathexadecimal, iste, na base 16. Converta
este rfimero para a base 10 e descubra gualocal a que se refere Afea 33H”.

. Ao ouvir a explicago de seu a@sobre o qué dimeng&o (08:00-10:10), Hex menciona o “su-

perquadrado”, ditil de imaginar para ela. Faca um desenho do “superquadrado” seguindo
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aconstru@o sugerida por Hex. Faca taarh um desenho do “supeérigulo”.

3. Em seu sonho (11:56-13:00), Artur Quadrado conhece o Rei de Badinl Por que o Rei
nao reconhece a palavra “duas”?

4. Ainda em seu sonho (13:00-15:00), Artur Quadrado conhece o Rei de aulel

(a) Por que inicialmente o Re&n consegue ver Artur Quadrado?

(b) Quais direQes existem em Linhahdia? Por gg?

(c) Quais outras duas dirées Artur Quadrado tenta explicar para o Rei? Por que essas duas
diregdes existem para Artur Quadrado?

(d) Por que Artur Quadrado podia aparecer e desaparecer dednae?

5. Um pouco antes de acordar de seu sonho, Artur Quadrado exclama: “Onde no conjunto de
Mandelbrot que eu estou?” (15:05-15:10). Faca uma pesquisa sobre esse conjunto. Ele
aparece na animag? Por que vdracha que ele foi mencionado?

6. Artur Quadrado recebe a visita de &sfis, um habitante da terceira dimaog16:20-16:36).

Como Esérius tenta explicar a terceira dim@ospara Artur Quadrado? Quah dire@o nova
para Artur Quadrado?

7. Quando Artur Quadrado olha para &#fis em Planéindia, que forma geogtrica ele @
(16:39-17:00)? Por @@

Observagoes para o professor

e Flatland: A Romance of Many Dimensiof@ langcado em 1884 pelo ings Edwin Abbott
Abbott (1838-1926) que, @in de escritor, era acaahico, educador e éogo.

Figura: Edwin A. Abbott (1838-1926).

Fonte: Wikimedia Commons.

A obra foi escrita para ser uma rafiira da sociedade londrina déecsilo XI1X utilizando,
para isto, objetos e conceitos gestnicos como cefrio. Sua traduio para o Portudgs foi
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feitaem 2002 pela Editora Conrad, cujtuto permaneceu fiel ao original: “Pladoildia: Um
Romance de Muitas Dime@ss”. O livro em Ingés esh dispofivel em donmnio plblico e
pode ser acessado ermhttp:/goo.gl/1IfAUwWN>.

|- S0 day dnd g, o it i wadoms sivange™

BASIL BLACKWELL - OXFORD
Prbe Serem Shatign wnd Sispem's et

Figura: capa do livroFlatland: A Romance of Many Dimensiofeslicdo de 1884).

Fonte: Wikimedia Commons.

Em 2008, foi publicada uma vei® anotada com obsengss hisbricas e mategticas escri-
tas por lan Stewartggina por agina (Abbott, 2008).

e Segundo a ed#ap brasileira do livro, Abbott assumiu o cargo de diretot.dadon School,
sendo um acaimico respeitado na Inglaterra. Ao c@rto do que pode parecer, ele era
contra 0 sexismo de sugpoca e buscava oferecer oportunidade de ensino para as jovens
inglesas em uma sociedade que dificultava o acesso delas ao ensino superior. Por isso, Abbott
satirizou o tratamento dads mulheres em seu livro, assim como as diferencas dégmdr
irregularidades.

e No livro, Hexé neto (e Ao neta) do Quadrado. A lei de descencia era considerada apenas
para as crian¢as de sexo masculino, conforme o trecho retiradmae26 do livro:

Em nosso mundo & uma lei da natureza que determina que uma crianca
do sexo masculino tarum lado a mais do que seu pai, de modo que cada
gera@o se eleva (por via de regra) um degrau na escala de desenvolvimento
e nobreza. Assim, o filho de um quadragam perigono; o filho de um
pentigono, um hexgono, e assim por diante.

Ospersonagens femininoa@sempre segmentos de ret@e sonsideradas inferiores intelec-
tualmente, enquanto que os personagens mascubmogatigonos que, a cada geday; au-
mentam o fimero de lados e, consequentemente, suafwsig sociedade. Nesta aniraag
isso foi retirado dando lugar de destagseemulheres, inclusive escolhendo Hex como uma
personagem feminina.

¢ O final da hisbria no livro rao é tho agradvel quanta do filme. No livro, o neto de Artur
Quadrado sugere quélalgo aém da dimer&o 2, mas &o ch aten@o ao a® quando ele
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retornade Espacd@ndia. Artur Quadrado tenta @&atesconder dos planolandeses sua desco-
berta. Com o tempo, ele acaba sendo pego proclamando a terceira@breegse resulta em

sua pri§o, para o resto da vida, junto com seuaon

O livro Flatland ganhou uma outra animag com aproximadamente 100 minutoBldtland:

The Filn? (2007). Ha tamt&m uma continud@p da presente aninéag, “Flatland®: Sphere-
land’, que trata de geometriaga-euclidianas.

Segundo o IMDb, a fala de Hex: “Uma boca quiétama boca que sorri.” g still tongue
makes a happy lif8. & uma refegncia a um cartaz visto no programa de TWvhe Priso-

ner’ (1967). O roteirista da animag, Dano Johnsorg um granded da &rie e sentiu que

a opres@o dos @rculos Sacerdotes tinha uma linguagem similar ao da misteriosa vila para
subjugar seus cidags.

O animador, Dano Johnson, fez uso de fractais ao conceber @sose@ 0s personagens co-
loridos e georatricos. Fractais podem ser descritos como objetos com ddesrio inteiras

ou fraciorarias, uma abordagem apropriada para uma adoqge trata justamente sobre vi-
agens entre universos de diferentes dirbess Caso haja interesse da turma, o docuanient
“FRACTAIS: Uma Jornada pela Dimeas Oculta” da 8rie NOVA pode ser exibido (su-
gesbes de queses e atividades, na linha deste roteiro, elaboradas por Luis Edmundo Carlos
Pinto Dantas, tarmém esho dispoiiveis noblog deste projeto).

Flatland faz parte da culturgeeke existem w@rias refegéncias em livros, contos, flmes e na
TV.

(a) No episdio 15 da gtima temporada de Futurama intituladsD Blacktop”, Fry, Leela e
o Professor Farnsworth, apum acidente @® transportados para um mundo plano, como
PlanobBndia.

(b) No inicio do cecimo segundo epislio da terceira temporada dée Big Bang Theory
intitulado “The Psychic VortéXO V ortice P$quico), o personagem Sheldon se transporta
mentalmente para Plar@oidia em uma conversa com seu amigo Raj.

(c) No décimo episdio do seriado Cosmos (O Limiar da Eternidade), Carl Sagan fala sobre
dimenges, incluindo o mundo bidimensional de Plamaia (<https://goo.gl/Ve30W9):

No video, uma magfaz o papel de E8fius.

Quando Artur visita Linha@ndia, o Rei chama suas Rainhas de “Rainha da Direita” e “Rainha

da Esquerda”. Mas, o que esquerda e o gue direita? Richard Feynman piap a se-

guinte questo: como explicar a um marciano, por telefone (sem videochamada), ® que
esquerda? Parece simples, mas a pergunta esconde sutilezas. Gardner (2005), ao tratar da si-
metria nos espelhos, dedica um italp para explicar como isso funcionaria em Lirdradia

e Planohndia. Ele descreve um habitante adulto de Liaathdia como um segmento com um
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olho (um ponto) em uma de suas extremidades. Imagine apé¥sababitantes adultos em
Linhalandia. Se invertermos um deles, por exemplo, o do meio, essa mudaggsesms-
bida imediatamente pelos outros dois. Mas, se invertemos toda admaliel seus habitantes
nao perceberiam a mudanca. Ou sefss wefamos o habitante da “direita” na poaa “es-
guerda”, mas para o0& habitantes nada teria mudado. Para mais detalhes sobre o assunto,
recomendamos o C#plo 4 de Feynmann (2012) (incluindo uma dis@cssle direita, es-
querda, Pasteur e @agares) e o artigoA Galactic Challenge: How Would You Teach Left
from Right to an Alien Civilization?” de Davide Castelvecchiblog da Scientific American
(<https://goo.gl/YOSPnj):

e Sugerimos o uso dappletGeoGebra dispdwel em<https://goo.gl/9P3uWO0para ilustrar
o fato de que um pajono regular pode parecer ser uincalo mas, de fato,@o oé. No
aplicativo, clique/toque e arraste o controle deslizanpara mudar o tiimero de lados do
poligono regular. A constr@p pode ser acessada inclusivetalrietse smarthones.

- 32 O

b o
\

Nome: dotriacontdgono regular

Cligue e amaste e bolinha preta para mudar
ondmero delados do poligone!

[T Exibir diagonais

[ Exibir &ngulos internos [ Exibir angulos centrais [ Exibir circulo circunscritoe [ Exibir circulo inscrito

e Para a Quesio Geral 13, talvez seja ditico discuti-la com seus alunos colpias impres-
sas de quadrados, como na figura a seguir. dsrampliadas encontram-se no final deste
cagtulo.
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e Um video que pode ser usado como compleméntoLicio TED “Explorando Outras Di-
men®es” (Exploring Other Dimensions) por Alex Rosenthal e George Zaidaitfs://goo.
gl/sNS1AV>, com legendas em Portugg). Apds apresentar o conceito de dimaogm ter-
mos de direges e os exemplos 2D de Plaaatlia e 3D do mundo de Esfus, esta animap
explora uma dimer@& a mais, apresentando o tesserato, o hipercubo em 4D.

Figura: Explorando Outras Dimefss.
Fonte: TED-Ed.

¢ Quantagdimen®es existem? A resposta usual costuma & tcomprimento, largura e al-
tura. Mas, desde que o0s gregos introduziraméssdimenges esse assunto tem sido analisado
e criticado. A Fsica Newtoniana se baseia em um mundo tridimensional, &ngeitos mode-
los fisicos para o Universo com diferentes dinfs Quando Einstein considerou o espaco
e o tempo unidos na teoria da relatividade geral, o continnum espaco-tempo, ele estabeleceu
gue vivemos em um mundo quadrimensional, ou segam alas s coordenadas que indicam
a posi@o no espaco,atamlem a coordenada que indica o tempo. Na teoria das cordas,
0 espaco-tempo tem 9, 10 ou 26 dim@&es dependendo do modelo adotado! Mas por Que s
enxergamos &s dimen8es? Para osddicos dearea da teoria das cordas, as dind&ssextras
esfio enroladas em escalas muito pequenas, de formaégusnseguimos natlas. Em cos-
mologia, fa o conceito de multiverso, um termo usado para descrever unétiquogrupo de
todos os universos pdssis. Alguns modelos para 0 multiverso pressem um espaco de
dimenso infinita. Para mais detalhes sobre o assunto, recomendamogu 24 de Crilly
(2011), o Cajiulo 39 de Baker (2011) e Hawking (2016).

e O livro “The Planiverse: Computer Contact with A Two-Dimensional Watkel Alexander
K. Dewdney, inspirado porFlatland’, & o resultado de um esfor¢o intelectual em descrever
um mundo bidimensional em forma de disco (Arde) com sugne fisica, gimica, bio-
logia, céncia planeiria, astronomia, criaturas, culturas e tecnologias, todos projetados para
funcionar em um mundo de duas dimées. Como cientista da compudace materatico (e
com a ajuda de colegas de outras disciplinas), Dewdney consideraatomos, forcas ele-
tromagreticas, ondas de luz e som, turditia e outras f@imenosisicos operariam em duas
dimen®es e as implicdies que isso teria sobre a egistia dos habitantes de Arde, os Nsa-
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nas. Ele apresenta solGes e projetos de design para coisas como portagofiegtrica,
dobradicas, engrenagens e outras tecnologias simples que funcionam de maneira diferente em
duas dimen@es e fornece desciies e ilustrages de estruturas deaguinas bidimensionais

mais complexas como Kjios, prensas, ¥eulos terrestres eéacos e motores a vapor. Ele
tamkem descreve e ilustra mecanismos bgitos bidimensionais, incluindo propats di-

gesho, @lulas divifio e muito mais. De todas essas coisas surge a cultura dos Nsanas, com
suas poprias tradifes e costumes, por exemplo, quem passa sobre quem quando dois viajan-
tes se encontram viajando em dibeg opostas ou a ordem em que 0s passageiros embarcam

e desembarcam dosicelos (Wolf, 2012).

THE

PLANIVER

COMPUTER CONTACT WITH A
TWO-DIMENSIONAL WORLD

A.K.DEWDNEY

Figura:Um Nsana na capa do livrd*laniverse” de Dewdney (2000).
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4  Planolandia®: Esferolandia

Faixa de classificap etria: Livreu.

Audio: Inglés.

Legendas: Portud@s

Titulo original: Flatland?: Sphereland.

Género: Animago.

Durag@o: 35 minutos, aproximadamente.

Produtora e ano de prodiug: Sphere World Productions (2012).

Topicos materaticos abordados: Geometri@dlEuclidiana; Dimerges; Pdigonos; 9lidos.
Nivel escolar sugerido: Ensino Fundamental Il; Ensiredi; Formago de Professores.
Interdisciplinaridade: Sociologia; Artes.

Marcadores: Flatland; Plar@idia; Esfer@ndia; Geometria Bb Euclidiana; Dimeries.

Compeéncias e habilidades do ENEM em Mat&tina e Suas Tecnologias): H6, H7, H8 e H9.

Link para o arquivo da legenda:http://bit.ly/2TiRiyz>.

Pagina web oficial <http://www.spherelandthemovie.com/

Imagensselecionadas
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Sinopse

Oscriadores de “Planahdia: O Filme” retornara Planchndia para mais uma aventura baseada
nos livros de Edwin A. Abbott e Dionys Burger. Desta vez, os cientistas de Biatialesio

se preparando para sua primeira rassfora do espaco”. Mas, quando um deles, Puncto,
descobre uma “anomalia” matética, este procura Hex, que tem sido rejeitada por suas ideias
sobre a terceira dimeas. Uma reurdio inesperada com Esfus, um ser da terceira diméws

lanca os dois numa jornada dimensional para a descoberta da verdadeira forma do seu mundo.

Alguns objetivos com o0s quais essddeo pode ser usado

O video pode ser usado para motivar e introduzir os conceitos de dimengeometriasao
euclidianas, incluindo criangas mais jovens.

Sensibiliza@o (para montar um cartaz)

Apobs a descoberta da terceira dimaas

os planolandeses @st se preparando para |l [ e okl
uma grande mig® de explorégo. Mas FLLATLANDZ
algo estranho aparece: argulos cuja S -
soma dosingulos internog maior do que
180 graus. Sér que eles consegaio
desvendar essa anomalia que pode colo-
car toda misdo em risco? O que eséar
causando essas distdgs materaticas?
Nessa animap, VO& seguia a jornada de
Hex e Puncto que, juntod Esgkrius, de-

verao resolver 0s migtios que envolvem

seu Universo.
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OrientacOes metodabgicas gerais

Voce, professor, @0 precisa aplicar todas as quiest aqui sugeridas. Dependendo do tempo
disporivel e da turma, escolhas ou modifidag devem ser feitas. Sinta-se livre par&ftes!
Parecebbvio, mas vale o conselh@empreassista aoideo antes de trabalhar com ele em
sala de aula.

Antes de os alunos assistirem ddeo, sugerimos que eles leiam as qoestque sé&wo traba-
lhadas.

Nossa expeéncia mostra que os alunos ficam sempre mais motivados quando as atividades
desenvolvidas fazem parte do sistema de avaatiac

Dependendo do tempo disdgeal em sala de aula, apenas partes diee podem ser usadas.
Neste caso, contudo, recomendamos fortemente que os alunos assistdevaotgiro antes

(em casa ou no contraturno, por exemplo), pois acreditamoé queto importante que eles
tenham uma percepo global da obra antes que qualquer atividade, digouss aalise se-

jam feitas em sala. Outra possibilidade, se o tempo for realmente edgdsar que os alunos
assistam ao filme e trabalhem com as perguntas em casa para que, depois, em uma parte da
aula, discudses, aalises e sistematizées sejam feitas.

Sugesbesde quesbes gerais

Na sua opirio, o0 Video quer transmitir alguma mensagem? Qual?

Voce aprendeu de algo novo com mlgo? O qé?

Qualé a anomalia detectada por Puncto?

Desenhe no plano uma reta e, nela, marque um segmento de reta. Como saber“tadd
direito” e o “lado esquerdo” do segmento?

Ao visitar Linhalndia, Puncto tira o rei de sua linha e Hex o recoloca no lugar. Por que o rei
confunde as rainhas da direita e da esquerda?

Por que os habitantes de Linhatlia rdo percebiam que seuipaera, de fato, umiculo?

Por que os habitantes de Plamudlia rdo percebiam que seuipara, de fato, uma esfera?

Por que a diréip da nave fica invertida ap Esérius tia-los do plano?

8. Por que Edrius ficou desorientado quando a Hiperesfera o leva para sua dinfens

10.

11.
12.

Na animago, que figura geoétricaé usada para representar a quarta didemns portal?
Desenhe uma esfera e, nela, desenhe @mguwio cujosangulos internos todos tenham me-
dida igual a 90 graus.

O que voé mais gostou no filme?

Se voé fosse o diretor destédeo, voé faria algo diferente? O @@
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Sugesbesde quesbes espéificas

. Na anima&o, Hex e Puncto conversam sobre o fato das somaamdpsgos internos de qual-
guer trangulo em um plano ser sempre igual a“1l8W7:45-07:55).Por que iss@ verdade?
Justifiqgue sua resposta!

. Quando os habitantes de Plamalia olham para Esfius em seu pa, que forma geogtrica
eles \eem? E quando Esfius olha para a Hiperesfera (um ser da quarta digm@rsm seu
mundo tridimensional, que forma geétrica ele @ (12:04-12:32)?

. Esferofndiaé bidimensional ou tridimensional? Justifique sua respostal!

4. Em um dado momento, a Hiperesfera inverte os lados direito e esquerdedassle diz

gue quando se olha no espelho observa seus lados esquerdo e direito invertidos (14:30-14:48).

(a) Por que ela faz isso?
(b) Puncto responde que ele parece ser beratsitn. O que ele quis dizer com isso?

. Hex e Puncto encontram Linfaldia (15:30-15:45). Como Hex descreve Lidmalia para
Puncto?

. Depois de seguirem por Linkaddia, Hex e Puncto voltam ao ponto onde encontraram o rei
de Linhadndia (18:12-20:12).

(a) Por que Hex acha que issamera podsel?

(b) O que eles descobrem sobre a forma de Liuhdika?

(c) Por que os seres de Linhalia rio conseguem perceber a forma de seu universo?
(d) Qualé a concludo que Hex tem sobre osarigulos encontrados por Puncto?

. A Hiperesfera diz a E&fius que & um portal no centro de Pla@widia. Mas, se Plar@hdia
fosse um plano infinito, elado possuiria um centro. Hex usa essa infoi@aggara concluir

a verdadeira forma de Pladwmidia (23:36-23:51). Que forn@essa? Por que essa forma
explica a anomalia de Puncto?

. A Hiperesfera diz que quer ver o qua ho centro de Espagoidia (32:45-33:03). Qua

a forma que E€frius achava que Espaaabia tinha? Como deve ser Espégulia para que
ela tenha um centro?

Observagdes para o professor

O filme foi baseado no livroSphereland: A Fantasy About Curved Spaces and an Expanding
Universé de Dionys Burger (1892-1987), publicado em 1965, uma éaqgia de'Flatland:

A Romance of Many Dimensions” de Edwin A. Abbott (1838-1926) lancado em 1884. Se-
gundo o poéprio livro “Spherelantf Dionys Burger nasceu na Holanda e foi professor de
Fisica no ensino secuado em seu pia. Procuramos por mais inforntas sobre o autor,
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poremnao encontramos. Seguindo a mesma linhakdatland’, Burger apresenta Hex sendo
confrontada por um problema quieoderia ser resolvido considerando que a sigierdnde
vive € curva. O livro comega com um resumo diddtland’ tanto para introduzir a hiétia,

como para incentivar a leitura do livro de Abbott.

Sphereland,

S\

§

_""“H- -

2N\

\\\\\III

Figura: Dionys Burger (1892-1987) e seu livr&pherelant
Fonte: <http://bit.ly/2MxC2LD > e Wikimedia Commons.

Osacontecimentos narrados e®gherelantise passam 70 anos depois ddtland’. O vi-
deo difere do livro em &rios aspectos. Mencionamos dois: (1) axn menino no livro; (2)
antes de descobrir que seu mundo erarasd, os planolandeses conjecturaram que ele era no

formato de um disco.

o
inhabitable zone
o

Figura: Planohndia como um disco.
Fonte: Burger (1965, p. 60).

e NaGrécia Antiga, acreditava-se que a Terra tinha um formato de disco plano, cercado de mar
por todos os lados, cét e as estrelas acima e o Sol nascendo no leste e se pondo no oeste.
Segundo Brotton (2014, creditada a Anaximandro de Mileto (a.C. 610-546 a.C.) a seguinte
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afirma@o: “a Terra est em suspensoan dominada por nada; que permanece no lugar em
virtude da dishncia semelhante de todos os pontos [da circénfga celestial]” e que sua
formaé “cilindrica, com a profundidade de um terco de sua largura”.

Figura: A Terra cilindrica de Anaximandro.
Fonte: Wikimedia Commons.

A crenca de Anaximandro em um universo geometricamentetsan foi desenvolvida por
Pitagoras (a.C. 570-495 a.C.) e seusgisios e por Parénides (a.C. 530-460 a.C.), a quem

€ atribido a primeira sugedb de que se o universo era&@#fo, enfio a Terra tamém seria.

Essa declard@p esh emFédon, famoso dilogo de Plao sobre Scrates. Nele, &rates diz:
“Figuei convencido de que, se a Tegale forma edrica e est colocada no meio dcég,

para rao cair rio precisaa nem de ar nem de qualquer outra forca da mesma natureza: porque
para sustentar-gesuficiente a perfeita uniformidade deuce o equibrio natural da Terra.”
(Brotton, 2014).

e A RevistaWiredtem uma coluna em formato dédeo denominada “6EVELS em que um
cientista especialista explica um assunto de altelrem cinco camadas diferentes de comple-
xidade: primeiro para uma crianca, depois para um adolescente e, depois, para uma@graduac¢
no mesmo assunto, um estudante de graamac finalmente, para um outro cientista especi-
alista. No epiédio do dia 16 de outubro de 2019,isito térico Sean Carroll tenta explicar
0 queé dimen&o: <http://bit.ly/37fMCyD>.

¥ 5 Levels

Figura: Explicando o qu& dimen&o em 5 iveis de dificuldade diferentes.
Fonte: <http://bit.ly/37fMCyD>.
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e Sugerimo uso doappletGeoGebra dispawel em<http://bit.ly/2MvMDH8 > para ilustrar
como seé posével construir um hipercubo em 4D a partir de um ponto (um “cubo” OD)
expandindo-se o objeto em cada din@mem uma diredo ortogonal. A constr@p pode ser
acessada inclusive etabletse smarthones.

e A frase que aparece nddeo “A Unica constant@: mudanca!” (00:53g frequentemente
atribuiida a Heaclito de E&so (c. 535 a.C.-475 a.C.),ddofo grego conhecido por sua dou-
trina de que mudanca algo central para o universo. Contudo, segunditeo Wikiquotes
(<https://len.wikiquote.org/wiki/Heraclitis), essa atribui@o esh sob disputa. As frases ori-
ginais de Heclito que expressam a mesma idéia:s‘Tudo flui e nada permanece.”, “Todas
as entidades se movem e nada permanece parado.”¢ ‘¥ac pode entrar duas vezes no
mesmo rio.”.

e A supericie que aparece quando a Hiperesfera revela a Hex e aos demais tripulantes que
o portal pode levaa infinitas dimen8es (29:48% denominad&iclede de Dupin Existem
varias maneiras de se definir essa supierf De modo simples, ela pode ser caracterizada
como uma superdie queé tangente a uma fafim de esferas com centros em uma elipse
(veja a figura). Ela foi descrita pela primeira vez pelo matteo, engenheiro, economista e
politico Pierre Charles Francois Dupin (1784-1873) em sua tese de doutorado sob a@ientag
do inventor da Geometria Descritiva Gaspard Monge (1746-1818).

Figura:Dupin (1784-1873) e sua supit.

Fonte: Wikimedia Commons ehttp://bit.ly/2MzQq60>(versao interativa).

Atualmenteas dclides de Dupingm sido usadas e@omputer-Aided Desigpara, por exem-
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plo, conectar troncos de cilindro e cone suavemente.

Figura:Usando umaiclide de Dupin para conectar dois troncos de cone.
Fonte: Krasauskas e Zube (2008).

e Enquantoque a animago trata de &rias dimen8es, essas dimebss §0 sempre iimeros
inteiros: 0, 1, 2, 3, 4, ...n. Existem figuras geoetricas para os quais geposével atribuir
uma dimen&o rio inteira: odractais Esses objetos matéticos aparecem nddeo como
elementos de decorag do interior dos personagens como Hex e Puncto (observe!) e como
elementos da paisagem quandoéfsis leva Hex e Puncto para fora de Plamalia.

Um fractal famoso que aparece de forma casual na ado@a® Triangulo de Sierpiski
(08:25), obtido a partir de um &ngulo equiktero dividindo-o em 4 téingulos equéteros
menores e removendo-se o interior damgulo equitero central recursivamente.

AL G50

Para mais detalhes sobre fractais, recomendamddaenVFractais: Uma Jornada pela Di-
meng&o Oculta” cujo roteiro de uso em sala de aula, em analogia a este roteiro, pode ser
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obtidoem Dantas (2018).

Um dos grandes feitos dos mat&ticos gregos antigos foi a criag da forma de racidcio

num sistema dedutivo-axidatico que consiste em fundar toda uma teoria em uma base de
verdades &o demonstradas — 0s axiomas ou 0s postulados da teoria — a partir das quais se
podem derivar todas as verdades dessa teoria por meios exclusivabgesus (Silva, 2007).

Os “Os Elementos” de Euclides (c. 300 a.€.um exemplo por exchcia desse sistema
dedutivo-axionatico. Um dos cinco axiomas principais dessa @aoeAxioma das Paralelas

pode ser escrito da seguinte maneipar um ponto que &0 pertence a uma reta pode-se
tracar umadnica reta paralelaa reta dada.

Durante gculos, \arios acadmicos investigaram se o Axioma das Paralelas poderia ser ob-
tido (demonstrado) a partir dos demais axiomas, sem sucesso. De fato, a partir dos trabalhos
de varios materaticos, dos quais se destacam Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733), John
Playfair (1748-1819),ahos Bolyai (1802-1860), Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
Nikolai Lobachevsky (1792-1856) e Bernhard Riemann (1826-1866), verificou-se que as ge-
ometrias obtidas negando-se o Axioma das Paral@a$ie consistentes quando &pria
geometria de Euclides.

Playfair Gauss Lobachevsky Riemann
(1748-1819) (1777-1855) 1792-1856) (1826-1866)

Figura: Alguns personagens da bish das geometriasio euclidianas.
Fonte: Wikimedia Commons.

Ao se negar o Axioma das Paralelas, obtemos dois casos: por um pontaapertence

a uma reta, (1) oudo se pode tracar reta paralela alguma (geomefptca) (2) ou se pode

tracar mais do que uma reta paralaleeta dada (geometria hipéttta). Do mesmo modo

gue a geometria euclidiana, existem modelos que permitem visualizar essas geometrias. No
caso da geometriaigltica, o “plano”é substitido por uma esfera e as “retas” paraulos
maximos (¢rculos sobre a esfera com centro na esfera).
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Figura: Um triangulo esérico.
Fonte: <https://www.geogebra.org/m/acnyx8zdversio interativa).

No caso da geometria hipdrlica, um modelo usade o dapseudoesferauma supeitie de
revolu@o obtida pela rot&@p da curva tractriz em torno de suaiassa (a tractriZ a curva

gue uma partula descreve num plano horizontal, ao ser arrastada por uma oufaleart
gue se move em linha reta, sendo aatisia entre as duas sempre constante). Nesse mo-
delo, “segmentos de retasd® curvas especiais, denominandas @swmas, que minimizam
distancias sobre a supétfe (nota: os tculos maximos tambm €0 curvas gedskicas da
esfera).

Figura: Um triangulo geodsico na pseudoesfera.
Fonte: <https://www.geogebra.org/m/cvpkctgdversao interativa).

Outramaneira de se caracterizar essé&s geometrias (euclidiana, hipélica e elptica) &

pela soma doéngulos internos de seusamnigulos (geogsicos): na geometria euclidiana, a
somaé sempre iguah 180, na geometria hipedica, sempre menodo que 180 e, na geo-
metria elptica, sempre maiodo que 180. Para o leitor interessado em se aprofundar nesse
assunto (inclusive para saber o p&aios nomes “hipeddica” e “eliptica” para as geometrias
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nao euclidianas), recomendamos os livros Greenberg (2007), Martin (1975), Sibley (2015) e
Barbosa (2007).

e Existem \arios softwares que permitem explorar interativamente geometia®uclidia-
nas usando modelos diversos: Sphaerichtip://bit.ly/2tzSjc9>) para geometria gitica,
NonEuclid (<http://bit.ly/35w1Xu0>) e Interactive Non-Euclidean Geometrylfttp://bit.ly/
35pv4ij>) para geometria hipedica. Um software (agora) gratuito que merece destaque
e o Cinderella 2 <https://www.cinderella.def) que permite, ao mesmo tempo, visualizar
constru@es georatricas em modelos das geometrias euclidiana, hiflieebe elptica. A fi-
gura a seguir, por exemplo, ilustra a propriedade de que as medianas dangultsempre
sS40 concorrentes em um mesmo ponto, um resultatidopara os #s tipos de geometria.

b b o, Cinderela: cinderella cdy (Spherical View) o ®
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Figura:Um teorema @lido nas geometrias euclidiana, hip&iba e elptica.
Fonte: <https://www.cinderella.de/.

e Istvan Lérart, professor da Universidadedfos Lo@nd em Budapeste, desenvolveu, na
déecada de 90, um material manipulativo para se trabalhar com geomgitieaela Esfera
de Lerart. OKit inclui uma esfera transparente de oito polegadas astipb, um suporte
em forma toro onde a esfera pode ser colocada (evitando que ela role sobre a mesa), trans-
paencias hemigfricas que se ajustam esfera para que os alunos possam desenhar com
marcadores coloridos e cortar formas com uma tesoura, éguamresfrica com duas ares-
tas dimensionadas para desenhar e medir aéougjlos e grandesrculos na esfera, um
transferidor egfrico, um encarte “Introdé@p A Esfera Lerart” de 16 faginas com algumas
sugedbes de atividades e uma pragecpolidnica de quatro cores da Terra que pode ser re-
cortada e transformada em um globoénfrt taml&m publicou um livro sobre sua esfera:
“Non-Euclidean Adventures On Thénéart Sphere: Activities Comparing Planar and Sphe-
rical Geometry” (Editora Lenart Educational Research and Technology, 2013j)té\dicial



48

<http://lenartsphere.com/& poss$vel ver um ydeo desse material q@evendido nos EUA
por US$ 79.95.

Figura: A Esfera de lerart.
Fonte: <http://lenartsphere.com/e Wikimedia Commons.

e Modelospara a geometria hipedbca podem ser consfidos com crocd, fato descoberto
pela materatica led Daina Taimina (1954-) que, enquanto participava de uma oficina de geo-
metria em 1997, viu modelos de planos hifgidos feitos de papel, projetados pel@getra
William Thurston (1946-2012), mas que eram muitagieis. Ela decidiu criar modelos mais
duraveis e o fez fazendo croghSeu livro “Crocheting Adventures with Hyperbolic Plahes
gue descreve o modelo ganhou osrpiosBookseller/Diagram Prize for Oddest Title of the
Yearem 2009 eEuler Book PrizedaMathematical Association of Ameriesm 2012.

Croc heting Adventctres
~

'.",:_ 133 .

Figura: Daina Taimina (1954-) e seu livro sobre modelos hipédos em croch.
Fonte: Wikimedia Commons.

Alémdo livro de Taimina, recomendados a palestra TED “Margaret Wertheim e Sua Maravi-
Ihosa Materatica dos Corais (e Croéli’ disporivel em<http://bit.ly/35yTYVW>.

e Um outro modelo para a geometria hipeliba foi proposto pelo mateatico italiano Eugenio
Beltrami (1835-1900) (Arcozzi, 2012): o “plan@&’representado pelo interior de um disco e
as “retas” 80 arcos deicculos no disco quea® perpendiculares ao bordo do disco (os com-
primentos de arcos, contuddcscalculados de uma maneira diferente). O modelo ficou
posteriormente conhecido como Modelo do Disco de Poiear refeéncia ao mateatico
franc@s Jules Henri Poincai(1854-1912) que tangm trabalhou no modelo.
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Beltrami Poincage S
(1835-1900) (1854-1912) e

Figura: O Modelo do Disco de Poincaipara a geometria hipetica .
Fonte: Wikimedia Commons.

Algumasobras Maurits Cornelis Escher (1898-1972), artistafigo holan&s conhecido e
admirado entre os mateaticos, fazem uso do Modelo do Disco de Poigcar

Escher
(1898-1972)

Figura:Escher e uma de suas obras que faz uso do Modelo do Disco de Boincar
Fonte: Wikimedia Commons.

Ainda no contexto do Modelo do Disco de Poineadestacamos blyperRogue(<http:
/Ibit.ly/2s5rYT4>), um jogo do tiporogue (masmorra). O mundo apresentado pelo jogo
consiste em cerca de 50 terras, cada uma com um tema diferente, tesouro, inimigos;anec
e um poder ragico; as terrasa® geralmente separadas por retas hiparés ("Grandes Mu-
ralhas”) e mudam conforme a pessoa viaja, permitindo assim que monstros e paatfoesm
interajam entre as diferentes terras. O muadgerado proceduralmente em tempo real e al-
gumas das terras precisam ser desbloqueadas cumprind@ueqpisito no jogo em quesi
(por exemplo, coletando um determinadomero de tesouros). O principal objetivo do jogo
€ coletar tesouros, evitando ser preso pelos inimigoémAde simplesmente coletar os te-
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sourosgexistem \arias misées importantes a serem realizadas (Bo¥endor missaoPrince
(ss),Hyperstone QuestHoly Graal).

Figura:Jogo no Modelo do Disco de Poinégrara o plano hipedico.
Fonte: HyperRogud <http://bit.ly/2s5rYT4>).

Verdes gratuitas do jogo (com algumas limitag) podem ser baixadas sie do jogo
(<http://bit.ly/36F62gE>}, incluindo uma ver&o on-line (<http://bit.ly/2sYM2ae>} e uma
versao parasmartphones Androi(k http://bit.ly/2T4I6Ef>).

e No trecho (15:53-16:30), o Rei de Linfaldiaé retirado de sua Linhahdia por Puncto. Ao
ser recolocado, o Rei “confunde” a Rainha da Esquerda com a Rainha da Direita. Mas, afi-
nal, o queé esquerda e o quedireita? Richard Feynman (1918-1988) @sf@ seguinte
quesho: como explicar a um marciano, por telefone (sem videochamada),&@apgrierda?
Parece simples, mas a pergunta esconde sutilezas. Imagine apsiabitantes adultos em
Linhalandia. Se invertermos um deles, por exemplo, o do meio, essa mudaa gresss-
bida imediatamente pelos outros dois. Mas, se invertemos toda aamaliel seus habitantes
nao perceberiam a mudanca, ou sejas mefamos o habitante da “direita” na poae; “es-
querda”, mas para o0& habitantes nada teria mudado. Para mais detalhes sobre o assunto,
recomendamos o Céplo 4 de Feynman (2012) (incluindo uma dis@sgle direita, es-
querda, Pasteur e @agares) e o artigoA Galactic Challenge: How Would You Teach Left
from Right to an Alien Civilizatiohde Davide Castelvecchi no blog da Scientific American
(<https://goo.gl/YOSPnj): Recomendamos taratn o texto de Gardner (2005) que, ao tra-
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tar da simetria nos espelhos, dedicou todo unitcdg para explicar como isso funcionaria
em LinhaBndia e Plan@india. Ele descreve um habitante adulto de Liahdia como um
segmento com um olho (um ponto) em uma de suas extremidades.
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Figura: Linhalandia.
Fonte: Abbott (2002).

¢ Novideo, aponta-se que os habitantes de Liguidila riio estavam conscientes que seu mundo
era “curvado” em umicculo e, do mesmo modo, que os habitantes de FAada rfio sa-
biam que seu mundo era “curvado” em uma esfera. Segundo a Teoria da Relatividade de
Albert Einstein (1879-1955), uma massa promove uma d&todp espaco tridimensional
e essa disto&p pode ser visualizada por usimgrama compactadgembedding diagram
em Ingks), uma supeidie bidimensinal que se curva e se estica como uma membrana de
borracha. Sem a massa, as linhas de coordenadas formariam uma grade homogeneamente
guadriculada; com a massa, a geometria do espalistorcida, agrupada ao redor da massa
e esticada para baixo (Scharf, 2016).

Figura: Diagrama compactado ilustrando como uma massa deforma o espaco.
Fonte: <http://www.gravitation3d.com.
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e No trecho (07:25-07:46), Puncto descreve para Hex o&ueenhecido, em Agrimensura,
comométodo da triangulago. A ideiaé determinar a localizép de um ponto medindo-se
apenasingulos a partir de pontos conhecidos em cada extremidade de um segmento de reta.

A 27 N

B

Figura: Método da triangulaip.

Fonte: Wikimedia Commons.

Se/ e a distincia entreA e B, enfio

0 - d d q cos(a)+cos(8)] _ |cos(a)senB) +sen@)cos(B)
~ tga tgB  |sen@) senB)| sen@)sen()
B sen@ +f3) }
sen@)sen@) |’
demodo que
B sen(a)sen(B)}
sena+pB) |

Naturalmentea dedu@o destadrmula esh pressupondo uma supeié plana. Atualmente,
0 método da trianguld@pé usado em muitaareas, incluindo agrimensura, navegagmetro-
logia, astrometria, v&o binocular, direcionamento de armas.

e Existem \arios jogos que exploram a ideia da quarta dirhensA Wikipedia marém uma
lista deles:<http://bit.ly/2QTAQNtE-. Destacamos aqui 0 4D Toy(ttps://Adtoys.com’):
do mesmo modo que, nddeo, os seres de Pladodia & podem ver objetos 3D por suas
se@es planas 2D, o jogo oferece um conjunto de cenas interativas nas quagio psde
manipular diversos tipos de objetos 4D e visualizar a int@seesses objetos com 0 N0Sso
mundo tridimensional. Segundo Marc Ten Bosch, desenvolvedor do jogo, as regras de como
0s objetos saltam, deslizam, caem, giram e rolam podem ser generalizadas para qualquer
nimero de dimeries. O 4D Toy permite que se experimente como isso seria. Uma das cenas
interativas do software se charfkatland.
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Figura:4DToys.
Fonte: <https://4dtoys.comf.

e Naanima@o, os habitantes de Lintgaddia rdo percebem que seu munéona verdade, um
circulo (19:16-19:37), pois se dermpsomssucessivos em torno de um mesmo pontdyo ¢

culo se parecé&rcom um segmento de reta. De fato, estéfieeno acontece paranos tipos
de curvas. Voe pode usar @ppletinterativo do GeoGebra dispvel em <https://www.

geogebra.org/m/ybacaksdara ilustrar esse fato para seus alunos.
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Figura: Zoomssucessios em torno do pontB.
Fonte: <https://www.geogebra.org/m/ybacaksd
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5 Considera@es finais

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho colaborativo, com oopitmpde auxiliar nas
concepfes, nos testes e nos aprimoramentos dos roteiros produzidos, promovemos diversas
agdes de exibigo de Vwdeos relacionados com Matética e Estastica em \arios eventos:
Semana da Mateatica da UFRR (2015), Programalicenca da UFF (2016), Semana da
Matematica da UFF (2016), Semana Pedigiga no Cadgio Estadual Manuel de Abreu (2016,
2018), Festival da Mateatica (2017), Simpsio ANPMat da Regio Norte (2017), Semana da
Ciéncia e Tecnologia no IMPA (2017), Semana da Matiéra da UFSC em Blumenau (2017),
Festival da Mater@tica do Rio Grande do Sul (2017), Semana Pédgma no Instituto GayLus-

sac (2017), Semana da Matatica da UFMS (2018), P0Reundoda SBPC (2018), Semana
Pedag@gica no Instituto de Educag Professor Ismael Coutinho (2018).

Figura5.1: Exibigdes de ideos.

Entre estes eventos, destacamos o Festival da Mdittamuma iniciativa do IMPA e da SBM,
como parte do “Bénio da Materatica 2017-2018 Gomes de Sousa”, realizado entre 27 e 30
de abril de 2017 na Escola SESC do Rio de Janeiro. Durante os quatro dias de evento foram
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realizadases®esnon-stopde 30 em 30 minutos. Estima-se que mais de 1600 pessoas (entre
alunos, professores e dilglico em geral) tenham participado. @gpa exibi@o de cadaideo,
voluntarios respondiam a algumas quiest gerais do roteiro. Um brinde de participagum
chocolate) era dadd pessoa voluatia. Duas sees foram especiais com as participag do
matenatico portugés Ro@rio Martins (do Programa “Isté Matenatica”) e do matertico

francdsEtienne Ghys.

Os videos tambm foram exibidos na &p de exter@o “Cineclube de Mateética e Estastica”

do Projeto “[& Licen¢a” da Universidade Federal Fluminense. Nestes eventos, filmes mais
longos foram apresentados e cada&@es®ntou com a participag de um convidado especial
que, ao final da exib&p, fazia comeitrios e respondias perguntas da plateia.

Figura5.2: Exibigdes de ideos (continugdpo).

Nossa proposta de uso diito de ¥deos tambm foi usada em atividades de forrhagcon-
tinuada de professores (Sioglo ANPMat da Reg@io Norte e Instituto GayLussac) e, mais
recentemente, na formag inicial de professores no PIBID (Programa Institucional de Bolsas
de Iniciagioa Do@&ncia) para o incleo da Materatica da Universidade Federal Fluminense.
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Dosdois roteiros apresentados neste trabalho, conseguimos aplicar o primeircafdénaio
Festival de Matemtica (RJ e RS) e no Gagio GayLussac.

Figura5.3: Exibicao do vdeo “Planoandia” no Festival da Mateatica no Rio Grande do Sul.

O roteiro tamiém foi aplicado em turmas dé @nodo Ensino Fundamental do @Ggjio Munici-
pal Professora Maria Isabel Damasceno&@iram Macé/RJ. Antes da exib#p de Plandlndia,
foi projetado o ¥deo “A Coelha e o Cervo” (cujo roteiro @sho trabalho da colega Hamanda
de Aguiar Pereira) e foi feita umapida discusso com alunos sobre o termo “diméos e de

suas aplica@@es conhecidas por eles.

Figura5.4: Exibigao do vdeo “Planohndia” na Escola municipal professora Maria Isabel da-
masceno Siifo.

Os alunos foram divididos em grupos e as perguntas foram divididas entre eles, sendo que as
duas primeiras e as duaftimas das que8es gerais foram trabalhadas em todos os grupos.
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Fez-seuma leitura das perguntas antes da e®ibido ideo, para que elea ficassem atentos,

uma vez que o ideoé legendado e a faixa&@ta deles costuma apresentar dificuldades em

leitura rapida. Nem todas as perguntas foram feitas, devido ao ano de escolaridade. Os alunos

assistiram aodeo com muita ate@ e curiosidade. Foi pdsel notar pequenas disci@Es

durante as reviravoltas da hosia. Alguns comerdrios foram: “O que &m antes do téngulo?”,

relacionada lei de descerihcia e “Como ele vai olhar para cima?”, quandceEis aparece

pela primeira vez e diz para Artur olhar para cimée para o Norte.

Na sua opiro, o ideo quer transmitir alguma mensagem? Qual?

“Que o desconhecidcao é o perigoso quanto a gente pensa.”. “Paa himitar seu conhe-
cimento, pois podem existir muito mais coisas do que estamos acostumados.”. “Que outras
dimen®es existem.”.

Voceé aprendeu de algo novo com mlgo? O qé?

“Que existem infinitas dimedgs.”; “Que a potenciap naalgebraé a mesma coisa da geo-
metria, como 3= 3 x 3= 9 ou um quadrado de:33.".

O que marca a medida de intdigcia ou hierarquia social em Plaaondia? “Quem tiver

0 maior umero de lados, mais inteligerge.

Explique a lei de desceBdcia.

“Cada gerago que vai passando, vai aumentanddimaro de lados.”.

No inicio da animago, Artur Quadrado e Hex ouvem o axioma do di&: & configurago

gue faz o homem!”. Na sua opéwv, o que isso significa? Como essa frase se relaciona com
as leis da descepdcia?

Os alunos sentiram dificuldade em responder essaapeatvez pelo uso da palavra “confi-
gura@o” que raoé um termo comum nas aulas de geometria. De fato, um grupo respondeu
da seguinte forma: “A configurag seria os segmentos de reta que quando juntos formam
0 Homem, no caso, as figuras. Os segmentos de reta formam uma figura.”.

Quando Artur Quadrado explica as leis de deséan@, sua neta Hex pergunta sobre o que
aconteceu com seus pais. Artur Quadrad@emesponde com uma frase que dscdos
costumam dizer: “Uma boca quietauma boca que sorri.”. Na sua of@nj o que voe acha

gue essa frase significa?

“Na minha opinao eu acho que elega deveriam tocar naquele assunto, pois deve ter acon-
tecido alguma coisa grave com os pais dela.”.

Para Hex, o qué um superquadrado? Seguind@gita de Hex, como vé@cimagina o que
seria um super-hégono?

“Um quadrado qué& um cubo, um heédgono gigante.”. Observag: nessa quesb, os alunos
chegarana conclugo do cubo, masao conseguiram concluir que no caso dodgono seria
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um prisma de base hexagonal. Isso pode ter ocorrido porlembrarem o nome ou por
nao conhecerem ainda o termo, uma vez que nem sempre esse &abaotdado nos anos
anteriores.

e Em um certo momento doideo, Artur Quadrado diz para a sua neta que wsulbs §0
sabios e superiores, pois eles possuem ummero infinito de lados. Na sua o, de
acordo com a lei de descettia,é realmente posgel existir um ¢rculo em Plandindia?
Por qwe?

“Nao, porque diz que tem infinitos lados.”; “Sim, porque teanias formas geogétricas.”.
Observago: enquanto alguns alunos analisaram as leis de désuaadoutros @o viram
isso como empecilho para que existisséraudos em Plan@india.

Admitindo que dois habitantes da Linhallia o podem ocupar a mesma p@i@o mesmo
tempo, seria pos#l para o Rei de Linhahdia trocar de lugar suas rainhas da esquerda e da
direita?
“Nao, porque eéb na mesma linha.”.
e Como o Rei da Linhd@india sabe que a rainha da direita realmentemsdireita?
“Porgueé alnica coisa que ele tem como saber, pois vive em uma linha.”; “Porque ela diz
gueé (arainha da direita).”.
¢ Um habitante de Plan&hdia ao olhar para outro habitante, que forma gedoa ele @?
“Eles veem 6 uma linha.”; “Reto.”; “Eles se veendgor um lado.”.

Que artefato da terceira dimémsfoi dadoa Planchndia & muito tempo e agora reside na
area 33H? Como este artefato aparece geometricamente enmaRtiad|

“O cubo.”. Observago: os alunos tiveram dificuldade em responder a segunda parte da per-
gunta.

A figura a seguir exibe duas situms que aparecem no filme. A partir da Siiad, que
movimento o quadrado laranja tem que fazer para conseguir ficar como na&aBifjastoe,

de frente para o quadrado azul com bocas e olhos alinhados? Tal movimento poderia, de fato,
ser realizado por um planola@sl?

Situagdo | Situagdo 2

“Ele teria que sair por alguns segundos do plano.”.
e Em uma certa parte dddeo, Artur Quadrado tem ideias sobre dint@sque Ao .0 bem
aceitas por E&frius. Que ideiasam estas?
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“Ele pensou que poderia existir quarta, quinta e sexta diaeehs

O que Artur Quadrado faz para “desaparecer” durante o seu julgamento? Por que isso funci-
ona?

“Ele passa da dimefs 2 pra dimer#o 3. Porque ela existe (a terceira din@)s’; “Esferius
aparece e salva ele. Por que elés amigos.”. Observagp: alguns alunos explicaram mate-
maticamente, enquanto outros pensaram na goelst amizade entre eles.

No final do filme, quando a faitia de Artur Quadrado convence os planolandeses de que
existe umaterceira dimefg, eles questionam a possibilidade de existir uma quarta dimens
Que objetce visto embaixo darea 33H que apoia essa ideia?

Essa quesib foi apenas comentada com os alunos, pois éesonheciam o Hipercubo.

O que voé mais gostou no filme? “Como foi classificada a sociedade de formaggean.”;

“De ter mostrado a quarta dime&isna nossa dime@s.”; “Que toda luta &o foi em\ao.”; “A

parte que o Artur fica rebelde.”; “Da curiosidade de Hex.”; “Quando eles foram para a terceira
dimenso.”.

Se voé fosse o diretor desta aninga; Vo€ faria algo diferente? O @2 Uma das principais
sugedbes dos alunos foi que o flmeia fosse legendado e sim dublado. Algumas outras
foram: “Melhoraria o gafico.”; “Continuaria a animap.”; “Teria colocado um final mais
explicativo e completo.”.

Apobs a exibi@o do filme, foi realizada uma roda de conversa. Nela, foram apontadas algumas
diferencas entre oigeo e o livro. Alguns alunos sugeriram que adnist continuasse mas,
infelizmente, @&o houve tempodbil para exibir “Plandndia2: Esfer@ndia”, abm do fato de

gue, naépoca, 0 nosso processo de trattudas legendas para o Portégwinda &o estava

finalizado.

Como trabalho futuro, pretendemos organizar hiog para melhor divulgar os roteiros dos
videos, bem como criar um canal de comurd@acom o professor de Matética e outros
profissionais interessados no uso tews como instrumento de ensino e aprendizagem.
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