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Resumo

Este trabalho visa auxiliar os professores com atividadesem realizadas com o auxilio
do computador, mais especificamente, com a utilizac&oftavarede geometria dinamica
GeoGebra. As atividades apresentadas contemplam o amdeeitingdes, funcdes afins e
fungBes quadraticas, sempre contextualizadas e sugpadaserem utilizada como apro-
fundamento dos conhecimentos aprendidos em sala de aslkas &svidades foram aplica-
das aos alunos do primeiro ano do ensino meédio, trazendosuttado satisfatério, pois até
alunos considerados com baixa motivagao e resultadoscatlairnédia conseguiram atingir
0S objetivos ,com grande motivacao.

Palavras Chaves:GeoGebra. Funcao Afim. Funcado Quadratica.



Abstract

This work to be almed to teachers with activities that wilkdalized with computed, especi-
fic whit use to software of dynamic geometric GeoGebra. Theseities are showing about

concept of functions, affine functions and quadratic fordialways contextualized and to
make suggest to will be utilized like deeping of the knowihtearning on classes. These
activities were applicated to students from first classpsdgrade, medial teaching it brin-
ging a good resulted, until students consider with bad ratitw and result below knowing

they will get achieve with great motivation.

Keywords:GeoGebra. Affine functions. Quadratic functions.
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Capitulo 1

Introducao

Nos ultimos anos, com o acesso facilitado da populagédo aogutadores pessoais, as
tecnologias de comunicacéo e informacao passaram a oaup@spAaco cada vez maior no
dia-a-dia dos cidadaos. No ambiente escolar essa reahdadediferente. Atualmente o uso
do computador, em sala de aula, ndo € mais uma opc¢ao do pmiess uma necessidade
na formacdao do individuo para o mercado de trabalho.

No momento ndo cabe mais a discusséo sobre vantagens ontdgeves do uso do
computador na educacao, essa discusséo ocorreu na décadadeicio dos anos 2000
[20, 24, 25, 26], atualmente os estudos se concentram em @saEN@sse recurso, Como um
auxiliar didatico eficiente que promova a aprendizagem [13]

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino MéditN¢l [4, 5, 6] reco-
mendam fortemente 0 uso das novas tecnologias na sala decanlao intuito de criar
ambientes investigativos, que favorecam a aquisi¢éo doemamento pelo aluno. Segundo
Valente [26], historicamente a inclusdo do computador necagho no Brasil sempre teve
como objetivo provocar mudancas pedagodgicas profundsando transformar uma edu-
cacao centrada no ensino, na transmisséo da informa¢@upsr educacao centrada no
aluno, em que o aluno pudesse realizar atividades por iathontlo computador e, assim,
aprender. Especificamente no ensino da matematica, os &esargurriculares Nacionais
[4], salientam a necessidade de uma organizacao currigudafavoreca o desenvolvimento
das competéncias e habilidades desejadas aos alunos Ko easico.

Esse impacto da tecnologia, cujo instrumento mais relev@hbje o computa-
dor, exigira do ensino de Matematica um redirecionameiio usna perspec-
tiva curricular que favoreca o desenvolvimento de halidiesgae procedimen-
tos, com os quais o individuo possa se reconhecer e se ongdse mundo
do conhecimento em constante movimento.

A integracdo dos computadores, como uma ferramenta didggi@ auxiliar o profes-
sor em sala de aula, é facilitado pelo interesse dos esagldatscola basica por ambientes
informatizados. Atualmente, a maioria deles ja utiliza mpatador como ambiente de en-
tretenimento (jogos) ou de comunicacao e convivio socads sociais).



Uma forma de integrar o computador as aulas é através delaatesd adequadas
que permitam ao professor, criar aulas iterativas e dirdgsrem ambientes informatizados,
usandosoftwareseducacionais. Esses ambientes podem favorecer a trocdodmagdes
entre professor e aluno, além disso, o computador pode sexgenmte motivador para o
aluno. Mas os objetivos do uso desses ambientes ndo podamedationados apenas com
a motivagao, j& que essa motivacao pode ser passageira,imadeguado ou excessivo de
um dadosoftware pode ser tdo cansativo quanto qualquer outro materiaticida].

O uso de ambientes informatizados por profissionais de @figinofessores) que néo
dominam o ambiente, pode provocar um sentimento de que amaagsolve todos o0s pro-
blemas e que tudo o que se obtém através dela esta corretgp{ese pesquisas realizadas
pela internet sem a supervisédo e a orientacdo adequadaafessores, esboco de grafico
de funcBes sem ter claramente qual é o dominio da funcaoot®mto erro em célculos
numeéricos, etc,). Usar o computador para desenvolver oagiadd ou possibilitar diferentes
situacao para a resolucéo de problemas, com a depuracadoslp@rexemplo, € uma forma
de utilizacdo da maquina que contribuira com o raciocirgiclde a disciplina na organiza-
céo do pensamento e do conhecimento para compor um racioblas isso, como ressalta
Valente [24], € um dos objetivos de ensino da matematica gjeenido esta sendo alcancado
nas escolas do ensino basico.

A necessidade da elaboragOes e/ou adaptacao de atividadesgala de aula, no caso
de aulas de matemaética, para o uso eficiente do computador wonecurso didatico, de-
pendendo da abordagem de ensino proposta pelo professstitgiomais um desafio a ser
enfrentado e isso pode ser considerado um obstaculo, untggugezmaioria dos livros dida-
ticos adotados nas escolas do ensino médio em nosso patsanatvidades que facilitem
o trabalho em um laboratério de informatica.

Segundo Pontegpub Gafanhoto e Canavarro [12], a escolha de uma atividade deve
sempre levar em consideracdo os seguintes fatores: o grdesdéo matematico; a con-
textualizacd@o; o tempo necessario para realiza-la; tezzdados conceitos e procedimentos
gue ird desenvolver; dos que ja estdo aprendidos e os que deveaprofundados; qual a
metodologia de aplicacdo dessa atividade em sala de atrad(igdo, recursos e materiais
didaticos, metodologia de trabalho com o aluno); quais estipnamentos que fara ao aluno
para estimular a realizacéo da atividade; prever os passiaminhos seguidos pelos alunos
e, finalmente, como sera a avaliacdo da aprendizagem codaggla sua realizacao.

As atividades propostas aos alunos em sala de aula devewnsextoalizadas com o
cotidiano do aluno. Segundo os PCNs [6] a contextualizag@ensino de matematica, deve
ser vista como um dos instrumentos para a concretizacae@add interdisciplinaridade e
para favorecer a atribuicdo de significados pelo aluno nogssm de ensino e aprendizagem.

A palavra atividade inclui qualquer tarefa em matematioaepser exercicio, problema ou situagéo pro-
blema. O exercicio é uma atividade para a qual o individymaisle mecanismos que o leva, de forma imediata
a solucao, tais como: a utilizacao direta de uma definicdandalgoritmo, de uma férmula, de uma propri-
edade. Os exercicios destinam-se a fixacdo do conteldent@és e ao desenvolvimento de habilidades
operatorias. O problema é uma atividade em que o individaalisde de um caminho rapido e direto que o
leve a solucdo. O problema exige um processo de reflexdoingm@stconhecimentos adquiridos, uma certa
dose de criatividade aliada ao conhecimento de algumadégts. Os problemas muitas vezes complemen-
tam a teoria e tém um carater mais conceitual. A situacadgmrabtem as mesmas caracteristicas do problema,
se diferenciam pela contextualizacdo. Em geral, a situpigiidema retratam situagdes do cotidiano [22].



Aprender Matematica de uma forma contextualizada, intiegearelacionada
a outros conhecimentos traz em si 0 desenvolvimento de déngias e ha-
bilidades que sdo essencialmente formadoras, a medidagfuenentalizam
e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o parareender e in-
terpretar situacdes, para se apropriar de linguagens ispgcargumentar,
analisar e avaliar, tirar conclusdes proprias, tomar desisgeneralizar e para
muitas outras acdes necessarias a sua formacéo [5].

A elaboracéo de atividades envolvendo situagdes problditaa Contextualizadas com
a realidade) devem explorar situacdes realistas semialidades e que explorem os conhe-
cimentos prévios dos alunos, com o cuidado que o contextsajaaum fator que dificulte
a realizacao da atividade devido ao desconhecimento déstées casos, cabe ao professor,
inicialmente, familiarizar o aluno com o contexto apreadnt[12].

A utilizacdo de ambientes computacionais no ensino, iatefyy 0 computador como
uma ferramenta didatica na sala de aula, em muitas escatasetaleparado com varios
obstaculos, entre eles: a falta de espaco fisico adequada@as informatizadas (labora-
térios de informatica), auséncia de pessoal técnico pararait@ncédo dessas maquinas e,
principalmente, a falta de preparacéo e de motivacao delgnaarte dos seus professores.

Portanto, a preparacdo dessas aulas exigira tempo e ungcesfdra do professor,
com estudos, tanto dos contetdos abordados comaeaftygareseducacionais que serao
utilizados para criar os ambientes computacionais de d@a&gem. E, também, muita cria-
tividade para explorar as potencialidadesdfiwareescolhido na realizacao das atividades.
Como na area tecnoldgica a evolugdo é muito rapida, issontiete a necessidade de uma
permanente atualizacéo do professor, na busaaffwvareeducacional mais adequado para
determinado conteudo.

Procurando diminuir esta lacuna, este trabalho se proppecaentar atividades que
possam ser usadas por professores no desenvolvimentoastoate funcéo, funcao afim e
funcado quadratica, integrando o computador em suas aulas.

1.1 Objetivos

O objetivo deste trabalho € apresentar um conjunto de atleisl contextualizadas,
dirigidas a alunos do ensino médio, mais precisamente’dma do Ensino Médio, para
proporcionar um aprofundamento do conceito de Fun¢éo,desn&fim e Funcdes Quadra-
ticas com a utilizacdo do computador como auxiliar didatheotentativa de dar significados
aos conteudos trabalhados, tornar as aulas mais dinAmassi®, aumentar o interesse dos
alunos para os conteudos matematicos.

1.2 Metodologia

A metodologia utilizada para a elaboragéao das atividadessaptadas neste trabalho,
foi através da intervencédo didatica em uma turma do pringimdo ensino médio regu-
lar. As atividades foram aplicadas ao final de cada bloco déetdos estudados, com a



finalidade de solidificar os assuntos trabalhados, de foanhaal. As atividades eram apre-
sentadas aos alunos atravésddéashow O professor, com o auxilio de alunos monitores,
acompanhava o trabalho dos alunos, respeitando a autodercada um, No final de cada
aula as atividades eram analisadas e comentadas com toolaza ttissa metodologia per-
mitiu uma avaliacdo prévia das atividades, levando a suagi@y e/ou melhor adequacéo,
guando necessario.

1.3 O conteudo e as escolha dmftware

O assunto Funcdo, de um modo geral, apresenta muitas fidssies de aplicacao
no cotidiano dos alunos nesse nivel de escolaridade, jldasitho o trabalho com os varios
tipos de representacéo (verbal, numérica ou tabular, abgébgrafica). Segundo Gafanhoto
e Canavarro [12],

As representacfes sdo elementos essenciais para a cosdjordes conceitos
e das relagdes matematicas; na comunicacdo de abordagargudentos e
de conhecimentos matematicos; na explicitagdo de ra@scina identifica-
¢do de conexdo entre conceitos matematicos inter-rekaiene na aplicacao
da matematica a problemas do cotidiano. [...] A compreedsdorelacbes
existentes entre as varias representacdes de um mesmdaaereaentifica-
¢éo de suas semelhancas e diferencas contribui para umeroethpreensao
do conceito por parte do aluno.

Ao elaborar uma atividade sobre funcdes, para ser utilirzadama aula em um am-
biente informatizado, o professor tem a oportunidade deniticar o uso de multiplas repre-
sentacdes da situacdo problema enfocada, estimulandatalitiexie na escolha das repre-
sentacdes para resolver o problema proposto, proporaonan seu aluno, seguranca para
posterior utilizagdo, ou seja, faz com que o aluno adquirtg@amia no uso das represen-
tacoes [12].

A escolha do GeoGebra para o desenvolvimento das atividadesmo osoftware
recomendado para ser usado pelos alunos na resolucao\ddad®s propostas deveu-se
aos seguintes aspectos:softwareGeoGebra € ursoftwarede geometria dindmica, aces-
sivel de forma livre, de facil instalacdo, com interface esrtygués e com potencialidade
de multiplas representacdes de funcdes (grafica em refereadesiano; a algébrica permi-
tindo a escrita e visualizacdo da expressdo matematicaejune é funcéo; a tabular sobre
um dominio delimitado; e a numérica em coordenadas de pontoélculo do valor numé-
rico da funcao através da tabela); possui vasta documemacd i ne de facil acesso. O
GeoGebra € umsoftwareque facilita a execucéo de atividades, amplia a sua exglorac
analise, abre novas oportunidades de produzir respostpscificamente, possibilita traba-
Ihar de forma din&mica a exploracéo de diversas represmdale funcdes, a exploracdo de
procedimentos rotineiros (como tracar graficos) de formia népida e precisa, deixando os
alunos mais livres para as tomadas de decisfes, para a osflexéiocinio.



1.4 Organizacéo do trabalho

Este trabalho esta estruturado em 5(cinco) capitulosamms com o Capitulo 1, que
traz a introducéo deste trabalho, destacando a motivagastjfecativa, os objetivos e a me-
todologia utilizada para seu desenvolvimento. O Capitudpr2senta um breve historico
da insercao das tecnologias da informacao e comunicacg@9, @3dpecificamente o compu-
tador, na educacéo no Brasil, apresenta também uma revldémgkafica sobre o uso do
computador no ensino da matematica. O Capitulo 3 trata d@@ésre funcéo afim, fazendo
uma sintese dos conteudos e apresentando atividadesnptemeo esses contetdos para
a sua aplicacdo, o Capitulo 4 apresenta os topicos relatsraafuncdes quadraticas e ati-
vidades envolvendo os contetdos enfocados, também, cameedacdes metodoldgicas
para a sua aplicacdo em sala de aula e, finalmente, o Capipl@Senta as consideracbes
finais e recomendacdes para a continuacao deste trabalho.



Capitulo 2

O Uso do computador na sala de aula

Uma melhora no ensino e aprendizagem de matematica na &s=ita € uma ne-
cessidade em nosso pais, os Parametros Curriculares Bac{®CNs) [4, 5, 6] sugerem
uma escola inovadora, onde os contetudos trabalhados tesipaificado e cujo foco esteja
na aprendizagem do aluno, objetivando um sujeito autbnomepaz de tomar decisdes,
usando raciocinio matematico.

"Aprender Matematica de uma forma contextualizada, iatdgye relacionada
a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de d¢éngias e ha-
bilidades que sdo essencialmente formadoras, a medidagjuementalizam
e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o parareender e in-
terpretar situacfes, para se apropriar de linguagens iispgcargumentar,
analisar e avaliar, tirar conclusdes proprias, tomar desisgeneralizar e para
muitas outras acdes necessérias a sua formacao"[4].

O uso de Tecnologias da Informacéo e Comunicacdo {@@rtemente indicado, na
literatura especializada, como recursos didaticos pammg@ver aulas inovadoras. Dentre
as TIC uma das mais importantes é o computador e este, quaado de forma eficiente,
como recurso didatico em sala de aula, facilita a criacdond@emtes de aprendizagem
que favorecam o desenvolvimento das competéncias e red#bddesejadas nos alunos do
ensino basico.

Trabalhar em ambientes computacionais de aprendizageprgom®yvam a investiga-
céo, por parte do aluno, leva o professor a trabalhar em "derrégsco”. A disposicéo do
professor em sair da zona de conforto e instigar o aluno &tigegéo é que faz a diferenca
entre uma aprendizagem ativa, critica e uma aprendizagesivgd20].

1Tecnologias de informag&o (informatica) e Tecnologias denicacdo (telecomunicacéo) e midia ele-
trénica. Envolvem a aquisicdo, o0 armazenamento, o pratesga e a distribuicdo da informacédo por meio
eletrdnico e digital.

2Na aprendizagem ativa o aluno (aprendiz) néo fica apenaadmai professor, memorizando e respon-
dendo algumas questdes, o aluno deve escrever e falar &oedguilo que esta aprendendo, relacionando o
novo com conhecimentos ja aprendidos e aplicando o novoeciminto, preferencialmente, a vida pratica.
Em outras palavras, a aprendizagem ativa exige do aluno proonisso com o esfor¢o envolvido na aprendi-
zagem de um novo conceito ou procedimento, ao contrario @mdizagem passiva, onde a responsabilidade
do aprendizado recai unicamente sobre o professor.



Para criar esses ambientes de aprendizagem ativa, usandwpatador, S80 necessa-
rios quatro ingredientes, todos com igual importancia: @matador; Software educativos
gue promovam um ambiente computacional com caracteddiiga facilitem as atividades
de descricao, reflexdo e depuracéo; Profissionais (proégsenvolvidos capacitados para
0 uso do computador em um meio educacional e o aluno [25].

Segundo Penteado [20] a criacdo desses ambientes, ndo anafesafécil, pois os
alunos de hoje, assim como a maioria dos professores, réwhedtituados com esse tipo de
atitude, ou dispostos a trabalhar com as incertezas que asg®entes geram. Além disso,
h& uma necessidade de reorganizacéo da pratica docehigdom espaco fisico da aula, o
tempo dedicado a elaboracao e aplicacéo de atividadesgosidi&o de estar em permanente
atualizacdo, dada a velocidade da evolucao das novasdgaml Mas isso tudo pressupde
condi¢cdes de trabalho dignas e um salério compativel, queitaeao professor se dedicar,
com eficiéncia, a sua tarefa de ensinar.

Sobre a utilizacdo do computador na sala de aula, Miskdljmjdndera que a utili-
zacao dos ambientes computacionais em sala de aula tramesbeneficios na exploracédo
e construcao de conceitos, contudo, deve-se ter em menteyoéessor tem uma enorme
influéncia nos resultados alcancados. A preparacao dosgafeara a utilizacdo de forma
eficiente dos recursos computacionais é decisiva, paragacéons resultados. Portanto,
como ja mencionamos, nao basta a escola estar equipada ctaharatorio de informatica.
Para criar ambiente de aprendizagem significativa, usanclmmputador sdo necessarios
guatro ingredientes de igual importancia: o computaslof,t war e educativo, o professor
preparado, e o aluno disposto a aprender.

Os recursos computacionais em si mesmos, quando ampladmnteados

pelo professor, ndo sado suficientes para garantir uma ac@aadnal dife-

renciada, se ndo estiverem claras e fundamentadas aste®s&Em, além da
necessidade de saber lidar com o computador, o professeredé&egar-se ao
processo de construir para si mesmo um novo conhecimentwpisrando ndo
somente 0s principios que estao sendo atualmente desdongobobre infor-

mética e educacado, mas acima de tudo, passando pelas cag3adetedricas
sobre a aprendizagem que melhor explicam a aquisicdo decioménto e o

desenvolvimento cognitivo. Trata-se de dominar o conhecimcientifico de
uma maneira ampla e necessaria para o seu préprio aprimu@melectual.

(OLIVEIRA, 2007, p. 59)

Apresentaremos a seguir um breve histérico da insercaormdputador na educacao,
mencionando os Estados Unidos, a Franca e Portugal, deinflo@ncia das politicas edu-
cacionais desses paises nas politicas da educacdo ngBrasil

2.1 Breve historico sobre uso do computador na educacao

Nos anos 50, juntamente com o inicio da comercializacao oejpos computadores
com capacidade de programacéo e armazenamento de infarnaggiecem as primeiras
experiéncias do uso do computador na educagéao [2, 26]. Pomea, em 1955, nos Estados
Unidos o computador foi usado na resolugéo de problemas moscde pos-graduacédo e, em

9



1958, como maquina de ensinar, no Centro de Pesquisa Watd&Mde na Universidade

de lllinois. Mas a introducéo de computadores nas escotasi forma efetiva, tanto nos
Estados Unidos como nos demais paises, ocorreu nas dé@d@sed30, principalmente
nessa ultima década, com o surgimento dos microcomputadore

Em meados dos anos 70 existiam, nos Estados Unidos, duastesrde pensamento
sobre o0 uso do computador na educacao: Uma que defersaibitonvar e CAl (Computer
Aided Instruction), ou seja, 0 computador como maquina dénan sob uma perspectiva
apenas de instrucao (exercicio e pratica), e outra que a@laferuso do computador como
uma das maneiras de provocar uma mudanca na educacéo, spensmectiva construcio-
nista. A teoria construcionista de Seymour Papert se dastpmtamente com a linguagem
de programac&o LOGQa qual tinha como um dos seus objetivos retirar o aluno dsiypas
dade em frente ao computador.

Durante os anos 80 e inicio dos anos 90 as ideias de Seymaent Bap difundidas e
defendidas, ndo s6 nos Estados Unidos, mas em diversos,gaise sendo o caminho para
uma transformacao radical da escola. A linguagem LOGO foieanplo mais marcante
dessa proposta. Mas essa transformacéo nas escolas néeupsegundo Valente [26],
devido a diversos fatores, entre eles a inadequacao daacépale professores.

Nos Estados Unidos, o uso de computadores na educacaowdoic@almente, com-
pletamente descentralizado e independente das decisGesigmentais. O seu uso nas
escolas foi pressionado pelo desenvolvimento tecnolpgeressidade de profissionais qua-
lificados e pela competicdo estabelecida pelo livre mercdoempresas que produzem
softwares das universidades e das escolas. Somente a partir de 2@@itesas publi-
cas interferem recomendando a integracao das TIC ao dorridas paises como a Franca e
Portugal, assim como no Brasil, houve uma participacaosiersa publico, articulados com
as universidades, nas decis¢des sobre a integracéo do taolopoa educacédo, em todos os
niveis do sistema de ensino [2].

Segundo [26], um dos fatos marcantes no programa de infiman@ educacao da
Franca foi a preocupagdo com a formacao de professores.e Deisdcio de 1970, a for-
macao de docentes e técnicos das escolas foi consideradacooilicdo imperativa para
uma real integracdo da informatica a educagadosd@svaresutilizados eram do tipo EAO
(Enseignement Assisté par Ordinateur) correspondentéhar@ericano. Na década de 80
a Franca também realiza estudos com o uso da linguagem LO(S€adio nas ideias de Sey-
mour Papert, opondo-se frontalmente as bases conceitu&8@. No seu plano nacional
“"Informatica para Todos", divulgado em 1985, a Fran¢a @kinformatica como disci-
plina obrigatéria na sua estrutura curricular, com a ogigdd que seja utilizada para levar o
estudante a ter uma participacéo ativa no processo de esgziandizagem. Os referenciais
da educacéao nacional, para o ano de 2006, reafirmaram ossfiogpde proporcionar aos
alunos o desenvolvimento de uma atitude responsaveledilmniso das tecnologias [2].

3LOGO é uma linguagem de programacao voltada para o ambigntaeional, desenvolvida na década
de 60 no MIT - Massachussets Institute of Technology, Cangleri Massachusetts, Estados Unidos - pelo
matematico Seymour Papert. Com estétwareos docentes podem desenvolver os contetdos de todas as
areas do conhecimento e niveis de escolaridade. Outraedstica significativa da Linguagem LOGO é ter
como concepcéo tedrica a abordagem construcionista dedipagem, baseada no construtivismo piagetiano,
a qual tem por objetivo promover a constru¢do do conhecimamt meio do uso das tecnologias [21]. Mais
informacdes podem ser obtidas emmt< p: / / pr oj et ol ogo. webs. coni t ext ol. ht m >. Acesso em
27 de marcgo de 2013.
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Embora na Franga tenham sido propostos inimeros projetofodmatica na educa-
céo, segundo Valente [26], esses projetos ndo provocaratampas no sentido de romper o
habito milenar da educacéo do falar/ditar dos professores.

De acordo com Almeida [2], em Portugal a proposta inicial de pedagogico do
computador, assim como na Franca, foi através de projet@smggmentais. Iniciou com o
projeto denominado CARMONA, o qual direcionou a implemeatado projeto MINERVA,
langado em 1985. O projeto MINERVA tinha como objetivo aodiucdo, de forma raciona-
lizada, da informatica no ensino nao superior, em uma itivei@ue tinha como propdsito
valorizar ativamente o sistema educativo em todas as suagorentes e que pudesse Su-
portar uma dindmica permanente de avaliacao e atualizacdalucdes (BLANCO; SILVA,
1993,apub[2]). O projeto tinha como metas principais: equipar as lesce desenvolver
a formacao continuada de orientadores e professores pa@a @aunformatica no ensino.
Esse projeto impulsionou o processo de introducéo do cadpuho ensino das escolas de
Portugal, a criagdo de centros de pesquisa e a formacao filgsjmuais na area, os quais,
apos o seu encerramento, continuaram a desenvolver agasn universidades e escolas.

Segundo Almeida [2], nas avaliacdes do projeto NONIO ( saedo projeto MI-
NERVA), no que se refere a atuacdo de um dos Centros de Camj@e(@niversidade do
Minho) os aspectos que mais se destacaram foram o empentredeagdio dos professores
e o interesse e entusiasmo dos alunos, concluindo que aagéegdas TIC no ensino assu-
miu o papel de catalisadora de mudancas na implementac@wvae alternativas a educacao
e a pratica pedagdgica dos professores diretamente ahwslub projeto e, sobretudo, na
mudanca de atitude dos alunos ao incorporar as TIC na apegy®ih € no processo de cons-
trucdo de conhecimentos, tanto na aula formal como nag8#gale estudo individual e no
desenvolvimento de seus trabalhos.

Em 2007, Portugal lanca o Plano Tecnologico do pais que, p&ducacao, repre-
sentou uma proposta de garantir o acesso ao computadotilpp@dnternet banda larga
direcionada a professores do ensino basico e secundamop objetivo de auxiliar os pro-
fessores no uso individual e profissional das Tecnologidsfdemacéo e Comunicagao.

De modo similar ao ocorrido em Portugal e na Franca, na dé=df, foram dados
0S primeiros passos para a insercao da tecnologia digitistema brasileiro de ensino.

Na época, segundo Almeida [2] e Valente [26], por decisaoademmo federal, foram
realizados seminarios nacionais com a participacéo damioisude cientifica. Recomendou-
se a criacdo de referéncias para uma adequada utilizacaogiomde experimentos piloto
antes de uma disseminacdo massiva. No Brasil, desde eatfoliticas de implantacéo e
desenvolvimento da informatica na educagéao nédo sédo predatente de decisdes governa-
mentais, como na Franga, nem consequéncia direta do mezoatmnos Estados Unidos,
as decisdes e as propostas tém sido fruto de discussteostafeitas pela comunidade de
técnicos e pesquisadores da area, fundamentadas nasspssgalizadas entre as universi-
dades e escolas da rede publica. A funcdo do MEC tem sidoe @éesdlo, a de acompanhar,
viabilizar e implementar essas decisdes.

No Brasil as primeiras experiéncias ocorrem na Univergidaetleral do Rio de Ja-
neiro (UFRJ), no inicio dos anos 70, realizando simulac@eswsos de pods-graduacao de
Quimica. Em 1974, a Universidade Estadual de Campinas (AMI) introduziu o ensino
dos fundamentos de programacéo da linguagem BASIC [3]. Mbdivs anos 70 e inicio dos
anos 80, muitas Universidades Federais usavam o compytadquinas de grande porte)
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para realizar simulacdes e cursos de linguagens de progiamadessa mesma época, a
Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS) come@rajgdamente com a Uni-
versidade Estadual de Campinas (UNICAMP), a desenvohaygas usando a linguagem
de programacéo LOGO, realizando experiéncias com crig@tas

No ano de 1984, o MEC implantou o projeto EDUCOM, o primeirgiagpal projeto
publico a tratar da informatica educacional. A impleme@itagesse projeto foi o resultado
do | Seminério Nacional de Informética na Educacéo, redtizea Universidade de Brasi-
lia (1981). Esse seminario agregou diversos pesquisadarésea e tinha como objetivo
criar centros pilotos de pesquisas sobre a utilizacdo dguotador no processo de ensino-
aprendizagem, trabalhando em duas linhas: A formacao dessares da rede publica de
ensino e na producao deftwareseducacionais. As primeiras entidades que participaram
das pesquisas sobre a utilizagdo do computador na educageiba foram UFRJ, UNI-
CAMP e UFRGS.

No programa brasileiro de insercdo da tecnologia na edacaggundo Valente [26],
o papel do computador sempre foi 0 de provocar mudancas @gidag profundas, em vez
de "automatizar o ensino”, ou preparar o aluno para ser aaabalhar com a informa-
tica. Essa proposta de mudanca sempre esteve presente,odeSgéminario Nacional de
Informatica na Educacédo. Todos os centros de pesquisa E@EDUCOM atuaram na
perspectiva de criar ambientes educacionais, usando outadgy como recurso facilitador
do processo de aprendizagem. O grande desafio era a mudasigardagem educacional:
transformar uma educagao centrada no ensino, na transmisg&éormacéao, para uma edu-
cacdo em que o aluno pudesse realizar atividades por irderrdé computador e, assim,
aprender.

A fim de dar conta das atividades de uso pedagogico do congutad escolas,
o MEC desenvolveu o Projeto FORMAR, implementado em 198[@,asooordenacéao da
UNICAMP, onde participavam desse projeto 0s pesquisadorespecialistas dos demais
centros-piloto integrantes do projeto EDUCOM. Destinggao oferecimento de cursos de
especializacao, visando a formacao de profissionais paaeeat nos diversos centros de in-
formatica educativa dos sistemas publicos de educacaa oarttiplicadores na formacao
de outros professores em suas instituicdes de origem. Gescarinistrados eram do tipo
CAI (Instrucéo Auxiliada por Computador), Linguagem degveonacao LOGO e progra-
mas basicos, Apesar de todo o esforco, o projeto FORMAR pauaoncou no sentido de
inserir o computador nas atividades de sala de aula.

Em outubro de 1989, foi implantado pelo MEC o Projeto PRONENFrograma Naci-
onal de Informética na Educacao), baseado nas ideias deo8efpapert (construcionismo)
e Paulo Freire com uma prética pedagogica critico-reflex@@rograma tinha como fina-
lidade desenvolver a informatica educativa no Brasilvaésale projetos e atividades apoia-
dos em fundamentacéo pedagdgica solida e atualizada. O RRENinha também, como
ponto forte, a formacao de professores em todos os niverscbeo na area de educacao
especial e em nivel de pds-graduacéo, onde visava a pesghisaa utilizacdo da infor-
matica na educacdo. O PRONINFE constituiu o principal esfeial das acdes atualmente
planejadas pelo MEC e correspondeu, praticamente, a uraifaso que durou mais de
uma década.

Em 1997 foi lancado o Programa Nacional de Informatica nac&ghio - PROINFO.
E o projeto de maior abrangéncia do territério nacional edemo meta financiar a introdu-
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cao da tecnologia de informética e telecomunicac¢des nga@niea de ensino fundamental
e médio; iniciar o processo de universalizacdo do uso delagias de ponta no sistema pu-
blico de ensino, tendo como principais objetivos melhoguiaidade do processo de ensino
e aprendizagem e proporcionar uma educacao voltada parseavidvimento cientifico e
tecnologico.

O Projeto Um Computador por Aluno (UCA$ uma das acdes do PROINFO - foi
implantado em 2007, com o objetivo de intensificar as tegiatoda informacéo e da co-
municacgdo (TIC) nas escolas, por meio da distribuicdo depateores portateis aos alunos
da rede publica de ensino e o oferecimento de cursos paranagao de professores, me-
diante projeto das escolas. O uso de tabletes no ensin@p@btutra acdo do PROINFO,

articulado a distribuicdo dos equipamentos tecnologiessescolas e a oferta de conteudos
e recursos multimidia e digitais.

Embora a mudanca pedagogica tenha sido o objetivo de todeagHas dos projetos
de informética na educacdo, os resultados obtidos, até,emd@ foram suficientes para
sensibilizar ou alterar o sistema educacional como um t8dgundo Almeida [2],

A Internet e a imerséo na cultura tecnolégica podera pragaac contribui-
¢bes a aprendizagem a partir de uma adequada preparacacotEssqres.
Mas o fato de dispor de computador portatil na escola ndoaralefetiva ex-
ploracdo dessas caracteristicas. E fundamental que @sgooés compreen-
dam as potencialidades pedagodgicas de explorar as céstctsr do compu-
tador portatil no desenvolvimento do curriculo e as pokd#ues de integrar
outras tecnologias em atividades que proporcionem a nieldaraprendiza-
gem

2.2 O Computador no ensino de matematica

O ensino da matematica, devido ao grande avanco tecnoj@gitorna cada vez mais
importante na sociedade atual, mas na educacéo basica smpais, niveis fundamental e
médio, de uma forma geral, ndo esta atingindo o objetivod k@ aluno a desenvolver o
raciocinio e expresséa-lo através de uma notacdo adequaskjaolevar o aluno a apropriar-
se dos conceitos e das técnicas que permitem o seu uso [B4hubas as razdes que levam
a isso, entre elas: a falta de infra-estrutura das escalesigalmente as publicas, para
tornar o ambiente educacional um espaco que possibiliteestigacéo; o despreparo dos
professores; a falta de motivacéo dos alunos para aquid@8aber; entre outras. Valente
[24] ressalta que do uso o computador em sala de aula, cometvobgle desenvolver o
raciocinio l6gico, ou seja, disciplinando a organizacdaaoiohecimento e do pensamento
para compor um raciocinio, € um dos objetivos de ensino dariprénatematica que nao
esta sendo alcancado. O computador, quando usado apeadsfpanatizar os métodos
tradicionais de instrucao, pode, também, ndo atingir esstivm.

Muitas pesquisas sinalizam que uma escola inovadora, qumeope a aprendizagem
ativa, podera melhorar a relacéo ensino aprendizagem delctms matematicos. Essa nova

“Detalhes desse projeto podem ser encontrados ktip:Awvww.uca.gov.br/institucional/projeto.jsp
Acesso em 18 de fevereiro de 2013.
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postura pode ser favorecida pelo uso inteligente do cordput&ntende-se por uso inteli-
gente do computador aquele que tenta provocar mudanca ridagbm pedagodgica vigente
ao inveés de colaborar com o professor apenas para tornaefitante o processo de trans-
missado de conhecimento [20]. Nesse contexto o computadergetornar um grande aliado
na criacdo de ambientes de aprendizagem ativa, que fanoedasenvolvimento de um ci-
daddo com uma postura autbnoma, critica, criativa e reflegapaz de aprender a aprender,
saber tomar decisdes e saber buscar informacdes de qusitenesonstruindo seu proprio
conhecimento [25].

Uma forma de se criar ambientes de aprendizagem ativa @satiavatividades, ou ta-
refas [12], adaptadas pelo professor, explorando as patelacies de determinadmftware
educacional. A utilizacdo deoftwaresem que a algebra e a geometria possam ser abordadas
de forma dindmica, permitindo varias formas de represéntde um objeto matematico,
facilita a compreensao da matematica pelos alunos, na mgdiel 0s mesmos podem ex-
plorar, de forma orientada, problemas e conceitos mateasarocedimentos matematicos
rotineiros séo executados de forma mais rapida, deixandtunes com mais tempo dispo-
nivel para tomada de decisdes, para reflexdo e analise ditsdes obtidos. Osoftwares
de geometria dinamiéaossuem essas caracteristica, entre eles destacamos elE&0G

[---] a utilizagdo de programas matematicos como ferramentassinoede
matematica favorece os processos indutivos e a visualiziégaonceitos; per-
mite comparar, verificar, supor e contestar hipéteses;itplitss possuir um
laborat6rio de calculo; individualiza o processo de ensraprendizagem,;
serve como elemento de motivacédo e como instrumento gedadmoblemas
matematicos e facilitam a compreenséo e aprendizagem dtidos progra-
maticos Avila et al (20073pud[11].

As aulas de Matematica devem ser uma oportunidade para calerass explorem
as possibilidades tecnoldgicas e descubram um novo asgeattatéria e assim possam
enxergar como a matematica, trabalhada em sala de aulas@odimamica e prazerosa.

2.2.1 Osoftware GeoGebra

A escolha de unsoftwareeducacional deve levar em consideracgdo varios fatores [19]
entre eles, se software

e E confiavel, no sentido de ndo ocorrer falhas durante a agdlizde tarefas.
e E de facil manuseio, simples e pratico;

e Possui um ambiente de trabalho agradavel;

e Favorece o aprendizado;

e E adequado didaticamente.

e com relacdo a utilizacdo doftwaredevem ser considerados:

Ssoftwaresde geometria dinamica s&o programas interativos que aunaioncepcao e a manipulagéo de
figuras geomeétricas a partir de suas caracteristicas.
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e O dominio dosoftwarepelo professor. Para que uma aula, onde o computador esta
sendo utilizado, se desenvolva em um ritmo natural, o psofedeve ter dominio
sobre as principais funcionalidades do programa comparnatescolhido.

e A sua adequacao ao conteudo abordado. Algaitvaressdo bastante especificos
para alguns temas, portanto é importante um planejamergmfssor para que a sua
escolha possa explorar ao maximo o contetdo abordado e, aipdofessor deve ter
um conhecimento basico sobre a plataforma utilizada petdasa qual ir4 trabalhar
com osoftwareescolhido.

e A acessibilidade dsoftwarepela escola e pelos alunos. A gratuidadesdé@iware
muitas vezes facilita a sua instalagdo mais rapidamengegselola, principalmente
nas escolas publicas, onde a compra de qualquer matengdrrpepcedimentos que
podem dificultar a aquisicdo em tempo habil.

Neste trabalho, estamos propondo atividades adaptada® atw womputador, envol-
vendo contetidos di’. ano do ensino médio, que devem ser resolvidas ussoitivares
educacionais livres (no caso o GeoGebra).

O GeoGebra é umsoftwarematematico que retine Geometria e Algebra, foi desen-
volvido Markus Horenwarter e Judith Preiner para ser engaegrincipalmente no ensino
e aprendizagem de Matematica nas escolas béasicas e séasindanmsoftwarelivre que
pode ser baixado através do enderdtttp://www.geogebra.org/cms/pt_ BR/

O GeoGebra é urSoftwaresle geometria dinamica, uma vez que permite construir va-
rios objetos como pontos, vetores, segmentos, retas,ggafecfuncdes e curvas parametri-
zadas, entre outros, os quais podem ser modificados dinaerite, apos a sua construcao,
sem perder as suas propriedades. Permite, também, a icéimde equacdes e coordenadas.

O GeoGebra fornece trés diferentes janelas: Gréfica, atgéba planilha de célculos.
Elas permitem mostrar os objetos matematicos em trés ditsreepresentacoes: grafica-
mente (pontos, graficos de fun¢des), algebricamente (enadés de pontos, equacdes) e na
forma de tabelas através das células da planilha de calculo.

O trabalho com atividades envolvendo o estudo de fungbaadoso GeoGebra, pro-
move naturalmente a articulacdo entre as varias repredestgue, em geral, sdo apresen-
tados de forma estanque nos livros didaticos do ensinodasls recursos dinamicos do
softwareGeoGebra permitem reconhecer e explorar concretameagdes funcionais entre
objetos geométricos. E possivel, também, explorar retagdize as propriedades algébricas
e 0 comportamento qualitativo de graficos de familias dedaagependendo de parame-
tros. Os recursos graficos possibilitam o controle dos galouméricos dos parametros por
meio de uma ferramenta chamada "controle deslizante"jgaoplo uma nova perspectiva
de exploracéo de funcgdes [13].
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Capitulo 3

Funcao Afim

Este capitulo apresenta o conteudo de fungbes afim, tendo pantipal fonte os
trabalhos do professor Elon L. Lima [15, 17] e atividadeseommplando os conteudos abor-
dados. Atividades elaboradas com o intuito de facilitambatho do professor, com alunos
do ensino médio, na integracdo do computador como um dosiasigidaticos usados em
suas aulas. As atividades aqui propostas, como ja mencamaem o proposito de consoli-
dar contelidos ja trabalhados em sala de aula. A maioriaigtakades proposta apresentam
situagOes problema do dia a dia, que sdo modelados pelasehiafins.

Iniciaremos esta secao revendo os conceitos de par ordgaradato cartesiano, plano
cartesiano, relagao e funcéo.

3.1 Parordenado e produto cartesiano

Um par ordenado € formado por dois elementes$, chamados de coordenadas, onde
a € a primeira coordenadabe® a segunda, é representado simbolicamentéqéy. Dois
pares ordenadds, b;) € (as, by) S80 iguais somente &g = ay €b; = by.

O produto cartesiano de dois conjuntbe B € o conjunto formado por todos os pares
ordenadosa, b), coma € Aeb € B, e é representado simbolicamente dox B, ou seja,

Ax B={(a,b)|la € Aebe B}.

Exemplos:

1. SejamA = {0,1,2} e B = {a,e,i,0,u}, 0 produto cartesiand x B € conjunto
AxB = {(0,a),(0,¢),(0,7),(0,0),(0,u),(1,a),(1,¢),(1,1),(1,0), (1,u),
(2,a),(2,¢),(2,7),(2,0), (2,u)},

0 qual pode ser representado por uma estrutura de linhaamaspho caso 3 linhas e
5 colunas.

(0,a) (0,e) (O,i) (0,0) (O,u)
(1,a) (1e) (i) (10 ((1Lu
(2@ (2.e) (21 (2,00 (2.u).
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2. SejamX = {xy, 29,23, .... T} €Y = {y1,¥2, Y3, ..., Yn }, CONjuNtos comn e n ele-
mentos, respectivamente. O produto cartesiEinoY = {(z,y)|x € Xey € Y, cujos
elementos estdo representados na estruturaldehas en colunas abaixo.

(z1,91)  (w1,92)  (71,93) -+ (71, Yn)
(2,91)  (w2,92)  (w2,y3) -+~ (72, Yn)
(z3,91)  (w3,92)  (z3,93) - (T3,9n)
me) @nrs) @nts) o (@),

O numero de elementos do produto cartesiano de um conjunor um conjuntdy”
€ igual ao produto do numero de elementos do conjinfzelo nimero de elementos
do conjuntoy’.

3. SejamA = {—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}e B ={-2,-1,0,1,2}, e

Ax B ={(~4,-2),(—4,-1), ..., (4,1), (4,2)}.

O produto cartesiano que pode ser representado por umtuestle linhas e colunas,
como nos exemplos acima, e, também, geométricamente poestmeura similar,
usando pontos (Figura 3.1).

4 3 2 4 0 1 2 3 4

Figura 3.1: Representacdo geomeétrica do produtos cartssiax B.

4. SejamA = [-2,2]eB = [-4.,4] e
AxB={(z,y)]—2<z<2e —4<y<4}.

Neste caso, 0 produto cartesiano pode ser representadogy@amente, por um
retangulo (Figura 3.2).

Uma relacaak, entre elementos de um conjuntoe de um conjuntad3, € um sub-
conjunto do produto cartesianbx B determinado por uma regra que associa 0s elementos
de A com os elementos dB. Essa regra, ndo possui um formato definido, ela pode ser
uma expressao literal, uma tabela, um diagrama de setasaaxpressdo matematica (uma
equacdo ou uma inequacdo). Dados A eb € B, se o par ordenad(:, b) pertence a
relacéo R, dizemos queesta relacionado coime escrevemosRib.

Exemplo:
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Ax B

. .

4 4

Figura 3.2: Representacdo geométrica do produtos cartssiax B.

1. Sejam os conjuntod = {—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}, B = {-2,-1,0,1,2} e a
relagdoR = {(x,y) € A x B|z & um ndmero par ¢ € um numero impar Logo

rRy={(-4,-1),(-4,1),(=2,-1),(=2,1),(0,—1),(0,1), (2, —1),(2,1), (4, —1), (4, 1) }.

2. Sejam os conjuntad = [—4,4] e B = [-2,2], arelagdo
R={(x,y) € A x B|x éumnumero par g um nimero impat Logo

xRy ={(-4,-1),(—-4,1),(-2,-1),(=2,1),(0,—1),(0,1), (2, —1),(2,1), (4, —1), (4, 1) }.

3. Sejam os conjuntad = [—4,4] e B = [-2,2], arelagdaR = {(z,y) € Ax B|z =
4y}. Logo

rRy={(v,y)| —4<2<-4-2<y<2ex=4y}

O grafico de uma relacad®, entre os conjuntod e B, é o conjuntd~(R) formado por
todos os pares ordenad@sb), em quez R b, ou seja,

G(R) = {(a,b) € A x B|aRb}.

Se uma relagad entre os conjuntoX e Y possui a propriedade "para cada X
existe um Unicg € Y, tal que(z,y) € = Ry", esta relagdo é chamada de fung&o. Funcéo é
o principal objeto matematico de estudo neste trabalho.

3.2 Plano cartesiano

Imaginemos uma reta na qual fixamos um paftochamado origem, tomemos um
ponto A, diferente deD, e o segmentd@ A como unidade de comprimento. A reta assim
determinada serd chamada de reta real ou reta orientada CHgmando de abscissa o
namero reak associado a um ponto qualqu€rda reta, seX esta a direita da origem,é a
medida do segmento X. SeX esta a esquerda da origemé a medida do segmenfaX
precedido do sinalmenos). Se o segmentdA é a unidade de comprimento, a abscissa de
A é 1 (Figura 3.3).

Existe uma correspondéncia biunivbeatre o conjunto dos nimeros reditse a reta
real, a qual associa a cada poriala reta a sua abscissa IR.

'Uma fungdof : X — Y chama-se uma correspondéncia biunivoca quando é ao mesipo igjetiva
e sobrejetiva. Uma funcdp : X — Y é injetiva se elementos diferentes €dlesdo levados em elementos
diferentes d&”, ou sejag1 # x2 = f(x1) # f(x2) ou f(x1) = f(x2) = x1 = 2. Umafuncdof : X — Y
€ sobrejetiva se para qualquer que se@ Y é possivel encontrar (pelo menos) um elemento X tal que

y = f(z).
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Figura 3.3: A reta orientada.

O plano cartesiano (Plano Numérico #t¥) é uma representacdo geométrica do pro-
duto cartesiandR x IR. E construido por duas retas perpendiculares e orientads,
horizontal e outra vertical, cuja origem é o ponto de intgise Chamamos, geralmente, de
eixo0X ou eixo das abscissas a reta horizontal. A vertical denansale eixdY ou eixo
das ordenadas.

O plano cartesiano permite representar graficamente ed@galgébricas. Por exem-
plo, um pontoP do plano cartesiano é a representacao grafico de um par daléeadme-
ros reaijz,y) € IR x IR e é denotado paP = (z,y), ondex ey sdo suas coordenadas. A
coordenada indica a medida do deslocamento a partir da origem paraitedjse positivo)
ou para a esquerda (se negativo) e a coordepauidica o deslocamento a partir da origem
para cima (se positivo) ou para baixo (se negativo) (Figuta 3

Figura 3.4: Pontos no plano cartesiano.

O plano cartesiano é divido em quatro regides, chamadasateanies, se > 0 e
y > 0, 0 ponto esta localizado no primeiro quadrante do planesiaro; sec < 0 ey > 0,
no segundor > 0 ey < 0, no terceiro e se > 0 ey < 0, 0 ponto esta localizado no quarto
quadrante (Figura 3.5).

As Figuras 3.6 (a), (b) e (c) ilustram a representacdo graficgplano cartesiano,
dos produtos cartesianok x B e das relacdes Ry dados nos exemplos 1, 2 e 3 acima,
respectivamente.

3.3 Funcao

Uma fungdof de um conjuntod em um conjuntd3 € uma correspondéncia (ou regra)
gue associa cada elementoe A, a um Unico elementg € B. y € chamado o valor da
func@of emx e é simbolizado poy = f(z) ouz — f(x), que se |é % é levado emf(z)".

O conjuntoA é chamado ddominio da funcéo e o conjunt8 decontradominio. A funcao
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Figura 3.5: Os quatro quadrantes do plano cartesiano.

f € denotada por:

f:A—B
y=f(z) ou z— f(x)

O conjunto dogy € B para os quais existe (pelo menos) une A tal quey = f(x) é
chamado denagemda fungéo.

Aregra que estabelece a correspondéncia entre os elerdertosjunto dominio com
os elementos do conjunto contradominio da funcdo é arbitrdode ser, uma expressao
literal, uma tabela ou uma expressdao matematica (uma emjyagas, em todos 0s casos,
deve cumprir a condicao "Sejarh e B dominio e contradominio da fun¢cgdg para todo
x € A, deve existir um Unicg € B tal quef faz corresponder a o valory".

Pela condi¢do acima, temos quezse s € A entdof(z) = f(s) € B, ou ainda, duas
fungbesf : A — Beg: P — () s@oiguais se, e somentege= P, B =Q e f(x) = g(z),
para todor € A.

Quando escrevemos a regra de uma funcéo pela exprgssag(z), x representa
qualguer elemento do dominio da funcéo e € chamvaddavel independente y representa
o elemento do contradominio associade, pela regra dada, e € chamadovdeiavel de-
pendente

Obs. 3.1 Uma fungdof de A em B, dada por uma determinada regra, € uma particular
relagdoR de A emB.

3.4 Grafico de uma funcao

Dada uma funcédg : A — B tal quey = f(x), o grafico da funcag, denotado por
G(f), é o conjunto dos pares ordenadosy) € A x B, tais quey = f(z), ou seja,

G(f) = {(x,y) € Ax Bly = f(x)}.
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Figura 3.6: Representacao gréafica de produtos cartesiateostacoes.

Um conjuntoG C A x B é gréfico de uma funcéd : A — B se, e somente se,
para cada: € A, exista um Unico par ordenado, y) € G, cuja primeira coordenada seja
x. SeA € IR e B € IR, temos uma representacdo@eno plano cartesiano. Neste caso, a
condicéo significa que toda reta paralela ao eixo das ordsnadcada por um ponto de
corta o grafico dé; em um Gnico ponto.

Exemplos:

Seja a funcao reaf : IR — {2} — IR, cuja regra de correspondéncia é dada pela
2 _

equacgaa) = xxj A Figura 3.7 ilustra a sua representacao gréfica.

A Figura 3.8 traz o gréafico de uma fungéo cujo dooé o conjuntod = {z € N |0 <
r <90 e émdltiplode %, o contradominid3 = {y € IR|0 <y < 2} e aregra de cor-
respondéncia é dada pela tabela abaixo, a qual associa aded@ade uma determinada
pessoa, em intervalos de 5 anos, a sua altura.

Idade
(anos) 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90
Altura
(metros) | 055 | 1.05 | 1.35 | 1.70 | 185 | 185 | 185 | 185 | 185 | 185 | 185 | 185 | 185 | 185 | 184 | 183 | 182 | 1.80 | 1.78

A Figura 3.9 traz um grafico que néo representa um funcéo. rRaglebservar que
qualquer reta perpendicular ao ei*&, parar > —2, intersecta o grafico em dois pontos
distintos.
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Figura 3.8: O grafico de uma funcéo.

3.5 Funcdes crescente e decrescente

Uma funcaof : X — IR, comX C IR, é:

e crescente quandn < xs = f(x1) < f(x2);
e decrescente quandg < z, = f(z1) > f(x2);
e mondétona ndo-decrescente quange xo = f(z1) < f(22);

e monotona ndo-crescente quando< xs = f(x1) > f(x2).

Em todos os caso a fun¢dcé monotona.

3.6 Atividades

As atividades apresentadas, como ja mencionamos, saoatkstia alunos do primeiro
ano do ensino médio e aplicadas com o intuito de consolidemmisecimentos previamente
trabalhados em sala de aula. Os recursos materiais e dslagcessario para o desenvolvi-
mento dessas atividades séo papel, lapis, computador softwareGeoGebra instalado.
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Figura 3.9: A curva néo representa o grafico de uma funcéo.

3.6.1 Atividade: Par ordenado e pontos no plano

Descricdo geral e objetivos Os contetdos envolvidos nessa atividade sao pares ordenado
e representacdo de pontos no plano cartesiano. A atividageser trabalhada durante um
periodo de (duas) aulas, d&0 minutos cada, e tem como objetivos explorar a representa-
céo de pares ordenados por pontos no plano cartesiano gitderts quadrantes do plano
cartesiano.

Conhecimentos prévios necessariosPara resolver esta atividade o aluno deve conhecer o
conceito de nameros reais, par ordenado, reta orientaala phrtesiano, o significado das
coordenadas de um ponto no plano e no¢oesoflovareGeoGebra.

Atividade 1 Usando osoftwareGeoGebra, crie uma tabela de (n > 7) pontos na ja-
nela gréfica informando as suas coordenadas, seguindo argegurocedimento (Atividade
adaptada de Martins [18]):

1. Exiba a planilha

2. Crie uma tabela, onde cada linha contenha as coordenadasmponto, com a pri-
meira coordenada na coluna A e a segunda na coluna B. Margil@stos pontos e
clique no boté&o direito donousee escolha op¢ao <Criar> e <lista de pontos> para
exibir os pontos no plano cartesiano que aparece na janela@idealizacdo do do
GeoGebra.

A partir do resultado obtido, faga 0 que se segue:

a. Todos os pontos dados na tabela aparecem na tela? Se gaaden que aparecam.

b. Clicando sobre cada um dos pontos (com o botédo direitmdasg, abra a janela do
objeto e escolha a opcéo propriedades e entdo identifiquemt®p de cada quadrante
do plano cartesiano com um estilo e uma cor diferentes.

c) Observando o resultado obtido no item anterior, compaetiEbela abaixo.

Sinal Sinal Pontos(z, y)
Quadrante da primeira coordenadada segunda coordenadao quadrante
10
20
30
40
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d. O ponto (0,0) pertence a algum quadrante? Justifique ssjgosa.

e. Aordem das coordenadas de um ponto faz diferenca, istpanto(—1, 3) é igual ao
ponto de coordenadds, —1)? Justifique sua resposta.

Esta atividade deixa para os alunos a escolha das coordath@slpontos que desejam
criar (itens 1 e 2), podendo levar o aluno a escolher pontegstéo fora do campo de visdo
na janela de visualizacdo, se isso ocorrer, 0 aluno deve@uad a janela com o conjunto
de pontos criados (item a.), comparando as coordenada®dtmsom os valores visiveis
dos eixos do plano cartesiano na tela e usando o comaAdpkar> ou <Reduzir do
GeoGebra. O preenchimento da tabela (item c) possibilifaraf@ssor verificar se houve
um entendimento sobre o conceito de quadrante do planaicante O questionamento do
item e. salienta a diferenca entre um par ordenado e um dorgerdois elementos.

3.6.2 Atividade - Funcéo

Descricao geral Os contetdos envolvidos nesta atividade sédo: as definigheslatao,
fungdo, os conjunto dominio e imagem de uma funcdo. Ela daveabalhada durante
um periodo de 2(duas) aulas, de 50 minutos cada, e 0 objeiivcipal desta atividade
€ reconhecer quando uma correspondéncia entre dois cosjutdda por uma tabela de
nameros, é uma funcao.

Conhecimentos prévios necessariosO aluno deve dominar o conceito de par ordenado,
sua representacéo no plano cartesiano, como também, astogrie correspondéncia entre
dois conjuntos, dependéncia entre variaveis, funcdouotwg dominio e imagem de uma
fungéo.

Atividade 2 O time do Centralao final da quinta rodada do campeonato estadual, fez uma
analise sobre 0s seus numeros para verificar a existéncidgiera regularidade e poder
se planejar, com base nos dados, para as proximas rodadasgioolo possiveis falhas. Os
nameros Sao 0s seguintes:

Numero de gols marcadoRodada do campeonato
4 1
3 2
5 3
3 4
4 5

a. A correspondéncia, entre o nimero de gols marcados e adeoda campeonato,
representa uma funcao? Justifique.

2Central Sport Club é uma agremiac&o esportiva de Caruaru/PE
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b. Usando a planilha do GeoGebra, digite os pares ordenaddsrchinados pela ta-
bela e gere, na janela de visualizacdo, os pontos que rept@ses pares ordenados,
onde a primeira coordenada é o niumero de gols marcados e aadagtia rodada do
campeonato.

c. Observando os pontos exibidos na janela de visualizacBsposta dada ao primeiro
item estéa correta? Justifique.

d. Em caso Afirmativo, Exiba o conjunto dominio e o conjuntgiem desta funcao.

e. Refaca o item b. considerando os pares ordenados em qumeii@ coordenada é a
rodada do campeonato e a segunda é o nimero de gols marcados.

f. Repita o item c. considerando os pares ordenados obtidaem e.

g. Com esta nova configuracdo, a correspondéncia entre gsiitims € uma funcao?
Justifique sua resposta.

h. O dominio e a imagem se alteraram? Se a resposta for afvmatdjual € o novo
dominio e a nova imagem?

i. Com estas informacdes vocé pode prever, com certezajia@pigals o time marcara
no proximo jogo? Explique.

Ao resolver os itens a. até h. o aluno ira trabalhar com agseptacdes tabular e
grafica de uma funcéo, devendo reconhecer os elementos dungd® (regra da corres-
pondéncia, dominio e imagem), o conceito de variavel der@rce independente, uma vez
gue ira trabalhar com a correspondéncia entre dois corgualt@rnando a dependéncia en-
tre os seus elementos. O Ultimo questionamento faz com glumo perceba que podemos
ter uma funcéo bem definida, mesmo sem ter uma lei que peraaiéa $uposicdes seguras
para valores que ndo aparecem na tabela estudada, ou semgqueralizacdo somente €
possivel quando existe alguma regularidade (ou padrac)mpartamento das variaveis.

3.6.3 Atividade - Grafico de funcdes

Descricdo Geral Os conteudos envolvidos nesta atividade séo: definicdordg@idue do
grafico de uma funcdo. Essa atividade deve ser trabalhadatdurm periodo de 2 (duas)
aulas, de 50 minutos cada, e tem como objetivo reconhecé@fiogde uma funcao.

Para o desenvolvimento desta atividade, além dos recurg@siais ja mencionados,
€ necessario um aplicativo, desenvolvido no GeoGebra, gueevgrios graficos, conforme
ilustra as Figuras 3.10.

Nesta atividade, a depender do nivel de familiarizacdo ldo®a com csoftwareGe-
0Gebra, o aplicativo pode ser criado pelos préprios alumeste caso, o tempo de aplicagdo
devera sofrer um acréscimo de 02 (duas) aulas. Na geracdplidati®o pelos alunos, o
professor podera explorar, com maior profundidade, panek@ a representacéo grafica de
funcdes com varias sentencas.
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Figura 3.10: Diversos graficos em um mesmo arquivo.

Conhecimentos prévios necessariosO aluno deve conhecer a definigcdo de par ordenado,
a sua representacao no plano cartesiano, as definicdesgd® fuwonjuntos dominio e ima-
gem de uma funcao e de grafico de uma funcao.

Atividade 3 Na mesma janela de visualizacdo do GeoGebra contendo osaggafados,
construir uma reta perpendicular ao eixeX, que deslize sobre o eixo, seguindo o procedi-
mento abaixo:

1. Gere um ponto sobre o0 eixoX.

2. Construa uma reta perpendicular ao eigoX, passando pelo ponto gerado no item
anterior.

3. Com a ferramenta move, deslize a reta sobre o0 &Xa

Usando a reta vertical construida, identificar quais dosfg@ds dados, sao graficos de uma
funcao.

Nesta atividade, o professor pode solicitar que os aluriemanutros graficos digi-

tando algumas equacdes no campo <entrada> da tela que camt@mstrucdo da reta per-
pendicular ao eixa. Seguem algumas sugestoes:
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° $2—y2:1
o P —1=0
° x2+y2:4

3.7 Funcéo afim

Uma funcao afim é definida por:

f:R— R
f(z) = ax + b, paraa e b constante reais.

3.7.1 Casos particulares

Sao casos particulares de funcdes afim as funféés — R definidas por:

= b (fung&o constante)

f(z)

e f(x) =z (funcéo identidade )
f(x) =z + b (translagéo )
f(z)

= ax (fungéo linear)

3.7.2 Taxa de variagao

Tomando dois valores reais quaisquer,e z,, sejalAr = z, — x1, chamamos\z
de variacdo de, ou seja,rs = 7 + Ax e, calculando a variagdo da fungéo afimAy =
flxe) — f(x1) =axe+b— (axy +b) = a(xQ —x1).

Sex; # x5, podemos calcular a raz% essa razdo € chamada de taxa de variacéo
(ou taxa de crescimento) da funcem relacéo a.

Afirmacdo: A taxa de variagdo de uma funcéo affitw) = ax + b € constante e igual ao
parametroa.

De fato: Calculando a raz&g): temos:

Ay a(z —x)

Ax Ty — T1

O sinal do coeficiente (taxa de variag&o) da funcdo afiffiz) = ax + b, determina
se a funcéo afim é crescente ou decrescente.
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e Sea > 0, entdo a funcdo € crescente. De fato: 19e< z,, entdoar; < ax, €
axry +b < axy +b,0usejaf(xr;) < f(xg);

e Sea < 0, entdo a funcéo é decrescente. De fatoxrSe< xy, entdoaxr; > axs €
axy +b > axy + b, ou sejaf(xy) > f(xa);

e Sea = 0, entédo a fungéo € constante. Neste caso, tefifios= b.

3.7.3 Gréfico da fungao afim

Nesta secdo vamos mostrar que o grafico de uma funcéo afim éetana que toda
reta € grafico de uma funcéo afim.

Afirmacgédo:O grafico de uma funcgéo afim é uma reta ndo-vertical.

De fato: Para mostrar que o grafico de uma funcao afim é umaast@s usar a condi¢édo de
colinearidade de trés pontos dada pela distancia entrendgpdTrés pontos séo colineares
se a maior distancia entre eles é igual a soma das outras énases".

Consideremos trés ponté% = (1, azxy + b), Py = (x2,ax5 + b), P3 = (x3,ax3 + b)
pertencentes ao grafico de uma funcéo afim. Vamos supor, gela ¢ generalidade, que
xr1 < x9 < x3 €, calculando a distancia entre os pontos, temos que:

d(PLP) = (w2 —21)? + [(azs +b) — (a2, + B,
d(Pl,PQ) = \/(Z'Q—Il)Q—FGZ({EQ—CLZEl)Z,
d(Pl,PQ) = ($2—$1)V1+a2.

Fazendo o mesmo processo péf&,;, P;) e d(P», P;) obtemos

d(Pl,Pg) = (1'3—1'1)\/1—|—a2,
d(PQ,Pg) = (l’g-.ﬂj‘g)\/l‘i‘az,

dai temos que

d(P,P;) = (x3—21)V1+a?
= (23— 2o+ —x1)V1+a?
= (23 — 2)V1+a® + (29 — 21)V1 + a2,
= d(P», P3) +d(P1, P).

Mostrando assim que os pontos séo colineares e, portantéficogde qualquer funcao afim
€ uma reta nao-vertical.

Uma consequéncia imediata desse resultado é que a pasimpdotos quaisquer
P = (z1,11) € P, = (w9,y2), 71 < 9, €xiste uma fungdo afim cujo gréfico é a reta
que passa por esses pontos. Jegafuncado afim g, = f(z1) ey, = f(22), logo

Y1 =axr; +b
Yo = axs + b.

28



— To — Yol
Y2 yleb:ylz YaZo

. - o . e . Lo — X1 L1 — T2
assim definida, é a unica funcéo afim cujo grafico contém oopatados.

Resolvendo o sistema de equagé&o obtemes , a funcéo afim,

Dada uma reta, ela € o gréafico de uma funcéo afim?

SejamP; = (x1,y1) € P, = (22,¥2), COMx; # x5 pONtos pertencentes a uma reta
r. Ja vimos que dados dois pontos existe uma unica funcao afjlmgi@fico contém esses
dois pontos. Como o grafico da funcéo afim € uma reta que corggordos dados, esta
reta € a reta dada.

Concluséo: Toda retg ndo paralela ao eix@Y’, é o grafico de uma fungéo afim.

O parametra: da funcao afim € chamado de taxa de variacdo da funcao e o parame
b é conhecido como coeficiente linear da funcdo. Com relac@paizo da funcao afim, o
parametra: € chamado de coeficiente angular da reta e esta relacionado goanto a reta
(gréfico da funcéo afim) esta afastada do eixad é a ordenada do ponto onde a reta toca o
eixoOY.

3.8 Proporcionalidade

Um dos problemas mais corriqueiros no dia-a-dia € do tipaeguelve proporcionali-
dade. Por exemplo: quando vocé vai a um supermercado coogorex. Quanto mais carne
VOCEé comprar maior sera o valor pago. Quando se deseja sabepo que uma viagem
ird durar, de acordo com a velocidade do meio de transpantatq maior a velocidade
menor sera o tempo gasto. Podemos citar muitos outros easmplproporcionalidade que
ocorrem no dia-a-dia.

A seguir a definicdo de proporcionalidade encontrada em [i%ja

Definicdo 3.1 Uma proporcionalidade € uma fun¢cgdo: R — R tal que, para quaisquer
numeros reaig, x tem-sef (cx) = ¢ f(x)(proporcionalidade direta) oy (cz) = f(x)/c, se
¢ # 0 (proporcionalidade inversa).

A proporcionalidade inversa nao faz parte do escopo destaltro, portanto, neste
trabalho usaremos o termo proporcionalidade para prapmaldade direta.

Considerandof uma proporcionalidade e fazendo= f(1), para qualquer real
podemos escrevi(c) = f(lc) = ¢ f(1) = ca = ac. Substituindo o reat por x temos que
f(z) = ax, ou seja, 0 modelo mateméatico que representa os problerpagpi®cionalidade
é afuncao linear e é chamado de constante de proporcionalidade.

O exemplo a seguir ilustra uma situacao do cotidiano que @ladd por uma funcao
linear, ou seja, um problema de proporcionalidade.

Exemplo:

Uma operadora de celular cobR$ 0, 25 por ligacdo efetuada. Sendm namero de
ligacOes efetuadasyeo custo total, temos que a funcgéo fica assim defipiga0, 25z. Neste
caso dizemos que o custo total € diretamente proporcionalaero de ligacdes efetuadas.

O teorema a seguir fornece métodos para identificar quandositoracao pode ser
modelada por uma funcéo linear, ou seja, quando uma sit@acamcterizada como uma
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proporcionalidade.

Teorema 3.1 Teorema Fundamental da Proporcionalidade: SgjaR — R uma funcéo
crescente. As seguintes afirmacdes séo equivalentes:

(1) f(kz)=kf(x),Vz € R e Vk € Z.

(2) Pondoa = f(1), tem-sef(x) = az, Yz € R.

(3) f(z+y) = f(z)+ f(y) para quaisquer, y € R.
Prova. A demostracédo deste teorema sera baseada na prova dada arfilb]pou seja,
Provaremos quél) = (2) = (3) = (1).

. . n x
Para mostrar quél) = (2), tomemos o numero raciongl= —, n,m € Z e ndo
m
nulos, por(1) temos que

nf(x) = f(nx) = flgmz) = f(mqxr) = mf(qz),
logo
= f(@) = f(ax).
ou seja,
qf(z) = f(qz).
Assim, a igualdadg (kx) = kf(x), é validave € R e Vk € Q.

Sejaa = f(1). Como f(0) = f(0.0) = 0f(0) = 0 e f é crescente,
a= f(1) > f(0) = 0. Logo,a é positivo ef (¢q) = f(¢.1) = ¢f(1) = aqg Yq € Q.

Mostremos agora que se teffic) = ax paratodar € R .

Vamos supor, por absurdo, que existe algum numerawréadcessariamente irracio-
nal) tal quef(azx) # ax (f(x) > axou f(z) < ax). Vamos considerar qu&z) > ax (O
casof(z) < ax é tratado de maneira analoga). Seja Q tal que

f(x)

> g >,
a

ou,
f(z) > aq > ax.

Logo, f(z) > f(q), que é uma contradi¢cdo, uma vez que a funt&@ocrescenteg( > «
deveriamos tef(q) > f(x)).

Mostramos, assim, qué) = (2).
Para provar qué€2) = (3), consideremos = x + y ondez, z,y € R. Assim, por (2),

f(2) = az,

comoz = z + y, temos

flx+y)=f(z) =az=a(r +y) =ar +ay = f(x)+ f(y).
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A demonstragéo que) = (1) é obvia, como menciona Lima [15]. Consideremos

flkx) = f(zr+az+ ...+ 2) = f(z)+ f(x) + ...+ f(z) = kf(z).

3.9 Caracterizacao da funcao afim

Dada uma funcéo afinfi, crescente (ou decrescente), a variacd¢ deandox sofre
um acréscimo dé, ou seja,r; = x exy = = + h, h > 0, € dada portf(z2) — f(z1) =
flz+h)— f(z) = a(z + h) — ax = ah. LOgoO, a taxa de variagdo ¢fecom relagéo a é
constante e igual @

[(2) = flzy) _ flet+h)— flx) ah _

Observemos quée = = =
a To — X1 (x +h)— () h

Veremos a seguir o Teorema da Caracterizacdo da Funcéo Afergagante que em
determinadas condi¢des, se a taxa de crescimento de un@fwagn relacdo a sua variavel
independente, for constante (independe d§ entéo a funcéo € uma funcéo afim.

Teorema 3.2 Teorema da Caracterizagéo da Funcgéo Afim:
Sejaf : R — R uma fung&o monatona e injetiva. Se o acréscjifio+ h) — f(z) = g(h)
depender apenas demas nao de:, entdo f € uma funcéo afim.

Prova. Sejaf uma fungdo qualquer que satisfaz a condi¢ée + h) — f(x) = g(h),
ou seja, a variagdo dg¢ em relacdo a- depende apenas de Observemos que(0) =

fla+0) = f(z)=0.
Calculemog)(v + h), parav e h reais quaisquer,

glo+h) = flz+(h+v)) = f2) = f((z+v)+h) = f(2),

somando e subtraindf(x + v) na expresséo acima, obtemos

glo+h) = fllw+v)+h) = flz+v)+ flz+v) - fl2),
((z+v) +h) = flz+0) + (fz+v) = f(2)),
(h) +g(v),

Portanto, a funcég satisfaz a condicdo do Teorema Fundamental da Proporicladel

S =

|
<

Logo, fazendo a = g¢(1), temos g(h) = ah, Yh € R. Isto quer dizer que
f(z+h)— f(x) = ah. Tomandar = 0, temos quef(0+h)— f(0) =ah ou f(h)— f(0) =
a h. Chamandgf(0) = b, temos f(h) = ah + b, Yh € R.

Substituinddh por x obtemosf(z) = ax + b, Vx € R, ou seja,f é uma funcéo afim.
O
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3.10 Atividades

As atividades apresentadas, como ja mencionamos, séatkstia alunos do primeiro
ano do ensino médio e aplicadas com o intuito de consolidenmisecimentos previamente
trabalhados em sala de aula. Os recursos materiais e dslagcessario para o desenvolvi-
mento dessas atividades sédo papel, lapis, computador softwareGeoGebra instalado.

3.10.1 Atividade: Funcao Afim

Descricdo geral e objetivos. Os contetdos que estdo sendo consolidados nesta atividade
sdo: gréafico de uma fungdes afim, obtencao dos coeficeptieda regra de correspondéncia
que define a funcéo afim. Deve ser trabalhada durante um petéodl (quatro) aulas, de 50
minutos cada. Tem como objetivos encontrar a lei da func@arta de dois pontos dados,
calcular valores numéricos da funcéo e perceber as lin@sagds recursos computacionais.

Conhecimentos prévios necessarios.O aluno deve conhecer métodos de resolucao de
equacles e sistemas lineares2desquacdes com incognitas, a definicdo de funcao afim,
reconhecer o grafico de uma funcao afim.

Atividade 4 Em uma locadora de filmes antigos, a locacdo de uma fita tenopreico.
Silvia locou uma fita, passou dois dias com ela e pag6u1, 50. Aline locou outra fita por
um dia e pagouwr$ 6,00. A lei que expressa o pregoda locacdo de uma fita em fungéo
do numero de dias de aluguel € dada por uma funcao afim do tipe= ax + b, ondeb
representa a parte fixa@o valor Unico da locacao por dia.

a. Substitua a quantidade de dias e o valor pago por SilviareeAd monte o sistema de
equacoes.

b. Digite na caixa de entrada do GeoGebra as equacdes eraaagmo item anterior.

c. Clique no icone intersecao entre dois objetos e seleasrgraficos gerado no item
anterior.

d. O que o ponto encontrado no item anterior representa?
e. Escreva a funcéo afim que representa o preco a ser pago petagacao.

f. Emuma nova tela do GeoGebra digite a funcao que determpragp a ser pago por
uma locacao.

g. Digite na caixa de entrada a equacac= 4.

h. Clique no icone interse¢do entre dois objetos e seleasmgraficos gerado no item
anterior.

I. O que o ponto encontrado no item anterior representa?

j. Digite na sua caixa de entrada= 17.
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k. Cligue no icone <intersec¢éo de dois objetos> e seleciangraficos gerados no item
anterior.

l. O que o ponto encontrado no item anterior representa?
m. Digite na sua caixa de entrade= 15.

n. Clique no icone <intersecao de dois objetos> e seleciangréficos gerado no item
anterior.

0. Analisando o ponto encontrado no item anterior, podedsafirmar que con5 reais
poderiamos passar no maximo quantos dias com uma fita?

Ao resolver o itema., 0 aluno devera perceber que tem duas equacfes de primeiro
grau, com duas incégnitas e, se considerewmo uma variavel independenté eomo uma
variavel dependentes, tem duas funcdes afim, cujos graficagtas e 0 ponto de intersecéo
das retas, iterh., fornece a solucéao do sistema. No itepo aluno ira calcular os valores da
funcéo afim nos pontose 17. O itemo., 0 Ultimo questionamento, o aluno devera perceber,
a partir do ponto encontrado, que, apesar de o programasegpae um valor, na pratica
esse valor devera ser arredondado para baixo, mostrandstaosntes que nem sempre a
resposta dada pelo program € a correta para aplicacoesagrati

3.10.2 Atividades: Grafico de uma funcéo afim

Descricao geral e objetivos. Os conteudos envolvidos nas atividades a seguir, estdo rela
cionados com a forma do gréafico de uma funcao afim. Essasat®&idevem ser trabalhadas
durante um periodo de 6 (seis) aulas, de 50 minutos cada. j©%vob dessas atividades
sdo: explorar a colinearidade entre os pontos para mosteaw grafico de uma funcéo afim
dada € uma reta e, também, entender a influéncia dos par&metta(f(z) = ax + b) no
comportamento do gréfico da funcgéo.

Conhecimentos prévios necessariosO aluno deve conhecer a condicdo de colinearidade
entre trés pontos, a definicdo de funcao afim, saber calcuddoonumérico de uma fungéo,
reconhecer o grafico de uma funcéo e conhecer a resolucdaudedes e inequacdes do
primeiro grau.

Atividade 5 Pedro Ryan, excelente aluno em matematica, ao se deparaug@uestao
que fornecia a funcag (z) = /3x e pedia para dizer se a fungdo dada era crescente ou
decrescente, com a seguinte sugest&o: use os trés valoeggim para a variavel: : /3,
v/12 e v/27. Ele seguiu 0s seguintes passos:

1. Calculou o valor numérico da funcao para os valorescaados.

2. Usando o GeoGebra, plotou os pontos encontrados, demoiinos ded = (v/3, f(v/3)),
B = (V12 f(V12)) eC = (V27, f(v27)),

3. Construiu os segmentos de retas do pofipara o ponto3, e mediu 0 seu compri-
mento.
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4. Construiu os segmentos de retas do paBtpara o pontoC', e mediu 0 seu compri-
mento.

5. Construiu os segmentos de retas do paofifpara o pontoC, e mediu o seu compri-
mento.

a. Observando a construcao realizada no GeoGebra ele afimpeus pontos estavam
alinhados. Justifique a afirmacgé&o de Pedro.

b. Se ele escolhesse outros pontos, a sua resposta ao itenoarmbntinuaria verda-
deira? Justifique sua resposta.

c. Pedro afirmou, entdo, que a funcdo dada era uma funcao afimsqu gréfico era
uma reta e, ainda, que era crescente. Justifique as afirmaf@®&edro, baseado na
construcéo feita, usando argumentos matematicos.

Ao repetir os passos da construgdo o aluno ird observar eljde visualizagdo do
software (tela do computador) que os pontos estédo alinhad@dasobter as distancias dos
segmentos, verificara a condicao de colinearidade de tréepsendo satisfeita. Ao repetir
a construcao com pontos aleatorios, o aluno ira percebea guapriedade sempre é obser-
vada. No itent. ao justificar, com argumentos matematicos, as observagiias hos itens
anteriores, o aluno ira consolidar os conceitos e técnitaslados.

A atividade apresentada a seguir, pode ser consideradatividade classica do es-
tudo do grafico de uma funcao afim, ela aparece em varios teshws 0 uso do computador
em sala de aula. N6és a reproduzimos aqui, devido a sua imp@tdara o entendimento do
comportamento da funcéo, a partir do estudo da influéncipai@netros e b na forma do
gréafico da funcéo.

Atividade 6 Construa o grafico de uma funcéo afim de tal forma que seja yels&riar,
dinamicamente, os parametraa b, seguindo o procedimento abaixo.

1. Com a ferramenta <controle deslizante> ativada, cligoegualquer ponto da janela
de visualizacao e escolha a opcao aplicar.

2. Selecione o controle deslizante cormousee clique com o botédo direito, escolha a
opcao renomear e atribua a letkaao seu rétulo; a opgao redefinir ou propriedades e
atribua os valores adequados para os limites do intervalo.

Repita as operacao realizada até agora e gere um contesézhnte com rotulé.
Na entrada algébrica construa a regér) = a * « + b. Escolha o estilo tracejado.

Construa um terceiro controles deslizantete intervalo—2 a 5.

o g

Use o comando Fun¢dg(x), —2, ¢| para definir um trecho do gréafico da funcgo
pinte-o de vermelho.

7. Construa os pontosO = (0,0) A = (—-2,0); X = (¢,0); B = (—2,9(—2));
C=(0,9(-2)); Y(0,axc+0b); Plc,axc+Db).
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8. Construa o angula formado pelos segmentasX e OP

9. Construa os segmentokX, CY, pinte-os de azul escuro e azul claro, respectiva-
mente.

10. Construa os segmentds3, BC, X P, Y P. Escolha o estilo pontilhado.

Dependendo do nivel de familiaridade dos alunos com o sEt@aoGebra, essa primeira
parte da atividade pode ser realizada pelo professor e didgplizar o arquivo com a cons-
trucdo para os alunos o manipularem e responder 0s questiensos abaixo.

a. Mova o controle deslizante e responda: O que acontece com o grafico quando o
termoa for negativo? E quando for positivo? e quando for nulo?

b. Qual ainfluéncia do parametrono grafico da funcég?
c. Qual arelagéo entre o angule e o parametra: da funcaog.

d. Mova o controle deslizantee responda: O que acontece com o grafico quando o
termob for negativo? E quando for positivo? e quando for nulo?

e. Qual ainfluéncia do paramettono grafico da funcag?
f. O que ocorre com o ponto P quand@umenta ?

g. movau para um valor positivo e mowao pontop cresce ou decresce. Justifique a sua
resposta. Faca 0 mesmo para um valor negativa.de

Descricdo Geral Os conteudos envolvidos na atividade séo a lei de formacdiongao
afim e a construcdo dos graficos. A atividade exemplifica o mento retilineo uniforme,
que é uma das aplicacdes da fungdo afim na Fisica, onde aelamidependente representa
o tempo e a variavel dependente a distancia percorrida pampanticula. O objetivo desta
atividade, além dos j& mencionados no inicio desta secéo,re@onhecer o coeficiente
(taxa de variacéo) como velocidade; o coeficiérntemo a posicao inicial da particula. Essa
atividade deve ser trabalhadas durante um periodo de 4¢yjaatas de 50 minutos cada.

Conhecimentos prévios necessariosO aluno deve ter conhecimento sobre a lei de forma-
céo da funcéo afim, construcéo de gréficos, resolucdo de@epiagnequacdes do primeiro
grau.

Atividade 7 Em uma corrida de carros, dois carros que disputam a lidesarogorreu o
seguinte fato: o carrod entrou nos boxes para a troca de pneus enquanto o carper-
maneceu na pista. Apos a troca de pneus, observaram que @ Baoom os pneus velhos,
andava em média 1,6 km/min e o cart@om 0s pneus novos andava em média 2,4 km/min.
sabendo que esta na ultima volta e a pista tem 12 km. Responda:

a. Se o carraB abrir um distancia deskm , qual dos carros vencera a corrida, escreva

a lei da funcao que determina a posicéo de cada um e 0s seusag&in um mesmo
sistema cartesiano?

35



b. Se o carraB abrirum distancia de, 5km , qual dos carros vencera a corrida, escreva
a lei da funcao que determina a posicéo de cada um e 0s seusag&in um mesmo
sistema cartesiano?

c. Se o carraB abrir um distancia detkm , qual dos carros vencera a corrida, escreva
a lei da funcao que determina a posicéo de cada um e 0s seusag&iin um mesmo
sistema cartesiano?

d. Qual deve ser a distancia em quildmetros aberta pelo c&rmara que aconteca um
empate?

e. Qual deve ser o tempo minimo que o catrdeve ficar nos boxes para que o carfo
venca a corrida?

f. Siga os passos, agora, no GeoGebra:

1. Crie controles deslizantes;, ap € ac variando de) a 10;

2. Plote, na forma de pontos, onde a primeira coordenada éamatro represen-
tado pelo controle deslizante { ouag) e a segunda € a lei da funcao obtida por
vocé em cada um dos iteas b. ou c(lembre-se que ao escrever a lei da fungao
sua variavel independente deixa de squara ser o parametro que identifica o
controle deslizante);

3. Crie uma linha de chegada no caso colocangde 12;
4. Arraste os controles deslizantes para o zero, para séaing&corrida, e anime;

5. Compare os resultados obtidos nos itensb. e c.,, com a imagem obtida na
janela de visualizacéo do software.

g. O que as velocidadds6km/min e 2.4km/min representam nas fungoes.

Nos itensa., b., c. o aluno devera escrever as leis de formacao para cada uma das
situacdes e assim construir os gréficos para cada uma deles.ré3ponder os iterts e
e. 0 aluno devera perceber que devera relver as equacdes agdeglobtidas a partir das
expressdes matematicas obtidas nos itens anteriores s@loeeos itens. e g., com ajuda
do GeoGebra, o aluno devera reconhecer o valor dos coeéisieat da funcao afim como
taxa de varia¢ ao da funcéo, no caso a velocidade dos cawosoégdiciente angular do
grafico da funcao) e como o valor inicial da fungée=(0) ou o ponto que o grafico cortas o
eixo OY, respectivamente.

3.10.3 Atividades: Proporcionalidade

Descricao geral e objetivos. Os contetudos envolvidos nas atividades a seguir sdo: o
Teorema da caracterizagcéo da funcdo afim e o teorema funtirdamproporcionalidade.
Essas atividades devem ser trabalhadas durante um peg@i@do) aulas, de 50 minutos
cada. O seu objetivo € explorar os Teorema da proporci@udi@ da caracterizacdo da
funcao afim para obter o modelo matematico para as situacdbema dadas, a partir da
regularidade observada nos dados.
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Conhecimentos prévios necessariosO aluno deve conhecer a condi¢do de colinearidade
entre trés pontos, a definicdo e a caracterizacdo de umaofafigéie da funcao linear (pro-
porcionalidade) e o conceito de taxa de variacao.

Atividade 8 Maria Eduarda, ao saber que alguns de seus amigos iriam a woargio,
ficou animada para ir também, mas 0s seus amigos nao sabiani@oastava a passagem
individual, uma vez que as suas familias tinham comprad@semais de uma passagem,
eles também nao sabiam informar se havia desconto para qoemparasse mais de uma
passagem, as unicas informacdes que ela possuia era o vadmr pelas familias ela os
organizou na tabela abaixo:

Familas Quantidade de passagensValor Pago em reais
Familia Pedro Ryan 4 324,00
Familia de Gabriela Araujo 7 567,00
Familia de Guilherme Feitosa 11 891,00

a. Marque os pontos da tabela na planilha do GeoGebra ondemagira coordenada é
a quantidade de passagens e a segunda coordenada € o valoppéas familias.

b. Marque os ponto® = (0,324), £ = (0,567) e I' = (0, 891).
c. Construa os segmentdsr, £'F e pinte de vermelho claro e azul.

d. Verifiqgue os comprimentos dos segmerids, £F e DF. O que Maria Eduarda
pode concluir com os resultados encontrados?

e. Construa a reta que passa pelos poniog F. A reta deve passar pela origem?
justifique a sua resposta.

f. A partir dos itens anteriores conclua qual o valor de umagagem.

Esta atividade leva os alunos a perceberem que, com a ogistdos segmentos a
partir dos pontos dados, que estes sdo colineares e coreagmrt ao grafico da funcéo, a
funcéo procurada é uma funcao afim. No itemo aluno percebera que, devido ao teorema
fundamental da proporcionalidade, a reta deve passar pgéag concluindo assim no item
f. ovalor da passagem.

Atividade 9 Maria Eduarda, estudante de Engenharia Quimica, ao analsdensidade
de um material, anotou os dados em uma tabela , mas com a fag&wmto texto alguns
dados ficaram fora de ordem e a tabela ficou assim:

Massa (gramas) Volume (centimetros cubicog)

3 4,5

6 9

9 22,5

12 31

15 13,5

18 27

21 18
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Maria Eduarda sabia apenas que o volume é diretamente poimaal a massa e que a den-
sidade do material é determinada pela razdo entre a massa e olume
(densidade = massa/volume).

Usando o GeoGebra vamos ajuda-la a reorganizar a tabela:

a. Considere os pontos, cuja primeira coordenada é a massseganda é o volume, e
plote esses pontos no GeoGebra.

b. Divida, em cada linha da tabela, a massa pelo volume. O gué wbservou nos
resultados obtidos? Esses valores representam a densdiadeaterial analisado?
Justifique sua resposta.

c. Nos valores das massas existe algum padrao (regular)@dgissa regularidade deve-
ria existir também entre os valores do volume ?

d. Com base nas respostas do item anterior, reorganize daabelote os pontos no
GeoGebra.

e. Os novos pontos estdo alinhados? Se sim, a tabela foigudari Se néo, volte a
estudar os valores dados e refaca o problema.

f. Justifique, com argumentos matematicos, porque o aliehgordos pontos permitiu a
concluséo.

g. Escreva a lei de formacao de uma fungéo cujo grafico contépontos dados.

h. Digite sua lei de formacéo no GeoGebra e verifique se reatenpassa em todos os
pontos.

ao realizar o itena. 0 aluno deve perceber que a tabela realmente esta desadmniz
umavez que o volume é diretamente proporcional a massaehib.ito aluno deve perceber
que alguns valores se repetem mas nao terd como concluir Aadasolver o itent. ed.
espera-se que o aluno perceba a regularidade e associeemdeta proporcionalidade e
assim consiga reorganizar a tabela. No inespera-se que o aluno visualize e comprove
sua resposta do itech. No itemf. o aluno deve mostrar matematicamente o que foi perce-
bido nos itens anteriores. Nos itegise h. ele deve construir a lei de formacao da funcéo
dada e verificar sua resposta utilizando o grafico no GeoGebra

3.10.4 Atividade: Caracterizacao da funcao afim

Descricao geral e objetivos. O conteudo envolvido nesta atividade é o teorema da carac-
terizacdo da funcéo afim. Essas atividade deve ser tralzathadnte um periodo de 2(duas)
aulas, de 50 minutos cada. O seu objetivo € explorar o teadamaracterizagdo da funcéo
afim para obter o modelo matematico para a situacéo problades d partir da regularidade
observada nos dados.
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Conhecimentos prévios necessariosO aluno deve conhecer o conceito de taxa de varia-
céo, a definicdo e a caracterizacdo de uma funcéo afim.

Atividade 10 Um trem fica desgovernado apés o maquinista passar mal. Aateiet con-
trole, quando percebe o problema, comeca a monitorar o trama gdescobrir se 0 maqui-
nista acionou o piloto automatico antes de desmaiar. Os dadhbidos sdo o seguinte:

Tempo em minutosQuildmetros percorridg
2 6,8
6 12,4
8 15,2
16 26,4

a. Encontre as distancias percorridas entre os minutos 2 6 6 8 e por ultimo entre 8
e 16. Faca uma tabela com estes resultados onde na primdinaasera a diferenca
entre os tempos e a segunda a distancia percorrida.

b. Analisando a tabela acima a distancia percorrida tem abgurelacdo com a diferen-
¢as dos tempos calculadas por vocé?

c. Facaem cada linha da sua nova tabela o quociente entret@rdis e a seu respectivo
tempo. Vocé confirma a sua resposta ao item anterior.

d. Qual o significado do valor encontrado nos quocientes dmianterior. A partir
destes resultados é possivel afirmar se 0 maquinista aciompioto automatico?

e. E possivel determinar a lei que estabelece a distancizopétda em funcéo do tempo?
Se sua reposta for sim escreva a lei de formagéo, se for nfiiqus.
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Capitulo 4

Funcao quadratica

Este capitulo apresenta alguns tépicos de func¢des quzdré&tipropde algumas ativi-
dades relacionadas ao contetdo apresentado.

4.1 Funcéao quadratica

A funcdo quadraticg € uma funcao real que associa cada numeroareal R, um
namero realf (z) = az? + bx + ¢, coma, b, c € R ea # 0, ou seja,

fR—R
f(z) = ax® + bz + c.

O estudo das funcbes quadraticas teve origem nas equacOssgdodo grau
ax? + bz + ¢ = 0 e problemas que recaem em uma equacéo do segundo grau, do tipo

"Encontre dois nUmeros cuja a soma vako seu produto valg',

estdo entre os mais antigos da matematica. Remontam dadgsobabilénios [15, 17].
Chamando de e y 0s numeros procurados, o problema acima € representad®, mat
maticamente, pelo sistema de equagdes

{x+y = s
Ty = p.

Isolandoy, na primeira equacdg, = s — z, e substituindo na segunda, obtemos uma
equagéao do segundo grau, ou seja,

r(s—x)=p ou z*—sr+p=0.

Os numeross e p, procurados, podem ser interpretados, geometricament®; ©
semi-perimetro e a area de um retangulo, respectivamente.
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4.1.1 Condicao de colinearidade de trés pontos no plano.

Esta secdo apresenta algumas definicdes e resultados gunecsdsarios para a de-
monstracdo de teoremas, encontrados em Lima [15], que anosjue, dados trés pon-
tos, (z1,v1), (z2,y2) € (x3,y3), existe uma Unica fungdo quadratifdal queyl = f(x1),

Yo = f(z2) €ys = f(x3).

Definicéo 4.1 Dada a matriz

11 a2 13
A= Q21 Ag2 Q23 |,
31 dz2 (33

o determinante de uma matriz A de ordgm 3 € o numero definido por:

ail aiz2 a3
Q21 G2 Q23 | = Q11022033 + A21032013 + Q31012023 — (31022013 — Q11032023 — A12021033.
az1 azz as3

Definicéo 4.2 Trés pontos no planci = (z1,y1), B = (x2,y2) € C' = (x3,y3), SA0 coline-
ares se pertencem a mesma reta.

Na Geometria Euclidiana, dados dois pontos= (z1,y,) € B = (x2,y2) no plano
cartesiano, existe uma Unica reta que passa por esses,paujtofnclinacdo € dada pelo

nGmero real>— "
Lo — T1

Teorema 4.1 Trés pontosd = (z1,v1), B = (x2,y2) € C = (x3,y3) s&o colineares se, e
somente se,

r1 1

T2 Y2 1 =0.

r3 ys 1

Prova. Consideremos, inicialmente, 0s pontos pertencentes aetaado vertical, ou seja,
xr1 # 19 # x3. POrtanto, a inclinagdo da reta pode ser determinada a gastpontosi e B
ou dos pontos! e C'. Logo,

Y2—Y1  Ys— U
To — I $3—$1'

Reescrevendo a expressao acima, obtemos

(Y2 —y1)(w3 — 1) — (y3 — y1) (@2 — 21) = 0;
Yo'z — Yoy — Y173 — Y3To + Y311 + Y102 = 0;

1 oy 1
T2 Y2 1|=0.
r3 yz 1
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Considerando, agora, os trés pontos pertencem a uma ratalereste caso, as abs-
cissas sao iguais:{ = =, = x3), logo 0 determinante possui colunas proporcionais e por
propriedades de determinaritésmos o resultado.

Para mostrar a reciproca do teorema, consideremos o destgemi

Ty oy 1
T2 Y2 1 =0.
r3 y3 1

e gueremos mostrar que 0s pontbs- (z1,y1), B = (22,y2) € C = (x3,y3) S&o colineares.
Seja,

1 oy 1
To Yo 1 | =yow3 — yor1 — Y173 — Y3T2 + Y31 + Y122 = 0.
r3 Yz 1

Temos dois casos a considerar:

Primeiro caso: o determinante ndo possui colunas prop@ispogo, podemos escre-

ver,
Y2—Y1  Ys—
To — T1 1'3—1'17

que é uma condicao de trés pontos pertencerem a mesma refertiéal.

Segundo caso: o determinante possui colunas proporcjdogi®s 0S pontos estao
alinhados (verticalmente ou horizontalmente), isto &gpeem a uma reta vertical ou a uma
reta horizontal.

O

4.2 Unicidade da funcdes quadraticas

Os resultados a seguir, encontrados em Lima [15], mostraandgdos trés pontos
(x1,11), (z2,92) € (x3,y3), existe uma Unica funcdo quadrati¢atal queyl = f(z1),
Y2 = f(x2) €Y3 = f(x3).

Teorema 4.2 Se duas funcdes quadraticas assumem 0s mesmos valores grorntés dis-
tintos, x1, x5 € x3, entdo essas fungdes sao iguais, isto €, assumem os medares para
qualquer numero reat.

!Suponhamos, sem perda de generalidade, que a primeiracei@a@oluna sdo proporcionais

aiy a2 kap
asy a2 kas

ayiazokazy + aziazakary + aziaizkaz) — aziazekar; — ayazzkaz; — ajzazkasz;
as1 azz kas

= k[(a11a22a31 — az1aa11) + (a21a32a11 — a11as2a21) + (31612021 — a12a21a31)] = 0.
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Prova. Sejamf(z) = az? + bz + c e g(x) = daz* + ex + f, tais quef(z;) = g(x1),
f(za) = g(xs) € f(z3) = g(x3), ondex;, x5 € x3 S80 trés nimeros reais e distintos.

Considere agora a funcao

h(z) = f(z) — g(z) = (a = d)2* + (b — )z + (c — f) = ua’ + vz +w,

ondeu =a—d,v =b—eew = c— f. O NoOsSso objetivo € mostrar que os coeficientes de
h(z) séo todos nulos, ou seja— v = w = 0.

Calculanddi(x) emzy, 2, € x3 temos o sistema de equacdes,

ur? 4+ vr; + w = 0
urs + vry + w = 0
ury + vz + w = 0.

Multiplicando a primeira equacéo po+1) e somando com as outras duas equagdes, temos:

wxd —2?) + v(zy—x) = 0
w(@d —2?) + v(zz—xz) = 0.

Dividindo a primeira equagéo pr, — x;) € a segunda pdr; — 1), 0 que é perfeitamente
possivel, jAque; — x1 # 0 exs — x; # 0. Assim obtemos:

u($2+$1) + v = 0
u($3+$1) + v = 0.

Multiplicando a primeira equagéo, novamente, peil) e somando com a segunda temos
u(xrs — 1) = 0.
Comozxs e xy sao distintos, concluimos que= 0. Substituindo o valor de nas

equacoes e procedendo de forma anéloga obterso8 ew = 0. Portantog = d, b =c e
¢ = f,ou seja, mostramos qyéx) = g(x), Vr € R. O

Teorema 4.3 Sejamu,, x5 € x3 trés numeros reais e distintogse 1, € y3 numeros tais que
0S pontosA = (1, 1), B = (w9, 1) € C' = (3, y3) S80 ndo colineares eiR?. Existe uma,
e somente uma, funcdo quadratiter) = az? + bx + ctal quey; = f(x1), yo = f(x2) €

y3 = f(3).

Prova. SejamA = (z1,y1), B = (22,92) € C = (x3,y3) pontos distintos enk?. Con-
sideremos a fungdo quadrati¢ér) = az?® + bz + ¢ e vamos mostrar que o sistema de
equacoes,

ar? + br c =

ard + bry c = 1y ,

ar? + bry + ¢ = ys
tem uma Unica solucéo, ou seja, um Unico terno ordenado dern&mb e ¢ que satisfaz o
sistema de equag0des dado.
Multiplicando a primeira equagéo po+1) e somando com as outras duas temos:

_|_
+

a(z?—22) + blrya—11) = yo—u
a(z —x7) + blag—z1) = ys—ui
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Como, por hipoteséxs — 1) # 0 e (x3 — 1) # 0, podemos dividir a primeira equagéo por
(x9 — 1) € a segunda pdrs — x1), obtendo:

a(l’2+$1) + b = Y2~
Ty — T
alxs+x1) + b = Y30
T3 — I

Multiplicando por(—1) a primeira equag¢des do sistema acima e somando com a segunda
equacao, temos
Ys — Y1 Y2 —
a(rs —x1) = — ;
T3 — X1 To — X1
1 ys—yl_yz—w]
r3—xy log —xy xp—aql
Como os pontos sdo ndo colineares, seguengiel, ou seja,f € uma fungcdo quadrética,
cujos demais coeficientése ¢ sdo unicamente determinados substituindo o valar das
equacdes acima. O

a =

4.3 Forma canodnica

A expressdax’+bz+c, através de manipulacdes algébricas (completando o qi@dra
pode ser reescrita na formér — m)? + k, chamada de forma canbdnica.

ar’ +br+c¢ = a<x2+—+—)

_ dac—b?
 da

A forma candnica da funcéo quadratitar) = a(x — m)? + k € uma forma bastante
adequada para extrair informacdes sobre o seu comportanoéservemos que:

Em quem = —i ek
2a

1. Osinal do terma(z — m)? depende apenas do sinalde

(@) Sea <0, entdou(z —m)* < 0 e f(m) = k é o maior valor assumido pgr.
(b) Sea > 0, entdoa(x —m)* > 0 e f(m) = k € o menor valor assumido pgr

b ~ " .
Portantor = m = 5 leva a fungdo quadratichx) = axz? + bx + c a0 Seu maior
a
dac — b?

ou menor valor (valor extremad) = 1
a
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2. Para encontrar os zeros da fungéo, basta resolver a equfagédm)* + k = 0. Como
a # 0, podemos escrever

(x —m)? = %k

T = :I:U%k—l—m. (4.1)

4ac — b? b ~
1 em = —, -, Na equagao 4.1, obtemos
a

4a

Substituidds =

—b+ Vb? — 4dac ou 1 — b+ VA

m A = b — 4dac.
5 5 em que b ac
Analisando o sinal d& = »? — 4ac, temos:

(@) SeA > 0 a equacao possui duas raizes reais distintas”, em que

, —b+VA o x,,_—b—ﬂ
N 2a a 2

T

(b) SeA = 0aequagio possui duas raizes reais iguais, ou raiz duptag” = g—b
a

(c) SeA =0 aequagdo ndo possui raizes reais.

3. SeA > 0 ez ex” séo duas raizes reais e distintas da equacdo, podemos ver que

., —b+vVA —b—VA —b
r = +

T + = = —
2a 2a a
’on —b+\/A —b— \/A bQ_A C
rr = + = = —-.
2a 2a 4a? a

4. Dados dois valores reais distintas,# z,, em que condi¢des temg$r,) = f(x2).
Analisando a forma candnicé(x) = a(z — m)? + k, temos que

f(x1) = f(x2)
alz; —m)? +k = a(zy—m)*+k, podemos ter
(x1 —m) = =(xy —m), tomando
(xy —m) = —(zy—m), obtemos
T1+ X
= m.
2

—b . . ~ ”
Comom = 5 isto quer dizer que a fungdo quadratfda) = ax? + bz + c assume
. Za . .
valores iguais para valores distintos do seu dominie x, se, e somente se; e

sao equidistantes do pontg = 5
a
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Exemplo:

O proprietario de uma escola te&d80m de cerca para demarcar duas areas de recrea-
cdo, sendo uma quadrada e a outra retangular e a &rea ded@ecretangular terd um dos
lados igual ao triplo do outro. Quais devem ser as dimensé&aslareas de recreacdo, se 0
propritario quer cercar a maior area possivel (veja Figurg4

Obs:Este exemplo traz uma situagao problema que € equivalemmbatema de determinar
dois nimeros cuja soma € s e o0 produto p, dado no inicio degiéWa

Observando a Figura 4.1 que ilustra as areas de recreagéms tpie 0 perimetr®,

Y 3z

Figura 4.1: Areas a serem construidas.

das duas areas de recreacéo, € dado por:
p =4y + 2(3x + ) = 4y + 8x = 280.
E a soma das areasé dada por:
A =y* 4 32%
Isolandoy na equacgéo do perimetro e substituindo na equacao da aesaashbt

A= (70 — 22)* + 32% = 72? — 280z + 4900.

A funcdo area, assim obtida, € uma funcdo quadrati¢a) = 7z* — 280z + 4900, com 0

parametra: positivo (@ > 0), logo a fungéo assume o seu valor minimo:em-= 5
a

280 ~ ;
Portanto, enw = T 20 a funcdo area assume o seu maior valor. Voltando a

expressao do perimetro encontramas 30.

Assim, a medida do lado da area quadrada deve s&b dee a area retangular deve
ter comprimento igual 80 m e largura igual &0 m.

4.4 O Grafico de uma funcao quadratica

O gréfico de uma fungdo quadratifa R — R, dada porf(x) = ax?® + bz + ¢,
a,bec € R,a # 0, é o conjunta’ € R? formado pelos pontos do plano cuja abscissa é um
numero reak e a ordenada é o valor da funcAgr), ou seja,

G(f) = {(z,y) € R*y = az® + bx + c}.
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Afirmacédo 1: O gréfico de uma funcédo quadratica € uma curvamlanominada de para-
bola.

Para demonstrar essa afirmacéo precisamos da definiciovdaptama denominada
de parabola e alguns resultados relacionados.

Definicdo 4.3 Uma parabola € o conjunto dos pontos do plano que séo eqaidiest de uma
reta d, denominada de diretriz da parabola e de um pohtdora da retad, denominado de
foco.

Portanto, dados uma refae um pontoF’ fora dela, no plano, todos os pontBsjue satisfa-
zem a equacao
d(P, F)=d(P,d)

pertencem a uma parabola de fdce diretrizd (Figura 4.2).

d(P,F)=d(P,Q)

Figura 4.2: Parabola de Fo¢oe diretrizd.

A reta que passa pelo pelo foco da parabola e é perpendicdiegtéiz € chamada
de eixo da parabola e o ponto médio entre os poAteso ponto de intersecéo do eixo da
parabola com a reta diretriz € chamado de vértice da parabola

A distancia entre um pontB e uma reta: € o comprimento do segmento perpendicular
baixado do ponto sobre a reta, serd@ projecdo ortogonal do poni® sobre a reta, a
distancia do pontd@ a retar, denotada pod(P, ), é igual a distancia do Ponf® ao ponto
(), denotada pod (P, ).

Afirmacado 2: A equacédo de uma parabola com diretriz paratekixa das abscissas € da
formay = az? +bx +c,a,bec € R, a # 0. Em outras palavras, toda parabola com diretriz
paralela ao eixo das abscissas é gréafico de uma funcéo qoadréat

De fato, sejant’ = (o, yo) 0 foco de uma parabolaje= —y, a equacao de sua diretriz
paralela ao eixo das abscissas. Um pdnte (z,y) pertencente a pardbola deve satisfazer
aequacad(pP, F) = d(P,d).

Observemos que a diretriz é paralela ao eixo das abscisgasa Iprojecéo ortogonal
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do pontoP a retad é o ponta) = (x,y,) (Figura 4.2), portantd(P, d) = d(P, ), ou seja,

d(P, F)

\/(x —20)% + (y — yo)?

(z — 20)* + (y — wo)”

= 2xx + x% + y2 — 2yyo + yg

d(P,Q)
(y - yd)2
(y - yd)2
2 2
Y~ — 2yYa + g

2y(ya— o) = —a®+ 2w — 5 — g + Y
-1 T —a2 — 2+ y3
y:iﬁJr 0 T+ 0o — Yo yd.

2(ya — Yo) (Ya — Yo) 2(ya — Yo)

———— ———
a b c

1 2 9 2
Fazenda: = b= —"0 ge— 0% i Yd temos que = az? + br + ¢
2(ya — Yo) (Ya — Yo) 2(ya — Yo)

€ a equacao da parabola de fdce reta diretrizi.

O

Podemos, agora, mostrar a Afirmacéo 1, relembrando: "Taafccgrde uma funcao

quadratica € uma parabola".

Vamos considerar 4 (quatro) casos.

Caso |. Vamos mostrar que o grafico da funcéo quadratica= 2? é uma parébola, exi-
bindo as coordenadas do FoE@ a equacao da diretrizda parabola.

Consideremos uma parébola, cujo eixo de simetria seja odgsoordenadas, e 0
vértice o pontd0, 0), logo as coordenadas do foco sé@o da forha: (0, y,) e neste caso,

a equacao da reta diretriz sera —yj.

equacag = 4—y0x2.

Tomando qualquer pontB = (z,

Qualquer pontd®’ = (x,y) da parédbola satisfaz a

x?) pertencente ao gréafico da fungédo (Figura 4.3) e

Y
F

X

y=-1/4a

x-174a)

Figura 4.3: Gréfico da funcap= 22.

calculando a distancia de@ ao foco e a diretriz da parablola, obtemos:

d(P,F) = +/(z — 0)2 4 (22 — y)?
(z = 0)* + (2 — yo)?

Yo
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V(22 +yo)? = d(P,d)

(12 + y0)27
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. , .1
ou seja, 0 pontd = (z,z*) pertencem a um parabola dada pela equ%«;ao,4 2%, com
Yo

1 . ~ , 1 o
Yo =7 Logo,y = x* é a equagdo de uma parabola com féte: (0, Z) e diretrizd = 7
mostrando assim o Caso |.

Caso Il. Consideremos a fungéo quadrag¢a) = ax®. Um ponto do gréfico da funcéo
tem coordenada® = (z,az?) e procedendo de forma analoga ao Caso |, verificamos que

qualquer ponto do gréfico depertence a uma parabola de foEo= (0, %) e diretriz de
a

. 1
equacag = .

Caso lll. A funcéo quadratica(z) = a(x — m)?, comm € R, é obtida dgy(z) = az? a
partir de uma translagéo horizontal y) — (= + m,y), assim o grafico dé é a parabola
de equacdg = ax?, transladadan unidades no eixo das, que leva o eixo verticat = 0

, fe . . 1
para a reta: = m. Ou seja, o grafico € uma parabola cujo fdctem coordenadasn, 4—)

. . . a

e a diretriz permanece a mesma (Figura4.4).

'\ Y eilko /'

y=ax"\2\ i //

1 /
1
N lF=(m,1/A(a)
\ T\
\ )
N :/
AN \\\/: atem)?)
N e 1
RS — ! X
1
1

d v=-1/4a

(x,-1/4a)

Figura 4.4: Gréfico da funcdg(x) = a(x — m)?.

Caso IV. A fungdo quadraticé(z) = a(x — m)®> + k, m,k € R, é obtida da fungéo
h(x) = a(z — m)? através de uma uma translacéo verticaly) — (z,y + k) , logo o
seu gréfico serd idéntico ao gréficolde) = a(x — m)? a menos da translagédo vertical de

k unidades. Ou seja, € uma parabola cujo féctem coordenadasn, o + k) e a diretriz
a
1 .
tem equacag = 1 + k (Figura 4.5).

Mostramos, assim, que o grafico de uma funcéo quadrfitica= a(x — m)? + k é
, : 1 — ~
uma parébola, cujo focéd = (m, 1 + k) e a diretrizy = 1 + k. Escrevendo a funcdo
a a

quadratica na forma padrddz) = az? + bx + ¢, temos uma expressdo para o foco e a
diretriz em funcéo dos coeficiéntesb e ¢, a saber:

b dac—b>+1

dac — b* + 1
2a’ 4a )

F =
( 4a

) ediretriz y = —

Vimos que a parabola, grafico da funcéo quadratiea = az*+ bz +c, transforma-se
na parabola que é gréfico da fungga) = az?, mediante uma translagdo horizontal seguida
de uma translacao vertical, isto é, as duas parabolas sgouentes [15]. E, ainda, através
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NN
N, : y=alx-m+k / /
& 3 \ / /
y=alem) | | F=(m,1/4a) i
A /
\ "~ /
N L e /
~ ™ ! y ;
N \ \ _ #

y=k-1/4a (xk-1/4a)

Figura 4.5: Gréfico da fungdfz) = a(z — m)? + k

de uma reflexdo em torno do eixq (z,y) — (z, —y)) o grafico def (z) = —az? é levado
no gréafico def (z) = az?.

Sejamy = a,2% + bix + ¢ €y = axx? + box + ¢y, equacdes de duas pardbolas. Se
a; = *a, ambas as parabolas podem ser transformadas na parabolzegé@g== a,2>,
através de translagdes verticais e horizontais e uma reflaxéorno do eixd X, ou seja,
as parabolas sao congruentes.

Sea; # +a,, analisando o comportamento das fungpes = az? e g(x) = a’'z?, em
quea = *a, ed’ = Fay, Sea < a’ < 0, temosaz? < a'z? paratodor € R. Analogamente,
sea > da > 0, temosaz? > a'z%. Ou seja, as pardbolas= az? e y = /2 ndo sdo
congruentes (Figura 4.6).

: - N 1
Figura 4.6: Gréfico da fun¢édf(z) = az?, coma = 5ea= 2.

Portanto, a congruéncia entre duas parabolas de equacesu 2 + bz + ¢; €
Y1 = axx’+byx+cy, depende apenas dos coeficientesa,, bastando verificar sg = +a,.
Os coeficientes; e b, e c; e ¢, determinam apenas a posicao da curva em relacédo aos eixos
coordenadog; e b, determinam a posi¢cao do veértice de cada uma das parabolateeda
ao eixoy, por exemplo, se Si > 0 ea; > 0 0 vértice estad a esquerda do eixo Os
coeficientes; e ¢, sdo as ordenadas do pontos onde as parabolas cortamp eixo

Analisemos, agora, a influéncia do coeficient@o comportamento do grafico de
f(x) = ax® +bx + c.

- O coeficienters mede a maior ou menor abertura da parabola e, além disso,
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L ~ b ]
- sea > 0, ja vimos que a funcdg assume o seu menor valor em= —5, due é

. - , e ~ a
abscissa do vértice da parabola(grafico da funfadoNesse ponto a funcao muda o
comportamento quanto ao crescimento, ou seja, passa @sdeate para crescente e,
neste caso, a pardbola tem concavidade voltada para cima.

~ . b . -
- sea < 0, a fungdof assume o seu maior valor em= ~2g" abcissa do vértice da

L a
parabola. Nesse ponto a funcAgassa de crescente para decrescente e, neste caso, a
parabola tem concavidade voltada para baixo.

Outras informagdes sobre o comportamento da fungdo qieadfét) = ax? +bx +c,
obtidas através do estudo do seu gréafico. Por exemplo:

- As abscissas dos pontos onde o gréfico intersecta oxesd@o as raizes da equacao
ax?® + bz + ¢ = 0 e sdo chamados de zeros da fung¢ao

- O ponto médio do segmento que liga as raizes da equacaoudalsagrau € a abcissa
do vértice da parabola.

- Se o grafico toca um Unico ponto o ei®oX entdo a equagao possui apenas uma raiz.

- Seux estiver entre as raizes da equacdao, effitdg tem sinal contrario ao sinal de
Caso contrariof (x) tem o mesmo sinal de

Com as informagfes acima mencionadas, para esbocar o gtéafioma funcédo qua-
drética, basta conhecer o vértice da parabola, e 0os pondi@saoourva corta 0s eixos coor-
denados, ou seja, 0s zeros da fungéo e o coeficiente

Por exemplo, dadas as fung@sf (z) = 222 — 52 +2 e b)g(z)= -2 — 2 — 3.
. b . —b —
No exemploa), as coordenadas do vértice sagr,, y,) = (2—, f(2—)) = (Z, §9)
a
e resolvendo a equacddx) = 0, obtemos os zeros da funcdo em= - ex” = 2. Como
a > 0, o grafico tem concavidade voltada para cima, corta o@ikao ponto(0, 2) e o eixo
1 :
0X nos pontos{i, 0)e(2,0) (Figura 4.7).

- -1 —11 . A .
No exemplab), temos o vérticé’ (z,,y,) = (—, ——) e a fungdo n&o possui zeros.
2 4

Comoa < 0, o gréfico tem concavidade voltada para baixo, corta o@ixno ponto(0, —3)
e nao corta o eixo dasX (Figura 4.8).

4.4.1 Movimento uniformemente variado

Um dos fendmenos mais relevantes modelados por uma fungéivagica € o Movi-
mento Uniformemente Variado (MUV). Neste movimento, cdaga-se um ponto mével se
deslocando sobre um eixo. Sua posi¢cdo em um instgnte 0) é dada pelo valor dé(¢),
em que

1
ft) = 5onf? + bt + ¢,
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eixg de simetria

\L

(5/4,-9/8)

Figura 4.7: Gréfico da funcéf(z) = 22% — 5z + 2.

Y

-0.5,-2.75)

Figura 4.8: Gréfico da funcagz) = —2? — x — 3.

cujos coeficientes séo interpretados fisicamente cam®d:a aceleracad; € a velocidade
inicial e ¢ é a posicéo inicial.

A velocidade média de qualquer ponto movel, que se deslecamdnstanteé até um
tempot + h, € dado por :

Espaco percorrido  f(t +h) — f(t)

velocidade média- =
Tempo de percurso h

Logo,

. L h
velocidade média= at + b + %

Tomando intervalos cada vez menores, ou seja, tornando@odett mais proximo de

zero, obtemos velocidade médiaat + b. Quandat = 0 temos velocidade média iniciak
b.

Observemos, também, que para qualquerh, a taxa de variacdo da velocidade é
v(t+h) —o(t)

constanteq = h

. Portanto, a aceleracdo no MUV é a constante
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4.5 Caracterizacao da funcao quadratica

A funcdo quadrédticaf(z) = 2°® transforma a sequéncidl,2,3,...n,...)
na sequénciél, 4,9, ...,n% ...).

Observemos que a diferenca entre 0os termos consecutivosirdairp sequéncia
(1,2,3,...,n,...) € constante, o que caracteriza uma Progressao Aritmé#gad@Prazao
r (r € a diferenca de dois termos consecutivos). O mesmo naceccom 0sS termos da
sequéncia resultante, 4,9, ...,n?, ...).

Mas, a sequéncig, 5,7, ...,2n + 1, ...), formada pela diferencas de termos consecu-

tivos da sequéncia resultarite 4,9, ..., n%, ...) € uma PA, e, neste caso, dizemos que que a
sequéncidl, 4,9, ...,n% ...) é uma PA de segunda ordem.

Definicdo 4.4 Dada uma sequéncia numéricgy, y»,¥s, ..., y») quando a sequéncia
(b1, bs, ..., b,) Obtida pelas diferencas
Yo—y1 =01, ys—y2="02, ys— Y3 =03, ... Yni1 — Yn = dy,
€ uma PA, ou seja,
by —by =1, b3—by=1r, by—by=r, ... b, —b,_1 =,

dizemos que a sequéncia numerieg, y», ys, ..., y») € Uma progressao aritmética de se-
gunda ordem.

Afirmacdo 1: Uma Progressdo Aritmética (PA) € uma restrigdamia funcdo afim aos
nameros naturais.

De fato, se(x1, za, ..., z,, ...), z; € R ei € N, € uma Progressdo Aritmética de razgo
entdor, = z1 + (n — 1)r = nr+ (x; —r) = an+ b, ondea = reb = z; —r.
Portanto, a funcéo afim quando restrita aos numeros natfoaiece os termos; = f(1),
e = f(2), -+ ,x, = f(n) da Progressao Aritmética.

Afirmacao 2: Uma Progressao Aritmética de segunda ordem éestrecdo de uma funcao

guadratica aos numeros naturais, isto é, existem constantec <€ R tais que
f(n)=an®*+bn+c Vn eN.

De fato, consideremo@y;, ys, ..., yn, ...) € uma PA de segunda ordem, ndo constante. Por
defini¢céo as diferencas sucessivas

(Yo — Y1, Ys—Y2, - Ynt1 — Yns ---)

formam uma PA, cuja razdo chamaremos-dg¢ 0. Sejad; = y» — y1, O primeiro termo
dessa PA, logo o seu n-ésimo termo é

Yni1 — Yo =di + (n—1)r, paran=1,2,3, ....

Por outro lado, somando e subtraindo e rearranjando os sesamyenientemente, te-
mos que

Yni1 = Unr1 = Yn) + Un = Yn1) + -+ (s —92) + (2 —y1) + 11
= [di+n—Dr|+[d+n—=2)r|4+ -+ [di+ 7]+ di + 10

—1
= nd1+%7"+y1, Vn € N.

53



Como esta expressao também é valida pata0, podemos reescrever da seguinte forma:

—1)(n—2
o= g s TR,
3
= gn2+(d1—§)n+r—d1+y1

3
= an*+bn+c VneN, com a:g, b:dl—g e c=r—di+y.

Observemos que se a PA de segunda ordenvs, ..., y,,...) for constante, a PA

. ~ 0
(Y2 — Y1, Ys—Y2, -y Ynt1— Un, -..)terarazdo nula-(= 0)e, neste casa, = 5= Oef
se reduz-se a uma funcéao afim.

O teorema a seguir, encontrado em Lima [15], caracterizagifuquadratica como a
Gnica funcao que tem a propriedade de levar toda PA ndo caegtazdo nao nula) em uma
PA de segunda ordem ndo degenerada. Uma PA de segunda orderdegenerada quando
ndo € uma PA.

Teorema 4.4 Caracterizacdo das Funcfes Quadraticas fim de que a funcdo continua
f : R — R seja quadratica € necessario e suficiente que toda progoeasémética
néo constantéxy, xo, 3, ..., T,, ...) Seja transformada pof numa progresséo aritmética de
segunda ordem ndo-degenerada € f(x1),y2 = f(x2), ... yn = f(z0n),...)-

Prova. A afirmacao 2, ja provada, mostra que @¢, vs, --., Un, --.) € uma PA de segunda
ordem, entdo existem constante$, c € R tal quey = an? + bn + ¢vVn € R, ou seja, a
restricdo def (z) = ax?® + bz + ¢, a0s nimeros naturais fornece o termos da PA de segunda
ordem , ou sejay,, = f(x,)vn € N.

Vamos mostrar, agora, que toda funcéo contifiu® — R que transforma progres-
sOes aritméticas em progressoes aritméticas de segureta érda forma = az? + bz + c.

Sejaf : R — R uma funcéo continua com a propriedade de transformar toda
PA ndo-constante numa PA de segunda ordem néo-degenetadajaq f(z2) — f(z1),
f(z3) — f(z2),...) € uma PA. Defininda(x) = f(z) — f(0), obtemos uma fungéo com as
mesmas propriedades @lee com a propriedade adicional de qu@) = 0.

Consideremos a PAL, 2,3.4,5, - - ), a sequéncigh(1), h(2), ..., h(n), ...), por hipo-
tese, € uma progressao aritmética de segunda ordem naoeedatdg Logo existem constan-
tesa,bec € R, a # 0, tais que

h(n) = an®*+bn+c Vn € N.
Comog(0) = 0, entdoc = 0 e h(n) = an® + bn.
Consideremos, agora, a sequéncia
1 2 n
)

p'p p

(

em quep € N é constante, € uma PA, cujos termos sao racionais. Analogana® caso
anterior, existem constantes
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a #0eb tais que

h(ﬁ) =an*+bn, ¥YneN.
p

Assim para tode € N, temos:

an® +bn = h(n) = h(%) =d (np)?+b = (a'p)n*+ (bp)n.
Portanto,
az® 4+ bx = (a'p*)z® + (bp)z, Yz =neN.
! 2 ! - ! az ! b . ’ .
Logo,a = ap”eb="bp,ousejap = —,b = — e para quaisquer numeros naturais
p p
n ep vale:
/ ' a b n n
g(=)=an*+bn=—n*+-n=a(=)*+b(—
( p) 2T ( p) ( p)

Assim, vemos que as fungdes contintiés) e axz” + bx séo tais qué(r) = ar? + br,
Vr € Q4. Segue queh(z) = az? + bz, Vr € R. De modo anélogo, tomando a PA
(—1,-2,-3,...) conclui-se quéi(z) = ax?® + bz, Vo < 0. Comoh(x) = f(z) — f(0),
temos quef(z) = h(x) + ¢, ondec = f(0), ou seja,

f(z) =ar* +bx +¢c, VrecR.

4.6 Atividades

Esta secao apresenta 3 (trés) atividades explorando os tgdfaco e a caracteriza-
cdo da funcdo quadratica, como ja mencionamos, estasaateésdsao destinadas a alunos
do primeiro ano do ensino médio com nog¢des basicaoftwareGeoGebra. Para o desen-
volvimento desta atividade sdo necessario papel, lapis,didatico e computadores com o
softwarede geometria dindmica instalado (no caso, o GeoGebra).

4.6.1 Atividade: Gréfico da funcédo quadratica

Descricao geral. Os conteudos envolvidos nesta atividade sdo: A definicd@addpla -
Foco, diretriz, eixo de simetria, vértice; translacao fmmtal e vertical, distancia entre dois
pontos, distancia entre reta e ponto; a forma canonica dacéqy = az®> +br +ce o
grafico da funcéo quadréatica. Essa atividade deve ser liaded durante um periodo de 4
(quatro) aulas de 50 minutos cada.

2Todo ntmero reat € limite de uma sequéncia de nimeros raciongisogo a continuidade di nos da
h(z) = lim h(ry) = lim (ar? + br,,) = ax? + ba.
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Figura 4.9: (a) O focd”, a diretriz e um pontd de uma parabola. (b) A parabola obtida
pelo rastro de P, mostrando o seu eixo e seu veértice V

v eixo
7 vértice

Reta diretiz

Objetivos.  Esta atividade tem como principal objetivo mostrar que digyade uma
funcdo quadratica € uma parabola e que toda parabola é mgtéfiima funcao quadratica.

Conhecimentos prévios necessarios.O aluno deve conhecer a funcdo quadratica, sua re-
presentacdo canodnica, pontos extremos e zeros da funcéo.

Recursos materiais e didaticos. Para o desenvolvimento desta atividade & necessario,
além de papel, lapis e o computadores, um aplicativo, dekedw no GeoGebra, que gera
uma parabola conhecendo seu foco e a diretriz, a partir deoato movelk) sobre a diretriz,
conforme ilustram as Figuras 4.9(a) e 4.9(b).

Atividade 11 Verificar, usando o GeoGebra, que a forma do grafico da fungéacatica
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f(z) = ax?® + bx + ¢, em quez, b e c S&0 constantes reaise+ 0, € uma parabola.

—

K.

Usando o GeoGebra abra o arquivo (0 aplicativo) "parabotgbty

Habilite a funcéo rastro do ponto P e mova o ponto Q. A curvaplgerada pelo rastro
chama-se parabola de foco F e diretrizalém disso, com vértice V e eixo de simetria
paralelo ao eixoy.

Ao mover o ponto Q, o que ocorre com os "valores"de I1 e de 12?

Desabilite a funcéo rastro,mova a posicao do foco F, hahiliovamente a fungéo ras-
tro, e repita a operagcéo de mover o ponto Q.

O que ocorre com os "valores"de |1 e de 12? Explique.

Crie um <controle deslizante> e o nomeie de gere o grafico da fun¢édf(z) = ax?,
na mesma janela grafica do arquivo "parabola.ggb”, para 0.5, mova o ponto V da
parabola, de tal forma que coincida com a origem do sistenmes&@no e finalmente
mova o Foco F de forma que o ponto P da parabola se localizeesolgrafico da
funcado. Habilite o rastro do ponto P e mova o ponto Q. O que padeobservar?

Faca o mesmo procedimento do itteom a funcéda, = az?, para outros valores de a.

O gréfico da fungdo quadraticA(z) = az?, a constante real, € uma parabola. Justifi-
que, essa afirmacgédo, usando argumentos matematicos.

Crie um <controle deslizante> e o nomeie dee gere o grafico da fungag@(z) =
a(z —m)?, a em constantes reais (considere valoresideositivos e negativos).

Faca o mesmo procedimento do itépara o grafico gerado por vocé no item
O que ocorreu com o grafico gerado no item i. com relacéo aogpafef (z) = ax?.

Determine o foco, da parabola representada pelo grafico dgdo f (z) = a(xz — m)?.

m. Crie um <controle deslizante> e o nomeie &lee gere o grafico da fungéd(z) =

-

a(z —m)? + k, escolha valores para, m e k ( escolha valores positivos e negativos).

O que ocorreu com o grafico gerado no item m. com relacdo aoayrd@fe f(x) =

a(z —m)2.

Faca o mesmo procedimento do itépara o grafico gerado por vocé no item

Determine o foco, da parabola representada pelo grafico dadof (z) = a(x—m)*+
k.

O gréfico da funcéo quadraticA(z) = ax?+bx+c, ondea, b ec € R, é uma parabola.
Justifique essa afirmacao.

Toda parabola € gréfico de uma funcdo quadratica. Justifiqggndo argumentos ma-
tematicos.
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Através dos guestionamentos apresentados ao alunoditamiteme.), este devera
perceber que qualquer ponto da parabola dista igualmenfiecdoa diretriz (definicdo) e
identificar os seus elementos - foco, diretriz, vérticepeade simetria. Nos itens até
g. o aluno, com a ajuda do GeoGebra, ira verificar que o graficaingéb f(z) = 22 é
uma pardbola e a partir deste grafico, com translacdes aisréchorizontais e dilatagbes
convenientes, verificar que o graficos de qualquer funcadrdtiea € uma parabola. O item
r. o aluno devera verificar, a partir da definicdo da parabolaapee parabola é gréafico de
uma funcao quadréatica.

Para complementar o estudo de gréafico de funcdo quadrati@aatividade que deve
seguir a esta, usando um ambiente do GeoGebra, seria estundlaencia dos coeficientes
a, b ec, dafungdof(z) = f(z) = ax® + bz + ¢ no comportamento do seu gréafico, como
também, estudar os zeros e o sinal da funcao.

4.6.2 Atividades: Caracterizacao da funcao quadratica

Descricao geral. Os conteudos envolvidos nesta atividade séo: taxa de &arieggulari-
dade nos dados e grafico de funcdo. Essa atividade develsgh&das durante um periodo
de 4 (quatro) aulas de 50 minutos cada.

Objetivos.  Esta atividade tem como principal objetivo levar o alunoentdicar, através
do teorema da caracterizacdo da funcédo quadratica, que eamodtematico que tem com-
portamento similar, ao apresentado nos dados da situagidlepra em estudo, € uma fungéo
quadratica.

Conhecimentos prévios necessarios. O aluno deve conhecer a fungéo quadratica - domi-
nio, imagem e grafico e o teorema de caracterizacdo da funeéivatica.

Atividade 12 Um investidor com a¢cdes em uma empresa, ao chegar ao meimddexidiu
verificar os pontos na bolsa de valores da empresa nos serepds meses do ano. Para
isto foi pedido a diretoria da empresa que repassasse emafaintabela por e-mail com
0s pontos da bolsa da empresa a cada més. Com alguns diasadéyegia em seu e-mail a
seguinte tabela.

Meses | Pontos
Janeiro 11
Fevereiro 20

Marco 27
Abril 32
Maio 35
Junho 36

Depois do investidor analisar a tabela ele responde o esnd&@kndo o seguinte:
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Caros Diretores,

Analisando a tabela verifiguei que a empresa esta seguindoadtdio extremamente
arriscado , acredito assim que este seja 0 melhor momen@quae eu possa retirar
minhas acdes da empresa. Sem mais a dizer agradeco a gentdeéados e bom trabalho.

A diretoria sem entender nada, contrata vocé para analisatela:

a. Com base nos dados da tabela vocé diria que a funcao estéetr@sdinearmente ?
Justifique sua resposta.

b. Calcule o crescimento d para 02° més , d@° para 03° e assim por diante até @
més. Existe alguma relac&o entre os valores de crescimento ?

c. Com base na tabela vocé poderia afirmar que a empresa coméirarascendo s6 que
de maneira mais lenta e por isto o investidor decidiu retisans acdes? Justifique
sua resposta.

d. Existe algum padrao entre os valores encontrados nos paabd®lsa ?

e. Escreva os pares ordenados na planilha do GeoGebra, ondareepa coordenada € o
més e a segunda € os pontos da bolsa.

f. Escreva a lei de formacéo da funcdo que contem todos os paomosados no item
anterior.

g. Digite sua resposta do item f na caixa de entrada do GeoGebmi@que se realmente
ela passa por todos o0s pontos.

h. Vocé consegue fazer uma previsédo sobre a quantidades despoampresava obter nos
pOXimos meses.

Através dos guestionamentos (itensitéd.) o aluno devera percebe o comportamento
dos dados, concluir que os dados estdo crescendo com untatkxaez menor, reconhecer
que o padrdo observado nos dados e usando o Teorema da Caaegteda funcao quadra-
tica, para identificar o modelo matematico que modela ac@tuastudada e obter a lei de
formacao solicitada no itefn. Com a ajuda do GeoGebra, iteggm 0 aluno devera verificar
se a sua solucédo esté correta e no itemele podera, usando a equacao obtida no ftem
estimar os pontos para 0os proximos meses, calculando oraeérico da funcdo para os
proximos meses. No final dessa atividade, o aluno dever&lpen@ que n&do se pode tirar
conclusdes, a partir de dados, apenas baseada em supesipdesdamentacdo matematica
("achismos").

4.6.3 Atividades: Movimento uniformemente variado
Descricdo geral. Os conteudos envolvidos nesta atividade sdo: Funcéao dicadrslo-

vimento uniformemente variado e grafico de funcdo. Essadatie deve ser trabalhada
durante um periodo de 4 (quatro) aulas de 50 minutos cada.
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Objetivos.  Esta atividade tem como principal objetivo levar o alunoemtdicar os coefi-
cientes de uma funcdo quadratica, como parametros fisieglgntificam o movimento de
uma particula.

Conhecimentos prévios necessarios. O aluno deve conhecer a fungéo quadratica, grafico
de uma funcéo, o teorema de caracterizacdo da funcdo quadeat modelo matematico
do movimento uniformemente variado, esta é uma atividadeodsolidacdo do contetudo
trabalhado.

Atividade 13 Um novo lanca missil é vendido para o pais Abaco, que vive emaycontra

o pais Pi.O seu general sabe que tem que ajustar a velocidédalipara atingir a altura
necessaria para acertar os avides inimigos, que fazem \aszntes em seu territério. Em
seu manual de instrugbes vem apenas a tabela abaixo paratarie ajuste do seu laca
missil.

Tempo em segundos Distancia em metros
0 0
1 10
2 0

a. \erifique se os trés pontos estédo alinhado. Plote os pont@eadebra e confirme sua
resposta.

b. Encontre a aceleracéo e a velocidade inicial que o lanca inés$a ajustado.

c. Qual a maior altura que o missil atinge com a aceleracédo e acidhde inicial, obtida
no item anterior.

d. Se os Avides fazem voos rasantd®ma, qual deve ser a velocidade inicial a ser colo-
cada no lanca missil para que o avi;ao inimigo seja destr@ido
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Capitulo 5

Comentarios Finais

A apresentacéo de atividades contextualizadas e reabsteguadas ao uso de recur-
sos computacionais, além de seguir as recomendacdes dess B@draja o aluno a fazer
conjecturas, organizar dados, realizar testes, avaliaragiacinio e/ou resultados obtidos,
propiciando ao aluno a oportunidade de dar significado aoteddos estudados, e, assim,
compreender com maior profundidades os conceitos tradh@dha

Na experiéncia realizada com a turma do primeiro ano do Bridiédio regular, ao
levar os alunos para o laboratorio de informatica a fim deathets com as atividades pro-
postas, observamos que alunos que tinham dificuldades eadigagem dos conteddos de
matematica trabalhados em aulas tradicionais (aulas em grafessor ndo utiliza recursos
computacionais) surpreenderam quando submetidos a&@#siagm a utilizacdo do compu-
tador, trazendo novas ideias e conseguindo atingir osiwigadas atividades propostas com
facilidade. O interesse e envolvimento dos alunos com ddgmras propostos nessas aulas,
nos leva a pensar que o interesse pelos conteudos desdongohds aulas de matematica
depende, em grande parte, de como o professor ministraslaas a

A criacdo desses ambientes de aprendizagem, usando o ealopcdmo ferramenta,
ainda nao é algo simples de se fazer na escola, devido a gdfestos. Entre eles, a maioria
dos professores de matematica ndo esta habituada com aderataacédo que essas aulas
exigem. Nesses ambientes, o professor deve desempenhgelodeafacilitador, dando
oportunidade ao aluno de fazer as suas proprias conjectuneascom o cuidado de néao se
tornar ausente e ndo contribuir para a aprendizagem dossal@hprofessor também deve
estar apto para enfrentar varios imprevistos, tanto coagdelao rumo que aula pode seguir
(o professor ndo tem como prever os caminhos que os alunesjmibmar para realizar as
atividades solicitadas) e com relacdo aos equipamentigmadbs (por exemplo, uma aula
planejada para usar a internet e na hora da aula ter probleamedso a internet). Isso exige
do professor um dominio amplo do conteddo que esta sendaheato, para que ele possa
sempre conduzir (ou reconduzir) os seus alunos aos olgginavistos para aquela aula.
Quanto ao aluno, este deve estar motivado para a realizasaatigidades que, algumas
vezes, devem ser realizadas sem seguir nenhum modelo daquqfessor.

Para minimizar os riscos, o planejamento das aulas deveae&ado com muito cui-
dado, para que o professor néo perca o controle da aulacdedtao controle do tempo para
cada etapa da aula e a escolha dos questionamentos quedwagacdes dos alunos ao re-
alizar as atividades propostas. Os questionamentos pagtegersis para toda a turma ou o
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professor podera optar por alguns questionamentos siicrais gerais, e ir fazendo novos
questionamentos de forma particularizada, de acordo cafifiagldades apresentadas por
cada aluno. E, também, contar com o apoio da equipe pedagim@scola junto aos respon-
saveis pela manutencao dos laboratério de informaticaaddo, sempre que solicitados, o
ambiente pronto para ser utilizado por uma turma.

O uso dos recursos informatizados em sala de aula, ndo deppedas da vontade
do professor, depende de uma capacitacdo permanente @sguofe disponibilidade de
tempo para elaborar atividades que realmente explorentosss disponiveis promovendo
a aprendizagem. Mas tudo isso pressupde, uma forma pertegapenparte das escolas, de
promover e incentivar a formacao continuada dos professooadicdes de trabalho dignas
e um salario compativel, que permita ao professor se dedmartranquilidade, a sua tarefa
de ensinar.

Esperamos que este trabalho contribua para a insercdo duutamor nas aulas de
matematica, qua as atividades aqui apresentadas sejammagsurso didatico disponivel
para auxiliar os professores no ensino de fun¢des afins eajitad e que contribuam, tam-
bém, para a elaboracéo de outras atividades adequadas de astdientes informatizados
envolvendo outros contetdos ou abordagens.

Como continuacgao deste trabalho, sugerimos a elaboracdiivitades que comple-
tem o estuda das func¢des afins e quadraticas, como o estudwbtdasfuncéo e resolucéo
de inequacdes de primeiro e segundo graus, e atividadelvemdo as demais fungdes estu-
dadas no ensino médio. Sugerimos também, a aplicacao deissdades em turmas piloto,
usando metodologias de pesquisa, para termos uma medidatdauicdo dessas atividades
em aulas informatizadas, para a aprendizagem dos contmatematicos trabalhados.
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Apéndice A

Aplicativos

Nas atividades$ e 11 o professor deve construir os aplicativo no GeoGebra para au
xiliar a sua realizacdo. Este apéndice traz os passos paeagstrucdo, chamaremos de
grafico.ggb e parabola.ggb os aplicativos, respectivaen€ aplicativos foram construidos
no GeoGebrd.2.

A.1 Construindo o aplicativo grafico.ggb

1. Abra o GeoGebra e escolha a disposicdo Algebra e Graficos.

2. Digite no campo de Entrada= —0.5 * 22 — 2 x 2 + 3. Em propriedades do objeto,
escolha a cor marrom e mude a espessura da linha.

3. Selecione a ferramenta <Caixa para exibir/escondetasjeclique na janela de vi-
sualizacdo e crie uma caixa para esconder objetos denahoizade "Gréficol" e
selecione (objeto a ser escondido) a equacéao criada nogassior, finalize no botéo
Aplicar.

4. Digite no campo de Entrada= y? — 4y + 3. Em propriedades do objeto, escolha a
cor preta e mude a espessura da linha.

5. Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a déi¢Gt" e selecione (ob-
jeto a ser escondido) a equacdao criada no passo anteritizdina botdo Aplicar.

6. Digite no campo de Entrada Funcgéo[<lista de nimerosegllea as seguintes listas:
-4,-6,-4; -2,-4,-2; 0,-2,0; 2,0,2; 4,2,4; 6,4,6, criandfuicbes, Em propriedades do
objeto, escolha a cor vermelha para todas as funcdes e msgessara da linha.

7. Com a ferramenta <Ponto em Objeto> crie um ponto em cadenextade dos seg-
mentos gerados no passo anterior. Os ponto na extremidgderda de cada seg-
mento escolha o estilo "aberto"”, simulando intervalo abertechado. Escolha a cor
vermelha para todos os pontos.

8. Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a @é¢&3" e selecione (ob-
jeto a ser escondido) as funcdes e os pontos vermelhoszémadibotdo Aplicar.
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9. Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a déi¢@&t" e selecione (ob-
jeto a ser escondido) as func¢des e os pontos azuis, finalizetéo Aplicar.

10. Digite no campo de Entrada Funcéof+ 1,-20,0], Funcdof? —1,2],
Funcgaof-2x + 8, 2, 20], Em propriedades do objeto, escolha a cor azul claro e mude a
espessura da linha.

11. Crie uma caixa para esconder objetos denominando-ardéicés" e selecione (ob-
jeto a ser escondido) as func¢des criadas no passo anterabizédino botédo Aplicar.

12. Posicione as caixas convenientemente na janela delizés#® e salve o arquivo
graficos.ggb

A.2 Construindo o aplicativo parabola.ggb

1. Abra o GeoGebra e escolha a disposiéfiebra e Graficos
2. Com a ferramenta <Reta Paralela> crie uma reta parhbadeeixoO X,

3. Com a ferramenta <Novo Ponto> crie um poftaobre a retal e um pontof’ ndo
pertencente a ret§

4. Com a ferramenta <Mediatriz> crie a mediatriz dos pogt@sF’,

5. Com aferramenta <Reta perpendicular> crie uma reta peigédar a retal passando
pelo pontod),

6. Com a ferramenta <Intersecao de dois Objetos> marqueto pgenntersecad da
mediatriz e a reta perpendicular,

7. Com aferramenta <Segmento definido por dois pontos>tigpentod: e P, criando
0 segmentd,, e 0s pontos) e P, criando o segmentl e escolha o estilo tracejado
para 0s segmentos.

8. Esconda a reta diretriz, a reta perpendicular e os ebarslenados.
9. Cligue com o botéo esquerdo no poft@ escolha a opgcao <Habilitar Rastro>.

10. Salve o arquivparabola.ggh
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