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Resumo

O objetivo do nosso trabalho é fazer um estudo sobre as isometrias na reta e no plano.
Os tipos de isometrias que estudamos na reta foram a translacdo e a reflexdo. Ja no plano,
estudamos a translacao, a rotacdo, a reflexao e a reflexdo com deslizamento. Apresentamos
as definigdes, os principais teoremas e algumas aplicacoes referentes a cada isometria na reta
e no plano. Além disso, apresentamos a classificacao das isometrias, sendo préprias e impro-
prias. Apresentamos também dois teoremas importantes, sendo um aplicado na reta e o outro
aplicado no plano. O primeiro teorema garante a existéncia de apenas dois tipos de isometrias
na reta além da funcéao identidade, e o segundo teorema garante a existéncia de apenas quatro
tipos de isometrias no plano além da funcéo identidade. Para finalizar, sugerimos uma sequén-
cia didatica, com o uso do software matematico GeoGebra, para consolidacado do contelido
estudado em sala de aula sobre isometrias na reta e no plano.

Palavras-chave: Geometria euclidiana plana. Isometrias na reta. Isometrias no plano.
Translacao. Rotacao. Reflexdo. Reflexdo com deslizamento.



Abstract

The objective of our work is to make a study on the isometries of the line and plane.
The types of isometries we studied in the line were translation and reflection. In the plane,
we study the translation, the rotation, the reflection and the sliding reflection. We present the
definitions, the main theorems and some applications concerning each isometry of the line and
the plane. In addition, we present the classification of isometries, being proper and improper.
We also present two important theorems, one applied to the straight line and the other applied to
the plane. The first theorem guarantees the existence of only two types of isometries of the line
beyond the identity function, and the second theorem guarantees the existence of only four types
of isometries of the plane beyond the identity function. Finally, we suggest a didactic sequence,
using the GeoGebra mathematical software, to help update the content studied in the classroom
about isometries of the line and plane.

Keywords: Plane euclidean geometry. Isometries of the line. Isometries of the plane.
Translation. Rotation. Reflection. Sliding Reflection.
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1 Introducao

A Matematica esta presente nos mais variados ramos da sociedade como comércio, ar-
quitetura, engenharias, arte, musica etc. Portanto, o saber matematico é de fundamental impor-
tAncia para o desenvolvimento de uma sociedade.

Infelizmente, ao longo dos anos, a educacao basica brasileira ndo teve a evolugao es-
perada. Esse fato pode ser constatado nos dados do Pisa' em [2] e [10] que mostram que
na ultima avaliacdo, em 2018, o Brasil caiu no Ranking e esta entre os 10 piores desempe-
nhos do mundo em Matematica. Esses dados mostram que os alunos estudam anos e anos na
educacao basica brasileira e ndo consolidam o contetdo basico da Matematica.

Acreditamos que essa depreciacdo do ensino brasileiro, principalmente no ensino da Ma-
tematica, deve-se a varios fatores como falta de investimento, fatores politicos, falta de acompa-
nhamento dos pais em relacdo a vida estudantil dos filhos, desvalorizagdo do professor perante
a sociedade, falta de aperfeicoamento dos professores e pelo desinteresse dos discentes.

Buscamos contribuir, através deste trabalho, ha melhora do entendimento, compreenséo
e consolidacdo do conteido matematico basico referente as transformacdes que um ponto,
um segmento, uma semirreta, uma reta, enfim, que uma figura pode sofrer sem perder suas
propriedades originais. Focaremos nas transformagdes isométricas, isto €, as transformagdes
que preservam distancias. Essas transformag¢des muitas vezes nos auxiliam no encontro de
caminhos distintos para resolver determinados problemas geométricos.

Inicialmente, fizemos um levantamento bibliografico comparando as diferentes aborda-
gens de definicoes e propriedades de isometrias na reta e no plano, tendo como principais
referéncias [7] e [11].

Algumas dissertagbes apresentadas por alunos do PROFMAT de vérias instituicbes tém
como tema isometrias, contudo ha diversas abordagens distintas do assunto conforme veremos
a seguir. Alguns abordam as isometrias somente no plano, como nos trabalhos apresentados
por [4] e [12]. J& os trabalhos apresentados por [3] e [6] também tratam apenas as isometrias
no plano, porém, usando coordenadas cartesianas para abordar tal assunto. E o trabalho apre-
sentado por [8] aborda as isometrias no plano e no espago. Todos os trabalhos citados tém em

comum algumas demonstragées usando algebra linear.

'Realizado a cada trés anos, o Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes (Pisa) tem o objetivo de gerar
indicadores que possam contribuir para a discussao da qualidade educacional nos paises participantes. Assim,
politicas de desenvolvimento para o ensino basico podem ser subsidiadas.
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Em nosso trabalho, apresentamos as definicoes e fizemos as demonstracdes sem usar al-
gebra linear. Isso possibilita ao professor a abordagem desse conteldo tanto em séries/anos do
ensino fundamental, em que nao se estudou conteudos sobre vetores, quanto em séries/anos
do ensino médio e ensino superior, ficando assim, a cargo do professor introduzir ou nao esse
conceito. Além disso, decidimos abordar as isometrias inicialmente na reta e posteriormente
no plano. Iniciando o estudo das isometrias na reta, acreditamos que o aluno tera mais faci-
lidade para compreender e assim, consolidar as definicbes e propriedades de isometrias que
posteriormente serdo ampliadas no plano.

Posteriormente, sugerimos atividades praticas, com a utilizagdo do software matematico
GeoGebra, que possibilita 0 desenvolvimento do raciocinio geométrico e, a partir dai, a consoli-
dacao de conteudos trabalhados em sala sobre isometrias. Além disso, o uso da tecnologia visa
despertar o interesse e motivar os discentes além de facilitar a investigagdo, comparacao e vi-
sualizacao das propriedades matematicas trabalhadas em sala de forma dindmica, contribuindo

assim para o desenvolvimento do raciocinio l6gico matematico.

Iniciamos o capitulo 2 apresentando os conceitos basicos sobre Geometria euclidiana
plana que sao necessarios no decorrer do nosso trabalho. Neste capitulo, também abordamos
notagdes, definicdes, postulados e teoremas fundamentais para demonstracoées nos capitulos
3ed.

No capitulo 3, abordamos as isometrias na reta. Apresentamos algumas propriedades
das isometrias, sendo a translagéo e a reflexao, além da identidade, os dois tipos de isometrias
existentes. Finalizamos o capitulo com exemplos de aplicacbes dessas isometrias. No capitulo
4, abordamos as isometrias no plano que sdo a translacdo, a rotacao, a reflexao e a reflexao
com deslizamento. Apresentamos algumas propriedades das isometrias no plano e exemplos
de aplicagdes das isometrias citadas acima, e as classificamos como prépria ou imprépria.

Finalmente, no capitulo 5, sugerimos uma sequéncia didatica com atividades praticas
para serem realizadas em laboratério de informética, usando o software matematico GeoGebra
para construcbes, comparacoes e manipulacdes de figuras, possibilitando assim, a consolida-
¢ao de conceitos, definicoes e propriedades de isometrias na reta e no plano estudados em
sala. Sugerimos este recurso tecnoldgico para despertar o interesse e motivar os alunos, por
ser uma proposta de aula diferenciada. Além disso, esse software facilita a visualizagao das
propriedades, pois trata-se de um software dindmico e de facil manuseio, além de ser gratuito.
Em nosso trabalho, utilizamos tal software para construir todas as figuras apresentadas.
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2 Nocoes Basicas em Geometria Plana

Apresentaremos, neste capitulo, algumas no¢des basicas em geometria plana que serao
de fundamental importancia para compreensao das demonstra¢des de isometrias contidas nos
capitulos 3 e 4.

2.1 Notacoes

Nos proximos capitulos serdo apresentados definigcdes, teoremas, demonstracdes de te-

oremas e alguns exemplos que usardo notagdes que pontuaremos a seguir.

Para pontos, retas e segmentos de retas usaremos letras latinas. Ja para planos e me-
didas de angulos, usaremos letras gregas. Os pontos e as retas serdo indicados, respectiva-
mente, por letras mailsculas e minusculas. Por exemplo: A e B sdo pontos enquanto r e s sao
retas.

Ja os segmentos de reta e os tridngulos, serdo indicados, respectivamente, por duas e
trés letras mailsculas. Temos que AB e ABC sao, respectivamente, um segmento de reta com
extremidades nos pontos A e B e um tridngulo cujos vértices sao os pontos A, B e C.

Os planos e as medidas de angulos serdo indicados por letras gregas maildsculas e mi-
nusculas respectivamente. Por exemplo, IT e ® sdo planos enquanto © e ¢ sdo medidas de

angulos.

Para indicar a distancia entre dois pontos A e B quaisquer ou o comprimento do segmento
de reta AB usaremos AB. Note que, neste caso, temos que a distancia de A a B é a mesma
distancia de B a A, logo o comprimento de um segmento AB é 0 mesmo do segmento BA, isto
é,AB = BA.

Para um angulo entre dois segmentos quaisquer OA e OC, usaremos a notacdo LAOC

tal que O é o vértice do angulo.

Trés pontos colineares serdo indicados por letra mailscula, trago, letra mailscula, traco,
letra maiuscula. Por exemplo, A — B — C representa trés pontos colineares em que o ponto B
esta entre os pontos A e C.
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Indicaremos uma circunferéncia por uma letra grega mailscula seguida do seu centro e
seu raio ou simplesmente por uma letra grega mailscula. Por exemplo, A(C,r) representa uma
circunferéncia que tem centro C e raio r. Quando nao precisarmos explicitar o centro e o raio, a
circunferéncia podera ser denotada simplesmente por A.

Para indicar a congruéncia1 entre entes geométricos, usaremos o simbolo =. Dai, se os
tridngulos ABC e DEF sao congruentes, ou se AB e CD sao congruentes, entao indicaremos
respectivamente como ABC = DEF e AB=CD.

Observacao 2.1.1. Em algumas demonstragcbes, para indicar uma reta r que passa por dois
pontos distintos quaisquer A e B, usaremos a notacao jﬁ isto é, r = jﬁ

Figura 2.1: Reta r passando pelos pontos A e B.

Se as retas r e s passam, respectivamente, por A e B e por C e D, para indicar que sao
paralelas, usaremos r || s ou AB | &D.

Figura 2.2: Retas r e s paralelas.

Observacao 2.1.2. Algumas vezes, para indicar a medida o, de um angulo ZAOC, entre dois
segmentos quaisquer OA e OC, usaremos a notagao AaC, isto 6, oL = AOC conforme Figura
2.8

Equivalente ao conceito de igualdade entre nimeros.



Figura 2.3: Medida do angulo ZAOC :AOC = o..
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Agora veremos algumas definicdes basicas que serdo fundamentais em nosso trabalho.

2.2 Conceitos Basicos

Apresentaremos, a seguir, alguns conceitos, e iniciaremos com 0s dois lemas cujas de-

monstra¢cdes podem ser encontradas em [11].

Lema 2.2.1. Dado A € r, existem exatamente dois pontos Xy, X € r tais que XoA = X A.

X, A X4
T @ ® @—
ou
X1 A XO
@ L L

r

Figura 2.4: Segmentos de mesma medida: XpA = X A.

Lema 2.2.2. Dados dois pontos A,B € r, tem-se sempre AB >0, com AB = 0 se, e somente

se, A = B. Dai, vale:

1. AB=AC+CB < C € AB;
2. AB=|AC—BC| & C ¢ AB.

A

® w

C
®

r

Figura 2.5: Ponto C entre os pontos A e B.

¢ >
[ Xeo)

B
L 4
v

ou C A B

r

Figura 2.6: Pontos A € B do mesmo lado do ponto C.



17

Definicao 2.2.1. Dados dois pontos distintos A e B, dizemos que M € AB é o ponto médio do
segmento AB se AM = MB.

<)
we

®
A

Figura 2.7: Ponto médio de um segmento AB.

Isto €, o ponto médio de um segmento de reta é o ponto do segmento que o divide em
duas partes de mesma medida.

Definicao 2.2.2. Dados trés pontos distintos colineares A, B e C, dizemos que A e C sado
simétricos em relagcdo ao ponto B se B é o ponto médio do segmento AC.

Teorema 2.2.1. Por qualquer ponto de uma reta passa uma unica reta perpendicular a esta
reta.

A demonstragcéo desta proposicéo pode ser vista em [1].

Definigdo 2.2.3. Dados uma reta r e dois pontos A,C ¢ r, dizemos que A e C s&o simétricos
em relagdo a r se AC € perpendicular ar em que {B} = ACNr é o ponto médio de AC.

>0
vs]
0e

Figura 2.8: Pontos A e C simétricos em relacédo a r.

Definicao 2.2.4. Uma base média de um triangulo é um segmento de reta que une os pontos
médios de dois de seus lados.

Figura 2.9: Bases médias de um triangulo ABC.



18

Um tridngulo qualquer sempre tem trés bases médias. O triangulo ABC da Figura 2.9 tem
MN, PN e PM como bases médias. Dizemos que MN é a base média relativa ao lado AB.
Analogamente, PN e PM sao, respectivamente, as bases médias relativas aos lados AC e BC.

A proposigao seguinte nos garante que a medida da base média de um tridngulo é igual
a metade da medida do seu lado relativo e que a base média é paralela ao lado relativo.

Proposicao 2.2.1. Se MN ¢é a base média de um tridngulo ABC relativa ao lado BC, entdo
—  1—
MN || BE e N = SBC.
A demonstragao desta proposi¢éo pode ser consultada em [9].
Definicao 2.2.5. Uma mediana de um triangulo é um segmento que une um vértice ao ponto

meédio do lado oposto a esse vértice.

Um tridngulo qualquer sempre tem trés medianas. As medianas do triangulo ABC, da
Figura 2.10, sdao AP, BM e CN, em que P, M, N sao os pontos médios dos lados BC, AC, AB,
respectivamente.

P

Figura 2.10: Medianas AP, BM e CN.

As medianas de um tridngulo se encontram em um unico ponto denominado baricentro
do triangulo. O baricentro divide cada uma das medianas na razéo 2 : 1 a partir do vértice
correspondente. A demonstragdo desses fatos pode ser vista em [9]. O baricentro do triangulo
ABC da Figura 2.10 esta representado pela letra G.

Definicao 2.2.6. Um tridngulo é is6sceles se tem dois lados congruentes. Estes lados sdo
chamados de laterais, e o terceiro lado é chamado de base.

Definicao 2.2.7. Abissetriz de um dngulo é a semirreta que divide esse dngulo em dois dngulos
iguais.

Proposicao 2.2.2. Em tridngulos isésceles a mediana relativamente a base é também bissetriz.

A demonstracao desta proposicao pode ser vista em [1].
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Definicao 2.2.8. A mediatriz de um segmento AB ¢é a reta perpendicular ao segmento AB que
passa por seu ponto médio.

Figura 2.11: Mediatriz do segmento AB.

Proposicao 2.2.3. Os pontos pertencentes a mediatriz de um segmento AB equidistam de A e
de B.

A demonstracao deste fato pode ser vista em [9].

Definicao 2.2.9. Um quadrilatero convexo é um paralelogramo se possuir lados opostos para-
lelos.

Proposicao 2.2.4. Um quadrilatero convexo é um paralelogramo se, e somente se, seus pares
de lados opostos forem iguais.

A demonstragcao desta proposi¢ao pode ser vista em [9].

Proposicao 2.2.5. Se dois lados opostos de um quadrilatero sdo congruentes e paralelos, entao
0 quadrilatero é um paralelogramo.

Figura 2.12: Quadrilatero ABCD.

Demonstragdo. Seja ABCD um quadrilatero tal que AB = CD e AB || CD. Os triangulos ACD e
CAB s&o congruentes pelo caso L.A.L., pois AB = CD, ACD = CAB (angulos alternos internos)
e AC é lado comum. Logo, AD = BC entdo, pela proposicdo 2.2.4, ABCD é um paralelogramo.

]
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2.3 Congruéncia de triangulos

Ao longo do nosso trabalho, demonstraremos varios teoremas que envolvem diretamente
congruéncias de tridngulos. Portanto, veremos abaixo alguns casos que usaremos nas demons-
tracdes desses teoremas. Mas, primeiro vamos a definicdo de congruéncia de triangulos.

Definicao 2.3.1. Dois tridngulos sdo congruentes se ha uma correspondéncia biunivoca entre
seus vértices de modo que os pares de lados correspondentes sdo congruentes e os pares de
angulos correspondentes também sao congruentes.

Agora veremos 0s seguintes casos de congruéncias de tridngulos que usaremos:

i) Lado, angulo, lado que denotaremos por L.A.L.;

)
)
if)
)
)

Angulo, lado, angulo que denotaremos por A.L.A.;
ado, lado, lado que denotaremos por L.L.L.;

L
iv) Lado, angulo, angulo oposto que denotaremos por L.A.A,.;

v) Cateto-hipotenusa que denotaremos por C.H..

A seguir apresentaremos o primeiro caso de congruéncia de tridngulos como postulado e
os demais casos como teoremas.

Postulado 2.3.1. (Caso L.A.L.) Dados dois tridngulos ABC e DEF, se ha dois pares de lados
correspondentes congruentes e se os angulos formados por eles também sdo congruentes,
entdao ABC = DEF .

[l
B | c F

Figura 2.13: Triangulos congruentes pelo caso L.A.L..

Na Figura 2.13, temos: AB= DE, /ABC = /DEF e BC = EF, portanto, pelo postulado
2.3.1, ABC = DEF.

Teorema 2.3.1. (Caso A.L.A.) Dados dois tridngulos ABC e DEF', se existem dois pares de
angulos correspondentes congruentes e se os lados entre eles também sdo congruentes, entao
ABC = DEF.
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A demonstracao deste teorema pode ser vista em [1]. Este teorema também é conhecido
como 2° caso de congruéncia de tridngulos.

A D
IZ\\ /\\
B 1 [o} E I E

Figura 2.14: Tridngulos congruentes pelo caso A.L.A..

Na Figura 2.14, temos: ZABC = /DEF, BC = EF e /BCA = ZEFD, portanto, pelo
teorema 2.3.1, ABC = DEF'.

Teorema 2.3.2. (Caso L.L.L.) Dados dois tridngulos ABC e DEF, se os trés pares de lados

correspondentes sdo congruentes, entao ABC = DEF .

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [1]. Este teorema também é conhecido
como 3° caso de congruéncia de triangulos.

Figura 2.15: Triangulos congruentes pelo caso L.L.L..

Na Figura 2.15, temos: AB = DE, BC = EF e AC = DF, portanto, pelo teorema 2.3.2,
ABC = DEF.

Para demonstrarmos o quarto caso de congruéncia de tridngulos, o caso L.A.A,., utiliza-
remos o teorema do angulo externo que apresentaremos a seguir. Primeiro, definiremos angulo
externo de um tridngulo.

Definicao 2.3.2. Um angulo externo de um tridngulo é o angulo formado pelo prolongamento
de um lado e um lado adjacente.
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—o
X

X @

3

X4 5
Figura 2.16: Angulos externos de um triangulo.

Um tridngulo possui seis angulos externos. Na Figura 2.16, os angulos externos sao
/ACX, /CAX,, /BAX,, ZABX3, Z/CBX, e Z/BCXs. Para cada angulo externo ha dois angulos
internos nao adjacentes. Os angulos ZABC e Z/BAC sao denominados dngulos internos ndo
adjacentes ao angulo externo ZACX.

Teorema 2.3.3. Um angulo externo de um tridngulo é maior que qualquer um dos seus angulos
internos ndo adjacentes.

Demonstragdo. Sejam ABC um triangulo qualquer e X um ponto tal que B — C — X conforme
Figura 2.17. Devemos mostrar que ACX > BAC e ACX > ABC.

Figura 2.17: Angulo externo.

Sejam D o ponto médio de AC e E pertencente a reta r que passa pelos pontos B e D de
modo que B— D — E com BE = 2BD, isto é, D é ponto médio de BE. Dai, os triangulos BDA e
CDE sao congruentes pelo caso L.A.L., pois AD = CD e BD = ED por construgao e os angulos
/BDA e Z/CDE séao opostos pelo vértice, isto é, /BDA = /CDE. Portanto, /BAC = /DCE.

Como, por construgdo, o ponto E estd no interior do angulo ZACX, temos que
ACX = ACE + ECX. Portanto, ACX > BAC.

Analogamente, mostramos que ACX > ABC. O
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Vejamos agora o quarto caso de congruéncia de triangulos.

Teorema 2.3.4. (Caso L.A.A,.) Dados dois tridngulos ABC e DEF, se ha um par de lados
congruentes, um par de angulos adjacentes a estes lados congruentes e um par de dngulos
opostos a estes lados congruentes, entdo ABC = DEF .

Demonstracdo. Sejam ABC e DEF dois triangulos com AB = DE, ABC = DEF, ACB = DFE
e X um ponto da reta que passa por B e C tal que BX = EF. Disto, temos dois casos: B—X —C
eB—C—-X.

Figura 2.18: Triangulos congruentes.

Temos:

i) Se B—X —C, entéo pelo caso L.A.L. obtemos ABX = DEF. Dai, segue que
/AXB= /DFE. (2.1)

Mas ZAXB é um angulo externo do triangulo AXC, do qual ZACX é angulo interno
nao adjacente. Logo, pelo teorema 2.3.3, AXB > ACX e, portanto, pela hipotese,
AXB > DFE contradizendo (2.1).

i) Se B—C — X, a demonstracao é analoga e chegariamos em AXB < DFE contradi-
zendo (2.1). Logo, o ponto X coincide com o ponto C, e portanto ABC = DEF.

O

A seguir, apresentaremos o caso especial de congruéncia de tridngulos retangulos, deno-
minado caso Cateto-Hipotenusa.

Teorema 2.3.5. (Caso C.H.) Dados dois tridngulos retangulos ABC e DEF, se ha um par de
catetos congruentes e as hipotenusas congruentes, entao ABC = DEF .

Demonstragdo. Sejam ABC e DEF triangulos retangulos respectivamente em B e E conforme
Figura 2.19. Suponha que AB = DE e AC = DF. Pelo teorema de Pitagoras, aplicado aos
tridngulos ABC e DEF', temos, respectivamente, as seguintes relacbes

(AC)> = (AB)*+ (BC)? (2.2)
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C E- F

Figura 2.19: Caso Cateto-Hipotenusa.

Da relagdo (2.2), pela hipbétese e, finalmente, pela relacdo (2.3), temos que
(BC)* = (AC)* — (AB)*> = (DF)* — (DE)*> = (EF)*>. Assim, BC = EF. Portanto, pelo
caso L.L.L., temos que ABC = DEF. O

2.4 Desigualdade triangular

Outro teorema de fundamental importancia em nosso trabalho é o teorema da desigual-
dade triangular que demonstraremos a seguir. Mas, precisaremos ver primeiro o teorema 2.4.1
que utilizaremos para demonstrar a desigualdade triangular.

Teorema 2.4.1. Se dois lados de um tridngulo ndo sdo congruentes, entao os dngulos opostos
a estes lados nao sao congruentes e o dngulo maior é oposto ao maior lado.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo com dois lados nao congruentes.

Figura 2.20: Triangulo ABC com dois lados néo congruentes; AB > AC.
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Suponhamos que AB > AC. Prolongue o segmento AC e marque o ponto X tal que
A—C—X eAX = AB. Como o triangulo ABX é isésceles, de base BX, entdo ZABX = /AXB.

Por construgao, temos ABX > ABC. Aplicando o teorema 2.3.3 ao triangulo CBX , temos
ACB > AXB. Logo, ABC < ABX = AXB < ACB. O

Teorema 2.4.2. (Desigualdade triangular) O comprimento de um dos lados de um tridngulo é
sempre menor do que a soma dos comprimentos dos outros dois lados desse triangulo.

Demonstragcdo. Seja ABC um triangulo qualquer. Vamos mostrar que BC < AB + AC.

Figura 2.21: Triangulo ABC qualquer.

Prolongue CA e marque o ponto X de modo que C —A — X e AX = AB conforme Figura
2.21. Dai, temos que o tridngulo ABX é isésceles com base BX. Como C — A — X, temos que
CX = CA +AX, ou seja, CX = CA +AB. Também temos que BXC = XBA < XBC e, pelo
teorema 2.4.1 aplicado ao triangulo CXB, segue que BC < CX. Logo, BC < AB+ AC. O

A desigualdade triangular é uma propriedade necessaria para existéncia de um tridngulo
ABC qualquer e, por isso, é muito utilizada para demonstragées de alinhamento (colinearidade)

de trés pontos conforme veremos nos proximos capitulos.
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3 Isometrias na Reta

Neste capitulo, estudaremos as isometrias na reta. No proximo capitulo, ampliaremos
para as isometrias no plano. Na reta, estudaremos dois tipos de isometrias: a translagéo e
a reflexdo. Comecgaremos com a definicdo de isometria na reta e as demonstracdes de suas
principais propriedades.

3.1 Isometrias

Definicao 3.1.1. Sejam r e s retas e F : r — s uma fungdo. F é uma isometria de r em s se
F(A)F(B) = AB para quaisquer A, B € r, isto é, F preserva a distancia entre pontos.

Teorema 3.1.1. Seja F : r — s uma isometria da retar na retas. Valem as seguintes afirmagées:

1. F é bijetiva;

2. F~': s réumaisometriades emr.

Demonstracéo.

1. Dados A, B € r distintos, temos

A#B=AB>0= F(A)F(B)=AB > 0= F(A) # F(B).

Logo, F é injetiva. Dado C € s, temos que CF(A) =0 ou CF(A) > 0. Dai,

i) SeCF(A)=0=C=F(A).

i) Se CF(A) =d > 0, pelo lema 2.2.1 existem Unicos pontos Xo,X; € r e
D € s tais que XoA = AX; =d e CF(A) = F(A)D =d.
Mas, por F' ser uma isometria, também temos que

o F(Xg)F(A) =XoA=d = F(Xy) =Cou F(Xo) = D;

e F(X\)F(A)=X|A=d = F(X;) =CouF(X;)=D.
Como F é injetiva, entdo F(Xp) = C ou F(X;) =C. Logo, F é sobrejetiva.

Portanto, F é bijetiva.
2. Dados C, D € s, temos F~1(C), F~!(D) € r tais que
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Logo, F~':s— réumaisometria.

Proposicgao 3.1.1. A composicao de duas isometrias na reta r é uma isometria.

Demonstragdo. Sejam F e G duas isometrias, e A e B dois pontos distintos da reta r. Temos,
por definigdo de isometria, que (Go F)(A)(GoF)(B) = G(F(A))G(F(B)) = F(A)F (B) = AB
e (FoG)(A)(FoG)(B) = F(G(A))F(G(B)) = G(A)G(B) = AB. Portanto, a composigdo de

duas isometrias na reta € sempre uma isometria. O

Veremos agora que uma isometria leva um segmento de reta em um segmento de reta.

Teorema 3.1.2. A imagem do segmento de reta AB C r pela isometria F : r — s é 0 segmento
de reta F(A)F(B) C s.

Demonstragdo. Sejam os pontos A, B, M € r e suas respectivas imagens F(A), F(B) e
F(M) € s pela isometria F. Dai,

M € AB < AB=AM+MB < F(A)F(B) = F(A)F (M) +F(M)F(B) < F(M) € F(A)F (B).
O
Em outras palavras, se M estiver entre A e B entdo F (M) esté entre F(A) e F(B). Além

disso, se AM = MB entdo F(A)F(M) = F(M)F (B) e os pontos M e F(M) s&o os respectivos
pontos médios dos segmentos AB e F(A)F(B).

Definicdo 3.1.2. Um ponto X € r é dito um ponto fixo da aplicagdo F : r — r se F(X) = X.

Teorema 3.1.3. Uma isometria F : r — r que possui dois pontos fixos é a funcao identidade.

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que exista uma isometria F : r — r. Sejam A, B r
distintos tais que F(A) = A e F(B) = B. Se existisse X € r de modo que F(X) # X, teriamos
AX = F(A)F(X) = AF(X) e, portanto o ponto A seria o ponto médio do segmento X F(X). De
forma andloga, teriamos o ponto B com ponto médio do segmento X F(X). Logo, A = B, o que

gera contradicdo com nossa suposicao inicial. Portanto, uma isometria F : r — r diferente da
funcdo identidade possui no maximo um ponto fixo. O

Teorema 3.1.4. Sejam S,T : r — s isometrias. Se existirem A, B € r, com A # B, tais que
S(A)=T(A) eS(B) =T(B), entdo teremos S =T.

Demonstragédo. Temos que a isometria R =T 'o0S:r — r é tal que R(A) = A e R(B) = B.
Portanto, R é a identidade, isto &, S =T. O

Apresentaremos, a seguir, a translacao e a reflexao na reta.
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3.1.1 Translacao na reta

Definicao 3.1.3. Sejam A e B dois pontos pertencentes a reta r, em que A # B. A translagéo
Tap é a fungdo que leva cada ponto X € r ao ponto Tyg(X) € r de modo que XTyp(X) = AB e,
além disso, o sentido de percurso de X para Typ(X) € 0 mesmo de A para B.

Dado o ponto médio M do segmento ATyp(X), pela definigdo, podemos afirmar que M
também é o ponto médio do segmento BX, uma vez que os sentidos de percurso coincidem.

A B M X TAp(X)
° ® ® ® o-2B

Figura 3.1: Translagéo do ponto X.

Podemos observar que dados X, Y € r pertencentes a r, entdo temos que
XTpap(X) =YTyp(Y) = AB.

A partir dessa observacao na reta, provararemos, a seguir, que toda translacao é uma
isometria.

Teorema 3.1.5. Toda translacdo na reta é uma isometria.

Demonstragdo. Dados X, Y € r, devemos mostrar que existem Typ(X) e Typ(Y) tais que
Tap(X)Tap(Y) = XY . Para isso, vamos considerar dois casos:

1) oponto Y esta entre X e Typ(X), dai

Tas(X)Tap(Y) =YTpp(Y) — YTup(X) = XTpp(X) — Y Th(X) = XY.

Figura 3.2: Ponto Y entre os pontos X e Typ(X).

2) o ponto Y n&do estd entre X e Typ(X), entdo temos trés subcasos: X — Tup(X) — 7Y,
Y —X —Typ(X) ouY = Typ(X).

a) Para X —Typ(X)—Y, temos

Tas(X)Tap(Y) = Tag(X)Y + YTpp(Y) = Tap(X)Y + X Typ(X) = XY.
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r X JaeX Y Jae)

Figura 3.3: Ponto Y a direita dos pontos X e Typ(X).

b) ParaY —X — Typ(X), temos

Tag(X)Tup(Y) = XTup(X) — XTyp(Y) = YTu(Y) — XTup(Y) =YX = XY.

Y X Tag(Y) T g™
r —* *
Figura 3.4: Ponto Y a esquerda dos pontos X e Typ(X).
c) ParaY = Typ(X), temos
Tas(X)Tap(Y) = YTpp(Y) = XThp(X) = XY.
r X TAB(X) TAB(Y)
® ®

°
Y
Figura 3.5: Ponto Y coincidindo com o ponto Tx5(X).

Logo, em todos os casos , Tap(X)Tap(Y) = XY. Portanto, toda translagéo ¢ uma isome-
tria. O

3.1.2 Reflexao na reta

Definicao 3.1.4. Seja A um ponto pertencente a reta r. A reflexdao em torno de A é a fungao
Ry : r — r que associa cada ponto X € r ao seu simétrico R4 (X) em relagdo ao ponto A.

A=R,(A) RA(X)
° A

@<

Figura 3.6: Reflexdo na reta r.

Observe que dados dois pontos distintos A, X € r, temos que R4(A) = A e, como
X #A €r, A é o ponto médio do segmento X R4 (X).
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Teorema 3.1.6. Toda reflexdo na reta é uma isometria.

Demonstracdo. Dados trés pontos distintos A, X, Y € r, devemos mostrar que
R4(X)R4(Y) = XY. Para isso, precisamos considerar dois casos:

1) os pontos X e Y estdo do mesmo lado do ponto A, conforme Figura 3.7.

X Y A RAY)  Rp(X)
r @ o L @ o
O RAX) RA(Y) A Y X
L L —@ -@ @

r

Figura 3.7: Pontos X e Y do mesmo lado do ponto A.

Dai, RA(X)RA(Y) = |[R4(X)A —Ra(Y)A| = [ XA —YA| =XY.

2) os pontos X e Y nao estdo do mesmo lado do ponto A, isto €, estdo em lados opostos de A,
conforme Figura 3.8.

RAY) X A RAX) Y
; L 4 @ @ L 4 L
o Ra(X) Y A RA(Y) X
e o ® o o

Figura 3.8: Pontos X e Y em lados opostos.

Dai, Ra(X)Ra(Y) = Ra(X)A+ARA(Y) = XA +AY =XY.

Logo, em qualquer caso, temos que R4(X)R4(Y) = XY. Portanto, toda reflexdo é uma

isometria. O

Podemos observar que para qualquer X € r temos R4(R4(X)) = X, ou seja, a fungéo
composta Ry o R4 : r — r é a fungéo identidade.

Veremos, a seguir, que existem somente dois tipos de isometrias na reta, além da fungéao
identidade.

Teorema 3.1.7. Se F : r — r é uma isometria, entdo F' é uma translacdo, uma reflexdo ou a
fungdo identidade.

Demonstragdo. Se F nao é fungéo identidade, entdo existe um ponto A € r tal que F(A) # A.
Seja B= F(F(A)). Pela isometria F, temos que F(A)B = AF(A) > 0. Portanto, teremos dois
casos: B=Aou B #A.
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i) Se B=A, tome o ponto M médio do segmento AF (A). Dai,

F(M)F(A) =MA =MF(A)=F(M)B = F(M)A.

A=B M F(A)
®

Figura 3.9: Ponto A coincidindo com o ponto B.

Portanto, F(M) é o ponto médio de AF(A), isto é, F(M) = M. Desse modo F coincide
em A e M com a reflexdo Ry; em torno do ponto M. Logo, pelo teorema 3.1.4, temos que
F = Ry, isto é, FF é uma reflexao.

i) Se B#A, entdo F(A) é ponto médio do segmento AB. Portanto, F' coincide com a translagédo

A F(A) B
. ° *—

Figura 3.10: Pontos A e B distintos.

T sF(a) nos pontos distintos A e F(A). Logo, pelo teorema 3.1.4, F = TyF(a), isto é, F éuma
translacao. O

3.2 Aplicacoes das isometrias na reta

3.2.1 Translacéao

Exemplo 3.2.1. Dados dois pontos A, B € r, com B a direita de A, encontre a localizagdo do
ponto C € r, a direita de A, tal que AC = 3AB.

Figura 3.11: Ponto B a direita do ponto A.

RESOLUCAO: Seja a translagcdo Typ. Por definicdo de translagdo, temos que

AB = Typ(A)Txp(B) = BTyp(B) = Tap(B)Tap(Tpp(B)).
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Dai, 3AB = AB+AB +AB = AB + BTyp(B) + Tap(B)Tap(Tsp(B)) = ATsp(Tap(B)). Portanto,
C = Tup(Typ(B)).

3.2.2 Reflexao

Exemplo 3.2.2. Dados trés pontos distintos A, Be M € r em que A, B estdo a esquerda de M,
encontre a localizacdo dos pontos X, Y € r a direita de M de modo que AX = BY .

Ry(B)  Ry(A)
o —o ° e o

Figura 3.12: Pontos A e B a esquerda do ponto M.

RESOLUCAO: Seja Ry, a reflexdo em torno do ponto M. Pela definicio de reflex&o, temos

que AM = Ry (A)M e BM = Ry (B)M. Segue que

ARy (B) = AM + MRy (B) = Ry (A)M + MB = BRy (A).

Portanto, Ry (B) =X e Ry(A) =Y.

3.3 Isometrias proprias e improprias na reta

Veremos, nessa secao, que as isometrias na reta sao classificadas em dois tipos: proprias
e impréprias. Além disso, veremos que as composi¢coes dessas isometrias respeitam regras
bem simples.

Definicao 3.3.1. Chamamos a isometria F : r — r de propria quando, dados dois pontos distin-
tos A, B € r, o sentido de percurso A — B coincide com o sentido de percurso de F(A) — F (B).
Caso os sentidos sejam opostos entdo a isometria F' € denominada impropria.

Agora vamos provar que as translacdes séo isometrias proprias e as reflexdes sao isome-
trias improprias.

r A B M x 1A A B M Ry(B)

Figura 3.13: Translacdo Typ e reflexdo Ry na reta r.

Teorema 3.3.1. Toda translagao na reta é uma isometria propria.
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Demonstragdo. Sejam A e B dois pontos distintos da reta r e F' : r — r uma translagao. Dai,
temos duas possibilidades para o sentido de percurso de A para F(A), sendo o mesmo de A
para B ou oposto.

1. Se o sentido de percurso de A para F(A) € o mesmo de A para B, entdo, pela
definicdo 3.1.1, temos que W = AB, logo o sentido de percurso de B para
F(B) também é o mesmo de A para B. Portanto, o sentido de percurso de F(A) para
F (B) coincide com o sentido de percurso de A para B.

A B F(A) F(B)
1) - ) ® ° ®
A F(A) B F(B)
2) ® ° ® °
r
A B =F(A) F(B)
3) *— o o

r

Figura 3.14: Algumas disposi¢des de A, B, F(A) e F(B).

2. Se o sentido de percurso de A para F(A) é o oposto de A para B, entéo, pela defi-
ni¢ao 3.1.1, temos que W = AB, logo o sentido de percurso de B para F (B)
também é o oposto de A para B. Portanto, o sentido de percurso de F(A) para F (B)
coincide com o sentido de percurso de A para B.

F(A A B
1)r c( ) ;(B) ° ®
F(A) A F(B) B
2) —e o ° °
A=FB B
3) F(A) (B) .

Figura 3.15: Algumas disposi¢des de A, B, F(A) e F(B).

Portanto, toda translacao na reta é uma isometria prépria.

Teorema 3.3.2. Toda reflexdo na reta é uma isometria impropria.

Demonstragdo. Sejam A, B e Y pontos da reta r, com A # B, e F : r — r uma reflexdo em torno
de Y. Dai, temos trés possibilidades: A e B estdo do mesmo lado de Y, A e B em lados opostos

ou um dos pontos coincidecomY (A=Y ou B =Y).
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1. Se A e B estdo do mesmo lado de Y conforme Figura 3.16, entdo, pela definicdo
3.1.4, temos que Y é o ponto médio dos segmentos AF (A) e BF(B). Logo, o sentido
de percurso de F(A) para F(B) é oposto ao sentido de percurso de A para B.

1) A B v F(B) F(A)
; @ @ o @ L
B A Y  F(A) F(B)
2) [ ° o ° ®
r
FB) Y A
3) F(A) (B) B .
—0—_’_’—‘r
F(B) FA) Y A B
4) ® —e

Figura 3.16: A e B do mesmo lado de Y.

2. Se A e B estdo em lados opostos conforme Figura 3.17, entao, pela definicdo 3.1.4,
Y é ponto médio de AF(A) e BF(B), isto é, F(A) e B estdo do mesmo lado de Y.
Ainda pela definicdo 3.1.4, temos que F(A) e B s&o respectivamente os simétricos
de A e F(B), e pela definicdo 3.1.1, temos que F(A)F(B) = AB, logo o sentido de
percurso de F(A) para F(B) é oposto ao sentido de percurso de A para B.

1) A FB) y B F(A)
- L) ® o ® ®
F(B) A Y F(A) B
2) ® ® o ° ®
r
B F(A) Y A F(B)
3) o @ o o— [e)
r
F(A) B Y  F(B) A
4) — @ ————o—9 o

r

Figura 3.17: Possiveis posi¢des de A, B, F(A) e F(B).

3. SeA =Y (ou B=Y), entdo, pela definicdo 3.1.4, F(A) =A =Y (ou F(B) =B =Y).
Ainda, pela definigdo 3.1.4, temos que Y = A = F(A) (ou Y =B =F(B)) é
médio de BF (B) (ouAF (A)), logo, o sentido de percurso de F(A) para F(B) é oposto

& ponto

ao sentido de percurso de A para B.

’ F(B) Y =A=F(A) B A Y =B =F(B) F(A)
) —e- ° ° ou 1)r_. o P
B =A= F(B) F(A =B= A
2 S Y=A=FA) A 2 '( ) Y=B=F(®) A

Figura 3.18: Possiveis posicbesde A=Y e B=Y.

Portanto, toda reflexdao na reta € uma isometria impropria.
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Note que quando tivermos uma translacdo seguida de uma reflexdo obteremos uma fun-
¢ao composta que é uma isometria imprépria. Essa composicao isométrica é facilmente ilus-
trada na figura abaixo.

X TaX ¢
L L L @ ®

Figura 3.19: Translacdo Typ seguida da relexdao Rc nareta r.

Teorema 3.3.3. As composigcbes de isometrias na reta respeitam as sequintes regras:

1. (propria)o(propria) = (propria);

2. (propria)o(impropria) = (impropria);
3. (impropria)o(propria) = (impropria);
4. (impropria)o(imprdépria) = (propria).

Demonstrag&o. 1. Sejam A e B pontos distintos daretare S, T : r — r duas isometrias
proprias. Da definicdo 3.3.1, temos que o sentido de percurso de S(A) para S(B)
coincide com o de A para B. Aplicando T nos pontos S(A) e S(B), da definicao
3.3.1, temos que o sentido de percurso de T'(S(A)) para T(S(B)) coincide com o de
S(A) para S(B), logo o sentido de percurso de T(S(A)) para T(S(B)) coincide com
o de A para B. Portanto, tomando F = T oS, temos que o sentido de percurso de
F(A)=(ToS)(A)=T(S(A)) para F(B) = (T oS)(B) = T(S(B)) coincide com o de
A para B, ou seja, F' € uma isometria propria.

2. Sejam A e B pontos distintos daretare T, R : r — r respectivamente uma isometria
prépria e uma isometria imprépria. Da definicdo 3.3.1, temos que o sentido de per-
curso de R(A) para R(B) é o oposto ao de A para B. Aplicando T nos pontos R(A) e
R(B), da definigdo 3.3.1, temos que o sentido de percurso de T (R(A)) para T (R(B))
coincide com o de R(A) para R(B), logo o sentido de percurso de T(R(A)) para
T(R(B)) é o oposto ao de A para B. Portanto, tomando F = T o S, temos que o sen-
tido de percursode F(A) = (T oR)(A) =T(R(A)) para F(B) = (ToR)(B) =T (R(B))
€ 0 oposto ao de A para B, ou seja, F' é uma isometria imprépria.

3. Sejam A e B pontos distintos dareta r e R, T : r — r respectivamente uma isometria
imprépria e uma isometria propria. Da definicao 3.3.1, temos que o sentido de per-
cursode T'(A) para T (B) coincide com o de A para B. Aplicando R nos pontos T'(A) e
T (B), da defini¢do 3.3.1, temos que o sentido de percurso de R(T(A)) para R(T (B))
é o oposto ao de T(A) para T(B), logo o sentido de percurso de R(T(A)) para
R(T(B)) é o oposto ao de A para B. Portanto, tomando F = Ro T, temos que 0 sen-
tido de percursode F(A) = (RoT)(A) =R(T(A)) para F(B) = (RoT)(B) =R(T(B))
€ 0 oposto ao de A para B, ou seja, F' é uma isometria improépria.
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4. Sejam A e B pontos distintos daretar e R, T : r — r duas isometrias impréprias. Da
definigdo 3.3.1, temos que o sentido de percurso de T(A) para T(B) é o oposto
ao de A para B. Aplicando R nos pontos T(A) e T(B), da definicdo 3.3.1, te-
mos que o sentido de percurso de R(T(A)) para R(T(B)) é o oposto ao de T(A)
para T'(B), logo o sentido de percurso de R(T'(A)) para R(T(B)) coincide com o
de A para B. Portanto, tomando FF = Ro T, temos que o sentido de percurso de
F(A)=(RoT)(A) =R(T(A)) para F(B) = (RoT)(B) = R(T(B)) coincide com o
de A para B, ou seja, F' é uma isometria prépria.
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4 Isometrias no Plano

Uma figura qualquer no plano pode sofrer transformacgdes sem perder suas propriedades
originais como dimensdes e area. Semelhantemente ao que acontece na reta com os pon-
tos, segmentos e semirretas, agora, no plano, ampliaremos essa ideia e consideraremos, além
desses, um conjunto de pontos, isto €, uma figura.

Neste capitulo, estudaremos as isometrias no plano. Mostraremos que ha quatro tipos de
isometrias no plano, além da identidade, que sdo a translacao, a rotacao, a reflexdo e a reflexao
com deslizamento.

4.1 Isometrias

Antes de definirmos as isometrias no plano, veremos a definicdo de transformacao no
plano que facilitara o entendimento das isometrias.

Definicao 4.1.1. Uma transformagao F' no plano I1 é uma fungéo bijetiva F : I1 — 11, isto é,
uma fungéo que:

1) associa pontos distintos X| e X> de I1 a imagens distintas F (X1) e F(X,) de II
(injetiva);

2) para cada pontoY de I1, existe um tnico ponto X em Il tal que Y = F(X) (sobreje-
tiva).

A transformago inversa F ' no plano I1 é a funcao tal que F~!(¥) é o tnico ponto X
de Il para o qual F(X) =Y. Dai, se G é uma figura contida em I1, entdo a imagem de G pela
transformagéo F ¢ definida por F(G) = {F (X1) /X1 € G}.

Apresentaremos, a seguir, a definicdo de isometria no plano e as demonstragdes de suas
principais propriedades.

Definicao 4.1.2. As isometrias sdo transformacdes no plano em que as distancias sdo preser-
vadas, isto é, se F : I1 — Il é uma isometria, entdo para qualquer par de pontos A e B de I1
teremos a relagdo F (A)F (B) = AB.
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As isometrias possuem varias propriedades importantes que nos ajudam a resolver diver-
sos problemas matematicos. A seguir, apresentaremos algumas dessas propriedades isométri-

cas no plano.
Teorema 4.1.1. Toda isometria F : I1 — 11 possui as seguintes propriedades:

1) F leva pontos colineares em pontos colineares, dessa forma, a imagem de uma reta
r é uma reta s. Além disso, se os pontos A,B e C pertencentes a Il sdo tais que B
estd entre A e C, entdo F(B) estara necessariamente entre F(A) e F(C). Conse-
quentemente a fungao F leva dngulos em angulos.

2) F mantém medidas de &ngulos, isto é, para todo angulo ZAOB, temos que
F(A)F(O)F(B) = AOB.

3) F preserva o paralelismo, isto é, se r e s sdo retas paralelas, entdao F(r) e F(s)
também sdo retas paralelas.

4) F leva circunferéncias em circunferéncias.

Demonstracéo. 1) Consideremos A, B e C pontos colineares, tais que A—B—C e
sejam F(A),F(B) e F(C) suas respectivas imagens pela isometria F.

F(A)

F(B)

> 9
w e
oe

F(C)

Figura 4.1: Trés pontos colineares.

Suponhamos, por absurdo, que F(A),F(B) e F(C) néo estao alinhados, en-
tao determinariam o triangulo F(A)F (B)F(C). Pela desigualdade triangular, teria-
mos a desigualdade F(A)F(C) < F(A)F(B)+ F(B)F(C) que, pela isometria, acar-
retaria em AC < AB + BC, contrariando a hipétese de A — B — C que equivale a
AC = AB + BC. Portanto,

F(A)F(C) = F(A)F(B)+F(B)F(C). (4.1)

Logo, os pontos F(A), F(B) e F(C) s&o colineares.
Se F(B) nao estivesse entre F(A) e F(C) entdo teriamos dois casos:
F(B)—F(A)—F(C)ouF(A)—F(C)—F(B).
a) Para F(B) —F(A) — F(C) entdo F(B)F(C) = F(B)F(A)+ F(A)F(C).
Portanto, da relacdo (4.1), aplicada em F(A)F(C) )F(C), temos que

F(B)F(C)=F(B)F(A)+F(A)F(B)+F(B)F(C)=2F(A)F(B)+F(B)F(C).
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F(A)

> o

B ¢ F(C)

Figura 4.2: Ponto F(A) entre os pontos F(B) e F(C).

Segue que 2F(A)F(B) = 0 e assim, F(A)F(B) = 0. Absurdo, pois con-
traria a hipétese de F(B) — F(A) — F(C).
b) Para F(A) — F(C) — F(B), a demonstragdo é andloga.
Logo, F(B) esta entre os pontos F(A) e F(C), isto é, F(A) — F(B) — F(C).

2) Sejam um angulo ZXOY cuja medida é o e ZF(X)F(O)F(Y) sua respectiva ima-

gem pela isometria F'.

F(A)

F(O) F(a)

—

Figura 4.3: Angulos AOB e F(A)F (O)F (B) séo iguais.

Tomemos um ponto em cada lado do angulo ZXOY de modo que as distancias de
O a cada um dos pontos sejam iguais, isto é, devemos escolher A e B de modo
que OA = OB e AOB = o. = XOY conforme Figura 4.3. Sejam F(A) e F(B) as
respectivas imagens dos pontos A e B. Dai, pela definicao de isometria, temos

a) F(O)F(A) = F(O)F(B);

b) F(A)F(B) = AB.

Portanto, os triangulos ABO e F(A)F(B)F(O) sdo congruentes pelo caso L.L.L..
Logo, os angulos /XOY e /F(A)F(O)F(B) sao congruentes, isto &,
F(A)F(O)F(B) = o.= XOY.
Consideremos r e s retas paralelas e F(r), F(s) suas respectivas imagens pela iso-
metria F.

Suponhamos, por absurdo, que as retas F(r) e F(s) sejam concorrentes no
ponto O em que O = F(A) = F(B), sendo A € r e B € s conforme Figura 4.4. Isso é
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o>

F(s)

B
° F(r)

Figura 4.4: Isometria em retas paralelas.

absurdo, pois contraria a definigdo de isometria uma vez que A # B. Logo, as retas
F(r) e F(s) também s&o paralelas.

4) Considere a circunferéncia A(C,r) e o ponto A € A. Temos que AC = r. Dai, pela
isometria F temos que F(A)F(C) = r < F(A) € A((F(C),r).

O
Definicao 4.1.3. Duas figuras G e H no plano I1 so congruentes se existe uma isometria
F : 1 — I1 em que a imagem de G por essa isometria é F(G) = H.

A partir das propriedades do teorema 4.1.1 e da definigdo 4.1.3, podemos inferir que a
imagem de uma figura G por uma isometria F serd uma figura F(G) congruente a G.
Proposicao 4.1.1. A composigao de duas isometrias no plano I1 é uma isometria.

A demonstracido desta proprosicao é analoga a demonstracao da proprosicao 3.1.1, po-
rém considerando A e B dois pontos distintos do plano I1.

Agora abordaremos as seguintes isometrias no plano: a translacao, a rotagao, a reflexao
e a reflexdo com deslizamento.

4.1.1 Translacao no plano

Definicao 4.1.4. Sejam A e B dois pontos pertencentes ao planoIl, em que A # B. Atranslagao
é a fungdo Typ : I1 — I1 no plano I1, que leva cada ponto X € I1 ao ponto Typ(X) € I1 de modo
que ABTyp(X )X é um paralelogramo.

Essa definicao se aplica quando consideramos os pontos A, B € X néo colineares. O caso
em que tais pontos sao colineares foi apresentado na definicdo 3.1.3.

Definicdo 4.1.5. A translacdo de uma figura G € a figura Typ(G) = {Tap(X)|X € G}.

Mostraremos que toda translagdo 7 do plano IT & uma isometria.
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Teorema 4.1.2. Toda translacao no plano 11 é uma isometria.

Demonstracdo. Sejam A, B, X e Y pontos arbitrarios do plano I1. Sejam r e s retas do plano I1
taisque X,Y €reA, B € s. Dai, temos duas possibilidades: r é coincidente ou paralela a s, ou
r € concorrente com s.

1. Se r é coincidente ou paralela a s, entdo Typ, restrita a r, é a translagao
Tx1,p(x) i v — 1, l0go W = XY.

2. Se r é concorrente com s, pela definicdo 4.1.4, temos que XTp(X) e YTup(Y)
séo congruentes e paralelos, logo, pela proposigdo 2.2.5, os pontos X, Y, Txp(Y)
e Typ(X) formam um paralelogramo. Portanto, Tyz(X)T1p(Y) = XY .

. X T pg()
i AB
L e,
~, N,
. .
N N,
N, N,
N N
AN N
\\ \\
N JasY)
(S e,
Y 0.’ .0
s A B
.................... .. ......................................

Figura 4.5: Retas r e s concorrentes.

O

Apresentaremos, a seguir, a rotacdo em torno de um ponto O qualquer do plano II e
provaremos que uma rotagdo também & uma isometria.

4.1.2 Rotacao no plano

Antes de definirmos rotacao precisaremos da noc¢ao de angulo orientado, isto é, um an-
gulo em que seu lado inicial (origem do angulo) e seu lado final (extremidade) estdo bem deter-
minados. Nesta secao, denotaremos por ZAOB o angulo que tem OA como origem e OB como
extremidade. Convencionaremos o angulo ZAOB positivo se 0 sentido do angulo da origem
para a extremidade é anti-horario, caso contrario, sera negativo. Segue que BOA = —AaB,
conforme a Figura 4.6.
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® ®
A A

Figura 4.6: Angulos orientados.

Definicao 4.1.6. Sejam O um ponto do plano Il e um &ngulo cuja medida é o tal que
—180° < o < 180°. Arotagéo de centro O e dngulo igual ao. € a fungdo Ao o, : T1 — I1 que deixa
fixo o ponto O e leva qualquer ponto X # O no ponto Ao (X) € I1, tal que 00X = m e
a medida do angulo orientado ZX OAo o(X) é igual a o.

wa S~el Do
N i Z
\ ~ — -~
B N / -
\ /
S /
N ;
~ /
~ /
P a x"
° \
\
A \

Figura 4.7: Angulo APB=o0e rotacao de angulo igual a o e centro O.

Note que se o = 0° entdo X = Ap ¢ (X). Além disso, se o = 180° entdo O é o ponto
médio de XAo «(X), pois, por hipétese, OX = OAp o(X).

Figura 4.8: Rotag&o de angulo igual a 180° e centro O.
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Definicao 4.1.7. Arotacdo de um angulo igual a o de uma figura G e centro em um ponto O é
a figura Ao o(G) = {Ao.a(X)|X € G}.

Demonstraremos agora que uma rotagao qualquer Ap o € sempre uma isometria.

Teorema 4.1.3. Toda rotacdo no plano I1 é uma isometria.

Demonstracdo. Sejam o a medida de um angulo positivo e O, X, Y pontos distintos do plano

I1. Dai, teremos dois casos: O, X e Y colineares ou O, X e Y ndo colineares.

1.

Se 0, X e Y sdo colineares, entao teremos dois subcasos: X —O—Y ouX e Y do
mesmo lado de O.
a) Se O esta entre X e Y, entdo fazendo a rotagdo Ap o em X e Y, obtemos

v

respectivamente os pontos A «(X) e Ap,a(Y) conforme Figura 4.9.

Bo, oY)

@<
o<

B, o)

Figura 4.9: Ponto O entre os pontos X e Y.

Dai, por definicdo de rotagao, temos que X5A07a(X) = Y5A07Q(Y),
X0 =A0q(X)0e YO = Ao (Y)O0. Além disso, temos, por hipétese, que
X —0-Y, entdo LXOAp «(X) € LZYOAp (YY) sdo opostos pelo vértice
0, logo Ap.o(X), O e Ap «(Y) s@o colineares. Portanto,

XY =XO+0Y =Apo(X)0+ 0A0 oY) = Ao.a(X)A0.a(Y).

b) Se X e Y estdo do mesmo lado de O, entéo fazendo a rotagéo Ap o em
X e Y, obtemos respectivamente os pontos Ap o(X) € Ap(Y). Como,
por definigdo de rotagao, X@AO,Q(X) = Y5A07a(Y), entéo os pontos O,
Ao.a(X) e Ap,a(Y) séo colineares. Além disso, por definicdo de rotagéo,
temos que XO = Ap o(X)0 e YO = Ap o(Y)O. Portanto,

XY = V0 —X0| = [80.4(Y)0 ~ 804(X)0| = Boa(X)B0u(Y).
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AO, oY)

AO, o«X)

v

Q
@ X<
o<

Figura 4.10: Pontos X e Y do mesmo lado do ponto O.

2. Se O, X e Y né&o s&o colineares, entao fazendo a rotagdo Ap o temos, por definigéo
de rotagao, que OY = OAg o (Y) e OX = OAp o (X) e XOAp o (X) =Y OAp o (Y) = o

conforme Figura 4.11. Mas,

XOAo.o(X) =XO0Aoo(Y)+A0.6(Y)0A0o(X) € YOAG o(Y) =YOX +XOA0 o(Y).

Figura 4.11: Rotagao de um angulo de medida igual a a e centro O.
Dai, XOApo(Y) +A0.a(Y)OAp o(X) = YOX +XOAp (Y ), entdo
YOX = Ap.o(Y)OAo o(X).

Segue que os triangulos YOX e Ap (Y)OAp, (X ) sdo congruentes pelo caso L.A.L.
e portanto YX = Ao (Y )A0.(X), ou seja, a rotagéo Ap o € uma isometria.

O

A seguir abordaremos a reflexdo em torno de uma reta r qualquer do plano II. O caso
particular de reflexao de um ponto X € r foi estudado na subsecao 3.1.2.



45
4.1.3 Reflexao em torno de uma reta

Definicao 4.1.8. Sejauma retar € I1. Areflexdo em torno da reta r € a fungdo R, : I1 — I1 que
associa cada ponto X ¢ r do plano I ao seu simétrico R,(X) em relagdo a retar e cadaX € r
ao proprio X .

Em outras palavras, quando X ¢ r, R.(X) € o ponto tal que XR,(X) é o segmento perpen-
dicular a r em que {A} = XR,(X) Nr é o ponto médio de XR,(X) conforme ilustrado na Figura
4.12.

Ry(X)
-

Figura 4.12: Reflexdo do ponto X em torno da reta r.

A reflexao em torno da reta r também é conhecida como simetria de reflexao na reta r.

Além disso, a reta r é conhecida como eixo da reflexao de R,.

Agora vamos mostrar que toda reflexdo em torno de uma reta dada do plano II preserva

distancia, isto é, trata-se de uma isometria.

Teorema 4.1.4. Toda reflexdo em torno de uma reta r qualquer do plano I1 é uma isometria.

Demonstragdo. Sejam X, Y e r respectivamente dois pontos distintos e uma reta do plano II.
Consideraremos os seguintes casos: X, Y € r, somente um dos pontos pertence aretar, X e
Y estdo em um mesmo semiplano determinado por r, e X e Y estdo em semiplanos distintos

determinados por r.

1. Se X, Y € r, entdo, por definigdo, temos que R,(X) =X e R,(Y) =Y. Portanto,
R, (X)R,(Y) =XY.

Figura 4.13: Pontos X e Y sobre areta r.



46

2. Se somente um dos pontos pertence a reta r, por exemplo, sem perda de generali-
dade, X € r, entdo teremos dois subcasos: {X} =YR,(Y)Nrou{X} #YR.(Y)Nr.
a) Se {X} =YR,(Y)Nr, entdo, por definigdo, X é ponto médio de YR,(Y).

Logo, XY = XR,(Y). Mas, por definigdo, R,(X) = X e portanto,

ﬁ:XRr(Y) = Rr(X)Rr(Y>'

Figura 4.14: Reflex&o R, com X sendo o ponto médio de YR, (Y).

b) Se {X} # YR,(Y)Nr, entdo, por definigdo, existe o ponto A € r tal que
A é o ponto médio de YR,(Y) conforme Figura 4.15. Dai, temos que os
triangulos XAY e XAR,(Y) séo congruentes pelo caso L.A.L., pois, por
definigao, YA = R,(Y)A, XAY = XAR,(Y) = 90° e 0 segmento XA é lado

comum. Logo, XY = XR,(Y). Mas, R,(X) = X, por defini¢do, e portanto,

W:XR;’(Y) :Rr(X)Rr(Y>'

R,(Y)

Figura 4.15: Reflexdo R, com X € r.

3. Se X e Y estdo em um mesmo semiplano determinado por r, entdo teremos os
seguintes subcasos: XY paralelo a r, ﬁ perpendicular a r, e ﬁ concorrente com r
e nao perpendicular a r.
a) Se XY é paralelo a r, entdo XYR,(Y)R,(X) é um retdngulo e portanto
R, (X)R.(Y) =XY.
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Y R,(Y)

Figura 4.16: Segmento XY paralelo a reta r.

b) Se areta s = XY ¢ perpendicular a r, entéo as retas XR,(X) e YR,(Y§
sdo perpendiculares a r e passam respectivamente por X e Y conforme
Figura 4.17. Pelo teorema 2.2.1, temos XRV(X; = )W =YR,(Y). Logo,
X,Y,R-(X) e R,(Y) séo colineares. Seja {0} = sNr. Dai,

XY =|X0-YO0| =|R,(X)O —R,(Y)O‘ =R, (X)R,(Y).

o Rl(Y)
s i

Figura 4.17: Retas r e s perpendiculares.

[ 35
® <
[ 23

c) Searetas= )W € concorrente com r e ndo perpendicular a r, tragamos
por X a reta paralela a r que intercepta a reta suporte de YR,(Y) em
A. Dai, temos que XAY = 90°, pois ¢ XA é paralela a r, e YR.(Y) é
perpendicular a r por definicdo de reflexdo. Pelo item a), temos que
XA = W e, pelo item b), temos que AY = m XAY =
90°, pois)ﬁ | 7.

Logo, os triangulos XAY e R.(X)R,(A)R,(Y) séo congruentes pelo
caso L.A.L. e consequentemente suas hipotenusas sao congruentes, isto
&, XY =R,(X)R.(Y).

N r
\3 4
Re(s)~ ,° 8
N 7
N 7/
N
4
4 N
X, ~_R(X)
7 - T N
Y A R.(A) R(Y) N
' A Y
N

Figura 4.18: Pontos X e Y do mesmo lado da reta r.
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4. Se X e Y estdo em semiplanos distintos, entao teremos os dois subcasos: XY per-
pendicular a r ou XY néo é perpendicular a r.
a) Se XY é perpendicular a r, entdo existe um ponto A tal que {A} = XY Nr
conforme Figura 4.19. Pelo teorema 2.2.1, temos que X, R,(Y), A, Y e
R, (X) séo colineares. Logo,

XY = XA+AY = AR, (X) +AR,(Y) =R, (X)R,(Y).

R (Y) Y R/(X)

Figura 4.19: Segmento XY perpendicular a r.

b) Se XY nado é perpendicular a r, entdo tragamos o segmento XY, ob-
tendo assim, o ponto A de intersecdo de XY e r. Sejam B e C os res-
pectivos pontos de intersegdes de XR,(X) e r e YR, (Y) e r, isto é,
XR,(X)Nr={B} eYR,(Y)Nr={C} conforme Figura 4.20.

R(Y) c Y

Figura 4.20: Pontos X e Y em lados opostos de r.

Dai, temos, por construgéo, que os tridngulos BXA e BR, (X )A sé&o re-
tdngulos em B, com cateto AB comum e, por definicao de reflexao, os ca-
tetos XB e R,(X)B s&o congruentes. Logo, pelo caso L.A.L., os tridngulos
BXA e BR,(X)A sdo congruentes e consequentemente
XA =R,(X)A. Analogamente, os triangulos ACY e ACR,(Y) s&o con-
gruentes, logo YA = R,(Y)A.

Desse modo, os tridngulos AXR,(X) e AYR,(Y) séo isésceles de ba-

ses XR,(X) e YR,(Y) respectivamente, portanto, pela proposigdo 2.2.2,
temos que suas medianas relativas as bases também s&o bissetrizes, isto
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é, BAX = BAR,(X) e CAY = CAR,(Y). Além disso, BAX e CAY s&0 opos-
tos pelo vértice A e consequentemente temos que
BAR,(X) = BAX = CAY = CAR,(Y). Assim, R.(X), A, R.(Y) s&o coline-
ares e portanto temos R, (X)R,(Y) =R,(X)A+AR,(Y) = XA +AY = XY .

Logo, em todos os casos, temos que R,(X)R,(Y) = XY . Portanto, toda reflexdo em
torno de uma reta é uma isometria.

O

Definicao 4.1.9. A reflexdo de uma figura G em torno de uma reta r é a figura
Rr(G> = {Rr(X)‘X € G}'

R.(A,)

R(A;)

Figura 4.21: Reflexdo do triangulo A{A>A3 em torno da reta r.

Quando uma figura coincide com sua imagem pela reflexdo em torno de uma reta r,
dizemos que essas figuras sdo simétricas em relagdo a r. Além disso, a reta r € chamada eixo
de simetria da figura. Veremos que algumas figuras possuem um ou mais eixos de simetria,
principalmente os poligonos regulares.

Observacao 4.1.1. Ha figuras que ndo possuem eixo de simetria como os paralelogramos ex-
cetuando os losangos e retdngulos.

Exemplo 4.1.1. Vejamos alguns exemplos de figuras que possuem pelo menos um eixo de
simetria.

a) Um tridngulo isésceles ABC qualquer, de base BC, possui somente um eixo de sime-
tria que é a mediatriz da sua base BC conforme Figura 4.22.
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r

IA
1

Figura 4.22: Eixo de simetria do triangulo isésceles.

b) Um losango ABCD qualquer, possui dois eixos de simetria que s&o as retasr e s que
respectivamente passam pelas diagonais AC e BD conforme Figura 4.23.

s
1
)

IB

Figura 4.23: Eixos de simetria do losango ABCD.

c) Um tridngulo equilatero ABC qualquer possui trés eixos de simetria que sao as retas
suportes de suas medianas conforme Figura 4.24.

Figura 4.24: Eixos de simetria do triangulo equilatero ABC.
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d) Um gquadrado ABCD qualquer possui quatro eixos de simetria que sdo as retas su-
portes de suas diagonais e as mediatrizes de seus lados conforme Figura 4.25.

-r _____________ /.*:________

Figura 4.25: Eixos de simetria do quadrado ABCD.

e) A circunferéncia é simétrica em relacdo a reta suporte de qualquer um de seus dia-

metros conforme Figura 4.26. Desse modo, possui infinitos eixos de simetria.

1
! r
|
1
1

Figura 4.26: Alguns eixos de simetria da circunferéncia de centro O.

Observacao 4.1.2. Qualquer poligono regular de n lados possui n eixos de simetria.

Abordaremos, a seguir, a reflexdo com deslizamento que é a aplicagao da reflexdo R, em
torno de uma reta r seguida de uma translagao 7 p no plano IIL.
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4.1.4 Reflexao com deslizamento no plano
Definicao 4.1.10. Sejam uma reta r e um segmento AB paralelo a reta r no plano I1. A reflexao

com deslizamento, determinada por AB e pela retar é a isometria R = TygoR, : I1 — I1, obtida
fazendo a reflexao R, e, em sequida, a translacao Typ.

[ Bd
ow

Figura 4.27: Reflexdo com deslizamento do triangulo CDE.

Observacao 4.1.3. Note que, se considerarmos o mesmo segmento AB e a mesma reta r da
definicdo 4.1.10, temos que as isometrias R = Thypo R, : I1 - Il e S = R, o Typ : I1 — II sdo
iguais.

Veremos, a seguir, que ha somente quatro tipos de isometrias no plano, além da fungao
identidade. Para demonstrarmos esse fato, usaremos a igualdade de isometrias € a composicao
isometrias, portanto, abordaremos antes a condi¢cdo para que duas isometrias F' e S sejam
iguais e a composigao de isometrias no plano.

Teorema 4.1.5. Uma isometria F : I1 — I1 que possui trés pontos fixos é a funcao identidade.

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que exista uma isometria F : IT — II. Sejam A,
B, C € II distintos tais que F(A) = A, F(B) =B e F(C) = C. Se existisse X € I1, com
F(X) # X, entéo, pela defini¢éo 4.1.2, teriamos AX = F(A)F (X) = AF(X), logo, A seria ponto
médio de XF (X ). Analogamente, B e C também seriam ponto médio de X F (X ) implicando em

A =B =C, o que é um absurdo, pois contraria a hipétese. Portanto, uma isometria F : IT — II
diferente da fungéo identidade possui no maximo dois pontos fixos. O

Teorema 4.1.6. Sejam F : 11 — I e S : Il — Il isometrias. Se existirem trés pontos distintos
A, B e C €Il ndo colineares tais que F(A) = S(A), F(B) = S(B) e F(C) = S(C), entdo F = S,
isto é, F(X) = S(X) para todo X € Il

Demonstraggo. Temos que a isometria R =F ' oS : I1 — IT é tal que R(A) =A, R(B) =B e
R(C) = C. Portanto, pelo teorema 4.1.5, R ¢é a identidade, isto é, S =T. O
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Teorema 4.1.7. Se a funcao F : 11 — I1 do planoI1 é uma isometria, entdo F é uma translacgao,
uma rotagdo, uma reflexao, uma reflexao com deslizamento ou a fungdo identidade.

Demonstracdo. Se F' é uma isometria diferente da fungéo identidade, entdo existe um ponto
X do plano IT tal que F(X) # X. Tomemos o ponto F(F(X)). Dai, por definicao, temos que
XF(X)=F(X)F(F(X)) > 0, implicando assim, em trés casos: F(F(X))=X,ou X, F(X) e
F(F (X)) sao pontos distintos colineares, ou X, F(X) e F(F (X)) sé&o pontos né&o colineares.

1. Se F(F(X)) = X, entdo a isometria F transforma o segmento de reta XF(X) em si
mesmo. Se M é o ponto médio de XF(X), entdo F (M) = M e, consequentemente,
a mediatriz s de XF(X) é transformada em si mesma pela isometria F. De fato,
tomando Z € s temos que ZX = ZF (X) entdo F(Z)F (X) = F(Z)X, logo F(Z) € s.
Tome Y # M € s. Dai, temos duas possibilidades: F(Y) =Y ou F(Y) =Y’, ponto

simétrico de Y em relagéo a reta r que passa pelos pontos X e F(X).

S

X = F(F(X)) el F(X)
° °

Figura 4.28: Ponto F(F (X)) coincidindo com o ponto X.

a) Se F(Y) =Y, entéo F coincide com a reflexdo R, : IT — IT nos pontos X,
F(X) e Y. Portanto, F = Ry, isto é, F é uma reflexdo em torno de uma
reta.

b) Se F(Y) =Y, entdo F coincide com a rotag&o Ay o0 : IT — IT nos pon-
tos X, Y e M. Portanto, F' = Ay 1500, isto &, F' € uma rotagéo.

Logo, neste caso, temos que a isometria F' € uma reflexdo ou uma rotagao.

2. Se X, F(X) e F(F(X)) sao pontos distintos colineares, entéo, por definicdo de iso-
metria, temos que XF(X) = F(X)F(F (X)) e consequentemente F(X) é o ponto
médio de XF(F(X)). Temos que a reta r, que passa pelos trés pontos dados, é
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transformada em si mesma pela isometria F'. Além disso, F' coincide com a transla-
¢ao Txp(x) : r — r e portanto, da definicao 3.1.3, temos que a isometria F' coincide
com a translagdo Typ(x). Tome um ponto Y fora de r. Dai, o tridngulo XF(X)Y é
transformado, pela isometria F, no triangulo que tem F(X) e F(F (X)) como vértices
e lados com mesmas medidas que os de XF(X)Y. Para o terceiro vértice, temos
duas posicdes possiveis, Y’ e Y”, sendo: Y e Y’ em um mesmo semiplano determi-
nado por r, com X, F(X), F(F(X)) € rouY e Y” em semiplanos opostos.

Figura 4.29: Pontos X, F(X) e F(F (X)) colineares.

a) SeY e Y’ estdo em um mesmo semiplano determinado por r, entdo XY e
F(X)Y' sdo lados opostos do paralelogramo YXF (X)Y'. Logo, a isometria
F coincide com a translagao Tyr(x) : II — II nos pontos n&o colineares
X, F(X) e Y. Portanto, da definigéo 4.1.6, temos que F = Txr(x), isto &,
F é uma translacéo.
b) Se Y e Y” estdo em semiplanos opostos determinados por r, entdo Y”
é o simétrico de Y’ em relacdo & reta r. Logo, F coincide com a re-
flexdo com deslizamento S = R, o Txp(x) : I1 — I, pois S(X) = F(X),
S(F(X))=F(F(X)) e S(Y)=Y"=F(Y). Da definigéo 4.1.6, temos que
S = F e portanto F é uma reflexdo com deslizamento.
Portanto, neste caso, temos que a isometria F € uma translagdo ou uma reflexao
com deslizamento.
. Se X, F(X) e F(F(X)) sao pontos ndo colineares, entéo, pela isometria F, a ima-
gem do tridngulo XF (X)F (F (X)) € um tridngulo que tem F(X) e F(F(X)) como
vértices. Para o terceiro vértice, temos duas possibilidades, Y’ e Y”, sendo: X
e Y’ em um mesmo semiplano determinado por r = F(X)F(F(X); de modo que
F(F(X))Y' = F(X)F(F(X)) ou X e Y” em semiplanos opostos tal que
F(F(X))Y"=F(X)F(F(X)).
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Temos que os tridngulos F(X)F (F(X))Y' e F(X)F(F(X))Y" s&o congruentes
ao primeiro tridngulo XF (X)F(F (X)) pelo caso L.L.L., pois a isometria F' garante
mesmas distancias. Dai, os lados desse novo tridngulo tém medidas iguais as dos
lados do triangulo X F (X )F (F(X)).

Figura 4.30: Pontos X, F(X) e F(F (X)) n&o colineares.

a) Se X e Y’ estdo no mesmo semiplano determinado por r, entdo os pon-
tos X, F(X), F(F(X)) e Y = F(F(F(X))) formam uma poligonal em
que os segmentos XF( ), FIX)F(F(X)) e F(F(X))Y' ttm mesma me-
dida e os angulos XF( VF(F(X)) e F(X)F(F/(X\))Y’ sdo iguais. Dai,
os tridngulos XF(X)F(F(X)) e F(X)F(F(X))Y' sdo congruentes pelo
caso L.A.L., pois, pela isometria F, temos que XF(X) = F(X)F (F(X)),
XF(X)F(F(X)) = FOOF(F(X))Y' e FOOF (F(X)) = F(FX))Y".

Sejam O e P os respectivos circuncentros dos tridngulos
XF(X)F(F(X))e F(X)F(F(X))Y', entdo OX = OF (X) = OF (F(X)) e
PF(X) PF(F(X)) = PY' e, pela congruéncia dos triangulos

XF(X)F(F(X)) e F(X)F(F(X))Y', temos que OF (X) = PF(F (X)) por
serem circuncentros, entdo OF(X) = PF(X). Analogamente, temos
OF (F(X)) = PF(F(X)). Como O e P pertencem a mediatriz do seg-
mento F(X)F(F (X)), segue que O = P.

F(F(X))

Figura 4.31: Circuncentros dos triangulos XF (X)F (F(X)) e F(X)F (F(X))Y'.
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Portanto, a poligonal formada pelos pontos X, F(X), F(F(X)) e
Y' = F(F(F(X))) pode ser inscrita em uma circunferéncia de raio OX,
em que o centro O é o ponto de intersecao das mediatrizes dos segmen-
tos XF(X), F(X)F(F(X)) e F(F(X))Y'.

F(F(X)) e

Figura 4.32: Pontos X e ¥’ no mesmo semiplano determinado por r.

Dai, temos que OX = OF (X) = OF (F(X)) e, pela isometria F, temos
F(O)F(X)=F(O)F(F(X))=F(0)Y’, logo F(O) pertence as mediatri-
zes dos segmentos F (X )F(F (X)) e F(F(X))Y’ e portanto F(O) = O. To-
memos a rotagdo Apq, em que O = XOF(X), entdo teremos
Moa(F(F(X))) = Y = F(F(F(X))), Aoa(F(X)) = F(F(X)) e
Ao,a(X) = F(X). Portanto, da defini¢do 4.1.6, temos que F = Ag q, isto
€, F é uma rotagao.

b) Se X e Y” estdo em semiplanos opostos determinados por r, entdo os

pontos X, F(X),Y", e F(F (X)) formam um paralelogramo em que X F (X)
e F(F(X))Y" sao lados opostos e F(X)F(F (X)) é uma diagonal.

Sejam M, N e P os respectivos pontos médios de XF(X),
F(X)F(F(X))eF(F(X))Y". Como MN ébase média do triangulo X F (X)F (F (X))
entdo MN | XF(F(X)). Analogamente, NP || F(X)Y". Como XF (F (X)) ||
F(X)Y" segue que M, N e P séo colineares. Tracemos a reta s passando
por M, N e P.

Figura 4.33: Pontos X e Y” em semiplanos opostos determinados por r.
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Logo, F coincide com a reflexdo com deslizamento
S = Ry o Tyw : IT — IT nos pontos ndo colineares X, F(X) e F(F(X)).
Portanto, da definicado 4.1.6, a isometria F' é igual S, isto é, F' € uma refle-
x&0 com deslizamento.

Portanto, neste caso, temos que a isometria F' € uma rotagao ou uma reflexdo com
deslizamento.

Veremos, a seguir, algumas aplicagdes das isometrias no plano.

4.2 Aplicacoes das isometrias no plano

4.2.1 Translacao

Exemplo 4.2.1. Dados os pontos distintos A e B, determine a translagdo Typ de um quadrilatero
XYZW dado conforme Figura 4.34.

Figura 4.34: Pontos A, B e quadrilatero XYZW.

RESOLUCAO: Tracemos pelos pontos X, Y, Z e W, respectivamente, as retas x, y, z e w
paralelas ao segmento AB. Transportemos o segmento AB sobre essas retas, no sentido de A
para B, determinando os respectivos pontos Typ(X ), Tap(Y), Tap(Z) e Top(W) conforme Figura
4.35. Portanto, Typ(X)Txp(Y)Tap(Z)Tag(W) € o quadrilatero procurado.
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Figura 4.35: Translacdo Tp do quadrilatero XY ZW .

Exemplo 4.2.2. Dados os pontos A e B e as circunferéncias A e A, posicionados conforme
Figura 4.36, encontre os pontos D € A1 e C € A, tais que ABCD é um paralelogramo.

Figura 4.36: Problema sobre translagao no plano.

RESOLUGAO: Considere a translagédo Tap. Temos que Typ(A1) N Ay = {C,C'}. Sejam
D e D' tais que Typ(D) = C e Tyg(D') = C'. Assim, temos que ABCD e ABC'D’ s&o paralelo-
gramos.
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4.2.2 Rotacao

Exemplo 4.2.3. Dados as retas r e s e um ponto A fora delas, encontre os pontosBcreC € s
tais que ABC seja um tridngulo equilatero.

Figura 4.37: Rotag¢bes de centro no ponto A.

RESOLUGAO: Sejam as rotagdes Ay goo € Ay _go0- Dai, temos que a reta A, goo(s)
contém o ponto B, pois todos os pontos de A4 go(s) estdo rotacionados de 60° e centro no
ponto A. Como B € r entédo {B} = Ay gpo(s) Nr. Aplicando a rotagdo A4 _epo em B, obtemos o
ponto Ay _gpo(B) € 5. Por definigdo de isometria, temos queAB = m , logo o triangulo
ABA, _g00(B) € isésceles de base BA, _gpo(B). Segue que B= AA;JB). Como A = 60°,
entdo B = AA;JB) = 60°, portanto, ABA, _go(B) é equildtero. Logo, Ay _gpo(B) = C.

Exemplo 4.2.4. Dadas trés retas r, s e t paralelas em que a distancia entre r e s é igual a

distancia entre s e t, construa um tridngulo equilatero com um vértice em cada uma das retas.

u

Figura 4.38: Problema de rotagdo no plano.
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RESOLUCAO: Sejam r, s et retas paralelas em que a distancia entre r e s é igual a distan-
cia entre s et conforme Figura 4.38. Tragando uma retau perpendicular as retas dadas, obtemos
os pontos A, BeC em que {A} =unr, {B} =uns e{C} =uNnt. Faga a rotagdo do ponto
C, de centro A e dngulo igual a o de modo que A o(C) € s, e a rotagdo do ponto A, de centro
C e angulo igual a B de modo que AC’B(A) € s no mesmo semiplano determinado por u. Os
tridngulos ABA4 o(C) e CBAc g(A) séo retdngulos em B, por construgdo, e, consequentemente,

congruentes, pelo caso C.H., pois AB = CB, por hipétese, e AAs o(C) = CAc g(A) = AC, pela

definigdo de rotag&o no plano, logo BAs o(C) = BAc g(A). Segue que Ay o(C) =Acp(A). Tome
D = Ay o(C) =Acp(A), entdo AC = AD = CD, logo o tridngulo ACD é equilatero.

4.2.3 Reflexao

Exemplo 4.2.5. Sejam ABC um tridngulo qualquer e r uma reta. Determine a reflexdo de ABC
em torno da reta r sabendo que o triangulo ABC esta inteiramente contido num dos semiplanos
determinados por r conforme Figura 4.39.

Figura 4.39: Reflex&do do triangulo ABC em torno de r.

RESOLUGAO: Marque os pontos R,(A), R,(B) e R,(C) tal que sejam respectivamente os
simétricos dos vértices A, B e C em relacdo a reta r. Portanto, pela definicao de simetria em
relagdo a uma reta, o tridangulo R,(A)R,(B)R,(C) é a reflexdo do tridngulo ABC.

Exemplo 4.2.6. Um homem mora na casa X. Esse homem planeja pescar no rio r e levar o
pescado para sua namorada que mora na casa Y, do mesmo lado do rio r conforme ilustrado
na Figura 4.40. Encontre graficamente o menor trajeto tal que o homem consiga executar seu
plano.

RESOLUCAO: Sejam X eY pontos pertencentes ao mesmo semiplano determinado pela
retar. Marque os pontosR,(Y) e Q, emque {Q} =YR,(Y)Nr. O menor caminho é X PY sendo
o ponto P de intersegdo de XR,(Y) e r. Isso se justifica, pois, por construgao, os tridngulos
PQY e POR,(Y) sao retdngulos em Q e consequentemente sdo congruentes pelo caso L.A.L.
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’X

Figura 4.40: Problema sobre reflex&o.

ja que PQ é lado comum, Y QP = R,(Y)QP = 90° e, pela definicéo de reflexdo, YQ = R.(Y)Q.
Portanto, PY = PR,(Y). Segue-se que

XR,(Y)=XP+PR,(Y) =XP+PY. (4.2)

Por outro lado, para qualquer ponto P’ € r, com P’ # P, teremos, de modo analogo, que

XP'+P'R.(Y)=XP' +P'Y. (4.3)

Mas, pela desigualdade triangular, temos XP'+P'R,(Y) > XR,(Y) e, pelas relagées (4.3)
e (4.2), temos XP' +P'Y > XP + PY. Portanto, o menor trajeto é XPY .

4.2.4 Reflexao com deslizamento

Exemplo 4.2.7. Um casal mora ao lado de um rio reto e possui um terreno em forma de qua-
drilatero localizado do outro lado desse rio, com a distancia da casa até o rio igual a distancia
das extremidades do maior lado do terreno até o rio conforme Figura 4.41, sendo A a casa do
casal, XYWZ o terreno e r o rio. Para cuidar desse terreno, o casal tem que atravessar o rio de
jangada. Quando chove, a travessia fica muito perigosa, entao esse casal resolveu vender esse
terreno e comprar outro com as mesmas dimensées de modo que tenha o maior lado voltado
para o rio e que sua casa fique no meio desse lado. Encontre os pontos X', Y/, W' e Z' que
determinam o novo terreno que satisfaz a exigéncia do casal.

Y

Figura 4.41: Problema do terreno do outro lado do rio.
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RESOLUCAO: Seja R,(X)R,(Y)R,(W)R,(Z) a
r. Considere B o ponto médio do segmento R.(X)R,(Z) e a translagdo Tgs. Logo, o ter-
reno que satisfaz a exigéncia do casal € Tga(R,(X))Tpa(R,(Y))Ta(R,(W))Tpa(R,(Z)), isto €,
Tpa(R(X)) = X', Tga(R,(Y)) =Y, Tga(R,(W)) = W' e Tpa(R(Z)) = Z'.

reflexao do terreno XYW Z em torno de

TgaR(Y)

TgaR(2)

Figura 4.42: Reflexdo com deslizamento.

Assim como na reta, as isometrias no plano séo classificadas em proprias e improprias.
Veremos também que as composicoes dessas isometrias continuam respeitando as mesmas
regras das composicdes na reta.

4.3 Isometrias proprias e improprias no plano

Para facilitar o entendimento da diferenga entre as isometrias préprias e impréprias no
plano, comecaremos com um exemplo bem simples.

Exemplo 4.3.1. A translagdo Typ : I1 — I1 e a reflexao R, : I1 — 11 transformam um mesmo
quadrilatero XYWZ do plano I1 nos respectivos quadrildteros Tap(X)Tap(Y)Tap(W)Tsp(Z) €
R (X)R,(Y)R,(W)R,(Z).

Intuitivamente, é facil ver que é possivel deslocar XYW Z até sobrepor o quadrilatero
Tap(X)Tap(Y)Tap(W)Tup(Z), conforme Figura 4.43, mas ndo é possivel deslocar XYWZ até
sobrepor o quadrilatero R, (X )R,(Y)R,(W)R,(Z) sem sair do plano I1.

Antes de definirmos isometrias proprias e imprdprias, definiremos movimento no plano I1.

Definicao 4.3.1. Um movimento no plano I1 é uma colegcéo de isometrias H; : I1 — 11, uma
para cada nuimero realt € [0, 1], em que Hy é a fungdo identidade e, para cada ponto X de IT
fixado, o ponto H,(X) varia continuamente em fungao de t, quando t varia de 0 a 1.
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Figura 4.43: Translagdo Typ e reflexdo R,.

Definicao 4.3.2. Aisometria F : 11 — 11 é dita prépria quando existe um movimento H; : 11 — 11,
t €10,1], em que H; = F. Caso contrdrio, a isometria é dita impropria.

Em outras palavras, uma isometria F' € prépria quando é a etapa final de um movimento.

Porém, se nenhum movimento H; do plano IT termina com F, entéo F sera imprépria.

A seguir provaremos que as translagdes e rotagdes sao préprias enquanto que as refle-
xo0es e as reflexdes com deslizamento sao impréprias.

Teorema 4.3.1. Toda translagcdo € uma isometria propria.

Demonstragdo. Seja a translagcao Typ : IT — II e um movimento H; : IT — II definido por
Hy = identidade e H; = Typ, : I1 — I, parat € (0, 1]. Quando ¢ varia de 0 a 1, para todo ponto
X € I fixado, o ponto H;(X) = Txp,(X) percorre o segmento de reta XY, sendo Y = Typ(X),
iniciando o movimento em X e finalizando em Y. Portanto, H; = Typ, logo Txp € prépria. O

Teorema 4.3.2. Toda rotagcdo é uma isometria propria.

Demonstracdo. Sejam um angulo AOB=oa. e a rotagcdo Apq, : IT — I1 . Para cada ¢, com
0 <t <1, seja B; o ponto do segmento de reta AB tal que t = AB,/AB com oy = AaB,.
Consideremos a rotagdo H; = Ap o, : I — II, com 0 <t < 1 e definamos H, = identidade.
Quando ¢ varia de 0 a 1, para todo ponto X € II fixado, o ponto H;(X) = Ap,q, (X) percorre

0 arco de circulo com centro em O e raio OX iniciando o movimento em X e finalizando em
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Y = Ap.a(X) = H,. Portanto, H;, 0 <t < 1, é um movimento que termina na rotagdo A¢ q, logo
Ao,q € propria.

Figura 4.44: A rotagéo Ao o € propria.

Teorema 4.3.3. Toda reflexdo é uma isometria impropria.

Uma demonstracdo desse teorema é feita usando coordenadas cartesianas, o que foge
do escopo do nosso trabalho. Portanto, ndo faremos tal demonstragdo sendo que esta pode ser
vista em [7].

Vimos que uma reflexdo com deslizamento é uma composicao de duas isometrias sendo
uma reflexdo e uma translagao. Portanto, para provarmos que uma reflexdo com deslizamento
€ improépria, precisaremos de dois teoremas auxiliares que demonstraremos a seguir.

Teorema 4.3.4. Se F,T : 11 — Il sdo duas isometrias proprias, entdao a compostaF oT : 11 —I1
e as inversas F~', T~ sdo isometrias proprias.

Demonstracdo. Como F,T : I1 — I1 sao duas isometrias proprias, entdao por definicdo, exis-
tem dois movimentos M;,N; : IT — II, com ¢ € [0, 1], que terminam respectivamente em F
e T, portanto, H; = M, o N, € um movimento que termina em FoT e as inversas (Mt)’l,
(Nt)_1 : TI — I1 sdo movimentos que terminam respectivamente em F !, 771, O

Teorema 4.3.5. Sejam F,T : I1 — Il isometrias. Se uma é propria e a outra é imprdpria, entao
acomposta F oT : 11 — Il é imprdpria.

Demonstragdo. Sejam F propria e T impropria. Dai, se F o T fosse propria, entdo, do teorema
4.3.4, teriamos que T = F ! o (F o T) também seria propria, o que é absurdo. Portanto, F o T
€ impropria. O



65

Teorema 4.3.6. Toda reflexdo com deslizamento € uma isometria impropria.

Demonstragdo. Sejam T, R : I1 — Il respectivamente uma translagao e uma reflexao, entao, por
definicao, a composta Ro T : IT — I, é uma reflexdo com deslizamento. Pelos teoremas 4.3.1
e 4.3.3, temos que T é prépria e R é impropria, €, pelo teorema 4.3.5, temos que a composta
RoT :II — II é imprépria. Portanto, toda reflexdo com deslizamento é impropria. O

Agora falta abordar a composicao de duas isometrias improprias. Mas, para isso, usare-

mos dois lemas que serdo demonstrados a seguir.

Lema 4.3.1. Dados os pontos distintos A, B, C,D € I1 com AB = CD, existe uma isometria
propria P : T1 — I1 tal que P(A) = C e P(B) = D.

B Tpc(B) D

A C

Figura 4.45: Isometrias proprias.

Demonstracdo. Seja a translagao Ty¢ : I1 — I1. Essa translagao transforma o segmento AB no
segmento CTyc(B). Dai, temos duas situagdes Tyc(B) = D ou Tac(B) # D.

1. Se Tac(B) = D entdo P = Tyc.

2. Se Tyc(B) # D, entdo Tyc(B), C e D formam o angulo Tyc(B)CD = a. A rotagéo
Ac,o, leva Tyc(B) em D e deixa C fixo. Pelos teoremas 4.3.1 e 4.3.2, temos que Ty¢
e Ac,o, s80 isometrias proprias e, pelo teorema 4.3.4, a composta P = Ac g o Tyc é
uma isometria prépria tal que P(A) = C e P(B) = D.

O

Lema 4.3.2. Seja F : I1 — Il uma isometria impropria. Para toda reflexdo R, : Il — 11, as
isometrias compostas F oR, e R, o F' sdo proprias.

Demonstragdo. Sejam ABC e r respectivamente um triangulo e uma reta, sendo que os vértices
A, B € r conforme Figura 4.46. Os pontos A, C, B e R,(C) formam um quadrilatero. Dai, a
isometria F transforma r em F(r) e ACBR,(C) no quadrildtero F (A)F (C)F (B)F (R,(C)). Segue
que F oR, leva os pontos A e B respectivamente em F(A) e F(B), mas leva C em F(R,(C))
e R.(C) em F(C). O Lema 4.3.1, garante a existéncia de uma isometria prépria P : IT — I1
tal que P(A) = F(A) e P(B) = F(B). Por definigdo de isometria, temos que F(A) e F(B) séo
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Figura 4.46: Composigcéo de isometrias improéprias.

equidistantes de F(R,(C)) e F(C), logo F(r) é a mediatriz do segmento F(C)F(R,(C)). De
modo andlogo, r é a mediatriz de CR,(C). Segue do Lema 4.3.1 que P transforma o segmento
CR,(C) no segmento F(C)F (R,(C)). Em particular, P(C) = F(C) ou P(C) = F(R(C)).

1. Se P(C) = F(C), entdo P = F e P seria impropria, o que é absurdo, pois P é propria
por hipétese.
2. Se P(C) =F(R/(C)), entao P = F oR,, logo F o R, é prépria.

Analogamente, temos que R, o F' é prépria.

Teorema 4.3.7. A composicao de duas isometrias imprdprias é uma isometria propria.

Demonstracdo. Sejam F, T : I1 — Il isometrias improprias e R : IT — I1 uma reflexao arbitraria.
Como RoR = identidade, entdo FoT = FoRoRoT = (FoR)o(RoT). Pelo Lema 4.3.2, as
compostas (F oR) e (RoT) s&o proprias, logo F o T é a composta de duas isometrias proprias.
Portanto, pelo teorema 4.3.4, F o T é uma isometria prépria. O]
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5 Planos de aula

Sugerimos, neste capitulo, planejamentos de aulas que podem ser aplicados como aulas
praticas de isometrias para consolidagdo de conceitos, definicdes e propriedades sobre isome-
trias estudados em sala de aula. Portanto, sugerimos que essa sequéncia didatica seja aplicada
apds as aulas teédricas. Sugerimos ainda que os professores fagam, antes da aplicacao desta
sequéncia, aulas praticas com a utilizagdo de folha quadriculada para ajudar na visualizagao
das propriedades estudadas.

Nos planos de aula, abordaremos uma sequéncia didatica com a utilizagcdo do software
matematico GeoGebra. Para usar o comando de translacdo do GeoGebra, sera necessario
construir um vetor. Para a atividade de translacao, devemos introduzir a ideia geométrica de
vetor na qual precisamos de um comprimento, uma direcdo e um sentido. Nessa atividade,
explicaremos como se constréi um vetor no GeoGebra.

Acreditamos que 0 uso da tecnologia despertara o interesse e motivara o aluno, pois
tratam-se de aulas praticas diferenciadas nas quais, através de investigacdes, construcoes,
comparagdes e manipulagdes de figuras de forma dindmica, eles tém a possibilidade de conso-
lidar os conteudos estudados. Os principais comandos do software, assim como um exemplo
de aula, estédo disponiveis em [5].

Por ser uma sequéncia didatica, deve-se sempre salvar o arquivo ao final de cada ativi-
dade para que na préxima aula possa dar continuidade nas atividades propostas. Serao cinco
aulas de 50 minutos cada, sendo quatro aulas praticas e uma aula avaliativa conforme planeja-
mento a seguir.

5.1 1% Aula

1. Objetivo geral
Apresentagéo do software GeoGebra.

2. Objetivos especificos
a) ldentificar os principais comandos do software GeoGebra;
b) Construir figuras usando os comandos do software GeoGebra.
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3. Conteudo

Construgbes geométricas no software GeoGebra.

4. Metodologia
Aula prética e explicativa.

5. Desenvolvimento
Dividir os alunos em duplas e pedir para se encaminharem a sala de informatica.
Nesta primeira aula, deve-se ensinar aos alunos os comandos basicos do software
GeoGebra como: ponto, segmento de reta e reta.
Para praticar, deve-se pedir para cada dupla construir figuras diversas usando
esses comandos. Por exemplo: triangulos, quadrilateros em geral e outras figuras.

6. Recursos:
a) Laboratério de Informatica;

b) Software GeoGebra;

¢) Quadro;

d)

)

e) Apagador.

Pincéis;

7. Avaliacao:
a) Perguntas orais;
b) Participacgéo.

5.2 2% Aula

1. Objetivo geral
Usar o software GeoGebra para fazer translagoes, rotagoes, reflexdes e reflexdes
com deslizamento.

2. Objetivos especificos
a) ldentificar uma translacéo;

b) Identificar uma rotagao;
¢) Identificar uma reflexéo;
d) Identificar uma reflexdo com deslizamento.

3. Conteudo
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Isometrias no plano.

. Metodologia

Aula prética e explicativa.

. Desenvolvimento

Dividir os alunos em duplas e pedir para se encaminharem a sala de informatica.

Nesta aula, deve-se pedir para cada dupla criar uma pasta na area de trabalho com o

nome de Isometrias. Posteriormente, no GeoGebra, pedir para cada dupla desenhar

um triangulo ABC qualquer usando os comandos ensinados na aula anterior.

Agora, deve-se pedir para salvar essa figura em quatro arquivos do GeoGebra

(.ogb), na pasta Isometrias, com os seguintes nomes:

a)
b)
c)
d)

Translacéo;
Rotacéo;
Reflexao;

Reflexao com deslizamento.

A partir dai, deve-se trabalhar com cada arquivo separadamente conforme abaixo:

a)

Atividade 1: Translagao.

Pedir para cada dupla abrir o arquivo cujo nome é Translagao e fazer a
translag&o horizontal do triangulo ABC de modo que a nova figura percorra
10 quadrados a direita conforme escala do GeoGebra. Apés o término da
atividade, pedir para salvarem o arquivo na pasta Isometrias.

Atividade 2: Rotacéo.

Pedir para cada dupla abrir o arquivo cujo nome € Rotacao e fazer a
rotagdo positiva de 90° do tridngulo ABC e centro no vértice A. Ap0Os o
término da atividade, pedir para salvarem o arquivo na pasta Isometrias.
Atividade 3: Reflexao.

Pedir para cada dupla abrir o arquivo cujo nome é Reflexao e construir
uma reta r ao lado do tridngulo ABC. Posteriormente, pedir para fazer a
reflexdo do triangulo ABC em torno da reta r. Apos o término, pedir para
salvarem o arquivo na pasta Isometrias.

Atividade 4: Reflexdo com deslizamento.

Pedir para cada dupla abrir o arquivo cujo nome é Reflexdo com des-
lizamento e construir uma reta r ao lado do triangulo ABC. Posterior-
mente, pedir para fazerem a reflexao com deslizamento do triangulo ABC
em torno da reta r e amplitude igual a 10 quadrados para baixo. Apds o

término, pedir para salvarem o arquivo na pasta Isometrias.

Se houver tempo, pedir aos alunos para abrirem um novo arquivo e fazerem diferen-

tes tipos de figuras usando os comandos do GeoGebra, isso para se familiarizarem
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mais com o software.

6. Recursos
a) Laboratério de Informética;

b) Software GeoGebra;

¢) Quadro;

d)

)

e) Apagador.

Pincéis;

7. Avaliacao
a) Perguntas orais;
b) Participagéao.

5.3 32 Aula

1. Objetivo geral
Usar o software GeoGebra para comparar translagoes e rotagdes.

2. Objetivos especificos
a) ldentificar uma translagéo;
b) Identificar uma rotagéao.

3. Conteudo
Isometrias no plano.

4. Metodologia
Aula prética e explicativa.

5. Desenvolvimento
Dividir os alunos em duplas e pedir para se encaminharem a sala de informatica.
Esta aula deve ser dividida em dois momentos conforme abaixo:
a) Atividade 1: Translagao.

Pedir para cada dupla abrir 0 arquivo de nome Translacdo. Neste
momento, deve-se introduzir a nocéo de vetor. Posteriormente, pedir para
cada dupla criar um vetonﬁ?> com comprimento de 10 quadrados (unidade
de medida do GeoGebra). Seguem os passos para construcido deste ve-
tor:
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i. construir o segmento AB paralelo ao eixo das abscissas (dire-
cdo: horizontal), com B a direita de A, em que AB = 10 unida-
des de medida (comprimento).

ii. clicar no comando de vetor e clicar no ponto A e depois no B
(sentido: de A para B).

Agora, deve-se pedir para cada dupla usar o comando de translacéo para
transladar o tridangulo ABC e assim comparar se sua resposta esta correta.
Caso nao, a dupla devera tirar suas duvidas e refazer a atividade.

Para praticar, pedir para fazerem translagdes do triangulo ABC com
amplitudes e direcOes variadas. Apo6s o término da atividade, pedir para
salvarem o arquivo.

Atividade 2: Rotagéo.

Pedir para cada dupla abrir o arquivo de nome Rotagado e usar o co-
mando de rotagdo em torno de um ponto para rotacionar o triangulo ABC
em torno do vértice A com angulo de 90° e assim comparar se sua res-
posta esta correta. Caso ndo, a dupla devera tirar suas duvidas e refazer
a atividade.

Para praticar, pedir para fazerem rotacoes variadas do triangulo ABC.
Apo6s o término da atividade, pedir para salvarem o arquivo.

Para finalizar essa aula, fazer conforme abaixo:

a)

Pedir para cada dupla abrir um novo arquivo no GeoGebra e construir uma
figura qualquer. Posteriormente, pedir para fazerem uma translacdo qual-
quer dessa figura sem usar o comando de translacdo. Pedir para cada
dupla verificar se sua resposta esta correta, usando o comando de trans-
lacdo. Para isso, deve-se pedir para a dupla criar um vetor 1@ apropriado
(dependendo da diregéo, do comprimento e do sentido usados pela dupla)
e usar o comando de translacdo comparando assim as duas figuras trans-
ladadas. Caso a resposta ndo esteja correta, a dupla devera tirar suas
duvidas e refazer a atividade. ApoOs o término da atividade, pedir para
salvarem o arquivo.

Pedir para cada dupla abrir um novo arquivo no GeoGebra e construir uma
figura qualquer. Posteriormente, pedir para fazerem uma rotagao qualquer
dessa figura sem usar o comando de rotagdo. Pedir a dupla para verificar
se sua resposta esta correta, usando o comando de rotagdo em torno de
um ponto e comparando as figuras rotacionadas. Caso a resposta nao
esteja correta, a dupla deverd tirar suas davidas e refazer a atividade.
Apo6s o término da atividade, pedir para salvarem o arquivo.
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Se houver tempo para praticar mais, deve-se pedir que facam translacoes e rotacdes
variadas dessa figura.

6. Recursos

a) Laboratério de Informédtica;
b) Software GeoGebra;
¢) Quadro;

d)
)

e) Apagador.

Pincéis;

7. Avaliacao

a) Perguntas orais;
b) Participagéo.

5.4 4% Aula

. Obijetivo geral
Usar o software GeoGebra para comparar reflexdes e reflexdes com deslizamento.

. Objetivos especificos

a) ldentificar uma reflexao;

b) Identificar uma reflexao com deslizamento.

. Conteudo
Isometrias no plano.

. Metodologia
Aula prética e explicativa.

. Desenvolvimento
Dividir os alunos em duplas e pedir para se encaminharem a sala de informéatica.
Esta aula deve ser dividida em dois momentos conforme abaixo:
a) Atividade 1: Reflexao.
Pedir para cada dupla abrir o arquivo de nome Reflexdo e usar o co-
mando de reflexdo em relagdo a uma reta para refletir o triangulo ABC em
torno da reta r e assim comparar se sua resposta estd correta. Caso a



73

resposta ndo esteja correta, a dupla devera tirar suas duvidas e refazer a
atividade. Apéds o término da atividade, pedir para salvarem o arquivo.

Para praticar, pedir para fazerem reflexdes variadas do triangulo ABC.
Apo6s o término da atividade, pedir para salvarem o arquivo.

b) Atividade 2: Reflexdo com deslizamento.

Pedir para cada dupla abrir o arquivo de nome Reflexdo com desli-
zamento e usar o comando reflexdo em relagdo a uma reta para refletir
o triangulo ABC em torno de r obtendo assim, o tridngulo A’B'C’. Poste-
riormente, pedir para criarem o vetor v igual a 10 quadrados para baixo,
conforme escala do GeoGebra, e usar o comando de translagao por um
vetor para transladar o triangulo A’B'C’ e assim comparar se sua resposta
esta correta. Caso nao, a dupla devera tirar suas duvidas e refazer a ativi-
dade.

Para praticar, pedir para fazerem reflexdes com deslizamento varia-
das do tridngulo ABC. Apos o término da atividade, pedir para salvarem o
arquivo.

Para finalizar essa aula, fazer conforme abaixo:

a) Pedir para cada dupla abrir um novo arquivo no GeoGebra e construir
uma figura qualquer. Posteriormente, pedir para fazerem uma reflexao
qualquer dessa figura sem usar o0 comando de reflexdo em relagdo a uma
reta. Pedir para cada dupla verificar se sua resposta esta correta, usando
0 comando de reflexdo. Para isso, deve-se pedir para a dupla criar uma
reta r ao lado da figura e usar o comando de reflexdo em relagdo a uma
reta. Dai, deve-se comparar as duas figuras refletidas. Caso a resposta
nao esteja correta, a dupla devera tirar suas duvidas e refazer a atividade.
Apés o término da atividade, pedir para salvarem o arquivo.

b) Pedir para cada dupla abrir um novo arquivo no GeoGebra e construir uma
figura qualquer. Posteriormente, pedir para fazerem uma reflexdo com
deslizamento qualquer dessa figura sem usar os comandos de reflexao
em relagdo a uma reta e de translagdo por um vetor. Pedir a dupla para
verificar se sua resposta esta correta, usando os comandos de reflexdo em
relacdo a uma reta e de translacao por um vetor. Dai, deve-se comparar
as figuras obtidas. Caso a resposta ndo esteja correta, a dupla devera
tirar suas duvidas e refazer a atividade. Apos o término da atividade, pedir
para salvarem o arquivo.

Se houver tempo para praticar mais, deve-se pedir que fagam reflexdes e reflexées
com deslizamento variadas dessa figura.

6. Recursos
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a) Laboratério de Informédtica;
b) Software GeoGebra;
¢) Quadro;

d)
)

e) Apagador.

Pincéis;

7. Avaliacao
a) Perguntas orais;
b) Participagéo.

5.5 5% Aula

1. Objetivo geral
Avaliar conhecimento sobre as isometrias no plano através do uso do software mate-

matico GeoGebra.

2. Objetivos especificos
a) Verificar a consolidagdo de conceitos, definicbes e propriedades sobre
translacéo, rotacao, reflexao e reflexdo com deslizamento no plano;
b) Verificar a necessidade de novas abordagens sobre o conteudo lecionado.

3. Conteudo
Isometrias no plano.

4. Metodologia
Aula avaliativa.

5. Desenvolvimento
Dividir os alunos em duplas e pedir para se encaminharem a sala de informatica.
Nesta aula, deve-se pedir para cada dupla criar uma pasta na area de trabalho com
os nomes da dupla. Posteriormente, no GeoGebra, pedir para cada dupla desenhar,
no 2° quadrante, um triangulo ABC qualquer usando os comandos do GeoGebra.
Agora, cada dupla devera fazer no mesmo arquivo uma translagdo, uma rotacao,
uma reflexdo e uma reflexdo com deslizamento do triangulo ABC conforme abaixo.
a) Translacdo: fazer uma translagéo do triangulo ABC de modo que a nova
figura fique totalmente no quarto quadrante. Escreva os passos de cons-
trucao justificando quando necessario.
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b) Rotacdo: fazer uma rotagdo positiva de 90° do tridngulo ABC e centro no
vértice A. Escreva os passos de construgao justificando quando necessa-
rio.

c) Reflexéo: fazer a reflexdo do triangulo ABC em torno do eixo das ordena-
das (eixo y). Escreva os passos de construgdo justificando quando neces-
sario.

d) Reflexdo com deslizamento: fazer a reflexdo com deslizamento do trian-
gulo ABC em torno do eixo das abscissas (eixo x) de modo que a nova
figura fique totalmente no quarto quadrante. Escreva os passos de cons-
trucao justificando quando necessario.

e) Salvar o arquivo na pasta com os nomes da dupla.

Observacao 5.5.1. Os passos de construcdo podem ser escritos em uma folha
avulsa ou no proprio GeoGebra abrindo uma caixa de texto.

6. Recursos

a) Laboratério de Informatica;
b) Software GeoGebra;
c) Folha A4 (quando necessério).

7. Avaliacao
a) Participacao;
b) Fazer corretamente a atividade proprosta.
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6 Conclusao

O conceito de isometria, assim como o conhecimento de suas propriedades, sao funda-
mentais para desenvolvimento do raciocinio geométrico que leva a criacao de estratégias para
a resolucdo de varios problemas matematicos no cotidiano. Portanto, acreditamos que este
trabalho possa auxiliar no aperfeicoamento de professores dos ensinos fundamental, médio e
superior.

Esperamos que este trabalho contribua tanto para a formacao continuada dos professores
quanto para o melhor aprendizado dos alunos sobre isometrias, pois auxilia aos professores
tanto na preparacéo de aulas diferenciadas, como no uso das demonstracdes que, acreditamos,
deverao ser mais trabalhadas em sala de aula quanto no uso do software matematico GeoGebra
para facilitar a aprendizagem do aluno.

O uso do GeoGebra nas construcdes das figuras usadas neste trabalho possibilitou uma
melhor compreensao das definicdes e propriedades apresentadas. Por isso, indicamos aos
professores e alunos o0 uso desse recurso para trabalhar atividades praticas sobre diversos
conteudos.

Os planos de aulas apresentados tém o objetivo de consolidar os conceitos, as definicoes
e as propriedades de isometrias na reta e no plano que foram trabalhados em sala de aula. Para
iss0, sugerimos uma sequéncia didatica diferente da tradicional, pois esta utiliza uma ferramenta
tecnolégica dindmica que possibilita ao aluno testar suas hipbéteses e comparar o resultado de
forma rapida e simples. Nao conseguimos aplicar esta sequéncia didatica, pois ndo tivemos
tempo habil, mas posteriormente pretendemos aplicar assim que possivel.

A elaboracao deste trabalho nos permitiu adquirir uma visdo mais aprofundada sobre as
definicdes e as propriedades das isometrias na reta e no plano, contribuindo assim, tanto para
minha formagéo académica quanto para minha vida profissional.
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