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Resumo

Nesta dissertagdo sdo apresentadas algumas propriedades de ntimeros reais.

Descrevemos de maneira breve os conjuntos numéricos N, Z, Q e R e apresentamos
demonstracoes detalhadas da irracionalidade dos ntmeros 7t € e.

Também, apresentamos um texto sobre o niimero e, menos técnico e mais intuitivo,
na tentativa de auxiliar o professor no preparo de aulas sobre o niimero e para alunos do
Ensino Médio, bem como, alunos de cursos de Licenciatura em Matematica.






Abstract

In this thesis we present some properties of real numbers.

We describe briefly the numerical sets N, Z, Q and R, and we present detailed proofs
of irrationality of numbers 7t and e.

We also present a text about the number e less technical and more intuitive in an
attempt to assist the teacher in preparing lessons about number e for High School students
as well as for Teaching degree in Mathematics students.
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Introducao

Um tema recorrente aos Professores de Mateméatica tanto do ensino bésico quanto
superior é como ensinar os conjuntos numeéricos N, Z, Q e R.

Enquanto no ensino superior tais conjuntos sdo estudados sob o ponto de vista da
algebra e da anélise, no ensino bésico nos contentamos apenas em apresenta-los como
conjuntos numeéricos e exploramos propriedades da adigdo e multiplicagdo apenas como
"operagoes bésicas" destes conjuntos.

O que nos chamou a atengdo é que alguns livros didaticos do ensino bésico, como
por exemplo [2], [3], [4], [8] e [15], descrevem o conjunto dos niimeros reais como sendo
R=QU(R\Q); porém, quem é R\ Q? Como caracterizar os elementos de R\ Q? Note
que os referidos livros didaticos descrevem os conjuntos N, Z e Q.

Nio é dificil verificar que R\ Q # (). Por exemplo, fazendo uso do teorema de Pitagoras
podemos facilmente verificar que deve existir um niimero x tal que x> = 2; tal ntimero é

denotado por v/2. Afirmamos que v/2 é um nimero irracional. Alguns livros didaticos do
ensino bésico apresentam uma demonstragao de tal fato (ver, por exemplo, [3], [4] e [15]).
Esta demonstragdo é elementar e pode ser apresentada e discutida com alunos do final
do ensino fundamental e alunos do ensino médio, pois trata-se de uma prova simples e os
argumentos utilizados exigem apenas propriedades de niimeros pares e impares.

Usando propriedades de nimeros primos é possivel verificar que se p € primo entdo ,/p
é irracional. Esta demonstragdo é um pouco mais elaborada, porém, razoavelmente simples
de ser feita. De fato, a demonstragio utiliza (apenas) argumentos de divisibilidade. Logo,
temos aqui infinitos (porém, enumeréveis) exemplos de nimeros irracionais.

Propriedades importantes do conjunto dos ntimeros irracionais e, consequentemente,
do conjunto dos niimeros reais ndo sdo estudadas no ensino bésico; por exemplo, R\ Q
nao é enumeravel.

Nem todo néimero irracional é da forma ,/p; por exemplo, o niimero 7 (pois, 7 ndo
é algébrico - ver [6]). O ntmero 7t aparece nos livros didaticos do ensino bésico como a
razao entre o perimetro de uma circunferéncia e o seu diametro. Porém, no ensino bésico
apenas ouvimos falar que 7 é irracional! Ento, o que dizer do ntimero n? E de fato um
irracional?



2 Introdugao

Embora o nimero 7t seja estudado (pelo menos) desde a Grécia antiga, apenas no século
XVIII foi provada sua irracionalidade.

Em 1761, Johann Heinrich Lambert provou que 7t é um ntmero irracional. De fato,
s
Lambert provou que se 0 # x € Q entdo tan(x) ndo é racional; note que tan (Z) =1 ¢,

T ., .
portanto, 7 nao é racional.

Nesta dissertagao pretendemos, além de discutir a “natureza” dos nimeros irracionais
(definigdo, existéncia e propriedades), apresentar uma demonstragdo da irracionalidade de
7t (ver capitulo 3). Optamos pela demonstragdo apresentada por Ivan Niven em 1947 no
artigo intitulado “A simple proof that 7t is irrational” e publicado no Bulletin of the Ameri-
can Mathematical Society (ver [12]). Aqui apresentaremos, com detalhes, a demonstragdo
da irracionalidade de 7t conforme encontrado em [6].

Nao é nossa pretensdo que o aluno de ensino médio ou fundamental conheca as ar-
gumentacdes utilizadas para provar a irracionalidade de 7, pois esta exige conhecimentos
prévios de Célculo Diferencial e Integral, conteiddo ndo abordado no ensino fundamental
e médio, em geral.

Outro exemplo de ntimero irracional que aparece nos livros de ensino médio é o nimero
e, conhecido como ntmero de Euler. Até onde pudemos verificar e é apresentado apenas
como um irracional cujo valor aproximado é 2,7182818---. Leonhard Euler (1707-1783),
matemaético suigo, foi um dos primeiros a estudar as propriedades deste ntimero. Porém,
como mencionado por Maor em [11], as origens de e sdo anteriores a Euler e aparentemente
surgiram em problemas de juros. Aqui apresentaremos uma demonstracdo detalhada da
irracionalidade de e (ver capitulo 4) baseada naquela apresentada em [11].

Em [7] a irracionalidade de e também é provada, porém com uma argumentagdo um
pouco diferente; de fato, em [7] a irracionalidade de e é vista como uma aplicagdo da
férmula de Taylor.

Ao contrario do niimero 7, acreditamos que seja possivel discutir a demonstragao da
irracionalidade de e com os alunos do ensino médio. Podemos definir e, e verificar sua
irracionalidade, utilizando apenas propriedades de sequéncias e séries. No capitulo 5,
apresentamos um texto com uma abordagem diferente daquela que utilizamos no capitulo
4; optamos por utilizar uma linguagem menos técnica e mais intuitiva na tentativa de
tornar o texto mais agradavel e acessivel. Acreditamos que o texto que serd apresentado
no capitulo 5 possa ser utilizado para formar um conjunto de aulas para o Ensino Médio,
bem como, para alunos de cursos de Licenciatura em Matematica.

Ao abordarmos, neste trabalho, os conjuntos numéricos, ndo pretendemos fazer a de-
finicdo axiomatica dos mesmos, pois este ndo é o foco desta dissertacdo. Procuramos, de
maneira breve, definir o conjunto dos ntimeros racionais e apresentamos algumas proprie-
dades deste conjunto. Em especial, verificamos que o conjunto dos ntimeros racionais com
as operagoes de soma e multiplicagdo usuais é um corpo ordenado, mas nao é completo.

Por fim, adotamos (como em [10]) o axioma fundamental da Anéalise Matematica, que
indica a existéncia de um corpo ordenado completo, que denotamos por R. Enunciamos
o fato de R ndo ser enumeréavel e, consequentemente, o conjunto dos niimeros irracionais
nao é enumeravel.



CAPITULO

1

Os conjuntos numéricos N, Z e QQ

O objetivo deste capitulo é apresentar uma breve descrigdo dos conjuntos numéricos
N, Z e Q.

Podemos estabelecer, axiomaticamente, que o conjunto dos niimeros naturais é o
conjunto N, que satisfaz os conhecidos axiomas de Peano:

(A1) Todo nimero natural tem um Gnico sucessor;
(A2) Numeros naturais diferentes tem sucessores diferentes;

(A3) Existe um tnico nimero natural, chamado um e representado pelo simbolo 1, que
nao é sucessor de nenhum outro;

(A4) Seja X um conjunto de ntmeros naturais (isto é, X C N). Se 1 € X e se, além disso,
o sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X, entdo X = N.

Utilizando o conjunto dos ntimeros naturais podemos definir o conjunto dos niimeros
inteiros, denotado por 7Z, o qual a menos de um isomorfismo de anéis ordenados € o tinico
dominio bem ordenado (ver teorema 2.3 da segdo 3.10 de [5]).

Finalmente, utilizando o conjunto dos inteiros podemos definir o conjunto dos nii-
meros racionais, denotado por QQ, como sendo o corpo de fragdes de Z (ver capitulo 4 de

[5])-
Nao é intuito deste texto apresentar as construgdes algébricas precisas dos conjuntos
numéricos N, Z e Q, da maneira como foram mencionadas acima.

3



4 Capitulo 1 — Os conjuntos numéricos N, Z e Q

De modo “bem simples” vamos descrever os referidos conjuntos da seguinte maneira:
N={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, ...},
Z={..,—3,-2,—1,0,1,2,3,...}

@z{g; p,qEZeq#0h

Pelo descrito acima N C Z C Q. Note que se “desenharmos” uma reta podemos
representar todos os elementos de (Q nesta reta. Serd que todos os pontos de tal reta sdo
representantes de algum elemento de Q7

A seguir, vamos apresentar algumas propriedades do conjunto Q.

. . .. . a ¢ .
Propriedade 1. (Igualdade dos numeros racionais) Sejam b e 1 nimeros racionais.

. a ¢
Entao, b= d se, e somente se, a x d =b x c.

. a
Propriedade 2. Todo ntmero racional pode ser representado na forma b’ sendo b um

numero natural.

. . . a ) X
Propriedade 3. Todo ntmero racional b > 0 pode ser escrito na forma —, sendo
y

mdc(x,y) = 1.

Demonstragao: De fato, se d = mdc(a, b), entdo existem inteiros x e y tais que a = x xd,
d

b=y xdemdc(x,y) =1. Logo,%:zzd,poisaxy xd=xxdxb. 0J

O conjunto dos ntimeros racionais com as operagoes usuais de adigdo “+” e multiplicagao
“n

.’, possui uma estrutura algébrica bem forte; mais precisamente, Q € um corpo. De fato,
definindo em Q soma e multiplicagdo (usuais) por

. . . .. a c . - C
e dados dois niimeros racionais b e T definimos a operagao “adigao” por:

a+c ~ (axd)+(bxc)
b d bxd
e dados dois numeros racionais % e %, definimos a operagdo “multiplicagdo” por:
a ¢ _ axc
b d bxd

E facil ver que:

1. quaisquer que sejam ac¢e
. q q q J b) d)f



2. quaisquer uese'am(1 Ce@temsea+c_c+a.
AR AR b a b d d b
3. O € Q é ta]. que E —+ O = %, Seja_ qua]_ for % c @,

4. todo elemento % € Q possui um simétrico —% € Q tal que % + (—%) =0;

ace a cy e a /c e
5. dados quaisquer &, €,€ € @ temse (& €) € 8. (€ .€),
ados quaisquer b’d’fEQ em-se | - )76 g7
ac ac c a
6. sej is f - = tem-se — - — = — . —:
sejam quais forem b,de(@ em seb 14 b

7. 1€@éta1que1;é0eg-1:% qualquerqueseja%é@;

q

8. todo % # (0 em QQ possui um inverso ]; tal que P,

q
P

q
a /c e a c a
tem- _.(_ _>:_._ a.
€ Q tem-se +f 5 d+b

ace
9. dad i ==y =
ados quaisquer v 1T v \g

-+ | ®

Definicao 1.1. Dizemos que um corpo K € ordenado quando existe um subconjunto K,
de K, chamado conjunto dos elementos positivos, satisfazendo as sequintes condigoes:

P1 Dados x,y € Ky = x+y € K, ex-y € K, ou seja, a soma e o produto de
elementos positivos sao sempre positivos.

P2 Dado x € K apenas uma das sequintes situagoes ocorre: x = 0 ou x € K, ou
—x € Ky.

Exemplo 1.2. Q € um corpo ordenado. De fato, € facil ver que o conjunto

Q= {g €cQp,q GN}
satisfaz as propriedades P1 e P2.

Em um corpo ordenado K temos a nogdo de ordem. Dados x,y € K,x # y, denotamos
x <y para significar y — x € K, e 1é-se x menor do que y.
Analogamente, y > x significa y — x > K, e 1é-se y maior do que x.

. o~ P . . T
Proposicao 1.3. Dados os numeros racionais P e —, como q,s >0, temos que

72}

1‘>p<:>1‘>s
ST g oAz s



6 Capitulo 1 — Os conjuntos numéricos N, Z e Q

Demonstracgao: De fato,
rq—ps T
PLTAPS_T P g

s q a5 S & (rq—ps)gse N&rqg—ps > 0& rq > ps.

Vamos, agora, estudar conjuntos limitados.
Definicao 1.4. Seja A C Q.

1) Dizemos que v € Q € cota superior de A se x <, para todo x € A.

1) Dizemos que v € Q € cota inferior de A se r < x, para todo x € A.

Definicao 1.5. Dizemos que um conjunto A C Q € limitado se existe r € Q tal que
—r <x <71, para todo x € A. Em outras palavras, A C Q € limitado se A admite cota
inferior e cota superior. Quando A admaite cota superior ou cota inferior, dizemos
que A € limitado superiormente ou inferiormente, respectivamente.

Exemplo 1.6. Z_ ={---—3,—2,—1}. Temos que —1,—%,0,}1 e 1 sdo exemplos de cotas
superiores de Z_. Note que Z_ mao admite cota inferior.

1 1
Exemplo 1.7. Z, ={1,2,3,4,5,...} Temos que 1,2,0,—2

inferiores de Z.. Note que Z, nao admaite cota superior.
Exemplo 1.8. A ={1,2,3} € limitado.

Deﬁnlgao 1.9. Seja A C Q limitado inferiormente. Dizemos que « € o infimo de A
se o € a maior das cotas infertores de A.

e —1 sao exemplos de cotas

Notagao: o =inf A.
Exemplo 1.10. 1 € infimo de Z. .

Definicao 1.11. Seja B C Q limitado superiormente. Dizemos que 3 € o supremo de
B se B € a menor das cotas superiores de B.

Notacao: [3 = sup B.
Exemplo 1.12. —1 € supremo de 7Z_.
Os exemplos acima sugerem a seguinte pergunta natural: serd que sempre podemos

obter o supremo e o infimo de conjuntos limitados de Q7

Exemplo 1.13. Se () # X C Z(C Q) € limitado entdo existem a,b € X tais que a = inf X
e b =supX.

De fato, como () # X C Z € limitado, X possut mo mdzimo um numero finito de
elementos. Logo, X possui um maior elemento e um menor elemento. Denotemos
b = maior elemento de X e a = menor elemento de X. Entao, b =supX e a = inf X.

Como consequéncia do exemplo acima, temos:

1. Para todo () # X C Z limitado superiormente existe sup X.
2. Para todo () # X C Z limitado inferiormente existe inf X.

No préximo capitulo veremos que Q ndo satisfaz as propriedades 1 € 2 acima.



CAPITULO

2

A n3o completude de Q e o conjunto

dos nidmeros reais

O objetivo deste capitulo é mostrar que sob certo aspecto, o conjunto dos niimeros
racionais, denotado por QQ, possui “buracos” e, entdo, mostrar a necessidade de construir
um conjunto que contenha Q e que preencha esses “buracos”. O primeiro passo é mostrar

2
que ndo existe 0 < P € Q, com mdc(p,q) =1 tal que <%) = 2; isto sera consequéncia

das duas propriedades de niimeros naturais abaixo:

P1. Se n € N é par entdo n? é par.

De fato, se n € N é par entdo existe m € N tal que n = 2m. Dai, n? = 4m? = 2.2m?,
com 2m? € N. Portanto, n? é par.

P2. Se n € N é impar entdo n’ é impar.

De fato, se n € N é impar ento existe m € Ntal que n = 2m+1. Dai, n? = 2m+1)? =
4m? +4m+1=2(2m? +2m) + 1, com (2m? +2m) € N. Portanto, n é impar.

2
Proposicao 2.1. Nao eziste g € Q. tal que (%) =2.

7



8 Capitulo 2 — A ndo completude de Q e o conjunto dos niimeros reais

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que existam p,q € N, com mdc(p,q) = 1, tais

2 2
que (%) =2. Dai, 2 = % = pz = Zq2 = p2 é par. Entdo, pelas propriedades P1 e P2,
p é par. Consequentemente, existe m € N tal que p = 2m. Logo, (2m)? = 2q* = 4m? =
2q? = g* = 2m? = g’ é par. Entdo, pelas propriedades P1 e P2, q é par.

Como q é par e p é par temos que 1 = mdc(p,q) > 2. Absurdo. 0J

Sejam
X=xeQ x>0 e x*<2}

Y={yeQy>0 e y*>2.
Note que Y C (0, +o0). Além disso, se x > 2 entdo x? > 4; consequentemente X C [0, 2].

Vamos mostrar que ndo existem 11,1, € Q tais que 1y = supX e r, = infY. Antes
provaremos trés lemas auxiliares.

Lema 2.2. X nao possut um maior elemento. Em outras palavras, nao existe xy € X
tal que xo > x,Vx € X.

Demonstragao: Para demonstrar a afirmagdo devemos, para cada x € X, encontrar x’ €
X, com x < x'. Agora, x’ > x significa que x’ =x + 1, para algum 0 < r € Q,.
Logo, para cada x € X basta mostrar que existe 0 < r € Q, tal que x +1r € X.

Note que x =1 € X, pois 1 > 0 e 12 = 1 < 2; consequentemente, se X tiver um maior
elemento, digamos Xy, entdo xo > 1.

Logo, basta mostrar que para todo x € X, com x > 1, existe 0 < r € Q. tal que
x + 1 € X. Note que para x € X, com x > 1, um tal r € Q, deve ser menor que 1, pois
caso contrario
(x+1r)Pl=xX4+2xr+r>x*+1">14+1=2.

Logo, para cada x € X, com x > 1, devemos encontrar v € Q,, com 0 < r < 1, tal que
(x +1)* < 2.

Agora, para 0 < r < 1 temos
(x+1r)l=xX4+2xr+1r=x>+(2x+1)r < x*+ (2x + .

Dai, para cada x € X basta encontrar 0 < r < 1 tal que x>+ (2x+1)r < 2; equivalentemente,
2

O<r<zx+1.

2 _ 2
Logo, para cada x € X, tome r € Q com 0 < 1 < min{hﬁ}.
X

Daf, 72 < 1t e r(2x + 1) < 2 — x?%; consequentemente,
(x+r)=xt+2xr+r <X H22xr+r=xt+r2x+1)<x*+2-x=2
e, portanto, x + 1 € X. O

Lema 2.3. Y nao possur um menor elemento. Em outras palavras, nao existe yo € Y
tal que yo <y, Yy €Y.



Demonstragao: Para demonstrar a afirmagdao devemos, para cada y € Y, encontrar
y' €Y, comy’ <vy.

Note que y’ <y significa que y' =y —r, para algum 0 < r € Q.

Logo, para cada y € Y devemos mostrar que existe 0 < r € Q tal que y —r € Y (isto ¢,
(y —1)? > 2). Note que para 0 < 1 tem-se

(y—r)=y>—2yr+1° >y>—2yn;

portanto, basta encontrar 0 < r tal que

y? —2yr > 2;
equivalentemente,
yr -2
r< .
2y
Yl —
Logo, para caday € Ytome r € Q, com 0 < 1 < 7y Dai, —2ry > 2 —y? e,

consequentemente,
y—ril=y*—2yr+r>y*—2yr>y*+2—y* =2.
U]

Observacao 2.4. Note que para encontrar v nas demonstracoes dos lemas 2.2 e 2.8
usamos o sequinte fato: dados a,b € Q com a<b existec € Q tal quea<c<b. A

. b .
demonstracao de tal fato € bem simples: c = at € Q satisfaz

b
“; <b, pois a+b<b+b=2b:
e
a+b .
> >a, poisa+b>a+ a=2a.

Lema 2.5. Sexe X ey €Y entao x <y.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que existem xo € X e yo € Y tal que xo > yo .
Logo, temos 2 < Yo? = Yoyo < XoXo = Xo>. Absurdo. O

Proposicao 2.6. Nao existem sup X e infY.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que existe a = sup X. Pela tricotomia de Q,

existe apenas uma das trés possibilidades abaixo para a’:

e a’<?2



10 Capitulo 2 — A ndo completude de Q e o conjunto dos niimeros reais

e a’>2
e a’=2
Afirmamos que nio podemos ter a’> < 2. De fato, a = sup X implica a > 0. Porém,

a > 0e a’? < 2 implica que a € X; consequentemente, a é o maior elemento de X. Absurdo,
pois pelo lema 2.2, X ndo possui maior elemento.

Agora, afirmamos que ndo podemos ter a? > 2. De fato, a = sup X implica que a > 0.
Porém, a > 0 e a’> > 2 e implica que a € Y. Pelo lema 2.3, 3Ir€ Qtalque a—r €Y.
Pelo lema 2.5, a —r > x, para todo x € X. Absurdo, pois a — r é cota superior de X e
a—1<a=supX.

Portanto, a? = 2. Absurdo, pois nio existe a € Q com a? = 2 (ver proposigio 2.1).

Analogamente, mostra-se que nao existe inf Y. 0

No que segue veremos que existe um corpo ordenado que contém Q, para o qual qual-
quer subconjunto limitado superiormente admite supremo.

Se K é corpo ordenado, entdo, identificando 1 € N com o neutro multiplicativo de
K fica “natural” identificar N com um subconjunto de K; consequentemente, fica natural
identificar Z e Q com subconjuntos de K. De fato, se K é corpo ordenado é possivel
considerar (ver, por exemplo, [5] e [14])

NCcZcQcK.

Definicao 2.7. Dizemos que um corpo ordenado K é completo quando todo subcon-
Junto nao vazio limitado superiormente de K possui supremo em K.

Exemplo 2.8. Q ndo é completo.

Adotaremos aqui o axioma fundamental da Andlise Matemaética (ver [10]).
Axioma: Existe um corpo ordenado completo, R, chamado corpo dos ntimeros reais.

Observagao 2.9. Como mencionado em [1| - secGo 3.3, quaisquer dois corpos orde-
nados completos sao isomorfos. Portanto, podemos considerar que tal R do azioma
€ unzco.
Definicao 2.10. Dizemos que um subconjunto Y C R é enumerdvel se existe uma
funcao f: N — Y byetora.

Uma propriedade importante de R é a seguinte: R ndo é enumeravel (ver [10]). Como
R =QU (R\Q) e Q é enumeréavel temos que R\Q n&o é enumeravel (ver [10]).

O conjunto R\Q é chamado de conjunto dos niimeros irracionais.

De maneira informal podemos dar a seguinte interpretagdo para o fato de R\Q nao ser
enumeravel: existem mais niimeros irracionais do que niimeros racionais.

Entdo, quem sdo os irracionais? E facil encontrar irracionais?

Denotemos v/2 o niimero real tal que (v/2)? = 2. Pela proposicio 2.1, v2 ¢ Q.
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A seguir, apresentaremos um ntmero infinito enumeravel de exemplos de nimeros
irracionais. Antes provaremos uma proposigao que serd muito util.

Proposigao 2.11. Sejam p,m € N tais que mdc(p,m) =1. Sen € N e plmn entdao
pn.
Demonstragao: Se p/mn, entdo existe k € N tal que mn = pk.

Agora, se mdc(p,m) = 1 entdo, segue do algoritmo de Euclides (ver [5]), que existem
a,b € N tais que
bp—am=1.

Multiplicando por n ambos os lados da igualdade acima, obtemos
n =nbp —nam.
Substituindo mn por pk nesta dltima igualdade, obtemos
n =nbp — apk = p(nb — ak).

Portanto, pn. O
Corolario 2.12. Se p € primo e p/mn entdo p/m ou pn.

Demonstragao Se plm o resultado é trivial. Suponha, entéo, que p J( m. Dai, como p &
primo temos que mdc(p, m) = 1. Basta, entdo, aplicar a proposigdo acima. O

Observagao 2.13. Para mais resultados de divisibilidade ver, por exzemplo, [9].

Proposicao 2.14. Se p € N € um niumero primo, entdo /p € irracional.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que /p € Q. Entéo, existem m,n € N, com

. m m . . .
mdc(m,n) = 1, tais que \/p = o Segue que p = ) e, entdo, m? = pn?. Isto implica

que m? é um miltiplo de p, ou seja, p/m?. Portanto, pela proposigdo 2.11, p|m, pois p é
primo.

Logo, existe k € N tal que m = kp e, por conseguinte, m? = k’p?.

Sendo m? = pn? e substituindo m? por k*p?, temos k*p? = pn?.

corte, k’p = n?;

Logo, pela Lei do
consequentemente, pn®. Portanto, novamente pela proposigio 2.11, pn.

Como mdc(m,n) =1, p|/m e p|n temos que p = 1. Absurdo, pois p é primo.

Portanto, /p € R\Q. O

Os exemplos de ntmeros irracionais dados acima sdo obtidos usando “apenas” argu-
mentos de Algebra.

Nos dois préoximos capitulos, mostraremos que 7t e e sdo irracionais usando argumentos
de Anélise.






CAPITULO

3

O nimero 7

Desde a Grécia antiga sabe-se que a razdo entre o perimetro de uma circunferéncia e
seu didmetro é uma constante. Essa constante é representada pela letra grega 7 (notagdo
aparentemente introduzida pelo matematico William Jones (1675 - 1749)). Embora o
nimero 7 seja estudado (pelo menos) desde a antiga Grécia, apenas no século XVIII foi
provada sua irracionalidade.

Em 1761, Johann Heinrich Lambert provou que 7t é um ntmero irracional. De fato,

T
Lambert provou que se 0 # x € Q entdo tan(x) ndo é racional; note que tan (Z) =1 ¢,

T, .
portanto, 7 nao é racional.

Em 1947, Ivan Niven apresentou uma nova demonstracdo da irracionalidade de 7 no
artigo intitulado “A simple proof that 7t is irrational” publicado no Bulletin of the American
Mathematical Society (ver [12]).

Neste capitulo apresentaremos, com detalhes, a demonstragao da irracionalidade de
7t conforme encontrado em [6]. Tal demonstragdo utiliza ferramentas desenvolvidas num
primeiro curso de céalculo diferencial e integral.

13



14 Capitulo 3 — O niimero 7t

3.1 A irracionalidade de 7

Note que, se T € Q entdo 7> € Q (pois Q é fechado pela multiplicagio). Logo, para
mostrar que 7 ¢ Q basta mostrar que 7> ¢ Q.
No que segue, mostraremos que 7> ¢ Q. Comegamos com o seguinte lema:

n

Lema 3.1. Seja a € R,. Bntdo, lim " — =0,

n—oco MN!

o0
- . L. ma™
Demonstragao: Considere a série E — Temos
n!

n=0

ﬂanﬂ

. m+1)! ) a
lim ——— = lim =
n—oo 7TA n—oo N+ 1

n!

Como

temos, pelo teste da razado, que a série E —— converge. Dai,

n=1

lim — =0.
n—oo n'

l

Suponha, por absurdo, que > € Q. Logo, existem a,b € N, com mdc(a,b) = 1, tais
que

= 5 (3.2)

Observagao 3.3. Seja a dado por (3.2). Pelo lema 3.1, para n suficientemente grande

mta™ . . ) n
temos —~ menor que 1. Mazs precisamente, existe nyg € N tal gquen > ny = — < 1.
n! n!

Agora, consideremos a fungdo f: R — R definida por

f(x) = Xn”n—_,")n (3.4)

sendo n algum n > ny, com ny dado pela observagao 3.3.
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Note que a fungdo f é um polinémio de grau 2n e que

f(1—x) =1 _")n“n_, (—x)" _ 0 _ﬁn"n — f(x), ¥xeR.

Vamos mostrar que f(0) e f*/(1) sdo niimeros inteiros para qualquer k =0,1,2, - - -
Para isso vamos utilizar a férmula de Leibnitz:
[k
(g™ =3[ | g, vk=0,1,2,--.
j=0 \J

Aplicando a férmula acima a fungao f, obtemos
d(k=) .
i Z ) (o) (s =)

Notemos que

0 , sej<n

d . i
@(X )x:o: n! , sej=n,
0 , sej>n
pois
dl( " nmn—1) - m—j+1)x"7 | sej<n
dxJ x=0 0 , sej>mn .
d
Uma vez que cada parcela apresenta um fator da forma ﬁ(x“) ,comj=0,1,--- Xk,
X x=0

essas parcelas s6 nio se anulam quando j = n. Agora, como f*/(0) é escrito na forma

d(&) N
=k (f) (@) (s

temos o seguinte:

1. Se k < n entdo f(0) = 0; portanto, f¥(0) € Z se k < n.
2. Se k > n entao

o) = o) (a0
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Pela regra da cadeia, temos

1 (—1)'nmn—=1)--- Mm+T-1)0—=x)"Y sel<l<n
d
a(1 —x)" = (=)™l sel=n
0, sel>mn

Tomando 1 = k — n temos

(=D ™ m—1)---2n+1—-K)(1—=x)"* " sen+1<k<2n

d k=) N
dx (k) (T =x)"= (—=1)™n!, sek=2n
0, sek>2n
Portanto, f*(0) € Z se k > n.
Falta mostrar que para todo k = 0,1,2,---, o ntimero f*)(1) & inteiro. Isso seguira da

relacdo f(x) = f(1 —x) e da Regra da Cadeia.
Derivando k vezes ambos os lados da igualdade f(x) = f(1 — x), obtemos:

fix) = f(1—x)(=1)=(=1f'(1 —x)
P(x) = (=10 =x)(=1) = (~1(1 —x)
P(x) = (SR =) (1) = (—1PF(1 =)

f&(x) = (=101 —x).
Daf, f® (1) = (=1 M (1 = 1) = (=1)*X(0) € Z.

Considere, agora, a fungdo g: R — R dada por

g(x) =b" i(-] PR AR (x) = b [ (x) — 2V (x) 4 - (1M ()]
j=0

sendo n o mesmo da definigio de f em (3.4) e b dado por (3.2). Observemos que b™** 5 =

4 a\ni an i . o ,
b () =b" (E) b = a"™’b’ é um numero inteiro sempre que j < n.

= bnfj
Logo, g(0) e g(1) sdo inteiros, pois

g(0) = b%a™(0) — ba™ (0) + - - - + (—1)"b"F2(0) € Z

g(1) =b%a™f(1) —ba™ ""(1) + - - + (=1)"b" (1) € Z.
Derivando duas vezes a fungdo g(x), temos:

g//(X) —p" [ﬂlnf//(x) o ﬂln—zf(élj(x) N (_] )n—lﬂlf(Zn)(x) + (_1 )nf(2n+2) (X)] .
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Como f é um polinémio de grau 2n temos que a ultima parcela de equagao anterior é igual
a zero; logo, obtemos

g”(X) — p" [TIan//(X) - 7_[211—21:(4) (X) 44 (_1 )n—]TEZf(Zn)(X)} .

Calculemos, agora g”(x) + m?g(x). Temos

g//(X) + ﬂzg(x) = b" [ an// 7.(2n72f(4) (X) 4ot (_1 )nf1ﬂ2f(2n)(x)] +
b [7.[2n+2f thnf”(x) ot (_1 )nﬂlf(Zn) (X)]
— bn 2n+2f } —b" [ﬂlnnlf(x)]

[
- b“ﬂzg f(x) = a™(x).

Finalmente, definimos a funcdo h: R — R dada por
h(x) = g’(x) sen(7tx) — tg(x) cos(7x).

Derivando h temos

h/(X) _ "

Dai,
f; m?a™f(x)sen(nx)dx = g’(1)sen7 — mg(1)cosm — [g’(0) sen 0 — 7tg(0) cos O]
= mg(1) +mg(0) = 7 (g(1) + g(0)).
Assim, ]
WZJ a™f(x)sen(mx) dx = 7 (g(1) 4+ g(0)) .
0
Logo,

1
7TJ a"f(x)sen(mx)dx = (g(1) + g(0)) € Z,
0

1
isto é, 7'[J af(x) sen(7rx) dx é um ntmero inteiro.

0
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Vamos, agora, limitar o valor de

Temos o seguinte:

1
Lema 3.5. Seja f dada por (3.4). Se 0 <x < 1 entdo 0 < f(x) < —.
n!

Demonstragao: Se 0 < x < 1 entdo 0 < x™ < 1. Além disso, se 0 < x < 1, entdo
—1 < —x < 0; consequentemente, 0 < T—x < 1. Dai, 0 < (T —x)" < 1.

Logo, para 0 < x < 1 temos
0<x"(1T—x)"<1. (3.6)
Agora, dividindo (3.6) por n! obtemos

T —x)™ 1
0 XU=XT 1 (3.7)
n! n!

1
Portanto, 0 < f(x) < —rsex € (0,1). d

Note que para x € (0,1) temos 0 < sen(7x) < 1. Disto e do lema 3.5, segue que

0 < f(x)sen(7mx) < l
n!

Dai, para x € (0,1) temos
n
0 < ma"f(x) sen(mx) < %.
Integrando as fungdes acima, obtemos
! " man ma" |' mat
0< J maf(x) sen(7tx)dx < J —dx=—x| =— <1,
0 o M! n! |, nl

1

para n suficientemente grande. Absurdo, pois 7TJ af(x)sen(7tx) dx é um inteiro e nao

0
existe inteiro entre 0 e 1.

O absurdo ocorreu ao supor que 7° é racional. Portanto, > é irracional; consequente-

mente, 7t € irracional.



CAPITULO

4

O ndmero e

N&o se sabe a data exata do surgimento do niimero e, segundo Maor em [11]:

As origens de e nédo

sdo tdo claras, elas parecem recuar ao século XVI, quando se

percebeu que a expressdo (1 + 1/n)", que aparecia na férmula

dos juros compostos, tendia a um certo limite - cerca de 2,71828

- a medida que n aumenta. Assim tornou-se o primeiro nimero

a ser definido por um processo de limite, e = lim (1 + 1/n)™.
n—oo

O ntmero e aparece de forma espontdnea em situagles praticas (veja, por exemplo,
[11]). Vejamos um exemplo utilizando juros compostos.

Um capital Cy é aplicado a uma taxa de k% ao longo de um ano. Vamos imaginar
que o juro seja incorporado apenas ao final do ano. Neste caso terfamos um montante

equivalente a Cy + W°CO' Isto significa que o capital ficou estagnado durante todo o ano
e apenas na passagem para o ano seguinte sofreu o acréscimo de k%.

Parece mais razoavel que esta taxa de k% seja distribuida ao longo do ano.
Agora, vamos imaginar que a taxa seja aplicada a cada 6 meses. Neste caso, teriamos

k . . .
até a metade do ano uma taxa de E%’ o que equivale a dizer que no primeiro semestre o

k . .
capital passaria a valer Cy+ m.Co. Este capital no final do segundo semestre sofreria um

19



20 Capitulo 4 — O nimero e

acréscimo de ;% e seu valor se tornaria Cy+ =—— 300 Co+=— 200" Co %.CO , 0 que equivale

k k ) , k k .
a (Co + E.Co) . (1 + 200), isto é, Co. (1 + m) (1 + m) Assim, se a taxa for

K \2
distribuida a cada 6 meses, no final de um ano o capital passaria a ser C,. (1 + m)

Agora, vamos distribuir esta taxa a cada trimestre. No final do primeiro trimestre

k k
teriamos C, + M'CO’ ou ainda, Cj <1 + m) No final do segundo trimestre o capital

2 3
seria igual a Cj (1 + 4%0) . No final do terceiro trimestre teriamos C, (1 + %) e

AN
finalmente no término do ano o capital passaria a ser C, <1 + m)

Repetindo o raciocinio anterior, se imaginarmos a taxa distribuida uniformemente ao

k n
longo do ano dividido em n periodos, no final do ano teriamos C = C, (1 + 510 O) .
Surge, entdo, uma pergunta natural: a medida que n tende ao infinito, qual é o valor
k n
de (1 ?
© ( Tax 1oo>

k n
imboli t to & lim {1 !
Simbolicamente, quanto é am ( + n x 100)

Vamos utilizar alguns artificios de calculo para determinarmos o limite acima.

100

: . 1 :
Consideremos inicialmente que = — ou, equivalentemente, n x 100 = m x k;
n x m
note que n — oo se, e somente se, m — oo.

Assim, podemos escrever

k
k n 1\ ™00 1\ ™] Too
(i) ~(+m) = [0+) |

Entao,

-l m
Logo, devemos verificar se existe lim (1 + a) .

m—o0

Antes vamos mostrar que existe lim S,,, sendo
n—oo

1 1
T +§’ com n=123---

1
Sn 1—|—|+2

1
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Note que S,, > 2 para todo n € N.

Vamos mostrar que a sequéncia é mondtona, crescente e limitada, garantindo, assim,
que ela converge para um limite S.

Observa-se facilmente que a sequéncia é monétona, pois como n é natural todos os
termos sdo positivos e a soma aumenta a cada termo adicional; ou seja, S, < S,,.1. Entao,
a sequéncia é crescente.

Note que, para n > 3, temos n! = 1.2.34---n > 1.2.2-.. = 2™ Assim, podemos
escrever

1 1 1
Sn<THTdg+ 55+ + 5

(4.1)

Vamos, agora, limitar o valor da soma

1 1 1
TH1+5 45+ + 5 (4.2)

Observe que a partir do segundo termo de (4.2), temos uma progressdo geométrica com

primeiro termo igual a 1 e razao igual a 7 Aplicando a férmula para calcular a soma de

uma PG infinita, temos

11 1 1 1
Tl st bbb =1 =1

5+ 5 = : +T:]+2:3'
2

Logo S, < 3 para todo n € N. Assim, mostramos que a sequéncia (S,)n>1 é limitada
superiormente por 3, ou seja, seus valores nunca excedem 3.

Portanto, como toda sequéncia monétona limitada é convergente (ver [10]), temos que
(Sn)n>1 converge para um limite S e esse limite esta entre 2 e 3.
-I n
Agora, vamos mostrar que T,, = (1 + —) converge para o mesmo limite de S,,; isto €,
n

vamos mostrar que lim T, =S.
n—oo

Utilizando o binémio de Newton, observamos que

n ml a0 L3 I nl 122 ml omn
(a+b)" = a"b’ + av b’ + av b+ 4 a’b™.
0 1 2 n



22 Capitulo 4 — O nimero e

1
Entdo, paraa=1e b = — , temos:
n

w - (o)
() @ L) ()6

— ]+n'l+M
n 2!

- 141+ 1_1 .l+...+ 1_1 . 1_3 1_n_—1 ]_
n/ 2l n n n n!

Observe que as expressoes dentro de cada parénteses sdo menores do que 1; assim T, < S,,.
Entdo, podemos concluir que a sequéncia (T, ) é limitada superiormente. Afirmamos que
(T.) € mondtona crescente. De fato,

T,.=1+1+ 1—1 'l_}_..._|_ ]_l . ]_E 1_T‘L—] 1_
= 1+1+<1_“—+1>'5+(1_n+1)'(1_n+1>'§+'”

1 2 n—1 1
+ (1) (1] 1= —].—
n+1 n+1 n+1/ n!

1
e —

Agora,
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Em particular, tomando k =1,2,--- ;n— 1, temos

1\ T 1 20\ 1
T, IR L RULINIY DL B (N L
1z +< n+1> 21+( n+1> ( n+1) Tl

1 1 —1 1
S T4l + (1= )t (1220 — =T,
n ! n n!

Logo, T > T,.

Portanto, como (T, ) é uma seqiiéncia crescente e limitada temos que (T, ) converge para
um limite, digamos T.

Falta mostrar que S = T . Para isso, vamos mostrar que S>Te S < T.

Para mostrar que S > T é simples, pois j& provamos que S, > T, , para todo n. Entdo,

S=1lmS$,>limT, =T

n—oo n—oo

Vamos mostrar, agora, que S < T. Fixe m e seja n > m. Vamos escrever os primeiros
m+ 1 termos de T, :

Run =141+ L R SR B SR B Sl L
’ n/ 2! n n n m!

Note que, como m < n e todos os termos de (T,) sdo positivos, Ry, < T,. Note também
que como m é fixo temos

Hm Ryp = Sp.
n—oo

Agora, como R, < Ty, temos
Sm=1lm Ry <lim T, =T
n—oo n—oo

Logo,
S=1lm §,,<T.

m—oo

Portanto, S =T.

Definicao 4.3. Definimos

equivalentemente,
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Finalmente, estamos prontos para responder nossa pergunta: a medida que n aumenta,
n

k
¢ B
qual é o valor de (]+nx100) 7

k
Resposta: etoo.

Portanto, um capital Cy aplicado a uma taxa de k% ao longo de um ano passaré a ser
Coe ao final da aplicagdo.

, > :
Observagao 4.4. Evidentemente, 2 < Z ~E Além disso,

2 [ R,
2o =gt
n=0 n=4
e, como em (4.1),
> 1T 1
141
%n +Hl+5+2 +ZZn]

Agora, aplicando a formula para calcular a soma de uma PG infinita, temos

n=4
Logo,
= 1 T 1 1 1T 1 1
§—<1 T+-+=-+-<T+14+=-4+=-+-=3.
nzon!_ + +2+6—|—4< + +2+4—|—4

Portanto, 2 < e < 3.

4.1 A irracionalidade do niimero e

Acreditamos que a prova da irracionalidade do ntimero de Euler, e, possa ser com-
preendida por um aluno de educagdo béasica porque utiliza apenas argumentos simples de
fragOes, fatorial, sequéncias e manipulagoes algébricas béasicas.

Nesta segdo apresentaremos uma demonstragdo detalhada da irracionalidade de e, ba-
seada naquela apresentada em [11].

Suponha, por absurdo, que e é um numero racional, ou seja, e = E, com p e q

naturais. Podemos assumir que mdc(p,q) = 1. Como 2 < e < 3 temos que e ¢ N;
consequentemente, q > 2. Sabemos que

i]———+]+1+1+
nl 21 3!
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Assim,
L P L L L
q 20 3! (g—1! q! (q+1)! n!
Multiplicando a igualdade acima por q!, obtemos
Pl Talaetldl s ale g ... ! LI !
q.q. g+ .q.+2!.q.+3!.q.+ +(q_1)!.q.+q!.q.+(q+])!.q.

1
Y T
+ +n!.q.+

P S = alalg 1 g PN
q.q.(q 1)! q.+q.+2!.1.2.3...q+3!.1.2.3...q+ +(q_”!.q.(q 1).+q!.q.

1 1
I+t — gl e
(q+1)!'q'+ +n!.q.+
e, consequentemente,
q—1)! = q!'+q'+34...q+45..q+---+qg+1+
p-(q—1) q!+q g q q CES)
1 +...+l P+ ...
(a+2(q+1) @
Logo,
p(g—1)!'—(q'+q!'+34..q+45..q+---+q+1)
= ! + L _|_..._|_l [ (45)
(a+1) " (@+2)(a+1) T |

Observe que no lado esquerdo da igualdade (4.5) as parcelas sdo numeros inteiros,
enquanto que no lado direito as parcelas sdo fragdes; além disso, como em (4.5) tem-se
q > 2, obtemos

1 1
+1 s 3
97 11 1
< =
q+2).(q+1) = 33 3
L s o1
nd = 37 3nq
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Logo, em (4.5), temos

1 1 1 1 1 1
e — gl < — 4.6
R B P i ) R T L T VAL T (4.6)
Observe que
1 1
§+§+-- —|—3n T
1 1
€ uma progressao geomeétrica, sendo que o primeiro termo é 3 € a razao também é §; logo,
1 1
1 1 1 3 3 1
§+?—l—~~+3n_q+~~—i—7—z. (4.7)
3 3
Portanto, segue de (4.5), (4.6) e (4.7) que
1
pla=1!=lgl+---+1] <.

.. . . . 1 ,
Absurdo, pois ndo existe niimero inteiro entre 0 e 7 O absurdo ocorreu ao supor que e €

nimero racional; portanto, e € um nimero irracional.



CAPITULO

5

O ndmero e: possibilidade para a sala

de aula

Acreditamos que seja possivel discutir a demonstragdo da irracionalidade de e com
os alunos do ensino médio. De fato, podemos definir e, e verificar sua irracionalidade,
utilizando apenas propriedades de sequéncias e séries.

Neste capitulo optamos por utilizar uma linguagem menos técnica e mais intuitiva do
que aquela apresentada no capitulo 4.

Acreditamos que o texto que apresentaremos a seguir possa ser utilizado para formar um
conjunto de aulas para o Ensino Médio, bem como, para alunos de cursos de Licenciatura
em Matematica.

5.1 Surgimento do nimero e

Segundo Maor em [11], ndo se sabe a data exata do surgimento do ntmero e:

27
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As origens de e nao

sdo tao claras, elas parecem recuar ao século XVI, quando se

percebeu que a expressdo (14 1/n)", que aparecia na férmula

dos juros compostos, tendia a um certo limite - cerca de 2,71828

- a medida que n aumenta. Assim tornou-se o primeiro nimero

a ser definido por um processo de limite, e = lim (1 + 1/n)".
n—oo

Vejamos:

Um capital de R$ 100,00 é aplicado a uma taxa de 15% ao longo de um ano. Vamos
imaginar que o juro seja incorporado apenas ao final do ano. Neste caso teriamos um
montante equivalente a

15
100

Isto significa que o capital ficou estagnado durante todo o ano e apenas na passagem para
o ano seguinte sofreu o acréscimo de 15%.

100 + —-100, isto &, R$115,00. (5.1)

Note que se desejassemos sacar os R$ 100,00 ao final de 6 meses ndo receberiamos
nada de juros. Entdo, parece mais razoavel que ao sacar os R$ 100,00 ao final de 6 meses

5 . .
recebessemos 7% de juros. Dessa forma, ao final de 6 meses o montante passaria a valer

100 + 2]%100, isto é, R$107,50 ao invés de R$100,00. Logo, ao deixar este montante

. . ) 15 )
aplicado até o final do ano ele sofreria um acréscimo de —% e seu valor passaria a ser

15 15 15 . 15 15 .
100 + m]oo+ 00 (100—1— EMO), o que equivale a (100—1— mMO) (1 + m), isto

. 15 15 . .
é, 100 <1 + m) (1 + m) Assim, se a taxa for distribuida a cada 6 meses, no final de

15\
um ano o capital passaria a ser 100 (1 + m) )

Podemos aplicar o raciocinio acima para verificar o rendimento do capital a cada 4
meses, isto é, a cada trimestre. No final do primeiro trimestre deveriamos ter 100 +

15 15
mmo, ou ainda, 100 ( 1+ m) No final do segundo trimestre o capital deveria ser

15)° 15\’
igual a 100 (1 + AWSO) . No final do terceiro trimestre deveriamos ter 100 (1 + %) e,

15\
finalmente, no término do ano o capital passaria a ser 100 (1 + m) )

Repetindo o raciocinio anterior, se imaginarmos a taxa distribuida uniformemente ao
longo do ano dividido em n periodos, no final do ano teriamos

15 \"
C-]OO(]%—M) .

Aparentemente, os bancos usam n = 12. Verifique!
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Surge, entdo, uma pergunta natural:

-] n
A medida que n aumenta, qual o valor de | 1+ 15 ?
100n

15 1 .
= — ou, equivalentemente, 100n =
100n  m
15m ; note que n aumenta se, e somente se, m aumenta.

Podemos simplificar nossa pergunta fazendo

Assim, podemos escrever

RS 1 % 1 1\™
(o) =() = 05) ]

Nossa pergunta, entdo, é equivalente a seguinte:

1 m
A medida que m aumenta, qual o valor de (1 + a) ?

Antes de responder a pergunta acima, vamos estudar o comportamento da sequéncia
(Sn), cujos termos sdo dados por

S 1] 1 1 1
n—a+]—!+2—!+"'+a.
Note que 1 < §,, < Sy41 para todo n.

Também, note que podemos escrever S, na forma
U
Sn — Z E
k=0

Logo, quando fazemos n aumentar indefinidamente (isto, n ir para o infinito) queremos
calcular

—_—

Z ﬁ;
k=0
isto é, queremos encontrar S € R tal que

= 1
k=0

Note que, para n > 3, temos n! = 1.2.3---n > 1.2.2...2 = 2. Assim, podemos
escrever ]

T 1 1 — !

Sn<lH+l+s+ 5+ +—=1+) =

>t 5 = TR (5.2)

Dai,
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= 1 1T 1 1
Como Z o= 1+ 5 + 3 +--+ b + .-+ é uma Progressao Geométrica com primeiro
k=0

: : 1 :
termo igual a 1 e razao igual a 7 podemos aplicar a férmula para calcular a soma de uma

PG infinita e, entdo, obtemos
= ] 1 1
Dy T 772

Logo, para cada n temos S,, < 3. Assim, mostramos que a sequéncia (S,,) é limitada
superiormente por 3, ou seja, seus valores nunca excedem 3.

Portanto, como S, < S,.11 e S,, estd entre 1 e 3, para cada n > 0, deve existir um
SeR,com1<S <3, tal que
= 1
k=0

Abaixo, segue uma tabela que nos sugere uma aproximagao para a soma S:

Tabela 5.1: Aproximagao de S

n ZE:O% Sn
0 Zizo%:% 1
1 ZIL:O%:%—F% 2
2 Zi:o%:}'+%+% 2,5
3y om=1+i+1+1 ~ 2, 666666
4| o=+l 414 0 ~ 2,708332
50y om=1+1+i+lp Ll L ~ 2,716665
61 om=1+1+1+l+ L+ +5k ~ 2,718053

7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ~
7120w =1t71trtetutimt ot sm |~ 2718251

Pela tabela 1 podemos indicar que S é aproximadamente 2,718.
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1 n
Agora, vamos mostrar que quando n aumenta T,, = (1 + —) fica perto de S.
n

Recordemos que o binémio de Newton se escreve como

n L2 I LL2 nl 2.0 nl omn
(a4+Db)" = a"b’ 4+ a“ b+ av b 4+ a’b",
0 1 2 n

do ("] =™ Ent —1eb=-, temos:
senao K —m ntao, para a =1¢€ —E, €IN0sS:

0 1 2 n
()@ () )
0 n 1 n 2 n n n

1 —1 1 —1 —2)---1 1
= ]+n._+M._+...+n(n J(n ) R
n 2! n? n! nn

- 1+1+ 1_1 .l+...+ 1_1 . 1_3 1_“__] l
n 2! n n n n!

Observe que as expressdes dentro de cada parénteses (na ultima linha acima) sdo menores
do que 1; assim T,, < S,. Entdo, podemos concluir que T, < 3 qualquer que seja n.
Afirmamos que a sequéncia (T,) é crescente. De fato,

Tn:1+1+(]—l).l+...+(1_l>,(]_E)'._(1_n—1).l
T = 1+1+(1——n+]).5+(1__n+]).(1_n+]>,§+
+ 1—# : 1_L ]_n—l s
n+1 n+1 n+1 n!
1 2 n—1 n 1
' ( “+1> < “+1> ( n+1) ( n+1) (n+1)!

Como a ultima parcela de T, ;7 é maior que zero, temos

1 1 1 2 1
T. RN U S (LI ST N N SRS WL
R +( n+1) 21+( n—H) ( n+1) 3
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Agora,
1 1 1 k k
lTs—->— ——<——6 — < ——  Vk >0
k k
T——<1- k>0
= < +],v >
Em particular, tomando k =1,2,--- ,n— 1, temos

1 1 1 2 1
Ton > 1+1+<1—n_+1).Z+(1_n_+]).(1_n_+1>.§+...
+ 1__] : 1__2 1__11—1 A
n+1 n+1 n+1 n!

SR S Dy UL DL ~l:Tn.
n/ 2! n n!

Logo, T, 1 > T,.

Portanto, como (T,,) é uma seqiiéncia crescente e cada termo T, estad entre 2 e 3, deve
existir T € R, com 2 < T < 3, tal que T, se aproxima de T a medida que n aumenta.

Abaixo, segue uma tabela que nos sugere uma aproximagao para o valor de T:
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Tabela 5.2: Aproximagao de T

n ( l) T,
] ( ) 2
2 O Z) 2,25
1 10
10 (L%z) ~ 2,59374
100
100 (1 100) ~ 2, 70481
1.000
1.000 (]+1000 ~ 2,71692
10.000
10.000 (1 + ) ~2,71814
100.000
100.000 (1 + 1oo 556 ~2,71826
1.000.000
1.000.000 (1 + 1000, OOO) ~ 2,71828
1 10.000.000

Pela tabela 2 podemos indicar que T é aproximadamente 2,718.

Vamos mostrar que de fato S = T. Para isso, vamos mostrar que S > Te S < T.

Para mostrar que S > T é simples, pois como T,, < S, < S temos T < S.

Vamos mostrar, agora, que S < T. Fixe m e seja n tal que m < n. Denotemos por
Rinn 0s primeiros m + 1 termos de T, isto §,

Rm,n:1+1+<1—l)
n

]
ST

N

2

n

)(1

m—1
n

) .

1

m!

Note que, como m < n e todos os termos de (T,) sdo positivos, Ry, < T,. Note também

2

que quando n aumenta Ry, fica perto de S,,, pois quando n aumenta 1 — . 1T—— -,

1— m_—] ficam perto de 1.
n

Agora, como Ry, < T, < T, temos S,, < T qualquer que seja m.

Logo,

5l

n
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Portanto, S =T.

=1 T\"
Definicao 5.3. Defintmos e = E —- Também, e = lim (1 + —) e lé-se “limaite de
mn! n—oo n
n=0

T\" . . )
(1 + —) quando n tende ao wnfinito € igual a e”.
n

Finalmente, estamos prontos para responder nossa a pergunta: a medida que n au-

-] n
menta, qual é o valor de | 1+ > ?
100n

Resposta: e10s.
Portanto, um capital de R$ 100,00 aplicado a uma taxa de 15% ao longo de um ano
deveria ser

R$100e10 ~ R$ 116,10 (5.4)
ao final da aplicagdo. Compare (5.1) e (5.4).

Observagao 5.5. A argumentagdo acima pode ser estendida a qualquer capital C,
aplicado a uma taza de t% (t € Q). Ao final de um ano o montante deveria ser

t

CoeToo, (56)
Verifique!!!

Observacgao 5.7. Nossa argumentacdo mostra que a uma taza de 15% tem-se dife-
renga ao calcularmos os juros por (5.1) ou por (5.6). De fato, usando (5.6) podemos
verificar que para t pequeno tanto faz aplicar (5.1) ou (5.6), pois vamos obter o
mesmo montante final. Porém, para t grande (5.6) fornece um montante mator.
Faca stmulagdes!!! Dwvirta-se!!!

Na tabela abaixo constam simulagdes aplicando as férmulas (5.1) ou (5.6) (adotamos
e =2,718).
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Tabela 5.3: Simulagbes

Capital Co |t | Co+ 155Co | Coets ~ Co(1,01)!
100 0,1] 100,10 100,10
100 0,5| 100,50 100, 50
100 0,8 100,80 100, 80
100 1 101,00 101,00
100 2 102, 00 102,01
100 3 103,00 103,03
100 5 105, 00 105,10
100 10 | 110,00 110,46
100 12 | 112,00 112,68
100 15 | 115,00 116,10
100 20 | 120,00 122,02
100 30 | 130,00 134,78
100 40 | 140,00 148,89
100 50 | 150,00 164,46

Observacao 5.8. Pelas tabelas 1 e 2 somos levados a concluir que 2 < e < 3. Vamos

verificar que de fato isto ocorre. Evidentemente, 2 < Z - Além disso,
n!

n=0

> 11 &
HZ_OE_H“LEJFEJF;E
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e, comon!=123---n>122---2=2"" para n > 3, temos

< | 11
LIS T L .
PR +2+6+;Zn‘

n=0

Agora, aplicando a formula para calcular a soma de uma PG infinita, temos

S
n:42n71 ]_% 4
Logo,
= 1T 1 1 1T 1 1
— < — — — — — — = 3.
Zn!_1+1+2+6+4<1+1+2+4+4 3

o

mn:

Portanto, 2 < e < 3.

5.2 A irracionalidade de e

Nesta secdo apresentaremos uma demonstragao detalhada da irracionalidade de e, ba-
seada naquela apresentada em [11].

Suponha, por absurdo, que e € um niimero racional, ou seja, e = E, com p e q naturais.

Podemos supor mdc(p,q) = 1. Como 2 < e < 3 temos que e ¢ N; consequentemente,
q>2.
Sabemos que

= 1 1 1 1
GIZEZ&—Fﬂ—FZ‘Fi—F“' .

n=0
Assim,

CRRPURPENS IS IRV NS IR IR R

q 20 3! (g—1! q!' (qg+ 1! n!
Multiplicando a igualdade acima por (!, obtemos
Pogl = 1-qldl-qldaqta gt — gl gl .q!
q 2! 3! (q—1)! q! (g+1)!

1

+ ..._|_m.q!_|_...
Dai,
P 1 1
a~q-(q—1)! = q!+q!+z-1~2'3~...~q+§-1-2~3'...~q+...

1 1
+ —~qo(q—1)!+a~q!+

1
ql o4+ — !
q=1) ql + +n qgl+...

(g+1)-q!
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e, consequentemente,

p-(q—1! = ql+q!+3-4-...-q+4-5-...-q+...+q+ 1+

(g+1)

1
(q+2)(q+1

1
)+---+a-q!+...

Logo,
p-(q—1)!—(q'+q!'+3-4-...-q+4-5-...-q+...+q+1) (5.9)
1 1

1
:(q+1)+(q+2)(q+])++ﬁq'+

Observe que no lado esquerdo da igualdade (5.9) as parcelas sdo numeros inteiros,
enquanto que no lado direito as parcelas sdo fragdes; além disso, como em (5.9) tem-se
q > 2. Dai, em (5.9) temos

+‘
VAN
Wl =W =

IN

1 1 1 11
n! q'_(q+1)-...-(q+(n—q)) - 3 773 3na’
Logo, em (5.9), temos

N
|
|
I

1 1 1 1 1 1
et — g+ <+ =+, 5.10
R R P T BT I L T P T (5.10)
Observe que
]—l—]+ + L +
3Tttt
1
é uma Progressdao Geométrica, sendo que o primeiro termo é 3 e a razdo também é §;
logo,
1 1
] 3 _3_1 5.11
§+?+ -+3n7q+ 1_—1—7—2. (5.11)
3 3
Portanto, segue de (5.9), (5.10) e (5.11) que
1
p-(q—])!—(q!+q!+3-4-...-q+4-5-...-q+...+q+1)gz.

.. . ) . 1 ,
Absurdo, pois ndo existe niimero inteiro entre 0 e 7 O absurdo ocorreu ao supor que e €
nimero racional; portanto, e € um nimero irracional.






CAPITULO

6

Consideracoes finais

A problemaética existente na definigdo do conjunto dos niimeros irracionais no processo
de ensino-aprendizagem na educagao bésica nortearam os objetivos deste trabalho.

Nosso objetivo inicial era estudar as propriedades dos ntmeros reais e apresentar uma
demonstracdo da irracionalidade de 7.

No decorrer da pesquisa nos pareceu atraente a ideia de apresentarmos, também, a
demonstracdo da irracionalidade de outro ntimero, a saber, o nimero e. Este acabou
ganhando uma importancia que ndo haviamos previsto inicialmente. De fato, consideramos
ser possivel apresentar aos alunos do ensino médio tal demonstragao. Diante disso, fizemos
um estudo das origens, definicdo e prova da irracionalidade do e, bem como, elaboramos
um texto que podera servir de subsidio para desenvolver o tema em sala de aula.

Através desta dissertagdo, esperamos levar até o professor de matematica um texto
simples, compreensivel e que traga seguranga ao professor ao abordar o tema numeros
irracionais no ensino fundamental e médio, bem como, ao apresentar o niimero 7 e o
nimero e como exemplos de ntimeros irracionais.

Todo o estudo feito para escrever esta dissertagdo serviu para ampliar minha formacao
docente, aprofundando meus conhecimentos a respeito da matematica e contribuindo para
meu aprimoramento profissional. Através do estudo dos textos indicados nas referéncias
bibliogréaficas e, principalmente, através das reunides com o meu orientador, pude contar
com uma sblida base teérica que permitiu fundamentar criticamente meus conhecimentos
e minha atuagdo profissional. Acredito estar mais preparada para cumprir meu papel
profissional com muito mais seguranga.
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