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Resumo

No ensino béasico de matematica faz-se pouca articulacdo entre o estudo de sequéncias
numéricas e o ensino de funcgdes reais. Em particular, 0 ensino de progressdes aritméticas
se apresenta de forma pouco articulada com o estudo das fung¢des polinomiais. Assim, este
trabalho se realiza em seis niveis, a saber: (i) uma analise das recomendacdes e orientagdes
de documentos oficiais (BNCC e PCN) sobre o tema; (ii) e de como os livros didaticos
abordam o assunto; (iii) elaboracao de uma ficha de atividades para a abordagem dos temas
de forma articulada; (iv) a aplicacdo do material elaborado a uma turma do ensino medio
da rede publica estadual do Rio de Janeiro; (v) aplicacdo de material adaptado a um grupo
piloto de dez professores; (vi) analise dos resultados obtidos com a aplicagdo dos
instrumentos de pesquisa. Dentre as dificuldades apresentadas simultaneamente por
estudantes e professores, uma mostrou-se bastante reveladora: a dificuldade de representar
graficamente as sequéncias numéricas em questdo (PA e PA de segunda ordem). Com
relacdo aos estudantes observaram-se também grandes dificuldades deles realizarem o0s

tratamentos algébricos.

Palavras-chave: Ensino de algebra; Progressfes aritméticas; Fungdes polinomiais; Ensino

médio; Formacao de professores



Abstract

In mathematics basic education there is little connection between the study of
numerical sequences and the teaching of real functions. In a specific way, the teaching of
arithmetic progressions has little connection with the study of polynomial functions. Thus,
this work takes place at six levels, which are: (I) an analysis of the recommendations and
guidelines of official documents (BNCC and PCN) on the subject; (I1) and how textbooks
approach the subject; (I1l) elaborating an activity sheet to approach the issues in an
articulated manner; (IV) the prepared material application a high school class in the state
public network of Rio de Janeiro; (V) application of the adapted material to a pilot group
of ten teachers; (VI) The analysis of the results obtained with the application of the
research instruments. Among the presented difficulties simultaneously by students and
teachers, a specific one proved to be quite revealing: the difficulty of graphing the
numerical sequences in question (AP and AP of second order). Regarding students, there

were also great difficulties for them to perform algebraic treatments.

Keywords: Teaching algebra; Arithmetic progressions; Polynomial functions; High school,

Teacher training
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Introducao

A elaboracdo deste trabalho teve como motivagdo a monografia desenvolvida
pelo autor como Trabalho Final de Curso em curso de Licenciatura em Matemaética na
UERJ, no municipio de Duque de Caxias. O trabalho, que teve como titulo “A
interligacio de PA (Progressio Aritmética)' e funcdo afim”, foi orientado pelas
professoras Dra. Maria de Fatima Lins Barbosa de Paiva Almeida (orientadora) e Msc.
Adriana Feitosa (co-orientadora) e foi realizada com os formandos da graduagdo na
época. Por conta deste trabalho, e com a oportunidade de desenvolver minha
dissertacdo de mestrado, surgiu o interesse de ampliar os questionamentos realizados na
pesquisa realizada na graduacdo e realizar um aprofundamento no estudo sobre Fungdes
Polinomiais e Progressdes Aritméticas.

Na educacdo basica, o0 ensino de Funcbes Polinomiais, em sua grande maioria,
pode ser visto correlacionado com outros contetdos da matematica ou até mesmo de
outras areas de estudo, mas pouca articulagdo se faz com o estudo de sequéncias
numericas, em particular com o estudo das progressdes aritméticas. Estas Gltimas, por
sua vez, sao apresentadas no ensino médio como uma “lista de nimeros”, dissociadas
do conceito de funcBes polinomiais e, em geral, suas propriedades sdo aplicadas para
resolver problemas contextualizados em situacBes do cotidiano ou em exercicios
meramente técnicos. Esse hiato entre os dois temas representa um contrassenso do
ponto de vista epistemoldgico.

De fato, sequéncias numéricas, antes mesmo da construcdo do conceito de
derivadas, conforme nos revelam Boyer (1949), Rezende (2008), Roque (2012), foram
utilizadas para determinar padrdes de variagdes de funcgdes reais. Foi desse modo, por
exemplo, que os fildsofos escolésticos tipificaram 0s movimentos na cinematica
classica.

Com efeito. De acordo com Youschkevick (1976) a evolugéo do conceito de
funcdo divide-se em trés etapas principais: Antiguidade, ldade Média e Periodo
Moderno. Mas foi, sem davida na Idade Média, por motivos religiosos, que se iniciou o

processo de matematizacdo® do conceito de funcdo (REZENDE, 2003).

‘A partir desse momento adotaremos a expressdo PA para designar uma Progressdo Aritmética.
2 Termo utilizado por Rezende (2003) em sua tese de doutorado para denotar o processo de caracterizagdo
de uma relagdo funcional por uma expressao analitica.
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Nicolau de Oresme (1323-1382), por exemplo, ao estudar o movimento
uniformemente acelerado, representou num grafico a velocidade variando com o tempo
da seguinte maneira: marcou instantes de tempo ao longo de uma linha horizontal que
ele chamou de longitudes e representou as velocidades em cada tempo por linhas
verticais, perpendiculares as longitudes, que ele denominou latitudes. O grafico da
velocidade em funcdo de t, representado por uma linha reta, ilustra que a taxa com que a
grandeza velocidade varia em relacdo ao tempo é constante. Em outro momento
historico, tendo conhecimento dos ensinamentos de Oresme (1323 — 1382), Galileu
Galilei (1564 — 1642) estabeleceu a relacdo funcional entre as grandezas espaco
percorrido por um objeto se deslocando em uma rampa e tempo, observando apenas que
a sequéncia de dados obtidos para as medidas do espago percorrido gerava uma PA de
segunda ordem — veja, por exemplo, (BOYER, 1949). Ambos os fil6sofos observaram
os padrdes das grandezas dependentes (velocidade e espaco) em funcdo de uma variacdo
uniforme da varidvel independente t. Isto é, para uma sequéncia de valores do tempo em
PA, os valores das varidveis velocidade e posicdo do mével variavam conforme uma PA
e PA de segunda ordem, respectivamente, o que revelou para cada um deles as funcdes
polinomiais de grau 1 e de grau dois, que se encontravam implicitas nos modelos
observados (REZENDE, BORTOLOSSI & PESCO, 2012).

Se por um lado, o uso de PA foi (e pode ser ainda) instrumento para o estudo das
variacdes das funcdes polinomiais, essas, por outro lado, sdo funcBes reais. Uma
sequéncia de nameros reais € por definicdo — como sabemos — uma funcdo real f: IN >
IR. Uma PA é, na verdade, uma funcéo do tipo * polinomial de grau 1; uma PA de
segunda ordem é uma funcéo do tipo polinomial de grau 2; e assim, por diante.

Portanto, entre esses dois conceitos, PA e fungbes polinomiais, existem, do
ponto de vista epistemoldgico, uma relagdo de simbiose entre eles. Entretanto, no
ambito pedagdgico, ja haviamos observado por conta do TCC de graduacdo, uma falta
de articulacdo com o ensino desses dois topicos importantes do ensino basico de
matematica. Mas o0 que dizem as pesquisas na area de ensino de matematica?

Em nossa breve revisao de literatura, observamos que existem diversos trabalhos

interessantes, muitos deles sugerindo o uso de softwares educacionais para o ensino de

¥ Uma fung&o polinomial real tem como dominio o préprio conjunto dos nimeros reais. Como Nnos casos
considerados estamos restringindo os valores do dominio ao conjunto IN, dizemos que a funcéo citada é
do tipo polinomial. Em alguns momentos do texto, mais a frente, poderemos usar a nomenclatura
polinomial de forma indistinta. Particularmente, consideramos isso um preciosismo da linguagem
matematica.
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funcdes reais ou de progressdes aritméticas, mas sem fazer a articulagdo entre eles. E o
caso, por exemplo, do trabalho de dissertacdo de Salomdo (2007) que utilizou uma
planilha eletronica, no caso o Excel, para trabalhar o conceito de PA com um grupo de
oito alunos da 12 série do Ensino Medio do periodo noturno de uma escola da rede
publica. Outro exemplo, é a dissertacdo de Eduardo (2007) que explora o contexto do
ensino de PA para discutir questdes relacionadas ao desenvolvimento de processos de
iniciacdo a prova. O autor também utiliza softwares (no caso, o Cabri Géometre 1) para
explorar algumas propriedades de PA em atividades com os alunos.

Com relacdo ao universo do ensino de funcdes reais, 0 nimero de trabalhos é
bem maior. Para efeito de balizamento de nossas intencGes, destacamos sete deles:
(BRAGA, 2009), (SCANO, 2009), (SIQUEIRA, 2013), (GONCALVES FILHO, 2011),
(SCHONARDIE, 2011), (SILVA, 2009) e (BOTELHO, 2005).

Os trés primeiros se utilizam de softwares matematicos para realizarem
experiéncias didaticas em sala de aula. Braga (2009) investigou o processo de
compreensdo dos conceitos envolvendo funcdo afim e quadratica com alunos do 9° ano
do ensino Fundamental, com a utilizacdo de planilha. Scano (2009) desenvolve trabalho
similar ao de Braga. Fazendo uso do Geogebra, ele desenvolve uma sequéncia de ensino
para iniciar o estudo da fungéo afim com alunos do 9° ano do Ensino Fundamental que
contribuisse para o desenvolvimento da capacidade de expressar algébrica e
graficamente a dependéncia de duas variaveis de uma funcdo afim e reconhecer seus
elementos graficos. E Siqueira, utilizando-se dos recursos do software Geogebra,
desenvolve atividades o ensino de fungdes afim, quadréatica, exponencial e logaritmica
no ensino médio. Foram elaboradas atividades de ensino com o objetivo de realizar a
caracterizacdo dessas funcgdes.

Em outra linha temaética, Goncalves Filho (2011) e Schénardie (2011)
desenvolveram seus trabalhos tendo como referencial tedrico a modelagem matematica
como metodologia de ensino. Ambos os autores desenvolvem atividades para o ensino
de funcdo afim, tendo como publico alvo da pesquisa alunos do primeiro ano do terceiro
ciclo, utilizando a Modelagem Matemética como investigacdo e compreendido como
ambiente de aprendizagem.

Silva (2009) e Botelho (2005), em outra perspectiva procuram estudar e
caracterizar as variacdes de funcbes polinomiais. Silva (2009) elabora uma proposta
para o estudo das taxas de varia¢Oes de fungdes afim, quadratica e cubica sem o uso do

conceito de derivada. Faz isso considerando de forma sutil as taxas de variagOes
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instantaneas como aproximacdes de taxas de variacdes medias em intervalos cada vez
menores. A partir dessa ideia, desenvolve resultados e apresenta diversas aplicacfes
deste conceito a estas classes de fungdes que incluem, por exemplo, novas formas de
obtencdo dos seus graficos, a interpretacdo geométrica de seus coeficientes, bem como
resolver problemas simples e interessantes de otimizacé&o.

J& Botelho (2005), considerando o universo das funcGes afim e quadrética e
tomando como referéncia a abordagem adotada em (LIMA, 2013), propde uma
sequéncia didatica que caracteriza a variacdo dessas fungdes a partir de sua relacdo com
as progressdes aritméticas, a saber: dada uma PA (Xn) no eixo das abscissas, e f e g
funcbes afim e quadrética arbitrarias, entdo as sequéncias f(x,) e g(x,) sao
respectivamente progressoes aritmética de primeira e de segunda ordem. Em verdade, a
autora, assim como (LIMA, 2013), utiliza esse resultado no sentido inverso, e com as
adaptacOes necessarias, para caracterizar as funcées afins e quadraticas.

O nosso trabalho caminha mais na direcdo da proposta dessa Ultima abordagem,
que procura articular o estudo de funcdes polinomiais com o estudo de PA. Em verdade,
0 propésito desta dissertacdo € investigar como as FuncBes Polinomiais e Progressdes
Aritméticas podem ser articuladas tendo em vista a construcdo de uma sequéncia
didatica que possa servir de referéncia para 0 ensino desses topicos na educacdo basica,
de modo que considere 0s elementos potenciais intrinsecos a construcdo desses dois
conceitos matematicos. As articulacdes propostas neste trabalho podem ser consideradas
como um facilitador ou até mesmo uma forma diferente de observar tais contetdos. Este
trabalho se insere mais no ambito intradisciplinar do que interdisciplinar como
sugerem as propostas que se utilizam de modelagem matematica como metodologia de
ensino. As relagbes que se procuram aqui Se encontram no universo da propria
matematica. Outro ponto que gostariamos de destacar é que, apesar de considerarmos
importante 0 uso de softwares matematicos para a abordagem desses temas, neste
trabalho abrimos méo dos recursos computacionais. Eles existem e estdo presentes no
cotidiano, mas ainda estdo longe de ser uma realidade nas escolas publicas brasileiras.
Em particular, na escola publica em que trabalho, localizada na Nova Holanda,
Complexo da Mare, ndo dispomos desses recursos. Ha de ressaltar, no entanto, que o
material aqui construido pode ser adaptado para o ambiente interativo proporcionado
por esses softwares de matematica dinamica.

Iniciamos nossa pesquisa fazendo uma revisdo teorica sobre o assunto,

procurando destacar os resultados sobre Fungbes Polinomiais e Progressoes
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Aritméticas, que, ao nosso modo de ver, sdo elementos indispensaveis para a formacéo
do nosso aluno no ensino médio e que, além disso, sdo fundamentais para uma boa
organizacdo didatica desses temas na matematica escolar. Esses resultados sdo
discutidos no primeiro capitulo da dissertacao.

Isto posto, investigamos as recomendacdes e/ou orientagdes de documentos
oficiais (BNCC e PCN), de acordo com o que esta sendo indicado em cada texto base,
observando e descrevendo suas especificidades relacionadas ao estudo de funcdes
polinomiais e progressdes aritméticas. Os resultados dessa andlise encontram-se
registrados na primeira parte do capitulo 2 desta dissertacéo.

Em seguida, investigamos como os livros didaticos abordam tais assuntos. Para
tal escolhemos trés colecBes para serem analisadas, a saber: Matematica - Contexto &
Aplicacdes — Luiz Roberto Dante — Editora Atica — 32 edicdo — 2016; Matematica:
Ciéncia e Aplicacdes — David Degenszajn, Gelson lezzi, Nilze De Almeida, Osvaldo
Dolce, Roberto Périgo — Saraiva Educacdo — 9% edicdo — 2016; Matematica para
Compreender o Mundo — Kétia Stocco Smole, Maria Ignez Diniz — Saraiva Educacao —
12 edicdo — 2016. Escolhemos esses livros por terem sido aprovados no processo de
avaliacdo do PNLD de 2017 e, além disso, serem utilizados com bastante frequéncia no
Ensino Médio. Para a analise das cole¢cGes tomamos como referéncia as orientagcdes dos
documentos oficiais e se elas contemplavam, em algum grau, a correlagdo entre o
estudo de funcgdes polinomiais e progressdes aritméticas. Além disso, foram analisados
outros aspectos das obras selecionadas. O conteldo desta analise encontra-se na
segunda parte do capitulo 2.

Ultrapassada essa fase inicial da investigacdo, elaboramos uma sequéncia
didatica com oito fichas de atividades que realizem nossa proposta de articulacdo para
serem aplicadas em uma turma do Ensino Médio da rede publica estadual do Rio de
Janeiro. A experiéncia didatica foi realizada durante os meses de agosto, setembro e
outubro do ano passado contando com a participacdo dos alunos da turma do 1° ano da
Escola Estadual Professor Jodo Borges. O objetivo principal dessa experiéncia era
observar como os alunos iriam reagir a essa proposta, mapear as principais dificuldades
apresentadas e quais contetudos ndo foram bem assimilados pelos alunos. As fichas de
atividades foram aplicadas em forma de estudo dirigido, com a turma dividida em
grupos de quatro alunos, por um periodo total de 15 horas-aula.

A partir de uma adaptacdo do material didatico, foi elaborado um questionario

para ser preenchido por um grupo piloto de dez professores de matematica da educacao
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béasica. Neste caso, o principal objetivo era verificar o nivel de compreensao deles sobre
o0s conteudos de PA e Func¢des Polinomiais abordado nas fichas dos alunos.

Os relatos da experiéncia realizada com os estudantes do Ensino Médio, 0s
resultados dessa experiéncia e do formulario aplicado no grupo de professores sao
apresentados no capitulo 3 desta dissertacdo. E por fim, no ultimo capitulo tecemos
nossas consideragdes finais, procurando apontar alguns possiveis desdobramentos

futuros para este trabalho.
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Capitulo 1 - Funcgdes Polinomiais e Progressoes
Aritméticas

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades que relacionam o estudo das
fungBes polinomiais e das progressdes aritméticas. Antes de realizarmos estas
propriedades destacaremos alguns elementos essenciais de uma PA, em particular das
progressdes aritméticas de segunda ordem, que ndo sdo conhecidas em geral pela grande

maioria dos professores da educacéo basica.

1.1 - Progressfes Aritméticas:

Iniciemos esta secdo por apresentar uma definicdo de sequéncia de nimeros

reais.

Def. 1 — (LIMA, 2013) Definicdo de uma sequéncia humérica de nimeros reais:

Uma sequéncia numérica de nameros reais € uma funcdo real com dominio IN
que, a cada n associa um numero real a,. Os nimeros a, sdo chamados termos da
sequéncia. E comum indicar uma sequéncia escrevendo apenas uma lista ordenada de
seus termos:

di, dg, a3, . ,dn, . . -

Essas sequéncias podem ser finitas ou infinitas:

Def. 2 — (LIMA, 2001) Definicoes de sequéncias finitas ou infinitas:

Uma sequéncia é finita se é uma fun¢do cujo dominio é o conjunto dos nimeros
naturais de 1 até n (sequéncia finita, com n termos) e sera infinita se o seu dominio for o

proprio conjunto dos nimeros naturais.

Dentre as sequéncias de nimeros reais, nosso destaque neste capitulo € para as

Progressdes Aritméticas, que sdo usualmente estudas no ensino basico de matematica.

Def. 3— (IEZZI e HAZZAN, 2012) Definicdo da PA:

Chama-se PA uma sequéncia dada pela seguinte formula de recorréncia:
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v a;=a
v ay=a,_1+r ¥nelN, n>2

onde a e r sdo niimeros reais dados.

Assim, uma PA é uma sequéncia em que, cada termo, a partir do segundo, € a
soma do anterior com uma constante r dada.

A seguir apresentaremos algumas propriedades basicas de PA.

Propriedade 1 — (IEZZlI e HAZZAN, 2012) Férmula do termo geral:

an=ap+(n-1).

Utilizando a formula de recorréncia pela qual se define uma PA e admitindo

dados o primeiro termo (a;), a razdo (r) e o indice (n) de um termo desejado, temos:

d=a +r
az=a+r
ag=az+r
an:an.1+r

Somando essas n — 1 igualdades, temos:
(ap+aztas+..+ta)+tan=ag+(@+az+..+a)+(n-1).r

E,entdo,an=a;+(n-1).r

Observe entdo que a definicdo de PA como uma lista ordenada de nimeros reais,
feitas por recorréncia, se enquadra, naturalmente, na definicdo de sequéncias em termos
de funcdo:

l-a;

2o @m=a+r

3-oaz=a;+2r

n-a,=a +(n-1)r
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Propriedade 2— (IEZZ1 e HAZZAN, 2012) Interpolacdo aritmética:

Em toda sequéncia finita (a;, az, ... , @n-1, &), 0S termos a; e a,, sdo chamados

extremos e os demais sdo chamados meios. Assim, na PA (0, 3, 6, 9, 12, 15) os
extremos sdo 0 e 15, enquanto os meios séo 3, 6, 9 e 12.

Interpolar, inserir ou intercalar k meios aritméticos entre os nimeros a e b
significa obter uma PA de extremos a; = a e a, = b, com n =k + 2 termos.

Para determinar os meios de uma PA é necessario calcular a razéo, o que é feito

assim:

an:a1+(n—1).r—>b=a+(k+1).r—>r=g.

Propriedade 3 — (IEZZ1 e HAZZAN, 2012) Soma dos elementos de uma PA:

H H 7 - - - , +1
A soma dos n primeiros niimeros inteiros positivos é S, = "(”2 )

Demonstracéao: faremos a demonstracdo por inducdo finita:
I) Paran =1, temos: 1 = @ (sentenca verdadeira)

I1) Admitamos a validade da férmula para n = p:

1+2+3+...+p:@

E provemos paran=p + 1:

_p(p+1)

1+2+3+..+p+(p+1)= . +(p+1):l’(p+1)+2(10+1):(P+1)(P+2)

2 2

Entéo,1+2+3+...+n:@,AnelN*.

Demonstraremos a seguir que toda PA € a restri¢cdo de uma funcéo polinomial de
grau 1 (adotaremos também neste caso, a nomenclatura “fun¢do do tipo polinomial de

grau 17).

Propriedade 4 — (DANTE, 2016) Conexao entre PA e funcado polinomial de grau 1:

Toda PA é arestricdo de uma funcdo polinomial de grau 1.
Demonstracao:
Considerando uma PA (as, ay, as, ..., an, ...) derazdo r, r = 0, cujo termo geral é

a,=a;+(-21r.
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Tomando a, = f(x), n = x, onde x ¢ IN* temos que a representacdo geomeétrica
dessa PA é formada por pontos do gréfico de:
f(x) = a; + (x—1)r, dados por (1, a1), (2, @2), ..., (n, @), ...

Exemplo 1: Dada uma PA de razdo 3 (r = 3), onde seu primeiro termo vale 1
(a1 = 1), determine a funcdo do tipo polinomial de grau 1 que define a PA.
Solucéo:

ap,=ar+(n-1r

ph=1+(n-1)3

pn=3n-2

Temos uma func¢éo do tipo polinomial p(n) = 3n - 2.

Observemos a seguir os graficos da PA (1, 4, 7, 10, ...), definida por
p(n) = 3n - 2, onde n ¢ IN* e gréfico da funcdo polinomial de grau 1, de IR em IR,
definida por p(x) = 3x — 2.

Figura 01: grafico da PA (1, 4, 7, 10, ...);
p(n)=3n-2

Fonte: o autor

Figura 02 - gréafico da funcdo real
p(x) =3x—-2

Fonte: o autor

Exemplo 2: Dada uma PA de razdo — 2 (r = — 2), onde seu primeiro termo vale 10

(a1 = 10), determine a funcéo do tipo polinomial de grau 1 que define a PA.

Solugéo:

an=a;+(n-1r




ph=10+(n-1)(-2)

Pph=-2n+12,

Observemos a seguir os graficos da PA (10, 8, 6, 4, ...), definida por
p(n) = —2n + 12, onde n ¢ IN* e grafico da funcdo polinomial de grau 1, de IR em IR,

definida por p(x) = — 2x + 12, respectivamente:

Figura 03: grafico da PA (10, 8, 6, 4,...) Figura 04: grafico da fungdo: p(x) = -2x +12

Fonte: o autor Fonte: o autor

Isto posto, trataremos agora das Progresses Aritméticas de segunda Ordem.

Def. 4 — (LIMA, 2006) PA de sequnda ordem:
Uma PA (pn) é de segunda ordem quando a sequéncia das diferencas entre cada

par de termos consecutivos, (4pn) = (Pr+1 — Pr), € uma PA ndo degenerada’.
Exemplo 3: A sequéncia p, = n? é uma PA de segunda ordem de razio 2.

Tabela 01: PA de segunda ordem de razéo 2

n 1 [2 [3 [a4 5 6 7 8
P 1 [4 |9 [16 |25 [36 |49 |64
APn = Post — Pn 3 |5 |7 |9 11 13 15

Fonte: o autor

4 ~ s . ~ .
Uma PA ndo degenerada é aquela que possui razao diferente de zero.
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Logo a sequencia € uma PA de segunda ordem, onde sua razéo € igual a 2 (r = 2).

Exemplo 4: A sequéncia p, = 3n + n— 1 é uma PA de segunda ordem de raz&o 6.

Tabela 02: PA de segunda ordem de razéo 6

n 1 |2 [3 [4 [5 |6 7 8
P 3 |13 |29 |51 |79 |111 |151 | 199
A Pn = Pres— Pn 10 |16 |22 |28 |34 |40 |46

Fonte: o autor
Logo a sequencia é p, uma PA de segunda ordem de razéo 6 (r = 6).

Ao observar os exemplos anteriores, percebemos uma particularidade, as
sequéncias apresentadas tém como termo geral um polindbmio de grau dois. Sera
coincidéncia? Ou serd que podemos generalizar que toda PA de segunda ordem esta
associada a uma funcdo polinomial de grau dois?

A seguir podemos ver os graficos das progressdes de segunda ordem dos

exemplos 1 e 2.
Figura 05 - grafico de uma PA de segunda ordem p, = n?

Fonte: o autor
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Figura 06 — gréfico da sequéncia p, = 3n*+n—1

Fonte: o autor

1.2 — Funcdes Polinomiais:

A funcdo polinomial, de natureza simples e elementar, tem um papel destacado
na matematica e nas ciéncias. Podemos observar diversas situacGes do cotidiano ou da
ciéncia em que uma funcdo polinomial é bastante Util para modelar ou resolver um
problema. Esta importancia foi apresentada em um dos textos elaborados pelo projeto
Klein.

Em geometria, por exemplo, a area de um circulo é proporcional ao
guadrado do comprimento do seu raio e a area do quadrado é igual ao
guadrado do comprimento do seu lado. Na disciplina de Fisica, vocé
ja deve ter ouvido falar de equacdo horaria de um corpo em queda
livre, energia potencial elastica de uma mola, energia cinética, etc. A
fungdo polinomial do segundo grau é bastante Util nesses contextos!
Outros exemplos, na area de economia, de biologia ou em &areas mais
diversas do conhecimento (...). (REZENDE, 2013)

Em outro paragrafo, o autor destaca a simplicidade das funcfes polinomiais:

Assim, dois fatores conspiram a favor das fungdes polinomiais: ou 0s
fendmenos cientificos se encaixam maravilhosamente em modelos
descritos por fungbes polinomiais, ou essas funcdes satisfazem a
condi¢do do “menor esfor¢co” do intelecto humano que, para vencer
problemas de natureza mais complexa, tende a realizar uma
simplificacdo dos modelos a serem utilizados. De um fato temos
certeza: a simplicidade dessas funcbes € realmente encantadora!
(REZENDE, 2013)
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A seguir apresentamos uma definicdo de funcéo polinomial de grau n:

Def. 5 — (LIMA, 2013): Defini¢do de uma fungéo polinomial real de grau n:

Diz-se que f: IR — IR é uma fungdo polinomial quando sdo dados niimeros reais
ap, a1, ... , an-1 , &, NA0 nulo, tais que, para todo x ¢ IR, tem-se:

f(x) = aX" + anaX" + ...+ ax + ag
Antes de estudarmos a relacdo que existe entre os estudos de PA e funcdes
polinomiais destacaremos algumas caracteristicas interessantes das func@es polinomiais,

algumas delas retiradas do artigo citado acima.

i) Encantadora porgue é simples:

Ao calcularmos o valor de uma fungdo polinomial em um ponto, utilizamos
apenas operacOes algébricas elementares como a adicdo, a multiplicacdo e suas
operacdes inversas. Por exemplo, dada a funcéo f definida por f(x) = x*> + 0,5x — 3, f(4)
pode ser calculado, utilizando uma “calculadora padrdo”, fazendo as seguintes
operacOes: 4x4 +0,5x4 -3 =16 +2 -3 =15.

ii) Local x Global:

Outro fator importante € a visibilidade que essas fungdes apresentam. Dada uma

funcdo polinomial f de grau n, quando conhecido (n +1) de seus valores, podemos
conhecer qualquer outro valor da funcdo em qualquer outro ponto do seu dominio; quer
dizer, quando conhecidos f(xy), f(X2), ... , f(Xn+1), para Xy, Xa, ... , Xn+1 € IR, f(x) pode ser
determinado para qualquer valor de x ¢ IR.

Por exemplo, a funcéo definida por f(x) = 0,5x> — x* + 0,5x &, com efeito, a (inica
funcdo polinomial de grau trés que assume os valores f(-1) = -2, f(0) = 0,
f(1) = 0 e f(2) = 1. Logo, sabendo que esta € uma funcdo polinomial de grau 3, podemos

determinar algebricamente qualquer outro valor de f para um numero real x.
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Figura 07 - gréfico da funcéo f(x) = 0,5x* — x* + 0,5x

Fonte: (REZENDE, 2013, p.02)

iii) Funcdes diferenciaveis e aproximacoes polinomiais:

Certas fungdes reais apresentam virtudes de continuidade e diferenciabilidade. O
grafico de uma funcdo diferencidvel pode, localmente, ser aproximado por uma reta. Tal
afirmacdo € equivalente a dizer que uma funcdo diferenciavel pode ser aproximada
localmente por uma funcdo polinomial de grau um. Dai, podemos calcular valores
aproximados de uma funcdo f na vizinhanca de um ponto onde f é diferenciavel,
considerando a funcdo polinomial de grau um ou uma funcdo constante que melhor
aproxima a funcdo dada na vizinhanca desse ponto. Uma demonstracdo deste resultado
pode ser encontrada em diversos livros de célculo, como por exemplo, em
(GUIDORIZZI, 2001, p. 465-466).

Esse processo de aproximacdo de uma funcdo diferenciavel por uma funcédo
polinomial de grau 1 ou por uma funcdo constante pode ser visualizada (literalmente)
por meio de um software de matematica dindmica. Observe a figura 08 a seguir. Nela
observamos uma sequéncia de ampliacdes (com a ferrramenta zoom +) do gréafico de
uma diferenciavel na vizinhanca de um ponto. Ao ampliarmos o grafico de uma funcédo
diferencidvel uma sequéncia de vezes, este fica similar a uma reta — curva proxima ao

gréafico da funcdo polinomial de grau 1 que aproxima a funcdo diferenciavel localmente.
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Figura 08 - ampliacdo do grafico de uma funcdo diferenciavel usando a ferramenta zoom +

10.2%,2.497) / (054, 243 / (68, 218

e ca i 140 1A (m AT

Fonte: (REZENDE, 2013, p.02)

Mas, serd que podemos aproximar uma funcao diferenciavel por uma funcéo
polinomial de grau dois?

Brook Taylor (1685-1793), um de aluno de Newton (1643-1727), percebeu que
se uma funcdo real é n-vezes diferenciavel, entdo podemos aproximar esta fungdo por
uma funcdo polinomial de grau n na vizinhanca de um ponto do seu dominio. Taylor
observou também que quanto maior o grau do polinémio, melhor seria a aproximacéo
realizada. As fungdes: exponencial, trigonométricas seno e cosseno sao infinitamente
diferencidveis. Sendo assim, todas elas podem ser aproximadas localmente por uma
funcdo polinomial de grau n (que também ¢é infinitamente diferenciavel) onde o erro
cometido sera tdo menor, quanto maior for o grau do polinémio (polindmio de Taylor).
Em verdade, o que temos é que o resto:

Rn(X) = f(X) — pn(X) tende a zero de forma mais rapida tanto quanto maior for o
grau do polindmio de Taylor pn(X).

Uma versdo desse resultado pode ser visualizada em (GUIDORIZZI, 2001, p.
480).

Seja f diferenciavel até a ordem n no intervalo | e seja x, € .

O polindmio

P(X) = f(Xo) + f2(x0) (X- Xo) + [f7°(x0)[21] (X- Xo)? +...+ [FV(Xo)/N1] (X- Xo)"
denomina- se polinémio de Taylor, de ordem n, de f em torno de Xo.

O polindmio de Taylor , de ordem n, de f em torno de X, é 0 Unico polinémio de
grau no maximo n que aproxima localmente f em torno de x, de modo que o erro E(x)
tenda a zero mais rapidamente que (x- Xo)", quando x tende a X,.

Um demonstragdo para esse resultado pode ser vista (GUIDORIZZI, 2001, pp.
481-482).
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1.3 — Funcdes polinomiais e PA:
Nesta secdo trataremos mais especificamente das relaces entre as fungdes
polinomiais e progressdes aritméticas, Abordaremos apenas o0s casos das funcdes

polinomiais de graus 1 e 2.

1.3.1 — Funcéao polinomial de grau 1 e PA

Em secdo anterior vimos que uma PA é uma funcdo p, do tipo afim. Uma
questdo que se pde € a seguinte: dada uma PA p1, P2, ... , Pn, ... € Uma funcgéo
polinomial f de grau 1, o que podemos afirmar sobre a sequéncia f(p1), f(p2), -..., f{(Pn),...?

O proximo teorema responde a questao:

Teorema 1:

Sejaf: IR — IR definida por f(xX) = ax + b, a e b nUmeros reais, a # 0.

Considere xi, ...., X, uma PA de 12 ordem. Entdo a sequéncia f(xi), ...., f(X )
também serd uma PA de 12 ordem.

Demonstracao:

Considere X1, X2, X3, ...., X, uma PA.

Aplicando a funcéo f aos valores da PA, obtém-se o seguinte desenvolvimento:

f(x) = axq + b
s f(x2) — f(x1) = alxz — x1)

f(x)) =ax, + b
. f(x3) — f(x2) = a(xs — x2)

f(xs) =axza+Db

f(Xp1) = axp1 + b
f(Xn) — f(Xn-1) = a(Xn — Xn-1)

A

f(x,) = ax,+b

Como xi, X2, X3, ...., X, € uma PA, tem-se que

(X2 —X1) = (X3 —X2) = ... = (Xn—Xn-1) = r (razdo da PA)
Portanto,

f(x2) — f(x1) = f(x3) — f(x2) = f(Xy) — f(Xn-1) =r.@

isto e,

f(x1), ...., f(xn ) € uma PA de razdo r.a.
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Por estes fatos, podemos afirmar que: uma funcéo polinomial de grau 1 qualquer

aplicada a uma PA de 12 ordem tem como resultado uma nova PA de 12 ordem.

Exemplo 5.

Considere a funcdo polinomial de grau 1 f: IR — IR definida por f(x) =2x + 1 e

(1, 2, 3,4, 5, 6)° uma PA de 12 ordem.

Atribuindo os valores da PA na coordenada x da funcéo, temos:

f(1)=21+1=3
f2)=22+1=5
f(3)=23+1=7
f(4)=24+1=9

f6)=25+1=11
f(6)=2.6 +1=13

Observamos que ao ser utilizado a PA (1, 2, 3, 4, 5 e 6) no dominio, os valores
f(2), (2), 1(3), f(4), f(5) e (6) formam uma PA de 12 ordem e de razéo 2.

A seguir foi construido o gréafico desta Gltima PA.

Figura 09 - Representacdo de pontos da PA f(1) ... f(6)

12

10

4

Fonte: o autor

Os pontos do gréafico da PA encontram-se sobre o grafico da fungéo f.

® Nos exemplos das fungdes polinomiais ser&o atribuidos 6 valores para as mesma.

30



Exemplo 6:

Considere a fungédo polinomial de grau 1 f: IR — IR definida por f(x) = —2x + 1

e aseguinte PAx, =3+ 2(n-1)

Assim, f(x,) é dada por:
Xx1=3+2(1-1)=3 -
X,=3+2(2-1)=5 -
X3=3+23-1)=7 -
Xg=3+2(4-1)=9 -
xs=3+2(5-1)=11 -
X =3 +2(6-1) =13 -

fix)=-23+1=-5
fix) =—25+1=-9
fixs) =— 2.7 +1=—13
f(xe) =—2.9+1=—17
fixs) =-211+1=-21
fixg) =—2.13+1=—25

Observamos que ao ser utilizado a PA x, no dominio, onde f(x1), f(x2), f(x3), f(Xa),

f(xs) e f(xs) formando uma PA de 12 ordem e de razéo — 4.

Figura 10 - representacdo de pontos da PA f(x,).

2

4 6 8

-10

-12

-14

Fonte: o autor

Os pontos do grafico da PA encontram-se sobre o grafico da funcéo f.

Exemplo 7:

Seja f: IR — IR definida por f(x) = ax + b, e a PA de 1% ordem (1, 2, 3, 4, 5, 6).

Observe que:
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f(l)=a+bh

f(2) =2a +b
f(3)=3a+b
f(4) = 4a+b
f(5)=5a+b
f(6) = 6a +b

Desenvolvendo a diferenca entre os termos consecutivos desta Ultima sequéncia,
obtém-se o seguinte resultado:

f2)-f(l)=(a+b)-(a+b)=a

f3)-f(2)=(Ba+b)-(2a+b)=a

f(4) -f(3)=(4a+b)—(3a+b)=a

f(5) —f(4) = (5a+b)—(4a+b)=a

f(6) — f(5) = (6a + b) — (5a + b) = a

Por meio destes resultados anteriores, pode-se concluir que a os termos f(1), f(2),
f(3), f(4), f(5), f(6), nesta ordem, formam uma PA de 12 ordem, pois a diferenca entre 0s
termos consecutivos é uma constante a.

No caso que a > 0 (e a + b > 0), tem-se o seguinte grafico para a sequéncia f(n).

Figura 11 — representacdo de pontos da PA f(x,).

6a +b I
a
5a +b

4a +b

3a+b i
|a

Za+b 1
F

Fonte: o autor
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No caso que a <0 (e a + b > 0), tem-se o grafico similar ao caso anterior para a
sequéncia f(n). Quando o valor de a for negativo o grafico sera representado uma curva

decrescente.

Observe, que, em ambos os casos, quando a PA x, tem razdo 1, a razdo da PA
f(x,) € o préprio valor a.

Por outro lado, surge uma questdo digna de nota: Seja f: IR — IR que leva
qualquer PA x,, definida no eixo das abscissas, em uma PA f(x,), no eixo das ordenadas.
Podemos afirmar que f necessariamente é uma funcao polinomial de grau 1? O teorema

seguinte responde esta questao.

Teorema 2: (LIMA, 2013) Teorema Fundamental da Proporcionalidade:

Seja f: IR — IR uma funcéo crescente. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(1) f(nx) = nf(x) para todo n ¢ IR

(2) Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo x ¢ IR

(3) f(x+y) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € IR

Demonstracao:
Provaremos as implicag¢des (1) — (2), (2) — (3) e (3) — (1). Afim de mostrar que
(1) — (2), provaremos inicialmente que, para todo numero racional r = %, a hipotese (1)

acarreta que f(rx) = rf(x), seja qual for x ¢ /R. Com efeito, tem-se:
n . f(xr) = f(nrx) = f(mx) = m . f(x),
logo:

f(xr) = % ) =r . f(X)

Seja a = f(1). Como f(0) = f(0 . 0) = 0 . f(0) = 0, a monotonicidade de f nos da
a =f(1) > f(0) = 0. Assim, a é positivo. Além disso, temos f(r) =f(r . 1) =r . f(1) =r.
a=raparareQ.

Mostremos agora que se tem f(x) = ax para todo x ¢ IR.

Suponha, por absurdo, que exista algum numero real x (necessariamente irracional) tal
que f(x) # ax. Para fixar ideias, admitamos f(x) < ax. (O caso f(x) > ax seria tratado de
modo analogo.) temos:

1@
a

Tomemos um numero racional r tal que:
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10 < r<x.
a

Entdo f(x) < ar < ax, ou seja, f(x) < f(r) < ax. Mas isto é absurdo, pois f é crescente
logo, como r < x, deveriamos ter f(r) < f(x). Esta contradicdo completa a prova de que
(1) — (2). As implicagdes (2) — (3) e (3) — (1) sdo 6bvias.

Teorema 3: (LIMA, 2013) Caracterizacdo da funcdo afim:

Se funcdo mondtona f: IR — IR transforma qualquer PA Xi, X2, ... , Xi, ... numa PA

y = f(x1), Y2 = f(X2), ..., yi = f(X;), ... entdo f € uma funcao afim.

Demonstracao:
Com efeito, neste caso a nova fungdo g: /IR — IR, definida por g(x) = f(x) — f(0),
transforma qualquer PA noutra PA, e agora tem a propriedade g(0) = 0. Mostremos que
g é linear.
Para todo x ¢ IR, 0s numeros — X, 0, x formam uma PA, logo 0 mesmo ocorre com 0s
nameros g(- x), 0, g(x). Por conseguinte, g(— x) = — g(x).
Em seguida, consideremos x ¢ IR e n ¢ IN. Entdo os nimeros 0, X, 2X, ... , hx formam
uma PA, o mesmo se dando com suas imagens por g: 0, g(x), g(2x), ... ,g(nx). A razéo
desta progressdo pode ser obtida tomando a diferenca entre o segundo e o primeiro
termo, logo esta razdo € g(x). Segue-se entdo que g(nx) =n. g(x). Finalmente, se n é um
ndmero inteiro negativo, temos — n ¢ IN logo g(nx) = — g(— nx) = —(—n. g(x)) = n.g(x).
Assim, vale g(nx) = ng(x) para todo »n ¢ Z e todo x ¢ IR. Pelo Teorema Fundamental da
Proporcionalidade, segue-se que g € linear: g(x) = ax, portanto, pondo f(0) = b, temos:
fx)=gx) +f(0)=ax+b

para todo x ¢ IR, como queriamos demonstrar.

Observacdo 1: como uma funcéo polinomial de grau 1 é uma funcéo afim, o resultado

acima serve também para caracterizar as func6es polinomiais de grau 1.

1.3.2 — Funcéao polinomial de grau 2 e PA de sequnda ordem:

De modo analogo ao que fizemos na sec¢do anterior, uma questdo que se pde é a
sequinte: dada uma PA Xi, X2 , ..., Xn, ... € uma funcdo polinomial f de grau 2, 0 que
podemos afirmar sobre a sequéncia f(x1), f(x2), ...., f(xn),...?

O préximo teorema responde a questao:
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Teorema 4: Seja f: IR — IR definida por f(x) = ax* + bx + ¢, a e b nimeros reais,
a # 0. Considere X, ...., X, uma PA de 12 ordem. Entdo a sequéncia f(xi), ...., f(Xn )

também serd uma PA de 22 ordem.

Demonstracao:
Tomando X1, Xo, X3, ..., Xn Sendo uma PA.
Aplicando a funcéo f aos valores da PA, obtém-se o seguinte desenvolvimento:
f(x1) = x;°a+xib + ¢
L ) — f(xe) = (2% —x:D)a + (X2 — x1)b = (X2 + X)r.a + r.b = Af{x1)
f(x2) = x2%a + xob + ¢
. fxe) — f(x2) = (Xa© — x2D)a + (X3 — X2)b = (X3 + X2)r.a + r.b = Af{xy)
f(xs) = xs°a + Xsb + ¢
L (xe) = f(xs) = (X4® — XaD)a + (X4 — X3)b =(X4 + X3)r.a + r.b = Af{xs)
f(xs) = xs°a + xsb + C
f(xs) — f(Xa) = (Xs° — Xs2)a + (X5 — X4)b = (X5 + Xg)r.a + r.b = Af{xs)
f(xs) = Xs°a + Xsb + €
. f(xe) — f(xs) = (Xe® — Xs°)a + (X6 — Xs5)b = (Xg + Xs)r.a + r.b = Af{xs)

f(Xs) = Xg@ + Xgb + C

f(Xn-1) = (Xp-12@ + Xp1b + C)

f(Xn-1) — F(Xn-2) = (Xn-1” — Xn22)a + (X1 — Xn-2)b = (Xn1 + Xn-1)r.a + 1.b
f(Xn) = (Xn’a + Xab + C)

f(Xn) = F(Xn-1) = (Xn® = Xn19)a + (Xn — Xn-))D = (X + Xn2)F.a + 1.b = Af{xn1)
Basta verificar que a sequéncia Af(x,) € uma PA.

De fato,

Afxn) = Af(xn-1) = fXn+1) — T(xn) — (F(xn) = T(Xn-1)) =

[(Xn+1 + Xp)ra + rb] — [(Xn + Xp-1)ra + rb] = (Xn+1 + Xn— Xn— Xp-1)ra =

[(Xn+1—Xn) + (Xn—Xn-1)]ra = [r + r]ra = 2r2a

Assim f(x,) € PA de 22 ordem e de ordem 2r2a.
Por estes fatos, podemos afirmar que: uma funcéo polinomial de grau 2 qualquer

aplicada a uma PA de 12 ordem tem como resultado uma nova PA de 22 ordem.

35



Exemplo 8:
Considere a funcéo polinomial de grau 2 f: IR — IR definida por

f(x) =3x2—-xe (1, 2, 3,4, 5, 6) uma PA de 12 ordem.

Atribuindo os valores da PA na coordenada x da funcdo, temos:

f(1)=3.1°-1=2

f(2) =3.22-2=10

f(3)=3.3°-3=24

f(4) =3.4°-4=44

f(5) = 3.5°—5 =70

f(6) = 3.6°— 6 = 102

Observamos que ao ser utilizado a PA (1, 2, 3, 4, 5 e 6) no dominio, onde f(1),
f(2), 1(3), f(4), f(5) e f(6) formando uma PA de 22 ordem.

Desenvolvendo a diferenca entre o0s termos consecutivos, observamos o0s
seguintes resultados:

f2)-f(1)=10-2=8

f(3)-f(2)=24-10=14

f(4) - f(3) =44 -24=20

f(5) - f(4) =70 -24 =26

f(6) — f(5) =102 - 70 = 32

Por meio destes valores encontrados nas diferencas, podemos visualizar que se
formou uma PA de razéo 6.

(8,14,20, 26, 32)

A seguir foi construido o grafico da PA de segunda ordem.
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Figura 12 — Representacdo de pontos da PA f(xy) ... f(Xe)
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Exemplo 9:
Considere a funcdo polinomial de grau 2 f: IR — [R definida por

f(x) = — x> + 2x + 1 e aseguinte PA x, = 1+ 3(n - 1)

Assim, f(x,) é dada por:

xx=1+301-1)=1 - fix))=-12+21+1=2

Xo=1+3@2-1)=4 -  f(x))=-4°+24+1=-7

Xs=1+3B-1)=7 -  f(xg)=-7"+27+1=-34

X =1+3@4-1)=10 »  f(x) =-10°+210+1 =-79

Xs =1+ 3(5-1) =13 - f(xs) =—13° +2.13+1 =— 142

Xe =1+ 3(6-1)=16 — f(xe) = —16° + 2.16 + 1 =—223

Desenvolvendo a diferenca entre os termos consecutivos desta Ultima sequéncia,
obtém-se o seguinte resultado:

f(x2) —f(x1) = -9

f(x3) — f(x2) = — 27

f(x4) — f(x2) = — 45

f(xs) — f(x4) = - 63

f(xg) — f(xs) = - 81

Observamos que ao ser utilizado a PA x, no dominio, onde f(xy), f(x2), f(x3), f(x4),
f(xs) e f(xg) formando uma PA de 22 ordem e de razdo — 18.

A seguir foi construido o grafico da PA de segunda ordem.
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Figura 13 — Representacdo de pontos da PA f(x,)
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Exemplo 10: Seja f: IR — IR definida por f(x) = ax* + bx + c, e a PA de 12 ordem
1,2,3,4,5,6).

Observe que:

f(l)=a(l)’+bl+c=a+b+c

f2Q)=a(2*+b2+c=4a+2b+c

f3)=a(@B)’+b3+c=9a+3b+c

f(4) =a(d)?+b4+c=16a+4b+c

f(5) =a(5)* +b.5 +c=25a+5b +¢

f(6) = a(6)* + b.6 + c = 36a + 6b + C

Desenvolvendo a diferenca entre os termos consecutivos desta Gltima sequéncia,
obtém-se o0 seguinte resultado:

f2)-f(l)=(@a+2b+c)-(a+b+c)=3a+b

f(3)—f(2) = (Qa+3b+c)—(4a+2b+c)=5a+bh

f(4) -f(3)=(16a+4b+c)-(Qa+3b+c)=7a+b

f(5) - f(4) = (25a+5b +c) - (16a+4b+c)=9a+b

f(6) — f(5) = (36a + 6b + c) — (25a + 5b +c) = 1la+b

Dai, pode-se concluir que a 0S termos

[f(2) - f(1), f(3) — f(2), f(4)—f(3), f(5) — f(4), {(6) — f(5)], nesta ordem, formam uma PA

de 12 ordem, pois a diferenca entre os termos consecutivos é a constante 2a.
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Lema 01:
Tomando g fungéo continua, com g(0) =0 e g(1), ... ,g(n) uma PA de segunda ordem.

Sabendo que g(n) — g (n-1) é uma PA de 1* ordem, logo existem o ¢ B € IR tal que
g(M -9(n-1) =an +

Observe que:
91)-g0) =a+p
9@2)-gl)=a2+p
9@)-g2)=a3 +p

g(n) —-9(n-1) =an +
Somando as equacgdes, temos:

gin)—g0) =a(l +.. +n) +np

g(n)Zan(n;l)+n,3=%n2+%n+nﬁ

g(n) =12+ (S + B

Existem a, b ¢ IR tais que: g(n) = an?+ bn

Teorema 5: (LIMA, 2013))Caracterizacdo da funcdo polinomial de grau 2

(quadrética):

Se f: IR — IR ¢ uma fungdo continua que transforma toda PA ndo-constante xj,

X2, ..., Xn, ... NUMa PA de segunda ordem n&o-degenerada y; = f(X1), y2» = f(X2), ... , yn =
f(xn), ... , entdo f € uma fungdo quadrética.

Demonstracao:

Seja f: IR — IR uma fung¢@o continua com a propriedade de transformar toda PA
de segunda ordem nao-degenerada. Substituindo f(x) por g(x) = f(x) - f(0), vemos que g
tem as mesmas propriedades de f e mais a propriedade adicional de que g(0) = 0.
Considerando a PA 1, 2, 3, 4, 5, ..., vemos que os valores g(1), g(2), ..., g(n), ....
formam uma PA de segunda ordem nao-degenerada. Logo existem constantes a # 0 e b
tais que
g(n) = an’ + bn
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Em seguida, fixemos arbitrariamente um numero p ¢ IN e consideremos a PA
1p, 2p, 3p, ..., pn, ...
g(pn) = a(pn)” + b(pn)
Como pn e IN, temos
g(pn)=a(pn)? + bpn = ap2n? + bpn, ¥n,p ¢ IN.
De onde: a(p) = ap?e b(p) = bp
g(pn) = ap?n?+bpn, ¥n, p e
Logo, para quaisquer nimeros naturais n e p vale:

g(p(%)) = g(n) = an? + bn = ap( £ 2 + bp(2).

De onde; g(g):a(g)2+b(§).

Vemos entdo que as funcBes continuas g(x) e ax* + bx sdo tais que

g(r) = ar? + br para todo niimero racional positivo r = s.

Segue-se que g(x) = ax® + bx para todo ndmero real positivo x. De modo

analogo, considerando a PA -1, -2, -3, ..., concluiriamos que g(x) = ax® + bx para todo

x < 0. Logo, pondo f(0) = c, temos f(x) = g(x) + c, ou seja,

f(x) = ax? + bx + c, para todo x ¢ IR.
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Capitulo 2 - O Ensino de Fung¢des Polinomiais e Progressoes
Aritméticas

2.1 — Orientac0es oficiais.

Nesta secdo serdo destacadas algumas orientacGes curriculares para o ensino médio
mostram ser importante para o ensino de funcgdes reais, em particular as func¢des polinomiais,
no ambito nacional. Para esta revisdo escolhemos o PCN (Parametro Curricular Nacional) e a
BNCC (Base Nacional Comum Curricular) para realizar esta pesquisa. Procuraremos dar
énfase em como estdo sendo propostos os estudos das fungdes polinomiais e das sequéncias
numericas, as articulagdes entre esses topicos e algumas relagdes com outros temas, além das

metodologias de ensino sugeridas.

2.1.1 - PCN:
A andlise deste texto foi desenvolvida priorizando o que esta sendo relacionado com o

tema deste estudo, que seria funcdo polinomial e progressdo, observando os destaques e a
forma que devem ser abordados tais temas. De acordo com o mesmo, o tema de funcdes no
ambito da matematica do Ensino Médio pode ser desenvolvido com a contribuicdo da
tecnologia como um facilitador de aprendizagem. De fato, o uso de tecnologias no ensino de
matematica em sentido amplo contribui com novas possibilidades didaticas e atitudes mais

proativas dos discentes, muito mais do que a simples memorizacdo de formulas.

Assim, as funcbes da Matematica descritas anteriormente e a
presenca da tecnologia nos permitem afirmar que aprender
Matematica no Ensino Médio deve ser mais do que memorizar
resultados dessa ciéncia e que a aquisicdo do conhecimento
matematico deve estar vinculada ao dominio de um saber fazer
Matematica e de um saber pensar matematico.

(PCN, 2000)

A leitura, a construcdo de graficos e suas interpretacGes ajudam sobremaneira no
estudo de fungbes, pois a visualizacdo do grafico revela para os estudantes algumas
propriedades “escondidas” em sua representagdo algébrica.

Outro elemento facilitador para a compreenséo de alguns conteddos matematicos seria
a atitude interdisciplinar, ou seja, a relacdo que determinado tema matematico pode apresentar

em diferentes disciplinas. Neste sentido, o conceito de funcdo é realmente privilegiado,
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podendo ser usado para a interpretacdo de diversos fenébmenos do cotidiano e de outras areas
do conhecimento.

Além das conexdes internas a propria Matematica, o conceito de
funcdo desempenha também papel importante para descrever e
estudar através da leitura, interpretacdo e construcdo de gréaficos, o
comportamento de certos fendmenos tanto do cotidiano, como de
outras areas do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou
Economia.

(PCN, 2000)

O ensino de funcbes sem articulagdo com o mundo real pode se tornar um dos maiores
obstaculos para a aprendizagem dos estudantes. E muito comum, por exemplo, o
questionamento feito pelos estudantes aos seus professores perguntando sobre por que
estudam isso?”. Uma contribuicdo para a tentativa da solucdo desta pergunta seria a
construcdo de situacbes problemas, as mais diversas possiveis, que envolvem esse conteldo,
tal e como sugere o proprio PCN.

Cabe, portanto, ao ensino de Matematica garantir que o aluno
adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito de funcdo em
situacOes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de
situacBes problema de Matematica e de outras &reas, o aluno pode
ser incentivado a buscar a solugdo, ajustando seus conhecimentos
sobre fungdes para construir um modelo para interpretacdo e
investigacdo em Matematica.

(PCN, 2000)

Neste trabalho de dissertacdo, como ja afirmado anteriormente, daremos énfase
também as relacOes intradisciplinares que o conceito de funcdo estabelece com outros topicos
ou campos da propria matematica: sua relacdo com o estudo de sequéncias (onde esta baseado
nosso estudo), com a matematica financeira, a geometria etc.. Como o préprio texto do PCN
(2000) afirma, “as sequéncias, em especial progressoes aritméticas e progressoes geométricas,
nada mais sdo que particulares fungdes”. As progressdes aritméticas sao fungdes do “tipo
afim”; as progressdes geométricas sao do “tipo exponencial”; e as progressoes aritméticas de

segunda ordem (pouco estudadas na educacao basica) sdo do “tipo quadratica”.

2.1.2 - BNCC
A BNCC (Base Nacional Curricular Comum), apesar de controversa, € um documento
mais completo em termos de orientagdes especificas para o professor. Em nossa analise,

usaremos tanto a “base” do Ensino Médio, como a do Ensino Fundamental.
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O documento geral € organizado, em cada etapa (Ensino Médio e Ensino Basico), por
area de conhecimento, que por sua vez sdo organizadas por competéncias especificas de area.
No Ensino Fundamental, as competéncias especificas de é&rea sdo organizadas por
componente curriculares e competéncias especificas de componentes. No Ensino Médio, as
competéncias especificas de area sdo organizadas em habilidades especificas. Esta estrutura
de Competéncias e Habilidades é consequéncia de uma discussdo das ultimas décadas que é
consoante 0s termos preconizados na LDB.

Para facilitar a compreensdo da BNCC, assim como do nosso proprio texto, cabe
apresentar o sistema de cddigos utilizados no documento. Na BNCC as habilidades
especificas sdo representadas por meio de cddigos. Por exemplo, o cdédigo (EM13LGG103)
refere-se a terceira habilidade proposta na &rea de Linguagens e suas Tecnologias relacionada
a competéncia especifica 1, que pode ser desenvolvida em qualquer série do Ensino Médio,
conforme definicdes curriculares.

e EM - Indica a etapa de Ensino Médio.

e 13— O primeiro par de nimeros indica que as habilidades descritas podem ser
desenvolvidas em qualquer série do Ensino Médio, conforme definicdo dos curriculos.

e LGG - A segunda sequéncia de letras indica a area (trés letras ou duas letras), onde a
abreviacdo de Matematica e suas Tecnologias.

e 103 — Os numeros finais indicam a competéncia especifica a qual se relaciona a
habilidade (1° numero) e a sua numeracdo no conjunto de habilidades relativas a cada
competéncia (dois Ultimos nimeros).

O codigo (EM13MAT401) refere-se a competéncia especifica 4(Compreender e
utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de representacdo matematicos
(algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo
de resultados de problemas)de Matematica do Ensino Médio.

Tendo em vista o objetivo desta pesquisa restringiremos nossa analise do documento
no que diz respeito as orientacBes e conexdes sugeridas em relacdo ao ensino de funcdes
polinomiais e progressdes aritmeticas. O estudo de fungdes, no documento, € proposto
inicialmente para ser realizado a partir do 9° ano. Nesta etapa, sugere-se que o0 conceito de
funcdo seja apresentado como rela¢fes de dependéncia univoca entre duas variaveis.

(EFO9MAO06) Compreender as funcbes como relacbes de
dependéncia univoca entre duas varidveis e suas representagdes
numérica, algébrica e grafica e utilizar esse conceito para analisar
situacdes que envolvam relagdes funcionais entre duas variaveis.
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(BNCC, 2017)

O documento sugere trabalhar, ainda neste nivel, com as representacbes numeérica,
algébrica e grafica do conceito de funcdo. O documento destaca também a importancia de
“que os alunos estabelecam conexdes entre variavel e fungdo e entre incognita e equagdo”,
estabelecendo dessa forma conexdes do conceito de fungdo com conteidos que pertencem ao
dominio do Ensino Fundamental. (BNCC, 2017)

Ao analisar o texto da Base referente ao Ensino Médio, as primeiras habilidades
pertencentes a fungdes seriam a analise de seus gréaficos, suas taxas de varia¢fes, podendo ter
0 apoio de tecnologias. O texto sugere ainda explorar as func¢des polinomiais de 1° e 2° graus
como modelos para a resolucédo de problemas.

(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagcbes econdmicas,
sociais e fatos relativos as Ciéncias da Natureza que envolva a
variacdo de grandezas, pela analise dos graficos das funcgdes
representadas e das taxas de variacdo, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungdes
polinomiais de 1° ou 2° graus, para resolver problemas em contextos
diversos, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(BNCC, 2017)

Com efeito, a contextualizacdo e 0 uso da representacdo grafica sdo estratégias que,
contribuem para a formacdo geral do estudante. Em verdade, o texto destaca que, para uma
melhor compreensdo do aluno sobre o tema, é fundamental que este seja estimulado a
explorar diferentes registros de representacdo, realizando tanto conversfes da representacédo
algébrica para a representacdo gréafica e vice-versa.

(EM13MAT401) Converter representacdes algebricas de funces
polinomiais de 1° grau em representacbes geométricas no plano
cartesiano, distinguindo 0s casos nos quais 0 comportamento €
proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos de
algebra e geometria dindmica.

(EM13MAT402) Converter representacdes algébricas de funcdes
polinomiais de 2° grau em representacbes geométricas no plano
cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma variavel for
diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou ndo a
softwares ou aplicativos de algebra e geometria dinamica, entre
outros materiais.

(BNCC, 2017)

A representacdo geométrica das funcbes polinomiais de 1° e 2° grau no plano
cartesiano pode ser explorada com softwares e aplicativos de matematica dinamica. Um bom
exemplo de software com esse perfil é GeoGebra, disponivel em

https://www.geogebra.org/?lang=pt.
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Outras competéncias indicadas no texto referem-se a habilidades relacionadas a
investigacdo e a formulagdo de argumentos, que podem ser induzidas por manipulacdes ou
experimentacdes com diferentes materiais concretos ou tecnologias digitais. Por meio desta
metodologia os estudantes comecam a formular contraexemplos e elaborar argumentos para
validar suas proposic¢des, dando um importante passo para desenvolvimento de suas proprias
demonstragOes. Observar padrdes, criar generalizagdes e construir modelos utilizando fungéo
polinomial de 1° e 2° graus sdo habilidades de grande importancia na formacdo matemaética
dos estudantes. Elas encontram-se relatadas em (EM13MAT501) e (EM13MAT502) e
representam o foco de nosso trabalho.

(EM13MAT501) Investigar relagBes entre nimeros expressos em
tabelas para representa-los no plano cartesiano, identificando
padrdes e criando conjecturas para generalizar e expressar
algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo quando essa
representacdo é de fungéo polinomial de 1° grau.

(EM13MAT502) Investigar relagbes entre ndmeros expressos em
tabelas para representd-los no plano cartesiano, identificando
padrdes e criando conjecturas para generalizar e expressar
algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo quando essa
representacdo é de funcao polinomial de 2° grau do tipo y = ax’.
(BNCC, 2017)

Em outro momento, o texto da BNCC destaca a relacdo entre funcdes afins de
dominios discretos com progressGes aritméticas e a relacdo entre progressdes geométricas
com funcBes exponenciais. Por outro lado, nada se fala sobre progressdes aritméticas de
segunda ordem e sua relacdo com funcdes quadraticas.

(EM13MATS507) Identificar e associar progress@es aritméticas (PA)
a fungdes afins de dominios discretos, para analise de propriedades,
deducéo de algumas formulas e resolucao de problemas.
(EM13MAT508) Identificar e associar progressdes geométricas
(PG) a fungdes exponenciais de dominios discretos, para analise de
propriedades, deducdo de algumas fdérmulas e resolucdo de
problemas. (BNCC, 2017)

Problemas de otimizacdo sdo sugeridos apenas no estudo de fungdes quadréaticas, em

contextos envolvendo Superficies, Matematica Financeira ou Cinematica.

(EM13MAT503) Investigar pontos de maximo ou de minimo de
funcBes quadrdticas em contextos envolvendo superficies,
Matemdtica Financeira ou Cinematica, entre outros, com apoio de
tecnologias digitais. (BNCC, 2017)

45



Na proxima secdo faremos uma breve andlise de Livros Didaticos, procurando detectar
0 estado da arte, enfatizando nosso principal objeto de estudo: articulagcéo entre o estudo de

fungdes polinomiais e progressdes aritméticas.

2.2 - Analises de Livros didaticos

Nesta secdo faremos uma breve analise de Livros Didaticos, procurando dar
énfase ao nosso principal objeto de estudo: a articulagdo entre os estudos de funcdes
polinomiais e progressdes aritméticas no ensino basico de matematica.

Para fazer essa analise nos reportaremos aos livros aprovados no ultimo
Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) do Ensino Médio, visto que esses ja
passaram de alguma forma por um crivo de avaliacéo.

O PNLD foi criado em 1985, com a edicdo do Decreto n® 91.542, de 19/8/85,

que trouxe, dentre outras, as seguintes mudancas:

e Indicacdo do livro didatico pelos professores;

« Reutilizacdo do livro, implicando a aboli¢&o do livro descartavel e o
aperfeicoamento das especificacbes técnicas para sua producéo,
visando maior durabilidade e possibilitando a implantagdo de bancos
de livros didaticos;

 Extensdo da oferta aos alunos de 12 e 22 série das escolas publicas e
comunitarias;

e Fim da participagdo financeira dos estados, passando o controle do
processo decisorio para a FAE e garantindo o critério de escolha do
livro pelos professores.

Em 2002 inicia-se a distribuicdo integral dos livros didaticos para as séries finais
do ensino fundamental, mas é apenas em 2005 que ha a primeira distribuicao parcial dos
livros didaticos para o ensino médio, contemplando apenas as disciplinas de portugués e
matematica com distribuicdo para a 1° série das regides norte e nordeste. A partir do ano
2006 inicia-se a distribuicdo parcial dos livros didaticos para todas as regides do pais. E
aos poucos vdo sendo inseridos livros didaticos de outras disciplinas. Atualmente, o
PNLD é voltado para toda a educacdo bésica, exceto a educacao infantil. A insercéo
dos livros didaticos de forma gratuita no ensino médio é algo relativamente recente nas
escolas publicas.

Com base no guia do PNLD do Ensino Médio de 2017, observa-se que oito

obras foram aprovadas:
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e Matematica - Contexto & Aplicagdes — Luiz Roberto Dante — Editora Atica
3% edicdo — 2016
e Quadrante — Matematica — Diego Prestes Eduardo — Editora SM
12 edicdo — 2016
e Matematica: Ciéncia e AplicacGes — David Degenszajn, Gelson lezzi, Nilze De
Almeida, Osvaldo Dolce, Roberto Périgo — Saraiva Educacao
92 edicdo — 2016
e Matematica para Compreender o Mundo — Kétia Stocco Smole, Maria Ignez
Diniz — Saraiva Educacao
12 edicdo — 2016
e Matemética: Interacéo e Tecnologia — Rodrigo Balestri - Editora Leya
2% edicdo — 2016
e #Contato Matemaética — Joamir Souza, Jacqueline Garcia — Editora FTD
12 edicdo — 2016
e Matemaética — Paiva — Manoel Paiva — Editora Moderna
3% edicdo — 2016
e Conexdes Com a Matematica — Fabio Martins De Leonardo — Editora Moderna
3% edicdo — 2016 selecionamos os trés livros que sdo escolhidos na
maioria das escolas Publicas, sdo eles: “Matematica: Contexto e Aplicacdes”;

“Matematica: Ciéncia e Aplicacdes”; e “Matemdtica para compreender o

Mundo”.

Em nossa andlise, conforme ja anunciado, procuraremos observar: exemplos,
exercicios e aplicagdes com outras areas do conhecimento; a relagdo existente entre
fungdes polinomiais (de grau 1 e grau 2) e progressdes aritméticas (de 12 ordem e 22
ordem). Os resultados da andlise de cada um dos livros serdo apresentados em
subsecdes a parte e, em cada uma delas, analisaremos os topicos fung¢bes polinomiais de

grau 1 e de grau 2, em topicos separados.

2.2.1 - Livro 1: Matematica: Contexto e Aplicacdes — Dante:

2.2.1.1 - Funcéo polinomial de grau 1:

A funcdo polinomial de grau 1 é iniciada com problemas do cotidiano, utilizando

as seguintes exemplificacOes: salario mensal de um comerciante e uma corrida de taxi.
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Figura 14 — Introducéo a fungdo polinomial de grau 1

— ST
‘, Situagoes iniciais
Um representante comercial recebe, mensalmente, um salario composto de duas partes: uma par

te fixa, no valor de R$ 2500,00 e uma parte variavel, que corresponde a uma comissac de 6% (0,06)
sobre o total das vendas que ele faz durante o més. Nessas condicdes, podemos dizer que:

salario mensal = 2 500,00 + 0,06 - (total das vendas do més)

Observe que o salario desse vendedor € dado em funcao do total de vendas que ele faz durante o més.
Representando o total de venda por x, temos

s{x) = 2500,00 + 006x
ou s(x) = 0,06x + 2 500,00

ouy=0,06x + 250000 (1)

Esse & um exemplo de funcdo afim

Fonte: (Dante, 2016, p.73)

O topico 4, do capitulo de funcdo polinomial de grau 1, apresenta a taxa de
variacdo média da funcdo afim, apresentando uma representacéo grafica deste conceito.
Porém, na prépria figura, pode-se observar o erro no grafico da funcdo ao indicar uma
pequena curvatura no final da reta.

Figura 15 — Taxa de variacdo média da funcdo afim

) Taxa de variacdo média da funcdo afim
flx) =ax+ b

Em qualquer funcao f: IR — IR, quando damos um acréscimo h a variavel x, passando de x para x + h,
ha, em correspondéncia, um acréscimo f(x + h) — f(x) no valor da funcao.

Dados x e x + h nimeros reais, com h # 0, o nimero
Je=h)—Flx]

h chama-se taxa de variacao média da

funcdo f no intervalo [x, x + h].

1)

fix + h)-

it
A ij(x  h) — fix)

X

T t
. X x+th

b

Fonte: (Dante, 2016, p.75)

Uma relagdo importante apresentada nesta obra aparece no topico 7 deste
capitulo. Trata-se da explicacdo do significado do coeficiente angular (ou inclinacao) e
a relacdo da equacdo da reta com o grafico da funcdo polinomial de grau 1 associada.
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Entretanto, a observacdo apresentada so faz sentido se 0s eixos x e y encontram-se na

escala 1:1.

Figura 16 — Equacéo da reta da funcdo polinomial de grau 1

Equacao da reta
Seja uma funcao afim f{x) = ax + b, dizemos que y = ax + b é a equacao da
reta r, dada pela funcdo. Assim, a = XZ—JL, que na funcao afim é a taxa de
X2 X1
variacao, agora, na reta, recebe o nome de coeficiente angular (ou inclinacao
da reta) da reta.
A relacao entre o coeficiente angular com o angulo de indinacao a que o

eixo Ox forma com a reta r € dada pora = tan a.

Se P(x, y) € um ponto genérico de uma reta r, entao o coeficiente angular a e
um ponto Po(Xo, yo) dela determinam essa reta:

a= u:”)” Yo=alx —xo) = ¥ =Yo +alx— X
X Xo

Essa € a equacao da reta que passa pelo ponto P(x,, y,) e tem coeficiente
angular a.

= _‘1_(£’__P_)_ = tan a
d(Po, C)

Fonte: (Dante, 2016, p.83)

Os diversos exercicios propostos neste capitulo apresentam diferentes
dificuldades. Para alguns exercicios resolvidos apresenta-se um passo a passo, com 0
intuito de mostrar para os alunos uma forma de resolucdo, explicando o que esta

compreendido na questdo proposta.
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Figura 17 — Exercicio resolvido

0= - n passo a pZSSO: exercicio Z
Exercicios resolvidos ™

1. Calcule a taxa de variacao da funcao cujo grafico 1. Lendo e compreendendo
é uma reta que passa pelos pontos A(1, 3) e B(5, 6). a) O que é dado no problema?
Verifique se a funcao afim cujo grafico € essa Um grafico de barras com o nimero de espécies
reta é crescente ou decrescente. em extincao de 1983 a 2007.
Resoluco: oo =Fhei) b) O que se pede?
Sabemos que: a = L2 J TNy # x;. Em O ndmero de espécies em extincao em 2011
X X
A(1, 3) temos f{1) = 3 e em B(5, 6) temos f(5) = 6.
; 6-3 3 2. Planejando a solucao
Assim, g = —— = —. T X
5—1 4 Devemos usar o grafico do enunciado para fazer a
Portanto, ataxa y projecao do nimero de espécies em extincao em
de variacdo € | r 20M. E essencial perceber que esse grafico é uma
igual a i‘ Em flx) — fix) funcao afim e, portanto, devemos obter a taxa de
4 3 variacao dessa funcao.
outras palavras,
34
arazaoentrea A" ! x-x 3. Executando o que foi planejado
variacao dos va- ' A : 2 i y
lores de f{x) e a | i Precisamos obter a lei da funcao afim que relaciona
g T o numero de espécies em extincao com o ano. Do
correspondente 1 5 Vi 5 &
T ) 3 grafico, temos que f{1983) = 239 e f{2007) = 461
variacao dos valores de x no intervalo [1, 5] € i Genericamente, uma funcdo afim é do tipo:
= + b.
Como = > 0, afuncao afim é crescente. J=ackh oo -
4 g Vamos obter a taxa de variacao a dessa funcao
fazendo:

M Dacaluida nacea ~ nacen

Fonte: (Dante, 2016, p.80)

No trecho descrito pelo autor como “Outras conexdes”, apresenta-Se a correlagdo
existente entre uma fung@o polinomial de grau 1 e uma PA, destacando que uma PA
pode ser escrita como uma funcdo afim. Em seguida, o autor estabelece uma

caracterizacdo da funcdo afim por meio de progressdes aritméticas.

Figura 18 — Relag&o entre PA e fungdo.

Observacao: Esse resultado pode ser provado de modo geral: se f: R — R € uma funcao afim definida por
fix) = ax + be x;, X5, X3, .., X, .. € uma progressao aritmética de razao r, entao f{xy), fixz), fixa), ..., fx), .. também
€ uma progressao aritmética e sua razao é a - r. E, reciprocamente, se uma funcao crescente ou decrescente,
f R = R, transforma qualquer progressao aritmética x;, X, X3, ..., X, .. em uma outra progressao aritmética
fix), fixa), fixa), .., f(x), ., entao fé uma funcao afim.

Fonte: (Dante, 2016, p.89)

Apo0s tal observacdo o autor procura explicar o fato por meio de exemplos

particulares.
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Figura 19 — Relacdo entre PA e funcdo exemplificada.

Funcao afim e progressao aritmética (PA)

Uma progressao aritmética (PA) € uma
sequéncia em que cada termo, a partir
do segundo, € o termo anterior mais
uma constante, chamada razao da
progressao aritmeética.

Por exemplo, a sequéncia:

1,4,7,10,13,16,19, ...

€ uma progressao aritmética de razao 3.
Consideremos agora a funcao afim f: R — R definida por f{x) = 2x + 1.

Vamos constatar que:

1), f18), £(7), f10). f13). £(16), f19), -..

€ também uma progressao aritmética.

Assim,
fix)=2x+1 flo)y=2n
) =3 f3) =27
fin=15 f(19) = 39; etc.

Observe que:

3.9,15, 21, 27,33, 39, ...

Ha um relacionamento muito importante entre a funcao afim e uma progressao aritmética.

Fonte: (Dante, 2016, p.89)

Posteriormente, o texto propde trés exercicios que exploram esse assunto, com

destaque para o exercicio 45 que estimula a construgdo de modelos afins para a

resolugdo de um problema de cinematica.
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Figura 20 — Exercicios sobre PA e funcédo

Exercicios

42.Dada a progressao aritmética -2, 3,8,13,18,23,...e a
funcao afim f(x) =3x — 1:
a) determme a razao dessa progressao aritmética;

b) venf‘que que f{-2), f(3), f(8), f(13), f118), fi23), ... &

~

45.Fisica
Um ponto material percorre um trajeto retilineo com
velocidade constante. A posicao desse ponto mate-
rial no instante f, = 0s € S, = 100 m e, no instante
=50s,65=400m.

43.Se tivermos uma PA x;, X;, ...,

44.Sef: IR — R & uma funcao afim que transforma a PA

tambem uma prc gressao aritmética (PA);
..... 53,68

c) determme arazao dessa nova progressao aritmeética. t,=0

t*SOs $(m)

r=15
X, .. de razao 3 que é

levada a outra PA yy, yy, ..., ¥, ... pela funcdo afim

flx) = 4x +1,qual é a razao dessa segunda PA?
r=12(4-3=12)

2,4,6,8,10,12,14, ..em outra PA 9,17, 25, 33, 41,49, 57,
.., qual & alei dessa funcao afim? fix) = ax -1

¢) a posicao noinstante t = 105 i
d) oinstante em que a posn;ao $€1000m. ¢ 155

T
0 50 100 'ISD 200 ZSO 300 35() 400 450 500 SSO

Nessas condicoes, determine:
a) a velocidade desse ponto material; v = 60 m/s

b) a funcao da posicao em relacao ao tempo;

60t - 100

algebricamente,

Fonte: (Dante, 2016, p.91)

2.2.1.2 - Funcéo polinomial de grau 2:

A funcdo polinomial de grau 2 foi introduzida por Dante por meio de um

= ax’ + bx + ¢, parax ¢ IR.

problema de otimizacdo, em que se quer descobrir, dentre todos os retangulos de mesmo
perimetro, aquele que tem maior area. Logo depois, define funcdo quadratica

como sendo aquela cuja expressdo analitica tem a forma:

Figura 21 — Definicdo funcdo quadratica

‘L Definicdao de funcao quadratica

..~ Relina-se com um colega, considerem um retangulo de

perimetro 20 m e tentem responder as questoes a seguir.

a) Todos os retangulos de mesmo perimetro tém a mesma
area? wao.

b) Caso nao tenham a mesma area, existem algumas dimen-
soes do retangulo que resultem em uma area maxima? sim.

Uma funcao f: R — R chama-se
quadratica quando existem
nimeros reais a, b, ¢, com a # 0,
tal que f(x) = ax* + bx + ¢
para todo x £R.

fR—->R

X=ax*+bx+c

Fique atento!

Para chegar as suas conclusoes, testem
diversas dimensoes passiveis parao
retingulo considerado (por exemplo,
ele pode ter 8m de comprimentoe2 m
delargura, ou7 mde comprimentoe

3 mdelargura, etc) e calculemo
perimetro ea drea.

Comente com osalunos
que afun¢do quadmitica
também recebe o nome
de "fungdo polinomial do
22 grau” e que a fungdo
quadratica que leva

x SERaax* + bx+¢
também pertence a R

Fonte: (Dante, 2016, p.103)
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O autor utiliza outras situacdes que envolvem diferentes conteldos matematicos,
podendo ser representadas por uma fungdo quadrética. Citados no livro tém os seguintes
exemplos: quantidade de diagonais de um poligono; fenémenos da fisica (movimento

uniformemente variado); total de partidas disputadas em um esporte.

Figura 22 — Geometria e funcdo quadrética

Na Geometria

Vocé ja estudou, no Ensino Fundamental, que o nimero de diagonais (@) em um poligono convexo de n

n(n -

lados € dado por d(n) = % Vamos relembrar.

n=3 d=0 n=4 d=2

T

n=>5 d=5 n==6 d=9

Fonte: (Dante, 2016, p.104)

Ainda na parte sobre Contexto e Aplica¢cdes do Dante, o topico 10 apresenta a
conexdo entre funcdo quadratica e PA de segunda ordem. Segundo o autor, dada uma
PA (X,) no eixo das abscissas, os termos f(x,) ndo formam uma PA, porém a razdo da
diferenca entre os elementos consecutivos geram uma PA, isto é, f(x,) €, desta forma,
uma PA de 22 ordem.
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Figura 23 — Conexao entre funcao polinomial do 2° grau e PA

(&) Conexdo entre funcdo quadratica
e progressao aritmetica

Ja vimos no capitulo anterior que uma funcao afim f(x) = ax + b transforma uma progressao aritméti-
ca em uma outra progressao aritmética. Vimostambém que essa propriedade caracteriza a funcao afim, ou
seja, se uma funcao tem essa propriedade, ela é considerada afim e, reciprocamente, se ela for afim, tera
essa propriedade.

Vejamos agora o que ocorre com a funcao quadratica.

Consideremos a funcao quadratica f(x) = x” e a progressao aritmética:
13,579 0,20 +1,x

€Vvejamos 0 que ocorre com:

1) =1 - f(7) =49

«fB)=9 «f(9) = 81 flan — 1) =4n* —4n +1
fl6) =25 fM =121 <f2n + 1) =4n*+4n +1

assim, obtemos a sequéncia:

1,9,25,49,81,121,..,4n° — 4n + 1,4n> + 4n + 1, ..

Fonte: (Dante, 2016, p.135)
Seguidamente, o autor propde alguns exercicios para os alunos usarem esse
resultado.

Figura 24 — Exercicios sobre funcdo polinomial de grau 2 e PA

’ »
EXQF‘CICIOS 71. Exercicio 75: razdo da primeira PA: 1; razdo da Ultima PA: 2;0= 1;2ar =2-1-¥ =2 l,tcun:‘.o]\

Exercicio 76:razdo da primeira PA: 2; razdo da dltima PA:8;a = % 2ar" = 21 - 2 = 8(correto)
75.Dada a progressaoaritmética 1,2, 3,4,5,..,n,n +1,.. | 77.E possivel provar que, se r é a razdo da primeira PA,
ea funcéo quadréticaf(x) =+ 1, Veriﬁque que a entdo a razio da Gltima PA sera 2ar’. Constate esse
sequéncia formada pela diferenca dos termos conse- fato nos dois exercicios anteriores.
cutivos de f{1), f{2), f3). f4), fi5). .. fin), fln +1)...€ | 78 padaa progressdo aritmétical,4,7,10,13,16,..,3n +1,...
uma PA. Euma PAderazio2 e afuncdo quadratica f{x) = 4x* — 4x +1:

a) verifique que a sequéncia formada pela diferenca

76.Dada a progressaoaritmétical,3,579,1,..,2n+1,.. dos termos consecutivos de f{1), fid), f{7), f110),£(13),

e afuncaoquadraticafix) = x* — 2x + 1 verifique que SU16), ..., fi3n + 1), ... 6 uma PA; £ uma PA de razio 72

a sequéncia formada pela diferenca dos termos con- b) determine as razoes da primeira e da dltima PA.

secutivos de f{1), f(3), f5). f(7). f(9), fM), ... fi2n —1), Constate que, se ré a razao da primeira PA, a razao

fl2n +1),...é uma PA. £ uma PAde razios. da Gltima pode ser encontrada por 2ar’. 70 %

Razdo da Ultima PA: 72:0 = 4: 20" = 2- 4- 3* = 72 (wrreto)

Fonte: (Dante, 2016, p.135)

2.2.1.3 - Progressdo aritmética:

O tema PA ¢ iniciado com uma situacdo problema relacionada a uma empresa
que propGe um aumento constante de produtos ano apds ano. O autor apresenta a
definicdo deste contetdo de forma algébrica, inserindo suas propriedades e principais

caracteristicas.
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Figura 25 — Definicdo de PA

Definicao

Progressao aritmética (PA) é toda sequéncia de nimeros na qual
a diferenca entre cada termo (a partir do segundo) e o termo
anterior € constante. Essa diferenca constante é chamada razao
da progressao e é representada pela letra .

Fonte: (Dante, 2016, p.212)

Quanto aos exercicios de PA, podemos perceber que o autor varia o nivel de

dificuldade das questes de forma crescente, proporcionando aos alunos a observagéo

de questdes algébricas, apresentando também questbes contextualizadas.

Figura 26 — Exercicios sobre PA

Exercicios

12. Verifique se a sequéncia dada & uma PA e, se for, dé o
valordarazdor.
a) (2,5,8,1,14) par=3
b) (15,10, 5,0, —5) #a.s
Q) (2,3,57)Nscera
4 5 1
d (1,_'_.2) PAr=—
) 3" 3
&) (11+v3,1+243,1+33) ear - 43
1 2 3 ) -
—, —,—| N3oePA
0 (2 "3'4
13. Escreva a PAde:
a) cinco termos, em que o ¥ termo é @, = 7 e 3 razao

ér=4;PA{7,1,15,19,23)
b) quatro termos, em que o 12 termo é g, = —6ea
razao ér = 8.pPa(-6,2.10,18)

14. Determine a formula do termo geral de cada PA:
3) (2, ¥ A ), Gp = 5n

3,comneN*

N

24. taoueis Dada uma PA as + a; = 2, qual é o valor de
a,+ ag?2

25. EMoueta Suponham que, em 2013, um determinado
cometa tenha passado pela Terra. Se esse cometa
faz uma passagem pela Terra a cada 34 anos, entao
quantas vezes ele teria passado pela Terra de 1500
até 20132 16 vezes

26. Eaousia Sabe-se que trés nimeros inteiros estao em
PA. Se esses numeros tém por soma 24 e por produto
120, calculem os trés nameros. 1,8,150u 15, 8, 1

27. AaOooeE A producdo de uma industria cresceu em
PA nos meses de janeiro a dezembro. A producao no
més de outubro foi de 190 maquinas e a diferenca
de producao nos meses de agosto e de marco foi de
50 maquinas. Quantas maquinas foram produzidas
em novembro? 200 maquinas

Fonte: (Dante, 2016, p.216)

Neste capitulo o autor retoma o estudo de funcédo afim, definindo PA como uma

restricdo da funcdo afim no dominio dos nimeros naturais.
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Figura 27 — Conexdo entre PA e funcédo afim

Consideremos aPA (1,3,5,7,9,..). Como ja estudado, essa PA € uma funcao de
dominio IN*, cujo grafico € o conjunto de pontos ao lado.

Fique atento!
Nio podemos tracar uma reta continua unindo
esses pontos, pois o dominio éIN* e ndoR.

O termo geral dessa PA € dado por:
ag,=a+n-=1N)r=a=1+Mn-1)2=a,=2n-1

Essa funcao é afim do tipo f(x) = ax + b,coma = 2 e b = —1, mas restrita
aos naturais positivos.

De modo geral, se considerarmos uma PA (a,, a3, as, ..., Gy, ...)
de razaor,r # 0, cujo termo geral éa, = a, + (n — 1)r,
a representacao geométrica dessa PA é formada por pontos
do grafico da funcao afim f(x) = a, + (x — 1)r, dados por
(. @), (2, @), .. (n, @), ...

Conexao entre progressao aritmetica e funcao afim

Fonte: (Dante, 2016, p.218)

Entretanto, ndo ha investimento em questdes que explorem essa relagdo entre PA

e funcdo, ou ainda com funcdo quadratica.

2.2.2 - Livro 2 : Matematica — Ciéncia e Aplicactes — Gelson lezzi:

2.2.2.1 - Funcéo polinomial de grau 1:

Nesta obra a funcdo polinomial de grau 1 foi introduzida por trés exemplos do

cotidiano: uma corrida de taxi; salario de um corretor de imdveis e valor a ser pago num

restaurante self-service. O autor utiliza estes exemplos para facilitar a visualiza¢do da

ideia que envolve o conceito de fungéo afim.
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Figura 28 — Introducdo a funcdo polinomial

EXEMPLO 1

Antonio Carlos pegou um taxi para ir a casa de sua namorada, que fica a 15 km de distancia,

O valor cobrado engloba o preco da parcela fixa (bandeirada) de R$ 4,00 mais R$ 2,20 por
quildmetro rodado (nao estamos considerando aqui © tempo em que o taxi ficana parado em um
eventual congestionamento).

Ou seja, ele pagou 15 + R$ 2,20 = R$ 33,00 pela distancia percorrida mais RS 4,00 pela ban-
deirada; i1sto €;

R$ 33,00 + R$ 4,00 = RS 37,00
Se a casa da namorada ficasse a 25 km de distancia, Antonio Carlos pagaria, pela corrida:
25 - R$ 2,20 + R$ 4,00 = R$ 59,00,
Podemos notar que, para cada distancia x percorrida pelo taxi, ha certo prego p para a corrida,
Nesse caso, a formula que expressa p (em reais) em fungao de x (em quildémetros) é:

plx) = 2,20 - x + 4,00

que é um exempio de funcao polinomial do 19 grau ou funcao afim.

Fonte: (lezzi, 2016, p.70)

Logo depois, utiliza a definicdo de forma algébrica, generalizando o seu conceito
e propriedades.

Em termos de aplicacdes de conteido, o autor destaca 0 movimento uniforme e
movimento uniformemente variado. Durante a exemplificacdo de movimento uniforme,
a posicao s de um objeto é apresenta como uma funcédo polinomial de grau 1 do tempo t.
Destaca-se no texto que qualquer taxa de variagdo média desse tipo de funcdo é um

valor constante.

Figura 29 — Movimento uniforme e uniformemente variado

Movimento uniforme e movimento
uniformemente variado

Vamos imaginar que vocé esteja na estrada em um automovel no qual o velocimetro se mantém sem-
pre na mesma posicao (durante um determinado intervalo de tempo) indicando, por exemplo, 80 kmvh.

Nas aulas de Fisica vocé |5 deve ter aprendido gue se trata de um movimento uniforme: se conside-
rarmos intervalos de tempo iguass, o automovel sofre variagoes de espaco iguais (no exemplo, o automovel
percorre 40 km a cada meia hora ou 20 km a cada 15 minutos e assim por diante)

Decorre dai que a funcao hordria dos espacos, no movimento uniforme, &

s{)y=s, +v+t ¥

« s(t) representa o espaco correspondente ao tempo t, com t = 0; observe que s e t sdo as grandezas
relacionadas;

« as constantes s, e v representam, respectivamente, o espaco inicial (correspondente at = 0) e a
velocidade escalar (velocidade do movel em cada instante considerado)
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Observe que * representa a lei de uma fungdo do 1% grau: y = ax + b, com x e y representados por t
e s, respectivamente. A taxa média de variagao dessa fungdo é constante e igual ao coeficiente de x, que
vale a. Desse modo, em “* | v representa a taxa média de variagao dos espagos, considerando o intervalo

det at;:
S8 o
t -t

Fonte: (lezzi, 2016, p.83)

Em seguida s&o apresentados exemplos de situacGes que envolvem grandezas
diretamente proporcionais, estabelecendo estudos comparativos de registros em tabelas
e graficos cartesianos, destacando a propriedade de que as taxas de variacGes sdo
constantes para esses tipos de funcgdes.

Figura 30 — Grandezas diretamente proporcionais

—I’ Grandezas diretamente proporcionais

Um técnico, tendo a sua disposicao uma balanga e alguns recipientes
de vidro, mediu a massa de alguns volumes diferentes de azeite de oliva e
montou a seguinte tabela:

(2=

SERGO DOTTA FRUTHE NEXT

Experiéncia Volun'.le Massa N sﬁ
n2 (em mililitros) | (em gramas)
1 100 80
2 200 160
3 300 240
4 400 320
5 500 400
6 1000 800 Técnico pesando azeite em um
7 2000 1600 laboratério.

Com os resultados obtidos, o técnico construiu o grafico abaixo.

Massa
800 . - - - ...’,‘

3204
240 4

16040

INSELL PP & \@° Volume

Fonte: (lezzi, 2016, p.77)
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Figura 31 — Grandezas diretamente proporcionais

Ele notou, entdo, que havia vérios pontos alinhados determinando uma reta, a qual passa pela origem
do sistema cartesiano, ou seja, tinha obtido o grafico de uma funcao linear.
Ao observar os pares de valores da tabela, o técnico percebeu que, em todas as experiéncias, a razao
entre @ massa e o volume era 0,8:
80 160 400

——=08 =08

100 200 500 0.8

Fonte: (lezzi, 2016, p.77)
Os exercicios propostos sdo apresentados em ordem crescente de dificuldade,
explorando tanto representacdo grafica como a representacéo algébrica.

Figura 32 — Exercicios

31 Determine a taxa média de variagao das seguintes 3% Avalonizagao anual do prego (em reais) de um qua-

fungdes do 1= grau dro & constante. Seu preco atual é R$ 4500,00. Ha
1 ‘ quatro anos, o quadro custava R$ 3300,00. Qual

a) f(x) = 4x + bl c) hix) =x + 2 sera o seu preco daqui a cinco anos?

b) glx) = —3x d) i(x) =4 — x

35 O custo C, em milhares de reais, de produgao de
x litros de certa substancia é dado por uma fungao

32 0O grdfico ao lado mostra a ;
gre : i, L afim, com x = 0, cujo grafico esta representado

evolucdo da massa (m) de um e ‘ abaixo.
mamifero, em quilogramas,
) 50 Ctx)

nos pnmeiros meses de vida Y Bttt iy
a) Com quantos quilogramas i

esse mamifero nasceu? 1234t
b) Qual era a sua massa com 2 meses de vida?
¢) Mantida essa tendéncia até o 5¢ més, qual seria IS

a massa do mamifero com 4,5 meses de vida? 0 8 x(L)

Fonte: (lezzi, 2016, p.84)

2.2.2.2 - Funcéo polinomial de grau 2:

A funcdo polinomial de grau 2, no livro escrito por lezzi, é introduzida por meio
de um problema envolvendo jogos de futebol em um campeonato, onde o nimero de
jogos varia em funcdo da quantidade de times. Em seguida, a partir desse exemplo,
apresenta a defini¢do de funcdo polinomial de grau 2 por meio de sua forma algébrica.

Figura 33 — Introducdo a funcéo polinomial de grau 2

Se o campeonato fosse disputado por 20 clubes (como é o Campeonato Brasileiro de Futebol), pode-

rlamos calcular quantos jogos seriam realizados usando o mesmo raciocinio:
20-19 = 380

Enfim, para cada numero (x) de clubes, é possivel calcular o nimero (y) de jogos do campeonato.
O valor de y é funcao de x.

Nesse caso, a regra que permite calcular y a partir de x é a sequinte:

y=x+(x—1), ousea,y=x —x
Esse & um exemplo de funcao polinomial do 22 grau ou fungao quadratica

Fonte: (lezzi, 2016, p.94)
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Neste livro, o autor desenvolve os topicos usuais envolvendo este tema, ndo
apresentando qualquer relacdo desse tipo de fun¢do com outros conteldos ou conceitos
da matematica ou da fisica.

O capitulo sobre funcdo polinomial de grau 2 ndo apresenta qualquer relacao
com o estudo de progressdes aritméticas. Os exercicios possuem um alto grau de
dificuldade e exploram uma grande quantidade de contetdo, mas, como ja afirmado,
nada articulado com o estudo de progressdes aritméticas.

Figura 34 - Inequagbes

[ inequacées

Vamos retomar a situagao 1 da introdugdo deste capitulo.
Vimos que a lei que expressa o numero (y) de jogos do campeonato em fungao do numero (x) de
clubes &
y=x —x

Suponhamos que a Confederagao Brasileira de Futebol {(CBF), ao organizar um campeonato, perceba
que sé ha datas disponiveis para a realizacao de no maximo 150 jogos. Quantos clubes poderao participar?
Para responder a essa questao, temos de resolver a inequacao:

x* —x= 150
que equivale a x* — x — 150 = 0.
Esse € um exemplo de uma inequagao do 2= grau, conteudo que passaremos a estudar agora.
O processo de resolugao de uma inequacao do 2* grau esta baseado no estudo do sinal da fungao do
2= grau envolvida na desigualdade, E importante observar a analogia entre 0 processo que serd apresen-
tado e um dos processos usados para resolver inequagdes do 14 grau, como vimos no capitulo antenor

Fonte: (lezzi, 2016, p.111)

Os exercicios propostos sao de diversos tipos: questbes resolvidas, exercicios
contextualizados e questdes propostas para o aluno com diferentes niveis de dificuldade.
A seguir temos alguns exercicios propostos pelo autor.

60




Figura 35 — Exercicios propostos

s FACA NO
{ # CADERNO

EXERCICIOS

4 Determine as raizes (zeros) reais de cadauma das 30 Economistas estimam que os valores médios, em

fungoes de B em R dadas pelas seguintes leis: reals, das agoes de duas empresas A € B selam
a)y=2¢=3x+1 f) y=3x dados, respectivamente, por v, (t) = 4,20 + %t e
b) y = d4x — & g y=x—5+9 v(0 = :—‘J - L4+ 3,20 em que t & o tempo,
€.y =X+ k15 hiy==—p+2 em anoé.ocontaciso a partir da data desta previsao.
d) y=9¢ =1 D y=¥-x-6 a) Qual & o valor atual das agdes de cada uma das
e)y=—x+6x—9 D y=k+3)x-5) empresas?

- 2 b) Daqui a4 anos qual a¢ao estard mais valonzada?
5 Resolva, em R, as seguintes equagdes

¢) Daquiaquantos anos as agbes das duas empre
3 r=
a) X =33x+6=0

5as terao o mesmo valor? Qual serd esse valor?

Fonte: (lezzi, 2016, p.100)

2.2.2.3 Progressao aritmética:
Neste livro, o capitulo sobre PA foi iniciado com um problema de matemaética

recreativa explorando construc¢des de quadrados.

Figura 36 — Introducéo a PA

) Progressdes aritméticas

r% TROQUE IDEIAS

| Observacao de regglérj&é&es_

As figuras seguintes mostram a construcao de quadrados justapostos usando palitos.

| '
12 figura:
. -
r - ]
2t figura:
. . .-
[ —
34 figura:
S S NN - cocris ol oot

Fonte: (lezzi, 2016, p.174)

Seguidamente, o autor apresenta a definicdo e a generalizacdo dos seus
elementos algebricamente e estabelece uma conexdo com a funcdo afim. Utilizando a
representacdo por diagramas, apresenta uma PA como uma fungdo f com dominio em
IN*, interpretando o gréfico da PA como uma sequéncia de pontos alinhados,
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diferenciando o grafico da PA e a reta que contém esses pontos e representa a o grafico

da funcao afim associada a sequéncia.

Figura 37 — Relacdo entre PA e fungéo afim
» Progressao aritmética e funcao afim

Vamos estabelecer uma importante conexao entre PA. e funcao afim.
Javimos que a PA, (1,4, 7,10, 13, 16, ...) € uma funcao f de dominio em
h*, como mostra o diagrama abaixo:

f
7
=
L)

N*

No grafico ao lado, podemos observar parte do conjunto dos pontos que y
representam f 13 .
Lembre que, embora os pontos estejam alinhados, nao tragamos uma reta,
pois f estd definida apenas para valores naturais positivos. 10 .
O termo geral dessa PA. &:
a=a+h-1)r=2a=1+(n—-1)-3=a3 =-2+3n 7 '
Podemos, desse modo, associar f a fungao dada pory = —2 + 3x, restrita
aos valores naturais ndo nulos que a variavel x assume, .
Observe abaixo o grafico da fungao afim dada pory = =2 + 3x, com
dominio B, e compare com o grafico ao lado: )
Ol 12345 x

Fonte: (lezzi, 2016, p.181)

Como esta unidade, que envolve PA, ndo apresenta grande desenvolvimento
sobre o tema a ser estudado, o autor divide 0s exercicios da seguinte maneira: exemplos,

exercicios resolvidos e propostos, com o intuito de contribuir com a pratica dos alunos.

Figura 38 — Exercicios PA

= )
¥ EXERCICIOS LA

32 Calcute a soma dos quinze primeiros termos da PA. (-45, -41, =37, =33, ..},

33 Calcule a soma dos vinte primeiros termas da PA.(0,15; 0,40; 0,65; 0.9, ..).
34 Para a compra de uma TV pade-se optar por um dos planos seguintes;
+ plano alfa: entrada de RS 400,00 e mais 13 prestages mensais crescentes, sendo a primeita de RS 35,00,
a segunda de R$ 50,00, a terceira de RS 65,00 e assim por diante;
« plano beta: 15 prestagdes mensais iguais de R$ 130,00 cada uma.

a) Em qual dos planos o desembaoiso total é maior?
b) Qual deveria ser o valor da entrada do plano alfa para que, mantidas as demais condi¢bes, os desem-
bolsos totais fossem iguais?

Fonte: (lezzi, 2016, p.180)
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Apresenta um exercicio que mostra esta relacdo por meio dos itens (a) e (b), que

pedem para determinar a lei de formac&o da funcédo e a PA associada a funcgdo afim f.

Figura 39 — Exercicios sobre PA e funcédo afim

hJ

EXERCICIO g A

A0 Seja f: N* — | a fungao cujo grafico esta abaixo reprasentado.
y

34---4

a) Determine a lei de f

b) Qual & a progressao aritmética associada a fungao f? Obtenha seu termo
geral

Fonte: (lezzi, 2016, p.181)

2.2.3 - Livro 3: Matematica Ensino Médio — Katia Stocco:

2.2.3.1 - Funcéo polinomial de grau 1:
Na obra de Kétia Stocco, o capitulo de funcdo polinomial de grau 1 foi inserido
com um problema envolvendo gasto de combustivel, variando o total de litros de

combustivel em funcdo do tempo.

Figura 40 — Introducdo a funcdo polinomial de grau 1

Um avido de caga tem a capacidade de tanque de aproximadamente 5500 litros;
imagine que ele comece a ser abastecido em voo com 500 litros em seus tanques por
um KC-135 e seja abastecido durante 30 segundos; podemos descrever a quantidade V
de combustivel no tanque desse avido em funcao do tempo t de abastecimento.

Para isso é preciso lembrar que um galido equivale a 3,6 litros. Entdo, um aviao como o
KC-135 coloca no aviao de caca 3 600 litros por minuto. Isso é 0o mesmo que 60 litros por
segundo.

Podemos expressar a relacdo entre Ve t por: V=1t - 60 + 500 para t € [0, 30]. Essa
relagdo é um exemplo de fun¢ao afim.

Fonte: (Katia, 2016, p.94)

Posteriormente, apresenta as definicbes por meio de exemplos abstratos,

desenvolvendo o tema em contexto algébrico. No final do capitulo apresenta um
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segmento com “foco na tecnologia”. Foram propostas atividades de construcao de

gréaficos de fungdes com o programa Winplot.

Figura 41 — Construcéo de gréfico de fun¢des no computador

FOCO NATECNOLOGIA Computador

REGCISTRE

Construindo graficos de funcoes no computador pamann:

Nos capitulos anteriores, vocé construiu graficos utilizando a planilha eletrénica. Agora vamos conhecer um
outro aplicativo com essa finalidade, o Winplot.

Winplot é um programa freeware, isto €, um software distribuido gratuitamente na internet. Ele foi desen-
volvido pelo professor norte-americano Richard Parris, da Phillips Exeter Academy, na década de 1980. Sua
versao em portuguéds pode ser conseguida de muitas formas diferentes na rede mundial de computadores.
Sugerimos que vocd obtenha uma versao no enderego eletrénico da Universidade Federal do Rio Grande do
Sul, a UFRGS. Vamos la,

Fonte: (Kétia, 2016, p.98)

O capitulo de funcdo polinomial de grau 1 ndo apresenta relagdo com o estudo
de PA. Suas propriedades sdo apresentadas de forma algébrica sem relacdo com
problemas contextualizados ou com outros contetdos.

Ao analisarmos 0s exercicios propostos, pode-se observar que em alguns deles
poderiam ter sido feitas algumas relaces com PA. No exercicio 36, por exemplo, 0
autor apresenta um problema que envolve uma sequéncia de figura simples que sinaliza

uma PA.

Figura 42 — Exercicio fungdo polinomial de grau 1

FAZER E APRENDER W] {

36. Observe a sequéncia de tridngulos formados por palitos: b) Expresse a lei que di o perimetro em fungio do nd-

% mero de tridngulos.
’/\ NN\ m c) Determine o dominio & a imagem dessa funglo.

d) A fungio é crescente ou decrescente? Por qué?

a) Copie a tabela em seu caderno e complete-a. g : :
¢) Construa um griafico para a fungio e explique por

que ele serd formado apenas por pontos isolados.
Nimero de
112|13|4|5|6|7|8[9]|n
tridngulos 38. Estude o sinal de cada fungio dada abaixo.
Nimero AL AR AT AR ARRY AR a) f{x) = 3x-36 d) f{x) = -8x -4
351 7 NIRRT ;
de palitos AL EERVALRY ARN AN AANY AN b) f(x) = —4x + 36 e) f(x) = 6x
c) f{x) =5x + 35 ) f(x) = -5x
b) Qual é a lei que expressa o numero de palitos em fun-
¢ do ntimero de tridngulos que se quer formar? 39, Resolva graficamente as Inequacaes,
¢) De que tipo & essa fungao? a)x+3>-6 €) 2(x-3) > -1
d) Qual é o dominio e a imagem dessa fungio? b) -2x + 5>-8B d)3x+ 6=-15

Fonte: (Katia, 2016, p.109)
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Quanto aos exercicios resolvidos, problemas e exercicios propostos.
Observamos que o nivel de dificuldade proposto vai aumentando de acordo com o

decorrer dos exercicios, apresentando no final da se¢do um exercicio contextualizado.

Figura 43 — Problemas e exercicios

41, Resolva em R as inequages. 46, Em Imaginolindia, onde a moeda também ¢ o Real,
a) 5(x - 2) - 2(x - 1) > 4(x + 2) ) (x - 4) < (x -3 qualquer chiente da TPT (Telefone para Todos) paga
R$ 18,50 por sua assinatura mensal e RS 1,25 para cada
b) X = 3 _X ‘3 1 oix=1 d)2 Xx-1 5 minuto falado. A soma da assinatura com o preco total
b 10 dos minutos falados é aplicada uma taxa de imposto

42, Seja a inequagio X ; . : L5, X508 oo, 3
a 2 10 a) Qual € o nimero maximo de minutos que um clien-
Determine: te pode utilizar sem que a sua conta mensal atinja

R$ 70,007

a) a maior solugdo real;

1 b) Se a taxa for elevada para 18%, qual ¢ o nimero
b) a maior solugio par, 475 g X
maximo de minutos que o cliente poderd falar para

€} amaior solugdo impar; gue sua conta mensal seja menor que RS 70,007

Fonte: (Katia, 2016, p.110)

2.2.3.2 - Funcao polinomial de grau 2:
No capitulo sobre funcdo quadratica, a autora inicia com um problema
evolvendo um foguete que foi langado, representando a sua trajetdria pelo grafico de

uma funcéo.

Figura 44 — Introducdo a funcéo polinomial de grau 2

Um foguete nao tripulado carregando um saté-
lite, depois de langado, caiu, devido a uma pane no
sistema. Ao estudar sua trajetdria e as causas do aci-
dente, a equipe da base construiu o seguinte grafico,
que mostra a altura (y) alcangada pelo foguete em
fungao do tempo (t) decorrido apoés seu langamento.

ym4A |
L3044 411 S
YO0 N - | -
| 30.. | / e R \

SYENANNENEER'

BN AR SRR aAELY

{204/ 1 1+ 1 L L 1 1 L 1 1 L\

(912345678 9101112] tlfs)

Fonte: (Katia, 2016, p.113)
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Ao final deste capitulo o autor apresenta um problema relacionado a préatica de
saltos ornamentais, em que para cada um dos saltos estd indicada a parabola que

descreve a trajetdria do salto.

Figura 45 — Funcéo quadratica no esporte

Saltos ornamentais E
Tipos £
o
Este é um Um dos saltos
exemplo de de maior grau
salto simples de dificuldade
para trés € 0 3,5 mortal
na posicao para frente. 01,5 mortal
carpado. para tras com
2,5 parafusos
€ um dos
saltos mais

sofisticados.

Fonte: (Katia, 2016, p.135)

Observando os exercicios descritos pela autora, observa-se, em geral, a

predominancia de exercicios padrdes e bem usuais em relacéo ao tema.

Figura 46 — Exercicios resolvidos

RS, Determine m ¢ n para que o vértice da parabola de HB. De todos os retangulos de perimetro igual a 40 cm, de-
equacao y = x*—mx + n seja (-1, 2). Classifique o vértice termine o de drea maxima.
em ponto de maximo ou ponto de minimo.

Indicando a medida, em c¢m, de um lado de um retingulo

--'I-r—.»—tl -y —— ~-l=m=-2 4
2a 23 21 por x (x > 0), o outro lado, paralelo a esse, tamhém terd
P D __A_ 2 = — [(mP-4-1.n _ 2p=3 medida x. Logo, cada um dos outros dois lados medirs:
) da 4a 4-1 40 - 2x ' ‘
0 vértice é ponto de minimo, pois a = 0. S TR 20~ X, com x <20

Fonte: (Katia, 2016, p.126)
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Em nenhum momento, no capitulo de fungéo polinomial de grau 2, observa-se a
relagdo desse modelo de funcdo com o conceito de PA. Suas propriedades sdo
apresentadas por meio de exemplos simples e sem relagio com problemas

contextualizados.

2.2.3.3 - Progressao Aritmética:
A obra descrita por Kétia Stocco apresenta PA por meio de exemplos numéricos
arbitrarios, procurando destacar o padrao que caracteriza tal tipo de sequéncia.
Figura 47 — Defini¢do PA

Finalmente, na terceira sequéncia, cada termo a partir do segundo ¢ obtido quando
somamos 0,01 ao termo anterior a ele:

I 101~ ~102~____~103~_____~104..
+0,01 +0,01 + 0,01 + 0,01

A esse tipo de sequéncia chamamos progressao aritmética.

Progressao aritmética (P.A.) é toda sequéncia de niimeros na qual cada termo, a
partir do segundo, é a soma do anterior com uma constante.

Essa constante, que indicaremos por r, é¢ denominada razio da progressao arit-
mética.

(a,a,a,..,a ,a, ..)éumaPA. & a=a_ +trn=2

Fonte: (Katia, 2016, p.149)

A autora ndo apresenta relacdo com outros contetidos da matematica ou da fisica

como outros livros realizam.

Figura 48 — Exercicios de PA

) . ) 9L Observe as trés primeiras figuras de uma sequéncia
47, Qual é o ndmero minimo de termos que devemos somar,

a partir do 1%, na sequéncia (15, -1, -7, ...), para que a f f
soma dos n primeiros termos seja positiva? = Sy o= BT L
. . 0 ' 3
48, A soma dosn primeiros termos de uma PA. é dada por oy B - B ) [ .
' ' '

2n - (n=4), n € % Qual € o termo geral dessa PA?

49. Em um certo tethado, as telhas dispdem-se de modo que figura 1 figura 2 figura 3
cada fila tem 2 telhasa mais que a anterior, Um telhadis-
ta estd calculando quantas telhas precisa para as 4 faces Se as figuras sio formadas com palitos de fosforo e se-
do telhado. Ajude-o a calcular o ndmero de telhas, sa- guem a mesma Jei de formacio, quantos deles s3o ne-
bendo que em cada face, de cima para baixo, ha 4 telhas cessarios para construir, ao mesmo tempo, as 50 primei-
na primeira fileira ¢ 38 na altima. ras figuras dessa sequéncia?

Fonte: (Katia, 2016, p.156)
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As propriedades de PA sdo apresentadas por meio de exemplos simples e sem
relagdo com problemas contextualizados. N&o se estabelece relagdo com o conceito de

funcéo.

2.2.4 - Conclusio parcial

A relacdo entre fungdo polinomial do primeiro grau e as progressdes aritméticas
pdde ser percebida nos primeiros livros analisados. J& a articulacdo entre funcbes
polinomiais do segundo grau e as progressdes aritméticas de segunda ordem sé é
explorada, e de forma superficial, no livio do Dante. No proximo capitulo

apresentaremos uma sequéncia didatica que possibilite essa articulacéo.
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Capitulo 3: Experiéncias didaticas

Neste capitulo faremos o relato de duas experiéncias didaticas realizadas com alunos
do ensino médio de uma escola da rede estadual de ensino e outra com um grupo de
professores de matematica da educacdo basica. A experiéncia com os alunos foi realizada
tendo como referéncia a aplicacdo de oito fichas de atividades construidas pelo autor. A
partir dos contetidos das fichas de atividades preparadas para os alunos, elaborou-se um
material similar para ser aplicado aos professores. Antes de apresentar e fazer uma analise

das experiéncias realizadas, cabe destacar aqui esses materiais construidos.

3.1 - As fichas de atividades aplicadas aos alunos

Trata-se de uma coletanea de oito fichas de atividades que procuram explorar as
relacOes entre funcbes polinomiais de grau 1 e progressdes aritméticas e fungdes polinomiais
de grau 2 e progressdes aritméticas de segunda ordem. Em todas as fichas exploram-se as
conversdes de registros: aritmético (tabela), algébrico e geométrico (grafico). A sequéncia

didatica esta organizada da seguinte forma:

Ficha 1 — Composta de trés exercicios, a ficha tem como objetivo levar o aluno a
perceber - aritmética, algébrica e graficamente - que uma funcdo polinomial de grau 1,
f: IN" — IR, definida por f(n) = an + b, define uma PA.

Ficha 2 — Esta ficha apresenta uma definigdo para PA ndo muito usual na educacao
basica: PA como funcdo polinomial de grau 1 definida em um dominio discreto. A partir
dessa “nova” representagdo algébrica de PA explora-se 0 reconhecimento (aritmético e
grafico) do primeiro termo e da razdo da PA. A ficha de atividades é composta de 10

exercicios.
Ficha 3 — Esta ficha, composta e trés exercicios, procura fazer o caminho de volta:

dada as progressdes aritméticas, o aluno deve recuperar a funcdo polinomial de grau 1 que

gera a PA.
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Ficha 4 — Na ficha 4 explora-se o conceito de taxa de variacdo média de uma funcao
real em um intervalo, no caso, de uma fungdo polinomial de grau 1. A ficha possui trés

exercicios.

Ficha 5 — A quinta ficha explora uma caracteristica das func6es polinomiais de grau
1: dada uma PA x, no eixo Ox, e uma funcdo polinomial de grau 1
f(x) = ax + b, entdo f(x,) € uma PA. Esta ficha é composta de trés exercicios.

Ficha 6 — Composta de trés exercicios, esta ficha tem como objetivo levar o aluno a
perceber que o grafico de uma sequéncia f: IN° — IR, definida por
f(n) = an? + bn + ¢, a #0, encontra-se em um arco de parabola e que os valores e f(n + 1) —

f(n) sdo iguais.

Ficha 7 - Nesta ficha apresenta-se uma PA de segunda ordem por meio de uma
funcéo polinomial de grau 2 definida em um dominio discreto. O principal objetivo da ficha
é familiarizar o aluno com esse tipo de sequéncia que, em geral, ndo é estudada no ensino
médio. Por meio da realizacdo dos seus dez exercicios o aluno devera ser capaz de
determinar o primeiro termo, a razéo e o gréafico de uma PA de segunda ordem f,, dada por
f: N" — IR, definida por f(n) = an® + bn + ¢, a #0.

Ficha 8 — A ficha, composta de dois exercicios, tem com principal objetivo levar o
aluno a determinar algébrica e graficamente a funcdo polinomial de grau 2,

f: IN" — IR, definida por f(n) = an2 + bn + c, que define a PA de segunda ordem dada.

Os conteldos dessas fichas podem ser visualizados no anexo 1. Fizemos essa op¢ao
de organizagdo pelo fato da sequéncia didatica ser extensa e sua apresentacdo agora ndo
agregar qualquer informacdo relevante. Entretanto, sugerimos a leitura do contetdo das
fichas antes de ter acesso a andlise dos resultados. Na analise dos resultados da experiéncia
realizada com os alunos, procuraremos trazer, sempre que for o caso, o enunciado da
questao.

A atividade foi realizada na Escola Estadual Professor Jodo Borges, localizada na
Nova Holanda, Complexo da Maré. A escola possui dois anos de inaugurada, com turmas de

12 séries e 22 series de ensino Médio, sendo em turno Unico para os alunos. O maior
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problema visto nesta unidade escolar foi a falta de professores. Por conta disso as atividades
foram realizadas em horarios em que néo tinha professor de Inglés na escola.

O cronograma para a execucdo das atividades foi planejado para cinco aulas, onde
cada uma possuiria trés tempos de 50 minutos, totalizando 750 minutos. A tabela a seguir
apresenta cronograma com a previsdo do desenvolvimento das fichas propostas por aula

planejada.

Tabela 03 — Cronograma de atividades

Encontro | Fichas desenvolvidas Data
01 01 27/08/19
02 02 e 03 10/09/19
03 04 e 05 17/09/19
04 06 e 07 24/09/19
05 08 e 09 01/10/19

Fonte: o autor

A pesquisa foi desenvolvida com alunos da 12 série do Ensino Médio, onde todos 0s
alunos podiam participar, sendo eles divididos em grupos de no maximo quatro pessoas. A
turma foi dividida em oito grupos, denominados por Grupo A, B, C, D, E, F, Ge H.

A tabela a seguir indica se os exercicios relacionados a cada ficha foram resolvidos

ou ndo por cada grupo (a indicag@o “X” indica que foi realizado).
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Tabela 04 — Relacdo de exercicios resolvidos

FICHA| EXERCICIO

1 EX1

X|X|®

EX2

EX3

2 EX1

XX X[ X|X|>
XX X[ X|X|O
XXX [X|X|m

EX2

XX X[ X|X|X[O
XIX|X[X|X| XN

EX3

EX4

EX5

X

EX6

EX7

EX8

EX9

EX10

XU XX] XX XXX XX X[ X|

X[ XIX] | XX
X

X [X|X] XX

X[ | XX] | XX

3 EX1

EX2

4 EX1

X
X
X
X
X
X

XX

EX2

EX3

5 EX1

EX2

EX3

6 EX1 X

EX2

EX3

XXX [X

7 EX1 X

XXX [ XX

EX2

XX XXX ([ X

EX3

EX4

EX5 X

XXX
XX

EX6

EX7

EX8 X X

X X X
EX9 X

XXX XX | X

EX10

8 EX1 X X X X

X[X|X

EX2 X

Fonte: o autor

3.1.1 Analise dos resultados por fichas de atividades:

A andlise dos resultados foi desenvolvida por ficha de atividades, considerando
as respostas dos alunos dadas as suas respectivas questdes e subitens. Foi observada
também a descricdo dos erros obtidos pelos grupos e as diferentes formas de responder
cada questdo. Esses tipos de erros foram categorizados. A seguir sdo descritos 0s

principais aspectos que compde as atividades e 0s seus respectivos comentarios.
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Ficha 01: Funcéo polinomial de grau 1:

A ficha é composta de trés exercicios subdivididos em alguns itens. A diferenca
entre os exercicios sdo os coeficientes das funcbes, onde seus gréficos sdo diferenciados
entre crescente e decrescente.

O objetivo destas questdes é levar o aluno a perceber - aritmética, algébrica e
graficamente - que uma funcdo polinomial de grau 1, f : IN" — IR, definida por
f(n) = an + b, define uma PA.

Na primeira parte, os alunos cometeram pequenos erros ao utilizar operagdes
com nameros negativos, porém de forma geral, a grande maioria solucionou a questéo
de forma correta.

No trecho retirado de uma solucdo de um dos grupos, todas as diferencas
encontradas entre os termos consecutivos deveriam obter o mesmo numero como
resultado, podemos perceber que algumas diferencas seria 3, — 1 ou — 3. Esses pequenos
erros acontecem de forma recorrente pela falta de atencdo ou até mesmo por ser

considerada uma operacéo facil de resolver

Figura 49 : Ficha 01 — Exercicio 02 — letra (c)- Grupo (B)

c) Calcule os seguintes valores: .anws.dadr Federal Flumine
e(2)-g(l) -y g5)-gd)=5-2= o
g3)-g2)=2-4: -4 g6)-g(5)= n-2-3
g(4) - g(3)=

Fonte: o Autor

O item (b) dos exercicios desta ficha pedia para representar os pares ordenados

no plano cartesiano, como mostrado a seguir:

Figura 50: Ficha 01 — Exercicio 02 — letra (c)

b) Represente os pontos no plano cartesiano a seguir os seguintes pontos do
grafico da funcao f: (1, f{1)) : (2, £(2)) ; (3, f(3)) : (4, £(4)) ; (5, £(3)) ; (6, £(6)):

Fonte: o Autor
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O objetivo desta questdo era a representacdo do grafico apenas pelos pares
ordenados e ndo pela construgdo da reta que passa pelos pontos, pois 0 dominio é o
conjunto dos naturais (IN).

Para nossa surpresa, quatro dos grupos representaram os pares ordenados de
forma correta e ndo construiu a reta que une os pontos. Essa forma correta de

desenvolver o item (b) se encontra no trecho retirado de um dos grupos.

Figura 51: Ficha 01 — Exercicio 01 — letra (b) — Grupo A

b) Represente os pontos no plano cartesiano a seguir 0s seguintes pontos do
grafico da fungdo 1 (1, f{1)); (2, 12)): (3. f(3)); (4, f14)) ; (5, f(5)) . (6, 1{6))
y

Fonte: o autor

O exercicio 03 foi proposto com o intuito de generalizar o resultado anterior para
uma funcdo polinomial de grau 1 qualquer. Neste caso a razdo da sequéncia é o
coeficiente a da funcdo. Na figura a seguir apresentamos o recorte da resolucéo correta

realizada por um dos grupos.

Figura 52: Ficha 01 — Exercicio 03 — letra (b)- Grupo (D)

b) Caicule os seguintes valores

M2)-NM1 ¥ | hi5) - 4) et

————

h3)-h2) i h6) - M5

hid)- M3

Fonte: o Autor
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Ficha 02: Progressdo aritmetica:

A ficha é composta de dez exercicios, considerando diferentes formas de
representacdo de progressdes aritméticas por meio de fungdes polinomiais de grau 1
crescentes e decrescentes.

A intencdo seria levar o aluno a identificar aritmética e algebricamente a razéo e
0 primeiro termo de uma PA definida por uma fungdo polinomial de grau 1,
f: IN* — IR, definida por f(n) =an + b, coma <0.

A intencdo na construcao destas questdes era observar se os alunos percebem a
representacdo das sequéncias no plano cartesiano e se eles conseguem determinar o
valor da razao e do primeiro termo da PA a partir do gréafico construido.

Na resolugéo para a determinagdo do primeiro termo e da razéo, foi encontrado

apenas um tipo de erro: erro de calculo com niimeros positivos e negativos.

Figura 53: Ficha 02 — Exercicio 05 — Grupo (C)

Exercicio 5§ — Determine o primeiro termo e a raz&o da progressdo aritmética
f(n) 4n + 6.

| / -y 4 £ /

F (2 f -~ 1

7

f(3)= 4346

Fonte: o Autor

A construcdo do gréafico da funcdo foi desenvolvida por apenas dois grupos. Os
estudantes apresentam grandes dificuldades ao construir graficamente e identificar os
elementos nele presentes.

Assim, ao desenvolver erradamente o item anterior, ndo seria possivel acertar o
item que pede a construcdo no plano cartesiano. A seguir temos um trecho que mostra
um dos grupos que solucionou de forma parcialmente correta o item. Deveriam

apresentar apenas 0s pontos de coordenadas inteiras.
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Figura 54: Ficha 02 — Exercicio 06 — Grupo (A)

b

Fonte: o Autor

Os exercicios 07 e 10 desta ficha orientam aos grupos para compararem com
outros colegas de sala, porém essa foi a maior dificuldade encontrada nesta aplicacéo da
ficha 02, pelo motivo dos discentes ndo quererem dividir ou compartilhar as atividades
propostas.

Apenas dois grupos realizaram a comparacdo entre eles, estas comparagdes

contribuem para a observacgdo de outra forma na solugdo dos exercicios aplicados.

Ficha 03: Funcdo e Progressao:

A ficha € composta de dois exercicios, com atividades que tentam induzir o
aluno a perceber que uma PA pode ser representada como uma funcdo polinomial de
grau 1, obedecendo a lei de formacéo da funcéo
(f(n) = an +b).

O objetivo destas atividades é perceber se o aluno consegue determinar algébrica
e graficamente a funcdo polinomial de grau 1, f . IN* — [R, definida por
f(n) = an + b, que define a PA dada e se os estudantes assimilaram de forma coesa cada
uma das defini¢des de funcdo e progressdo, sua representacdo grafica e a interligacao
dos conteddos.

Dos grupos que participaram da pesquisa, apenas quatro conseguiram determinar
0 primeiro termo e a razdo da PA, a seguir temos o trecho de um dos grupos que
conseguiu perceber a PA e seus elementos.

Figura 55: Ficha 03 — Exercicio 01 — letra (a) - Grupo (E)

a) Quais s3o os valores da razdo e do primeiro termo da PA?

Primeiro termo = [ Razdo= _4

Fonte: o Autor
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Para determinar a funcdo f(n) que representa a funcdo polinomial utilizando os
elementos da PA, que corresponde ao item (b) do exercicio 1, apenas dois grupos

conseguiram representar a funcéo polinomial f(x).

Figura 56: Ficha 03 — Exercicio 01 — letra (b)- Grupo (B)

b) Usando o item anterior, determine a express3o fin) = an + b que define a PA
Y-l
Sugestéo: tente lembrar como encontramos o primeiro termo e a razio dada a
expressio da fungdo fin)

Fonte: o Autor

Nenhum dos grupos conseguiu construir o gréafico da fungdo PA. A dificuldade
na construcdo grafica utilizando o plano cartesiano pode ser observada novamente,
muito provavel os discentes trazerem esta dificuldade desde o inicio do segundo
segmento do Ensino Fundamental, momento de grande importéncia para o aprendizado

e assimilag&o destes conceitos.

Ficha 04 — Funcéo polinomial do primeiro grau:

A ficha é composta de trés exercicios, onde é abordado o conceito de Taxa de
Variagdo Media de uma funcdo polinomial de grau 1. Para facilitar o entendimento dos
alunos foi apresentada a explicacdo e a representacdo grafica desse conceito. O objetivo
era levar o aluno a perceber que a taxa de variagdo média de uma funcéo polinomial de
grau 1 ndo depende do intervalo escolhido. Sete grupos resolveram apenas os itens (a) e

(b) do exercicio 1 de forma correta. Temos a seguir um exemplo:

Figura 57: Ficha 04 — Exercicio 01 — letra (a) e (b)- Grupo (D)

»
Exercicio 1
Dada a fungao polinomial de grau 1 f(x) = 2x - 3, determine
3) Taxa de vanagio da funglo no intervalo: [0,1]
b) Taxa de variaglo da funglo no intervalo;[1,3)

¢} Taxa de vanagdo da fungdo no intervalo [-1.1]

d) O que observou?

Fonte: o Autor
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Ao analisar 0s itens seguintes, podemos perceber que apenas um grupo
desenvolveu a atividade 2, sendo sua resolugdo da mesma forma que a anterior. O grupo

que respondeu a atividade obteve éxito no seu desenvolvimento.

Figura 58: Ficha 04 — Exercicio 02 — letra (a), (b) e (c)- Grupo (B)

Exercicio 2
Dada a fungao polinomial de grau 1 f(x) = — x + 5, determine.

{ |
a) Taxa de varia¢do da fung8o no intervalo: [0,1) 7
F ! , {1 11 “

b) Taxa de variagéo da fungéo no intervalo:[1,3]
Y

€4 - 14 L 4 -

¢) Taxa de variagdo da fungado no intervalo: [-1,1)
F,“ 1 pz IE . #
’ - Vi

Fonte: o Autor

O item 3, que utiliza a forma generalizada de uma funcéo polinomial de grau 1,
ndo foi desenvolvido por nenhum grupo que respondeu a pesquisa. Uma das grandes
fontes dessas dificuldades é, sem davida, o pouco investimento que se faz na educacéao
bésica no desenvolvimento da linguagem simbdlica e do pensamento algébrico, em

particular em processos de generalizacéo.

Ficha 05 - Progresséo aritmética:

A ficha é composta de trés exercicios, subdivididos em trés itens. A diferenca
entre os exercicios sdo os coeficientes das funcfes polinomiais e a PA que esta definida
no eixo OX.

O objetivo destas questbes é fazer com que o aluno observe que dada uma PA
(Xn) No eixo Ox e uma funcdo polinomial de grau 1, a sequéncia f(x,) também era uma
PA, levando 0 mesmo a perceber que dada uma PA x, no eixo Ox, e uma fungédo
polinomial de grau 1 f(x) = ax + b, entdo f(x,) € uma PA.

Apesar desta ficha ndo apresentar grandes dificuldades nos exercicios propostos,
esta ndo foi desenvolvida por nenhum grupo, mesmo sendo explicado o que deveria ser
desenvolvido.

A seguir temos uma das questdes propostas.
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Figura 59: Ficha 05 — Exercicio 01 — letra (a)- Grupo (C)

Exercicio 1:

Considere a funcio polinomial f{x)=T7x - 9 & x, uma PA no eixo OX definida por
(2,58 11,14 17, 20, 23)

a) O que podemos afirmar sobre a sequéncia de f(xp)? Isto €, 0 que podemos
dizer sobre a sequéncia (f(2), f(5), f(8), f(11), f(14), {(17), f(20), f(23))?

Fonte: o Autor

Ficha 06 — Funcéo polinomial de grau 2:

A ficha é composta de trés exercicios subdivididos em alguns itens. A diferenca
entre os exercicios sdo os coeficientes das funcGes polinomiais de grau 2, onde seus
gréficos sdo diferenciados no formato da concavidade.

O objetivo destas questdes é fazer com que o aluno perceba que, dada uma
funcdo polinomial de grau 2, os pontos do grafico da sequéncia (f(n)), n ¢ IN,
encontram-se em uma parabola e que a sequéncia (f(n+1) - f(n)) n ¢ IN, é uma PA.

Com relacdo a esses exercicios, podemos observar que os grupos desenvolveram
as operacdes aritméticas de forma correta. Quando o coeficiente a da funcdo era
negativo, percebemos uma quantidade menor de solugdes. Por exemplo, seis grupos
responderam a questdo 1 item (a) e na questdo 2 item (a) apenas trés grupos
desenvolveram as atividades propostas.

No item que solicitava a representacdo grafica nos exercicios 1 e 2, um grupo
que respondeu de forma correta o item (a) ndo construiu o seu grafico no item (b). Um
dos grupos transcreveu o grafico de modo que sua forma sugere ser uma parabola (veja

a figura a sequir).
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Figura 60: Ficha 06 — Exercicio 02 — letra (b)- Grupo (B)

b) Represente os pontos no plano cartesiano a seguir os seguintes pontos do
gréfico da funcdo g (1, g(1)), (2, g(2)); (3, g(3)). (4, g(4)), (5, 2(5)). (6, g(6))

Fonte: o Autor

Ao desenvolver a diferenca entre os termos consecutivos, podemos perceber que
os resultados encontrados representam uma PA, onde a maior dificuldade encontrada
pelos estudantes foi quando inserimos nameros negativos. A seguir, foi retirado um

trecho da resposta de um dos grupos que respondeu a guestao.

Figura 61: Ficha 06 — Exercicio 02 — letra (c)- Grupo (E)

¢) Calcule os seguintes vaiores

Fonte: o Autor

Ficha 07 — Progressdo aritmética de segunda ordem:

A ficha é composta de dez exercicios, sendo formada por meio de diferentes
registros de progressdes aritméticas de segunda ordem. A intencdo na construcao destas
questBes é fazer com que o aluno perceba a representacdo da forma algébrica no plano
cartesiano, representar graficamente o valor da razéo e do primeiro termo da PA.

Ao tentar descobrir o valor da razéo e do primeiro termo da PA nos exercicios 1
e 5, a maior quantidade de erro ocorre quando se considera nUmeros negativos e suas
operagdes. A seguir apresentamos uma solugdo incorreta apresentada por um dos

grupos.
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Figura 62: Ficha 07 — Exercicio 05 — Grupo (C)

Exercicio 5 - Determine o primeiro termo e a razéo (desenvolvendo 0s seis
primeiros termos) da progressao aritmética fin) n"+6n-4

Fonte: o Autor

A representacao grafica é, sem davida, uma das grandes dificuldades. Os alunos
ndo conseguem diferenciar a representacdo do grafico de uma funcgéo e a insercdo de
pontos no plano cartesiano. Na sequéncia apresentamos um exemplo, considerado
parcialmente correto — ignorando problemas de escalas e precisdo do registro — em que

os alunos consideram o grafico como uma linha cheia.

Figura 63: Ficha 07 — Exercicio 09 — Grupo (A)

Fonte: o Autor

Ficha 08 — Funcéo e Progressao:

A ficha é composta de dois exercicios, que tentam induzir o aluno a perceber que
uma PA de segunda ordem pode ser representada como uma funcéo polinomial de grau
2 (f(n) = an?2 + bn + c). O objetivo destas atividades é levar o aluno a determinar
algébrica e graficamente a funcdo polinomial de grau 2, f: IN* — IR, definida por f(n) =
an2 + bn + ¢, que define a PA dada.

Cinco grupos conseguiram desenvolver o exercicio corretamente. Segue um

exemplo de resposta.
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Figura 64: Ficha 08 — Exercicio 01 — letra (a) - Grupo (C)

a) Quais séo os valores da razéo e do primeiro termo da PA?

Primeiro termo = Razéo =

Fonte: o Autor

Os demais itens deste exercicio ndo foram respondidos pelos alunos. Uma
justificativa para isso talvez seja a pouca habilidade dos estudantes com manipulacfes
algébricas.

Figura 65: Ficha 08 — Exercicio 01 — itens (b) e (¢) - Grupo (B)

b) Usando o item anterior, determine a expressao fin) =an? + bn + ¢ que define a
PA.

Sugestéio: tente lembrar como encontramos o primeiro termo e a razio dada a
expresséo da funcio fin).

c) Faca o grafico da PA.

Fonte: o Autor

3.2 - O questionario aplicado ao professor

O questionario é uma adaptacdo das questdes propostas aos estudantes. O nimero de
fichas (oito), os contetdos sdo 0s mesmos, mas 0s objetivos sdo outros. O que se pretende
aqui ndo é ensinar ao professor, mas tdo somente verificar se ele tem a competéncia
necessaria para a resolucdo do contetdo abordado na ficha. Por esta razdo apresentamos a

seguir apenas os objetivos de cada ficha de atividades:

Ficha 1 - Verificar se o professor percebe - aritmética, algébrica e graficamente - que
uma funcéo polinomial de grau 1, f : IN" — IR, definida por f(n) = an + b, define uma PA.
No exercicio 1, a funcdo é crescente, no 2, a funcdo é decrescente e no exercicio 3,

considera-se o caso geral.
Ficha 2 - Verificar se o professor identifica, aritmética, algebricamente e

graficamente, a razdo e o primeiro termo de uma PA definida por uma funcao polinomial de

grau 1, f: IN"— IR, definida por f(n) =an + b, coma>0oua<0.
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Ficha 3 - Verificar se o professor determina algébrica e graficamente a funcdo

polinomial de grau 1, f : IN" — IR, definida por f(n) = an + b, que define a PA dada.

Ficha 4 - Verificar se o professor reconhece que a taxa de variacdo média de uma
funcéo polinomial de grau 1 ndo depende do intervalo escolhido. No exercicio 3 o professor
deve reconhecer que a taxa de variagcdo media de uma funcdo polinomial de grau 1

f(x) =ax + b é igual a a.

Ficha 5 - Verificar se o professor reconhece que dada uma PA x, no eixo Ox, e uma

funcdo polinomial de grau 1, f(x) = ax + b, entéo f(x,) € uma PA.

Ficha 6 - Verificar se o professor percebe que o grafico de uma sequéncia
f: IN" — IR, definida por f(n) = an” + bn + ¢, a # 0, encontra-se em um arco de parébola e

que os valores de f(n + 1) — f(n) sdo iguais.

Ficha 7 - Verificar se o professor determina o primeiro termo, a razdo e o grafico de
uma PA de segunda ordem f, dada por f: N — IR, definida por

f(n)=an*+bn+c,a#0.

Ficha 8 - Verificar se o professor determina algébrica e graficamente a funcéo
polinomial de grau 2, f : IN" — IR, definida por f(n) = an + b, que define a PA dada.

Na andlise dos resultados da experiéncia, assim como no caso dos alunos,
procuraremos trazer, sempre que for o caso, 0 enunciado da questdo. Entretanto,
recomendamos a leitura do questionario no anexo 2 antes de se fazer a analise dos resultados
da pesquisa.

As atividades foram aplicadas com dez professores de matematica da educacao
bésica, cada professor com sua respectiva formacéo e experiéncia académicas. Quatro deles
fazem o curso de pos-graduacdo lato sensu em Ensino de Matematica do IME-UFF e atuam
no ensino médio e fundamental. Dos outros seis professores, trés também tém pos-
graduacdo lato sensu, e o0s outros trés se formaram em instituicdes particulares de ensino.
Para manter o sigilo dos seus nomes, eles foram denominados de maneira aleatdria, por
letras de A até J.
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A aplicacdo das fichas foi por meio de uma distribuicdo individual, onde cada
docente realizou o desenvolvimento dos exercicios em momento mais conveniente a cada
um, pois para realizar um encontro de todos os professores ndo seria possivel pela diferenca
de carga horaria e diferentes dias de trabalho.

A tabela a seguir indica se os exercicios relacionados a cada ficha foram resolvidos
0u nao por cada professor.

Tabela 5 — Relacdo de exercicios resolvidos

FICHA| EXERCICIO
1 EX1
EX2
EX3
2 EX1
EX2
EX3
EX4
EX5
EX6
3 EX1
EX2
4 EX1
EX2
EX3
5 EX1
EX2
EX3
6 EX1
EX2
EX3
7 EX1
EX2
EX3
EX4
EX5
EX6
8 EX1
EX2

XIX|X[X|®

XXX XX | XXX | <

X[ X

XXX XXX XX XXX XXX | XXX | X | X |m

DX XX XXX XX XX XXX XX XX XX | —

XXX XXX XX | XXX [ X

XX XXX XX XXX X | X

XXX XX XX XXX XX XX XXX XX XXX O

X

XXX [ X

X

XX XXX XX XX XXX XX XX XXX XX XXX | XX | T

XXX XX | X

XXX XX XX XX XXX XX XXX XXX XX XXX XXX [ X[ X | X | 2>
DX XX XXX XXX XX XX XXX XX XX XXX XX X[ X | T
DX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XX XX T
XX XXX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XXX X X[ X[ T

XX

Fonte: o autor

3.2.1 Analise dos resultados por fichas de atividades:

A analise dos resultados foi desenvolvida por ficha de atividades, considerando
as respostas dos professores dadas as suas respectivas questbes e subitens. Foram

observadas também a descricdo dos erros obtidos e as diferentes formas de responder
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cada questdo. A seguir sdo descritos 0s principais aspectos que compde as atividades e
0S Seus respectivos comentarios.

Ficha 01: Funcé&o polinomial de grau 1:
Os primeiros itens dos exercicios foram todos respondidos de forma correta,
observando que cada docente desenvolve de forma particular. A seguir temos um trecho

retirado de uma das respostas apresentada, onde podemos perceber o resultado correto.

Figura 66: Ficha 01 — Exercicio 01 — letra (c)- Professor (H)

c) Calcule os seguintes valores:

f(2)-f(l1)= 2 fi5)—-f(4)=_2
f(3)—f(2) 2 fie)—f(5)=_2
f(4) - 1(3) = 2

Fonte: o Autor

No item que pede a construcdo grafica da funcdo no plano cartesiano, cinco das
respostas analisadas representaram 0s pontos e construiram a reta que intercepta os

pontos, ignorando o fato de o dominio ser um conjunto discreto.

Figura 67: Ficha 01 — Exercicio 02 — letra (b) — Professor (F)

Fonte: o Autor

Para efeito de ilustracdo apresentamos a seguir a resposta satisfatoria do
professor G para o item (d) do exercicio 3.
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Figura 68: Ficha 01 — Exercicio 03 — letra (d) — Professor (G)

d) Vocé tem alguma ideia de como seria o grafico de h? Escolha um valor
para a e um valor para b e faca o grafico de h(n) = an + b:

Pontos dispostos numa linha reta. com a mesma distancia entre eles

Fonte: o autor

Ficha 02: Progressdo aritmética:

A ficha é composta de seis exercicios, considerando diferentes formas de
representacdo de progressdes aritméticas por meio de funcgdes polinomiais de grau 1
crescentes ou decrescentes. A intengdo na construcao destas questdes era observar se 0s
professores percebem a representacdo no plano cartesiano dessas sequéncias e se
conseguem determinar o valor da razdo e do primeiro termo da PA a partir do grafico
por eles construido.

No que tange as questdes de natureza algébrica, todos os professores

desenvolveram suas solugdes de forma correta.

Figura 69: Ficha 02 — Exercicio 01 — Professor (C)

Fonte: o Autor
Um erro que apareceu com frequéncia foi na construcdo dos graficos das
progressdes aritméticas, onde a metade dos professores construiu de forma equivocada
uma reta utilizando os pontos da PA. A seguir, temos um trecho que foi desenvolvido
por um dos professores pesquisados.
Figura 70: Ficha 02 — Exercicio 02 — Grupo (A)

Exercicio 2 - Esboce o grafico de fe identifique no gréafico o primeiro termo fi e
a razao. ‘ '

Fonte: o Autor
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Porém, alguns docentes realizaram a representacdo grafica das progressdes

aritméticas corretamente, mas indicaram o primeiro termo da PA como sendo o ponto
(1, a).

Figura 71: Ficha 02 — Exercicio 04 — Grupo (C)

Exercicio 4 — Esboce o grafico de f e identifique no gréafico o primeiro termo f; e
a razao.

Fonte: o Autor

Ficha 03: Funcdo e Progressao:

A ficha é composta de dois exercicios. O objetivo destas atividades seria
verificar se o professor determina algébrica e graficamente a funcdo polinomial de grau
1,1/ IN*— IR, f(n) = an + b, que define a PA dada.

No primeiro exercicio, todos os professores que participaram da pesquisa
conseguiram encontrar a expressdao algébrica da funcdo polinomial de grau 1, no
entanto, apresentaram as mesmas dificuldades com relacdo a tarefa de representar o
grafico da funcdo encontrada.

Figura 72: Ficha 03 — Exercicio 01 — letra (c) - Professor (H)

¢} Faga o grafhco da PA

Fonte: o Autor
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Encontramos resultados analogos para o exercicio 2.

Figura 73: Ficha 03 — Exercicio 02 — Professor (G)

Exercicio 2 — Considere uma PA de razao (- 2) cujo primeiro termo & o niumero
3. Determine a expressao fin) = an ~ b que define a PA.

Sugestao: tente lembrar como encontramos o primeiro termo e a razao dada a
expressao da funcao f(n).
fin)=-2n+3$

Fonte: o Autor

Ficha 04 — Funcéo polinomial do primeiro grau:

O objetivo desta ficha seria examinar se o professor reconhece que a taxa de
variagcdo media de uma funcéo polinomial de grau 1 ndo depende do intervalo escolhido.
No exercicio 3 o professor deve reconhecer que a taxa de variacdo média de uma funcéo
polinomial de grau 1 f(x) = ax + b é igual a a.

Os exercicios 1 e 2 foram desenvolvidos de forma correta por todos o0s
professores que participaram da pesquisa, exceto o professor H que cometeu um erro de
calculo ou esquecimento pelo fato de ndo dividir a diferenca entre os valores de f nos

extremos pelo comprimento do intervalo.

Figura 74: Ficha 04 — Exercicio 01 — letra (b) e (c) — Professor (H)

b) Taxa de variacao da funcao no intervalo:[1,3].

3+1

x=1,h=2 - =4
f(1)=2.1-3=-1
f(3)=23-3=3

¢) Taxa de variacado da fun¢éo no Intervalo: [-1,1]
x=-1;h=2 = =
f-1)=2(-1)-3=-5 )
f(1)=21-3= 1

Fonte: o Autor

No exercicio seguinte o professor H resolveu a questdo corretamente o que

indica claramente que foi uma quest@o de esquecimento.
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Figura 75: Ficha 04 — Exercicio 02 — letra (a), (b) e (c) — Professor (H)

a) Taxa de variacdo da funcao no intervalo: [0,1]

I45~5 _

1-0

b) Taxa de variacao da funcao no intervalo:[1,3].
-345+1-5§ =_1

32-1
c) Taxa de variacao da func&o no intervalo: [-1,1]

-1+5-5—-1 _ 1

171

Fonte: o Autor

Com relacdo ao exercicio 3, pode-se dizer que todos os professores responderam
corretamente indicando que a taxa de variagdo média de uma fung&o polinomial de grau

1,f(n) =an +b, éigual a a.

Ficha 05 - Progressédo Aritmética:

A ficha é composta de trés exercicios, subdivididos em trés itens. A diferenca
entre os exercicios sdo os coeficientes das funcfes polinomiais e a PA que esta definida
no eixo OX.

O objetivo destas questdes € verificar se o professor reconhece que dada uma PA
Xn NO eixo Ox, e uma funcdo polinomial de grau 1, f(x) = ax + b, entdo f(x,) € uma PA.
Todos os docentes que participaram da pesquisa desenvolveram as atividades de forma

correta.

89



Figura 76: Ficha 05 — Exercicio 01 — letras (a), (b) e (c) — Professor (J)

Exercicio 1:
Considere a funcdo polinomial f(x) = 7x — 9 e x, uma PA no eixo OX definida por
(2,5,8,11,14,17, 20, 23),

a) O gue podemos afirmar sobre a sequéncia de f(x,)? Isto & o que
podemos dizer sobre a sequéncia (f(2), f(5), f(8), f(11), f(14), f{17), f(20),
f(23))7?

flxn) € uma PA cuja razdo é 3x7

f(2)=7(2)-9

f(5)=7(2+3)-9

f(8)= 7(2+3+3)-9

f(11)=7{2+3+3+3)-0

b} MNdo conseguiu responder ao item anterior? Faga entdo os seguintes

calculos:

f(5) — f(2) =21 f(17) — f(14) = 21
f(8) — f(5) = 21 f(20) — f(17) = 21
f11) — f(8) = 21 f(23) — f(20) = 21
f(14) - f(11) =21

c) Entdo, o que vocé observou em relacdo as diferencas entre os termos
consecutivos de f(x,)?
A diferenca entre termos consecutivos val dar sempre 21

Fonte: o Autor

Ficha 06 — Funcéo polinomial de grau 2:

A ficha é composta de trés exercicios subdivididos em alguns itens. A diferenca
entre os exercicios sdo os coeficientes das fungbes polinomiais de grau 2, onde seus
gréaficos sdo diferenciados no formato da concavidade.

O objetivo é verificar se o professor percebe que o grafico de uma sequéncia
f+ IN* — IR, definida por f(n) = an? + bn + ¢, a # 0, encontra-se em um arco de
parabola e que os valores de f(n + 1) — f(n) sdo iguais.

No item que solicitava a representacdo grafica nos exercicios 1 e 2, cinco
professores responderam de forma correta (ver figura 65), dois deles deixaram em

branco e trés deles fizeram a representagéo em linha cheia.
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Figura 77: Ficha 06 — Exercicio 01 — letra (b) — Professor (G)

a

Fonte: o Autor

Nos itens (a) e (c) os professores ndo demonstraram dificuldades com calculos

aritméticos.

Figura 78: Ficha 06 — Exercicio 02 — letra (c) — Professor (J)

c) Calcule os seguintes valores:

gD-g)=__ 4 g®)-sH=_-2
g®)-s@W=___ 2 g6)-g®=__ 4
g -eg®H=__0__

Fonte: o Autor

Ficha 07 — Progressdo aritmética de segunda ordem:

A ficha é composta de seis exercicios, sendo formada por meio de diferentes
formas de representacdo de progressdes aritméticas de segunda ordem por meio de
funcdes.

A intencdo na construcdo destas questdes é perceber a forma algébrica no plano
cartesiano, a solucdo dos itens com a utilizagdo das operagdes basicas e com nimeros
inteiros, encontrar no grafico construido o valor da razdo e do primeiro termo da PA.

O objetivo desta atividade é observar se o professor determina o primeiro termo,
a razdo e o grafico de uma PA de segunda ordem f,, dada por /> N* — IR, definida por
f(n)=an’ +bn + ¢, a#0.

Sete dos dez professores conseguiram determinar o primeiro termo e a razéo. Por

outro lado, cinco deles tiveram dificuldades na representacdo grafica da PA de segunda
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ordem. Cabe destacar ainda que um dos professores ndo desenvolveu a atividade, pois

nunca tinha ouvido falar de algo envolvendo este tema (PA de segunda ordem).

Figura 79: Ficha 07 — Exercicio 03 — Professor (H)

Exercicio 3 — Determine o primeiro termo e a razéo (desenvolvendo os seis
primeiros termos) da progressao aritmética f(n) =—n>+ 6n — 4.
f{lI)=—12+6.1-4.=1 f3)=—324+63-4.=5 f(5)=—52+65-4.=1
f2)=-22+62-4.=4 f4)=—4*+64—-4.=4 f(6)=—6+6.6—4.=-4
1:4:5;4;1,-4=3;1;-1;-3;-5

Primeiro termo: 3

Raz3o: -2

Fonte: o Autor

Na sequéncia temos o gréafico de uma representacdo da PA de segunda feita de

forma equivocada apresentada por um dos professores.

Figura 80: Ficha 07 — Exercicio 06 — Professor (D)

Fonte: o Autor

Ficha 08 — Funcéo e Progressao:

A ficha é composta de dois exercicios, com o objetivo de verificar se o professor
determina algébrica e graficamente a fungdo polinomial de grau 2, /' : IN* — IR,
definida por f(n) = an? + bn + ¢, que define a PA dada.

O item (a) do exercicio 1 (que pedia a razdo e o primeiro termo da PA de
segunda ordem) desta ficha foi desenvolvida de forma correta por todos os professores.
No item (b), em que era pedido a expressédo f(n) = an? + bn + ¢, que define a PA dada,
apenas quatro responderam corretamente. E destes, apenas dois conseguira fazer a

representacdo correta para a sequéncia dada.

92




Figura 81: Ficha 08 — Exercicio 01 — letra (a) — Professor (D)
Exercicio 1 — ConsidereaPAf;=5.L=7.5; =11, f; =17, =25 ...

a) Quais sao os valores da razéo e do primeiro termo da PA?

Primeiro termo =5 Razéo =2

Fonte: o Autor

O exercicio de nimero 2 foi feito pela metade dos professores que participaram
da pesquisa. Todos os cinco docentes que responderam a pesquisa realizaram de forma

correta.
A seguir temos um trecho que mostra o desenvolvimento de uma solucéo correta

para esta atividade.

Figura 82: Ficha 08 — Exercicio 02 — Professor (G)

Exercicio 2 — Considere uma PA de razdo de segunda ordem de razédo (- 2)
cujo primeiro termo & o numero 3 e o segundo termo & 0.

Monte a PA de segunda ordem e determine a expresséo f{n) = an’ + bn + ¢ que
define a PA.

PAfi=5.6H=7.6:=11, =17, f5=25 ...

fln)=-n*+4

Fonte: o Autor
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Conclusao

Na educacéo basica, em especifico no Ensino Médio, o estudo de PA n&o recebe
a devida atencdo. Esse assunto €, em geral, tratado de forma dissociada do estudo das
funcBes reais, 0 que, por conta disso, causa alguns obstaculos epistemoldgicos em
relacdo ao proprio conceito: PA, por exemplo, também é funcdo! Outro ponto que
observamos é a auséncia de outros tipos de PA: PA de segunda ordem; por exemplo,
ndo de conhecimento de muitos professores (fato que foi corroborado por nossa
pesquisa) O curioso € que se ensinam funcdes polinomiais (de graus 1 e 2), mas, por
outro lado, ndo se faz relacdo entre essa familia de funcGes e o estudo de progressoes
aritméticas, ainda que os documentos oficiais BNCC e PCN, como ficou explicito nessa
pesquisa, facam recomendacdes para que essas conexdes entre esses dois topicos do
ensino basico de matematica sejam realizadas.

Diante da analise dos livros didaticos, autorizados pelo PNDL 2017, que fizemos
no capitulo, percebe-se que as conexdes entre as progressdes aritméticas e funcdes
polinomiais também séo pouco exploradas. Apenas uma obra, ainda que de forma muito
incipiente, explorou esses assuntos de forma articulada. Foi com essa auséncia de bons
exemplos que se pensou em fazer a sequéncia didatica aplicada a uma turma do 1° ano
do ensino médio de uma escola publica da rede estadual do Rio de Janeiro e a um grupo
piloto de dez professores de matemética que atuam na educacéo basica. Este trabalho foi
desenvolvido com o intuito de orientar o docente para o0 ensino desses conteudos.

As fichas de atividades apresentadas para os alunos do Ensino Médio tinham
como principal objetivo visualizar quais fundamentos desses assuntos os discentes
possuiam, a0 mesmo tempo em que pudessem se apresentar como um material
alternativo para o ensino desses assuntos. Com relacdo a eficacia do material didatico
para o ensino, ndo foi possivel fazer um julgamento preciso. Entretanto, de antemdo,
podemos sugerir, por meio de nossa experiéncia, alguns pontos para revisdo do material
elaborado: (i) a insercdo dos conceitos ndo usuais para os estudantes (como taxa de
variacao e progressdes aritméticas de segunda ordem, por exemplo) poderiam ser feitas
de forma mais gradativa e com um melhor preparo; (ii) elaboragédo de um manual para o
professor atentando para as “paradas obrigatorias”, necessdrias para se fazer uma
revisdo de contetdos, principalmente no que toca as competéncias algébricas; (iii)
elaboracdo de uma ficha de atividade que explorasse a caracterizacdo da fungéo

polinomial de grau 2 como uma funcdo que leva qualquer PA (x,), no eixo Ox, em uma
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PA de segunda ordem (f(xn)), no eixo das ordenadas (essa ficha ja foi construida e pode
ser vislumbrada no anexo 3).

Se por um lado, a ficha ndo serviu ao propodsito de “ensinar ao aluno”, por outro,
ela mostrou ser bastante reveladora no que tange a avaliacdo das dificuldades dos
estudantes. Dentre elas, a maior dificuldade encontrada por eles foi a construcao gréafica
das funcbes e desenvolver exercicios que requisitem habilidades algébricas em sua
resolugdo. Ainda que haja um predominio do ensino de &lgebra na educagdo basica,
percebe-se, pelas atitudes dos estudantes, que este é feito de forma desorientada e sem
sentido. Cabe destacar aqui, entretanto, que a participacdo nas atividades propostas
pelos estudantes foi um facilitador que contribui para a conclusdo da andlise desta
pesquisa.

A ficha de atividades respondida por professores formados foi aplicada com o
intuito de perceber a competéncia de cada docente em relacdo aos assuntos propostos.
Muitas das dificuldades dos alunos podem ser consequéncias das dificuldades de seus
professores! Ainda que nenhum dos professores pesquisados fossem de fato professores
dos alunos que participaram da pesquisa, estes representam um bom universo para ser
investigado. Sete, dos dez professores que participaram do grupo investigado, fazem (ou
fizeram) um curso de poés-graduacdo em Ensino de Matematica. Sdo professores
diferenciados que estdo em busca de um aperfeicoamento profissional. Com base nas
respostas, percebe-se que a maioria dos pesquisados responderam todos 0s itens
corretamente, ndo possuem qualquer dificuldade com relacdo as habilidades algébricas,
porém o erro mais comum foi obtido na representacdo grafica das sequéncias numeéricas
no plano cartesiano. Ainda que tenham feito um curso de Anélise em suas graduacdes,
ndo estdo habituados a enxergar a PA ou PA de segunda ordem como uma funcéo real.
Logo, mesmo que estes professores ndo tenham lecionado para os alunos participantes
da pesquisa, pode-se conjecturar que a dificuldade dos estudantes na representacdo
grafica das sequéncias esteja relacionada as proprias dificuldades de seus professores e
do encaminhamento realizado por eles ao abordarem o assunto. Outro elemento que
sobressai nas respostas dos professores é o desconhecimento deles a respeito da
existéncia de Progressdes Aritméticas de segunda ordem. Alguns, inclusive, revelaram
que tiveram que pesquisar um pouco sobre o assunto a fim de responder o questionario.
Outros, simplesmente, deixaram em branco os topicos do questionario referente a esse
tema. Assim, diante dessas dificuldades apresentadas pelos professores, acreditamos

gue esses conteddos, aqui destacados, devem ser mais, e melhor, trabalhados nos cursos
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de licenciatura em Matematica. O ensino de Célculo e Analise, no ensino superior, estdo
longe e pouco articulados com o ensino de Fungdes Reais e Sequéncias Numéricas na
Educacdo Bésica.

Nesse sentido, pode-se dizer que essa pesquisa contribuiu para revelar esse hiato
entre esses dois mundos: a formacdo dos professores e a sala de aula de matematica.
Como trabalho futuro, deseja-se aperfeicoar a sequéncia didatica para que ela possa ser
de fato uma boa partitura para o ensino desses assuntos, fun¢bes polinomiais e

progressdes aritméticas, no ensino basico.
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Anexo 1

Ficha de atividades aplicada com os alunos:

Pesquisa — Dissertacao

Thiago Silva do Nascimento
Orientador: Wanderley Moura Rezende
Aluno:

FICHA 01: Funcéo polinomial de grau 1:

Objetivos dos exercicios 1, 2 e 3.

Levar o aluno a perceber - aritmética, algébrica e graficamente - que uma
funcdo polinomial de grau 1, f: IN" — IR, definida por f(n) = an + b, define uma
PA. No exercicio 1, a fungéo é crescente, no 2, a fungdo € decrescente e no
exercicio 3, considera-se o0 caso geral.

Exercicio 1 — Considere a funcéo f definida por:
f:IN — IR, onde: f(n)=2n-1

a) Complete a tabela, determinando os valores da funcdo nos pontos
indicados:
n=|y=f(n)=2n-1

OO WINIEF

b) Represente os pontos no plano cartesiano a seguir 0s seguintes pontos do
grafico da funcao f: (1, f(1)) ; (2, f(2)) ; (3, f(3)) ; (4, f(4)) ; (5, 1(5)) ; (6, £(6)):

c) Calcule os seguintes valores:

fQ-f(H=___ f(5) -1(4) =
f-f=__ f(6) - 1(5) =
f(4)-1(3) =

d) O que vocé observou com os valores encontrados acima?
Resposta:
Exercicio 02 — Considere agora a fungéo g definida por:

g:IN"— IR, onde: g(n) =—3n +7
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a) Complete a tabela, determinando os valores da fun¢do nos pontos indicados:
n=|y=g(nN)=-3n+7
1

gl wnN

6
b) Represente 0s pontos no plano cartesiano a seguir 0s seguintes pontos do

grafico da funcao g: (1, 9(1)); (2, 9(2)); (3, 9(3)); (4, 9(4)); (5, 9(3)); (6, 9(6)):

c) Calcule os seguintes valores:

92)-g)=__ g(5) —g(4) =
93)-92)=___ 9(6) —9(5) =
9(4)-9@3) =

d) O que vocé observou com os valores encontrados acima?

Resposta:

Exercil'cio 03 — Considere agora a funcao h definida por:
h:IN — IR, onde: h(n)=an +b

a) Complete a tabela, determinando os valores da funcdo nos pontos

indicados:
n=|y=h(n)=an+b
1
2
3
4
5
6

b) Calcule os seguintes valores:

h-h(l)=__ h(5) —h(4) =
h@-h2)=__ h(6) —h(5) =
h(4) -h(3) =

c) O que vocé observou com os valores encontrados acima?
Resposta:

d) Vocé tem alguma ideia de como seria o grafico de h? Escolha um valor
para a e um valor para b e faca o gréafico de h(n) =an + b:
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e) Compare o seu resultado com o do colega do lado. O que esses gréaficos
tém em comum?
FICHA 02: Progressédo aritmética:

Com as atividades acima vocé deve ter percebido que para qualquer
funcao
f:INem IR, f(n) =an + b, ae b e IR tem as seguintes propriedades:

(1) O gréfico de f € uma sequéncia de pontos contido em uma reta;
(i) A diferenca de dois valores consecutivos, f(n + 1) — f(n) tem sempre
0 mesmo valor.

Quando isso acontece dizemos que a funcdo f € uma progressao
aritmética (PA) de razéo igual a a, onde o primeiro termo da PA é f(1).

Definicdo: Uma PA €é wuma funcdo f: IN — IR definida por
f(n)=an+b,aebelR

Notacdo: Em geral podemos representar uma PA apenas pelos valores
imagens da funcéo do seguinte modo. Exemplos:

1) f(n)=2n-1
f1)=1,12)=3,f(3)=5,f4)=7,..,f(n)=2n-1
Ou ainda, de outro modo,

f1: 1, f2:3, f3: 5, f4:7, vy fn: 2n—-1

2) g(n)=-3n+7

g(l) = 4! 9(2) = 11 g(3) =- 21 g(4) =- 51 A g(n) =-3n+7
Ou ainda, de outro modo,
01=4,02=1,03=-2,02=-5,...,9(n)=-3n+7

Resolva agora 0s seguintes exercicios:

Objetivo do exercicio 1.

Levar o aluno a identificar aritmética e algebricamente a razdo e o primeiro
termo de uma PA definida por uma func&o polinomial de grau 1, f : IN" — IR,
definida por f(n) =an + b, coma > 0.

Exercicio 1 - Determine o primeiro termo e a razdo da PA
f(n) =3n-5.

Objetivo do exercicio 2.

Levar o aluno a identificar graficamente a raz&o e o primeiro termo de uma PA
definida por uma funcdo polinomial de grau 1, f : IN" — IR, definida por
f(n) =an+ b, coma> 0.
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Exercicio 2 — Esboce o grafico de f e identifique no grafico o primeiro termo f; e
a razao.

Objetivo dos exercicios 3 e 4:
Levar o aluno a realizar comparacdes dos exercicios resolvidos por eles e
outros alunos, perceber também a diferenga entre os exercicios anteriores.

Exercicio 3 — Compare com a solugéo do colega ao lado.

Exercicio 4 — Agora Compare 0 que VOCé encontrou no exercicio anterior com o
gréafico a seguir. O que vocé observou?

Objetivo do exercicio 5.

Levar o aluno a identificar aritmética e algébrica a razao e o primeiro termo de
uma PA definida por uma funcéo polinomial de grau 1, f: IN" — IR, definida por
f(n)=an+ b, coma<0.

Exercicio 5 - Determine o primeiro termo e a razdo da PA
f(n) =—4n + 6.

Objetivo do exercicio 6.

Levar o aluno a identificar graficamente a raz&o e o primeiro termo de uma PA
definida por uma funcdo polinomial de grau 1, f : IN" — IR, definida por
f(n)=an+b,coma<O0.

Exercicio 6 — Esboce o grafico de f e identifique no gréfico o primeiro termo f; e
a razao.

Objetivo do exercicio 7.
Levar o aluno a realizar comparacdes dos exercicios resolvidos por eles e
outros alunos.

Exercicio 7 — Compare com a solucéo do colega ao lado.

Objetivo do exercicio 8.

Levar o aluno a identificar aritmética e algébrica a razdo e o primeiro termo de
uma PA definida por uma funcdo polinomial de grau 1, f: IN" — IR, definida por
f(n)=an+b,coma<O0.

Exercicio 8 - Determine o primeiro termo e a razdo da PA
f(n)=-2n-4.

Objetivo: do exercicio 9.

Levar o aluno a identificar graficamente a razdo e o primeiro termo de uma PA
definida por uma funcdo polinomial de grau 1, f : IN" — IR, definida por
f(n) =an + b, coma <0.
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Exercicio 9 — Esboce o grafico de f e identifique no grafico o primeiro termo f; e
a razao.

Objetivo do exercicio 10.
Levar o aluno a realizar comparacdes dos exercicios resolvidos por eles e
outros alunos.

Exercicio 10 — Compare com a solu¢éo do colega ao lado

Ficha 03: Funcao e Progressao:

Objetivo do exercicio 1.
Levar o alurlo a determinar algébrica e graficamente a funcao polinomial de
grau 1, f: IN — IR, definida por f(n) = an + b, que define a PA dada.

Exercicio 1 — Considere a PAf;=3,f,=7,f; =11, ...

a) Quais séo os valores da razdo e do primeiro termo da PA?
Primeiro termo = Razéo =

b) Usando o item anterior, determine a expressao f(n) = an + b que define a PA.
Sugestao: tente lembrar como encontramos o primeiro termo e a razdo dada a
expressao da funcao f(n).

c) Faca o grafico da PA.

Objetivo do exercicio 2.

Levar o aluno a determinar algébrica e graficamente a funcdo polinomial de
grau 1, f: IN" — IR, definida por f(n) = an + b, que define a PA dada a sua razéo
e 0 primeiro termo.

Exercicio 2 — Considere uma PA de razdo (- 2) cujo primeiro termo € o nUmero
3. Determine a expresséo f(n) = an + b que define a PA.

Sugestao: tente lembrar como encontramos o primeiro termo e a razdo dada a
expressao da funcéo f(n).

Férmula do termo geral de uma PA (DANTE, 2013, p.215):

Em uma PA (f, f,, f3, ..., f, ...) de razdo r, partindo do 1° termo, para
avancar um termo basta somar r ao 1° termo (f, = f; + r); para avancar dois
termos basta somar 2r ao 1° termo (f3 = f; + 2r); para avancar trés termos basta
somar 3r ao 1° termos (f4 = f1 + 3r); e assim por diante.

Desse modo encontramos o termo de ordem n, denominado termo geral
da PA, que é dado por:
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fa=fi+(n-=-1r

Ficha 04 — Funcao polinomial do primeiro grau

Possivelmente, vocé j& estudou fungdes polinomiais do primeiro grau
(ou funcédo afim). A seguir, precisamos que vocé relembre alguns tépicos
relacionados a esse conteudo:

1 - Defini¢cao de funcéo polinomial do primeiro grau

Def. — (LIMA, 2013) Definicdo de uma fungéo polinomial de grau 1:

Uma funcdo f: IR — IR chama-se polinomial de grau 1 quando existem
constantes a, b € IR, a # 0, tais que f(x) = ax + b para todo x e IR.

2 - Como o gréfico da funcéo polinomial de grau 1 f € uma reta, para esbocar o
grafico da funcdo basta tracar uma reta que passa por dois pontos distintos
do plano determinado pelos valores de f em dois pontos distintos do seu
dominio: (a, f(a)) e (b,f(b)).

3 — Taxa de variacao média:

Def. — (DANTE, 2016) Taxa de variagdo média da funcéo polinomial de grau 1
Em qualquer fungdo f: IR — IR, quando acrescentamos h a variavel x,
passando de x para x + h, em correspondéncia, um acréscimo f(x + h) — f(x) no
valor da funcgao.

Dados x e x + h numeros reais, com h # 0, o
namero
fa+m)—f(x) _ f2)—f(x1)
h x2—x1
variacdo média da funcédo f no intervalo [x, x + h],
h = x5 — X1.

chama-se taxa de

f(x)

B === == - = ===

T + 1) - 1)

= fff = = = — = —

e g - -
3
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Objetivos dos exercicios 1, 2 e 3.

Levar o aluno a perceber que a taxa de variacdo média de uma funcéo
polinomial de grau 1 ndo dependo do intervalo escolhido. No exercicio 3 0
aluno deve calcular e perceber que a taxa de variacdo média de uma funcéo
polinomial de grau 1 f(x) =ax + b é igual a a.

Exercicio 1:

Dada a funcéo polinomial de grau 1 f(x) = 2x — 3, determine:

a) Taxa de variacdo da funcao no intervalo: [0,1].

b) Taxa de variacdo da funcao no intervalo:[1,3].

c) Taxa de variacéo da funcéo no intervalo: [-1,1]

d) O que observou?

Exercicio 2:
Dada a funcé&o polinomial de grau 1 f(x) = — x + 5, determine:

a) Taxa de variacdo da funcao no intervalo: [0,1].
b) Taxa de variacao da funcao no intervalo: [1,3].
c) Taxa de variagédo da funcéo no intervalo: [-1,1]
d) O que observou?

Exercicio 3:
Dada a funcéo polinomial de grau 1 f(x) = ax + b, determine:

a) Taxa de variacdo da funcao no intervalo: [0,1].
b) Taxa de variacdo da funcao no intervalo:[1,3].
c) Taxa de variacdo da funcéo no intervalo: [-1,1]
d) O que observou?

e) Compare seu resultado com o do colega

f) Determine a taxa de variacéo de f(x) =ax + b =

Ficha 05 - Progresséo aritmética:

Objetivos dos exercicios 1, 2 e 3.
Levar o aluno a perceber que dada uma PA X, no eixo Ox, e uma funcao
polinomial de grau 1 f(x) = ax + b, entédo f(x,) € uma PA

Exercicio 1:

106



Considere a funcéo polinomial f(x) = 7x — 9 e x, uma PA no eixo OX definida por
(2,5, 8, 11, 14, 17, 20, 23)

a) O que podemos afirmar sobre a sequéncia de f(x,)? Isto €, o que podemos
dizer sobre a sequéncia (f(2), f(5), f(8), f(11), f(14), f(17), f(20), f(23))?

b) N&o conseguiu responder ao item anterior? Faca entdo o0s seguintes
calculos:

f(5) —(2) =
f(8) —(5) =
f(11) — f(8) =

f(14) — f(11) =
f(17) - f(14) =
f(20) - f(17) =
f(23) — f(20) =

c) Entdo, o que vocé observou em relagdo as diferencas entre os termos
consecutivos de f(x,)?

Exercicio 2:
Considere a funcao polinomial f(x) = - 3x + 5 e x, uma PA no eixo OX definida
por (2, 5, 8,11, 14, 17, 20, 23)

a) O que podemos afirmar sobre a sequéncia de f(x,)? Isto €, o que podemos
dizer sobre a sequéncia (f(2), f(5), f(8), f(11), f(14), f(17), f(20), f(23))?

b) N&o conseguiu responder ao item anterior? Faca entdo o0s seguintes
calculos:

f(5) - (2) =
f(8) - f(5) =
f(11) - (8) =

f(14) - f(11) =
f(17) - f(14) =
f(20) — f(17) =
f(23) — f(20) =

c) Entdo, o que vocé observou em relagdo as diferencas entre os termos
consecutivos de f(xp)?

Exercicio 3:
Considere a funcéo polinomial f(x) = —3x + 7 e X, uma PA no eixo OX definida
por (15, 10, 5, 0, -5, -10, -15, -20).

a) O que podemos afirmar sobre a sequéncia de f(x,)? Isto é, o que podemos

dizer sobre a sequéncia (f(15), f(10), f(5), f(0), f(-5), f(-10), f(-15), f(-20))?
Sera que podemos afirmar que f(x,) também sera uma PA?
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FICHA 06 — Funcéao polinomial de grau 2:

Objetivos dos exercicios 1, 2 e 3.

Levar o aluno a perceber que o grafico de uma sequéncia f: IN" — IR, definida
por f(n) = an? + bn + ¢, a diferente de 0, encontra-se em um arco de parabola e
gue os valores de f(n + 1) — f(n) séo iguais.

Exergl'cio 1 — Considere a funcéo f definida por:
f:IN"— IR, onde: f(n) =n®> —5n + 3

a) Complete a tabela, determinando os valores da funcdo nos pontos indicados:

=|y=f(n)=n°-5n+3

OO WIN|(F|S

b) Represente os pontos no plano cartesiano a seguir 0s seguintes pontos do
gréfico da funcéo f: (1, f(1)) ; (2, f(2)) ; (3, f(3)) ; (4, f(4)) ; (5, f(5)) ; (6, f(6)):

c) Calcule os seguintes valores:

fQ-fH=___ f(5) —1(4) =
f-f=__ f(6) - 1(5) =
f(4) -1(3) =

d) O que vocé observou com os valores encontrados acima?
Resposta:

Exercicio 02 — Considere agora a fun¢éo g definida por:
g:IN"— IR, onde: g(n) =—n’+7n-5

a) Complete a tabela, determinando os valores da funcdo nos pontos indicados:
n=|y=g(n)=—n"+7n-5
1

OO WIN

b) Represente os pontos no plano cartesiano a seguir os seguintes pontos do
grafico da funcao g: (1, 9(1)); (2, 9(2)); (3, 9(3)); (4, 9(4)); (5, 9(5)); (6, 9(6)):
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c) Calcule os seguintes valores:

92)-g)=__ 9(5) —g(4) =
93)-9@=__ 9(6) —g(5) =
9(4) -9(3) =

d) O que vocé observou com os valores encontrados acima?
Resposta:

Exercicio 03 — Considere agora a funcéo h definida por:
h:IN"— IR, onde: h(n) =an®+ bn + ¢

a) Complete a tabela, determinando os valores da funcdo nos pontos
indicados:

y=h(n)=an+b+c

OO~ WINF|DS

b) Calcule os seguintes valores:

h-h()=__ h(5) —h(4) =
h@-h@2)=__ h(6) —h(5) =
h(4) -h(3) =

c) O que vocé observou com os valores encontrados acima?
Resposta:

d) Vocé tem alguma ideia de como seria o grafico de h? Escolha um valor para
a e um valor para b e faca o gréfico de h(n) = an® + bn + c:
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FICHA 07 — Progresséo aritmética de sequnda ordem:

Definicao: Uma PA de segunda ordem é uma funcéo
f: IN — IR definida por f(n) =an*+bn+c,a, bece IR

Notacdo: Em geral podemos representar uma PA apenas pelos valores
imagens da funcao do seguinte modo. Exemplos:

1) f(n)=n*>-5n+3

f(1)=-1,f(2)=-3,f(3) = -3, f(4) = -1, f(5) =3, f(6) = 9,..., f(n) =n’—~5n + 3
(-1-3,-3,-1,3,9,..)

Desenvolvendo a diferenga entre os termos consecutivos:
(-2,0,2,4,6)

Ou ainda, de outro modo,
f=-1,f,=-3,f;=-3,f,=-1,..,f,=n-5n+3

2) gln)=-n*+7n-5

g(l) = 1! g(Z) = 51 9(3) = 7! 9(4) = 7’ 9(5) = 51 9(6) = 11 Ty g(n) =- n2 +7n-235
Desenvolvendo a diferenca entre os termos consecutivos:
4,2,0,-2,-4)

Ou ainda, de outro modo,
01=4,02=1,05=-2,04=-5,..,9(n)=-n*+7n-5

Resolva agora 0s seguintes exercicios:

Objetivos dos exercicios 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 e 10.

Levar o aluno a determinar o primeiro termo, a razao e o grafico de uma PA de
segunda ordem f,, dada por f: N* — IR, definida por f(n) = an®> + bn + ¢, a
diferente de 0.

Exercicio 1 — Determine o primeiro termo e a razdo (desenvolvendo os seis

primeiros termos) da PA de segunda ordem f(n) = n?— 8n + 6.

Exercicio 2 — Esboce o grafico de f e identifique no grafico o primeiro termo f; e
a razao.

Exercicio 3 — Compare com a solugéo do colega ao lado.

Exercicio 4 — Agora Compare 0 que VOCé encontrou no exercicio anterior com o
gréafico a seqguir. O que vocé observou?

Exercicio 5 — Determine o primeiro termo e a razdo (desenvolvendo os seis
primeiros termos) da PA f(n) = — n® + 6n — 4.

110



Exercicio 6 — Esboce o grafico de f e identifique no gréfico o primeiro termo f; e
a razao.

Exercicio 7 — Compare com a solucéo do colega ao lado.

Exercicio 8 — Determine o primeiro termo e a razdo da PA
f(n)=-2n-4.

Exercicio 9 — Esboce o grafico de f e identifique no gréafico o primeiro termo f; e
a razao.

Exercicio 10 — Compare com a solugéo do colega ao lado

Ficha 08 — Funcdo e Progressao:

Objetivo do exercicio 1.
Levar o alurlo a determinar algébrica e graficamente a funcao polinomial de
grau 2, f: IN — IR, definida por f(n) = an? + bn + ¢, que define a PA dada.

Exercicio 1 — Considere a PAf,=5,f,=7,f;=11,f, =17, =25 ...
a) Quais sao os valores da razao e do primeiro termo da PA?
Primeiro termo = Razéo =

b) Usando o item anterior, determine a expresséao f(n) = an2 + bn + ¢ que define
a PA.

Sugestao: tente lembrar como encontramos o primeiro termo e a razdo dada a
expresséao da fungéo f(n).

c) Faca o grafico da PA.

Objetivo do exercicio 2.

Levar o aluno a determinar algébrica e graficamente a funcédo polinomial de
grau 2, f: IN" — IR, definida por f(n) = an? + bn + ¢, que define a PA dada o seu
primeiro termo e sua razao.

Exercicio 2 — Considere uma PA de razdo de segunda ordem de razéo (- 2)
cujo primeiro termo € o numero 3 e o segundo termo é 0.

Monte a PA de segunda ordem e determine a expressdo f(n) = an> + bn + ¢ que
define a PA.
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Anexo 2

Ficha de atividades aplicada com os professores:

Pesquisa — Dissertacao

Thiago Silva do Nascimento
Orientador: Wanderley Moura Rezende
Professor(a):

FICHA 01: Funcéo polinomial de grau 1:

Objetivos dos exercicios 1, 2 e 3:

Verificar se o professor percebe - aritmética, algébrica e graficamente - que
uma funcéo polinomial de grau 1, f: IN” — IR, definida por f(n) = an + b, define
uma PA. No exercicio 1, a funcéo é crescente, no 2, a funcao é decrescente e
no exercicio 3, considera-se o caso geral.

Exerg’cio 1 — Considere a funcéo f definida por:
f:IN — IR, onde: f(n)=2n-1

a) Complete a tabela, determinando os valores da funcdo nos pontos indicados:
n=|y=f(n)=2n-1

OO WINF

b) Represente os pontos no plano cartesiano a seguir 0s seguintes pontos do
grafico da funcao f: (1, f(1)) ; (2, f(2)) ; 3, f(3)) ; (4, f(4)) ; (5, 1(5)) ; (6, f(6)):

c) Calcule os seguintes valores:

fQ-fH=___ f(5) —1(4) =
f-f=__ f(6) - 1(5) =
f(4) - (3) =

d) O que vocé observou com os valores encontrados acima?
Resposta:

Exercicio 02 — Considere agora a fungéo g definida por:
g:IN"— IR, onde: g(n) =—3n +7

a) Complete a tabela, determinando os valores da fungdo nos pontos
indicados:
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y=g(n)=-3n+7

OlBRWN S

6
b) Represente os pontos no plano cartesiano a seguir 0s seguintes pontos do

grafico da funcao g: (1, 9(1)); (2, 9(2)); (3, 9(3)); (4, 9(4)); (5, 9(5)); (6, 9(6)):

c) Calcule os seguintes valores:

92)-g)=__ g(5) —g(4) =
93)-92)=___ 9(6) - 9(5) =
9(4)-9@3) =

d) O que vocé observou com os valores encontrados acima?
Resposta:

Exercil'cio 03 — Considere agora a funcao h definida por:
h:IN — IR, onde: h(n)=an +b

e) Complete a tabela, determinando os valores da funcdo nos pontos

indicados:
n=|y=h(n)=an+b
1
2
3
4
5
6

f) Calcule os seguintes valores:

h-h()=__ h(5) —h(4) =
h@-h2)=__ h(6) —h(5) =
h(4) —h(3) =

g) O que vocé observou com os valores encontrados acima?
Resposta:

h) Vocé tem alguma ideia de como seria o grafico de h? Escolha um valor
para a e um valor para b e faca o gréafico de h(n) =an + b:
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FICHA 02: Progressao aritmética:

Objetivo do exercicio 1:

Verificar se o professor identifica, aritmética e algebricamente, a razdo e o
primeiro termo de uma PA definida por uma funcdo polinomial de grau 1,
f: IN" — IR, definida por f(n) = an + b, com a > 0.

Exercicio 1 - Determine o primeiro termo e a razdo da PA
f(n) =3n-5.

Objetivo do exercicio 2:

Verificar se o professor identifica graficamente a razdo e o primeiro termo de
uma PA definida por uma funcédo polinomial de grau 1, f: IN" — IR, definida por
f(n)=an + b, coma>0.

Exercicio 2 — Esboce o grafico de f e identifique no grafico o primeiro termo f; e
a razao.

Objetivo do exercicio 3:

Verificar se o professor identifica, aritmética e algebricamente, a razdo e o
primeiro termo de uma PA definida por uma fungcao polinomial de grau 1,
f:IN" — IR, definida por f(n) = an + b, com a < 0.

Exercicio 3 - Determine o primeiro termo e a razdo da PA
f(n) =—4n + 6.

Objetivo do exercicio 4:

Verificar se o professor identifica graficamente a razao e o primeiro termo de
uma PA definida por uma funcado polinomial de grau 1, f: IN" — IR, definida por
f(n) =an+ b, coma<O0.

Exercicio 4 — Esboce o grafico de f e identifique no gréafico o primeiro termo f; e
a razao.

Objetivo do exercicio 5:

Verificar se o professor identifica, aritmética e algebricamente a razéo e o
primeiro termo de uma PA definida por uma fungdo polinomial de grau 1,
f: IN" — IR, definida por f(n) = an + b, com a < 0.

Exercicio 5 - Determine o primeiro termo e a razdo da PA
f(n) =—2n-4.

Objetivo: do exercicio 6:

Verificar se o professor identifica graficamente a razdo e o primeiro termo de
uma PA definida por uma funcéo polinomial de grau 1,, f: IN" — IR, definida por
f(n) =an + b, coma<O0.

Exercicio 6 — Esboce o grafico de f e identifique no grafico o primeiro termo f; e
a razao.
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Ficha 03: Funcao e Progressao:

Objetivo do exercicio 1 da ficha 3.

Verificar se o professor determina algébrica e graficamente a funcao polinomial
degrau l, f: IN — IR, definida por f(n) = an + b, que define a PA dada.

Exercicio 1 — Considere a PAf; =3,f,=7,f; =11, ...

a) Quais séo os valores da razdo e do primeiro termo da PA?
Primeiro termo = Razéo =

b) Usando o item anterior, determine a expressao f(n) = an + b que define a PA.

Sugestao: tente lembrar como encontramos o primeiro termo e a razdo dada a
expressao da funcao f(n).

c) Faca o grafico da PA.
Objetivo do exercicio 2:
Verificar se o professor determina algébrica e graficamente a funcao polinomial
de grau 1, f: IN — IR, definida por f(n) = an + b, que define a PA dada a sua

razao e o primeiro termo.

Exercicio 2 — Considere uma PA de razéo (- 2) cujo primeiro termo € o numero
3. Determine a expresséo f(n) = an + b que define a PA.

Sugestao: tente lembrar como encontramos o primeiro termo e a razdo dada a
expresséo da fungéo f(n).
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Ficha 04 — Funcao polinomial do primeiro grau

1 — Taxa de variacdo média:

Def. — (DANTE, 2016) Taxa de variagdo média da funcéo polinomial de grau 1
Em qualquer funcdo f: IR — IR, quando acrescentamos h a variavel x,
passando de x para x + h, em correspondéncia, um acréscimo f(x + h) — f(x) no
valor da funcao.

Dados x e x + h numeros reais, com h # 0, o
namero
fx+h)=f(x) _ f(x2)-f(x1)
h x2—x1
variacdo média da funcéao f no intervalo [x, x + h],
h= Xo — X1.

chama-se taxa de

fx)

W = === == — == —

flx + 1) - 1(x)

= fff = = = — = —

S e - -
| S
E

Objetivos dos exercicios 1, 2 e 3:

Verificar se o professor reconhece que a taxa de variagdo média de uma
func&o polinomial de grau 1 ndo depende do intervalo escolhido. No exercicio 3
o professor deve reconhecer que a taxa de variacdo média de uma funcéo
polinomial de grau 1 f(x) = ax+b € igual a a.

Exercicio 1:
Dada a funcé&o polinomial de grau 1 f(x) = 2x — 3, determine:

a) Taxa de variacdo da funcao no intervalo: [0,1].
b) Taxa de variacao da funcao no intervalo:[1,3].
c) Taxa de variacédo da funcéo no intervalo: [-1,1]

Exercicio 2:
Dada a funcéo polinomial de grau 1 f(x) = — x + 5, determine:

a) Taxa de variacdo da funcao no intervalo: [0,1].
b) Taxa de variacdo da funcao no intervalo:[1,3].
c) Taxa de variagédo da funcéo no intervalo: [-1,1]
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Exercicio 3:
Dada a funcéo polinomial de grau 1 f(x) = ax + b, determine:

a) Taxa de variacdo da funcao no intervalo: [0,1].
b) Taxa de variacdo da funcao no intervalo:[1,3].
c) Taxa de variacéo da funcéo no intervalo: [-1,1]
d) O que observou?

e) Determine a taxa de variacao de f(x) =ax + b =
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Ficha 05 - Progresséo aritmética:

Objetivos dos exercicios 1, 2 e 3:
Verificar se o professor reconhece que dada uma PA x, no eixo Ox, e uma
funcao polinomial de grau 1, f(x) = ax + b, entdo f(x,) € uma PA.

Exercicio 1:
Considere a fungéo polinomial f(x) = 7x — 9 e X, uma PA no eixo OX definida por
(2,5, 8,11, 14,17, 20, 23)

a) O gue podemos afirmar sobre a sequéncia de f(x,)? Isto é, 0 que podemos
dizer sobre a sequéncia (f(2), f(5), f(8), f(11), f(14), f(17), f(20), f(23))?

b) N&o conseguiu responder ao item anterior? Faca entdo 0s seguintes
calculos:

f(5) - (2) = f(17) - f(14) =
f(8) —f(5) = f(20) — f(17) =
f(11) - f(8) = f(23) — £(20) =

f(14) - f(11) =

c) Entdo, o que vocé observou em relacdo as diferencas entre os termos
consecutivos de f(x,)?

Exercicio 2:
Considere a funcéo polinomial f(x) = - 3x + 5 e x, uma PA no eixo OX definida
por (2, 5, 8,11, 14, 17, 20, 23)

a) O que podemos afirmar sobre a sequéncia de f(x,)? Isto €, o que podemos
dizer sobre a sequéncia (f(2), f(5), f(8), f(11), f(14), f(17), f(20), f(23))?

b) N&o conseguiu responder ao item anterior? Faca entdo o0s seguintes
calculos:

f(5) - f(2) = f(17) — f(14) =
f(8) — (5) = f(20) — f(17) =
f(11) — f(8) = f(23) — f(20) =

f(14) - f(11) =

c) Entdo, o que vocé observou em relacdo as diferencas entre os termos
consecutivos de f(x,)?

Exercicio 3:
Considere a funcéo polinomial f(x) = —3x + 7 e X, uma PA no eixo OX definida
por (15, 10, 5, 0, -5, 10, —15, —20).

a) O que podemos afirmar sobre a sequéncia de f(x,)? Isto é, o que podemos

dizer sobre a sequéncia (f(15), f(10), f(5), f(0), f(-5), f(-10), f(-15), f(-20))?
Sera que podemos afirmar que f(x,) também sera uma PA?
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FICHA 06 — Funcéo polinomial de grau 2:

Objetivos dos exercicios 1, 2 e 3:

Verificar se o professor percebe que o grafico de uma sequéncia f: IN" — IR,
definida por f(n) = an® + bn + ¢, a diferente de 0, encontra-se em um arco de
parabola e que os valores de f(n+1) — f(n) s&o iguais.

Exergl'cio 1 — Considere a funcéo f definida por:
f:IN"— IR, onde: f(n) =n®> —5n + 3

a) Complete a tabela, determinando os valores da funcdo nos pontos indicados:

=|y=f(n)=n°-5n+3

OO WIN[F|S

b) Represente os pontos no plano cartesiano a seguir 0s seguintes pontos do
grafico da funcao f: (1, f(1)) ; (2, (2)) ; 3, f(3)) ; (4, f(4)) ; (5, 1(5)) ; (6, f(6)):

c) Calcule os seguintes valores:

fQ-fH=___ f(5) —1(4) =
f-f=__ f(6) - 1(5) =
f(4)-1(3) =

Exercicio 02 — Considere agora a fungéo g definida por:
g:IN"— IR, onde: g(n) =—n’+7n-5

a) Complete a tabela, determinando os valores da funcdo nos pontos

indicados:
n=|y=g(n)=—n"+7n-5
1
2
3
4
5
6

b) Represente os pontos no plano cartesiano a seguir 0s seguintes pontos do
grafico da funcao g: (1, g(1)); (2, 9(2)); (3, 9(3)); (4, 9(4)); (5, 9(5)); (6, 9(6)):

c) Calcule os seguintes valores:

02)-o()=__ 9(5) -9(4) =
03 -92)=__ 9(6) — 9(5) =
9(4) -9(3) =
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Exercicio 03 — Considere agora a funcéo h definida por:
h:IN"— IR, onde: h(n)=an’+bn + ¢

a) Complete a tabela, determinando os valores da fungdo nos pontos
indicados:

y=h(n)=an“+b+c

OO WIN|F|DS

b) Calcule os seguintes valores:

h-h(l)y=__ h(5) —h(4) =
h@-h@2)=__ h(6) —h(5) =
h(4) —h(3) =

c) Vocé tem alguma ideia de como seria o grafico de h? Escolha um valor para
a e um valor para b e faca o gréfico de h(n) = an? + bn + c:

FICHA 07 — Progresséo aritmética de seqgunda ordem:

Objetivos dos exercicios 1, 2, 3, 4,5 e 6:

Verificar se o professor determina o primeiro termo, a razéo e o grafico de uma
PA de segunda ordem f,, dada por f: N" — IR, definida por f(n) = an* + bn + ¢, a
diferente de 0.

Exercicio 1 — Determine o primeiro termo e a razdo (desenvolvendo os seis
primeiros termos) da PA de segunda ordem f(n) = n?— 8n + 6.

Exercicio 2 — Esboce o gréfico de f e identifique no grafico o primeiro termo f; e
a razao.

Exercicio 3 — Determine o primeiro termo e a razdo (desenvolvendo os seis
primeiros termos) da PA f(n) =—n? + 6n — 4.

Exercicio 4 — Esboce o gréafico de f e identifique no grafico o primeiro termo f; e
a razao.
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Exercicio 5 - Determine o primeiro termo e a razdo da PA
f(n) =-2n’— 4.

Exercicio 6 — Esboce o grafico de f e identifique no gréafico o primeiro termo f; e
a razao.

Ficha 08 — Funcao e Progressao:

Objetivo do exercicio 1.
Verificar se o professor determina algébrica e graficamente a funcéo polinomial
de grau 2, f: IN — IR, definida por f(n) = an2 + bn + ¢, que define a PA dada.

Exercicio 1 — Considere a PA f;=5,f,=7,f;=11,f, =17, =25 ...
a) Quais sao os valores da razao e do primeiro termo da PA?
Primeiro termo = Razéo =

b) Usando o item anterior, determine a expresséao f(n) = an2 + bn + ¢ que define
a PA.

Sugestao: tente lembrar como encontramos o primeiro termo e a razdo dada a
expresséao da fungéo f(n).

c) Faca o grafico da PA.

Objetivo do exercicio 2.

Verificar se o professor determina algébrica e graficamente a funcao polinomial
de grau 2, f: IN" — IR, definida por f(n) = an + bn + ¢, que define a PA dada o
seu primeiro termo e sua razao.

Exercicio 2 — Considere uma PA de razdo de segunda ordem de razéo (- 2)
cujo primeiro termo é o numero 3 e o segundo termo é 0.

Monte a PA de segunda ordem e determine a expressdo f(n) = an> + bn + ¢ que
define a PA.
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Anexo 3

Ficha 09 — Progressao aritmética de sequnda ordem:

Exercicio 1:
Considere a funcéo polinomial f(x) = x* — 2x + 9 e x, uma PA de segunda
ordem no eixo OX definida por (2, 4, 6, 8, 10, 12, 14)

a) O que podemos afirmar sobre a sequéncia de f(x,)? Isto é, o que
podemos dizer sobre a sequéncia (f(2), f(4), 1(76), f(8), f(10), f(12), f(14))?

b) N&o conseguiu responder ao item anterior? Faga entdo 0os seguintes
calculos:

f(4) —f(2) =
f(6) — f(4) =
f(8) — f(6) =
f(10) — f(8) =
f(12) — f(10) =
f(14) - f(12) =

c¢) Entéo, o que vocé observou em relagéo as diferencas entre os termos
consecutivos de f(x,)?

Exercicio 2:
Considere a funcdo polinomial f(x) = — x* + 2x + 5 e x, uma PA no eixo
OX definida por (2, 4, 6, 8, 10, 12, 14)

a) O que podemos afirmar sobre a sequéncia de f(x,)? Isto é, o que
podemos dizer sobre a sequéncia (f(2), f(4), f(6), f(8), f(10), f(12), f(14))?

b) Nao conseguiu responder ao item anterior? Faga entdo os seguintes
calculos:

f(4) - 1(2) =
f(6) - 1(4) =
f(8) - f(6) =
f(10) — f(8) =
f(12) — f(10) =
f(14) — f(12) =

c) Entéo, o que vocé observou em relagdo as diferengas entre os termos
consecutivos de f(xp)?
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Exercicio 3:
Considere a funcéo polinomial f(x) = — x* + x + 7 e X, uma PA no eixo OX
definida por (20, 17, 12, 5, -4, -15, -28).

a) O que podemos afirmar sobre a sequéncia de f(x,)? Isto €, o que

podemos dizer sobre a sequéncia (f(20), f(17), f(14), f(11), f(8), f(5), f(2))?
Seré que podemos afirmar que f(x,) também ser4 uma PA?
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