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RESUMO

Nesta dissertagao serao descritos os quadrados magicos, citando exemplos de alguns tipos
e dando enfoque a regra de formacao do "Quadrado Magico Tradicional ou Puro", que
possui, além das caracteristicas bésicas, outros aspectos, como os numeros usados para o
seu preenchimento sao consecutivos e comecam a partir do niimero 1 até o nimero n2. Nao
¢é possivel ter uma tUnica regra para a construgao dos mesmos. Dependendo do ntimero
de linhas/colunas que possuem, tem-se trés maneiras de preenché-los: o primeiro para os
quadrados mégicos com o ntamero de linhas/colunas impares (3 X 3,5 x 5,7 x 7,...), para
os quadrados mégicos com ntmeros de linhas/colunas pares, multiplos do nimero 2 e nao
multiplos do ntimero 4 (6 x 6,10 x 10,14 x 14, ...) e os quadrados mégicos com o nimero
de linhas/colunas multiplos de 4 (4 x 4,8 x 8,12 x 12,...). Na sequéncia apresenta-se
alguns exercicios envolvendo quadrados magicos onde, vocé professor pode utilizar com
seus alunos em sala de aula.

Palavras-chave: Quadrado mégico. Quadrado magico tradicional. Constante mégica.

Elemento central.






ABSTRACT

In this dissertation, the magic squares are selected, citing examples of some types and
focusing on the training rule "Traditional or Pure Magic Square", which has, in addition
to the basic characteristics, other aspects, such as the numbers used to fill in them.
consecutive and start from number 1 to number n2. It is not possible to have a single
rule for building them. Depending on the number of rows / columns you have, there are
three ways to fill: the first for magic squares with the odd number of rows / columns
(3x3,5x5,7x7,...), for the magic squares with row numbers / even columns, multiples
of the number 2 and not multiples of the number 4 (6 x 6,10 x 10,14 x 14,...) and the
magic squares with the number of rows / columns multiple of 4 (4 x 4,8 x 8,12 x 12,...).
Following are some exercises involving magic graphics that the teacher can use with his
students in the classroom.

Keywords: Magic square. Traditional magic square. Magic constant. Central element.
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1 INTRODUCAO

Os quadrados magicos podem ser vistos como tabelas quadradas, ou seja, tabe-
las com o mesmo ntmero de linhas e colunas, as quais sao completadas com nimeros
(elementos) de maneira que a soma dos elementos de cada linha, de cada coluna e de
cada diagonal (diagonal principal e diagonal secundéria) seja sempre um mesmo nimero,
chamado de constante mégica. Normalmente os ntimeros usados sao 1,2,3,...,n2% no
caso de um quadrado magico com n linhas e n colunas. A constante mégica depende
da ordem do quadrado magico, ou seja, do ntimero de linhas e colunas, bem como dos
ntmeros que serao usados para preencher o quadrado magico. Conforme a quantidade
de linhas/colunas, este quadrado possui uma constante magica especifica. Por exemplo,
um quadrado magico puro ou tradicional 3 x 3, possui 3 linhas e 3 colunas, e tem como
constante magica o ntimero 15, que é igual a 3 vezes o elemento central de 1 a 9, que é o
5 (mediana), logo 3 x 5 = 15.

A construgao de quadrados mégicos é um assunto bastante antigo e intrigante, o
qual despertou, ao longo dos anos, o interesse nao s6 de matematicos ¢ pessoas que se
interessam por curiosidades matematicas, mas também de artistas e religiosos, (FULTS,
1974; MORAN, 1982; PICKOVER, 2002). Parte deste interesse se deve ao fato da sim-
plicidade de compreender a sua definicao e dos desafios propostos para a sua solugao.
Atualmente, os quadrados magicos estao cada vez mais presentes nas escolas, podendo
ser usados simplesmente como ferramenta para despertar o interesse dos alunos por de-
safios matematicos, aparecendo, por exemplo, em questoes da Olimpiada de Matematica,
mas também para auxiliar no ensino de toépicos como os conjuntos dos ntimeros naturais,
inteiros e fracionérios, progressoes aritméticas, matrizes, sistemas de equagoes lineares e
etc, (GADOTTI et al., 2013; MACHADO, 2013).

No capitulo 2, apresentamos um pouco do desenvolvimento historico, como sur-
giram, em especial a lenda contada sobre o seu surgimento no casco de uma tartaruga
encontrada pelo imperador Yu, no rio Lo, contada ha cerca de 2800 a.C. na China.

No terceiro capitulo, apresentamos a defini¢ao de quadrado mégico, com a sua prin-
cipal caracteristica, de que a soma dos elementos de cada linha, de cada coluna e de cada
diagonal é um mesmo nimero, chamada "constante magica", e ainda que existem qua-
drados magicos que possuem além destas, outras caracteristicas e até quadrados magicos
que nao sao tao magicos por assim dizer. Neste capitulo, destacam-se alguns destes tipos
de quadrados magicos, exemplificando para a melhor compreensao destas propriedades.

No capitulo 4, veremos com detalhes, de maneira préatica e objetiva, as regras de
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como preencher um quadrado magico tradicional. Existem vérios métodos utilizados para
a construgao dos quadrados méagicos, (FULTS, 1974; PICKOVER, 2002). Procuramos aqui
enunciar regras simples de serem utilizadas e acessivel para ser repassadas aos alunos
das séries finais do ensino fundamental. No entanto, nao é possivel obter uma tnica
regra pratica geral para a construcao de um quadrado magico de ordem qualquer. Mas é
possivel estabelecer uma regra de construgao de acordo com a ordem do quadrado mégico,
dividindo-os em trés classes: os de ordem impar, aqueles em que a ordem é um multiplo
de 2 mas nao de 4 e os que a ordem é um multiplo de 4. Além do detalhamento das
regras, apresentamos também, detalhadamente, os exemplos de cada uma destas classes,
destacando para cada caso a sua constante méagica, o seu elemento central (mediana) e a
soma dos elementos de 1 até n?, para que o leitor possa facilmente acompanhar.

E no capitulo 5, serao apresentados alguns exercicios resolvidos, envolvendo qua-
drados magicos para uso em sala de aula, a partir do ensino fundamental II, com a
utilizagao dos ntimeros naturais, inteiros ou racionais. Os passatempos, que aparecem
em jornais e revistas, os chamados Sudoku. Questoes Olimpicas da OBMEP, ou seja,
questoes que ja se fizeram presentes nas Olimpiadas de matematica das escolas publicas e
também as atividades do Banco de Questoes para estudo e fixagao, o qual se encontram
na pagina da OBMEP, disponivel para alunos, professores e o publico em geral, com as

suas respectivas solugoes.
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2 UMA BREVE HISTORIA DOS QUADRADOS MAGICOS

Os quadrados magicos sao considerados um dos desafios matematicos mais antigos
e intrigantes. Ha cerca de quatro mil anos atréas, foi descoberto que um conjunto de
nimeros naturais podia ser escrito em um quadrado, no formato de um jogo de xadrez,
em que a soma dos numeros contidos em cada linha, coluna e diagonais seriam iguais a
uma constante, (FULTS, 1974).

Acredita-se que o primeiro quadrado mégico foi conhecido em torno de 2800 a.C.
na China. A lenda do quadrado magico conta que o imperador Yu, da Dinastia Hsia,
costumava caminhar com frequéncia nas margens do rio Lo (rio Amarelo, em chinés), até
que em um certo dia, observou a presenca de uma tartaruga, a qual possufa um casco
diferente, onde se podia notar as marcas de pontos e alguns quadros, conforme a Figura
1. O imperador pegou a tartaruga pela cauda e comegou a contar os pontos e os quadros,
observando que cada quadrado continha quantidades diferentes de pontos, que variava de
um a nove, e, para seu espanto notou que a quantidade de pontos em cada linha, coluna
e diagonal era de 15 pontos. A este padrao encontrado no casco da tartaruga, deu-se o

nome de Lo ' Shu 2.

Figura 1 — Tartaruga encontrada pelo Imperador Yu no rio Lo.(FULTS, 1974)

Os quadrados méagicos que se originaram na China com o imperador Yu, se espa-
lharam para a India e Japao, onde vérios estudos foram feitos no primeiro século d.C.
Estes tipos de quadrados foram aparecendo como decoragoes e com o passar dos anos
surgiram em diversas regidoes do mundo oriental (FULTS, 1974). Considerados sagrados
pelos paises da Asia, acredita-se que o primeiro registro de um quadrado magico de ordem

4, ou seja, com quatro linhas e quatro colunas, deu-se em 1100 d.C. no portao da pequena

Lo significa rio.
2shu significa livre
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cidade Klajuraho, localizada no estado de Madhya Pradesh, na India Central. Na Eu-
ropa, os quadrados magicos ficaram conhecidos a partir da obra "Tratado de Quadrados
Magicos" do escritor Manuel Moschopoulos, um nativo de Constantinopla (atual Istambul
na Turquia), a partir do século XV.

No Ocidente, o primeiro registro que se tem sobre os quadrados magicos foi trazido
pelo alemao Cornelius Agrippa (1486-1535) em sua obra “De Oculta Philosophia”, na qual
ficou encantado pelos quadrados méagicos (FULTS, 1974). Cornelius se aprofundou no
estudo dos quadrados magicos de diversas ordens, os quais associou com os sete planetas
conhecidos na época: Saturno, Jupiter, Marte, Vénus, Merctrio, a Lua e o Sol. Os
quadrados mégicos também influenciaram artistas como o alemao Albrecht Diirer (1471 —
1528), que registrou um quadrado mégico de ordem 4, observado na Figura 2, na gravura
Melancolia I. O quadrado de Diirer tem uma particularidade de que através da indica¢ao
da asa do anjo, se observa a data em que a gravura foi executada: 1514, ou seja, os quatro
algarismos centrais, pertencentes aos dois quadrados centrais da tltima linha.

Desde o século XVII muitos matemaéticos e leigos, vem estudando os quadrados
mégicos e tem sido um assunto interessante e intrigante em diversos paifses. “Ainda hoje
os quadrados magicos servem de amuleto no Tibete, na India e em grande parte do Sudeste

da Asia”, (GADOTTI et al., 2013).

Figura 2 — Quadrado mégico na obra Melancolia I, do alemao Albrecht Durer.(PICKOVER,
2002)

Para (SANTINHO; MACHADO., 2006),

despertaram também interesse em alguns matemaéticos, pelos problemas
dificeis que originaram, em relagdo a construcao, classificagao e enumera-
¢ao dos quadrados de uma dada ordem. Bernard Frénicle de Bessy ( 1602
—1675), Claude Gaspar Bachet (1581 — 1638), Pierre de Fermat (1601 —
1665) e Leonhard Euler (1707 — 1783) estudaram quadrados mégicos e
cubos magicos.
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3 QUADRADOS MAGICOS: DEFINICAO, CLASSIFICACAO E
PROPRIEDADES

Neste capitulo serao apresentados os principais tipos de quadrados méagicos, suas
defini¢oes, propriedades e exemplos.

Um quadrado maégico ¢ uma matriz ' quadrada n x n, sendo n > 2, desenhada
como um tabuleiro de damas com 7 linhas e n colunas, as quais sao preenchidos com
numeros distintos em arranjos particulares, de forma que a soma dos elementos de cada
linha, de cada coluna, da diagonal principal 2 e da diagonal secundéria * sejam iguais a uma
constante, chamada constante magica. A ordem n de um quadrado mégico é o nimero
de colunas ou de linhas que ele apresenta. Os ntmeros usados sao normalmente ntmeros
inteiros comecando pelo nimero 1 e seguindo algum padrao. Existem tipos de quadrado
mégicos que satisfazem outras propriedades além das propriedades basicas (soma dos
elementos de todas as linhas, colunas, diagonal principal e diagonal secundaria serem
iguais). E existem também alguns tipos onde uma ou mais do que uma das propriedades
bésicas nao sao satisfeitas. A seguir, a titulo de curiosidade, apresentamos os tipos mais
comuns de quadrados magicos, maiores detalhes podem ser encontrados em (FULTS,
1974; PICKOVER, 2002). No que segue, quando falarmos em quadrado mégico, estaremos
nos referindo a uma tabela quadrada n x n, preenchida com ntmeros inteiros distintos
seguindo algum padrao, de maneira que a soma dos elementos de cada linha, cada coluna
e de cada diagonal seja a constante mégica.

O quadrado maégico tradicional, normal ou puro: E o quadrado magico, que
se possuir ordem n, é completado com os inteiros 1,2,...n% Este é o tipo de quadrado
magico mais estudado e conhecido e serd o foco deste trabalho, como mencionado ante-
riormente. Na se¢ao 4 discutiremos como encontrar a constante mégica associado a um
quadrado méagico tradicional, bem como regras para preencher tais quadrados e algumas

propriedades especiais que eles possuem.

Exemplo 3.0.1 Na Figura 3 pode-se observar um quadrado mdgico tradicional de ordem

3, onde:

e A soma dos elementos da diagonal principal satisfaz: 8 +5+ 2 = 15.

'Uma matriz real de ordem m x n, é uma tabela formada por m x n ntmeros reais distribuidos em m
linhas e n colunas, maiores detalhes podem ser encontrado no livro (HEFEZ; FERNANDES, 2016)

?Diagonal princial ¢ a colegao das entradas a;; em que i é igual a j. A diagonal principal de um
quadrado magico une o seu canto superior esquerdo ao canto inferior direito

3A diagonal secundaria de um quadrado méagico une o seu canto superior direito ao canto inferior

esquerdo
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o A soma dos elementos da diagonal secunddria satisfaz: 6 +5 + 4 = 15.

e A soma dos elementos de cada linha satisfaz:

8+1+6 = 15
3+5+7 = 15.
4+9+2 = 15

o A soma dos elementos de cada coluna satisfaz:

8+3+4 = 15
1+5+9 = 15.
6+7+2 = 15

Figura 3 — Quadrado mégico tradicional 3x3

Exemplo 3.0.2 A sequir serd apresentado um quadrado mdgico tradicional de ordem 4,

Figura 4. A constante madgica é 34, como podemos facilmente verificar:

Figura 4 — Quadrado mégico tradicional 4x4.

e Soma dos elementos da diagonal principal: 146+ 11 + 16 = 34.

e Soma dos elementos da diagonal secunddria: 4 + 7+ 10 + 13 = 34.
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e Soma dos elementos de cada linha:

1+154+14+4 = 34
1246+7+9 = 34
8+ 10+ 1145 = 34
13+3+2+16 = 34

e Soma dos elementos de cada coluna:

1+1248+13 = 34
154+6+10+3 = 34
14+7+1142 = 34
44945416 = 34

O quadrado imperfeito ou defeituoso: E um tipo especial de quadrado magico,
o qual nao obedece a todas as propriedades basicas. Por exemplo, pode possuir somas
dos elementos de cada coluna e de cada linha iguais, mas as somas dos elementos de cada

diagonal podem ser diferentes.

Exemplo 3.0.3 No quadrado mdgico da figura 5, observa-se que a soma das colunas €

igual a 15, mas a mesma constante nao € observada nas linhas e em uma das diagonazis.

________________

Figura 5 — Quadrado defeituoso ou imperfeito.

o A soma dos elementos da diagonal principal: 3+ 4+ 8 =15

e A soma dos elementos da diagonal secunddria: 1 +4+7 =12

o A soma dos elementos de cada linha:

3+24+1 = 6
5+4+6 = 15.
7T+9+8 24
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e A soma dos elementos de cada coluna equivale a 15, como observamos:

3+5+7 = 15
2+4+9 = 15.
1+6+8 = 15

O quadrado semimagico: E um tipo especial de quadrado mégico, onde somente
a soma dos elementos das linhas e das colunas sao iguais. Nao possui nenhuma exigéncia

sobre a soma dos elementos das diagonais.

Exemplo 3.0.4 Observa-se na Figura 6, onde a soma dos elementos da diagonal princi-

pal difere da diagonal secunddria e das linhas/colunas:

Figura 6 — Quadrado semimégico.

A soma dos elementos da diagonal principal: 1 +11+4+3 =19

A soma dos elementos da diagonal secunddria: 16 + 7+ 12 4+ 14 = 49

A soma dos elementos de cada linha resulta em 34:

1+2+154+16 = 34
6+11+7+10 = 34
134124445 = 34
144+9+8+3 = 34

A soma dos elementos de cada coluna resulta em 34:

1+6+13+14 = 34
241141249 = 34
154+7+4+8 = 34
16+10+5+3 = 34

O quadrado maégico hipermagico: E um tipo de quadrado méagico que, além

de satisfazer as propriedades bésicas, pode ser rearranjado de maneira que se obtenha
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um outro quadrado magico. Por exemplo, se ao trocarmos duas colunas de lugar ou duas
linhas, obtem-se um novo quadrado magico.

Existem 8 quadrados mégicos de ordem 3, e todos sao classificados como hipermé-
gicos. Ja dos 880 quadrados mégicos de ordem 4, sabe-se que pelo menos 448 nao sao

hipermagicos, conforme (PICKOVER, 2002), pagina 8 e 78.

Exemplo 3.0.5 Observa-se na Figura 7, que a troca de duas linhas (a primeira com
a terceira) e a soma dos elementos de cada linha, cada coluna e de cada diagonal, nos

quadrados é sempre 15.

4:9:2] |8

Figura 7 — Quadrado hipermégico

Exemplo 3.0.6 Observa-se na Figura 8 a troca de duas colunas (a primeira com a ter-
ceira) e a soma dos elementos de cada linha, cada coluna e de cada diagonal, nos quadrados

€ sempre 15.

Figura 8 — Quadrado hipermagico

O quadrado méagico diabdlico ou perfeito: Sao quadrados mégicos, que além das
propriedades basicas, possuem a propriedade adicional de que a soma dos elementos de
qualquer diagonal estendida paralela a diagonal principal ou a diagonal secundaria, tam-
bém é igual a constante mégica. As diagonais estendidas possuem o mesmo numero de
clementos da diagonal principal e secundaria, porém aparccem em diagonais menores que
se completam. Para melhor observagao e entendimento das diagonais estendidas, consta
na Figura 9, destacada nas cores amarelo, azul e rosa, as trés diagonais estendidas para-
lelas a diagonal principal. Da mesma forma ocorre com as diagonais estendidas paralelas

a diagonal secundaria.
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Exemplo 3.0.7 Na Figura 9, vemos também que a soma dos elementos de cada linha,
coluna, diagonal principal e diagonal secunddria é 34, assim como nas diagonais estendi-

das:

1
[

1

i
LIRS :: -]
T =

1411 2 58

_________________ l.____-

1 8 1312

Figura 9 — Quadrado diabdlico.

A soma dos elementos da diagonal principal: 44+ 11+ 13 + 6 = 34

A soma dos elementos da diagonal secunddria: 9+ 2+ 8+ 15 = 34

A soma dos elementos de cada diagonal estendida paralela a diagonal principal:

14+8+3+9 = 34
O+2+12+15 = 34.
1+10+16+7 = 34

A soma dos elementos de cada diagonal estendida paralela a diagonal secunddria:

1+11+16+6 = 34
0+183+7+4 = 34.
3+124+14+5 = 34

A soma dos elementos de cada linha:

445+16+9 = 34
144+11+2+7 = 34
1+8+13412 = 34
154+10+3+6 = 34

A soma dos elementos de cada coluna:

441441415 = 34
54+11+48+10 = 34
16+2+13+3 = 34
94+ 7+1246 = 34
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O quadrado magico semidiabdlico: O quadrado magico semidiabélico ou semi-
Nasik de um quadrado magico de ordem par é aquele cujo a soma das diagonais curtas
4 tém a mesma soma de cada linha, de cada coluna e de cada diagonal (principal e

secundaria).

Exemplo 3.0.8 Destaca-se na Figura 10 os 4 elementos pertencentes as diagonais curtas

paralelas, a diagonal secunddria.

Figura 10 — Quadrado magico semidiabélico.

A soma dos elementos da diagonal principal: 1+ 15+ 8 + 10 = 34.

A soma dos elementos da diagonal secunddria: 7+ 9+ 2+ 16 = 34.

A soma dos elementos das diagonais curtas paralelas a diagonal principal: 12+ 6 +
13+ 3 = 34.

A soma dos elementos das diagonais curtas paralelas a diagonal secunddria: 14 +
4+11+5=34.

A soma dos elementos de cada linha:

1+14+1247 = 34
44154946 = 34
134248411 = 34
16+3+5+10 = 34

A soma dos elementos de cada coluna:

1+4+134+16 = 34
14+15+2+3 = 34
12494845 = 34
T+6+11410 = 34

4Diagonais curtas de um quadrado magico de ordem par, sdo as duas diagonais formadas por 5
niameros cada.
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O quadrado magico simétrico ou associativo: E o quadrado magico de ordem
n com a propriedade adicional de que a soma dos pares de ntimeros simetricamente relativo

ao centro do quadrado, ou diametralmente equidistantes é n? + 1, veja Figura 11.

NS
Al /o
( e
4| Ve

Figura 11 — Diagrama de conexao para o quadrado méagico simétrico ou associativo.

Exemplo 3.0.9 Nota-se no quadrado mdgico da Figura 12 que as somas dos elementos

de cada linha, coluna e diagonal € 34:

Figura 12 — Quadrado magico simétrico ou associativo.

A soma dos elementos da diagonal principal: 16 + 10+ 7 + 1 = 34.

A soma dos elementos da diagonal secunddria: 13+ 11+ 6 4+ 4 = 34.

A soma dos elementos de cada linha:

16+3+2+13 = 34
54+410+11+8 = 34
94+6+T7+12 = 34
441541441 = 34

A soma dos elementos de cada coluna:

166+5+9+4 = 34
341046415 = 34
24+11+7+14 = 34
13+8+1241 = 34
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e A soma dos elementos dos pares, conforme o diagrama da Figura 11 é igual a n®+1

que resulta 17, como pode-se observar:

16+1 =424+1= 17
3414 =4°+1= 17
2415 =42+1= 17
13+4 =424+1= 17
5412 =4241= 17
10+7 =42+1= 17
1146 =424+1= 17
8+9 —=424+1= 17
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4 O QUADRADO MAGICO TRADICIONAL, NORMAL OU PURO

Como mencionado anteriormente, o quadrado magico tradicional é o quadrado
mégico de ordem n, o qual é preenchido com os ntimeros naturais consecutivos a partir
do ntimero 1 até o ntimero n?. Se desejamos construir um quadrado magico tradicional
de ordem n, a primeira tarefa é determinar a sua constante mégica K, o que faremos a

seguir. Seja .S, a soma de todas as entradas do quadrado magico, entao:
Sp=1+2+3+4+...+n*=3)+n*=2)+(n*—1)+n? (4.1)
a qual pode ser reescrita como:
Sp=n+@m* =1 +n*=2)+n*—=3)+...+4+3+2+1. (4.2)

Somando as equagoes (4.1) e (4.2) vamos obter:

25, = [P+1+[2=1)+2]+[n2=2)+3]+...+[(n>=1)+ 2]+ [n? +1]
= M+ D)+ @EP+D)+RP+ D+ (0P +1) + (P +1).

(.

n? vezes
Ou seja, 25, = (n? + 1)n%. Logo,

Como a constante mégica K é a soma dos elementos de cada linha, de cada coluna
e de cada diagonal, e como temos n linhas e n colunas, entao: S, = Kn. Logo, usando

(4.3), temos que

n(n®+1)
K=—7""-"
2
Também é possivel escrever a constante magica em termos da mediana ! Z do
. ~ — 2 . L.
conjunto 1,2,...,n% Entao, T = ”T“, e a constante mégica K é igual a n vezes a
mediana, isto é :
K =nz.

Claramente, a soma dos elementos S,,, também pode ser calculada como S,, = n’z.

Como a soma dos elementos dos quatro cantos de um quadrado magico é 4 vezes

'Mediana é o valor central de uma lista com quantidade fmpar de ntimeros colocados em ordem
crescente e se esta quantidade de ntmeros for par, a mediana serd a média aritmética dos dois nimeros
centrais
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n2+1

a mediana: Sy = 4("5

), ou também, pode ser encontrado dividindo a Soma dos termos
S, pelo nimero total de termos n? e multiplicado por 4, que sdo quatro termos: S, =

n?(n2+1)

5 X n—12 X 4, temos entao que:

Sy =2(n*+1).

Para mostrar a construcao dos quadrados mégicos, é necessario dividi-los em 3
categorias conforme a sua ordem, pois nao ha uma tinica maneira para construir todos os

tipos de quadrados mégicos, sao elas:
e ordem fmpar,

e ordem simplesmente par, multiplo de 2, mas que nao seja miltiplo de 4, por exemplo:
6 x 6,10 x 10,14 x 14,.. .,

e ordem duplamente par, miltiplo de 4, por exemplo: 4 x 4, 8 x 8,12 x 12,.. ..

4.1 QUADRADOS MAGICOS DE ORDEM IMPAR

Para construir os quadrados mégicos de ordem fmpar existem varios métodos, con-
forme pode-se encontrar em (KRAITCHIK, 1935), (FULTS, 1974), (PICKOVER, 2002). Aqui
utilizaremos o método Siamés ou método De La Loubére, (UKO; SINCLAIR., 2013), por ser
um método pratico e simples que serve nao sé para os quadrados magicos tradicionais,
mas também para todos os quadrados mégicos em que os elementos estejam em progres-
sao aritmética. Este método foi trazido para a Franga em 1688 por Simon De La Loubére
(1642 — 1729), um diplomata, escritor, matemético e poeta, o qual liderou uma delegagao
francesa em Sido (atual Tailandia). Durante sua estadia de trés meses em Siao, De La
Loubére aprendeu as regras para a construgao do quadrado mégico de ordem impar, ¢ no
seu retorno a Franca elas foram apresentadas no livro de sua autoria intitulado: "Uma
nova rela¢ao historica do reino de Siao" (Du Royaume de Siam, 1693) (LOUBERE; P,
1693; FILHO, 2017).

Regra pratica (método Siamés) para construir quadrados magicos de

ordem impar.

O algoritmo? para preencher os quadrados magicos de ordem fmpar usa os movi-

mentos para cima e para a direita, como uma regra pratica. Para exemplificar, toma-se

2sequéncia finita de regras, raciocinios ou operacdes que, aplicada a um ntimero finito de dados, permite
solucionar classes semelhantes de problemas.
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o menor quadrado magico de ordem impar que é o de ordem 3, utilizando os algarismos
1,2,3,...,9. Segue detalhadamente a construgao deste quadrado mégico.

Considerando os numeros naturais em ordem crescente, o primeiro niimero se coloca

no centro da primeira linha, Figura 13.

S

Figura 13 — O primeiro niimero preenche a casa central da primeira linha.

Para este algoritmo deve-se considerar casas que estejam fora do tabuleiro ® a ser
preenchido. Sempre que uma casa nao existir escreve-se o niimero na casa mais distante,

na mesma linha, coluna ou diagonal, veja Figura 14.

RN

P e -

Figura 14 — Casa fora do quadrado, preenche a casa mais afastada da mesma linha/colu-
na/diagonal.

O movimento a ser feito é uma para cima e uma para a direita, isto podera levar

a uma casa que ja esté ocupada, neste caso volta-se o movimento e preenche-se o niimero

na casa abaixo, Figura 15.

Passo 1 Passo 2

Figura 15 — Casa ocupada, volta e preenche abaixo da anterior.

Se o movimento te levar para uma casa fora do tabuleiro e a mais distante na
mesma linha, coluna ou diagonal estiver ocupada, voltar o movimento e preencher a casa

abaixo do nimero, Figura 16.

3tabuleiro se refere ao quadrado.
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Figura 16 — Segue o preenchimento.

E com estes passos destacados acima, preenche-se o quadrado magico de ordem 3,

Figura 17.

p—

Qo

Ne)

1
i
i
I

+
1
1
i
I

oy
[NRE @)

1
1
1
i
1
-
1
i
'
1

B 1C0

Figura 17 — Quadrado magico preenchido.

Caracteristicas do quadrado magico de ordem impar

Apbs o estudo e a construgao de varios quadrados magicos de ordem impar, foi
observada a existéncia de regularidades em algumas entradas dos quadrados magicos e foi
encontrada empiricamente uma férmula para tais entradas. Para comprovar a veracidade
das formulas, foi utilizada a formula do Método Siameés (Formula 4.4), a qual foi intro-
duzida em (UKO; SINCLAIR., 2013), e pode ser usada para encontrar qualquer entrada de
um quadrado magico de ordem impar. Sua demonstragao utiliza conceitos de aritmética

modular, os quais fogem do escopo deste trabalho.

Foérmula de La Loubére (UKO; SINCLAIR., 2013):

a;; =1+ [<2j+i—2> modn} +n

(j ++ nT—Z%) mod n] . (4.4)

onde: a;; é o elemento do quadrado mégico que se encontra na linha ¢ e na coluna j e n
¢ a ordem do quadrado méagico.
Usando a formula 4.4, serd mostrado a seguir que os elementos dos quatro cantos

sao determinados em fun¢ao da ordem do quadrado magico:

_nz—n—2 n®>—n+2 _n2+n n>+n+4

Appn = 2 y Ap1 = 2 y Aip = 9 € an = 9
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Para um maior entendimento do leitor, a seguir serao detalhados os calculos das

expressoes obtidas para a,,, a,1, a1, € a1 empiricamente e se verifica com a formula 4.4.

—n—2,

Calculo de a,,, = 2

Ay, = 1 + [(2n+n—2> mOdn} +n[(n+n+nT_3) modn}.

Usando os seguintes fatos:

e (3n—2)=n—2modn, pois (3n —2 — (n —2)) = 2n e n|2n.

5n—3 — n—3 : 5n—3 n—3 _
o N =1 mOdn7p01s(2 2)—2nen|2n.

n—3 n—n-—2
on = 1 -2 = .
=14 (n2) en(M50) =15

n2+n+4 .
—a

Tem-se que:

Calculo de a1 =

ajp =1+

-3
2><1—|—1—2) modn}—i—n{l—f—l—i—nTmodn ,

como 1 =1modn e 2 =1 mod n, tem-se que
1+n n’+n+4
a11=1+1—i—n 5 = 5 .

Observe que também é possivel escrever a;; em termos de a,,:

n2—|—n—|—4_n2—n—2—|—2n—|—6_nz—n—Q
2 N 2 N 2

a;; = +(n+3) = an, + (n+3).

n2+n,
2

Ay =1+ l(an+1—2> modn} +n{<n+1+nT_3) modn},

Calculo de aq,, =

mas,

e 2n—1)=(n—1) mod n, pois 2n—1—(n—1)) =n e nn.

o (5”—2_1) = ("T_l) mod n, pois <%) - (NT_l) =n e nln.

Assim,
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Também tem-se que:

n4+n nP—-n-2+2n+2 nt-n-2
U = —5— = 5 = 5 +(n+1)=am+(n+1).

n2—n42 .
—

an1 =1+ [<2x1+n—2> modn} +n{<1+n+n;5> modn}.

Usando que:

Calculo de a,,; =

e n. =0 mod n, pois n|n.

3n—1 — [ n—1 tq Sn—1 _ n—1 __
° <T>—(_2 )modn,pms 5 S =nen|n.

Obtem-se,

1 2 _p42
an1:1+0+n<n ):” ntz

2 2

Também é possivel escrever a,; em termos de a,,,:

nz—n—|—2_n2—n—2+4_n2—n—2

Ap1 = 9 5 5 +2=a,,+ 2.
Portanto,
n:—n—2 n?—n+2 n®+n n?+n+4
pn = ——F7» p1 = ——5—— dip = € an = ——F5 -
2 ! 2 ! 2 H 2

Usando as expressoes para ap,,dn1, a1, € a1 acima, verifica-se que a soma, Sy,

destes quatro elementos é:

54 = a1 + ay + An1 + Ann
= (ann+(n+3))+(ann+(n+1))+(ann+2)+ann
= dap, +2n+6

- 4('”2—;—2) +2n+6

= 2(n*+1)

Esta soma S, também ¢ igual & %K , como pode-se facilmente verificar.

Usando a formula 4.4, serd mostrado a seguir que os quatro elementos mais afasta-
dos de um alinhamento que passa pelo centro, ou seja, os elementos centrais da primeira

e ultima linha e da primeira e dltima coluna sao determinados em fun¢ao da ordem do
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quadrado magico:

Para um maior entendimento do leitor, a seguir serao detalhados os calculos das
expressoes obtidas para Qy(nly, Qntlyy, Gntly, € Qponil) empiricamente e se verifica com
2 2 2 2

a formula 4.4.

Calculo de Qynt1y = 1:
2

1 1 -3
a1(7z42»1):1+|:<2><n—2’— —|—1—2> m0dn}—l—n{<i+1+n2 )madn].

2

Usando o seguinte fato:
e n =0 mod n, pois n|n.

Tem-se que,

ayngry = 1+ [n mod n] +n[n modn]=14+0+nx0=1.

2 _ 14n,
Calculo de A(niry, = 1+ T"

1 1 -3
a(n;l)l:1+{(2x1+n—2’_ —2) modn}-l—?”LKl—l—n; +n2 )madn}.

Usando o seguinte fato:

n+l nt1 2 14n
> .

modn e n=0modn=n 5

1
Aynil =1+n+ +n><0=1+n+.
(=)L
, _ 14n,
Calculo de Qng1), = n? — =5
n+1 n+1l n-3
a(ngl)n:1+[(2xn+7—2>modn}-l—n{(n-l— 5 + 5 )modn}.

Usando os seguintes fatos:

5n—3
2

— n—3 ‘e On—3 n—=3 __ 4n _
= 52 mod n, pois 2= — 52 = Tt =

hd 2 2

2n e n|2n.

e 2n—1=n—1modn, pois2n—1—(n—1) =n e n|n.
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Tem-se que,

Calculo de Qpy(np1y = n?:

1 1 -3
an(nTH)=1+ [<2><%+n—2> modn] +n{<%+n+n2 )modn}.

Usando o seguinte fato:

e 2n—1=n—1modn, pois 2n—1— (n—1) = n e n|n.

Tem-se que,

a n+1)=1+n—1+n2—n:n2.

n(*5

Usando as CXpressoes para al("T'H)? Cl(nT—H)l, a("T'H)n c an("T'H) aclima, verifica-se que

a soma, Sy, destes quatro elementos é:

Sie = yengy +agmpy + gy, 0,
= )+ @ +5)+ 0 -5+ ()
= 2+2n?
= 2(n?+1)

A soma dos quatros elementos do centro de cada alinhamento periférico Syp, ou
seja, sao os elementos centrais de uma linha ou mais anterior e posterior e os elementos
centrais de uma coluna ou mais anterior e posterior do elemento central ((ln-zi-l , n-zu) ¢
igual a Sy, ou seja:

S4p =85, = 2(’/1,2 + 1)

Os dois elementos extremos de um alinhamento que passa pelo centro Sy, ou seja,
sao os elementos centrais da primeira e tltima linha e os elementos centrais da primeira
e tltima coluna.

_ n+l __ n+3 _ 2 nt+l _ 2n%2-n-—1 _
Gagry = 1457 = 2>e<a<"2+1>n—” 2~ )011@1(";“)—1‘3
nily = n%. A soma destes elementos S, igual a,

n+3+2n2—n—1
2 2

SQZQ(%)l‘i‘a(%)n: ou 520=a1(%)+an(%)=1+n2,
que segue:
Soe = n2 + 1.

A . . _ ~ 2
Ou também, a soma destes elementos Sy é igual ao dobro da mediana Z, entao, 2 X ”T“,

o que resulta:

Soe = n? 4 1.
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A soma dos dois elementos do centro de cada alinhamento periférico Sy, ou seja,
sao os elementos centrais de uma linha ou mais anterior e posterior ou os elementos
centrais de uma coluna ou mais anterior e posterior do elemento central <an;1 7 "§1>’ é
igual a S5, ou seja:

52p=520=7l2+1.

4.1.1 Ordem 3

Para exemplificar as propriedades descritas na subsecao anterior, vamos utilizar o
menor quadrado magico existente, o de ordem 3, o qual ja foi preenchido anteriormente
para exemplificar o método Siameés.
32+1) 15

1. A constante mégica K é dada por K = 3(7 =

2. A soma S, de todos os elementos do quadrado magico é S, = M = 45 ou
S, =32 x5 =45,

3. A soma dos elementos dos quatro cantos Sy (2,4,6,8) ¢ Sy =4 x5 =20o0u Sy =
2(3% +1) =20 ou ainda Sy = x 15 = 20.

4. A soma dos quatro elementos extremos Sy (1,3,7,9) de um alinhamento que passa

pelo centro ¢ Sy, = 4 x 5 = 20, ou Sy, = 2(3% + 1) = 20.

5. A soma dos quatro elementos do centro de cada alinhamento periférico S, ¢ igual
a soma dos quatro elementos extremos Sy, que é 20. No caso do quadrado magico

de ordem 3, estes elementos sao os mesmos (1,3,7,9).

6. A soma dos dois elementos extremos Sy (1,9) e (3,7) de um alinhamento que passa

pelo centro é Sy =2 x 5 =10, ou Sy = 32+ 1 = 10.

7. A soma dos dois elementos do centro de cada alinhamento periférico S, é igual &
soma dos dois elementos extremos Ss., que ¢ 10. No caso do quadrado mégico de

ordem 3, estes elementos sao os mesmos (1,9) e (3,7).

A titulo de curiosidade, a quem possa se interessar segue no Apéndice A, a constru-
¢ao dos quadrados mégicos de ordens 5, 7 e 9, utilizando a regra pratica (método siames),
o qual nao sera mostrado detalhadamente o passo a passo das suas construgoes, como

efetuado no de ordem 3.
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4.2 QUADRADO MAGICO DE ORDEM SIMPLESMENTE PAR

Sao os quadrados maéagicos de ordem par que nao sao miltiplos de 4, ou seja,
6,10,14,.... Assim, como os quadrados magicos de ordem impar, existem véarios méto-
dos para a construcao dos quadrados magicos de ordem simplesmente par, como pode-se
encontrar em (PICKOVER, 2002), (KRAITCHIK, 1935), (FULTS, 1974). Aqui, também se
utiliza o método elaborado por Simon de la Loubére, por ser um método pratico e facil

de construir.

Regra pratica criada por Simon de La Loubére para construir quadrados

magicos de ordem par simples.

O menor quadrado mégico simplesmente par é o de ordem 6 e para preenché-lo
serd utilizado como exemplo a sequéncia dos nimeros naturais 1,2,3,...,36. Divide-
se este quadrado magico em quatro quadrados iguais de ordem impar, cada um com 9
elementos, e essas regides sao chamadas de superior esquerda SE, superior direita SD,

inferior esquerda IE e inferior direita ID, conforme Figura 18.

e

IE D

Figura 18 — Regioes do quadrado magico de ordem 6.

Comecando a preencher a regiao superior esquerda SE com os ntimeros 1,2,3,...,9,
utiliza-se a mesma regra dos quadrados de ordem impar. Observe na Figura 19 que o
mesmo algoritmo ¢é utilizado nas regioes inferior direita ID na qual preenche-se com os
nameros 10, 11,12, ..., 18, superior direita SD com os nimeros 19, 20,21, ..., 27 e inferior
esquerda IE com os ntmeros 28, 29, 30, .. ., 36.

Percebe-se que neste quadrado a soma dos niimeros que estao dispostos nas linhas
e nas diagonais nao equivalem a constante magica, desta forma deve-se trocar a posi¢ao
de alguns ntimeros, entre os quadrantes superiores e inferiores, a esquerda e/ou a direita,

para completar corretamente o quadrado méagico. Na regiao superior esquerda, os dois



45

______________________

8
38l 7(21i23i25
4
5

______________________

3
30132134[12i14i16

31136:129[13118:11

Figura 19 — Elementos do quadrado mégico de ordem 6.

35 1 6[2619i24

______________________

3182 7[21:23:25

______________________

B o 2[22127120
812833[17110i15

......................

301 534[12114i16

......................

4136291311811

Figura 20 — Quadrado magico de ordem 6.

elementos do canto a esquerda e o elemento central, devem ser trocados Silnetricalnente4,
pelos elementos da regiao inferior esquerda que ocupam a mesma posi¢ao, como mostra
Figura20.

Este método de resolugao é valido para todo quadrado magico par simples. Ao
dividir o quadrado em quatro regides de ordem impar, terd sempre "TZ elementos em cada
uma delas, no caso do quadrado mégico de ordem 6, terd 9 elementos cada regiao. Na
regiao superior esquerda, escreve-se os nimeros 1 até "Iz (1 a 9). Na regiao inferior a
direita, escreve-se os nimeros ”72 +1 até "—22 (10 a 18), na regiao superior direita escreve-se
de % + 1 até % (19 a 27) e na regido inferior esquerda de % + 1 até n? (28 a 36). A
troca na posicao de alguns elementos segue uma certa regra que pode ser observada nos

quadrados das Figuras 19 e 20, onde destaca-se as casas que terao os elementos trocados.
Caracteristicas do quadrado magico de ordem simplesmente par

Além das propriedades dos quadrados mégicos tradicionais, possui algumas carac-

teristicas especificas deste grupo:

1. A soma dos elementos dos quatros cantos Sy é igual aos %K :

4ijdenticamente ou igualmente, de modo que haja correspondéncia de posicio
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Sy = (%) (%n(n2 + 1)) =2(n®+1).

2. A soma dos quatro elementos centrais Sy, ou seja, sao os elementos que pertencem
as entradas: anz, anniz), Qnizyn € antzyntz) € igual a soma dos elementos dos
22 2 2 2 2 2 2
quatro cantos:
2
S4c = S4 = 2(’7L -+ 1)

3. A soma dos quatro elementos extremos de um alinhamento que passa pelo centro
Siee, OU S€ja, sao os dois elementos centrais da primeira e dltima linha (ay(ny, @, n:2

J ) (2)7 1( 5 )

) e an(nTJrz)) ou os dois elementos da primeira e tltima coluna (a(%)l, G(ng2)y, G(3)n

an(%

€ G(ng2 )n), ¢é igual a soma dos elementos dos quatro cantos.
Siee = Sy =2(n* +1).
4.2.1 Ordem 6
Para exemplificar as propriedades descritas na subsecao anterior se utiliza o menor
quadrado de ordem par simples que é o de ordem 6, que ja foi construido para exemplifi-
cacao da regra de Simon de La Loubére para quadrados magicos de ordem simplesmente

par. A seguir destaca-se as suas caracteristicas e na proxima subsecao, se mostra de forma

simplificada o quadrado magico simplesmente par de ordem 10.

1. A constante mégica K ¢ K = 6 x 1+—2(’2 =111
2. A soma dos elementos Sy, & S, = 6x 1 x6x (62+1) = 666 ou S, = 6% x (Z£L) = 666.

3. A soma dos elementos dos quatro cantos Sy (4,11,24,35) é Sy = 4 (&;1) = 74 ou
Sp=2x3x6x(6°+1)="74.

4. A soma dos quatro elementos centrais Sy, (2, 17,22, 33) é igual & soma dos elementos

dos quatro cantos, que é 74.

5. A soma dos quatro elementos extremos de um alinhamento que passa pelo centro
Siee (6,13,26,29) e (8,15,20,31) é igual a soma dos elementos dos quatro cantos
que é 74.
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4.2.2 Ordem 10

Utilizando os ntmeros na sequéncia 1,2, 3,..., 100, preenche-se a regiao superior
esquerda com os nimeros de 1 a 25, a regiao inferior direita com os nimeros de 26 a 50,

a regiao superior direita com os ntmeros de 51 a 75 e a regiao inferior esquerda com os

50+51 101

nameros de 76 a 100. A mediana é que ¢é igual a A constante méagica é igual

1—01 que é igual a 505. A soma dos elementos é igual

a 10 vezes a mediana, logo 10 x
a 10 vezes a constante magica, logo 10 x 505 = 5050 ou também 10? vezes a mediana,
102 x 1—01 = 5050. A soma dos elementos dos quatro cantos (17,34, 65, 86) é igual a 4 vezes
a mediana (4 X %l) ou quatro décimos da constante magica, que é igual a 202. A soma
dos quatro elementos centrais (9, 42,61, 90) é igual & soma dos quatro elementos extremos
de um alinhamento que passa pelo centro (15,36,67,84) ou (11,40, 59,92), que é igual a

soma dos elementos dos quatro cantos 202. Figuras 21 e 22.

17.24) 1 8 15 67574551558 65

___________________________________________________________________

...................................................................

...............................................

...............................................

86;9310Q 77;84 36i43{50{27! 34

Figura 21 — Elementos do quadrado méagico de ordem 10.

4.3 QUADRADO MAGICO DE ORDEM DUPLAMENTE PAR

Sao os quadrados mégicos de ordem par que devem ser multiplos, também de 4, ou
scja, 4,8,12, ... e como os quadrados magicos de ordem impar ¢ os de ordem simplesmente
par, existem varios métodos para construir um quadrado mégico duplamente par, como
pode-se encontrar (FULTS, 1974), (PICKOVER, 2002), aqui se apresenta um método facil
conforme o matemético russo Abu Hatim Muzaffar Asfizari (SESIANO, 2019).
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92:100| 1: 8:15|67i74i51:58/40

________________________________________________

PSRV R [PVICEP I I i ——

...................................................................

e ______,._>____,.______ ___>__,_______,_______._ _____________

________________________________________________

________________________________________________

mmmsmapme————— .-.._.,_._..-r_-.-.. . e S —

11518100g 77;84 36i43}50i 27 59

Figura 22 — Elementos do quadrado mégico de ordem 10.

Regra pratica para resolver quadrados de ordem duplamente par

O menor quadrado mégico duplamente par é o de ordem 4 e para preenché-lo
sera utilizado como exemplo a sequéncia dos niimeros naturais 1,2,3,...,16. Podendo
preencher este quadrado escrevendo o ntmero 1 na primeira linha e coluna e completar
as demais casas conforme a Figura 23 a esquerda. Outra forma seria escrever o niimero 1
na quarta linha e na quarta coluna e completar as demais casas conforme a Figura 23 a

direita.

1i2i3i4 16151413
56178 121110 9

01011112 8765

_______________________

13141516] [4i37271

Figura 23 — Escrevendo os nameros de 1 até 16 no quadrado magico.

Destacam-se cinco quadrados menores: quatro de ordem igual a 1, situados nos
cantos, e um quadrado central de ordem 2, conforme a Figura 24. Para resolver este
quadrado magico deve-se considerar os nimeros que estao nas casas destacadas, conforme
o primeiro preenchimento, e descartar os demais niimeros. As demais casas vazias serao

completadas pelos niimeros dispostos conforme o segundo preenchimento.
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H
b
=

16151413

__________________________________

_______________________

-----------------------

Figura 24 — Destacando as casas a serem utilizadas.

Apos esses passos, é possivel chegar ao quadrado mégico de ordem 4 da Figura 25.

—t
—
o1

el
e

Figura 25 — Quadrado magico de ordem 4.

De modo geral, para resolver um quadrado mégico par duplo de ordem n = 4k,
serd usado este mesmo algoritmo. Destacam-se quadrados menores de ordem % em cada
canto e outro central de ordem 5. Nas casas que foram destacadas escreve-se os niimeros
marcando 1 na primeira linha e primeira coluna e os demais da esquerda para direita,
completando as linhas, conforme o exemplo da Figura 23 a esquerda. As casas que nao

foram preenchidas nesta primeira etapa, irdao completar conforme a Figura 23 & direita.
Caracteristicas do quadrado magico de ordem duplamente par

Apos o estudo e a construgao de vérios quadrados magicos de ordem duplamente
par, observa-se que existem regularidades em algumas entradas, o qual busquei empiri-
camente por inspegao encontrar uma féormula para as mesmas, e também se destaca em

algumas propriedades especificas deste grupo:

1. Os quatro elementos dos cantos sao: a;; = 1, ay, =N, Gy = n> —n+1 e ay, = n°.

A soma S destes clementos ¢é:

Sp= 1)+ )+ (> —n+1)+ () =2n*+1)
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ou como sendo 4 vezes a mediana T,

2
1
S4=4x%=2(n2+1)

ou ainda, % da constante mégica K, que é igual a:

n(n?+1)

i =2(n* +1).

4
S4=—><
n

A soma dos quatro elementos centrais Sy, ou seja, sao os elementos que pertencem

as entradas: ann, a (n£2), O(nt2)
22 2

€ a(ni2yni2y € igual & soma dos elementos dos
2 2 2

3
w3

quatro cantos:
Sie =Sy =2(n* +1).

A soma dos quatro elementos extremos de um alinhamento que passa pelo centro

Siee, OU s€ja, sao os dois elementos centrais da primeira e tltima linha (al(%), ay(ni2y,
2

n(z) € an(nTH)) ou os dois elementos da primeira e tiltima coluna (a(%)l, G(nt2)), G(2)n

€ Q(nt2 que é igual & soma dos elementos dos quatro cantos.
("))

Siee = Sy = 2(n2 + 1)

A soma dos quadrados dos elementos da primeira linha é igual & soma dos quadrados
dos elementos da ultima linha, assim como a soma dos quadrados dos elementos da
segunda linha é igual & soma dos quadrados dos elementos da penultima linha e

assim sucessivamente, dependendo do nimero de linhas que o quadrado possuir.

A soma dos quadrados das linhas impares ¢ igual & soma dos quadrados das linhas

pares.

E possivel relacionar os elementos dos 4 cantos a;; = 1, aj, =n, a1, =n> —n+1
e any, = n?, com a diferenca entre os niimeros dispostos nos dois cantos da primeira
linha ay, — ai;, somada ao primeiro elemento & esquerda da ultima linha (ay, —

ay1) + a1, que resulta no valor do elemento da ultima linha a direita a,,, entao:

(n—1)4+n*>—n+1=ay, =n’

4.3.1 Ordem 4

Para exemplificar as propriedades de um quadrado magico de ordem duplamente

par, seré utilizado um quadrado magico de ordem 4, onde sera apresentado com detalhes, o

qual ja foi construido na exemplificacao da regra prética para a construcao dos quadrados
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mégicos par duplo e, na sequéncia de maneira sucinta, segue o quadrado mégico de ordem
8 e o de ordem 12:

1. A constante mégica K é K =4 x 1+—242 = 34.
2. A soma dos elementos Sy, ¢ S, = 4 x 1 x4(42+1) = 136 ou S, = 42 x (1) = 136.

3. A soma dos elementos dos quatro cantos Sy (1,4,13,16) é Sy =4 x (L;l) = 34.

4. A constante magica K, pode ser notada na soma de seus quatro cantos K = Sy = 34.
5. A soma dos quatro elementos centrais Sy. (6,7,10,11) é Sy. = S, = 34.

6. A soma dos quatro elementos extremos de um alinhamento que passa pelo centro
Siec (2,3,14,15) ou (5,8,9,12) é Syee = S, = 34.

7. A soma dos quadrados dos elementos da primeira linha Sy; é igual & soma dos
quadrados dos elementos da tltima linha, assim como a soma dos quadrados dos
elementos da segunda linha Sy é igual a soma dos quadrados dos elementos da
peniltima linha e assim sucessivamente, dependendo do ntmero de linhas que o

quadrado possuir, entao,
Soma da primeira linha Sy;:
Su=1>+15% + 14> + 4* = 438.
Soma da segunda linha So;: Sy = 122 + 62 + 72 + 9% = 310.
Soma da terceira linha S5;:
S3 = 82+ 10% + 112 + 52 = 310.
Soma da terceira linha Sy;:
Sy =13% + 3% + 22 + 16 = 438.
8. A soma dos quadrados das linhas impares ¢é igual & soma dos quadrados das linhas
pares:
Soma da primeira com a terceira linha:
Sy + S3 = 438 + 310 = 748
Soma da segunda com a quarta linha:

Sor + Sy = 310 4+ 438 = 748
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9. A diferenga entre os ntimeros dispostos nos dois cantos da primeira linha (4—1 = 3),
somada ao primeiro elemento & esquerda da ultima linha (3 + 13 = 16) resulta no

valor do elemento da ultima linha a direita que ¢é igual a 16.

Observe estas propriedades também nos préximos quadrados magicos duplamente

par das Figuras 26 e 27, que serao apresentados de forma simplificada.

4.3.2 Ordem 8

Utilizando os ntmeros na sequéncia 1,2,...,64, terd cinco quadrados menores,

sendo 4 de ordem 2 (%) e um outro central de ordem 4 (§). A mediana ¢ #2533 que
65

¢ igual a %>. A constante mégica ¢ igual a 8 vezes a mediana, logo 8 X 6—25 é 1gual a
260. A soma dos elementos ¢ igual a 8 vezes a constante magica (8 x 260) ou também
82 vezes a mediana (8% x 6—25) que ¢ igual a 2080. A soma dos elementos dos quatro
cantos (1,8,57,64) é igual a soma dos quatro elementos centrais (28,29, 36,37) , que é
igual a soma dos quatro elementos extremos de um alinhamento que passa pelo centro
(25,32,33,40) ou (4,5,60,61), que é igual 4 vezes a mediana (4 X 6—25) ou quatro oitavos

da constante magica (5 x 260), que ¢ igual a 130. Figura 26.

13 262616059 7.8

-----L----- ----J-----

9 1054 53! 52i51] 1516

{11__8_54_]_19 20 21 224_2 41

.................................

5'4"553 43 4445 46 1817
4950/14113112:11 5556

-----‘.__-_-r.. i'""‘l""'

5758 6 5 4 3 6364

Figura 26 — Quadrado magico de ordem 8.

4.4 ORDEM 12

Utilizando os ntimeros na sequéncia 1,2, 3, ..., 144, terd cinco quadrados menores,

sendo 4 de ordem 3 (12) e um outro central de ordem 6 (£). A mediana ¢ 253 que ¢
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igual a %. A constante mégica é igual a 12 vezes a mediana (12 x %) que é igual a

870. A soma dos elementos é igual a 12 vezes a constante magica (12 x 870) ou também

122 vezes a mediana (122 x %) que ¢ igual a 10440. A soma dos elementos dos quatro
cantos (1, 12,133, 144) é igual a soma dos quatro elementos centrais (66,67, 78,79), sendo
igual a soma dos quatro elementos extremos de um alinhamento que passa pelo centro
(61,72,73,84) ou (6,7,138,139), que ¢ igual 4 vezes a mediana (4 x 122), ou quatro doze

avos da constante magica (75 x 870) que ¢ igual a 290. Figura 27.

1 2 3/141140139138137136/10 11 12
N 12911281271126(125/1 24 R

25 26 27 117111611511411311234 35 36

10811071106 9919897
06105 194 87186185 |
8483182 75174 73
(7217170 63162 61|

60! 59 58 51150149 |
48 47! 46 39138137

1091101111 33 | 32/31 3029 28 118119120

............................

121122123 21 120 19 |18 |17 16 130131132

____________________________________

1331341135 9 | 8| 7 6 5 4 142143144

Figura 27 — Quadrado méagico de ordem 12.
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5 ATIVIDADES PARA O PROFESSOR DE MATEMATICA

Neste capitulo apresentam-se atividades que podem ser usadas em sala de aula, pelo
professor de matematica, para desenvolver o raciocinio légico do aluno de uma maneira
interessante e descontraida, utilizando quadrados magicos tradicionais e os passatempos
sudoku, também questoes olimpicas da Olimpiada Brasileira das Escolas Publicas (OB-
MEP), bem como as questoes do banco de questoes que servem para a preparac¢ao das

Olimpiadas de Matematica.

5.1 QUADRADOS MAGICOS

Os quadrados magicos, servem como um desafio interessante e divertido para os
alunos despertarem o interesse em aprender a disciplina de matematica, considerada dificil
por muitos estudantes. Portanto, podem ser aplicados, para alunos das séries finais do
ensino fundamental, comegando com o quadrado magico tradicional, o Lo Shu, utilizando
os nimeros naturais consecutivos. E a partir do sétimo ano, utilizando o conjunto dos
nimeros inteiros ou o conjunto dos nimeros racionais servindo como uma ferramenta
interessante ao professor de matemética, para fazé-los aprender esta disciplina de uma

maneira descontraida e desafiadora.

Atividade 1: Completar um quadrado méagico 3 x 3 utilizando ntimeros pares de
2 a 18, de modo a obter uma constante na soma das linhas, colunas e diagonais, chamada
constante magica.
Dica: Encontrar o valor da mediana (elemento central) e o valor da constante mégica.

Solucao: Os ntmeros pares de 2 a 18 sao: 2,4,6,8,10,12,14,16 e 18, entao o
elemento central ¢ o 10, logo este elemento preenchera a casa central do quadrado mégico,
que pertence a segunda linha e a segunda coluna. A constante mégica serda a soma dos
clementos (2 +4 4+ ... 4+ 18 = 90) que dividido por 3 resulta em 30. Scgue abaixo na
Figura 28 o quadrado 3 x 3, preenchido.

162112

e g

6 10114

e ] v

818 4

Figura 28 — Quadrado magico, atividade 1.
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A soma dos elementos da diagonal principal satisfaz: 16 4+ 10 + 4 = 30.

A soma dos elementos da diagonal secundaria satisfaz: 12 + 10 + 8 = 30.

A soma dos elementos de cada linha satisfaz:

16+2+12 = 30
6+10+14 = 30.
8+18+4 = 30

A soma dos elementos de cada coluna satisfaz:

16+6+8 = 30
2+10+18 = 30 .
12+14+4 = 30

Atividade 2: Completar o quadrado 3 x 3 utilizando ntmeros inteiros de —2 a 6, de
modo obter uma constante na soma das linhas, colunas e diagonais.
Dica: Encontrar o valor da mediana (elemento central) e o valor da constante magica.
Solugao: Os ntmeros inteiros de —2 a 6 sao: —2,—1,0,1,2,3,4,5 e 6, entao o
elemento central ¢ o 2, logo este elemento preencheré a casa central do quadrado mégico,
que pertence a segunda linha e a segunda coluna. A constante mégica sera a soma dos
elementos (—2 + (—1) + ... + 6 = 18) que dividido por 3 resulta em 6. Segue abaixo na
Figura 29 o quadrado 3 x 3, preenchido.

5213
0214
1i6i-1

Figura 29 — Quadrado magico, atividade 2.

e A soma dos clementos da diagonal principal satisfaz: 5+ 2 4 (—1) = 6.
e A soma dos elementos da diagonal secundaria satisfaz: 3 +2+ 1 = 6.

e A soma dos elementos de cada linha satisfaz:

54 (-2)+3 =
0+2+4 =
146+ (-1) = 6
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e A soma dos elementos de cada coluna satisfaz:

54041 = 6
(—2)+24+6 =
3+4+(-1) = 6

Atividade 3: Completar o quadrado 5 x5 utilizando os primeiros nimeros naturais
impares, de modo a obter uma constante na soma das linhas, colunas e diagonais.

Dica: Encontrar o valor da mediana (elemento central), o valor da constante magica e
utilizar a regra pratica de quadrado magico tradicional de ordem fmpar.

Solugao: O quadrado magico 5 x 5, tem 25 elementos, logo os primeiros 25 niimeros
naturais impares sao: 1,3,5,... até 49, o elemento central é o 25, logo este elemento
preencheré a casa central do quadrado magico, que pertence a terceira linha e a terceira
coluna. A constante magica serd a soma dos elementos (1 + 3 + ... + 49 = 625) que

dividido por 5 resulta em 125. Segue abaixo na Figura 30 o quadrado 5 x 5, preenchido.

21; 35; 49; 3 ; 17

Figura 30 — Quadrado magico, atividade 3.

e A soma dos elementos da diagonal principal satisfaz: 33 +9 + 25 4+ 41 + 17 = 125.

e A soma dos elementos da diagonal secundaria satisfaz: 29+ 27+ 25423421 = 125.

e A soma dos elementos de cada linha satisfaz:

33+47+1+154+29 = 125
5+9+13+27+31 = 125
T+11+25+39+43 = 125.
19+234+37+41+5 = 125
21 4+35+49+3+17 = 125
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e A soma dos elementos de cada coluna satisfaz:

33+454+7+19+421 = 125
AT+9+11+23+35 = 125
1+13+25+37+49 = 125 .
15+27+39+41+3 = 125
29+31+43+5+17 = 125

Atividade 4: Encontre os valores de A, B e C, da Figura 31, sabendo que a soma
dos 9 elementos pertencentes ao quadrado mégico é igual a 162.

Dica: Encontrar o valor da constante magica.

1530

|—L
vy
=

Figura 31 — Quadrado magico, atividade 4.

Solugao: Para encontrar a constante mégica divide-se o valor da soma dos ele-
mentos pelo namero de linhas/colunas, ou seja, 162 dividido por 3, resulta em 54, logo
a constante magica é 54. Para encontrar os valores correspondentes a A, B e C, basta
fazer a diferenca entre a constante mégica e a soma dos elementos que aparecem em cada

linha, como segue:
e A=54—(6+21), logo A =27
e B=>54—(12+24), logo B =18

e C=54—(15+30), logo C =9

5.2 SUDOKU

O Sudoku tradicional é um tipo particular de quadrado mégico de ordem 9, ou
scja, possui 9 linhas ¢ 9 colunas, totalizando 81 casas, ¢ sao preenchidos com os algarismos
1,2,3,...,9 em cada linha e, em cada coluna, sendo que a soma de cada linha e de cada
coluna é sempre uma constante igual a 45.

Utilizado como um passatempo, que vem com algumas casas preenchidas, usando

apenas numeros de 1 a 9 em todas as suas 81 casas. E que cada niimero aparece em 9 casas



99

diferentes, sendo que cada ntumero deve aparecer em uma casa de cada subquadrado de
ordem 3, uma tunica vez em cada linha e, também em cada coluna. Este tipo de quadrado
mégico foi criado em 1979 pelo arquiteto norte-americano de quebra-cabega Howard Garns
e publicado na revista norte-americana Math Puzzles and Logic Problems, da editora Dell
Magazines, especializada em desafios e quebra-cabeg