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Resumo

Noés professores, em muitas ocasides, temos que lidar com perguntas que os
alunos nos fazem durante as aulas. Uma, em especial, é bastante recorrente,
ao longo do ano no ensino da matematica: “Professor, onde usarei isso na
minha vida?” O presente trabalho tem por objetivo principal responder a uma
questdo tdo comum na pratica da sala de aula de matematica: Pra que serve
estudar funcgdes polinomiais? Abordando alguns dos principais resultados sobre
fungdes polinomiais, discutindo sua historia, expandindo o horizonte de
possibilidades de estudo e aplicacbes em diversas areas de conhecimento,
além da Matematica, como Economia, Biologia etc., esta dissertacao pretende
ampliar a analise, a compreensao e o interesse do professor sobre este tema.
A pergunta €& do aluno, mas o publico alvo deste estudo sdo professores do
ensino médio. Além disso, como produto final do trabalho, desenvolve-se um
site com atividades e informagdes importantes para o ensino de fungdes

polinomiais.

Palavras-chaves: fungdes polinomiais, aplicagdes, ensino médio.



Abstract

We teachers, on many occasions, have to deal with questions that students ask
us during classes. One, in particular, is quite recurrent throughout the year in
teaching mathematics: "Teacher, where will | use this in my life?" The main
objective of this paper is to answer such a common question in the practice of
the mathematics classroom: What is the use of studying polynomial functions?
Addressing some of the main results on polynomial functions, discussing its
history, expanding the horizon of possibilities for study and applications in
various areas of knowledge, in addition to Mathematics, such as Economics,
Biology etc., this dissertation aims to expand the analysis, understanding and
teacher's interest in this topic. The question is from the student, but the target
audience for this study is high school teachers. In addition, as a final product of
the work, a website is developed with activities and important information for

teaching polynomial functions.

Key-words: polynomial functions, applications, high school.
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Introducao

Noés professores, em muitas ocasides, temos que lidar com perguntas
que os alunos nos fazem durante as aulas, interrompendo-as, e que escapam
totalmente ao assunto da matéria que estamos lecionando naquele momento
da pergunta. Sdo questées como “Que horas termina a aula?”, “O senhor é
casado?”, “Quantos anos tem?” e uma especialmente em cada assunto
abordado ao longo do ano no ensino da matematica: “Onde usarei isso na
minha vida?” expressando de forma clara que — excetuando-se a aritmética —
os alunos veem a matematica como um assunto estéril, imerso em

elucubracbes inuteis.

Essa visdo descontextualizada do ensino traduz-se, para o aluno, em
antipatia e entendimento de que a matematica é apenas para “escolhidos” ou
“génios”, dificultando a identificagdo com a matéria e, consequentemente, a
aprendizagem. Ainda que o aluno pense em ser engenheiro ou arquiteto, essa

antipatia o leva a desvincular a disciplina da profissao.

Um dos conceitos considerados mais importantes da matematica é o de
funcdo. Enquanto o ponto, a reta e o plano sdo os fundamentos da geometria
euclidiana — matéria dominante dos gregos a era moderna — a nogéo de fungéo
constitui a base da analise matematica, em especial a fungdo polinomial,
presente nos bancos escolares em todos os anos de escolaridade de forma

explicita ou implicitamente.

Sao inumeras as aplicagdes das fungdes polinomiais em todos os ramos
de conhecimentos, mas seu ensino €& muitas vezes mecanico e

descontextualizado. Segundo Tuane Mattos (2017, pag 16):

“(...) o conteudo fungdes, por inumeras vezes, ndo ¢ trabalhado
de forma adequada por muitos docentes. Na maioria dos casos,

esse conteudo ¢ aplicado de forma mecanica, fazendo com que
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os alunos nao associem o assunto fungdes com a pratica do seu
cotidiano, assim como acontece no processo de ensino das

fungdes polinomiais”

Estabelecer conexdes e analogias, apontar para outros assuntos, ideias,

e vital para a construgdo de significados e de identidades. Entretanto n&o

apenas as fungdes polinomiais, mas todos os ramos da matematica, que desde

sempre estdo ligados a questbes mais profundas do ser humano, foram

deslocados, pela escola disciplinar, para uma fria obsessao aos simbolismos,

como cita Oscar Abdounur (1999, pag 9)

“Apesar dos movimentos epistemologicos mais abrangentes no
que tange as ideias de inteligéncia e conhecimento, o cenario
educacional ocidental ainda supervaloriza as habilidades 16gico-
matematicas e linguisticas no leque de aptiddes que compdem a
faculdade intelectual. Na dindmica de ensino/aprendizagem, o
quadro mencionado evidencia-se em distintas circunstancias,
tais como resolucdo de problemas, estratégias de
convencimento, processos de avaliacdo, atividades heuristicas e
negociacdes didaticas em geral. A revalorizagdo do pensamento
analdgico adquire ainda maior importancia quando avaliamos as
consequéncias ou os fatores concomitantes de uma formagao
destituida dessa forma de comparagao de ideias na construcao da

identidade individual e coletiva.”

A valorizagao excessiva atribuida ao pensamento légico-matematico no

cenario ocidental relaciona-se a importancia adquirida pela Logica Formal em

tal ambito, vinculada originalmente a Gramatica e a Dialética. Estas, por sua

vez, encontram raizes mais profundas nos trabalhos de Aristételes que,

fundamentado na organizagdo da lingua grega, sistematiza a logica dedutiva

(Abdounur, 1999).
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Tais aspectos vinculam-se fortemente ao pouco reconhecimento da
relevancia de analogias na criagdo e no discurso cientifico, bem como na
resolucdo de problemas. Moldando tacitamente a estrutura dindmica de
pensamento coletivo ocidental, esse fendmeno ressoa em distintos terrenos,
emergindo particularmente de maneira significativa no ambito de

ensino/aprendizagem.

Dessa forma, este estudo busca contextualizar as funcdes polinomiais
nos diferentes campos de saberes, dividindo seu estudo em historia das
fungbes polinomiais, teoria, aplicagbes e sugestdes de atividades e
consideracgdes finais, a saber:

No primeiro capitulo, faz-se um breve historico de fungbes reais
procurando destacar, em particular, as fungdes polinomiais. Para isso usamos

como referéncia principalmente Boyer (1999), Ponte (2012) e Rezende (2016).

No capitulo 2, apresenta-se de forma sistematica as caracteristicas, as
propriedades e os principais resultados relacionados as fung¢des polinomiais:
propriedades algébricas, como seus zeros, bem como propriedades analiticas
como, por exemplo, continuidade e diferenciabilidade, valores maximos e
minimos, e os principais resultados, que fazem dessas uma familia de fungdes

especiais no reino das fungdes diferenciaveis.

No terceiro capitulo, apresentamos algumas das diversas aplicagdes das
fungdes polinomiais, seja na fisica, um lugar natural, na economia, nas ciéncias

bioldgicas e na tecnologia, nas artes e na propria matematica.

E por fim, no ultimo capitulo, realizamos nossas consideracdes finais
procurando entender a pergunta inicial do nosso aluno: Por que estudamos as
fungdes polinomiais? Desde ja anunciamos que nossa meta com este trabalho
nao é responder ao aluno, mas, sobretudo, ao professor, nosso colega, que

assim como eu, procura uma possivel resposta para essa pergunta.
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Capitulo 1

Uma breve historia do conceito
de funcao

1.1 Nogoes Iniciais

Ao refletir sobre o processo historico de evolugao do conceito de fungao,
€ possivel perceber que o caminho trilhado para se chegar ao entendimento e
a definicdo adotados hoje sofreram influéncias das antigas formas de

representar uma relacao funcional.

O processo teve inicio com os babilénios, por volta de 2000 a.C., ao
utilizarem tabuas com correspondéncias entre valores para compreender as
efemeridades do Sol, da Lua a e dos planetas. Isso evidencia que, ainda que
de forma implicita, as nogcdes que evolvem o conceito de funcdo estavam
presentes nas atividades dos povos da antiguidade e eram registradas em

tabelas que evidenciavam relagdes entre valores observados.

Ao examinar o desenvolvimento da Astronomia na antiguidade, por
exemplo, pode-se observar o emprego de algumas nogdes de fungéo,
principalmente aquelas que modelam fenémenos peridédicos. Segundo Boyer
(1999), os antigos utilizavam teoremas de geometria para confeccionar tabua
de cordas, como no Almagest do astronomo Ptolomeu, cujos trabalhos com
tabuas, determinava a posicdo do sol, da lua e planetas de forma continua e

periddica.
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Figura 1- paginas do Almagest do astrénomo Ptolomeu

Fonte:http://www.astroyciencia.com/2011/11/24/el-almagesto-de-ptolomeo/

No entanto, de acordo com Ponte (1992), somente muito tempo depois,
alguns matematicos aproximaram-se de uma formulagcdo moderna de funcéo,
com destaque para Oresme (1323 - 1382), que propbe a primeira
representacdo geométrica da relagdo entre grandezas, o que permitiu tracar
uma relagao entre trés formas distintas até entao: tabelas, descricdo verbal e a

representacao grafica.

Oresme desenvolveu a teoria geométrica das latitudes, representando
graus de intensidade e extensao e utilizou as coordenadas para representar a
velocidade em fung¢ao do tempo. Para tragar o grafico da velocidade em fungao
do tempo de um corpo que se move com aceleragdo constante, ele marcou
pontos representando instantes de tempo (longitudes) e, para cada instante,
tracou perpendicularmente a reta das longitudes um segmento de reta
(latitudes), em que o comprimento denotava a velocidade. A latitude de uma
‘quantidade” é interpretada como uma quantidade variavel, dependendo da
longitude, e a linha que representa o apice é entendida como a representacao
grafica de uma relagcéo funcional continua. Dessa maneira, uma fungao pode

ser representada por meio de uma descrigao verbal ou por meio de um grafico.

17



Na linguagem matematica da atualidade, os termos latitude e longitude s&o

equivalentes as ordenadas e abscissas, respectivamente. Segundo Rezende

(2016):

Oresme ndo foi o primeiro a usar a ideia de sistemas de
coordenadas: os primeiros, conforme relata o historiador [Boyer,
1949], foram os gedgrafos da Grécia Antiga. Mas o seu trabalho,
no entanto, representa um marco no estudo da variacdo com a
representacao por coordenadas. A “doutrina de configuragao” do
pensador francés considera que a velocidade instantanea
(intens@o) e o tempo (extensdo) caracterizam formas tais como
o movimento. A quantidade de movimento ¢, entdo, a distancia
percorrida em  um dado  periodo de tempo.
Movimento uniforme e 0 movimento uniformemente

variado sdo distintos.

Esse pensamento é representado na figura #2, em que a distancia “s” é

dada pela area da figura geométrica que representa o movimento, onde a

altura é dada pelo valor da velocidade final “v” e a base é dada pela medida do

intervalo de tempo “t. Percebe-se como a fungao polinomial serviu de modelo

para problemas de cinematica, ao considerar a média dos valores inicial u e

. . u+v , , .
final v da velocidade, —,» COmo para calcular a area de um trapézio.

Esta, talvez, tenha sido, como afirma Boyer (1949, p.84), a
primeira vez que a area sob uma curva foi identificada como a
medida de uma grandeza fisica. E, dessa forma, uma nova
relacdo entre a fisica e a matematica se estabelece. A reticéncia a
presenca da ideia de movimento na matematica — como sugerira
Aristoteles - estava com os seus dias contados. Os escolasticos
permitiram de uma s6 vez a fusdo do “qua” continuo, da
matematica, do “qua” movendo, da fisica, e do “qua” sendo, da
filosofia, em uma doutrina admiravel que ird, por certo, dar
novos rumos a matematica € ao seu papel na construcao do

conhecimento cientifico. Foi dessa forma que o conceito de
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funcdo comegou a ser “matematizado”. E a funcdo afim ja
aparece como modelo para os primeiros problemas da

cinematica. (Rezende, 2016)
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Figura 2: representacao das ideias de Oresme relacionamdo
a distancia em fungao da velocidade e tempo.
Fonte: Rezende (2016)

Apesar do grande avango que o conceito de fungdo apresentou com a
descoberta de Oresme, ainda ndo se falava em fungcdo no ambito da
Matematica. As nogdes referentes a esse conceito empregavam-se apenas na
resolucao de problemas e na interpretacdo de situacdes relacionadas a outras
areas do conhecimento. Assim, a nogao de fungado era vista, até entdo, como
ferramenta, tornando-se objeto de estudo da Matematica somente no final do

século XVII.

1.2 A nogao de fungao na era moderna

Segundo Rezende (2011b), Galileu (1564-1642), em sua ultima obra
Discursos Referentes a Duas Novas Ciéncias a Respeito da Mecénica e dos
Movimentos Locais, demonstrou, ao contrario da tradicdo aristotélica, que o
peso de um corpo nado exerce influéncia na velocidade da queda livre e
enunciou a lei da queda dos corpos no vacuo: o0 espaco percorrido por um

corpo em queda livre é diretamente proporcional ao quadrado do tempo levado
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para percorrer este espaco. Portanto, utiliza-se da nogcédo de fungcdo quadratica

para relacionar distancia e tempo.

De acordo com Rezende (2011b) ndo ha documentos que provem, mas
acredita-se que para chegar a lei acima, Galileu realizou um experimento

fazendo uso de um instrumento similar ao da figura 3.

O experimento consiste em liberar uma pequena bola da
extremidade superior do plano, a0 mesmo tempo em que um
péndulo suspenso ¢ colocado em movimento. A cada
movimento do péndulo, a bola atinge um dos sinos pequenos
colocados ao longo do plano inclinado. As distancias entre os
sinos (que expressam os deslocamentos da bolinha em cada
unidade de tempo — metade do periodo do péndulo) formam

uma sequéncia de nimeros impares.

Figura 3: ilustragao do instrumento exposto no
Instituto e Museu da Histéria da Ciéncia, em Florenca (Italia)
Fonte: Rezende (2011b)

Apesar disso, somente apds a criagao dos logaritmos é que o método
analitico de introduzir as fungbes por meio de férmula e equagdes comecga a

ganhar destaque na pesquisa tedrica, por meio de trabalhos publicados por
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Pierre Fermat (1601-1665) e René Descartes (1596-1650) entre os séculos XVI
e XVII. Foram eles que aplicaram a nova algebra a geometria e apresentaram,
cada um a sua maneira, o método analitico de introduzir fungdes, desbravando
novos horizontes para a evolugdo da Matematica. Ao incluirem no rol das
representacdes de fungcdo a representagcdo analitica (expressdes algébricas),
proporcionaram grandes avangos na algebra apoiada na geometria e
impulsionaram os trabalhos de Newton e Leibniz — o primeiro a utilizar a
palavra funcéo para designar a dependéncia entre quantidades. Mesmo que de
maneira ainda acanhada, a ideia de que expressodes infinitas fosse uma funcéao
nao era novidade, pois a progressdo geomeétrica infinita decrescente ja era
conhecida na Ildade Média com os estudos realizados por Oresme, mas foi
somente depois da primeira metade do século XVII que as séries se tornaram o

meio universal para a expressao analitica e os estudos de fungoes.

Newton, por sua vez, foi quem introduziu as nog¢des basicas de funcao
por meio da cinematica. Na verdade, o método das fluxdes € desenvolvido para
os fluentes expressos analiticamente, seja na forma finita, seja por meio de
somas infinitas. Concomitantemente, segundo Boyer (1999), Leibniz também
chega as nogodes basicas do Calculo Diferencial e Integral a partir da geometria
das curvas. A palavra funcéo apareceu pela primeira vez em um manuscrito de
Leibniz, em 1673, para designar de maneira geral a dependéncia de
quantidades geométricas como subtangentes e subnormais. Ele também

introduziu os termos constante, variavel e parametro.

O desenvolvimento do estudo do comportamento das curvas por
meétodos algébricos, a representagdo de quantidades que eram dependentes
de uma variavel por meio de uma expressao analitica, se fez cada vez mais
necessaria. Foi assim que as fungdes comegaram a ser representadas por
meio de expressdes algébricas e, de acordo com Ponte (1992), essa nova
maneira de representar apareceu em correspondéncias trocadas por Leibniz e
Jean Bernoulli (1667-1748) entre 1694 e 1698.
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1.3. Formalizagao do conceito de fungao.

Em 1718, Bernoulli publicou um artigo que teve ampla divulgacgao,
contendo a definicdo de uma funcdo de uma variavel. A definicdo apresentada
nesse artigo, algum tempo mais tarde, ganhou uma contribuicdo essencial para
sua evolugao dada por Leonard Euler (1707 — 1783) discipulo de Bernoulli.
Nesse sentido, Ponte (1992) revela que “Bernoulli publicou um artigo, que teria
ampla divulgacédo, contendo sua definicdo de uma fungdo de uma variavel
como uma quantidade que é composta, de alguma forma a partir de variaveis e
constantes”. Euler (1707-1793), um ex-aluno de Bernoulli, mais tarde,
acrescentou a esta definicdo o termo expressdo analitica, em vez da
quantidade. Nesse sentido, destaca-se que, apos a definicdo de funcdo dada
por Bernoulli, Euler foi responsavel pelo posterior desenvolvimento desse
conceito. Em verdade, Euler é o responsavel direto por introduzir o conceito de

funcdo no nucleo semantico do Calculo.

Partindo dessa perspectiva, entende-se que Euler seguiu os passos de
seu mestre ao dar a sua definicdo de fungdo, mas trocando a palavra
“‘quantidade” por “expressao analitica”. A contribuicdo dada por Euler para a
evolugao do conceito de fungao foi tao significativa que, de acordo com Boyer
(1999, p. 305), “foi ele o construtor da notagdo mais bem-sucedida de todos os

tempos. Deve-se a ele a notagéo f(x) para uma fungdo em x”.

Apesar da grande evolugao que o conceito de fungao apresentou apos a
definicho dada por Euler, algumas controvérsias surgiram e motivaram
discussbes a respeito desse conceito. As primeiras discussdes ocorreram no
século XVIII, e estavam relacionadas com o famoso problema da corda
vibrante, com o que Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783) exprime as

%y 2 0%y

condi¢des desse problema por meio da equagao Pl e

em que y é uma

funcao que descreve o deslocamento da posigao de equilibrio, que depende de

x e t, sendo que x representa a distancia a partir da origem, e, t, o tempo.
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Figura 4: exemplo de corda vibrante em harmonica. Fonte:

https://www.infoescola.com/fisica/harmonica/

A discussdo envolveu Euler, Joseph Louis Lagrange (1176-1813),
D’Alembert, Daniel Bernoulli (1751-1834), Gaspard Monge (1746-1818), Pierre
Simon Laplace (1749-1827) e Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). A
equacao apresentada por D’Alembert motivou entre esses matematicos
grandes discussdes que contribuiram para o progresso da fisica matematica e
para o desenvolvimento metodologico dos fundamentos da analise matematica.
Segundo Rezende (2003, pag 251)

Ao comparar o trabalho de Lagrange com o de Euler, Boyer
(1949, p.253) afirma que o primeiro tem uma vantagem em
relacdo ao ultimo: tornar fundamental o formalismo da teoria
das fungdes, mais do que as preconcepcdes em geometria,
mecanica ou filosofia. Lagrange fez também do conceito de
derivada o conceito central do Calculo, dando a esta o seu nome
de batismo (derivada/fun¢do derivada) e uma notacdo muito
proxima da que usamos hoje: f’(x).
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No entanto, apesar dos avangos que a representagdo algébrica
proporcionou ao desenvolvimento do conceito de funcdo, ela também
contribuiu para a origem de um dos principais obstaculos epistemologicos
intrinseco a esse conceito, na medida em que, por muito tempo, defendeu-se a
ideia de que apenas relacbes que pudessem ser descritas por expressdes
analiticas poderiam ser chamadas de fung¢do. Esse obstaculo so6 foi superado
no seculo XIX, quando Dirichilet (Peter Gustav Lejeune Dirichlet; 1805-1859)
separou o0 conceito de funcdo da expressao analitica e definiu fungcdo como
uma correspondéncia arbitraria entre variaveis que se encontram conjuntos
numeéricos. A definicdo apresentada por Dirichilet deu origem a definicdo de
funcéo utilizada nos dias de hoje.

Outra contribuicdo muito importante para o desenvolvimento do conceito
de funcado foi dada por Fourier. Preocupado com o fluxo de calor nos corpos
materiais, ele considerava a temperatura como fungdo de duas variaveis, o

_ 1,29%
- 0x?

. ~
tempo e o espaco, podendo ser representada por meio da equagao a—g

cuja resolugao, a principio, foi apresentada por D’Alembert no problema da
corda vibrante. Ele conjecturou que seria possivel obter o desenvolvimento de
qualquer fungdo em uma série trigonométrica em um intervalo adequado (a

chamada série de Fourier).

Y Y

— x / x
r m e —/

Figura 5.1: funcao f(t) = t periodizada figura 5.2: primeira harmoénica de f(t)
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Figura 5.3: soma das duas primeiras Figura 5.4: soma das quatro primeiras
harménicas da fungao f(t) harménicas da fungao f(t)

Y Y

Figura 5.5: soma das dezesseis primeiras Figura 5.6: soma das trinta e duas
primeiras harmdnicas da funcgéao f(t) harménicas da fungao f(t)

Fonte: Pupin(2011)

Posteriormente, Dirichlet apresentou as condi¢des suficientes para que
uma fungao fosse representada por uma série de Fourier. Para isso, Dirichlet
separou o conceito de fungdo de sua representacdo analitica. Ele langou a
definicdo de funcdo em termos de uma correspondéncia arbitraria entre
variaveis de conjuntos numéricos. Sendo assim, uma fungéo entdo passou a
ser entendida também como uma relagao entre dois conjuntos, de modo que a
cada valor da variavel independente era possivel associar um unico valor da
variavel dependente. Dirichlet contribuiu ainda com a evolugdo do conceito de
funcdo, dando o famoso exemplo de uma funcdo descontinua em todos os
pontos do dominio:

1, se x é um numero racional

f&x) =

0, se x ndo é um numero racional
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Foi Augustin Louis Cauchy (1789-1857) em 1821, em seu trabalho
“Cours d’analyse de I'Ecole Polytechnique”, quem conseguiu criar a Teoria dos
Limites com rigor matematico. Foi possivel, entdo, fazer uma definicdo precisa
para Continuidade, Diferenciabilidade e Integral definida em termos de conceito

de Limite. A definicdo apresentada por Cauchy foi feita como segue:

Quando os valores sucessivos atribuidos a uma variavel
aproximam-se indefinidamente de um valor fixo, chegando a
diferir dele tdo pouco quanto se deseje, este ultimo ¢ chamado

Limite de todos os outros” (Boyer, 1999)

A matematica contemporanea nao aceitou essa definicdo, pois nao
estava claro o significado de “aproximar-se indefinidamente” por diferencas tao
pequena “quanto se deseje”, mas foi suficiente para a época. Com algumas
modificagcdes mais cuidadosas, as definicbes de Limite usadas nos textos
atuais de Calculo sdao as de Cauchy. “O rigor que ele trabalhou foi motivagéo
para outros pesquisadores da area se juntarem com o objetivo de tirar as falhas
presentes na analise (Calculo) de Cauchy, sejam vindas do formalismo ou do
intuicionismo” (BOYER, 1999).

Cauchy também desenvolveu o “teste da raiz” e o “teste da raz&o”, que
sdo usados atualmente, assim como na época, para a analise de Convergéncia
ou divergéncia em séries positivas. Os conceitos basicos de Limite e
Continuidade usados hoje séo atribuidos a Cauchy. Assim como a defini¢gao de
Derivada de uma funcéo de x usadas atualmente. Por outro lado, o matematico
francés acreditava que uma fungao continua f deixaria de ser diferenciavel em
apenas uma quantidade finita ou ndo enumeravel de pontos do seu dominio.
Por exemplo, a funcao f(x) = |x|, que nao é diferenciavel apenas em um ponto,

ou, por exemplo, outras fungdes periddicas como a fungdo “onda triangular”.
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Figura 6: onda triangular. Fonte: Nos (2011)

Entretanto, no ano de 1874, Karl Weierstrass (1815-1897) publicou um
exemplo de fungdo a qual ndo era possivel derivar (figura 5). Esta publicagéo
causou questionamentos sobre a Teoria de Cauchy e motivou uma série de

modificagdes rigorosas no Calculo.

Figura 7: funcéo n&o-diferenciavel em infinitos pontos ndo-enumeraveis

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A30 de Weierstrass

No século XIX e inicio do século XX, o conceito de fungdo passou
por alguns refinamentos e apresentou descobertas referentes as fungdes
continuas, diferenciaveis e descontinuas em determinados pontos. Nessa

época, podemos destacar os trabalhos de Cantor (1845-1918), Richard
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Dedekind (1831-1916), Hermann Hankel (1839-1873), René Baire (1874-1932),
Emile Borel (1871-1956) e Henri Leon Lebesgue (1875-1941).

Considerando os refinamentos pelos quais o conceito de fungcdo passou
entre o final do século XIX e inicio do século XX, o de aplicagao entre dois
conjuntos foi incorporado paulatinamente na Matematica até tornar-se

dominante.

O conceito de fungéao foi colocado na estrutura geral do conceito de
aplicacdo de um conjunto X em outro conjunto numérico Y, tal como é
encontrado em livros atuais. Mais tarde, Cantor introduz a nog¢ao de produto
cartesiano E x F de dois conjuntos quaisquer, uma generalizacdo das

coordenadas cartesianas.

Dentre as contribuicbes para a evolugao do conceito de fungao no inicio
do século XX destaca-se a do grupo Bourbaki, que publicou o primeiro livro da
colecdo Théorie dés Ensembles (fascicule de results) em 1939. Organizado
em 1935, o grupo formado por jovens matematicos franceses - dentre eles
Dieudonné, professor visitante na Universidade de Sao Paulo - pretendia
organizar segundo o pensamento formal de Hilbert toda a Matematica

conhecida até o momento.

Assim, foi desse modo, que o conceito de funcdo passa da ideia de
relacdo entre grandezas para relagao entre conjuntos. Esta ultima, a definicdo
mais geral. Mas € no campo semantico de fungcdo como relagdo entre
grandezas que se estabelece esse nosso trabalho. Pois € essa ideia, com
efeito, que revela a esséncia e a funcionalidade desse importante conceito da

Matematica e suas aplicagdes na ciéncia e em outras areas do conhecimento.
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1.4 Consideragoes acerca da histéria da matematica

Esse breve tracado cronolégico convida a uma reflexdo. E consenso que
o professor de Matematica deve ter conhecimento da disciplina e dos
conteudos contemplados por ela. Contudo, o exame da trajetéria de um
conceito, como o da fungdo, sugere que conhecer a histéria que envolveu o
processo de concepgao e desenvolvimento do assunto que esta em jogo pode
Ihe ajudar ndo somente na contextualizagdo, mas também na compreenséo
das dificuldades envolvidas e, ainda, na proposta de solugdes. Isso porque, se
ao investigar essas dificuldades, nos debrugarmos sobre a relagdo entre a
compreensdo dos temas abordados pela Matematica e a sua histéria,
perceberemos que, curiosamente, os obstaculos com os quais os individuos se
deparam durante o processo de compreensido de um conceito matematico
podem ser frutos de conceitos mal acomodados anteriormente e, até mesmo,
fazerem parte do processo evolutivo de compreensao desse mesmo conceito

ao longo da histéria.

De acordo com Rezende (2009):

(...) Esta conexdo entre a historia de a epistemologia da
matematica, por si s, ja justificaria a importancia de um estudo
de histéria da matematica na formacdo do professor de
matematica. Afinal, conhecer os obstaculos epistemoldgicos de
determinado conceito matematico no seu processo de evolugdo
historica ajuda, certamente, o professor a compreender as
dificuldades inerentes ao conceito a ser ensinado, contribuindo,
dessa forma, e de modo decisivo, para que o professor possa
compreender em outra escala as dificuldades de aprendizagem
dos seus alunos.”

Assim, trilhar nos “pés” dos antepassados pode abrir horizontes e criar
novos olhares para o esforgco de ampliar trajetérias e relagdes, de forma a
perceber-se que a matematica também esta imersa no mundo das ciéncias e

nao algo que foi construido por “génios” de uma hora para outra.
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Capitulo 2
Aspectos teoricos

2.1 Definicao de fungao polinomial

De acordo com Lima ([9], 2012) g: R — R, & uma fungéo polinomial

quando existem numeros reais ag, ay, ... ,an tais que

para todo x € R, tem-se:

g(x) = anx"+ an1x™1 + ... + aix+ ao

Se ap# 0, dizemos que g tem grau n.

Essas fungdes tém diversas propriedades que as tornam simples de
manejar e de aplicar as diversas situagdes do cotidiano.

Em geometria, por exemplo, a area de um circulo ¢ proporcional
ao quadrado do comprimento do seu raio ¢ a area do quadrado ¢
igual ao quadrado do comprimento do seu lado. Na disciplina de
Fisica, vocé ja deve ter ouvido falar de equacdo horédria de um
corpo em queda livre, energia potencial eldstica de uma mola,
energia cinética, etc. A funcdo polinomial do segundo grau ¢
bastante util nesses contextos! Outros exemplos, na area de
economia, de biologia ou em areas mais diversas do

conhecimento, podem ser visualizados em textos de matematica
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aplicada ou mesmo em um bom livro de Célculo. (Rezende,

2016)

Além disso, seus valores numeéricos necessitam apenas de aritmética
basica para serem calculados, na medida que as fung¢des polinomiais envolvem

apenas multiplicacdes, somas ou subtragoes.

Segundo Rezende (2016), outro aspecto interessante dessa familia de fungdes
diz respeito ao par Local/Global. Quer dizer, dada uma fungao polinomial de
grau n, uma vez conhecidos n+1 de seus valores [valores locais], podemos
determinar [globalmente] o valor da fungdo em quaisquer outros pontos do seu

dominio.

2.2 Determinagao da fungao polinomial de grau n através de n+1 pontos

No caso de fungéo polinomial de grau 1, dados dois elementos distintos

X1 € X2 do dominio com seus respectivos valores y, € y», 0 sistema
y1= aoXr+ aq e y2=aoXz2 + a4

tem como determinante x: - x2 que € sempre diferente de zero, ou seja,

dois pontos determinam uma reta.

No caso de fungéo polinomial de grau 2, e para os outros casos sem

perda de generalidade,
dados x1, X2 € X3 elementos do dominio, e seus respectivos valores y1, y2 € ys.

O sistema formado por esses valores em y = agx*+ax+a, &
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Y1 = aoXi + a;x; + a,
Yo = agx3 + a;x, + a, (2.2-1)
Y3 = apx3 + ayx3 + a,

Que tem como determinante o determinante de Vandermonde [];<;(x; —

x;) que € sempre diferente de zero, ou seja,

Trés pontos determinam a parabola

Para os demais casos, n>2, a demonstracao se faz de modo analogo.

Exemplo 1: Como exemplo mais claro, em uma fungdo de grau 3, dados os
nuameros x1 =1, x2 =-1,x3=0ex4=2,comy -3, y2=1, y3= 2 e y4=10 temos

um sistema de equagdesy = aox> + aix? + axx + as .analogo ao sistema

(2.2-1) cujo resultado é a quadrupla (ao; a1; az; as) = (1,0,0,2).

Figura 8: grafico da fungdoy = x3 + 2
Fonte: autor
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2.3 Raizes

Dada f fungao polinomial, se f(a)=0, entao

a é dito raiz ou zero da fungéo f

Uma propriedade interessante dessas funcdes é que toda func¢ao

polinomial de grau n tem, no maximo, n raizes. Com efeito:

Dada f polinomial e § € R,

fG-fB) = an(x*— B") + ap (x> = B + ... + ai(x- B),

mas cada uma dessas parcelas € divisivel por (x — f), pois

(x—PB).(x"1 + Bxn2 + ..+ Pr2x 4+ Prl) = xn — Pn

Logo, f() - f(B) = (x = B)a(,

em que q é uma fungéo polinomial. Mas atencéo, q tem grau n —1

apenas se f tem grau n.

Se B é umaraiz de f, entédo f (x) = (x- B)q(x) para todo x € R,

consequentemente

B1, ..., Btséoraizes de f se e somente se f (x) = (X- B1)(X- B2)...(x- B)a(x)

e g € uma fungao polinomial de grau n — t se f tem grau n.
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2.3.1 Teorema Fundamental da Algebra

A propriedade citada anteriormente tem sua forma mais geral enunciada

no teorema fundamental da algebra.

Teorema (D’Alembert-Gauss):
“Todo polinémio com coeficientes complexos, com grau maior ou igual a

1, possui pelo menos uma raiz complexa’

O Teorema Fundamental da Algebra, por outras palavras, afirma que o
Corpo dos Numeros Complexos é Algebricamente Fechado e, portanto, tal
como com qualquer outro Corpo Algebricamente Fechado, a equagao P(z)=0
tem n solugbes nao necessariamente distintas. Dai surge versdes desse
teorema mais populares e conhecidas pelos estudantes e professores de

matematica, a saber:

(TFA): Todo Polinbmio nao constante, de grau n, com coeficientes

complexos, possui n raizes complexas.

Esse resultado foi e € de suma importancia em toda matematica e a
historia de suas provas é capitulo importante no desenvolvimento do calculo,
algebra e analise atuais. Nao provaremos esse teorema, pois ndo € o foco da
dissertagdo, mas uma de suas provas pode ser encontrada em Dias (2016).
Mas, por outro lado, revelaremos nos passos a seguir um pouco dessa
importante passagem histérica com a finalidade de destacar o esforgo

empreendido para se alcangar a prova desse resultado.

J. D’Alembert - que, em 1789, também estava pesquisando um método
para integrar uma fungcdo dada pela divisdo de dois polinbmios com
coeficientes reais usando o processo chamado, hoje, de Método das Fracgdes
Parciais - encontra uma demonstragao dificil para o Teorema Fundamental da
Algebra. Essa demonstracdo continha um erro, corrigido em 1851 por Victor

Puiseux, matematico francés (1820 — 1883).
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O matematico italiano Joseph-Louis Lagrange, (1736 — 1813) corrigiu,
em 1772, a prova de Euler na demonstracdo do Teorema Fundamental da
Algebra, porém a sua demonstracdo também apresentava lacunas. Lagrange,
em correspondéncias, ja afirmava que os numeros imaginarios se tornaram

universalmente aceitos como parte da matematica.

Pierre Simon Laplace (1749 — 18270), matematico e astrbnomo francés,
apresentou, em 1795, uma nova demonstracdo do Teorema Fundamental da
Algebra, diferente da de Euler. Era uma demonstragdo mais elegante, todavia

também incompleta.

Em 1798, o reverendo e matematico inglés James Wood (1760 — 1839)
publicou também uma prova do teorema no artigo “On the roots os equations”,
na The Philosophical Transactions of The Royal Society - que. igualmente com

falhas, foi recentemente reabilitada, durante os anos 2000.

Em 1799, em sua tese de doutorado, Gauss apresenta uma
demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra que, como todas as
anteriores, também apresenta falhas - corrigidas por Alexander Ostrowski,
matematico ucraniano (1893 — 1986). Em 1816 Gauss apresenta a sua
segunda prova do teorema. Embora correta agora, essa prova utiliza um
teorema que apenas depois seria provado , o Teorema do Anulamento: “Se f
for continua no intervalo fechado [a, b] € se f(a) e f(b) tiverem sinais
contrarios, entdo existird pelo menos um c em [a, b] tal que f(c) = 0”. Ainda em
1816, Gauss apresenta sua terceira prova do teorema, usando dessa vez a
Teoria da Integragdo. Em 1849, ele ainda apresentaria uma quarta
demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra, enunciado agora para

polinbmios com variavel e coeficientes complexos.

Em 1806, o suico Argand publicou o esbogo de uma demonstragao do
teorema em um ensaio sobre a representacdo dos complexos e, em 1814, ele
publica a primeira prova correta do teorema Fundamental da Algebra,

enunciado para polinbmios com coeficientes complexos.

Alguns exemplos de fungdes polinomiais complexas serao apresentados

na secao 2.8 deste trabalho.
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2.3.2 Calculo algébrico de raizes de fungées polinomiais de grau 1.

De acordo com Moro (2000), o primeiro povo a lidar com as equagdes de
grau 1 foram os egipcios. Encontra-se no Papiro de Ahmes, também conhecido
por Papiro de Rhind, registros que se referiam a problemas concretos mas que
ja utilizavam incognitas. O problema 24 do Papiro de Ahmes é um exemplo
disso, em que pede o valor de aha se aha e um sétimo de aha tem como

resultado 19. Traduzindo em notacao atual:

x+lx=19
7

Para calcularmos a raiz de uma fungéo de grau 1 temos:

ax+ b =0 logo,

2.3.3 Calculo algébrico de raizes de fungoes polinomiais de grau 2.

As equacgdes polinomiais de grau 2 foram solucionadas pelos egipcios,
posteriormente Euclides as solucionou geometricamente e os Hindus,
algebricamente. O escritor arabe Al-Khowarism (825) sistematizou
aritmeticamente as regras para o calculo da incégnita da equagao polinomial de
grau 2, as quais demonstra por meios geométricos. O nome algebra vem do

nome desse escritor. Segundo Moro (2000):
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Os indianos trataram as quadraticas algebricamente. Shidara
(1025) parece ter sido o primeiro a estabelecer o “método

hindu” citado por Bhaskara (1150) na seguinte forma:

“Multiplique ambos os lados da equagao por um numero igual a
quatro vezes o [coeficiente do] quadrado e adicione a eles um
numero igual ao quadrado da original [coeficiente da]

quantidade incognita [extraia a raiz].”

Pela simbologia moderna, temos o famoso feorema de Bhaskara:
Dada a equagdo ax?+bx+c =0, temos
4a’x% + 4a.b.x = —4a.c entdo

4a’x% + 4a.b.x + b* = —4a.c + b?

2.a.x+b=vVb%2—4.a.c

Em que a raiz negativa era ignorada.

-b+Vb2-4.a.
Hoje temos a versdo completa da férmula: x = _TW (2.3.3-1)

Exemplo 2: As raizes da fungdo polinomial g(x) = x* — x —2 sdoxy=-1e

Xo= 2.

Com efeito, substituindo a= 1, b=-1 e c= -2 na equacgéao 2.3.3-1, temos:

1 iJ(—1)2—4.1.(—2) 1440
2.1 2

logo, x = -1 ou x=2.
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2.3.4 Calculo algébrico de raizes de fungées polinomiais de grau 3

De acordo com Moro (2000), ja antes de Cristo, Arquimedes manipulou
problemas envolvendo cubicas. Omar Khayyam, classificou 13 casos de
cubicas e as solucionou, mas apenas no comecgo do século XVI é que se
sistematiza a solugdo de uma equagao polinomial de grau 3. Ainda Moro (2000)

nos conta uma histoéria sobre essas solugdes:

“No comeco do século XVI , o matematico Bolognés, Scipione
Del Ferro, resolveu cubicas da forma x> + ax = b. Ferro revela o
segredo desse método de resolugdo a um estudante, chamado
Anténio Maria Flor. Flor, vinte anos mais tarde, realiza um
debate com outro italiano de nome Tartaglia. Cada um deles
enviou 30 problemas ao outro e aquele que resolvesse o maior
numero de problemas em 50 dias vencia o duelo. Tartaglia
direcionou seus esfor¢os as cubicas em que ndo continha o
termo do primeiro grau. Resolvendo esse caso, quando faltava
menos de duas semanas para o debate, Tartaglia descobre a
solucao da cubica em que o termo do segundo grau ndo existia,
assim, sabendo desses dois métodos, Tartaglia solucionou todos
os problemas em menos de duas horas, derrotando seu oponente.
Cardano pediu o esquema a Tartaglia, como conta o historiador
Bell, em seu livro. Tartaglia, ap6s muita insisténcia, fornece o
esquema a Cardano sob promessa de manter segredo. Embora
exista muita divida quanto a autoria dessa formula, Cardano
sem duvida contribuiu significativamente ao desenvolvimento

da teoria das equagdes algébricas.

Dessa forma, temos a solugao algébrica de uma cubica:

Seja f(x) =ax®+ bx?+cx+d coma,b,c,de R

b
Substituindo-se X =y — 32 (2.3.4-1), dividindo-se a equagéo f(x) =0 pora e

renomeando-se os coeficientes tem-se:
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v +py+q=0
Usando a substituicdo de Viete y = z — %, temos:

3 p®

Z —
2723

+q=0

O que reduza uma equacgao biquadrada, cujos resultados s&o

-D
_qi i
z,,° = 2\/;, onde D = —4p3 — 27q¢* (2.3.4-2)

. , S 2 . 2 .
Extraindo-se as raizes cubicas e tomando w = cos?n + lSen?n , pois sabemos

que se z é uma das raizes cubicas complexas de y € C, entdo as trés raizes

- ~ _ (2T 2 . 2 -1 .3
cubicas de y sdo z, wze w-zonde w = G’ = cos ?n + isen ?n = — +i—
€ uma raiz cubica da unidade , tem-se:

Vi =2+ 2y, Y, = wz; + W2z, € y3 = WPz, + wz,

Obtendo-se, entdo as raizes:

b

(=715
b

{ Xo = Y2 — 3a (2.3.4-3)
b

kxs =Y3s—3,

Exemplo 3: Dada a fungdo f(x) = x*- 6x* + 11x — 6, suas raizes sd0 x;= 3,

xX2=1ex3=2.
Com efeito, temos a= 1, b= -6, c= 11 e d=-6, substituindo-se
X =y + 2 (por 2.3.4-1)
em f(x)=0 temos, y>-y = 0,entdop=-1eq=0
D = —4(-1)>- 27.0> = 4 por (2.3.4-2)

entao
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;3 0tz i 3+iV3
Z12 = = t==
s 2 V27 6
mas,yl = z1 + z22=1,y, = wz1 + w2z, = -1 eys=w?z1 + wzz =0

Como y = x + 2 (da equacgéo 2.3.4-3), consequentemente

X1= 3, Xo= 1e X3= 2.

2.3.5 Calculo algébrico de raizes de fun¢gées polinomiais de grau 4

Costa (2016) nos conta uma historia sobre a quartica:

Ludovico Ferrari (1522-1560) nasceu em Bologna. Foi o mais
famoso dos discipulos de Cardano. De origem muito humilde foi
trabalhar como servo na casa de Cardano quando tinha 15 anos.
Sua inteligéncia foi logo reconhecida e logo ocupou o cargo de
secretario. Seu génio incontrolavel gerava constantes atritos com
Cardano, mas apesar disso, eram amigos e colaboradores. A
partir dos 18 anos, Ferrari passou a ensinar por conta propria em
Milao e sob a protecdo do Cardeal de Mantova, alcancou
posigdes que lhe proporcionavam boa renda. Em 1540, Ferrari
substituiu seu mestre, Cardano, num encontro com Tartaglia
com o objetivo de defender Cardano das acusagdes feitas por
Tartaglia. Nessa mesma época, um certo Zuanne de Tonini da
Coi propos, a Cardano, que resolvesse o seguinte desafio:
Dividir 10 em 3 partes que formem uma propor¢do continua,

sendo o produto das duas primeiras iguais a 6.

Esse problema recai em uma quartica, pois dados os trés numeros reais

X, Y € z procurados:
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y+x+z=10
y X 36
- ZzZ=—

X z x3

6
yXx=6-y=-

Logo,

x+%+i—f= 10 > x* —10x3+6x% +36 = 0

Ainda Costa (2016) termina a historia:

(...) ApoOs inumeras tentativas sem é&xito, Cardano passou a
questdo a Ferrari, que surpreendentemente superou seu mestre e
encontrou um método geral para a solucdo das equacdes do 4o
grau. Cardano teve o prazer de publicar também essa solu¢do em
sua Ars Magna. Aos 38 anos tornou-se professor de matematica
na Universidade de Bologna e em seguida veio a falecer,

provavelmente envenenado pela propria irma.

O calculo para a extragdo das raizes de uma fungao de grau 4 se da a
partir da diminuigdo do grau da equacgao, para uma de grau 3.

Substituindo-se x = y- %, reduz-se a equacgao quartica
ax*+bx3+cx?+dx+e=0 para y*+py*+qy+r =0

Tomando-se y = u+v+w,comu=#0,v+0ew # 0 obtém-se

y2- (u® + v + wiy? = 2(uv + uw + vw),

e comparando-se a equacao reduzida temos o sistema:
( u?+v2+w2=-2

2
2
! ulv?w? = 2—4 (2.3.5-1)
2_
Luzvz + utw? + v2w? =t 164r
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De tal forma que u?, v? e w? sdo as raizes cubicas de

3, P 2, DP2-4r  q® _
y +2y + 16 Y 64_0

Substituindo-se u? = 9 ,v2? = k e w? = p e resolvendo-se a equagao

cubida acima temos a solucéo da equacao reduzida:

\/5+\/E+\/E=y1

VB —VE—Jp =y, (2.3.5-2)
—\/5+\/_—\/5:}’3
—\/5—\/;4‘\/5:3’4

Exemplo 4: Dada f(x) = x* — 10x3 + 35x?2 — 50x + 24, a=1, b =-10, ¢ = 35,
d=-50ee=24.
Substituindo-se x = y- % =y +§ em P(x) = 0, tem-se

9_
16

5
yr=syi+ =0

Entéo, p =- g ,q=0er= %, logo substituindo-se no sistema (2.3.5-1):

(9+rk+p=>2
L oo

Jkp =0

1
lﬁK+l9p+Kp=Z
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Que tem como solugédo ¥ = 0, Kk = % e p = 1, substituindo-se em 2.3.5-2,

tem-se:

2.3.6 Método Newton-Raphson.

Niels Henrik Abel nasceu em 5 de agosto de 1802 na pequena cidade de
Finndy, na Noruega. Aos 21 anos, ele provou que, exceto em casos
particulares, € impossivel resolver uma equagao de grau 5 utilizando-se apenas
um numero finito de operagbes algébricas como soma, multiplicagao,

subtracao, divisao e extragao de raizes. (Carneiro, 2017)

Evariste Galois (1811-1832) desenvolveu uma teoria, a chamada Teoria
de Galois, e utilizou esta teoria para demonstrar o teorema de Abel, bem como
para especificar em quais casos em grau maior ou igual a cinco as equagdes
algébricas possuem solu¢cdo por meio de radicais. Foi Galois que, em seus
estudos, deu origem a Teoria dos Grupos, estabelecendo conexdes entre
grupos e solubilidade de equacgdes algébricas (Carneiro, 2017). Novas formas

de se calcular aproximacgodes de raizes tornaram-se necessarias.

Os métodos numéricos empregam-se quando nao existe uma solugao
classica para o problema. Por exemplo, nem sempre (na verdade, na maioria
das vezes) nao conseguimos determinar com precisdo as raizes de uma
funcdo. Nesses casos, procedimentos numéricos e interativos se tornam
eficientes. Sao, normalmente, métodos iterativos - em que a determinacao de
um novo valor é dependente do valor anterior - e se repetem em ciclo
(denominado iteragdo). Como, inicialmente, é preciso supor um numero
qualquer como ponto de partida para determinar os demais resultados, o
resultado final ndo € exato, pois a imprecisdo embutida gera um resultado
aproximado. Mas, as medidas “na vida” também nao sao exatas, sao passiveis

de erros. Nesse sentido, no caso especifico de resolucdo de equacdes
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polinomiais, por exemplo, o0 método de Newton-Raphson se apresenta de

forma eficiente.

O Método de Newton-Raphson €& uma particularizacdo do Método do
Ponto Fixo, que consiste em transformar a equacgao P(x) = 0 em uma equacéo
equivalente f(x) = x, onde P(x) € uma fungédo continua no intervalo [a,b] que
contém pelo menos uma raiz do polinbmio P. Assim, através de uma
aproximacgao inicial xo, € gerada uma sequéncia {x} de termos que se
aproximam da raiz r, por meio da relagdo xx+1 = f(xk). A fungado f é tal que
P(r) = 0 se, e somente se, f(r) = r quando ha convergéncia (a figura a seguir
ilustra esse processo).

"
~ T ’
. ]
-
\.
b \
,

\

./"

figura 9: graficos representando o método do ponto fixo. Fonte: Silva (2018)

Portanto, transforma-se o problema de determinar a raiz do polinémio P,
em um problema de encontrar um ponto fixo dado pelo par ordenado (r,r),
encontrado por meio da funcdo de iteragdo f, que satisfaz as condicoes
anteriores. Essa fungédo tem a forma geral conforme a Equagdo abaixo, mas,

A(r) # 0 para r ser ponto fixo,

fx) = x+AX)P(x) (2.3.6-1)

O Método de Newton-Raphson utiliza a funcdo de interacéo f, tal que
f'(r) = 0 - em que f" é a fungdo derivada de f - satisfazendo a condi¢céo de
convergéncia |f "(x)| < 1. Assim, encontra-se A(x) da Equacéo 2.3.6-1 partindo
de f(x) com a exigéncia de f "(r) = 0.
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fx)=x+AX)P(x)
ff(x)=1+A'(x)P(x) + A(x)P'(x)

f'(r) =1+A@)P'(r)

1
A(r) = WG

Primeiramente, utilizou-se a Equacao 2.3.6-1; em seguida, aplicou-se a
derivada em relacdo a variavel x em ambos os membros da equacao -
utilizando a derivada do produto; depois, substituiu-se na equacéo o valor r; por
ultimo, utilizou-se o fato de P(r) = 0, ja que r é uma raiz de P; e depois, por
exigéncia do método, utiliza-se f(r)= 0 e isola-se A(r). Assim, a expressao da
funcdo A que satisfaz o resultado encontrado, pode ser representada conforme

a Equacao 2.3.6-2:

A referida fungéo € valida para P’(r) # 0. Substituindo a Equagéo 2.3.6-2

na Equacgao 2.8-1, tem-se a fungao de iteragao para o Método de Newton:

P
Pr(x)

f(x) = x

Assim, para aplicar o método, escolhe-se Xxo adequadamente e
determina-se a sequéncia {xy}, para k = 0,1, 2,... por meio da Equacgao:
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(2.3.6-3)

Geometricamente, selecionando-se um ponto inicial xo do dominio da
funcdo polinomial, obtendo a equagdo da reta, ro(x), tangente a curva do
polindmio P no ponto (xp,P(X0)), gera-se uma sequéncia de pontos Xg, X1, .., Xk

Nno eixo X.

Figura 10: grafico mostrando trés interagées do método de Newton-Raphson
Fonte: Silva (2018)

Temos o k-ésimo termo da sequéncia {xx} de valores aproximados para

a raiz do polinémio.

Exemplo 4: Seja f(x) = x> —x — 4, vamos encontrar uma raiz utilizando o

método Newton-Raphson.
Tem-se que f(2) = -2 e f(3) = 2, logo f(2).f(3) =-4 <0

Toda fungao polinomial é continua, entao, pelo Teorema de Bolzano, obtém-se

que, no intervalo [2;3], existe pelo menos uma raiz.

Assim, pela equacéao 2.3.6-3 temos:
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XE+4
2x—1

Xk+1 =

2244
2.2-1

~ 2,66

Para k=0 e xo=2 tem-se x; =

Para k=2 e x1= 2,66 tem-se x, = 2,56
Para k=3 e xo= 2,56 tem-se x3 = 2,561
Ou seja, claramente a raiz da fungéo se aproxima de 2,56 pelo método.

Pelo Geogebra:

{3 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

Y |21 31 o) P2 S 3

» Janela de Algebra Al [ » Janela de Visualizagéo

: Funcéo f
o f(x) =x2—x—4 5
- Ponto
~® A=(-156,0) :
- @ B=(2.56,0)
Texto ; .
-~ ® textol = “Zeros de f(2 3| Zeros de (x) - {-1,56;2,56}
2
1
3 2 1 2 3 4 5

Figura 11: célculo das raizes de f(x) = x? — x — 4 utilizando o geogebra
Fonte: Autor
Um bom exemplo de software para verificar o método esta em:

https://www.geogebra.org/m/k3hyCWsk




Além de exemplos em:

https://www.geoqgebra.org/m/hepx2wta

2.4 Fungoes continuas e derivaveis

Outra propriedade que torna as funcdes polinomiais de facil aplicacao é
de que toda funcgao diferenciavel pode ser aproximada localmente por valores
de uma funcéo polinomial de grau 1 (ou por uma fungao afim'). Segundo
Rezende (2016):

“O grafico de uma fung¢do diferencidvel pode, localmente, ser
aproximado por uma reta. Observe que ao ampliarmos o grafico
de uma fungdo diferenciavel uma sequéncia de vezes, este fica
similar a uma reta (...). Tal fato equivale a dizer que podemos
aproximar localmente uma funcao diferencidvel por uma fungao
polinomial de grau um. Assim, poderemos calcular valores
aproximados de uma funcao diferenciavel em uma vizinhanca
de um ponto do seu dominio por meio de uma fungao polinomial

de grau um.”

[N H] JIII,I’ [[EEREH] ; EY, 218G

(194, oAy Va8 A LR AT

figura 12: sequéncia de zoom de uma funcao diferenciavel realizado com geogebra.
Fonte: Rezende (2016)

1 . . . ~ . ~ .
No caso da derivada ser igual a zero, a aproximagado se da por uma por uma fungdo afim constante.
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Em verdade, dependendo do grau de diferenciabilidade da fungao
podemos fazer aproximagdes melhores aumentando o grau da fungéo
polinomial que ird aproximar a fungao localmente. Um resultado que garante

essa afirmacao € o teorema de Taylor.

2.5 Férmula de Taylor

O Teorema de Taylor permite aproximar uma funcdo derivavel na
vizinhanga reduzida em torno de um ponto x, mediante um polinbmio cujos
coeficientes dependem das derivadas da fungdo nesse ponto. Este teorema
recebe esse nome em homenagem ao matematico britanico Brook Taylor, que

0 enunciou em 1712.

Seja uma fungao f, n vezes derivavel em um intervalo aberto |, e xo € I.
Queremos determinar um polinémio P, de ordem n, que aproxime os valores

da fungao f, quando tomamos valores de x proximos de xo. Logo, devemos ter:

F(x0) = Pu(x), £/ (x0) = Pi(xo)s s f @ (x0) = P (%)

Portanto o polinbmio deve ser da forma
P,(x) =ag+ a;(x —xg) + ay(x —x0)% + -+ a,(x — x5)"
Substituindo o valor de x, na equagéo acima, obtemos f(x,) = a,.
Derivando P,(x) e substituindo o valor de x, na equacao obtida, obtemos:
f(x0) = a4

Derivando P,(x) duas vezes, e substituindo o valor de x, na equacao obtida,

obtemos:

f(x0)
TR
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E assim sucessivamente, ao derivarmos P, n vezes, obtemos:
PP (x) =n.(n—1).(n-2) ..2.1.ay

Como f™(xy) = P™(x,) , obtemos
f@x)=nmn-1)..21.a, =nla,

portanto,

N ARIC)

n n!

O erro que se obtém ao aproximarmos a fungao f(x) pelo valor de B, (x)
€ dado por E,(x) = f(x) — B,(x)

Teorema: Seja f: | — R n vezes diferenciavel no ponto x = x, € I. Entédo

En(x
(x—xo

lim, ., ;n = 0,onde E,(x) = f(x) — B, (x).

Demonstracgao:
Seja
f(x)—Pn(x)

(x=x)™

(O (o (xt—t )R
_wn-1f (x0)(x—xo) . En(x) _ 4.
g(x) = XkZo - ,como lim,y, —E=0 = lim,

fO)-g®)  f™(xo)

(x—x9) n!

= limy_,,,

como o segundo termo desse limite ndo depende de x, basta provar entao que

y fo)—gx)  f™(xo)
im =
x-x0 (X — Xgp) n!

Com efeito, como f € n vezes diferenciavel em x, e como g € um polinébmio,

podemos aplicar L’'Hospital (n-1) vezes nesse limite e obtemos:
_ f)—g(x)
m —

- fUE =g ) ™ (x)
li = lim =
x-xo (X — Xq) xX—Xg n!(x —xp) n!
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A expressao E,(x) €& conhecida como Resto de Lagrange em

homenagem ao matematico francés Joseph L. Lagrange.

Exemplo 5: Vamos visualizar graficamente algumas aproximagdes polinomiais
da fungéo f(x) = e* em torno de x, = 0 e obter um valor aproximado de e com

erro menor do que 1078,
Observe que f™(x) = e* paratodox € Re f™(x,) = F™(0) =e® =1

Assim substituindo na férmula de Taylor obtemos:

n

x? x8 x
Pn(x)=1+x+z+;+---+§

Podemos observar na figura 7, alguns desses polinémios:

Figura 13: gréfico de f(x) = e* e de seus polinbmios aproximadores até a ordem 4.
Fonte: Santos (2017).
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Como f(1) =e, podemos obter aproximagdes para e utilizando o

polinbmio de Taylor de ordem n em torno de x, = 0. Para isso, basta fazer x=1

1 1
Pn(1)=1+1+i+'”+az€

E seu erro, para algum c €]0,1[ é

e ©

En(l) =

(n+1)!

Coml=e’<e‘<e<3

logo,

|En (D) =

e€ |_ e€ 3
m+D!H  m+1)! T (n+1)!

Como desejamos o erro menor do que 1078, temos que (n+1)! > 300000000,

logo 0 menor valor de n para que isso seja possivel € n=11 (11! = 39916800).

Logo, 2,718281826 é uma boa aproximagao para o numero de Euler.

e~2 4414+ =2718281826.2
2! 3! 11!

2.6 Valores de maximo e minimo das fungdes polinomiais

O estudo de maximos e minimos (extremos de uma fungdo) tem
frequentemente aparecido em muitas situagdes concretas. Aparece, por
exemplo, sempre que um novo produto € comercializado. Afinal € de interesse
comercial saber qual € o menor custo do produto, como torna-lo mais lucrativo,

como obter lucro maximo etc.

? A calculadora cientifica do Windows 10 fornece o valor aproximado
2,7182818284590452353602874713527 para o numero de Euler.
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Historicamente, problemas de maximo e minimo também se constituiram
com um dos problemas essenciais do desenvolvimento do calculo infinitesimal.
O problema isoperimétrico no plano esta entre os mais antigos problemas de
maximos € minimos do mundo e consiste no seguinte enunciado: "Dado um
comprimento L > 0, encontrar, dentre todas as curvas do plano de comprimento
L, aquela que engloba a maior area." (Alves, 2018). Ainda Alves (2018) nos
conta uma historia sobre esse problema:

O ¢épico "Eneida" do poeta romano Virgilio(70-19 a.C.), ilustra
esse problema na famosa Lenda de Dido: No século IX a.C., na
cidade de Tiro, onde hoje ¢ localizado o Libano, existia uma
princesa fenicia chamada Dido (ou Elisa). Com objetivo de
subtrair seus tesouros, seu irmao, o rei Pigmalido, assassinou seu
marido, o grande sacerdote Arquebas. Com um grande numero
de seguidores, para se proteger, Dido fugiu em um navio
disposta a fundar uma nova cidade, Cartago. No local escolhido
para ser Cartago (onde hoje ¢ a Tunisia), Dido tentou se
estabelecer comprando as terras do rei local. Na negociagdo
ficou definido que so teria em terras o que pudesse cercar com a
pele de um boi. A princesa e seus seguidores decidirdo entao
cortar a pele em tiras muito finas e abrangeram uma area na

beira do mar em formato de semicirculo.

Definigdo: Seja | um intervalo, uma funcado f: | —» R possui maximo local f(c)
(respectivamente, minimo local f(c)) em um ponto (c,f(c)) se existe um intervalo
aberto J, onde J — | e contém c, tal que f(c) = f(x) (respectivamente f(c) < f(x))

seja verdadeira para todo x em J. (Munem, 2008)

Definigao: Seja f:l — R uma fungao e seja c um valor no intervalo I. Se f(c) =
f(x) (respectivamente f(c) < f(x)) vale para todos os valores de x em |, entéo a
fungdo f possui valor maximo absoluto f(c) (respectivamente, valor minimo

absoluto f(c)) no ponto c. (Munem, 2008)
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Exemplo 6: Dado a fung&o cujo grafico é representado na figura a seguir, com
I =11;7,8[.

Temos um maximo local em B(2;4) e um maximo absoluto em D(6;6)
pois f(6) = f(x) para todo x € |.

Observe que f n&o tem minimo absoluto, apenas minimo relativo em
c=3,7.

Figura 14: grafico com os pontos B, C e D expressos.

Os valores de maximo e minimo sdo conteudos recorrentes no ensino
meédio, tratando-se de fungdes polinomiais de grau 2, cujo valor € dado pelo
vértice da parabola associada a fungao quadratica. Temos, como exemplo, a

seguinte questao do Enem:

Exemplo 7: (Questdo 136 - 2° dia - caderno 5 — amarelo -Enem 2016) Para
uma feira de ciéncias, dois projéteis de foguetes, A e B, estdo sendo
construidos para serem langados. O plano € que eles sejam langados juntos,
com o objetivo de o projétil B interceptar o A quando esse alcangar sua altura
maxima. Para isso, um dos projéteis descrevera uma trajetéria parabdlica,

enquanto o outro ira descrevera uma trajetéria supostamente retilinea. O
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grafico da Figura 15 mostra as alturas alcangadas por esses projéteis em

funcao do tempo, nas simulagdes realizadas.

t

Y

Figura 15: figura da questdo 136 Enem 2016.

Fonte: http://portal.inep.qgov.br/

Observa-se que a trajetéria do projétil B deveria ser alterada para que o

objetivo fosse alcancgado.

A altura alcangada pelo projétil A em fungdo do tempo € uma fungéo
quadratica e seu maximo ocorre no vértice da parabola que é o grafico da

funcao, isto é, em V = (4, 16).

A altura alcangada pelo projétil B em fungdo do tempo € uma fungéo
afim. Seu grafico passa pelos pontos A = (0, 0) e B = (6, 12), isto é, sua

~ v , _ 12—
representacao grafica € uma reta com coeficiente angular a; = — = 2.

Logo, a nova trajetdria do projétil B deve ser uma fungdo afim onde seu
grafico € uma reta que passa por A = (0, 0) e V = (4, 16) e com coeficiente

angular a =t _y
g 2= 0 T "

Temos entdo que para alcangar o objetivo, o coeficiente angular da reta

que representa a trajetéria de B devera aumentar em 2 .

A seguir apresentamos uma atividade elaborada com geogebra,

proposta em Silva, B. (2016)
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Exemplo 8: “Na janela de visualizagdo (figura 16) esquerda observa-se um
quadrado ALJK de lado medindo 4 centimetros e AEIH um outro quadrado
interno a este com um vértice em comum e lado medindo centimetros. Na
janela de visualizagéo 2, observa-se o grafico da area do poligono ELJKHI em
funcdo da variavel. Sabe-se que a area S do poligono ELJKHI varia de acordo

com o valor de escolhido.

Grafico da area do hexagono ELJKHI
Precisa de ajuda? Chque nas calxas a seguir om fung o do lado » do quadrado AE M

v

Figura 16: llustragcao do applet da versao interativa da atividade Fonte: Silva,B. (2016)

Esta atividade pede para que o aluno determine a expressao analitica da
area do poligono ELJKHI em func¢do de x (medida do lado do quadrado ALJK),
estudar o dominio e determinar os pontos 6timos da fungdo. Esta situacéo
problema recai em uma restricdo da funcdo quadratica e trabalha com
conteudos simples de geometria como, por exemplo, area de quadrado. O
interessante aqui € que o aluno pode estudar dominio, imagem, a existéncia de
maximo e minimo, antes mesmo de encontrar a expresséo analitica da funcéo.

Alias, ela também é objeto de investigagao.

Além disso, varios bons exemplos de problemas de otimizagcdo de

funcdes reais a uma variavel podem ser encontrados em

http://www.cdme.im-uff.mat.br/pot/pot-html/pot-br.html
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Em seguida apresentamos um procedimento histérico para resolver
problemas de otimizagdo antes mesmo que o calculo diferencial fosse
‘inventado”. O método deve-se a Fermat. O que o matematico observou € na
vizinhanga de um ponto 6timo x, o valor da fungao f(x+h) é muito préximo ao
valor da fung¢ao no ponto; quer dizer: f(x+h) ~ f(x) para valores de infinitamente

pequenos. Vejamos uma aplicagéo do tal método.

Exemplo 9: Dada f(x) = x* - x vamos utilizar a verséo do teorema de Fermat para

calcular possiveis extremos de f.
f(x + h) = f(x),entdo (x + h)3- (x +h) = x3- x, logo
x3 + 3x*h + 3xh? + h3- x- h = x3-x
entdo 3x*h +3xh? —h = 0,e3x* ~1=0, x = +

Que sdo maximo e minimo relativo da fungdo. Geometricamente:

15

0:5

-1.5 1 -0.5 0 05 1 1.5

-0:5

Figura 17: gréfico da funcéo f(x) = x* - x Fonte: autor
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Este método, com o desenvolvimento do conceito e derivada ganha
novo formato e é enunciado em diversos livros de Calculo com o nome de

Teorema de Fermat.

Teorema de Fermat: Se uma funcdo f possui um ponto de maximo e/ou
minimo relativo em x=c e a fung¢ao possui derivada, entdo ela é nula, isto é
f'(c)= 0. Munem (2008).

Observagao: Como se relaciona o teorema atribuido a Fermat e 0 seu método
historico de resolucdo de problemas de otimizagao? Ora, se f é diferenciavel

em uma vizinhanga do ponto c, temos que
f(c+h) = f(c) + f(c).h para h suficientemente pequeno.

Assim, para f'(c) = 0, f(cth) = f(c), como sugere o método de Fermat utilizado

no exemplo 9.

2.7 Progressoes Aritméticas e fungdes polinomiais.

As progressdes aritméticas e as fungdes polinomiais estdo intimamente
ligadas. Mesmo assim estuda-se fungéo polinomial completamente a parte das
progressdes - e muitas vezes nem mesmo citam-se progressdes de ordem
maior que 1 - como se ambas fossem coisas distintas, o que €& um

contrassenso.

Entretanto, nos livros didaticos do Ensino Médio normalmente usa-se, de
forma negligente, sem qualquer referéncia explicita, nos capitulos de fungdes
afim e quadraticas, exemplos de fungdes em que os valores da variavel
independente pertencem a um dominio discreto para caracterizar essas
fungdes, ou seja, constroi-se primeiro o grafico da progressao aritmética — de
ordem 1 e 2 nesses casos — para definir e trabalhar com essas fungbes com

dominio em IR.
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Uma fungao polinomial de grau 1, f(x) =ax + b, a # 0, leva, por exemplo,
a progressao 1, 2, 3, 4... na progressao a+b , 2a+b, 3a+b, 4a+b, ... ou seja em
uma PA de razdo a e isso ndo € coincidéncia. Em verdade, toda funcao
polinomial de grau n leva uma progressao aritmética de pontos do seu dominio

em uma progressao aritmética de ordem n.

Provaremos isso para o caso da fungdo polinomial de grau 2 e
admitiremos o resultado, sem perda de generalidade, para os outros casos por

similaridade.

Definicdo (operador diferenga): Dada uma sequéncia a, n € N, define-se o

operador diferenca (A'a,) n € N = (@t - a,) n € N, que é uma nova

sequéncia.

Obs: Como A'a, é uma sequéncia, A'A'a, = A%a, e assim sucessivamente,
(A*a,) ne N, parak >2 ek € N.

Definicao (ordem da PA): Uma sequéncia (a,), n € N, sera uma PA de ordem
k se for necessario aplicar o operador diferenga k vezes para se chegar a uma

sequéncia constante.

Dessa forma, uma progresséao aritmética sera de ordem 1 se o operador
diferencga for uma PA constante, de ordem 2 se o operador diferenga A? for uma
PA constante e assim sucessivamente, ou ainda, uma progressao aritmética
sera de ordem 2 se A' for uma PA de primeira ordem; sera de ordem 3 se A2

for uma PA de primeira ordem, e assim por diante.

Exemplo 10: A sequéncia (b,), n € N, definida pela lista (2, 8, 20, 40, 70,...) é
uma PA de ordem 3 pois A'b, = (6,12, 20, 30,...), A%b,= (6, 8,10,...) e
Nbn=(2,2,2,...).
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Teorema: Toda fungao polinomial de grau n leva uma PA em uma PA de

ordem n

Como vimos no caso da fungéo de grau 1, a fungao leva a PA de valores
(X1, X2, X3..)em (yr=axs+b,y2=axp+b...yc=axx+b, ...) que é uma PA de

ordem 1,
pois A'y, = (a(X2 — X1), a(X3 — X2), ... , a(Xk+1 — Xk), -..),

como Xp € uma PA, entdo Xx+1 — Xk =r constante parak € N

No caso da fungdo de grau 2, y = ax® + bx + ¢, leva a PA de valores (x1,

X2, X3 ) em (y1 = ax42 + bxq+c, Y2 = axp? + bxotc, ..., Yk = axg? + bxg +c, )

que € uma PA de ordem 2 pois

Alyn = (a(x2%- x12)+b(xz2 - X1), a(x3% - x2%) + b(X3 - X2), ..., a(Xks1?% - Xi)

+ b(Xk - Xk), -..),

logo como Xi+1 — Xk =1, A%y, = (a.r(Xz — X1), a.r(Xq — X2), ..., a.r(Xg+2 — Xg), --.)

e como na PA X2 — Xk = 2r, entdo A%y, = (2ar?, 2ar?, ...) € uma PA constante.

Termo geral de uma PA de ordem superior:

Toda PA de ordem superior pode ser expressa por um polindbmio, que
mostraremos abaixo. A demonstra¢do pode ser conferida em Nobre [16].
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Dada a, PA de primeira ordem de razao r, temos que a, =a¢ + (n — 1)r,

entao

Dada a, PA de segunda ordem e A'a, = (b4, ... , by, ...) e A%, =(r, ..., T, ...)

logo

entao, de forma geral temos:

Se a, é uma PA de ordem k e A'a, AZa,, ..., A*a, sequéncias com A*a, é uma

PA constante entio:
a, = (no—l)al + (nzl)Alal + (n;l)AZal + .+ (7’::1)Ak—1a1 + (Tl};l)r (2-7_1)

Exemplo 11: Utilizando a sequéncia (b,), n € N, definida pela lista
(2, 8 ,20 ,40, 70,...) do exemplo 10 citado anteriormente temos que o termo
geral dessa PA de ordem 3 é:

(7)o (7 e (M)

_ (n-1)! (n—-1)! (n—-1)! (n—-1)!
~ 0!(n-1)! 1!(n-2)! 6+ 21(n-3)! 6+ 31(n—4)!
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1 5 2
= §(n + 3n° + 2n)

Exemplo 12: (Castelo de cartas). A Figura 18 mostra castelos de cartas de 1, 2
e 3 andares. De quantos baralhos de 52 cartas precisamos, no minimo, para

construir um castelo de 10 andares?

Figura 18: Castelo de cartas. Fonte: OBMEP 2009

Solugédo: Seguindo a logica da Figura 3, tem-se que o n-ésimo termo da
sequéncia (an) n € N,onde aj=2eVn € N, ans1=ap +3n + 2, isto é, (a,) n
€ N = (2,7, 15, 26, 40, ...), representa a quantidade minima de cartas para
construir um castelo de n andares. Veja que, Vn € N, A'a, = 3n + 2 e A%a, = 3,
isto &, (A'an) n € N = (5, 8, 11, 14, ...) e (A*a,) n € N = (3, 3, 3, 3, ...). Logo,

(an)hen € uma PA de segunda ordem. Assim, por (2.7-1):
_m-1 n—1 n—1
w= ()24 (T )54 ("5 Y3

_1 3 2
—E(n +n)
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Logo, a;o = %(3.102 + 10) = 155 é o numero minimo de cartas para construir

um castelo de 10 andares, logo necessita de, no minimo, 3 baralhos para

construir esse castelo.

2.8 Fungoes Polinomiais em C.

Definicdo: Seja D um subconjunto de C. Tem-se que f é uma funcéo de
variavel complexa quando faz corresponder, a cada elemento z € D, um unico
numero complexo w = f(z). Diz-se portanto, que f € uma fungdo complexa com
dominio D. Denomina-se o conjunto I dos valores w = f(z) por imagem de D, z

por variavel independente e w por variavel dependente.

Considerando w = u + iv, € conveniente expressar a fungéo f : D —C
em termos de parte real e parte imaginaria, ou seja, f =u + iv. Sendo z = x + iy
tem-se: u(z) = u(x, y) = Re (f(z)) e v(z) = v(x, y) = Im (f(z)). Nota-se que u e v

sao funcdes reais em D.

Por exemplo, f(z) = z?, com z = x + iy, entao:

f(z)=2%=(x + iy)* = x* — y* + 2ixy.

Portanto, as partes real e imaginaria séo respectivamente, u(z) = x* — y?

e v(z) = 2xy.

2.8.1 Funcodes elementares

Definigdo: A funcdo complexa f: C — C daforma f(z) = ao + a1z + ... + anz" é
uma fungdo complexa polinomial. Se a, # 0, entdo f € uma fung&o polinomial

de grau n.

Algumas fungdes complexas elementares importantes sao: -
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e Funcao Constante: f(z) = c,onde ceC .Se c=0,entdo f é a
funcdo nula. Translagéo: f(z) =z + b, onde b € C. Se b = 0, entdo
f é a funcéao identidade. -

e Rotacao: f(z)=az,ondea€cCelal=1."-

e Homotetia: f(z) = az, onde a é uma constante real n&o nula. Se a
> 1 dizemos que f € uma dilatagdo e se 0 < a < 1 dizemos que f
€ uma contragéo.

e Fungao n-ésima poténcia: f(z) = z", onde n € N*

Exemplo 13: Transformacao pelas fungoes f(z) =z + 2,g(z) = 2zeh(z) =ize
t(z) = z2

w e

Figura 19.1: Transformagédo por meio da funcédo f(z) = z +2.Fonte: Pereira (2017)

Figura 19.2: Transformacao por meio da funcéo g(z) = 2 z. Fonte: Pereira (2017)
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Figura 19.3: Transformagido por meio da fungdo h(z) = i z. Fonte: Pereira (2017)

Im Im

"

Re

l.

Figura 19.4: Transformag&o por meio da fungéo t(z) = z2. Fonte: Pinho (2011)
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2.9 Observacgoées finais

Essas relagdes teodricas encontram sentido em sala de aula se
dialogadas com outras tanto no cotidiano, na historia, nas ciéncias, na vida do
trabalho, enfim quando conectadas na vida real. E, apesar do escasso material
que ha sobre essas conexdes, D’Ambrosio (1993) ja alertava para a tendéncia

integradora da matematica com todas as ciéncias:

Tem se procurado dar as ciéncias o mesmo carater de
universalidade, sobretudo devido ao seu crescente estilo
matematico. Mas as dificuldades tém sido enormes. O TIMS
esta procurando fazer face a essa dificuldade, e o que se almeja ¢
a elaboracdo de instrumentos Unicos de avaliagdo, integrando a
Matematica as ciéncias. Ha dificuldades enormes, mas a
integragdo parece ser a tendéncia. Em outros termos, ¢ possivel
que vejamos a Matematica desaparecendo como disciplina
autobnoma nas avaliagdes globais. E, conseqiientemente, nas

avaliagdes em geral.

Dessa forma, o proximo capitulo mostra algumas questdes e atividades,
buscando aplicagbes e contextualizacbes das fung¢des polinomiais, seja nas

ciéncias, nas provas do ENEM, nas contas, nas artes, enfim na vida.
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Capitulo 3
Propostas de Aplicacoes

3.1 Justificativa

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (2018), a Matematica e
suas Tecnologias devem ampliar e aprofundar os conhecimentos matematico
aprendidos na etapa do ensino fundamental, de forma integrada e contextualizada.
Enquanto que no ensino fundamental as habilidades em Matematica estéo divididas
em: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica,
as habilidades no ensino médio estdo construidas em pares de ideias fundamentais:
variacao e constancia, certeza e incerteza, movimento e posicao e relacdes e inter-
relagbes. Essa organizagdo tem como objetivo mostrar a articulagdo da Matematica
com as outras areas do conhecimento, principalmente com as Ciéncias da Natureza e

suas Tecnologias.

Ao se denominar a area como sendo ndo s6 de Ciéncias e
Matematica, mas também de suas Tecnologias, sinaliza-se
claramente que, em cada uma de suas disciplinas, pretende-se
promover 46 competéncias e habilidades que sirvam para o
exercicio de intervencdes e julgamentos praticos. Isto significa,
por exemplo, o entendimento de equipamentos e de
procedimentos técnicos, a obtencdo e andlise de informagdes, a
avaliagdo de riscos e beneficios em processos tecnologicos, de
um significado amplo para a cidadania e também para a vida

profissional. (BRASIL, 1997, p.6)
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Dessa forma, é urgente novas ideias contextualizadoras no sentido de
ampliar o conhecimento, estabelecer parametros e promover novas interacoes
entre a matematica e a vida e o trabalho. Como exemplos escolhemos varias
questdes e atividades relacionadas as funcdes polinomiais na economia, no
ENEM, etc. para serem usadas como base para um pensamento integrador da
Matematica com outros saberes. Para a redacao deste capitulo, selecionamos
alguns tépicos relacionados as Ciéncias Meédicas e Biologicas, Fisica,
Economia e Artes. No portfélio virtual que construimos em

https://guattari.wixsite.com/matematica, apresentamos mais exemplos.

3.2 Aplicagoes das funcdes polinomiais em ciéncias médicas e bioldgicas

Uma antiga anedota diz que um grupo de matematicos se propés a
estudar e a oferecer sua contribuicdo na solugédo de um problema de Biologia.
Ao cabo de dez anos de intensos estudos, o presidente da comissdo, em uma
reunido com a sala repleta de bi6logos, médicos dedicados no assunto e
diletantes, comegou sua prelegcdo sobre os avangos que o grupo havia obtido
durante a década, com o anuncio do seguinte teorema: “Suponhamos um

elefante esférico...”.

Atualmente, as técnicas e métodos para a compreensdo e analise
acurada da variabilidade biolégica estdo ao alcance da Estatistica e, com a
ajuda de computadores, é possivel analisarem-se quantidades enormes de
dados e variaveis, estabelecendo-se ainda possiveis relagdes. E neste estagio
que modelos estocasticos e deterministicos podem ser elaborados, propostos,
testados e simulados. Tais modelos serdao cada vez mais uteis, a medida que
0os conhecimentos avangam e nao podem mais ser abordados com eficiéncia

pelo emprego somente da linguagem verbal.

Dessa forma, muitos modelos de aproximagdes de numeros e graficos
de fungbes polinomiais sdo necessarios em estudos de eletrocardiogramas,
massa hepatica (em que o treinamento fisico de um individuo, na dependéncia

da qualidade e da quantidade de esforgo realizado, provoca a longo termo
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aumento do peso do figado e do volume do coragdo, existindo uma relagéo
linear entre massa hepatica e volume cardiaco, relacdo expressa, conforme
dados experimentais, aproximadamente por y(x) = 0,95x — 585 veja figura 20 —
em que os pares de valores experimentais- dados por meio de pontinhos (.)
nao estdo exatamente sobre a reta, mas que dado o erro experimental é
possivel fazer afericbes e estimativas, temperatura e volume sanguineo em
que Mellerrowicz (1979) verificou que a temperatura ambiente t também exerce

influéncia sobre a frequéncia cardiaca.
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Figura 20: fungdo massa hepatica X volume cardiaco. Fonte: Aguiar (1988)

Na figura 21 em que o volume sanguineo de um individuo em repouso é
dado em fungdo da temperatura ambiente pela fungado polinomial de grau 3,
y = f(t) = 0,0004t* + 0,0208t* + 0,2881t + 1,5781. Observe que o dominio da

funcdo esta compreendido entre 6 e 50, em graus centigrados.

1 ¥ =VE (¢/min)
|

o & 12 16 2o 24 EE 37 O3E 40 44 48 B2

Figura 21: volume sanguineo em funcdo da temperatura ambiente. Fonte: Aguiar

(1988)
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E muitos outros exemplos poderiam ser destacados aqui como fluxo laminar,

areas de superficie corporal, etc. Dessa forma, € vasta a aplicagdo de fungdes

polinomiais para as ciéncias biomédicas, em que nao cabem mais “elefantes

esféricos”, e inclusive o ENEM tem exemplos em abundancia.

Exemplo 14: (Enem 2015 questao 151)

QI_IEST&D 151 HOOO0—

O HPY & uma doenga sexualmente transmissivel.
Uma vacina com eficacia de 98% foi criada com o objetivo
de prevenir a infecgio por HPV e, dessa forma, reduzir o
numero de pessoas que venham a desenvolver cancer de
colo de Utero. Uma campanha de vacinagdo foi langada
em 2014 pelo SUS, para um publicc-alvo de meninas
de 11 a 13 anos de idade. Considera-se gue, em uma
populagdo ndo vacinada, o HPV acomete 50% desse
publico ao longo de suas vidas. Em certo municipio,
a equipe coordenadora da campanha decidiu vacinar
meninas entre 11 e 13 anos de idade em guantidade
suficiente para gque a probabilidade de uma menina nessa
faixa etaria, escolhida ao acaso, vir a desenvolver essa
doenga seja, no maximeo, de 5,9%. Houve cinco propostas
de cobertura, de modo a atingir essa meta:

Proposta |: vacinagdo de 90% do pablico-alvo.
Proposta |I: vacinagio de 55,8% do publico-alvo.
Proposta lll: vacinago de 88,2% do publico-alvo.
Proposta |V: vacinagio de 49% do publico-alvo.
Proposta V: vacinacdo de 95,9% do publico-alvo.

Para diminuir os custos, a proposta escolhida deveria
ser também aguela que vacinasse a menor guantidade
possivel de pessoas.

Disponivel em: wwwvineshpy.com br. Acesso em: 30 ago. 2014 (adaptado ).
A proposta implementada foi a de numero

@ L
e I
@ Il
@ v
e Vv

Solugédo: Suponha que g seja a quantidade de meninas do publico-alvo e x a

porcentagem que precisa ser vacinada.
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A quantidade de meninas que desenvolvam a doenca deve ser de no maximo

5,9% da populacéo, ou seja, 5,9%q.

Temos que o HPV acomete 50% das pessoas n&o vacinadas, precisamos
considerar ainda os 2% nas pessoas de ineficacia da vacina, e a quantidade de

pessoas que ndo vao tomar a vacina (1-x). Assim, temos a seguinte equacgéo:

50%.2%.x.p + 50%.(1-x).p = 5,9%p
0,5.0,2.x + 0,5(1 —x) = 0,59
0,5.(0,2x + 1 —x)=0,59

1-0,98x = 0,59/0,5

x =0,882/0,98 = 0,9 = 90%

3.3 Aplicagoes das Fungoes Polinomiais em Economia

A Economia perpassa muitos niveis da vida humana: em suas relacdes
monetarias, nas politicas de compra e venda, nas relagcbes de troca, de
construgdo, etc. Assim, ela ndo se restringe a apenas teorias e modelos da
Economia, mas também da sociologia (em que se estudam taxas de suicidio,
estatisticas politicas, etc.), da Histéria (estruturas econd6micas de época,
sistemas de capital e escambo, etc.), da Administragdo (com calculos de fluxo
de caixa, previsdes de lucro, equilibrio fiscal, etc.) e a muitos outros ramos das

ciéncias modernas.

Em especial, a matematica financeira € de vital importancia nessas
aplicagdes e seu estudo deveria ser mais aprofundado no ensino médio, na
medida que em muitas situacdes da vida cotidiana encontramos exemplos de

casos envolvendo empréstimos, parcelamentos, juros, etc.

Ter conhecimento sobre a familia de fungdes polinomiais nao s6 é
importante para calculos matematicos como também para o exercicio pleno da
cidadania, na medida que permite prever e calcular verdades por tras de

mentiras comerciais, como termos “sem juros” ou taxas embutidas.
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Suas férmulas envolvendo montante, capital, juros simples e compostos
muitas vezes sdo func¢des polinomiais e, no caso do juros i como incognita
temos no juros simples uma fungéo polinomial de grau 1, M = C(1+in), e, no
caso do juros compostos, M = C (1+i)" uma fungéo exponencial, fixando M o
montante, C o capital € n o numero de parcelas, com i a taxa de juros como um
parametro dado ou a ser descoberto. Um exercicio interessante em problemas
de juros composto é aquele em que se ddo duas opgdes para a compra de um
produto: pagamento a vista “com desconto” ou a compra parcela em N
prestagdes iguais “sem juros”. O problema interessante aqui € o de determinar
a taxa de juros embutida no parcelamento enganos de N-vezes “sem juros”. A
solucdo desse problema envolve conhecer aproximagdes para raizes de
fungdes polinomiais de grau superior a 1 ou dois como costumam ser cobrados

em livros didaticos. Voltaremos a esse assunto na atividade do exemplo 15.

Antes porém, apresentemos alguns problemas de resolugdo mais

simples.

Exemplo-Atividade 15 (Antunes, 2018): Uma malharia especializada em
uniformes escolares possui custos fixos e variaveis para a produgdo de uma
camiseta de poliviscose, basica, manga curta, branca, conforme dispostos na
Tabela 2.

Resolva:

(a) Organize os dados de custos da Tabela 2 referentes a confecgdo de
camisetas, classificando-os em custos fixos e custos variaveis. Observe como

cada dado influencia o produto produzido.

(b) Considere que a empresa produza e venda 2.000 pegcas mensalmente a R$

18,72 por peca, calcule o custo variavel e o custo total nesta situacao.

(c) Com os valores obtidos nos itens anteriores € possivel tragar o grafico da
funcdo custo total? Em caso afirmativo, trace o grafico no plano cartesiano,

considerando x o numero de unidades produzidas.

74



(d) Utilizando seu conhecimento de fungbes matematicas e os

fornecidos na Tabela 2 escreva o custo total em funcgéo de x.

Exemplo 16: (ENEM, 2009, questédo 146)

Tabela 2 — Custos envolvidos na confeceio da camiseta branca

Descrigdo RS
Tanfa Fixa Banco 49,90
Malha (R% 7,25 m x 0,80) 6,36
Ribana 0,20
Telefone T0.00
Linhas & agulhas 015
Aloguel Loja 1. 250,00
Corte 0,50
Fechamento 2,00
Etiquetas e sacolas 15
Alugucl fabrica 350,00
Luz 300,00
Agua 50,00
Contador 240,00
Fonte: Proprio Autor
A Tabela 3 contém as informagoes complementares para a resolugiio da atividade.
Tabela 3 — Informagdes Complementarcs
Cuantidade Produzida 2000
Media de Vendas - Mensal (pegas) 1000
Prego de Venda 20,50

Fante: Proprio Autor

Uma pousada oferece pacotes promocionais para atrair casais

dados

a se

hospedarem por até oito dias. A hospedagem seria em apartamento de luxo e,

nos trés primeiros dias, a diaria custaria R$ 150,00, preco da diaria fora da

promogao. Nos trés dias seguintes, seria aplicada uma redugédo no valor da

diaria, cuja taxa média de variagdo, a cada dia, seria de R$ 20,00. Nos dois

dias restantes, seria mantido o preco do sexto dia. Nessas condigdes, um

modelo para a promogéao idealizada é apresentado no grafico a seguir, no qual

o valor da diaria é fungao do tempo medido em numero de dias.
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De acordo com os dados e com o modelo, comparando o prego que um casal
pagaria pela hospedagem por sete dias fora da promogao, um casal que

adquirir o pacote promocional por oito dias fara uma economia de

A) R$ 90,00. B) R$ 110,00. C) R$ 130,00. D) R$ 150,00. E) R$ 170,00.

Solugao: Seja x o valor da diaria e y a economia dos 8 dias de estadia.
Logo,y = 7x — (3x + (x — 20) + (x —40) + (x — 60) + 2(x — 60)

Entédo y = 7x — 8x + 240 como x = 150, temos y = 90 letra A

Exemplo 17: Uma loja vende uma TV de R$1500,00 em 10 vezes iguais “sem

juros” ou com 10% de desconto a vista. Calcule o juros embutido na compra a

prazo.
Solugao:

1500 =10 x 150 e x a taxa de juros

_ 150 , 150 150

1
1350_T+x_2+"'+ﬁ e logo 9=

o
2 10

Rlr

Entdo, 9x1° —x° —-..—1=0
Que reduz-se a achar as raizes de uma fung¢ao polinomial de grau 10.

Calculando no Geogebra tem-se:
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{2 GeoGebra Classic

AT LD OO &L N S

7 5 2
Resolver(9x!% — x% —x® —x" —x® —x® —x* = x* = x®* = x - 1)

— {x=—-0.75,x = 1.02}

Logo o juros embutido sera de 2% ao més.

3.4 Aplicagoes das Fungoes Polinomiais em Fisica

E notéria a importancia da matematica nos modelos fisicos. Em especial,
as fungdes polinomiais estdo na cinematica (as equagdes de velocidade,
respectivamente de graus 1 e 2, entendendo t a variavel, com s espacgo, So

+vt S=S,+Vt+(at?)/2 )

espaco inicial e v velocidade: ¥~ %o e na eletricidade
(como no exemplo 18 a seguir) e em praticamente todos os ramos da fisica. No

Ensino médio encontramos em velocidade, aceleracao, calorimetria, etc.

Os calculos de trajetéria e velocidade abrem espago para varios
experimentos que se pode fazer em sala. Citamos na atividade 19 um exemplo
dado em sala do calculo de trajetéria de um foguete construido por alunos, em
que se utiliza fungédo de polinbmio de grau 2 para tracar o caminho do foguete

em especial seu alcance e altura maxima.

Exemplo 18: (ENEM 2018, questdo 108)

Ao pesquisar um resistor feito de um novo tipo de material, um cientista

observou o comportamento mostrado no grafico tensdo versus corrente.

e
(=
T
ake

1] 1 1 ! 1 1
0 1 2 a4 5 &
Cormente {A)

77

=



Apoés a analise do grafico ele concluiu que a tensdo em funcdo da corrente é
dada pela equacgao V = 10i + i. O grafico da resisténcia elétrica ® do resistor

em fung¢ao da corrente

(i) &:

2
R i)
=

ilA)

@

R i)
[
=

i(A)

Rith
O =Wt MO

R0

R ()

Substituindo a equacgao da tensao dada na equacao da 12 Lei de Ohm, temos:

V_1Oi+i2

l l
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Logo R=10+1i

Portanto, o grafico que representa a resisténcia elétrica do resistor deve ser
uma reta inclinada positivamente e que intercepta o eixo vertical no valor de

10Q sendo correta a alternativa [D].

Exemplo-Atividade 19: Foguete/Aeromodelo

Utilizando-se apenas materiais reciclaveis e de facil acesso, propde-se a
construgédo e langcamento de um aeromodelo no formato de um foguete feito
com garrafa PET; e a elaboragdo de um relatério onde o estudo de sua

trajetdria é realizado detalhadamente.

E uma atividade que necessita de outros temas estudados no ensino
médio, e estimula o aluno a revisar assuntos como trigonometria, polinémios,

funcoes, etc.

A construcdo do aeromodelo é simples e pode ser vista tanto no

YouTube (https://www.youtube.com/watch?v=JNFAAksbO08) quanto no site da

Oimpiada Brasileira de Astronomia e Astronautica, OBA
(https://www.oba.org.br) . Os materiais utilizados sdo também acessiveis:
garrafas PET, tubos e conexdes de PVC, valvula de pneu de bicicleta, bexigas,

presilhas de nailon, etc.

Uma das metas € a de determinar qual € fung&o polinomial do segundo
grau que modela a trajetéria do foguete, assumindo aqui as leis da fisica, com
algumas simplificagdes como, por exemplo, desconsiderar o atrito do ar.
Procuramos assim a fungao polinomial que nos fornece a altura em que ele se
encontra quando se desloca horizontalmente a uma determinada distancia. E,
por fim, fazemos uma analise dos dados coletados no desenvolvimento dessa

atividade.
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Para calcular o alcance maximo: Vamos considerar o nosso aeromodelo
como apenas um ponto (0 seu centro de massa), assim podemos analisar sua
trajetéria como a de um projétil. Aléem disso consideraremos sua trajetoria em
duas dimensdes, ou seja, o0 caminho que o foguete percorre esta contido em
um plano vertical. Consideremos v o vetor velocidade, que indica a velocidade
inicial de nosso projétil. Esse vetor tem uma componente horizontal e outra

vertical. Entiao escreveremos

v = (Vy, vy)
| &)
v, =0
.
— = e s
i - .
Uy -___.—-'"". M vy
A R -
i!.lf
// T \\\\
by ~
u
y
o 3 Vg .
Uy 1
Dy
d '

Figura 22: trajetéria do aeromodelo. Fonte: Daniel (2016)

Na sua componente horizontal o0 movimento € uniforme ja que n&o sofre
aceleragcédo (velocidade constante). Ja na sua componente vertical temos a

acado da gravidade g = 9, 81m.s™.

Consideraremos o eixo vertical com sentido positivo para cima, portanto
a aceleracdo da gravidade sera negativa, uma vez que ela puxa o objeto para
baixo. Portanto a sua posi¢ao, vertical e horizontal (x, y), supondo que o

aeromodelo partira da origem do plano cartesiano, sera dada pelas leis fisicas:

Posicao horizontal (em metros) no movimento retilineo uniforme

em fungao do tempo (s):
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Posicdo vertical (em metros) no movimento uniformemente

variado em fung¢ao do tempo (s):

y=ut— 268 (2)

Supondo v, # 0 (caso contrario teriamos um langamento vertical

gue nao é a proposta deste trabalho), na equacéo 1 temos:

Uy 2 v_x
)55

y="1 v 2,2
29X
y—x(vx 2 v?

Como temos um produto neste polinbmio do segundo grau, sabemos

que suas raizes acontecem quando um das duas parcelas é zero, logo temos

Yy 9% _
vy 202

x=0 ou x=

Podemos descartar a primeira opgao pois x = 0 indica a posi¢ao de

langamento do projétil, estamos interessados na posi¢gao de chegada.
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Portanto, consideramos a segunda opg¢ao, logo:

_ 205y

Logo, a posigao que o projétil pode atingir depende apenas das componentes

vertical e horizontal do vetor velocidade.

3.5 Aplicagoes das fungdes polinomiais nas artes.

A matematica e a arte sempre foram aliadas: na composigao de figuras —
muitas vezes utilizando-se figuras geométricas como objeto artistico, outras em
calculos de proporgdes faciais, corporais, construgdes arquitetdbnica, nos
calculos de estrutura, de séries harmdnicas na musica — em que é possivel
encontrar sequéncias de P.A. e P.G. —, e em muitas outras expressoes
artisticas ndo apenas como suporte, mas também como o proprio objeto

artistico. Segundo Fainguelernt (2006):

A matematica e a arte nunca estiveram em campos antagonicos,
pois desde sempre caminharam juntas, aliando razdo e
sensibilidade. Na verdade, podemos observar a influéncia mutua
de uma sobre a outra desde os primeiros registros historicos que
temos de ambas. Essas duas areas sempre estiveram
intimamente ligadas, desde as civilizagdes mais antigas, € sao
inimeros os exemplos de suas interagdes. Muitos povos
utilizaram exemplos matematicos na confec¢ao de suas obras: os
egipcios com suas monumentais piramides e gigantescas

estatuas, os gregos com o famoso Parthenon e com seus
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belissimos mosaicos; 0Ss romanos com suas inumeras

constru¢des com formas circulares, entre elas o Coliseu.

As fungdes polinomiais ndo estariam fora disso: sua importancia é
enorme para calculo de estrutura, para o estudo da perspectiva e afins.
Daremos o exemplo de calculo de diagonais de um poligono por uma fungéo
polinomial do segundo grau e também de um exemplo de fractais na atividade-
exemplo 21 na qual a figura é gerada por um processo interativo com fungao

polinomial de variaveis complexas f(z) = z° - 1.

Na atividade 20 o numero de ouro € um exemplo de numero algébrico

que figura como solugao de equagdes polinomiais especificas.

Exemplo-Atividade 20: O quadro Leda Atdmica foi pintado por Salvador Dali
em 1949 e utiliza-se da proporgéo de ouro, muito utilizada pelos gregos para

determinar medidas com grande valor harménico.

O numero de ouro € a razdo entre o comprimento e a largura do

retdngulo aureo, construido a partir do quadrado. Esse numero irracional &

igual a %ﬁ ou aproximadamente 1,618033988749895°.

Windows 10.
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Figuras 23 e 24: Quadro Leda Atémica e estudo sobre o pentagrama.

Fonte: Fainguelernt (2006)

Ainda Fainguelernt (2006):

O numero de ouro figura em muitas obras de arte, ndo s6 na
pintura, como também na natureza, no proprio corpo humano,
na escultura e na arquitetura, como por exemplo no Pathernon,

grande monumento construido na Grécia, no século V a.c.

Hoje sabemos que o nimero de ouro regula também a espiral
que aparece na natureza, como na margarida, no girassol, na

concha do molusco nautilo, etc.

O numero de ouro, também denominado por ¢ € um numero irracional,
mas que faz parte de uma familia especial de numeros irracionais: os numeros

algébricos.

Em verdade, o conjunto dos numeros algébricos transcende o0 universo

dos numeros reais.

Definicdo: Um namero algébrico é qualquer numero real ou complexo que €

solugao de alguma equacao polinomial com coeficientes inteiros.

Em um sentido mais amplo, diz-se que um numero € algébrico sobre um

corpo quando ele é raiz de um polinbmio com coeficientes neste corpo.

Desse modo,

a) \/2 é um numero algébrico
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pois é solucdo da equacgao polinomial x*—2=0
b) 4/3 é um numero algébrico

pois € solugcédo da equacao polinomial 3x —4 =0
c) 1 € um numero algébrico

pois é solucdo da equacao polinomial x—1 =0
d) i é um numero algébrico

pois & solugdo da equac&o polinomial x> + 1 =10

1+v5

e) € um numero algébrico

pois é solucdo da equacgao polinomial X*-x-1=0

Mas o numero de Euler e, 2¥2 e 0 n n3o sd3o nimeros algébricos, séao

denominados por numeros transcendentes.

Assim, usando as equacgodes polinomiais podemos classificar os numeros
reais em algébricos e transcendentes. A ndo-enumerabilidade do conjunto dos
numeros reais deve-se a existéncia dos numeros transcendentes. O conjunto
dos numeros algébricos € enumeravel. Desse modo, o numero de ouro ¢

pertence a uma classe enumeravel de numeros irracionais.

Vemos nesse por meio desse exemplo uma aplicagdo intradisciplinar
das equacdes polinomiais na propria matematica. O numero de ouro € a raiz de
uma equacgao polinomial com coeficientes inteiros. Este numero é o resultado
da divisdo aurea que foi estudada pelos gregos antes de Euclides e é
conhecida desde Pitagoras. Ao que tudo indica, essa divisdo que existe no
pentagono regular talvez tenha sido o motivo que levou os pitagoricos a
adotarem o pentagrama como simbolo de sua sociedade secreta. Este numero
sempre teve associado ao padrdao de beleza, da Grécia antiga ao

Renascimento.
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Figura 25: imagem do pentagrama, simbolo da Escola Pitagdrica

Fonte:

https://pt.wikipedia.org/wiki/Escola pitag%C3%B3rica#/media/Ficheiro:Pentagram gre
en.svg

A proxima atividade que apresenta uma aplicagdo de uma fungao

polinomial complexa utiliza a ideia de fractal.

Definicao: Um fractal é um objeto geométrico que, quando dividido em partes
quaisquer, cada uma delas exibe semelhangas ao objeto original. E medidas
geométricas, como comprimento e area de partes de um fractal, crescem ou
decrescem com poténcias fracionarias. Diz-se que os fractais tém infinitos
detalhes e podem ser gerados por um padrdo repetido como nessa espiral

infinita num processo recorrente.

Exemplo-Atividade 21: Uma classe de fractais surge nos procedimentos de
encontrar raizes de polindbmios. Por exemplo, a figura abaixo foi gerada no
procedimento de encontrar as raizes de um polindmio de grau 8 f(z) = z® - 1.
Essas raizes estdo no plano complexo. E claro que 1, -1, i, -i sdo raizes, pois
para esses casos f(z) = 0. O computador comega com um ponto qualquer no

plano com o seguinte algoritmo:
0. Comega com algum ponto w;

1. Calcula f(w);
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2. Se f(w) # 0, tenta um novo ponto dado por w' = m% , construido

a partir do método Newton-Raphson,
e volta ao passo 1 comw = w’;

3.Se f(w) = 0, nos limites computacionais, entdo w € uma raiz, e comecga

outro ponto a procura de mais raizes no passo 0.

A arte esta em atribuir cores distintas para as raizes distintas e para a
quantidade de tentativas entre os passos 1 e 2 que o método computacional

precisou para encontrar a raiz.

Figura 26: figura gerada pelas raizes da fungéo f(z) = z8 — 1
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Capitulo 4
Consideracoes Finais

Apos mais de 20 anos de magistério em escola publica, pude perceber
as recorrentes indagagdes dos alunos quanto ao sentido da matematica para

além dos numeros.

E comum n&o apenas a pergunta que motiva este estudo — onde vou
usar isso na vida? — mas também outras tantas que expressam a angustia de
encontrar sentido no que estuda: “Pra que estudar isso?”, “Serve pra qué?” e

outras tantas.

Responder a essas indagagbes € papel do professor, mas o material
disponivel para auxilia-lo é escasso. Os livros contam uma historinha, mas no
final voltam a apenas falar da matematica pela matematica. Muitas vezes o
aluno sente-se surpreso até mesmo ao entrar na universidade e perceber que

ha, sim, muita matematica na profissao que ele escolheu.

Ao escolher este tema focal: funcdo polinomial, busca-se um ponto de
partida para o universo ainda pouco explorado da integracdo da Matematica
com outras ciéncias e tecnologias, ou mesmo com a prépria Matematica. O
tema é central ndo apenas pelo contato que os estudantes tem com ele desde
muito cedo, mas também pela simplicidade de suas representacdes e pela
abundancia de casos em que ele se aplica em todas as areas do

conhecimento.

Espera-se que este trabalho seja motivador de outros tantos que
busquem conectar a matematica com o universo de diversos saberes e
realmente responder, globalmente, a ansiosa pergunta: Onde vou usar isso,

professor?
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Desde a revisdo histérica que fizemos - destacando alguns pontos
importantes da teoria das fungdes polinomiais (capitulo 1), procurando resgatar
elementos teoricos pouco utilizados ou esquecidos (capitulo 2) e analisando as
diversas aplicacbes dessa familia de fungdes em problemas da ciéncia ou em
questbes uteis e importantes para o exercicio da cidadania no mundo
contemporaneo (capitulo 3) - fizemos de tudo um pouco, com o objetivo de
instigar o professor da educacgéo basica a buscar e construir uma resposta para
a seguinte pergunta: Para que estudar fungdes polinomiais?
Fizemos, inclusive, um site que &, na verdade, um repositorio de textos, links,
videos, exercicios e atividades, um espaco virtual permanente que se pretende
constantemente atualizado. Alias, neste sentido se constitui o projeto futuro: a

sua manutencao e ampliacao.

Assim, esta dissertacdo € a minha resposta. Nao €, porém, definitiva, na
medida em que ja prevé sua ampliagédo, gragas as esperadas contribui¢gdes de

trabalhos futuros.
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