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Resumo

A experiéncia como Professor de Matematica do Ensino Médio e de cursinhos pré-
vestibular e pré-enem permitira-me entender as dificuldades que muitos alunos possuem
na construcao de graficos de funcdes. O objetivo principal deste trabalho é oferecer
uma técnica que possibilite a construcao de gréificos de fungoes com mais facilidade,
que poderé ser utilizado como material complementar aos livros didaticos adotados
pelos professores. Para tanto, sera feito um estudo simples destes graficos, partindo
das definicoes de conjuntos até a definicao de funcao real, apresentando também as
defini¢oes de funcoes canonicas e dual canonicas. Para o esboco das funcoes apresen-
tadas, serao analisadas as funcdes mais simples, transformando seus graficos através
de translacoes e fechamento ou abertura, até a confeccao do esboco final dos graficos.
Como resultado, temos uma nova técnica para elaboracao de grafico de fungao.

Palavras-chave: Funcao, Gréficos de fun¢oes, Translacao, Fechamento, Abertura.






Abstract

The experience as a High School and pre-university and pre-college courses Mathe-
matics Teacher allows us to understand the difficulties that many students have in
constructing function graphs. The main objective of this work is to offer a method
that allows the construction of function graphs more easily, which can be used as com-
plementary material to the textbooks commonly used by teachers. For this, a simple
study of these graphs will be made, starting from the definitions of numerical sets to
the definition of real function, also presenting the definitions of canonical and dual ca-
nonical functions. For the sketching of the presented functions, the simplest functions
will be analyzed, transforming their graphs through translations, closing or opening,
until the final sketch of the graphs is made. As a result, we have an effective technique
for function graphing.

Keywords: function, function graphic, translation, closing, opening.
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1 Introducao

Concebido em meados do século XIV por filésofos da época, o conceito de funcao
foi um marco que revolucionou o modo que se estudava fendémenos naturais onde se
relacionam duas ou mais grandezas. Ainda, no século XIV, Nicole Oresme (Franga,
1323 - 1382) representou uma relagdo, mostrada na Figura 1.1, entre o tempo e velo-
cidade, sendo esta representacao grafica uma das primeiras ja feitas. Pouco a pouco, o
conceito de uma relagao funcional entre diversos elementos e fendémenos que ocorriam
na natureza era introduzido.

Figura 1.1: Uma das primeiras representacoes graficas ja feitas por Oresme.

t
Fonte: Revista Brasileira de Historia da Matematica — Vol. 14 no 28 — pag. 47—61
Publicacao Oficial da Sociedade Brasileira de Historia da Matemética.

Outro marco importante para a evolucao dos estudos de funcoes foi gracas a Galileu
Galilei (Italia, 1564 - 1642), que demonstrou através da lei (funcdo) de queda livre de
um corpo no vacuo, que o peso do mesmo nao influencia em sua velocidade de queda.
Além disso, em seu estudo “Discurso Concernente a duas Ciéncias Novas” publicado
em 1638, Galileu demonstrou a trajetéria de uma bala de canhao descrita por uma

parabola, funcao que foi e é largamente utilizada. A Figura 1.2 ilustra a trajetoria da
bala.
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20 Introducao

Figura 1.2: Uma das primeiras representacoes de funcao.
y

bala de canhdo

\

.- 0o

@
v

solo

Fonte: O autor.

Uma situacao bem elucidativa do conceito de funcao pode ser observada na Figura
1.3, onde a bala de um canhao descreve trajetorias com diferentes angulos.

Figura 1.3: Trajetorias de uma bala de canhao com angulos diferentes.
A y
80

75°

20°

v

Fonte: O autor.

Hoje se considera imprescindivel o uso de func¢oes, seja nas situagoes mais simples do
cotidiano, como o preco da gasolina em funcao da quantidade de litros, ou em grandes
e complexos projetos, como os de engenharia. Na Figura 1.4 apresentamos uma foto
de uma situacao do cotidiano.



21

Figura 1.4: O prego da gasolina em func¢ao da quantidade de litros.

Fonte: https: //condutorinteligente.com.br /cuidado-abastecer—carro

Percebe-se a grande importancia do estudo de funcoes, bem como da sua repre-
sentacao grafica, uma vez que esta ilustra todos os pontos, raizes e caracteristicas do
comportamento daquela funcao, além de traduzir por imagem, a solucao e compreensao
de um problema.

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento e exibicao de uma técnica para
esbocar os graficos de funcdes a partir de funcdes candnicas e dual canonicas. E comum
ouvir entre professores de matematica que os alunos apresentam inumeras dificuldades
para assimilar o contetido durante a aprendizagem de funcoes e seus graficos. Desta
maneira, a motivacao e justificativa deste estudo sao baseadas na necessidade de uma
melhora no ensino de funcoes, oferecendo um material que possibilita a construcao de
graficos de funcoes com mais facilidade através de técnicas simples como sdo: transla-
¢ao, abertura e fechamento.

Esse trabalho busca, entao, complementar o estudo de funcoes, uma vez que retine
essas técnicas fundamentais para criacao de graficos de maneira prética e, assim, pos-
sibilita a obtencao de um esbo¢o de um gréfico conhecendo apenas a lei de formagao
basica de uma funcao.

Este trabalho foi dividido em sete capitulos, no primeiro, fazemos uma introducao
ao tema, no segundo, utilizamos resultados preliminares que darao suporte aos outros,
no terceiro, serao brevemente apresentados o conceito de fungoes, plotados os graficos
de funcoes de diversos tipos, no quarto, serao apresentados os gréaficos das fungoes
canonicas e dual canonicas seguido pela transformacgao dos mesmos através das técnicas
de translacao, abertura e fechamento, no quinto, apresentamos o desenvolvimento da
técnica, no sexto, aplicaremos essa técnicas em algumas funcoes e por ultimo, no
sétimo capitulo, serao descritas as consideracoes finais.

Todos os graficos utilizados no trabalho foram gerados através do software GeoGe-
bra, criados pelo proprio autor da dissertacao.






2 Resultados preliminares

2.1 Conjuntos Numéricos

Os conjuntos numeéricos sao todo conjunto cujos elementos sao nimeros. Sao exem-
plos destes conjuntos o conjunto dos nimeros naturais, inteiros, racionais, irracionais
e reais. Nesta secao, faremos uma breve exposicao dos principais conjuntos numeéricos,
apresentando suas definicoes e notagoes.

2.1.1 Conjuntos dos Numeros Naturais
Definicao 2.1 (Conjunto dos Niumeros Naturais).
N=1{0,1,2,3,..} (2.1)

Notacao 2.1.
N*=N- {0} (2.2)

2.1.2 Conjunto dos Numeros Inteiros
Definicao 2.2 (Conjunto dos Nimeros Inteiros).
Z=1{.,—5-4-3-10,123,4,5,.} (2.3)
Notacao 2.2.
7' =7 {0} ={..,—5,—4,-3,-1,1,2,3,4,5,...}
Z, =1{0,1,2,3,4,5,...}
7Z_={..,-5-4,-3,-1,0}
7t ={1,2,3,4,5, ..}
7z ={-1,-2,-3,—4,-5, ...}

A~ N /N /N o/~
o ~I O Ot
— S~ S~ e

2.1.3 Conjunto dos Numeros Racionais
Definicao 2.3 (Conjunto dos Nimeros Racionais).
Q:{x: x:%, aEZebGZ*}

Sao exemplos de numeros racionais os nimeros decimais. Os nimeros decimais
estao formados por uma parte inteira e, a outra, por casas decimais separados por
uma virgula. O nimero de casas decimais podem ser finito ou infinito. No caso de ser
infinito eles seguem um padrao ou sao periddicos.
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2.1.4 Conjunto dos Ntumeros Irracionais

Definigao 2.4 (Conjunto dos Numeros Irracionais). O conjunto dos nimeros irracio-
nais esta formado pelos niimeros cujas casas decimais sao infinitas e que a distribuicao
desses algarismos nao obedecem um padrao.

No passado, sabe-se que os ntimeros racionais estavam relacionados com medidas
e julgavam que era suficiente para essas medicoes. Notou-se com o passar do tempo
que nem toda medida podia ser expressa por nimeros racionais.

2.1.5 Conjunto dos Niumeros Reais

Definigao 2.5 (Corpo). Seja K # ¢ um conjunto munido de duas operagoes chama-
das de adigao, “+”, e multiplicacao, “ -”. Dizemos que K ¢ um corpo, se seus elementos
satisfazem os seguintes axiomas:

e Axiomas de corpo

Para x,y e z € K, temos:

(r+y)+z=z+(y+2)
J0e Ktalquex+0=uz, Ve € K

Vee K,lye Ktalquez+y =0

(A1)

(A2)

(As)

(Aa)

(A5) zy =y
(Ag) (zy) z =z (y2)

(A7) A1 e K talquel#£0ez-1=x, Vo € K
(As) 'y € K — {0}, talquexy =1, Vo € K
(Ag) x(y+2) =2y + 22

Definigao 2.6 (Corpo ordenado). Um corpo ordenado, K, é um conjunto ordenado,
cujos elementos satisfazem os seguintes axiomas:

e Axiomas de ordem
Existe um conjunto P C K, chamado o conjunto dos elementos positivos, tal que

(By) ©,y € P = z +y € P
(By) v,y € P = x -y € P

(Bs) Ve K = ou —x€P ouxz=0ouzxe P
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A seguir enunciaremos algumas definicoes consequéncias de um corpo ser ordenado.

Seja (K, 4+, -, <) um corpo ordenado. Considere M C K e s € K. Dizemos que:

s é limitante superior de M se, para todo x € M temos x < s.

e 5 &€ maximo de M se s é um limitante superior de M e s € M.

e 5 é supremo de M se s é o menor dos limitantes superiores de M.

Dizemos, ainda, que M C K é limitado superiormente se existe em K um
limitante superior.

Defini¢ao 2.7 (Axioma de Completitude). Um corpo ordenado diz-se completo
quando todo subconjunto nao vazio limitado superiormente possui supremo.

Defini¢ao 2.8 (Conjunto dos Niumeros Reais). Dizemos que o conjunto de ni-
meros reais é um corpo ordenado completo e o denotamos por R.

Notagao 2.3.
R* =R — {0} : Nimerosreais nao nulos

R, : Numerosreais nao negativos
R_ : Ntumeros reais nao positivos
R% : Nimerosreais positivos

R* : Numeros reais negativos

Observacao 2.1. A completude de R equivale & continuidade da reta real.

2.2 Produto Cartesiano

Defini¢ao 2.9. (Produto Cartesiano) Dados dois conjuntos nao vazios A e B,
denomina-se produto cartesiano de A por B, denotado A x B, o conjunto formados por
todos pares ordenados (x,y), em que a primeira coordenada pertence a A e a segunda
coordenada pertence a B, podemos escrever:

AxB = {(z,y): z€A e yec B} (2.9)
Exemplo 2.1. Seja A ={1,2,3} e B={4,5}

Ax B ={(1,4),(1,5),(2.4),(2,5),(3,4), (3,5)}
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Tal produto pode ser apresentado sob forma do diagrama abaixo, chamado de dia-
grama de flechas, conforme Figura 2.1.

Figura 2.1: Diagrama do produto cartesiano

Fonte: O autor.

Pode-se representar o produto cartesiano no plano cartesiano. Os pares ordenados
determinam um conjunto de pontos no produto cartesiano A x B e é chamado de
grafico cartesiano. Na Figura 2.2, os pontos do produto cartesiano do Exemplo 2.1
estao representados no plano cartesiano.

Figura 2.2: Prqduto cartesiano no plano
N R S S S S S S S s

Fonte: O autor.

2.3 Relagao

Dado um produto cartesiano A x B, chama-se “relacao de A em B” e denota-se por
R, todo subconjunto do produto cartesiano A X B, assim

RCAxB

Observagao 2.2. Se (z,y) € R, entdo podemos afirmar que z e y estao relacionados
através da relacao R, isto é, Ry.

Exemplo 2.2. Seja o conjunto A = {1,2,3,4} e B = {3,4,5} e o produto cartesiano
Ax B ={(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4)(2,5),(3,3),(3,4), (3,5), (4,3), (4,4), (4,5)}

Segue exemplos de algumas relagoes R de A em B:

a) Ri= {(1? 3)7 (275)}
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b) Ro = {(274)7 (27 5)7 (37 3)}
C) Rs = {(173>7(174)7(175>}
d) Ry = {(173)7(273)7<3’ 3)7(475)}

Observacao 2.3. Algumas relacoes sao muito especiais as quais serao chamadas de
funcoes e serao abordadas no seguinte capitulo.






3 Funcoes

Em diversas situacoes do dia a dia deparamos com grandezas', que de certa forma
se relacionam. Essas relacoes com o passar dos tempos passaram a ser chamadas de
funcoes. Esse conceito é relativamente novo, pois seu desenvolvimento se deu nos
séculos XVIII e XIX. Uma funcao pode ser definida pela relacao de dois conjuntos,
de tal modo que, a cada elemento do primeiro conjunto, associamos exatamente um
tnico valor do segundo conjunto. Assim, a noc¢ao intuitiva de funcoes nao se limita,
somente, a calculos usando niimeros individuais, € nem mesmo a situagoes que envolvam
nimeros. E muito apropriado e eficaz a utilizacio de funcées para expressar fendémenos
fisicos, sociais, biologicos, etc.

3.1 Definicao de Funcao

Defini¢ao 3.1 (Fungao). Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Uma fungdo de
A em B é a correspondéncia que associa a cada elemento x € A um tnico elemento
y € B.

Observacao 3.1.

e Usamos a notagao: f: A— Bou A B para indicar que f é uma funcao de A
em B.

e Denominamos o conjunto A de dominio da funcdao e o conjunto B de contra-
dominio. O dominio e contradominio de f sdo denotados por D(f) e CD(f),
respectivamente.

e Cada elemento y de B associado ao elemento z de A, denominamos imagem de
x pela funcao f. Ao conjunto desses valores de y denominamos de imagem da
funcao f, isto é,

Im(f)={y € B: y= f(z) para algum x € A}

A funcao f transforma r de A em y de B e denotamos por

y=f(z) (lé —se: yéigual a f de x)

lerandeza é tudo aquilo que pode ser medido e possibilita que tenhamos caracteristicas baseadas
em informagcoes numéricas e/ou geométricas.
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e O gréafico da funcao f ¢ o conjunto de pares ordenados distribuidos no plano
cartesiano como pontos. Mais, especificamente,

G(f) ={(x,y) e AxB:xz e D(f) ey clm(f)}

Os graficos possibilitam visualizar a forma geométrica de uma fungao e as suas
principais caracteristicas.

Exemplo 3.1. Sejam os conjuntos A = {—2,-1,0,1,2} e B = {0,1,2,3,4,5}, e a
funcao f que associa cada elemento x de A seu quadrado como um elemento y de

B. Nesse caso, temos que a funcao f(x) = {(—2,4),(—1,1),(0,0),(1,1),(2,4)}, pode

ser indicada pela lei de formagao y = 2 ou f(z) = 2. O dominio da func¢ao f é

D(f) = {-2,—-1,0,1,2}. O contradominio da funcdo f é CD(f) = {0,1,2,3,4,5}.
A imagem da funcdo f é Im(f) = {0,1,4}. Note que o grafico de f é dado por
G(f) = {<_274)7 <_17 1)7 (Ou 0)7 (17 1)7 (27 4)}

3.2 Funcao sobrejetiva, injetiva e bijetiva
Defini¢ao 3.2 (Funcgao Sobrejetiva). Uma funcdo f : A — B é sobrejetiva quando,
para qualquer y € B, existe x € A tal que f(x) =y, ou seja, quando Im(f) = B.

Defini¢ao 3.3 (Fungao Injetiva). Uma fun¢io f: A — B é injetiva quando, para
qualquer x1,z9 € A, x7 # xo implica f(x1) # f (x2), isto é, elementos diferentes do
dominios, imagens diferentes.

Definigao 3.4 (Fungao Bijetiva). Uma fungao f : A — B é bijetiva se for sobrejetiva
e injetiva.

3.3 Funcao crescente, decrescente e constante

Defini¢ao 3.5 (Fungao crescente). Uma fungdo f é crescente em um intervalo do
dominio se para quaisquer 1 e xs desse intervalo, com x; < x5, tem-se f(x1) < f(x3).

Definig¢ao 3.6 (Funcao decrescente). Uma fungdo f é decrescente em um intervalo
do dominio se para quaisquer x; e x5 desse intervalo, com x; < x5, tem-se f(zy) >

f(x2).

Defini¢ao 3.7 (Fungao constante). Uma funcao f é denominada constante em um
intervalo do dominio se para quaisquer x; e xo desse intervalo, com x; # 9, tem-se

f(x1) = f(z2).

3.4 Funcao Par e Impar

Defini¢ao 3.8 (Fungao Par). Dizemos que uma fungio f: R — R é par se
f(=z) = f(z), paratodox € D(f) (3.1)

Defini¢ao 3.9 (Funcao impar). Dizemos que uma funcao f : R — R é impar se
f(=z) = —f(z), paratodox € D(f) (3.2)

Existem véarios tipos de funcoes, a seguir, descreveremos as fungoes polinomiais.
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3.5 Funcoes Polinomiais

Defini¢ao 3.10 (Polinémio de Grau n). Um polinémio de grau n é definido por
p(z) = ap + a1x + apr® + ...+ a2 = Z apx”, (3.3)
k=0

onde, a, # 0.

Defini¢ao 3.11 (Fungao Polinomial). Uma fungdo polinomial de n—ésimo grau,
f R — R, é definida por
f(@) = p(x) (3.4)

onde, p(z) é um polinémio de grau n.

Exemplo 3.2.

e Uma fungao polinomial de 12 grau é a fungdo real f definida por f(x) = a1+ aq,
ela é chamada, também, de funcao afim quando ag # 0.

e Uma fungao polinomial de 22 grau é a funcao real f definida por f(x) = asx® +
a1 + ag, ela é chamada, também, de funcao quadratica.

e Uma fungao polinomial do 3% grau ¢ a fungao real f definida por f(z) = aza® +
asx? 4+ a1 + ag, ela é chamada, também, de funcao ciubica.

3.6 Funcoes candnicas e dual candnicas

Nesse trabalho, estamos interessados em esbocar graficos de diferentes tipos de
funcgoes, para isto, introduziremos dois novos conceitos: fungoes canonicas e fungoes
duais canonicas.

Definicao 3.12 (FungGes Canodnicas). Chamaremos de fung¢oes canonicas as fungoes
cuja regra de correspondéncia ¢ a mais simples possivel.

Defini¢ao 3.13 (Fungoes Dual Candnicas). Chamaremos de fungoes dual canoénicas
as negativas das fungoes canodnicas.






4 Graficos de funcoes canodnicas e
dual canonicas

Neste capitulo, apresentaremos os graficos das fungoes canoénicas e dual canonicas,
principalmente, as fun¢oes estudadas no ensino bésico.

4.1 Funcao Polinomial

4.1.1 Polindmio de Primeiro Grau

e Fungio Polinomial de Primeiro Grau: F(z) = axz +b com a # 0
e Funcao Canoénica de primeiro grau: f(z) ==z
e Fungao Dual Candnica de primeiro grau: g(z) = —x
Observacao 4.1.
(i) Dominio: D(f) =R e D(g) =R
(ii) Imagem: Im(f) =R e Im(g) =R

(iii) Grafico: G(f) e G(g) estao na Figura 4.1(a) e Figura 4.1(b), respectivamente.

Figura 4.1: Grafico de f(z) =z e g(z) = —x

) “1Y

w

N
N

(a) Funcdo y =z (b) Fungao y = —x
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.
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4.1.2 Polindmio de Segundo Grau

e Funcao Polinomial de Segundo Grau: F(z) = ax? + bx + ¢ com a # 0

e Fungio Canédnica de segundo grau: f(r) = z?

e Fungio Dual Canonica de segundo grau: g(r) = —z?
Observacao 4.2.

(i) Dominio: D(f) =R e D(g) =R

(i) Imagem: Im(f) =R, e Im(g) = R_

(iii) Grafico: G(f) e G(g) estao na Figura 4.2(a) e Figura 4.2(b), respectivamente.

Figura 4.2: Grafico de f(z) = 2% e g(z) = —2?

\ v/

N

/
w

/

N

1 X
4 3 2 10 > 3 4
T
4 3 2 7o s 2 =t
[\
- [ \

2 2

(a) Fungdo y = x (b) Fungéo y = —x

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

4.1.3 Polindémio de Terceiro Grau
e Fungio Polinomial de Terceiro Grau: F(x) = ax® + bx? + cx + d com a # 0
e Fungao Canénica de terceiro grau: f(z) = 23

e Funcao Dual Canonica de terceiro grau: g(r) = —2°

Observacao 4.3.
(i) Dominio: D(f) =R e D(g) =R
(ii) Imagem: Im(f) =R e Im(g) =R

(iii) Grafico: G(f) e G(g) estdo na Figura 4.3(a) e Figura 4.3(b), respectivamente.
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Figura 4.3: Grafico de f(z) = 2% e g(z) = —2?

] \

| =
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3

3

(a) Fungdo y = x (b) Fungéo y = —x

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

4.1.4 Polinémio de Quarto Grau

e Fungao Polinomial de Quarto Grau: F(z) = ayz* + azz® + ax2® + a1 + ag com
agp §é 0

e Fungio Canénica de quarto grau: f(z) = z*

e Funcao Dual Canonica de quarto grau: g(r) = —a?

Observacao 4.4.
(i) Dominio: D(f) =R e D(g) =R
(ii) Imagem: Im(f) =R e Im(g) =R

(iii) Grafico: G(f) e G(g) estao na Figura 4.4(a) e Figura 4.4(b), respectivamente.

Figura 4.4: Funcao polinomial tipo y = 2% e y = —a*
\ o 1 n
\ °
2 2
L 1
X x
4 3 2 o > 3 4 4 3 2 dio 3 4

=

4

4

(a) Fungdo y = x (b) Fungéo y = —x

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.
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4.2 Funcao Exponencial

Defini¢ao 4.1 (Funcao exponencial). Dado a € R, a > 0 e a # 1. Uma funcao
f R — RY é dita exponencial, se esta definida por f(x) = a” para todo = € R.

Observacao 4.5.
e Se 0 <a<1entdo f(z) é uma fungao exponencial decrescente.
e Se a > 1 entdo f(z) é uma fungido exponencial crescente.

Nas figuras 4.5(a) e 4.5(b) colocamos um exemplo de uma fun¢do exponencial cres-

cente e decrescente para o caso quando a =2 e a = %, respectivamente.

Figura 4.5: Funcao exponencial do tipo y =2 e y = %x
My )/ AL
2 2
p; 1
-3 =2 41 0 2 3 4 -3 =2 41 0 z 3 4
=1 =1
=2 =2
~ ~ 1z
(a) Fungao y = 2* (b) Fungao y = 5

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

e Fungao exponencial: F(z) = a”

e Fungio Canoénica exponencial: f(z) = a®
e Funcao Dual Canonica exponencial: ¢g(z) = —a”
Observacao 4.6.
(i) Dominio: D(f) =R e D(g) =R
(ii) ITmagem: Im(f) = R% e Im(g) = R*

(iii) Gréafico: Seja e = 2,718281828459... a constante de Euler. G(f) e G(g) estao na
Figura 4.6(a) e Figura 4.6(b) para o caso particular de a = e, respectivamente.
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Figura 4.6: Funcao exponencial do tipo y = e” e y = —e”.
3 /.
3y
2 2
X
£ 1 x 4 3 —2—d1 o0 45
T3 2 1o > 3 4 >
—4 »
29 =3 \

(a) Fungdo y = €* (b) Fungio y = —e®
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

4.3 Funcao Logaritmica

Defini¢ao 4.2 (Funcao logaritmica). Dado a € R;a > 0 e a # 1. Uma funcao
f:R* — R é dita logaritmica, se esta definida por f(x) = log, x para todo x € R*.

Observacao 4.7.
e a é chamada de base da funcao logaritmica.
e Se 0 <a<1entdo f(z) é uma fungao logaritmica decrescente.
e Se a > 1 entdo f(x) é uma fun¢ao logaritmica crescente.

e Se a = e, o logaritmo é chamado de natural e é denotado por y = Inzx ou
y = log x.

Nas figuras 4.7(a) e 4.7(b) colocamos um exemplo de uma fung¢ao logaritmica cres-
cente e decrescente quando a base é a =2 e a = %, respectivamente.

Figura 4.7: Funcao logaritmica do tipo y = log,z e y = log%x.

Y \y
A 1\

N
N

A .
/

(a) Fungao y = logyx (b) Fungao y = log%x

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

e Funcao logaritmica: F(x) = log, =
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e Fungio Canonica logaritmica: f(x) = log, =
e Funcao Dual Canoénica logaritmica: g(x) = —log, © = logs @
Observacao 4.8.
(i) Dominio: D(f) =R% e D(g) = R%
(ii) Imagem: Im(f) =R eIm(g) =R

(iii) Grafico: G(f) e G(g) estdo na Figura 4.8(a) e Figura 4.8(b) para o caso particular
onde a base é a = e, respectivamente.

Figura 4.8: Funcao logaritmica do tipo y =Inz e y = —Inz.
3y 3y
2 2
y=Ilnzx
X X
-2 -1 0 2 3 4 -2 -1 0 2 3 4
) ) y = 7‘111 T
=2 -2
(a) Funcdo y =Inzx (b) Fungédo y = —Inz

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

4.4 Funcao Modular

Defini¢ao 4.3 (Fungao Modular). A fungdo modular f : R — R é definida por
f(x) = |z| onde,

x, sex >0
2| =
—z, sex <0

é o moddulo ou valor absoluto de z.

(i) | Fungao Modular: F(z) = |z|
(ii) | Fungao Canodnica modular: f(z) = |z|
(iii) | Fungao Dual Canoénica modular: g(z) = —|z|

Observacao 4.9.

(i) Dominio: D(f) =R e D(g) =R
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(ii) Imagem: Im(f) = R* e Im(g) =R~

(iii) Grafico: G(f) e G(g) estdo na Figura 4.9(a) e Figura 4.9(b), respectivamente.

Figura 4.9: Fun¢do modular do tipo y = |z]| e y = —|z].

3TY 3Ty

2 2

1 1

x T
-3 -2 41 0 2 3 4 -3 2 A 2 3 4
=1 =1
=2 =2
(a) Funcéo y = |z| (b) Fungdo y = — |z

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

4.5 Funcoes Trigonométricas

Funcoes desse tipo sao func¢oes angulares que estao relacionadas com o arco trigo-
nométrico e assumem o mesmo comportamento periédico.

Defini¢ao 4.4 (Fungao Seno). A fungdo seno, f : R — R é definida por f(z) =

senx.

(i) | Fungao Seno: F(x) =senx
(ii) | Fungao Canonica seno: f(z) =senz
(iii) | Fungao Dual Canénica seno: g(z) = —senx

Observacao 4.10.
(i) Dominio: D(f) =R e D(g) =R
(ii) Imagem: Im(f) = [—1,1] e Im(g) = [-1,1]

(iii) Grafico: G(f) e G(g) estdo na Figura 4.10(a) e Figura 4.10(b), respectivamente.
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Figura 4.10: Funcao seno do tipo y =senz e y = —sen z.
4 4
3TY 3TY
2
y = sen(x) y = —sen(x)
T T
x z
n/2n/4 —nnMdn/ 2n/4 nl 2m/4  nn/ANIn/ 2n/4 T/ n/2n/4 t/4 -t / 21/4 | 2n/4 /4 3n/2n/4 2nm
=T =T
=35 =3
(a) Funcdo y = sen (z) (b) Fungdo y = —sen ()

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

Defini¢ao 4.5 (Fungao Cosseno). A funcao cosseno, f : R — R é definida por
f(x) = cosz.

(i) | Fungdo Cosseno: F(z) = cosx
(ii) | Fungao Canoénica cosseno: f(x) = cosx
(iii) | Fungao Dual Canonica cosseno: g(z) = —cosx

Observacao 4.11.
(i) Dominio: D(f) =R e D(g) =R
(ii) Imagem: Im(f) = [—1,1] e Im(g) = [-1,1]

(iii) Grafico: G(f) e G(g) estao na Figura 4.11(a) e Figura 4.11(b), respectivamente.

Figura 4.11: Funcao cosseno do tipo y = cosz e y = — cosx.
4 4
Y 1Y
y = cos(x y = —cos(x)
T
x
-3n -n 2 0 im/ o 2 2n 2 -n -n 0 72 T 3n 2n
=t =1
=3 =3
(a) Fungao y = cosx (b) Fungdo y = —cosx

Fonte: Grafico plotado no (GeoGebra pelo autor.

Defini¢ao 4.6 (Funcao Tangente). A fungao tangente, f : R — R é definida por
f(z) =tgz.
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(i) | Fungao Tangente: F(z) =tgx
(ii) | Fungao Canoénica tangente: f(x) =tgz
(iii) | Fungao Dual Canonica tangente: g(x) = —tgx

Observacao 4.12.
(i) Dominio: D(f) =R — {3 +km, k€Z} eD(g) =R — {5 +km, ke Z}
(ii) Imagem: Im(f) =R eIm(g) =R

(iii) Grafico: G(f) e G(g) estao na Figura 4.12(a) e Figura 4.12(b), respectivamente.

Figura 4.12: Funcao tangente do tipo y =tgxre y = —tgux.
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(a) Fungdo y = tgx (b) Funcdo y = —tgx
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.
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4.6 Funcoes Hiperbolicas

As funcoes hiperbélicas sao analogas as funcoes trigonométricas. A primeira, relaciona-
se com as hipérboles e, a outra, com o circulo.

Defini¢ao 4.7 (Fungao Seno Hiperboélico). A funcao seno hiperbolico é definida
por

et —e "t

senh (z) = — (4.1)

(i) | Fungdo Seno Hiperbélico: F'(x) = senh (z)
(ii) | Fungao Canonica seno hiperbolico: f(x) = senh (z)
(iii) | Fungao Dual Canonica seno hiperbdlico: g(z) = —senh (z)

Observacao 4.13.
(i) Dominio: D(f) =R e D(g) =R

(ii) Imagem: Im(f) =R e Im(g) =R
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(iii) Grafico: G(f) e G(g) estdo na Figura 4.13(a) e Figura 4.13(b), respectivamente.

Figura 4.13: Fungao seno hiperbolico do tipo y = senh (z) e y = —senh ().

/ \
Y
/ \
/ \
- > . /:17 —=.se h(’r) y.=.=senh( \‘ _e__z
y - -'Z B ’ s, \2’{. T_ 2 «
3n/2 m 2 s I 32 an -3m/2 - 27 es0) k2 u 3mi2 2
fod e = 5N
/o \
/ \
/ \
(a) Fungao y = senh (z) (b) Fungao y = —senh (z)

Fonte: Grafico plotado no (GeoGebra pelo autor.

Definicao 4.8 (Funcgao Cosseno Hiperbélico). A fungio cosseno hiperbolico é
definida por

cosh (z) = % (4.2)

(i) | Fungdo Cosseno Hiperbolico: F(x) = cosh (x)
(ii) | Fungao Canoénica cosseno hiperbélico: f(z) = cosh (z)
(iii) | Fun¢ao Dual Canonica cosseno hiperbolico: g(x) = —cosh ()

Observacao 4.14.
(i) Dominio: D(f) =R e D(g) =R
(ii) Imagem: Im(f) = [1,00) e Im(g) = (—o0, —1]

(iii) Grafico: G(f) e G(g) estdo na Figura 4.14(a) e Figura 4.14(b), respectivamente.

Figura 4.14: Fungao cosseno hiperbdlico do tipo y = cosh (z) e y = —cosh ().

y
\a s /
\ y = cgsh(x /
\\ // 31 /2 = 2" =~e9] .- L2 ud 3mi2 a3 .

e’ e’

\ / TR e N

_eN e LN

e / \
s = T " ‘ m ul u /y - _—'COSh(ﬂc)\
(a) Funcdo y = cosh () (b) Fungdo y = —cosh (z)

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.
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Defini¢ao 4.9 (Funcao Tangente Hiperbolica). A fun¢ao tangente hiperbolica é

definida por
_senh(z) e —e™®

teh(r) = cosh () T e te (4:3)

(i) | Fungao Tangente Hiperbolica: F(z) = tgh(x)
(ii) | Fungao Canonica tangente hiperbélica: f(x) = tgh(x)
(iii) | Fun¢ao Dual Canonica tangente hiperbolica: g(x) = — tgh(z)

Observacao 4.15.
(i) Dominio: D(f) =R e D(g) =R
(i) Imagem: Im(f) = (—1,1) e Im(g) = (—1,1)

(iii) Grafico: G(f) e G(g) estao na Figura 4.15(a) e Figura 4.15(b), respectivamente.

Figura 4.15: Fungao tangente hiperbolica do tipo y = tgh(x) e y = — tgh(x).

M

= —tgh(z)

y = tgh(zx)

(a) Funcao y = tgh(x) (b) Fungao y = — tgh(x)
Fonte: Grafico plotado no (GeoGebra pelo autor.






5 Técnica para a Construcao de
Graficos de Funcoes

Entendemos por grafico, uma figura com o objetivo de transmitir uma informacao
qualquer. Uma das representacoes graficas mais comuns e importantes em matemaética
é o grafico de uma funcao.

Apresentamos quatro técnicas que lhes ajudarao na construcao de gréaficos de fun-
coes a partir dos graficos de fungoes candnicas. Estas técnicas sao:

e Quadrado Mégico
e Simetria
e Translacao

e Aberto e Fechado

5.1 Quadrado Magico

Com a tnica finalidade de facilitar o esbo¢o do grafico de fungoes temos conside-
rado a construcao de um “quadrado magico” . Os gréaficos abordados nesse trabalho
interceptam o quadrado méagico em pelo menos um ponto.

Defini¢ao 5.1 (Quadrado Méagico). Definimos o quadrado mégico como um sub-
conjunto do plano cartesiano R? cujos vértices siao os pares ordenados:

(1,1), (=1,1), (=1, —1) e (1,—1)

Na figura 5.1 mostramos o quadrado magico centrado na origem do plano cartesiano.

45
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Figura 5.1: Quadrado magico no plano.

y
3
2
(-1,1) (L1)
X
-4 -3 -2 -1 0 2 3 4 5
(_1’_1) - (15_1)
-2
-3

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

O quadrado magico, Figura 5.1, apresenta as seguintes caracteristicas:
1) O quadrado mégico possui lado com duas unidades de medida.
2) Esta centrado na origem dos eixos do plano cartesiano.

3) Sua interseccao com os eixos coordenados = e y sao os pontos (1,0),(—1,0) e
(0,1), (0, —1), respectivamente.

5.2 Simetria

Simetria é o espelhamento do grafico em relacao aos eixos x e y. Vamos considerar
também a simetria em relacao a origem e em relagao a bissetriz dos quadrantes pares
ou impares.

5.2.1 Simetria em relacao a origem

O grafico da Figura 5.2 mostra um espelhamento em relagdo a origem (0, 0), isto é,
as fungoes canonica f(z) = z? e dual canénica f(r) = —x? sdo simétricas em relagao
a origem.
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Figura 5.2:

3

)

Grafico das fungoes f(x) = 2% e f(x) = —2? simétricas em rela¢ao a origem.

y = f(z) = ?

4 5 6

y= f(2) = —a*

O gréfico da figura 5.3 refere-se também a uma simetria tanto no eixo das abcissas

como o da ordenada.

Figura 5.3: Funcoes simétricas em relacdo a origem y = 23 e y = —a

y = f(z) = —2°

3

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

Uma s6 funcao pode ser também simétrica em relacdo a origem, por exemplo a
fungao candnica tangente hiperbolica y = tgh (z) mostrado na Figura 5.4. Existe sime-
tria em relagdo a origem, entre os intervalos [0, +oo[ e |—o0, 0], isso acontece quando
f(=z) = —f(x), dizemos que a fungao é impar.
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Figura 5.4: Gréafico das fungoes y = f (x) = tgh (z) simétricas em relagao a origem
41y

3

-3

Fonte: Grafico plotado no GGeoGGebra pelo autor

5.2.2 Simetria em relacao as bissetrizes impares

Os gréaficos da figura 5.5 sao espelhados, isto é, simétricos em relacao as bissetrizes
do primeiro e terceiro quadrantes.

Figura 5.5: Grafico das funcoes y = log,z e y = 27

y
3
2
y = logsx T — o
/ X
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-2

q -3
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

5.2.3 Simetria em relacao as bissetrizes pares

Os graficos da Figura 5.6 sao espelhados, isto é, simétricos em relacdo as bissetrizes
do segundo e quarto quadrantes.
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xT

Figura 5.6: Grafico das fungoes y = —Ilnz ey = —e
y
3

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

5.2.4 Simetria em relacao ao eixo das abcissas

A simetria, com relacdo ao eixo x, do grafico de uma funcao é o espelhamento dele
com relacao ao eixo .

(i) | Fungdo: y = f(x)
(ii) | Funcao simétrica com relagao ao eixo z: y = —f(x)

O grafico destas fungoes sao mostradas na Figura 5.7.

Figura 5.7: Gréfico das func¢des y = f(z) e y = — f(2)

-6 -4

Fonte: Grafico plotado no (GeoGebra pelo autor.

Exemplo 5.1.
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(1) Na Figura 5.8 apresentamos os graficos da func¢ao y = sen z e sua simétrica com
relacao ao eixo x.

(2) Na Figura 5.9 apresentamos os graficos da fungao y = log x e sua simétrica com
relacao ao eixo x.

Figura 5.8: Gréafico das fungoes y = senx e y = —senx.
y

y = sen(x)

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

Figura 5.9: Grafico das funcoes y = logz e y = —logz.

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

5.2.5 Simetria em relacao ao eixo das ordenadas

A simetria, com relacao ao eixo y, do grafico de uma funcao é o espelhamento dele
com relagao ao eixo .

(i) | Funcio: y = f(x)
(ii) | Funcao simétrica com relagao ao eixo y: y = f(—x)
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O gréfico destas funcoes sao mostradas na Figura 5.10.

Figura 5.10: Gréafico das fungoes y = f(z) e y = f(—x).

X
-6 -4 4 6
P
y=f(-7)
-4
-6

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

Exemplo 5.2.

(1) Na Figura 5.11 apresentamos os graficos da func¢do y = 10” e sua simétrica com
relacao ao eixo y.

2

(2) Na Figura 5.12 apresentamos os graficos da funcao y = z* e sua simétrica com

relacao ao eixo y.

Figura 5.11: Gréfico das funcgoes y = 10" e y = 107"

f(x) =10

-5

-2

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.
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Figura 5.12: Grafico da fun¢ao y = 22 a qual coincide com sua simétrica y = (—x)? =
2
22

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

Observacao 5.1. Uma so funcao pode ser também simétrica em relacao ao eizo das
ordenadas, por exemplo a func¢do canodnica tangente hiperbdlica y = 2% mostrado na
figura 5.12. Existe simetria em relagdo a origem, entre os intervalos [0, +o0] e [—o0, 0],
isso acontece quando f(x) = —f(z), dizemos que a funcao € par.

5.3 Translacao

Defini¢ao 5.2 (Translagao). A translacio do grafico de uma fun¢do y = f(x) é o
deslocamento do gréafico na direcao do eixos coordenados do plano cartesiano.

Observacao 5.2. A translacdo do grdfico de uma funcdao pode ser no sentido horizon-
tal, onde o grdfico move-se para direita ou esquerda do eizo e/ou no sentido vertical
para baixo ou para cima.

Dada uma funcdo canoénica f(z) é possivel prever como sera o esbogo do gréfico da
seguinte funcao:

b
yzkf(ax—i—b)—l—mzkf{a(x—i——)}+m (5.1)
a
1) Horizontalmente para direita sobre o eixo x, em valores absolutos, em }g{ unida-
des, se g < 0.

2) Horizontalmente para esquerda sobre o eixo x, em valores absolutos, em ‘§|
unidades, se g > 0.

3) Verticalmente para cima sobre o eixo y, em valores absolutos, em |m| unidades,
se m > 0.

4) Verticalmente para baixo sobre o eixo y, em valores absolutos, em |m| unidades,
se m < 0.

Observagao 5.3. As constantes m e k alteram a imagem da funcao f(z).

e Translacao vertical e horizontal do grafico tipo y = 2% e y = —a?
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Os graficos das funcgoes y = 22 e y = —2? nos possibilitam construir gréaficos do

tipo y = 22 + b e y = 22 — b semelhantes ao primeiro, porém transladados:

O grafico da figura 5.14(a) b = 1 > 0 representa a funcao y = k(z + 6)2 + ¢, para
k=c=1eb=0. Este grafico sofreu um deslocamento em uma unidade para cima,
isto é, interceptava y no ponto de ordenada zero (0) e passou a interceptar no ponto

um (1).
Ja o grafico da figura 5.14(b), que representa a funcio y = k(x4 b)* 4 ¢ para
k=1,b=0ec= —1, sofreu um deslocamento em uma unidade para baixo, ou seja,

interceptava y no ponto de ordenada zero (0) e passou a interceptar no ponto um (—1).

Figura 5.13: Translacao do grafico y = 22
ST \ Ay /
yi=x{+1 /

A/

>

_—
FN

Y=z N ) y‘__ T
I y — T

X X

-5 -4 -3 -2 410 3 4 5 ¢ -5 -4 -3 -2 410 2 3 4 5 ¢
=1 =1
=4 =<
=3 =3

S0 0 — 2 5o 0 — 2
(a) Fungdo y = 2* + 1 (b) Fungao y = 2* — 1

Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

O grafico da figura 5.15(a) b = 1 > 0 representa a fungdo y = k(x + b)2 + ¢, para
k=—-1,c=1eb=0. Este grafico sofreu um deslocamento em uma unidade para
cima, isto é, interceptava y no ponto de ordenada zero (0) e passou a interceptar no
ponto um (1).

Ja o grafico da figura 5.15(b), que representa a funcdo y = k(z + 6)2 + ¢ para
k=—-1,b=0ec= —1, sofreu um deslocamento em uma unidade para baixo, ou seja,
interceptava y no ponto de ordenada zero (0) e passou a interceptar no ponto um (—1).

Figura 5.14: Translacdo do grafico y = —a?

Y 1Y

)
Z

gj Q@ T~
A\

_—
T~
|
N
—

ngio y = —x2 +1 (b) Funcio y = —2% — 1
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

O grafico da figura 5.16(a) b = 1 > 0 representa a funcio y = k(z + b)> + ¢, para
kE=0b=1ec=0. Este grafico sofreu um deslocamento em uma unidade para cima,
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isto é, interceptava y no ponto de ordenada zero (0), passou a interceptar no ponto um
(1).

Ja o grafico da figura 5.16(b), que representa a funcdo y = k(z + b)2 + ¢ para
k=1,b=—1¢ec=0, sofreu um deslocamento em uma unidade para baixo, ou seja,
interceptava y no ponto de ordenada zero (0) e passou a interceptar no ponto um (—1).

Figura 5.15: Deslocamento horizontal do gréfico y = z?

4Ty 4Ty
fe) 9
NN\ L A/
Y Yy=x ’y:(SC—l)
= (33‘1‘1)z / T I
6 5 4 3 2 o > 3 4 5 5 4 3 2 1o > 3 4 5
=2 =2
=3 =3,
(a) Funcdo y = (z + 1)2 (b) Fungao y = (v — 1)?

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

O grafico da figura 5.17(a) b = 1 > 0 representa a fungdo y = k(x + b)2 + ¢, para
k=—-1,b=1ec=0. Este grafico sofreu um deslocamento em uma unidade para
cima, isto é, interceptava y no ponto de ordenada zero (0) e passou a interceptar no
ponto um (1).

Ja o grafico da figura 5.17(b), que representa a funcio y = k(z 4 b)° + ¢ para
k=0b=—1ec=0, o grafico sofreu um deslocamento em uma unidade para baixo, ou
seja, interceptava y no ponto de ordenada zero (0) e passou a interceptar no ponto um

(~1).

Figura 5.16: Deslocamento horizontal do grafico y = —z?

Ty Ty

2 2

I xr I X
5 4 3 2/ 3 4 5 ¢ 5 4 3 2 10 > 3 4 5
Y= )3 =t =" - R S

=) y=-2 2

SYEIAA [ L\
=9 O
(a) Funcdo y = —(z + 1) (b) Fungao y = —(z — 1)?

Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

e Translacdo vertical e horizontal do grafico tipo y = sen (z) e y = —sen ()

Uma fungao trigonométrica f(z) = cosx, nos permite a prever como sera o esbogo
do grafico de uma fungao do tipo f(z) = k.cos (az + b) + m = k.cos [a (z + 2)] + m,
com as seguintes alteracoes:
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1) Translada horizontalmente para direita sobre o eixo x, em valores absolutos, em
}9| unidades, se £ < 0.
a a

2) Translada horizontalmente para esquerda sobre o eixo x, em valores absolutos,
em ’g‘ unidades, se S > 0.

3) Translada verticalmente para cima sobre o eixo y, em valores absolutos, em |m|
unidades, se m > 0.

4) Translada verticalmente para baixo sobre o eixo y, em valores absolutos, em |m|
unidades, se m < 0.

Os graficos das funcoes y = sen(x) e y = —sen (z) nos possibilitam construir
graficos do tipo y = sen (z) + m e y = sen (z) — m semelhantes ao primeiro, porém
transladados em m unidades para cima para m > 0 ou para baixo para m < 0.

O grafico da figura 5.18(a) representa a fungao y = sen () + 1 param =1 > 0, .
Este grafico sofreu um deslocamento em uma unidade para cima, isto é, interceptava
y no centro do quadrado magico (0,0) e passou a interceptar no ponto (0, 1).

Ja o grafico da figura 5.18(b), que representa a fun¢ao y = sen (z) — 1 para m =
—1 < 0, sofreu um deslocamento em uma unidade para baixo, ou seja, interceptava y
no centro do quadrado mégico (0,0) e passou a interceptar no ponto (0, —1).

Figura 5.17: Deslocamento vertical do grafico y = sen ()

4-Y Yy
N J
A y=sen(x)+1 )
2 ] y = sen(x)
T
T x
2n3n/2 -mN\m/2 /2 \3n /2 n 5m/2 Al 2N\ /2 T/2 aN3n/2 n
=TI —1
-3 y=sen(x)—1
=3
o
s §
(a) Funcdo y = sen (z) + 1 (b) Fungdo y = sen (z) — 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Os graficos das fungbes y = sen(z) e y = —sen (z) nos possibilitam construir
graficos do tipo y = sen (x + %) ey = sen (:v — g) semelhantes ao primeiro, porém
transladados em % unidades para esquerda para g > 0 ou para direita para % < 0.

O grafico da figura 5.19(a) representa a fungao y = sen (x + g) para g =1> 0. Este
grafico sofreu um deslocamento em uma unidade para esquerda, isto é, interceptava

x no centro do quadrado magico (0,0) e passou a interceptar no ponto (—1,0). Ja o

grafico da figura 5.19(b), que representa a fun¢do y = sen (x — 9) para % =—-1<0,

a
sofreu um deslocamento em uma unidade para direita, isto é, interceptava x no centro

do quadrado magico (0,0) e passou a interceptar no ponto (1,0).
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Figura 5.18: Translagao horizontal do gréafico y = sen (z)

) )
J J
) y-=.senlz) ” Yy = Se'l'L(.’L' -+ ]_)
L IR g et A Gl T
a AN / iy (94
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; y = sen(x+ 1) :. y = sen(x
=3 =3
=4 =4
(a) Funcdo y = sen (z) + 1 (b) Fungao y =sen (z) — 1

Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

O grafico da figura 5.20(a) representa a fungdo y = sen (z) +m para m = 1 > 0.
Este grafico sofreu um deslocamento de uma unidade para cima, isto é, interceptava y
no centro do quadrado magico (0,0) e passou a interceptar no ponto de intersecao do
quadrado magico com o eixo das ordenadas em (0,1). J& o grafico da figura 5.20(b),
que representa a funcdo y = —sen (z) + m para m = —1 < 0, sofreu um deslocamento
de uma unidade para baixo, isto é, interceptava y no centro do quadrado méagico (0, 0)
e passou a interceptar no ponto de intersecao do quadrado mégico com o eixo das
ordenadas em (0, —1).

Figura 5.19: Translagdo vertical do grafico y = —sen ()
R Y

i y=—sen(x)+1 j
P2 VA

y = —sen(x)

T T :E I x

3nt2 An -m/2 T/2 n 3m/2 27 3nl2 m Aml2 T/2 n A3n/2 27
=1 Yy = —sen(x) =t

“2 2TyETsen(x) =1
=3 =3
=4 =4

(a) Funcdo y = —sen (z) + 1 (b) Fungdo y = —sen (z) — 1

Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

O grafico da figura 5.21(a) representa a fungao y = —sen (x + g) para g =1>0,
o grafico sofreu um deslocamento em uma unidade para esquerda, isto é, interceptava
x no centro do quadrado magico (0,0) e passou a interceptar no ponto (—1,0). Ja o
grafico da figura 5.21(b), que representa a funcao y = —sen (x — S) para % =—-1<0,
sofreu um deslocamento em uma unidade para direita, ou seja, interceptava x no centro
do quadrado magico (0,0) e passou a interceptar no ponto (1,0).
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Figura 5.20: Deslocamento horizontal do grafico y = —sen ()
Y Ty
- Yy = —ssn(:r; -|- 1 f Y = —gen(gc)
\ \ x N x
XSR(/{ In /2 ﬂé/ T 3m/2 \2r @2 In An 12 1 T N
_i y = —sen(x) _i y=—sen(x—1)
=4 =4
(a) Fungdo y = —sen (x + 1) (b) Fungéo y = —sen (z) — 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Observacao 5.4. 1) Essa regra citada acima é vélida para as outras fungoes trigo-
nométricas.

2) As demais fun¢oes Canonicas e dual canonicas tem comportamento semelhante
as funcoes citadas nas subsecoes 77 e 77

Abaixo foram colocados os outros graficos das fungoes canoénicas e dual canoénicas
citadas no capitulo 4. Para simplificar os célculos adotaremos nas funcoes o valor de
m=1.

5.3.1 Translacao vertical

Nesse sessao serd mostrado as translagoes verticais dos graficos das funcoes cano-
nicas e dual candnicas.

e Translagao do grafico das fungoes y=r e y = —x
Figura 5.21: Translacao do grafico das funcoes y = z e y = —z para cima
3Ty Ty
2 2
) y=-z y=r )
T
X X
4 3 2 M 2 3 4 4 3 2 4o 2 4 5
a P T | y=—x+1
y — U S =1 =1
(a) Fungioy =z +1 (b) Fungdoy = —x + 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
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Figura 5.22: Translacao do grafico das funcoes y =z e y =

2

o)

Y

Y

=

—x para baixo

.
<

2
9

Y

o)
Z

(a) Funcioy =z — 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor.

(b) Fungdoy = —z — 1

e Translacao vertical do grafico tipo y = 2% e y = —2°
Figura 5.23: Translacdo do grafico y = 23 e y = —a® para cima
Pl -
1y 1Y

\

-
.9\

P4

v

———
5)

\

=

(a) Fungdo y = 23 + 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

\l

(b) Fungdo y = —a3 + 1

Figura 5.24: Translacao do grafico y = 23 e y = —a? para baixo

A4
ad

\

Y

o

N

\?\‘

=Z

1=

(a) Fungao y = 2% — 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

e Translacao vertical do grafico tipo y =2* e y = —x

\

(b) Funcdo y = —2% — 1

4
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Figura 5.25: Translacao vertical do grafico y = 2* e y = —2* para cima

&

Y
3
2
_ .4
Nty . Y= =Tt ]
| :
2 — 4 3 2 470 2 3 4 5
y=x +1 4

z =2
4 3 2 o 2 3 4 5 ~ \\
=9
- ui—aﬁ
" |
(a) Fungdo y = 2* + 1 (b) Funcdo y = —2* + 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Figura 5.26: Deslocamento vertical do grifico y = 2 e y = —2* para baixo
4|Y Y
2
3 4
Yy==zx .
| ' I Vi
2 «y::m‘t—l fy_ x 11,
1 4 3 2 o 3 4 5
&z 1
5 4 3 2 No 2 4 5 6
=1 / /:2 \_..Jl = —xt
Il
(a) Funcdo y = o* — 1 (b) Fungao y = —a* — 1
Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor
e Translagao vertical do grafico tipo y =2 e y = —2%
Figura 5.27: Translacao vertical do grafico y = 2% e y = —2% para cima
Y/ Y
o Y—=.—2F 1L Q..
g - 1 a Z
1 x
:_,/// T -4 —3_\—2‘1 0 Z 3 4
4 3 2 410 4 3 = =1
y=—2
— N
(a) Funcao y =2 4+ 1 (b) Fungdo y = -2 +1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
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Figura 5.28: Deslocamento vertical do grafico y = 2% e y = —2% para baixo
P TR 4
9 J ~Th,
o1
2 2
. y=2*—1 .,
= _Z_X// i
-5 4 _f’/_b > 3 4 5 4 3 =~d10 ) 4 5
=1 T =T — o
U -— _2.’,U _\1 > y — _42
=D
e =3
(a) Funcio y =2* — 1 (b) Fungdo y = —2* — 1
e Translagao do grafico tipo y = log,z e y = —log,z
Figura 5.29: Deslocamento vertical do grafico y = log,x e y = —log,z para cima
Ty — (7] \
2 2
y = loga(x) + 1 y=log,x . \ y = —logs(x) + 1
x T

<
|

s / / 1y -log,x o
N

(a) Fungdo y = logy(z) + 1 (b) Func¢io y = —log,(z) + 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Figura 5.30: Deslocamento horizontal do grafico y = log,z e y = —log,x para baixo
Y
Y - R
2 y=log,x _ \\ y= -l(z)gzx
x x
3 2 41 o0 2 3 4 3 2 410 > 3 4 5
— / | - —
o y = loga(z) — 1 y = —logx(x) — 1
=3 4/1/ T~
(a) Fungao y = logy(x) — 1 (b) Funcao y = —logy(z) — 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

e Translacao do grafico tipo y = || e y = — ||
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Figura 5.31: Deslocamento vertical do grafico y = |z| e y = — |z| para cima
4 Y
y=lz|+1 2
51y )
2 Z
y=[x] 4 3 2 A > 3 4 5
4 4 y=zlel+l
T
4 3 2 11 o0 > 3 4 =2
- Sy =—[x]
)
(a) Funcioy = |z|+ley=|z| -1 (b) Fungdo y = — |z| + 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Figura 5.32: Translagao vertical do grafico y = |z| e y = — |z| para baixo
4Py y
2 ] | 1
3 yr=ix x
9 4 3 2 > 3 4
) -
=[x |1 T 9 y.==lx]
B 4 3 2 N0 > 3 4 i
=3
=1
=2 h=—lz|=1 "
(a) Funcdo y = |z| 4+ b, para b = {—-2,—1,1,2} (b) Funcdoy = —|z| = b

Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

e Translacao do grafico tipo y = cos(z) e y = —cos ()
Figura 5.33: Deslocamento vertical do grafico y = cos (x) e y = —cos (x) para cima
3 3
. =cos(z)+1 ) y.=—cos(z)+.1
T
—3n/ -t 2 1/2 n 32 2n -3#4/2 -m -m/ 2 n 3n/ 2n Spl2
- y = cos(x) - y = —cos(x)
=3 =3
(a) Funcéo y = cos (z) + 1 (b) Fungéo y = —cos (x) + 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
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Figura 5.34: Translagao vertical do grafico y = cos (z) e y = —cos () para baixo
41y 41y
3 3
2 2
y = cos(x) y = —cos(x)
2 T
= - 72 /2 n 3772 2n / 3412/ -n / 2 7 / 2n S
2Ty =cos(x) =1 2y = Ees () =T
(a) Funcdo y = cos (z) — 1 (b) Fungdo y = —cos (x) — 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

e Translagao do grafico tipo y = tg(z) e y = —tg ()

Figura 5.35: Deslocamento vertical do grafico y = tg(z) e y = —tg (z) para cima

y=tg(x)+1

Fyata()

FZom —an/2 o w2l g wi2 [ oW snj2 [ om  5mi2 ' *
/ ,r 2, \—3n/2 EN \—rr 2| ol \miz e, \3n 2 2, \5rr/2

(a) Fungdo y = tg (z) + 1 (b) Fungio y = —tg(x) + 1
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Figura 5.36: Translacao vertical do grafico y = tg (x) e y = —tg (z) para baixo

y

y=i-tg(x) -1

y=t9(w):v

' y=tg(x)

L2 3n/2  lm -2 Kt wi2 Rty 3mi2 Lon smi 2

/ /'/ //L / 2, -3n/2 . —mi2 [ \o[N [wiz NP 2m, 5mi2
2 / I % %4 X \ \\ \‘ \‘ \

(a) Fungao y = tg(x) — 1 (b) Fungéo y = —tg(z) — 1
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

e Translacao do grafico tipo y = senh (z) e y = —senh (z)
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Figura 5.37: Traslacao vertical do grafico y = senh () e y = —senh (z) para cima
/i w\ 5
y = senh(z) 1+ 1 W
/z'/lz senh(zx) (w4 h(x)“\
ke X, -, X,
3272 Y 2 ‘,,a' n/2 3nk2 2n smi2 -2m dn/2 amo -mi2) 0N 2 mo 3mi2 2w 5mi2 u

y.=—senh(x)i+1

// *' ety
It k ® b
(a) Funcdo y = senh (z) + 1 (b) Fungdo y = —senh (z) + 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Figura 5.38: Translagdo vertical do grafico y = senh (z) e y = —senh (z) para baixo
Y i "
. L
1 b
y =isenhix) —il \ %
y = —senh(x) — 1%\
. Xy ..
-5m/2 -2m -3m/2 - w2 /D' mh2 m 3mi2 2m 5mi2 X
= —2m -3n/2 =m -mi2|\0 ‘\\ mE2 m 3mi2 2w 5mi2 3m
YErser I'L\.L) £fl - \\\
/ - .y = —senh(z)
s LY
i i
(a) Funcdo y = senh (z) — 1 (b) Fungao y = senh (z) — 1

Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

e Translacdo do grafico tipo y = cosh (z) e y = —cosh ()

Figura 5.39: Translagao vertical do grafico y = cosh (x) e y = —cosh (z) para cima

N v
\ y = ccish(z) + 1/

{y = ¢osh(x) X

5 \\/ ,, -3m/2 Bl i
/ Padl s

y =i—cosh{z)+1

' x Ji=
—3r/2 m P 0 wi2 m 3my2 om / . \
| o )
[ i

(a) Funcéo y = cosh (z) + 1 (b) Fungdo y = —cosh (z) + 1
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
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Figura 5.40: Translagao vertical do grafico y = cosh (x) e y = —cosh (z) para baixo

\ yl= cosh(w?".’}

\‘\ / X
A 2 -31/2 E -2 0 mi2 i 3 2 2

y.=.cosh(i).— 1\ 3 /i /

/ / \y.= —cosh(z

) ."'A/ = —cogh(x) —

]

(a) Funcdo y = cosh (z) — 1 (b) Fungao y = —cosh (z) — 1
Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

e Translacao do grafico tipo y = tgh (z) e y = —tgh ()

Figura 5.41: Translagao vertical do grafico y = tgh (z) e y = —tgh () para cima

Y
Yy =tgh(x) +1 y=—tgh(z)+1
y =tgh(z) .
pr=yry = 7‘72/ ﬂ,' iz - PP pid -31/2 " -2 o“ mi2 u 3mi2 "
Y= Cigh(z)
(a) Funcdo y = tgh (z) + 1 (b) Fungdo y = —tgh (z) + 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Figura 5.42: Translacao vertical do grafico y = tgh (z) e y = —tgh () para baixo

y
y = tgh(z) y=—toh(z)
a2 n ) 0 iz ™ a2 o E P N S| T 3m2 an
» - y = +tgh(x)—1
y =tgh(xz) — 1 »
(a) Funcdo y = tgh (z) — 1 (b) Fungdo y = —tgh (x) — 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

e Translagao do grafico tipo y =+/r e y = —\/x
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Figura 5.43: Translagdo vertical do grafico y = \/x e y = —/x para cima

Y y

1.1 /—
— -

/ T

y=\/a 4 3 =2 1 0 5

N ~_ Y=V +1

7 ] T 0 ~— T

y=_\/5 ——

(a) Funcdo y = vz + 1 (b) Fungdo y = —/z + 1

Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

Figura 5.44: Translacao vertical do grafico y = /= e y = —/x para baixo

Y Y

—
Y e
— — 2 3 2 41 o
/'U: \/5— 1 x = y=ETVE
” 3 2 T o ~—
~_ —
B =—vz-1 —
(a) Funcdo y = /z-1 (b) Fungdo y = —/z — 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

5.3.2 Translacao horizontal

Nesse sessao serd mostrado as translacoes horizontais dos graficos das funcgoes cano-
nicas e dual candnicas.

e Translacao do grafico tipo y = 2% e y = —2°

Figura 5.45: Deslocamento horizontal do grifico y = 23 e y = —23 para esquerda

4Tyl et
o i
y=G@r )] g |\

1 y=—(z+1)°

1)
. ~

|
)

i A

(a) Fungao y = (x +1)3 (b) Fungao y = —(z + 1)3
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Figura 5.46: Deslocamento horizontal do grafico y = 23 e y = —23 para direita
1 | | \ \s
41y 4Ty
) // // \\ \Y
: y = (z—1)° y = —a’ 1?/::—($—1)J
5 4 3 2 0 > 3 4 5 ¢ 5 4 3 2 ho > 3 4 5 6
t= <\
3 e b
(a) Fungio y = (z — 1)3 (b) Fungao y = —(z — 1)3
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
e Translacao do grafico tipo y = 2% e y = —2*
Figura 5.47: Translacdo do grafico y = 2* e y = —a* para esquerda
IR 0
L e e
4 < » X
y=(x+1)- - 5 4 -e\- - b 2 4 5
5 4 3 2 410 2 4 ) L L
-2 AT
(a) Funcdo y = (z + 1)* (b) Funcio y = — (z + 1)*
Figura 5.48: Deslocamento horizontal do grafico y = z* e y = —a* para direita
“y
3
2
y .
RTINS . -
I T,
3 -4 =3 =2 2 3 4 5 6
4 e (e 1) e y=—(z—1)"
t AN Yi=.=I. -~
3 =2 10 4 : xr l j \ \
LT [ Ll
Iy

(a) Funcdo y = (z — 1)* (b) Fung¢ao y = —(z — 1)*
Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

e Translagao do grafico tipo y =2% e y = —2°
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Figura 5.49: Deslocamento horizontal do grafico y = 2% e y = —2” para esquerda
T/ / oY
od Z
9 yo= 2 1
P | 4 r
y = z”L ™ = = —N1 0 2 4
éé/ x =1
4 3 2 410 2 3 4 R Y y = —2%
=1 Yk -4 /
. =3
=Z
(a) Fungio y = 2*+! (b) Fungao y = —2*+1!

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Figura 5.50: Deslocamento horizontal do grafico y = 2% e y = —2” para direita
P

Jv./ y

— Dz 4 —4‘—3\—§Q‘1\Q 2 4

Y=<~ , — _or—1
5 4 3 2 4 > 3 4 5 -
=
=2 y _3 \
s \ A\
(a) Fungao y = 2*~! (b) Fungao y = —2%~!
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
e Translacao do grafico tipo y = log,x e y = —log,z
Figura 5.51: Translagao horizontal do gréafico y = log,x e y = —log,x para esquerda
Yy _— \ \y
y = logs (e + 1 \ V = —log>x
T x
3 2 H1 > 3 4 5 3 2 4o 2 3 4 5
=2 / = loga(x 2
/ /y = l0g2 y = —logs(z + 1) \§
(a) Funcdo y = logy(x + 1) (b) Fungdo y = logy(z + 1)

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
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Figura 5.52: Translagao horizontal do grafico y = log,x e y = —log,z para direita
Y NI
9 9
— \
5 y = logsx 9

\ y = —logz(z — 1

T X
-3 -2 41 0 2 3 4 3 -3 2 41 0 2 3 4
- / / y=log,(x-1) B —
) L[y = —logax
2| - —
(a) Fungao y = logy(x — 1) (b) Fungdo y = logy(z — 1)

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

e Translacao do grafico tipo y =+/r e y = —\/x

Figura 5.53: Translagao do grafico y = \/x e y = —/z para esquerda

1Y y
y=Vrhl__———
//y:\/i 4 3 2 0 -
4 3 2 i o 2 ~—7 Ve
Yy=— +1 \Q:
(a) Fungdo y = vz +1 (b) Funcdo y = —vx +1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Figura 5.54: Deslocamento horizontal do grafico y = /z e y = —+/ para direita

4|y Y
—
Y= e
L T
=vir—1 4 3 2 )
T Yy g
4 3 2 10 e ~—
B y=—Vz —~—~—
(a) Fungdo y = Vo — 1 (b) Fungéo y = —va —1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

e Translagao do grafico tipo y = cos(z) e y = —cos ()
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Figura 5.55: Translagao horizontal do grafico y = cos (x) para esquerda
2 y 4 y
| y=cos(zx+1) i 1y = —cos(x)
Za\ 2 T~
@/ & 2| o \Kz v 32 342 n x( OEL T 3] "z
- y = cos(x - y = —cos(z +1)
(a) Fungao y = cos (z) + 1 (b) Fungdo y = —cos (x) + 1
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
Figura 5.56: Deslocamento horizontal do grafico y = —cos (x) para direita
41y 41y
; y = cos(x) "y = —cos(x)
AT N NG
S3n N e 2 1N 32 2 sn/ 3412 —n =/ 2w 3 w577
B y=cos(z—1) | y=—cos(x—1)

(a) Funcdo y = cos (x — 1)

(b) Fungdo y = —cos (z) — 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

e Translagao do grafico tipo y = tg(z) e y = —tg ()

Figura 5.57: Translagdo horizontal do grafico y = tg (z) e y = —tg (x) para esquerda
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§y=tgx l).

=tglx|1)

2| |
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A
(a) Funcdo y =tg(z+ 1)

.
-
| |

-
B
|

(b) Fungio y = —tg (z + 1)
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
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Figura 5.58: Deslocamento horizontal do grafico y = tg
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(a) Funcéo y = tg(z — 1) (b) Fungdo y = —tg(z) — 1
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
e Translagao do grafico tipo y = senh (z) e y = —senh ()
Figura 5.59: Translagao horizontal do grafico y = senh (z) e y = —senh (z) para
esquerda
. / Nt
/ ‘:"
/ /'y = senh(x) s oy po 1)\
/ //’: 5m/2 M -3m/2 am -T2 O‘ R :{2 3mi2 2m  5mi2 3n
y =isenh{x + )/ :"4 . : \ *“yyz_se h(x)
:"/ - -4 \\
[l ¥

(a) Funcdo y = senh (z + 1)

(b) Fungdo y = —senh (z + 1)
Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Figura 5.60: Traslagao horizontal do grafico y = senh (z) e y = —senh (x) para direita

y

= se

h(x

_1)

=31 /2

-

—my2| 6]

m 3m

= se

h(z)

[,

]

i/
H

(a) Funcdo y = senh (x — 1)

Y= —sen‘l(m;“l \ :
X
51/ 2 T -3m/2  =m -T2 o 2 3my 2 T 5T 31
- \y = —senh(x — 1)
-\
K “". \

(b) Fungdo y = —senh (z — 1)

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

e Translagao do grafico tipo y = cosh (x) e y = —cosh ()
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Figura 5.61: Translagao horizontal do grafico y = cosh(x) e y = —cosh (z) para
esquerda
VT !

\ Y / iy = ¢cosh(x) X
A 2 -3n/2 e 2 0 mi2 i 3my2 2n

y = cosh(x + 1\ : /

\ )( y = —cosh(z + ly\i
M // ,/ » \\ “\u=—cosh(@=)
(a) Funcdo y = cosh (z + 1) (b) Funcao y = —cosh (z + 1)
Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

Figura 5.62: Deslocamento horizontal do grafico y = cosh (x) e y = —cosh (z) para
direita
A v

y = co h(m) \ : / = cosh(z — 1) - 3nj2 P

<
Il
|

osh(z?// / ! &/ = —cosh(xz — 1)

f Nmann

(a) Funcdo y = cosh (z — 1) (b) Fungao y = —cosh (z — 1)
Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

e Translacao do grafico tipo y = tgh (z) e y = —tgh ()

Figura 5.63: Transla¢ao horizontal do grafico y = tgh (z) e y = —tgh (z) para esquerda

y
y = tgh(z +H1 I yi= —tgh(z + 1 y = —tgh(z)
“ani/2 - T I A= t;]/z(w) 1 32 o —gm/2 o 2 0 | T2 4 sn/2 2" :
(a) Funcdo y =tgh(z+1)+1 (b) Fungdo y = —tgh (z + 1)

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
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Figura 5.64: Deslocamento horizontal do grafico y = tgh (z) e y = —tgh (x) para direita

y
L= tal(z)
= toh(z—1 y = —tgh()> [\ = ~t9h(z — 1 X
= yry - =, = iz PP pid -31/2 " - 2 of 2 u 3mi2 a
(a) Fungao y = tgh (z — 1) (b) Funcdo y = —tgh(z) — 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

5.4 Abertura e fechamento

Denominaremos de abertura uma expansao e fechamento uma compressao de um
grafico. Numa fungao do tipoy = m+k.f (ax +b) = m+k.f [a (:1: + %)}, o grafico da
fungao sofre fechamento para |k| > 0 e sofre abertura para 0 < |k| < 0.

Na figura 5.65 que mostra a fungio f(x) = ka?, temos que para |k| > 1, o gréfico
sofre fechamento na curva, se aproximando do eixo y e quanto maior for o valor de |k|,
mais fechada ¢ a curva. Na figura 5.66 que mostra a funcao f(r) = kx?, temos que
para 0 < |k| < 1, o grafico sofre expansao horizontal, isto é, uma abertura da curva, se
afastando do eixo y e quanto mais proximo de zero for o valor de |k|, mais aberta é a

curva.

Figura 5.65: Grafico das funcoes y = 22, y = 22° e y = 5a°

o1y

51 y=5z

-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

(=)}

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
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\1 y

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Na figura 5.67 que mostra a funcdo f(x) = ksenz, temos que para |k| > 1, no caso
k=2e k=05 o grafico sofre fechamento na curva, se aproximando do eixo y e quanto
maior for o valor de |k|, mais fechada é a curva. Na figura 5.68 que mostra a mesma
fungao f(x) = ksenz, temos que para 0 < |k| < 1, no caso para k = % e k = % 0
grafico sofre expansao horizontal, isto é, uma abertura da curva, se afastando do eixo
y e quanto mais proximo de zero for o valor de |k|, mais aberta é a curva.

Figura 5.67: Grafico das fungoes y = cosz e y = 3cosx
y
4

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
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Figura 5.68: Grafico das fungoes y = cosz e y = %cos:z:

4y

y = cos(x

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Na figura 5.69 que mostra a funcao f(x) = k3, temos que para |k| > 1, no caso
k=2 e k=5 o grafico sofre fechamento na curva, se aproximando do eixo y e quanto

maior for o valor de |k|, mais fechada ¢ a curva. Na figura 5.70 que mostra a funcao
1e k=10 grafico sofre

f(z) = ka3, temos que para 0 < |k| < 1, no caso para k =
expansao horizontal, isto é, uma abertura da curva, se afastando do eixo y e quanto

2 5

mais proximo de zero for o valor de |k|, mais aberta é a curva.

Figura 5.69: Gréfico das fungdes y = 2° e y = 52°

~

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
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Figura 5.70: Grafico das funcoes y = 23 e y = %x

3

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
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6 Aplicacao das técnicas

As plotagens dos graficos serao iniciadas através das funcoes candnicos e dual cano-
nicas, que sao mais simples e sobre eles serao feitas as translacoes, fechamento ou
abertura necessarias para o esboco final dos graficos.

6.1 Tipo y=0bx+c

Emy=br+c=5 (x + g), c é o valor da translacao vertical sofrida pelo grafico
da funcao y = x, para cima ou para baixo, isto é, o grifico terd para cada abcissa x
uma ordenada aumentada ou diminuida em ¢ unidades, de acordo com o sinal de ¢. O
grafico sofrera translacao horizontal de ‘g’ unidades para esquerda se 7 > 0 ou direita
se ¢ < 0 dependendo do sinal de 7. O coeficiente b é responsavel pela abertura para
0 < |b] < 1 ou fechamento para |b| > 1 do gréafico.
Veja os exemplos:

6.2 Tipoy=0br+c

Emy=br+c=5 (:): + g), ¢ & o valor da translacao vertical sofrida pelo grafico
da funcao y = x, para cima ou para baixo, isto é, o grafico terd para cada abcissa x
uma ordenada aumentada ou diminuida em ¢ unidades, de acordo com o sinal de ¢. O
grafico sofrerd translacao horizontal de ‘g’ unidades para esquerda se 7 > 0 ou direita
se 7 < 0 dependendo do sinal de 7. O coeficiente b ¢ responsével pela abertura para
0 < |b] < 1 ou fechamento para |[b| > 1 do gréfico.

Veja os exemplos:
Exemplo 6.1. Seja a funcao y = 2x — 1

Partindo da funcao canénica y = x, podemos construir facilmente o grafico da
funcao y = 2xr — 1 = 2 (:B — %), através de translacao vertical e rotagao tendo como
centro o ponto (0,c) da fungdo. A reta interceptava os eixos em (0,0) e passou a
interceptar x (—%, —1). Verifica-se que nesse tipo de funcao chamada usualmente de

funcao afim, podemos primeiro efetuar a rotagao e depois a translagao e obteremos o
mesmo grafico.

Podemos construir o gréfico da funcao y = 2x — 1 assim:
(1) construir o grafico y = .
(2) translade ¢ unidades para cima ou para baixo, no caso ¢ = —1 para baixo em

uma unidade, ele passara pelo ponto (0, —1) interceptando y em —1.

7
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(3) girando para esquerda, porque b > 1, e tendo como centro o ponto (0, —1), temos
o grafico final da funcao desejada.

O grafico da figura 6.1 mostra que a reta sofre uma translagao vertical de uma
unidade para baixo.

Figura 6.1: Plotagem do graficoy=rey=x—1
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Ja no grafico da figura 6.2, a reta gira em torno do ponto (1,0) havendo assim um
fechamento em que os pontos da reta ficam mais proximos de y.

Figura 6.2: Plotagem do graficoy =2 —1ley=2r—1

r — 1

S
il
N \\“

N

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Exemplo 6.2. Seja a funcao y = —3xr+2 = —3 (x — Z) em que o grafico interceptava

3
T em zero e y em zero e passou a interceptar x em % ey em -1.
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Podemos construir o grafico da funcao y = —3x + 2 assim:
(1) construir o grafico y = z.

(2) translade ¢ unidades para cima ou para baixo. No caso de ¢ = 2, translade para
cima em duas unidades. Assim, o grafico passara pelo ponto (0, 2) interceptando
y em 2.

(3) girando para direita, porque b < —1, e tendo como centro o ponto (0,2), temos
o grafico final da funcao desejada.

O grafico da figura 6.3 mostra que a reta sofre uma translacao vertical de duas
unidades para cima.

~ Figura 6.3: Plotagem do graficoy = —v — y = —1+2

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

No gréfico da figura 6.4, logo apds a reta, a curva gira em torno do ponto (0,)
havendo assim um fechamento em que os pontos da reta ficam mais proximos de y.
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Figura 6.4: Plotagem do graficoy =—c+2ey=—-3cv+2
S SN S O S ..... & y ........... ........... ........... ........... S— ........... ........... .........

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

6.3 Tipoy=az’+bx+c

Funcoes do tipo y = ax? + bx + ¢ podem ser expressas de forma fatorada:

b\> dac—b?
_ = - 6.1
Y a($ + 2a) * 4ac (6.1)
Adotando-se h = —% e k= 4“46;’2, vem:
y=a(x—"h)+k (6.2)

Onde k é a translacao vertical e h é a translagao horizontal e a é responsavel pelo
fechamento ou abertura do gréfico.

Exemplo 6.3. Podemos construir o grafico da funcao quadratica y = 322 — 2z — 2
COIMO veremos a seguir:

2 2 1 3 1\* 7
3z T 3|l x 3:15 3| x 3x+9 9 3l x 5 3

. Aplicacao das técnicas:

(1) construir o gréafico denominada de pardbola y = z?, cujo vértice estd sobre a
origem (0, 0).

(2) translade ¢ unidades para cima ou para baixo, no caso ¢ = —2 para baixo em
duas unidades, ele passara pelo ponto (0, —2) interceptando y em —2.

(3) translade % para direita, a nova parabola terd vértice no ponto (—%, —2)

(4) Finalmente basta agora fechar a curva e obtemos a parabola desejada.
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O grafico da figura 6.5 mostra a translagao vertical de duas unidades para baixo,

pois b= —2.

Figura 6.5: Plotagem do graficoy =2 -y =22 -1
..... 61 y ..... ," .......
2 345678

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

No grafico da figura 6.6, a parabola sofre translagao horizontal para direita de %

Wl

Figura 6.6: Plotagem do graficoy =22 — I —y = (v — %)2 -
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

O grafico da figura 6.7 mostra que a reta sofre uma contracao horizontal, como
consequéncia um fechamento da curva.
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

6.4 Tipo y=a+ bsen(cx +d)

Em y = a+ bsen (cx 4+ d), para a # 0 e ¢ # 0 o grafico da fungdo y = senz sofrera
as seguintes transformagoes:

1) translacao horizontal para esquerda quando d > 0 e para direita quando d < 0

2) translagao vertical para cima quando a > 0 e para baixo quando a < 0.

(1)
(2)
(3) dilatagao horizontal para |b] > 1 e compressao para |0 < b < 1|
(4) dilatagao vertical para |c| < 1 e compressao para |b| > 1.

Exemplo 6.4. Seja a funcao y = 2 4 3sen (21: + %)

Partindo da funcao canonica y = senx, podemos construir facilmente o grafico da
fungdo y = a + bsen (cx + d), através de translagdo vertical ou horizontal, além de
dilatagao ou compressao vertical e horizontal.

Podemos construir o grafico da fungao y = 2 + 3sen (295 + %) da seguinte maneira:
(1) construir o grafico y = senz.

(2) translade a unidades para cima ou para baixo. No caso a = 2, para cima em
duas unidades.

(3) como ¢ = 2, o periodo do grafico serd m, pois o periodo P é dado por ’27”| =
‘%’T‘ = T, isto é, o grafico sofrerd uma compressao horizontal.

(4) o gréfico sofrerd também uma translagao horizontal para direita de 7.

(5) por altimo o grafico sofrerd uma dilatacao vertical, pois b =3 > 0
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O grafico da figura 6.8 mostra que o grafico denominado de senoide sofre uma
translacao horizontal de duas unidades para cima.

Flgura 6. 8 Plotagem do graﬁco y = seny —y = 2 + sen( )

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

J& no grafico da figura 6.9, a senoide se desloca para direita em %i.

Figura 6.9: Plotagem do grafico y =2 + sen (z) — y =2+ sen (z + §)
\V4
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21 -31n/2 -t /2 /2 n 3n/2 21 5w/

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

No grafico da figura 6.10 a senoide sofre uma contragao horizontal
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Figura 6.10: Plotagem do grafico y = 2 4 sen (x + %) — y =2+ sen (2x + %)
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

J& no grafico da figura 6.11, a senoide sofre uma dilatacao vertical.

Figura 6.11: Plotagem do grafico y = 2 + 3sen (233 + %) — Yy =2+ sen (2:1: + %)
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Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

6.5 Tipo y=a+ bcos(cx +d)

Em y = a + bcos (cx + d), para a # 0 e ¢ # 0 o grafico da fungdo y = cosz sofrera
as seguintes transformagoes:

(1) translagao horizontal em |%l‘ unidades para esquerda, quando d > 0 e para direita
quando d < 0.
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(2) translagao vertical para cima, quando a > 0 e para baixo quando a < 0.
(3) dilatagao horizontal para |b| > 1 e compressao para 0 < |b| < 1.
(4) dilatagao vertical para |c| < 1 e compressao para |c| > 1.

Exemplo 6.5. Seja a funcao y = 1 — 2cos (% — 77)

Partindo da funcao candnica y = cosx, podemos construir facilmente o grafico
da funcao y = 1 + cos (% — 7r)7 através de translagao vertical ou horizontal, além de
dilatacao ou compressao vertical e horizontal.

Podemos construir o grafico da funcao y = 1 — 2cos (% — 7T) da seguinte maneira:
(1) construir o grafico y = coszx.

(2) translade a unidades para cima ou para baixo. No caso a = 1, para cima em uma
unidade.

27

(3) como ¢ = 1 x
2

2
sofrerd uma dilatacao horizontal.

o periodo do grafico serda P = {27”} = = 4, isto é, o gréafico

(4) o grafico sofrerd também uma translacao horizontal para direita de 7.
(5) por altimo, o gréfico sofrerda uma dilatacao vertical, pois |b| = 2.

A figura 6.12 mostra que o grafico denominado cossenoide sofre uma translacao
horizontal de uma unidade para cima.

Figura 6.12: Plotagem do gréfico y = cost — y = 1 — cos ()
y
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

No grafico da figura 6.13, a cossenoide se desloca para direita 7 unidades.



86 Aplicacao das técnicas

Figura 6.13: Plotagem do gréaficoy =1 —cos(z) =y =1—cos(x — )
y
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
Na figura 6.14, o grafico sofre uma contracao horizontal.

z _

Figura 6.14: Plotagem do gréfico y =1 —cos(z —7) =y =1 — cos (£ — )
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Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

No grafico da figura 6.15, a cossenoide sofre uma dilatagao vertical.
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Figura 6.15: Plotagem do grafico y = 1 — cos (% — 7T) —y =1—2cos (% — 7r)
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Fonte: Grafico

plotado no GeoGebra pelo autor

6.6 Tipo y=a+blog, (cx+d)

Emy=a+blog,(cx+d) =a+blog,[c(z+%)],paral#k>0ecx+d>00
grafico da funcdo y = a + blogy, (cx + d) sofreré as seguintes transformacdes:

(1) translacdo horizontal para esquerda de |§} para ‘%| > 1 unidades ou translacao
para direita de |¢| para |c| < 1.

(2) translagao vertical para cima, quando a > 0 e para baixo quando a < 0.

(3) dilatagao vertical, isto é, fechamento da curva para |b| > 1 ou compressao vertical,
isto &, abertura da curva para 0 < |b| < 1.

(4) dilatagao vertical, isto é, fechamento da curva para |c| > 1 ou compressao vertical,
isto &, abertura da curva para 0 < |¢| < 1.

Exemplo 6.6. Seja a fungao y = 2log, (2x +3) — 1

Partindo da funcao candnica y = log, x, podemos construir facilmente o gréafico da
fungdo y = 2log, (22 +3) — 1 = 2log, [2 (q: + %)} — 1, através de translacao vertical
ou horizontal, além de dilatacao ou compressao vertical e horizontal.

Podemos construir o grafico da fungao y = 2log, (2x + 3) — 1 da seguinte maneira:
(1) construir o grafico y = log, .

(2) translade a unidades para cima ou para baixo. No caso a = —1, para baixo em
uma unidade.

(3) translade ‘%| = % para esquerda, pois d > 0
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(4) por ultimo, o grafico sofrera uma dilatagao vertical, pois |b| = 2, e como con-
sequéncia um fechamento da curva.

A figura 6.16 mostra que o grafico sofre uma translagao horizontal de uma unidade
para baixo.

Figura 6.16: Plotagem do gréfico y = logyx — y =logyz — 1
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Na figura 6.17 o gréafico se desloca trés unidades para esquerda.

Figura 6.17: Plotagem do grafico y = logy(z) — 1 — y = logy(z +3) — 1
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Fonte: Grafico plotado no GGeoGebra pelo autor

Na figura 6.18, o grafico sofre uma contracao horizontal e também um fechamento
da curva, isto é, se aproximando do eixoy.
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Figura 6.18: Plotagem do grafico y = 2 — logy(z — 1) — y = 2 — log, (22 — 1)
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Na figura 6.19, o grafico sofre um fechamento da curva, isto é, se aproximando do
eixoy

Figura 6.19: Plotagem do grifico y = 2 —log,(2z — 1) = y = 2 — 2log (22 — 1)
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
Exemplo 6.7. Seja a fungao y = 2 — 2log, (22 — 1)
Partindo da funcao candnica y = — log, x, podemos construir facilmente o grafico

da func¢io y = 2 —2log, (2z — 1) = 2—2log, [2 (z — 1)], através de translacao vertical
ou horizontal, além de dilatacao ou compressao vertical e horizontal.

Podemos construir o grafico da funcao y = 2 — 2log, (22 — 1) da seguinte maneira:
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(1) construir o grafico y = —log, .

(2) translade a unidades para cima ou para baixo, no caso a = —1 para baixo em

uma unidade.

(3) translade ’§| = % para esquerda, pois d > 0

(4) por ultimo, o grafico sofrera uma dilatagao vertical, pois [b| = 2, e como con-
sequéncia um fechamento da curva.

A figura 6.20 mostra que o grafico sofre uma translagio horizontal de uma unidade

para cima.

Figura 6.20: Plotagem

do gréfico y = —logy,x — y =2 —log, @
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Na figura 6.21, o grafico se desloca para direita 27 unidades.
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Figura 6.21: Plotagem do grafico 2 —logyz — y = 2 — logy(z — 1)
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
Exemplo 6.8. Seja a funcao y =1+ 2 log1 (2x —2)

Partindo da funcao canoénica y = — log 1, podemos construir facilmente o grafico
da fun¢ao y = 1+ 2log (22 —2) =y =1+ 2log [2 (z — 1)], através de translagao
vertical ou horizontal, além de dilatacao ou compressao vertical e horizontal.

Podemos construir o grafico da funcao y = 1+ 2 log% (2z — 2) da seguinte maneira:
(1) construir o grafico y = logs .

(2) translade a unidades para cima ou para baixo, no caso ¢ = 1 para cima em uma
unidade.

(3) translade ’%| = 1 para direita, pois d < 0

(4) por tltimo, o gréfico sofrerd uma dilatacdo vertical, pois [b| = 2, e também
sofreré outra dilatagao vertical, pois |c¢| = 2 e como consequéncia um fechamento
da curva.

A figura 6.22 mostra que o grafico sofre uma translagao horizontal de uma unidade
para cima. Na figura 6.23, o grafico se desloca para direita 27 unidades.
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Figura 6.22: Plotagem do grafico y = log%(x) —y=1+ log%(x)
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Figura 6.23: Plotagem do grafico y = 1+ log%(q;) —y=1+ log%(a: —2)
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Na figura 6.24, o gréfico sofre uma contracao horizontal.
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Figura 6.24: Plotagem do grafico y =1+ log%(x) —y=1+ 1og%(x —2)
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

O grafico da figura 6.25 sofre uma compressao se aproximando do eixo y no terceiro
quadrante.

Figura 6.25: Plotagem do graficoy =1+logi(z —2) -y =1+ QIOg%($ —2)
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2
4

3

2 v
v
4
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g AP
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.Yy = logi(2xi— 2} + 1

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

6.7 Tipo y = ka"+9 +m
Exemplo 6.9. Seja a funcio y = ka®*+9) 4+ m = kabl=+8)] 4 m

Partindo da func¢ao canénica y = a®, podemos construir facilmente o grafico da



94 Aplicacao das técnicas

funcio y = ka®**) +m = kalt(=+5)] -+ m, através de translacao vertical ou horizontal,
além de dilatacao ou compressao vertical e horizontal.

)2:1:73 +1 = 2(%)[2(367%)] + 1 da

Podemos construir o grafico da funcao y = 2(%

seguinte maneira:
(1) construir o grafico y = 2*.

(2) translade a unidades para cima ou para baixo. No caso a = 1, para cima em uma
unidade.

(3) translade ‘%| = 1 para direita, pois d < 0

(4) por tultimo, o grafico sofrerd uma dilatacdo vertical, pois [b|] = 2, e também
sofreré outra dilatagao vertical, pois |¢| = 2 e como consequéncia um fechamento
da curva.

A figura 6.26 mostra que o grafico sofre uma translacao horizontal de uma unidade
para cima.

Figura 6.26: Plotagem do grafico da fungao y = (%)x —y= (%)x +1
I“ H y i H

-
19

w

N | =
N _
+
el

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Na figura 6.27, o grafico se desloca para direita duas unidades.
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Figura 6.27: Plotagem do grafico da funcao y = (%)x +1—-y= (%)%3 +1
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor
Na figura 6.28, o grafico sofre uma contracao horizontal.

2x—3

Figura 6.28: Plotagem do grafico da fungao y = (%)xig +1—-y= (% +1
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Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

J& na figura 6.29, o grafico sofre uma contragao.



96 Aplicacao das técnicas

Figura 6.29: Plotagem do grafico da fun¢ao y = (%)2%3 +1—-y=2 (%)2%3 +1
A y ‘
3 ) 5
2 y = A.,logé(Zac —2)41
\ x

5 4 3 2 oo 4 6 7 8 9 10
- = g1(2a 2)
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=4 N\

Fonte: Grafico plotado no GeoGebra pelo autor

Desse modo temos estudado a técnica através de exemplos.



7 Consideracoes finais

O presente trabalho propés um método de construcao de grafico de fungoes, desti-
nado aos professores de matemética do Ensino Médio. Para tanto, foram apresentados
os conceitos de conjuntos, funcoes, fungoes canodnicas e dual candnicas, quadrado mé-
gico e plotados os graficos destas fungoes, que foram transformados através de trans-
lagoes, fechamento ou abertura dos mesmos.

Conforme apresentado na Introducao, a motivacao deste estudo se deu através da
percepcao de que os alunos de Ensino Bésico possuem uma enorme dificuldade na
aprendizagem do conceito de funcoes e no esbocgo de seus gréaficos. Devido a escassez de
tempo e a abrangéncia do assunto, as escolas tendem a abordar a criagao de graficos de
funcao de uma maneira muito apressada. Esse ritmo de ensino nao proporciona ao aluno
e ao professor a oportunidade de trabalhar o assunto de uma forma mais aprofundada.
Além disso, os livros didaticos oferecidos nas escolas utilizam a construcao grafica por
meio de tabelas, método nao utilizado nesse trabalho.

Dessa forma, mesmo que o tema ja tenha sido abordado outras vezes, esse trabalho
complementa os outros, uma vez que ele retine varias técnicas fundamentais para criacao
de graficos de maneira pratica. Assim, é possivel obter-se um esboco de um grafico
conhecendo apenas sua lei de formagao.

Vale ressaltar que este trabalho nao foi desenvolvido para abranger todo universo
de funcoes, uma vez que este universo é enorme. O principal intuito do estudo, foi pos-
sibilitar uma nogao bésica de grafico de funcoes a quem esta lendo. Sendo assim, hé a
possibilidade de que outros pesquisadores deem continuidade ao estudo, principalmente
em topicos mais complexos como abertura e fechamento de grafico.

Espero tenha tido uma boa leitura e que esta técnica possa ser aplicada, principal-
mente, no ensino basico e nos primeiro anos do ensino superior.
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