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Resumo

Vetor é um objeto mateméatico muito utilizado em diversas aplicagoes, principal-
mente para representar grandezas que possuem modulo, diregao e sentido. Além disso,
o conceito de vetor pode ser utilizados como ferramenta facilitadora para a resolucao
de diversos exercicios de geometria e para a deducao de férmulas matematicas. Nesse
sentido, o presente trabalho tem como objetivo discutir a pertinéncia do estudo desse
contetido no ensino bésico. A fim de cumprir o objetivo supracitado, foram realizados
um estudo da Base Nacional Curricular Comum, uma discussao a respeito da relevan-
cia da insercao dessa matéria para esse nivel de ensino, além da elaboragao de duas
propostas de sequéncias didaticas, uma para o 9° ano do Ensino Fundamental e outra
para 3° ano do Ensino Médio.

Palavras-chave: Vetores, Ensino Fundamental, Ensino Médio, Sequéncia Didatica.






Abstract

Vector is a mathematical object widely used in several applications, mainly to
represent size that have module, direction and sense. In addition, the vector concept
can be used as a facilitating tool to solve several geometry exercises and to deduct
mathematical formulas. Thus, this paper goal is to discuss the relevance of studying
this content in basic education. In order to fulfill the aforementioned goal, a study
of the Common National Curricular Base was carried out, a discussion regarding the
relevance of the insertion of this subject for this level of education, in addition to the
elaboration of two proposals of didactic sequences, one for the 9th year of elementary
school and another for 3rd year of High School.

Keywords: Vector, basic education, High school, didactic sequence.
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1 Introducao

E indiscutivel a relevancia do estudo de vetores na disciplina de Fisica da escola
béasica. Esse conceito é pré-requisito para o aprendizado de diversos conceitos fisicos e
se faz presente no curriculo do Ensino Médio na disciplina de Fisica. Segundo Martins
(2015), "os vetores sdo apresentados aos alunos do Ensino Médio como uma ferra-
menta usada para auxiliar a resolucao de questoes de Mecéanica e Eletromagnetismo,
por exemplo."Entretanto, cabe ressaltar que vetor nao é utilizado somente para a reso-
lugao problemas fisicos; ele é, também, um objeto matematico importante que associa
Geometria e Algebra e facilita muito a compreensao e resolucao de diversos problemas
matematicos. Nesse sentido, a auséncia desse contetido no curriculo de Matemética do
ensino béasico é a motivacao para o desenvolvimento desse trabalho.

Destacando a importancia de um curriculo escolar que trabalhe a interdisciplinari-
dade, desenvolvemos duas propostas de sequéncias didéaticas para o ensino do contetdo
de vetores em disciplinas de Matemaética na escola basica: a primeira para o 9° ano do
Ensino Fundamental e a segunda para o 3° ano do Ensino Médio. A ideia da introdugao
do conceito de vetores ja no Ensino Fundamental objetiva dar nogoes e familiaridade
ao aluno sobre o contetudo, de forma a dar condi¢oes para um melhor entendimento
desse contetido nas disciplinas de Fisica e Matemaética no Ensino Médio.

Para uma analise da pertinéncia da insercao do contetido de vetores na escola basica,
foi feito um estudo da Base Nacional Curricular Comum (BNCC), a fim de conhecer
melhor o documento que servird como base para a elaboragao dos projetos politicos pe-
dagogicos das escolas brasileiras. Com essa analise, foi possivel perceber que o contetido
esta de acordo com os objetivos da BNCC.

E claro que a discussdo a respeito da insercdo de novos contetidos no curriculo
matematico da escola basica vai muito além da realizada nesse trabalho. Enquanto
professores, sabemos das dificuldades enfrentadas pelos educadores no ensino piblico
no que diz respeito ao desequilibrio entre quantidade de contetidos a serem trabalhados
e carga horéria da disciplina, além de outros tipos de problemas enfrentados como, por
exemplo, cargas de trabalho extenuantes, sala de aula superlotadas, falta de material
didéatico adequado, entre outros. Entretanto, mesmo diante de situa¢oes adversas e nao
ideais, devemos manter um pensamento critico quanto ao curriculo escolar, discutindo
e buscando ideias que possam contribuir para um ensino de qualidade. Nesse sentido,
cabe destacar, que nossa intencao é levantar uma discussao sobre a pertinéncia da
insercao desse conteiido para esse nivel escolar nas disciplinas de Matematica.
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2 Objetivos

2.1 Objetivo geral

O objetivo geral desse trabalho é discutir sobre a pertinéncia da inser¢ao do con-
teido de vetores na disciplina de matematica nos Ensinos Fundamental II, 9° ano e
Médio, 3° ano.

2.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificos do trabalho sao:

e Analisar a relagao do ensino de vetores com as competéncias/habilidades apre-
sentadas na Base Nacional Comum Curricular.

e Discutir a possibilidade de introdugao do conceito de vetores na escola basica.

e Apresentar uma proposta de sequéncia didatica de ensino de vetores para o 9°
ano do Ensino Fundamental.

e Apresentar uma proposta de sequéncia didatica para o ensino de vetores para o
3° ano do Ensino Médio.
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3 O ensino de vetores e a BNCC

3.1 A Base Nacional Comum Curricular (BNCC)

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ¢ um documento normativo, homolo-
gado no ano de 2017 pelo entao ministro da Educacgao, Rossieli Soares, que regulamenta
as aprendizagens essenciais a todos os niveis de ensino da escola basica, a saber: In-
fantil, Fundamentais 1 e 2 e Médio.

Garantido pelo Art. 210 da Constituicao de 1988, a elaboracao e discussao em torno
dessa necessidade ja pode ser observada em 1996, no Art. 26 da Lei de Diretrizes e
Bases da Educagao Nacional (LDB), e reafirmada em diversos documentos consolidados
posteriormente, como os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), o Pacto Nacional
pela Alfabetizacao na Idade Certa (PNAIC), o Pacto Nacional de Fortalecimento do
Ensino Médio (PNFEM) e o Plano Nacional de Educacao (PNE).

Antes de chegar a fase de homologagao, houve trés versoes da BNCC, disponibili-
zadas nos anos 2015, 2016 e 2017. Em sua ultima versao, encontram-se os conteidos
"que os estudantes devem aprender na Educacgao Bésica, o que inclui tanto os saberes
quanto a capacidade de mobiliza-los e aplicé-los."(BRASIL, BNCC, 2018, p.12). Esses
saberes sao tratados no documento como competéncias e a capacidade de mobiliza-los
e aplicd-los como habilidades.

A necessidade de se criar um documento como esse esta ligado, principalmente,
a desigualdade educacional vivida no Brasil. Uma das justificativas para tal fato é
a discrepancia entre os curriculos praticados em diferentes institui¢oes. "O sistema
escolar brasileiro abriga modelos diversos de educacao escolar ao longo de sua historia
e geografia, hibridizados entre si"(PONCE, 2018, citado por PONCE, 2019).

A diferenca do aproveitamento escolar entre regioes e entre as redes federal, privada,
estadual e municipal fica ainda mais evidente ao analisarmos os resultados obtidos no
Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes (Pisa). O Pisa é uma avaliacdo
em nivel internacional que tem por objetivo comparar o nivel educacional de jovens
na faixa etéria de 15 anos, idade em que se encerra a educacgao bésica obrigatoria na
maioria dos paises. Essa avaliagao abrange as areas de Leitura, Ciéncias e Matematica,
e ocorre a cada trés anos, sendo a tltima edicao realizada em 2018. De acordo com a
avaliagao, a regiao Sul possui melhores notas, enquanto que a regiao Nordeste possui
as piores. O desempenho da rede federal é melhor, seguido da rede privada, estadual e
municipal.
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Em algumas regioes, ao fim do Ensino Médio, alunos de institui¢des pri-
vadas aprenderam o equivalente a quatro anos a mais de tempo escolar do
que seus colegas do sistema puiblico, mesmo tendo frequentado a escola pelo
mesmo nimero de anos (MIZNE, D., 2019).

"Estudos mostram que a falta de clareza do que deve ser aprendido em cada ano
escolar ¢ uma das causas do baixo desempenho dos alunos brasileiros em avaliacoes
nacionais e internacionais da educagao"(ANDRADE, 2018).

A escola do conhecimento para os ricos, a escola do acolhimento social para
os pobres. Essa dualidade é resultado de um projeto de educagao que, ao
nao ampliar o investimento publico em educagao publica, tem sido incapaz
de criar as condigoes para que, de fato, seja oferecida igualdade de opor-
tunidades para que os estudantes possam progredir, superando condigbes
adversas. (LIBANEO, 2012 apud GIROTTO, E.D.)

Em um pais com mais de 5 mil redes de ensino e mais de 48 milhoes de
estudantes, é fundamental definir o que todo aluno tem direito a aprender.
Apenas definindo isso serd possivel tornar vidvel uma estratégia que ga-
ranta Educagao de qualidade a todos no Brasil, do contrario nao h& como
as diferentes politicas federais, estaduais e municipais pela Educagao te-
rem coeréncia umas com as outras e caminharem juntas na mesma dire¢ao

(BRASIL, 2019).

Diante desse cenario, fica ainda mais evidente a importancia da criacao e imple-
mentagao da BNCC.

"Sob a narrativa da igualdade de oportunidades, caberia a escola o estabelecimento
de hierarquias escolares e sociais "justas", considerando o trabalho, o talento e o mérito
de cada individuo" (DUBET, 2008).

Baseada em 10 competéncias comuns a todas as areas, a BNCC tem por objetivo ga-
rantir a aprendizagem de habilidades e conhecimentos especificos a todos os estudantes
brasileiros, a fim de formar cidadaos mais ativos e competentes na sociedade.

As competéncias gerais da Educacao Bésica inter-relacionam-se e
desdobram-se no tratamento didatico proposto para as trés etapas da Edu-
cacao Basica (Educagdo Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio),
articulando-se na construcao de conhecimentos, no desenvolvimento de ha-
bilidades e na formagao de atitudes e valores, nos termos da LDB. (BRASIL,
2018)

Segundo Marini (2019), as competéncias e seus respectivos objetivos sao:

1. Conhecimento - Entender e explicar a realidade, colaborar com a sociedade e conti-
nuar a aprender;

2. Pensamento cientifico, critico e criativo - Investigar causas, elaborar e testar hi-
poteses, formular e resolver problemas e criar solugoes;
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3. Repertorio cultural - Fruir e participar de praticas diversificadas da producao
artistico-cultural;

4. Comunicacao - Expressar-se e partilhar informacgoes, sentimentos, ideias, experi-
éncias e produzir sentidos que levem ao entendimento miutuo;

5. Cultura digital - Comunicar-se, acessar e produzir informagcoes e conhecimento,
resolver problemas e exercer protagonismo de autoria;

6. Trabalho e projeto de vida - Entender o mundo do trabalho e fazer escolhas ali-
nhadas & cidadania e ao seu projeto de vida com liberdade, autonomia, criticidade e
responsabilidade;

7. Argumentacao - Formular, negociar e defender ideias, pontos de vista e decisoes
comuns com base em direitos humanos, consciéncia socioambiental, consumo respon-
savel e ética;

8. Autoconhecimento e autocuidado - Cuidar da saude fisica e emocional, reconhe-
cendo suas emocoes e a dos outros, com autocritica e capacidade para lidar com elas;

9. Empatia e cooperagao - Fazer-se respeitar e promover o respeito ao outro e aos
direitos humanos, com acolhimento e valorizacao da diversidade, sem preconceito de
qualquer natureza;

10. Responsabilidade e cidadania - Tomar decisoes com principios éticos, democra-
ticos, inclusivos e sustentaveis.

Por ser a etapa mais longa da educacao basica, o Ensino Fundamental esta apresen-
tado na BNCC como Ensino Fundamental Anos Iniciais (1° ao 5° ano) e Anos Finais
(6° ao 9° ano). Essas duas etapas possuem muitas abordagens pedagogicas comuns,
mas a principal diferenca estéd em preparar os alunos do Fundamental Anos Finais para
o Ensino Médio, fase em que eles sao mais independentes e exercem a autonomia com
mais frequéncia. De forma geral, o Ensino Fundamental apresenta-se estruturado em
cinco areas do conhecimento, sao elas: Linguagens, Matemética, Ciéncias da Natureza,
Ciéncias Humanas e Ensino Religioso.

Ja o Ensino Médio apresentado na BNCC busca dar continuidade as propostas ja
iniciadas nas fases anteriores. Estruturalmente, apresenta-se estruturado na BNCC em
quatro areas do conhecimento, a citar: Linguagens e suas Tecnologias, Matemética
e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias e Ciéncias Humanas e
Sociais e suas Tecnologias.

Destacamos que, para que de fato a implementagao da BNCC seja satisfatoria,
algumas mudancas deverao acontecer nas escolas; as principais serao a reelaboragao
dos curriculos e a revisao do projeto politico pedagogico (PPP). Como consequéncia,
ter-se-4 também a necessidade de atualizagao do material didatico e de se fornecer
formacgao continuada aos profissionais.
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3.2 A BNCC e a area de Matematica

Segundo D’Ambrésio (1995)

Hé dois aspectos igualmente importantes apontados como objetivos da Edu-
cacao Matematica: ser parte da educagao geral, preparando o individuo
para a cidadania, e servir de base para uma carreira em ciéncia e tecnolo-

gia. Ambos sdo igualmente necessarios e, obviamente, vinculados.

Para Santos e Matos (2017, p. 6), "O curriculo deve ser dinamico e deve principal-
mente, atender a realidade do aluno, deve dar total autonomia ao professor, para que
este ndo sufoque sua criatividade em meio a um curriculo congelado e engessado (...)".

Para Carvalho et al. (2006), a forma de trabalhar os contetidos deve sempre agregar
um valor formativo no que diz respeito ao desenvolvimento do pensamento matemé-
tico. Isso significa colocar os alunos em um processo de aprendizagem que valorize o
raciocinio matematico.

Portanto, se faz necessaria a preocupagao com um curriculo que contemple a real
necessidade dos alunos e que seja acessivel ao professor. Assim deve-se considerar um
didlogo entre o real e o abstrato, problematizando situacoes de interesse dos alunos
para que se possibilite uma aprendizagem mais efetiva e natural.

Brasil (2002) enfatiza que:

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacio-
nada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias
e habilidades que s@o essencialmente formadoras, & medida que instrumen-
talizam e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o para compre-
ender e interpretar situagoes, para se apropriar de linguagens especificas,
argumentar, analisar e avaliar, tirar conclusoes proprias, tomar decisoes,

generalizar e para muitas outras agoes necessarias a sua formagao.

No trecho abaixo, Jahn (2013) aponta para o que poderia delimitar no curriculo
das escolas uma boa formagao em Educacao Matematica para estudantes de Ensino
Fundamental e Médio:

Uma formacao matematica integral na Educacao Béasica demanda que os
saberes dos estudantes sejam valorizados nas suas proprias formas e ex-
pressao, e contrastados com os conhecimentos historicamente estabelecidos,
garantindo a integracao de suas vivéncias e experimentagoes com aquelas
proprias a ciéncia. E fundamental situar a relacao dos estudantes com a
Matemaética na perspectiva de um sujeito ativo e social que atua na pro-
dugao e transformagao das realidades e da sua propria existéncia. Neste
sentido, torna-se essencial que os contextos de seus efetivos interesses sejam
considerados na escola. A fim de estabelecer um didlogo permanente en-
tre esses saberes e a pratica educativa, particularmente em Matematica, é
desejavel buscar situagoes que possibilitem aos jovens perceber a presenca
de conhecimentos desta area em atividades diversas, sendo elas artisticas,

esportivas, educacionais, de trabalho, ou outras.
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Pautada nas 10 competéncias citadas na se¢ao anterior, a Matematica é apresentada
na BNCC dividida em 5 eixos teméaticos, sdo eles: Numeros, Algebra, Geometria,
Grandezas e Medidas e Probabilidade e Estatistica. Comparando a BNCC com os
Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), entende-se como a area da Matemaética
evoluiu de um documento para o outro. Enquanto nos PCNs, uma das finalidades é
levar o aluno a:

identificar os conhecimentos matemaéticos como meios para compreender e
transformar o mundo & sua volta e perceber o carater de jogo intelectual,
caracteristico da Matematica, como aspecto que estimula o interesse, a
curiosidade, o espirito de investigagao e o desenvolvimento da capacidade
para resolver problemas (BRASIL, 2002).

Na BNCC, é colocado como: "Desenvolver o raciocinio 16gico, o espirito de investi-
gacao e a capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimen-
tos matematicos para compreender e atuar no mundo."(BASE NACIONAL COMUM
CURRICULAR, 2018)

Assim nota-se que as palavras "identificar" e "perceber", presentes nos PCNs, sao
substituidas por palavras como "desenvolver" e "compreender" na BNCC. Isso mostra
a preocupacao em nao somente decorar e aplicar féormulas, mas passar a entender o
meio em que se vive, compreendendo e contextualizando o que se vé em sala de aula.

Uma diretriz importante descrita pela BNCC é o letramento matemético. No docu-
mento, essa diretriz é definida como "competéncias e habilidades de raciocinar, repre-
sentar, comunicar e argumentar matematicamente". Essa defini¢ao mostra o principal
objetivo matematico presente na base. Nao ¢é de interesse estimular a aprendizagem
da Matematica tecnicista, pautada somente em resultados corretos e raciocinio rapido;
mas sim a Matematica construtiva, que leva o aluno a dialogar com o meio em que
vive, discutir diferentes formas de se resolver o problema e aprimorar seu raciocinio a
cada etapa.

3.3 Relacao entre o ensino de vetores e as competén-
cias matematicas

A BNCC define 8 competéncias especificas de Matematica para o Ensino Funda-
mental; dentre elas estao:
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Competéncia 3. Compreender as relagoes entre conceitos e procedimentos
dos diferentes campos da Matemética (Aritmética, Algebra, Geometria,
Estatistica e Probabilidade) e de outras areas do conhecimento, sentindo
seguranca quanto a propria capacidade de construir e aplicar conhecimen-
tos matematicos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranga na busca

de solugoes.

Competéncia 6. Enfrentar situagoes-problema em maultiplos contex-
tos, incluindo-se situagoes imaginadas, nao diretamente relacionadas com o
aspecto pratico-utilitario, expressar suas respostas e sintetizar conclusoes,
utilizando diferentes registros e linguagens (graficos, tabelas, esquemas,
além de texto escrito na lingua materna e outras linguagens para descrever

algoritmos, como fluxogramas e dados).

As competéncias acima dialogam diretamente com o contetido de vetores proposta

nesse trabalho. O contetido de vetores relaciona-se & competéncia 3 por se tratar de
um assunto que envolve os eixos teméaticos Geometria e Algebra e possui aplicacao em
outras areas de conhecimento. Além disso, o conceito de vetor fornecera ao aluno mais
uma ferramenta que poderé ser utilizada na resolucao de situagoes-problemas, como
por exemplo, em problemas envolvendo grandezas vetorais, utilizando-se da linguagem
vetorial, o que relaciona esse contetido & competéncia 6,

Para o Ensino Médio, a BNCC apresenta 5 competéncias especificas. Dentre elas,

destacam-se duas que dialogam com o estudo de vetores nessa etapa.

Competéncia 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
mateméaticos para interpretar, construir modelos e resolver problemas
em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a
adequacao das solugoes propostas, de modo a construir argumentagao

consistente.

Competéncia 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representacdo mateméticos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicacio de

resultados de problemas.

Ainda segundo a BNCC,

A area de Matemaética e suas Tecnologias tem a responsabilidade de apro-
veitar todo o potencial j& constituido por esses estudantes no Ensino Fun-
damental, para promover a¢oes que ampliem o letramento matematico ini-

ciado na etapa anterior.

Dessa forma, ¢ imprescindivel a comunicagao entre o Ensino Fundamental e o En-

sino Médio; o que seria atendido com a introducao do contetdo de vetores no Ensino
Fundamental, com a continuacao do estudo desse contetido, de uma forma um pouco
mais aprofunadada, no Ensino Médio.
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4.1 Por que estudar?

Na Matematica e nas demais disciplinas da escola basica, é essencial que o contetdo
a ser ensinado abranja topicos que permitam ao aluno fazer conexoes com os demais
contetdos.

Segundo Brasil (7) é preciso desenvolver a interdisciplinaridade para que o apren-
dizado seja organizado.

[...] "para a aprendizagem de certo conceito ou procedimento, é fundamental haver
um contexto significativo para os alunos, nao necessariamente do cotidiano, mas tam-
bém de outras areas do conhecimento e da propria histéria da Matematica." (BRASIL,
2018)

Por isso tudo, o aprendizado deve ser planejado desde uma perspectiva a
um s6 tempo multidisciplinar e interdisciplinar, ou seja, os assuntos devem
ser propostos e tratados desde uma compreensao global, articulando as
competéncias que serao desenvolvidas em cada disciplina e no conjunto de

disciplinas, em cada area e no conjunto das areas. (BRASIL, ?7)

Da mesma forma, também ¢é essencial que essa conexao acontega nos contetidos
de uma mesma disciplina, como Geometria e Algebra na mateméatica. Essa ¢ uma
das motivacoes de se estudar, por exemplo, conceitos como os de Geometria Anali-
tica e Algebra Linear, que possibilitam ao aluno uma visao diferenciada de problemas
geométricos.

"A juncao de toda a estrutura do Ensino Fundamental I e I, envolvendo os conceitos
geométricos, sera utilizada na Geometria Analitica, onde o aluno tomara conhecimento
de que todas as formas possuem fundamentos e estruturacio matematica." (NOE, 2015)

Fazendo uma reflexao sobre o assunto, Avritzer afirma que, em sua obra A geometria,
Descartes "observa que a geometria é "dificil", e a algebra "facil", e que seu método,
nesse caso, se limitava a resolver os problemas dificeis que os gregos haviam proposto
pela algebra, mais clara e facil de manipular."(AVRITZER, 2009)

Os assuntos de matrizes, determinantes e sistemas lineares sao objetos de conhe-
cimento presentes no curriculo do Ensino Médio. Esses assuntos se enquadram no
contexto de Algebra Linear; "esta disciplina, que ocupa uma posicao central na Ma-
temética de hoje, abrange trés aspectos: o geométrico, o algébrico e o numérico (ou
computacional)."(LIMA, 2001)

Analisando o Curriculo Referéncia do Ensino Fundamental de Minas Gerais, observa-
se a presenca do aspecto geométrico da disciplina de Algebra Linear com maior rele-
vancia. Um dos objetos de conhecimento da Unidade Temética Geometria, presente no

27
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9° ano do Ensino Fundamental, é a distancia entre pontos no plano cartesiano. Esse
conceito, por sua vez, poderia ser explorado para a introducao aos vetores.

O estudo de vetores possibilita uma intuicao espacial que poderia ser aproveitada,
também, em outras matérias de Matematica, como Geometria Plana e Espacial e, além
disso, em outras disciplinas, como na Fisica.

O conceito de vetores ja é trabalhado na escola basica no curriculo atual, mas pelo
professor de Fisica. A proposta desse trabalho é que ele seja abordado de uma maneira
diferente e pelo professor de Matemaética.

O uso de vetores no Ensino Médio ja ocorre em alguns topicos da Fisica,
entretanto este assunto nao é abordado nas aulas de Matematica. Assim,
este conteddo fica sem uma apresentagao mais didatica e formal provinda
da Geometria Analitica, parte da Matematica que se dedica ao estudo de

conceitos geométricos euclidianos de forma algébrica e geométrica. (CHA—

LEGA, 2018)

Utilizado constantemente para a resolugao de problemas fisicos, os vetores
sao apresentados aos alunos do Ensino Médio como uma ferramenta usada
para auxiliar a resolucao de questoes de Mecénica e Eletromagnetismo, por

exemplo. Porém, suas propriedades sao baseadas, em parte, na Geometria

Euclidiana. (MARTINS, 2015)

Dessa maneira, o estudo de vetores se restringe a essas aplicagoes de forma as-
sistemaética e baseado em um conjunto de regras, perdendo-se a visao geométrica do
conteudo.

"[...Jo estudo dos Vetores desde o primeiro ano do Ensino Médio na disciplina Fisica,
¢ feito de modo desconexo e sem uma abordagem Matematica consistente."(COSTA,
2015)

os alunos tem muita dificuldade em compreende-lo pois os vetores sao apre-
sentados de forma direta sem um conhecimento prévio de suas estruturas
algébricas e geométricas, o que faz nao perceberem a grande importan-

cia dessas estruturas matemaéaticas e que o conceito de vetor é puramente

matemético. (UCHOA, 2014)

E desejavel, também, que o professor de Matematica aborde com seus alu-
nos o conceito de vetor, tanto do ponto de vista geométrico (colecao dos
segmentos orientados de mesmo comprimento, diregdo e sentido) quanto
algébrico (caracterizado pelas suas coordenadas). Em particular, é impor-
tante relacionar as operagbes executadas com coordenadas (soma e multi-
plicagdo por escalar) com seu significado geométrico. A inclusdo da nogao
de vetor nos temas abordados nas aulas de Matematica viria a corrigir
a distorgao causada pelo fato de que é um topico de Matematica impor-

tante, mas que esta presente no Ensino Médio somente nas aulas de Fisica

(BRASIL, 2006).

"Assim, o conceito de vetor, que no Ensino Médio vem sendo explorado apenas

na Fisica, deixaria de ser tao amarrado aos conceitos de forca, velocidade e acelera-
¢ao."(UFRGS, 2009)
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E claro que a discussdo vai muito além da motivacio de se trabalhar esse contetdo,
outro grande problema enfrentado é falta desse material nos livros didaticos utilizados
pelas escolas basicas atualmente.

No ano de 2001, a Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) publicou o livro:
"Exame de Textos: Analise de Livros de Matematica para o Ensino Médio". Nessa
obra, sao feitas criticas e observagoes de algumas colecoes de livros didaticos utilizados
nas escolas brasileiras. A respeito do tema vetor, as principais criticas sao exatamente
a respeito da auséncia do contetdo.

"[...|Por alguma obscura razao, ou por nenhuma em especial, o importante con-
ceito matemaético de vetor, |...], é personagem ausente deste e dos demais compéndios
brasileiros, sendo usado apenas pelos professores de Fisica". (LIMA, 2001)

"[...Jlum dos defeitos deste livro e de todos os livros de Matematica para Ensino
Meédio existentes no mercado é a completa omissao de vetores. Estranhamente, vetores
sao ensinados nos livros de Fisica, ndo nos de Matematica."(LIMA, 2001).

Existe um provavel equivoco na abordagem do ensino de vetores no Ensino
Meédio: Porque a referida matéria é abordada na maioria dos livros didaticos
apenas nos livros de Fisica? Nao seria os vetores objetos matematicos que

pelo seu proprio contetdo, deveriam estar alocados nos curriculos da propria

Matematica? (SANTOS, 2014)

Da forma como vem sendo trabalhado atualmente, observa-se a "fragmentacao do
estudo da Geometria Analitica, priorizando na maioria das vezes os aspectos algébricos,
sem conecté-los & Geometria, tirando todo o sentido do estudo desse contetudo."(SILVA,
2013)

Ao pensarmos no estudo de vetores no ensino béasico, é importante pensar em uma
abordagem que faca sentido tanto para a Matematica, respeitando os niveis de rigor
adequados a cada etapa, quanto para as demais disciplinas que necessitam desse con-
ceito como instrumento de calculo.

Analisando cada disciplina, vemos que o conteudo de Fisica que depende dos con-
ceitos de vetores esta localizada na grade curricular do primeiro ano do Ensino Médio;
j4 na Matematica, o contetido de Geometria Analitica s6 é visto no terceiro ano do
Ensino Médio.

Portanto, neste trabalho, a proposta é que os alunos aprendam, de forma introdu-
toria, o conceito de vetores ja no nono ano do Ensino Fundamental. Além disso, uma
vez que as aprendizagens essenciais da BNCC serao garantidas com ac¢oes como: "man-
ter processos continuos de aprendizagem sobre gestao pedagobgica e curricular para os
demais educadores, no ambito das escolas e sistemas de ensino" (BRASIL, 2018), para
Ensino Médio, o principal objetivo proposto é formalizar e ampliar os conceitos vis-
tos no Ensino Fundamental. Dessa forma, se garante o aproveitamento do potencial
constituido pelo aluno no Ensino Fundamental, para promover acoes que ampliem o
letramento matematico iniciado na etapa anterior.

4.2 Alguns conceitos basicos

Nessa segao, serao introduzidos alguns conceitos e resultados basicos da teoria de
vetores. O texto desta secao teve como referéncias os livros: Vetores e Geometria
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Analitica do autor WINTERLE, P., Geometria Analitica dos autores STEINBRUCH,
A. e WINTERLE, P., Geometria Analitica - Colecago PROFMAT de DELGADO, J.,
FRENSEL, K. e CRISSAF, L. Os conceitos e resultados serao apresentados de forma
bastante sucinta. Para uma leitura mais detalhada e um estudo mais aprofundado dos
conceitos e resultados, o leitor pode utilizar as referéncias descritas acima.

No que segue, dados dois pontos A e B, usaremos a notacao AB para representar
o segmento de reta determinado pelos pontos A e B, além disso, se os pontos forem
distintos, usaremos a notacao r4p para denotar a reta que contém os pontos A e B.

Segmento de Reta Orientado

Definigao 1. Chamamos de segmento orientado de origem A e extremidade B,

e denotamos por AB, o segmento de reta AB fixado o sentido de percurso de A para
B.

Nesse caso, dizemos que o segmento orientado BA tem sentido de percurso oposto
ao do segmento AB. Além disso, o segmento orientado AA é chamado de segmento
nulo.

O segmento orientado AB é representado geometricamente pelo segmento de reta
AB acrescido de uma seta que caracteriza visualmente o sentido do percurso.

Comprimento

Definigao 2. Fixada uma unidade de comprimento, definimos o comprimento do
segmento orientado AB como a distancia do ponto A até o ponto B.

Direcao

Definigao 3. Dados dois segmentos orientados nao nulos AB e C'D, diremos que eles
possuem a mesma direcao se as retas r4p € rop forem paralelas ou coincidentes.

Exemplo: Um paralelogramo AB CD_determinau7 pelo menos, um par de segmentos
orientados com mesma direcao, que sao AB e C'D.

Figura 4.1: Par de segmentos paralelos

B

C

A D

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica
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Sentido

Definicao 4. Sejam AB e C'D dois segmentos orientados distintos com mesma direcao

a: Se asretas rap e r¢op forem distintas, diremos que AB e CD tém o mesmo sen-
tido quando os segmentos de retas AC e BD tiverem intersecao vazia. Caso contrario,
ou seja, se os segmentos de retas AC' e BD nao tiverem intersecao vazia, diremos que
AB e CD possuem sentidos opostos.

Figura 4.2: Segmentos orientados com o mesmo sentido

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica

Figura 4.3: Segmentos orientados com sentidos diferentes

A

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica

b: Se as retas rap e rcp forem coincidentes, tome um ponto A’ € r,p e a Unica
reta s que passa por A’ e que é paralela a reta r 5. Em seguida, tome um ponto B’ € s
de modo que os segmentos orientados A’B’ ¢ AB possuam o mesmo sentido (conforme
item (a)). Dizemos que os segmentos orientados AB e C'D tém o mesmo sentido se
os segmentos orientados A’B’ e C'D tiverem o mesmo sentido, caso contrario, dizemos
que os segmentos orientados AB e C'D possuem sentidos opostos.

Equipoléncia de segmentos orientados

Definicao 5. Dizemos que os segmentos orientados AB e CD sdao equipolentes
quando ambos sao nulos ou quando satisfazem as seguintes trés propriedades:

e Possuem o mesmo comprimento;
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e Possuem mesma direcao;

e Possuem mesmo sentido.

Vetores

Definicao 6. Dados os pontos A e B, definimos o vetor determinado por AB, deno-
tado por U = AB, como o conjunto de todos os segmentos orientados equipolentes a
AB. Cada segmento orientado equipolente a AB é um representante do vetor AB.

Observe que segmentos orientados com mesma dire¢ao, mesmo sentido e mesmo
comprimento representam o mesmo vetor, assim, se AB e C'D sao equipolentes, en-

tao AB = CD. A diregao, o sentido e o comprimento do vetor sao definidos como
sendo a direcao, o sentido e o comprimento de qualquer um dos segmentos orientados
que o representam, respectivamente. Além disso, dizemos que dois vetores sao nao-
colineares quando nao possuem a mesma dire¢ao. Ja a representagao geométrica de
um vetor é dada pela representacao geométrica de qualquer um dos seus representantes.

Figura 4.4: Vetores Equipolentes

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica

Na figura 4.4, temos 8 segmentos orientados, com origens em pontos diferentes, que
representam o mesmo vetor, pois possuem a mesma dire¢ao, mesmo sentido e o mesmo
comprimento.

Se AB é um segmento orientado nulo, entdo chamamos E de vetor nulo e pode-
mos denota-lo por 0.

Soma de Vetores

Considere dois vetores ¥ e /. A soma dos vetores U e 7, denotada W + T, e
definida da seguintes forma: tome um ponto A qualquer, e com origem nele considere
o segmento orientado AB representante do vetor . Agora, considere o segmento
orientado BC' representante de . Entao, definimos

u+v:1@.

Observe que a tltima igualdade pode ser reescrita como

@—F@::ﬁ.
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Figura 4.5: Vetor soma

- -
u+ v

i.'
B

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica

Figura 4.6: Soma de vetores com mesma diregao

— —

u ¥ u

. = | —
1 : [ — 0
: - ! I} — = |i"' ll
H w+ v H : U+ v |
. - —_—

() {b)

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica

No caso dos vetores @ e ¥ nio possirem mesma dire¢ao, hd uma outra maneira de

se encontrar o vetor soma U + . Representam-se U=ABeVW =A por segmentos
orientados de mesma origem A. Completa-se o paralelogramo ABCD e o segmento
orientado de origem A que corresponde & diagonal do paralelogramo, é o vetor U+ 7,

isto é,

T+ = AC.

Figura 4.7: Regra do paralelogramo

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica

Multiplicagao de um ntimero real por um vetor
Considere um vetor ¢ e um ntmero real o # 0. Definimos o produto do ntmero

real o pelo vetor 7, denotado a?, da seguinte forma:

— . —
=0 oua:O,entaOOz?: 0.

[if

(a) Se U

(b) Se U £ e a # 0, entdo o/ é definido pelo comprimento, direcdo e sentido
descritos a seguir:

e 0 comprimento de at é igual ao comprimento de o multiplicado por |a|;
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e 0V possui mesma direcao de 7;

e o e U tém mesmo sentido se a > 0, e sentidos contrarios se a < 0.

A figura 4.8 mostra T e alguns de seus multiplos.

Figura 4.8: Multiplicagao de niimero real por um vetor

135
2
—_—
Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica

4.2.1 O tratamento algébrico

Vetores no Plano
Considere dois vetores nao nulos o7 e v3 que nao possuem mesma direcao, re-
presentados com a origem no mesmo ponto O e sejam r; e ry retas contendo estes

representantes, respectivamente.
Figura 4.9: Vetores no plano

2%,

i
]
1
I
'
I
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i

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica
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— ~
Observe que os vetores 7, 77 ﬁ, t, 7 e 77 representados na figura 4.9, sao
expressos em fungao de o e vs por

—
7:5v1+4vg

7:—2U1+372>

e

W:—Zlvl-@)
T = 30, - 2
7 = dv; + Ovy
7 = 00, + 2u)

De modo geral, dados dois vetores nao nulos Ulevs nao-colineares, qualquer vetor
o coplanar com v e v (ou seja, qualquer vetor o tal que v, ve U possuem
representantes pertencentes a um mesmo plano), existe uma s6 dupla de ntimeros reais
a1 e ao que satisfaz

7 = + (@)

Figura 4.10: Combinagao linear de vetores no plano

- S
_— —
vy vy

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica

Quando o vetor U é expresso como em (4.1), diz-se que T éuma combinacao linear
de o7 e v5. O conjunto B = {v_f, 172)} é chamado de base do plano. Ali4s, qualquer
conjunto de dois vetores nao nulos e nao-colineares constitui uma base no plano de-
terminado por eles. Embora estejamos simbolizando a base como um conjunto, nés
a pensamos como um conjunto ordenado. Entao, dada uma base qualquer no plano,
todo o vetor desse plano é combinacao linear dos vetores dessa base, de modo tnico.
Os nameros a; e as da equagao (4.1) sdo chamados componentes de 7 na base B
(a; € a primeira componente e as é a segunda componente).
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Agora, considere fixado um sistema de eixos cartesianos xOy num plano. Dentre
todas as bases no plano xOy, uma se destaca: trata-se da base formada pelos vetores
representados pelos segmentos orientados com origem em O e com extremidade nos
pontos (1,0) e (0,1). Esses vetores sao usualmente denotados por i e j, respectiva-
mente. Além disso, a base {Z ,j} é chamada de base candnica do plano xOy.

Dado um vetor o qualquer do plano xQy, existe uma s6 dupla de nimeros x e y
tal que

T=zi +y7. (4.2)

Dessa forma, a cada vetor ¥ no plano xOy pode-se associar um par de numeros
reais (z,y), que sao suas componentes nas base canonica. Por essa razao, escreve-se

U= (z,y). (4.3)

A igualdade (4.3) é chamada expressio analitica do vetor .

Igualdade de Vetores Dois vetores @ = (x1,91) € v = (22, y2) num plano xOy
sdo iguais se, e somente se, T1 = s € y; = yo. Neste caso, escrevendo-se U =

Operagoes com Vetores Sejam os vetores i = (x1,71) e v = (22, y2) no plano
xOy e a € R. Em relagao as componentes, as operagoes de soma de vetores e produto
de um ntmeros real por um vetor sao expressas por:

1) W+ = (21 + 22,51 + y2)

2) a = (o, o)

Figura 4.11: Operagoes com vetores

Yy
A v
Yi+Y2 A
¥,
ay, f-——mmmm e — g ot
i
% YW===""""""">3 ' !
] ]
i 1
1 1
- 1 . > X
o * 0 X, ox,
(a) ®

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica
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Vetor Definido por Dois Pontos
Considere o vetor AB = (x,y) no plano xOy, com origem no ponto A = (z1,¥;) e
extremidade em B = (z2,y2).

54 o OB
De acordo com o que foi visto em 4.3, os vetores OA e OB tem expressoes analiti-
OA OL
cas: OA = (z1,y1) e OB = (22, 92).

Por outro lado, observando triangulo OAB, obtemos que

OA +AB = OB,

donde

AB = OB + [(—1)04),

o que implica

T =Ty —T1€Y=Y2— Y1.

Logo,

B = (T2 — T1,%2 — Y1)
Isto é, as componentes de jﬁ sao obtidas subtraindo-se das coordenadas da extre-

midade B as coordenadas da origem A, razao pela qual também se escreve f@ =B-—A.

Figura 4.12: Vetor definido por dois pontos

y
‘ A

0 -

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica
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Ponto Médio

Considere o segmento de reta de extremos A = (21,y1) € B = (22,¥2). Seja M =

(x,y) o ponto médio de AB. Entao, podemos expressar essa situagao de forma vetorial
como

AM = MB

?

que ¢ reescrita em relacao as componentes como

(x_xlay_yl) = (372—3773/2—9)7

que implica

T—T1=T2—TEC€Y—Y =YY

Resolvendo em relacao a x e y, obtemos

T+ X Y1+ Y2
T = e

2 2

Portanto,

M- 371+9€2,Z/1+3/2 ‘
2 2

Figura 4.13: Ponto médio de um vetor

M
A A

0 X

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica

Paralelismo de dois vetores

Dois vetores nio nulos @ = (z1,11) ¢ ¥ = (x2,1s) sdo ditos paralelos, quando
existe um nimero real « tal que U = a?, ou seja,

(xbyl) = O‘($2,y2) A (xhyl) = (CY T, & y?)a

o que resulta em xy = azrs e y; = ays, ou seja, dois vetores nao nulos sao paralelos
quando suas componentes forem proporcionais.
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Médulo de um vetor
Seja v = (x,y). Entao, pelo teorema de Pitadgoras, o comprimento do vetor v,
também conhecido como normade v e denotado |0}, ¢ dado por

7| = Va2 + 2.

Figura 4.14: Teorema de Pitagoras
¥

A

<4

y

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica

Observe que, se U = ﬁ, em que A = (x1,y1) e B = (x2,%), entao

W] = d(A, B) = /(w2 — 21)> + (42 — y1)*

Figura 4.15: Mdédulo de um vetor
y

A

| AB|

1) - X

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica






5 Propostas de Sequéncias Didaticas

5.1 O que é uma proposta de sequéncia didatica?

Uma sequéncia didatica é um conjunto ordenado de conceitos e atividades sistema-
tizados de forma a desenvolver habilidades referentes a uma competéncia.

Essas sequéncias sao compostas por situagoes didaticas, que refletem a in-
tencionalidade do professor em fazer com que os alunos se apropriem de
um determinado conhecimento matemaético. Tal intencionalidade se efetiva

na forma de atividades organizadas e orientadas de acordo com a anélise a

priori. (BORGES, P. et.al, 2008)

O grande beneficio em se trabalhar com a sequéncia didatica é a organizacao do
trabalho de forma gradativa. Assim, a escolha em se trabalhar com essa frente se deu
pela possibilidade de se adotar diferentes metodologias em cada etapa do contetdo.

Sequéncias com situacoes de pesquisa bibliografica e aulas expositivas po-
dem levar ao aprendizado do mesmo conceito obtido com sequéncias com-
postas por situacoes didaticas que usam materiais concretos, experimentos
e aquisicao de conceitos via seminarios, ou por aquelas que utilizam estudo
dirigido, desenvolvendo diferentes habilidades l6gicas e atitudes diante das

dificuldades inerentes ao aprendizado. (BORGES, P et.al, 2008)

Dessa forma, apresentaremos, nas se¢oes seguintes, duas propostas de sequéncias
didéticas para o ensino do contetido de vetores no ensino bésico, uma destinada ao
Ensino Fundamental e outra destinada ao Ensino Médio.

Por meio das sequéncias didaticas apresentadas a seguir, espera-se:

e Relembrar conceitos previamente estudados que serao usados para a construgao
do conteudo a ser ensinado,

e Instigar questionamentos e suposigoes a respeito do novo tema,
e Processar novos ensinamentos de forma a fazer conexoes com o que ja foi visto,

e Problematizar situacoes para que se possa aplicar a sintese e organizagao dos
contendos,

e Avaliar a aprendizagem dos alunos.

41
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5.2 Uma proposta de sequéncia didatica para o En-
sino Fundamental

A sequéncia didatica proposta neste trabalho para o Ensino Fundamental é com-
posta de 4 aulas. Seu objetivo é introduzir o conceito de vetores a alunos do Ensino Fun-
damental de forma mais intuitiva e sem rigor excessivo, procurando desenvolver a base
do pensamento geométrico necesséaria para se compreender aplicacoes em situacoes-
problemas.

Para o desenvolvimento dessa sequéncia, é necessario que o aluno ja tenha estudado
as nogoes basicas da Geometria Plana (conceitos de ponto, reta e plano), coordenadas
de um ponto no plano cartesiano, Teorema de Pitagoras e distancia entre dois pontos.

Aula 01
e Conteuido a ser desenvolvido: Grandezas vetoriais.

e Objetivos:
Mostrar a necessidade de se trabalhar com as grandezas vetoriais;
Identificar as diferencgas entre grandezas escalares e vetoriais;

Compreender a notacao vetorial.
e Metodologia: Resolugao de problemas.

e Descricao: Para essa primeira aula, espera-se que os alunos possam intuir a
respeito dos conceitos que se deseja formalizar. A aula é composta por 3 exercicios
que deverao ser resolvidos pelos alunos na sala de aula. Sugere-se que o professor
entregue as atividades uma a uma e que, apos a solucao apresentada pelos alunos
de cada atividade, o professor conduza uma breve discussao, para saber se o
objetivo da atividade foi alcangado. Nessa aula, a interagao entre os alunos
também é muito valida, assim dividir a turma em grupos pode facilitar esse
dinamismo.

Exercicio 1 - 12 Opcao - Situagao-problema

Ligia e Jorge estao treinando para uma competicao de casais. Para vencerem a
prova, precisam garantir que nenhum passo seja dado fora da rota pré-estabelecida.
Jorge estd com os olhos vendados e Ligia deve guid-lo até o troféu que garantira a
vitoria. A rota esta demarcada de vermelho e suas localizagoes sao as apresentadas no
plano cartesiano.

Considerando que Jorge s6 poderda andar na horizontal ou na vertical e que seu
passo corresponde a uma unidade de comprimento, responda:

A) Para alcancar o objetivo bastaria a orientagao: Dé 15 passos? Por qué?

B) Existe mais de um caminho? Se sim, cite pelo menos dois.

C) Para o éxito da tarefa, o que todas as falas de Ligia deve ter em comum?

D) Considere a posigao inicial de Jorge como J e do troféu T, faga um tnico cami-
nho retilineo ligando esses dois pontos.
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Figura 5.1: Rota da vitoria

L
Trofeu

L. 4

|
N
)

-

)

i

f

W T
w
e
w1
(=)

51
-h+

Fonte:Autora

Com esse exercicio, espera-se que os alunos concluam que, para qualquer movi-
mentagao, é necessario explicitar ndo somente a quantidade de passos (modulo), mas
também se os passos serao dados na vertical ou horizontal (dire¢do), para a esquerda
ou direita, para cima ou para baixo (sentido). Introduzindo-se, assim, o entendimento
de que determinadas grandezas nao dependem apenas de um nimero (médulo), mas
podem depender também de diregao e sentido.

Exercicio 1 - Opgao 2 - Jogo

A esséncia do exercicio anterior também pode ser apresentada em forma de um
jogo, como sera descrito a seguir.

Desenhe uma tabela com 7 linhas e 7 colunas no chao da sala, de modo que em
cada célula caiba os pés de um aluno;

Divida a sala em duplas;

Um integrante da dupla fica com os olhos vendados e é colocado pelo professor
em qualquer posi¢ao na tabela; o outro deve guia-lo até a célula pré-estabelecida
pelo professor somente com orientacoes verbais;

Ganha o jogo a dupla que conseguir chegar ao "destino"com o menor niimero de
passos.

Obs.: As duplas nao precisam competir ao mesmo tempo. Basta que o professor
anote no quadro o ntmero de passos contabilizados por cada dupla.

Se feita em forma de jogo, as alternativas descritas na 1* opcao devem ser adapta-
das e discutidas posteriormente com os alunos.

Exercicio 2 - Diferencga entre grandezas escalares e grandezas vetoriais

Observe as duas situagoes a seguir:
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(I) Sabendo que o ponto A deslocou-se 4 unidades de comprimento, qual é sua nova,
localizacao?

Figura 5.2: Grandezas escalares X Grandezas vetoriais
¥

]

Fonte:Autora

(IT) A aula de Matematica na escola de Luiz tem inicio as 13:00 e término as 14:40.
Ja se passaram 45 min de aula. Que horas sao?

A) E possivel resolver as duas situacdes propostas com as informacoes dadas?

B) Qual é a grande diferenga entre elas?

Ao comparar as duas situagdes propostas, o objetivo é que se perceba a diferenga
dessas duas grandezas. Na primeira situagao, varias possibilidades para a resposta
somente com essas informacoes, ou seja, nao da para determinar precisamente a nova
posicao do ponto A. J& na segunda situgao, temos uma tinica solugdo com a informagao
que foi passada.

Exercicio 3 - Notacao vetorial

Na situacao (I) da atividade anterior, suponha que o ponto A se deslocou 5 uni-
dades de comprimento horizontalmente para a esquerda e 3 unidades de comprimento
verticalmente para cima; chame esse ponto de A’.

A) Represente o ponto A’ no plano.

B) Ligue A e A’ com um segmento de reta.

Uma vez que o aluno ja concluiu com as atividades 1 e 2 que certas grandezas
exigem "trés orientagoes" (dire¢ao, modulo e sentido), essa atividade fecha a primeira
etapa do reconhecimento das grandezas vetoriais e escalares e introduz a notagao de
vetores a partir do conhecimento de segmento de reta ligando dois pontos. Esse tltimo
exercicio tem a finalidade de introduzir a préxima aula.

Aula 02

e Conteudo a ser desenvolvido:
Defini¢ao de médulo, direcao e sentido de segmentos orientados;

Definicao de segmentos equipolentes;
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Definicao de vetores.
e Objetivos: Formalizar os conceitos vistos na aula anterior.
e Metodologia: Aula expositiva.

e Descrigao: O principal objetivo dessa aula é formalizar os conceitos da aula an-
terior e acrescentar algumas definicoes com uma linguagem adequada e acessivel
a faixa etaria. Desse modo, sugere-se que as defini¢oes sejam escritas no quadro
e uma breve explicacao seja dada, relembrando as conclusoes da aula anterior,
e acrescentando exemplos e desenhos, caso seja necessario. Assim os alunos es-
tarao preparados para, em seguida fazer, os exercicios propostos. A resolucao
das atividades na sala e em grupo é sempre muito proveitosa quando os alunos
aderem a proposta do professor, por isso a sugestao é que seja feito dessa forma.
Enquanto os alunos fazem os exercicios, é de suma importancia que o professor
os acompanhe nas carteiras para ter o retorno do que ficou claro ou nao, a fim
de que no momento de correcao se garanta que todas as duvidas surgidas na
resolucao sejam discutidas e sanadas.

Definigao 7. Um segmento de reta orientado é um segmento de reta AB no qual se

fixou um sentido de percurso: o segmento de reta orientado AB é o segmento de reta
AB com sentido de percurso de A para B, nesse caso, dizemos que A é a origem e

B é a extremidade do segmento orientado AB. Da mesma forma, o segmento de reta

—
orientado BA é o segmento de reta AB com sentido de percurso de B para A, nesse
caso, B é a origem e A é a extremidade do segmento orientado.

Um segmento orientado zﬁ é representado geometricamente pelo segmento de reta
AB acrescido de uma seta na extremidade B, que caracteriza visualmente o sentido do
percurso "de A para B", pode ser verificado por meio da figura 5.3.

Figura 5.3: Segmento orientado

o
\

Fonte:Autora

Definigcao 8. O mo6dulo de um segmento orientado (@), figura 5.4, ¢ dado pela
distancia entre os pontos A e B e o representamos da forma |AB)|.
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Figura 5.4: Mo6dulo de um segmento orientado
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Fonte:Autora

Exemplo

Seja A=(0,2) e B=(3,1). Vamos determinar o médulo do segmento orientado AB.
Pelo definicao, temos que

‘,@‘:d(A,B):\/(?)—O)? 1272 = /31 (-1 = V0.

Definicao 9. Dizemos que dois segmentos orientados tém a mesma diregao quando
sao paralelos ou coincidentes.

Definicao 10. Considere dois segmentos orientados distintos E e C@ que possuem
mesma direcdo. Considere a reta AB, que contém os pontos A e B, e a reta C'D, que
contém os pontos C' e D.

a: Se as retas AB e CD forem distintas, dizemos que Ag eC 23 tém o mesmo sen-
tido quando os segmentos de retas AC e BD tiverem intersecao vazia. Caso contrario,
ou seja, se os segmentos de retas AC e BD nao tiverem intersecdo vazia, dizemos que

AB e C'D possuem sentidos opostos.

Figura 5.5: Segmentos orientados com o mesmo sentido

A

Fonte:Autora
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b: Se as retas AB e CD forem coincidentes, tome um ponto A’ ¢ AB e a tnica
reta s que passa por A’ e que é paralela a reta AB. Em seguida, tome um ponto B’ € s

. Y= ? .
de modo que os segmentos orientados A’B’ e AB possuam o mesmo sentido (conforme
item (a)). Dizemos que os segmentos orientados AB @ tém o mesmo sentido se

os segmentos orientados A'B’ e C 23 tiverem o mesmo sentido, caso contrario, dizemos
que os segmentos orientados A§ eC 23 possuem sentidos opostos.

Figura 5.6: Segmentos orientados com sentidos diferentes

Fonte: Autora

Exemplo:
Figura 5.7: Direcao e sentido de segmentos orientados
By D
K
L
E \ g
G "H
! J
A C M
Fonte:Autora
Na figura 5.7,

° /@ e ﬁ tém mesma direcao e sentidos diferentes;
° ﬁ e lej[} nao possuem mesma diregao;

—72 j . .
e JK e ML possuem mesma dire¢cao e mesmo sentido.

Agora que ja sabemos o que é modulo, direcao e sentido, podemos definir as gran-
dezas que vimos na aula passada.

Definicao 11. Grandezas vetoriais sao aquelas que possuem modulo, direcao e
sentido.
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Obs.: Neste momento, relacionar as grandezas vetoriais com as atividades da aula
anterior. O professor pode citar, inclusive, mais exemplos de grandezas vetoriais.

Definicao 12. Dois ou mais segmentos sao equipolentes quando possuem o mesmo
modulo, direcao e sentido.

Exemplo N
Observe, novamente, a figura 5.7. Repare que JK e M I, sio equipolentes, uma vez
que possuem mesmo modulo, diregao e sentido.

Definicao 13. Quando os segmentos de reta orientados 1@ e c‘*ﬁ sao equipolentes,
dizemos que eles representam o mesmo vetor. Assim, o vetor determinado pelo seg-

mento orientado AB é o conjunto de todos os segmentos orientados equipolentes a A
e representamos da forma W = AB.

Exercicios Propostos
1) O que é necessario fornecer as grandezas vetoriais para que elas fiquem perfeita-
mente caracterizadas? Qual é diferenca entre as grandezas escalares e vetoriais?

2) No plano cartesiano abaixo, temos alguns pontos representados. Em cada alter-

nativa, indique a notacao do segmento orientado determinado pelos pontos dados, sua
direcao, modulo e sentido, conforme o exemplo.

Figura 5.8: Pontos no plano cartesiano

Fonte:Autora

Exemplo: Origem D e extremidade F'
e Notacao de segmento orientado: 177 .

e Diregao: Vertical
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o Modulo: [DE| = /(-3 132+ (-3 —3)2 =6 u.c.
e Sentido: ﬁ - De cima para baixo.

A) Origem A e extremidade B
B) Origem A e extremidade C
C) Origem C e extremidade D
D) Origem C e extremidade E
E) Origem D e extremidade E

3) Responda as questoes abaixo:

(a) O que um conjunto de segmentos orientados devem ter em comum para repre-
sentarem o mesmo vetor?

(b) Quais dos segmentos abaixo representam um mesmo vetor? Justifique a sua
resposta.

Figura 5.9: Vetores

L

-
[

Fonte:Autora

Comentarios e solugoes: Os exercicios propostos nessa aula sao um pouco menos
intuitivos e mais formais dos que os vistos na aula 01. Com a evolugao da sequéncia,
aspira-se conseguir um pouco mais de formalizagao e desenvolvimento algébrico.

1) Com esse exercicio, presume-se que o aluno saiba reconhecer uma grandeza ve-
torial e diferencia-la de uma grandeza escalar a partir da definicao formal apresentada
nessa aula.

R.: Moédulo, diregao e sentido. A diferenca é que as grandezas escalares sao perfei-
tamente caracterizadas por um nimero, enquanto as vetoriais nao.

2) O reconhecimento da existéncia de segmentos orientados a partir de dois pontos
no plano, assim como abstragao em reconhecer um segmento que nao esté tragado, mas
que possui modulo, dire¢cao e sentido, sao as principais caracteristicas dessa questao.
Com ela, o aluno vai utilizar as defini¢goes de segmento orientado, modulo, direcao e
sentido.

R.: A) ﬁ; Horizontal; 5 u.c; esquerda para a direita. B) 1@; Vertical; 3u.c; cima
para baixo. C) C'D; Horizontal; 8u.c; direita para a esquerda. D) CFE; Horizontal,
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13u.c; direita para a esquerda. E) ﬁ ; Horizontal; 6u.c; direita para a esquerda.

3) Esse exercicio tem a fungao de introduzir a ideia de vetores como um conjunto
de segmentos orientados. Mesmo nao sendo tao exigente, ele trabalha os conceitos e a
parte geométrica para que seja possivel uma consolidagao melhor a partir do visual.

R.: (a) Esses segmentos devem ser equipolentes, ou seja, devem ter o mesmo mo-
dulo, dire¢ao e sentido. (b) Os pares que representam os mesmos vetores sao ﬁ e
CTH} ; m e O_I->7 Os segmentos @ e ﬁ nao representam um mesmo vetor porque
nao possuem o mesmo modulo nem o mesmo sentido, assim como os segmentos J‘% e
17( que nao possuem a mesma direcao.
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Aula 03

e Contetido a ser desenvolvido: Operagoes com vetores (Soma e multiplicagao
por um escalar).

e Objetivos: Introduzir as operacoes de soma de vetores e o produto de um
nimero por um vetor com a mesma diregao.

e Metodologia: Resolugao de problemas.

e Descrigao: Essa aula é composta de 4 problemas que devem ser distribuidos
pelo professor no inicio da aula, para que os alunos tentem resolver em grupos
buscando usar os conceitos vistos nas aulas anteriores e procurando concluir novos
resultados que serao formalizados posteriormente com a correcao.

Exercicio 01 - Vetores com diregao horizontal
Matheus esté fazendo uma viagem da cidade A para a cidade C. A fim de garantir

que nao vai ficar sem gasolina no caminho, Matheus decidiu abastecer na cidade B. A
situagao esta representada na figura 5.10.

Figura 5.10: Percurso de Matheus
Y (km)

— . o * X (km)
A(0,0) B (50,0) C(112,0)

Fonte:Autora

A) Como podemos indicar o deslocamento de Matheus da cidade A a cidade B por
meio de vetor? Qual é o mdédulo desse vetor?

B) E da cidade B a cidade C? Qual ¢ o moédulo desse vetor?
C) E da cidade A a cidade C? Qual é o modulo desse vetor?
D) Qual a relagao entre os modulos desses vetores?

O objetivo dessa atividade é que o aluno conclua, a partir da distancia entre dois
pontos, que ]1@] + ]B?] = \/ﬁ]
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Exercicio 02 - Vetores com a mesma diregao

Maria pretende fazer um percurso de bicicleta que esta dividido em trés etapas.
No primeiro dia, ela saira do ponto E e seguira até o ponto D. No segundo dia, Maria
continuaré a prova do ponto D até o ponto C e, no ultimo dia, ir4 do ponto C ao ponto
F, onde finalizara a trajetoria. Veja a figura 5.11.

Figura 5.11: Percurso de Maria

=§ |=4 |=3 |=

Fonte:Autora

A) Qual é o moédulo dos vetores ﬁ, @, ﬁ e ﬁ?
B) Qual ¢ a relacgao entre os modulos desses vetores?
C) Suponha que Maria ja chegou ao ponto C. Quanto do percurso ainda falta para

se percorrer? E possivel representar quanto falta do percurso para ela percorrer usando
diferenga dos modulos de alguns vetores? Como ficaria essa relagao?

R.: A) |ﬁ| = 2V/2; |ﬁ| = V2 |ﬁ| ~V2e |ﬁ| =4y/2. B) Tem-se que
|ﬁ| = |E"ﬁ| + |ﬁ| +|CF|. C) Faltam |C'F| = /2 u.m. para se percorrer. |ﬁ| =
[EF| - [ED| - |DC.

Obs.: Neste exercicio, o professor pode explicar que, se representarmos o desloca-
mento por um caminho retilineo de um ponto A para um ponto B pelo vetor @ , entao
o deslocamento total de Maria pode ser representado na forma: ﬁ = ﬁ+D —1—(7? .

Exercicio 03 - Multiplicagao de vetores por um ntmero natural

Imagine que no exercicio 01 Matheus tenha errado o caminho e andou, na diregao
e sentido corretos, o dobro do que deveria, chegando ao ponto E.

A) Faga o esbogo dessa situagao, representando o ponto E no plano cartesiano.

B) Quantos quilometros ele percorreu ao todo?
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C) E possivel representar o quanto ele andou em funcao do vetor fﬁ? Como seria?

Mesmo nao tendo escrito o ponto E na atividade 1, acredita-se que, a partir das
aulas anteriores, o aluno ja saiba representar esse ponto com as informacoes dadas.
Portanto, que ele abstraia e desenhe a situacao como ficaria. A palavra dobrar sugere
que o aluno pense na multiplicacao por pelo ntimero natural 2 ou como a soma do
comprimento de dois segmentos de mesmo tamanho.

Respostas: A) E—(124,0); B) 112-2 = 124km; C) |AE| =2 - |AB|
Exercicio 04 - Vetores com sentido opostos

Carol esta saindo da cidade T onde mora para visitar sua tia, que se encontra na
cidade R. Para percorrer esse caminho, ela tera que passar pela cidade P, local em que
fara uma parada para lanchar. Infelizmente, seu GPS parou de funcionar em P e ela foi
para a cidade Q, que apesar de ficar & mesma distancia de P, esta no sentido contrério
do que ela pretendia ir, conforme figura 5.12.

Figura 5.12: Situagao de Carol
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Fonte:Autora

Obs.: Aqui, novamente, cabe uma observacao do professor: representando o deslo-
camento total que Carol deveria fazer da cidade T a cidade R pelo vetor ﬁ, ao incluir
a parada na cidade P, terfamos: ﬁ:ﬁ + P_}é

A) Qual é a diferenga entre os vetores ]Tf% e R?? Eles possuem a mesma diregao,
modulo e sentido?

B) Complete o () para representar de fato a rota que ela realizou.
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TG -TP +( ).

R.: A) Os vetores ﬁ e R? possuem mesmo moédulo, mesma diregao, mas estao

em sentidos opostos. (O professor pode introduzir a notagao R? = —ﬁ) B) 7@ =
TP + PG.

Exercicio 05 - Multiplicagao de vetores por um ntmero racional

No exercicio 02, suponha que, na ultima etapa, Maria tenha conseguido percorrer
um terco do caminho de C a F.

A) A qual distancia ela ficou da chegada?

B) Quanto do caminho da terceira etapa ela percorreu?

C) Voce seria capaz de descrever o quanto ela percorreu ao todo (desde o ponto E),
usando os vetores Eﬁ, @ e C? ? Como ficaria?

A partir desse exercicio, que exige um pouco mais de abstracao, a intencao é esten-
der o conceito de multiplicacdo de vetores por um escalar racional. E claro que néo se
espera que o aluno tire dos exercicios todas as conclusoes sozinho. Por isso, é crucial a
orientacao do professor em todas as questoes.

2v/2
R.: A) Ela ficou a uma distancia de 3 da chegada. B) Ela percorreu um tergo

2
da terceira etapa, ou seja, ela percorreu 5 u.m. da terceira etapa. C) Ela percorreu

ao todo |Eﬁ| + |58| + %\C?|

Definigao 14. Considere um vetor ¥ e um nimero real o # 0. Definimos o produto
do numero real « pelo vetor 7, denotado 0z7, da seguinte forma:

(a) Se ¥ énulo ou a = 0, entdo a @ é nulo.

(b) Se ¥ nio é nulo e av # 0, entao oV é definido pelo comprimento, direcao e sentido
descritos a seguir:

e 0 comprimento de at é igual ao comprimento de o multiplicado por |al;
e a7 possui mesma direcao de 7;

e a7 e U tém mesmo sentido se o > 0, e sentidos opostos se a < 0.
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Aula 04

Contetido a ser desenvolvido: Soma de vetores.

Objetivos: Entender a soma de vetores pelas regras do poligono e paralelogramo.

Metodologia: Aula expositiva e resolucao de exercicios.

Descrigao: Essa aula sera dividida em dois momentos. No primeiro momento,
o professor entregara o exercicio 1 aos alunos, que deverao resolvé-las em grupo.
No segundo momento, o professor faré a correcao e discussao das questoes, para,
entao, formalizar os conceitos com as defini¢oes, que serao passadas no quadro
e registradas nos cadernos. Apoés a explicagao e anotacao dos alunos, o profes-
sor resolvera o exercicio 2 no quadro, junto com os alunos. Ao final da aula,
o professor entregara uma atividade com exercicios que deverao ser resolvidos
individualmente e em casa, a fim de dar um tempo para a assimilacao de todo o
conteudo visto.

Exercicio 1 - Soma de vetores

Cissa esta caminhando em uma trilha, descrita na figura 5.13 do ponto B ao ponto
A, com seus amigos. Luis e Joao estao bem adiantados e ja se encontram no ponto E,
enquanto ela estd com um grupo maior no ponto C. Como nao tem muita experiéncia
em trilhas, Joao acabou caindo e torcendo o pé no ponto E. Luis nao conseguiu carregar
o amigo até o fim do trajeto e ficou esperando a equipe de apoio chegar. Como esta
de moto no ponto C e esta preocupada em socorrer Joao, a equipe de apoio escolheu
fazer o caminho mais curto para chegar a Joao, em menos tempo.

Figura 5.13: Soma de vetores

Y

Fonte:Autora
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A) Lembrando que a equipe sairda do ponto C e deseja chegar ao ponto E, qual é o
caminho mais curto? Faga o esboc¢o no desenho.

B) Por esse caminho, qual é a distancia percorrida?

C) Qual foi a distancia percorrida por Joao e Luis do ponto C ao ponto E? Foi a
mesma percorrida pela equipe de apoio?

D) Esta correto escrever |@| + |5§\ = \C?\ ?

Na aula anterior, os alunos viram soma de modulos de vetores com a mesma di-
recao. Esse exercicio tem a finalidade de desconstruir que o resultado visto na aula
anterior se estende para vetores com diferentes direcoes.

Respostas: A) O caminho mais curto é o segmento de reta que liga C a E. B) ]ﬁ ]

~ V116 = 2v/29. C) |CD| + [DE| = VI8 + V50 — 3v2 + 5v2 — 82 D) Nao, ja
que por B) e C) tem-se \@| + |ﬁ]: 8v/2 # |C@|: 2v/29

Definigao 15. (Regra do poligono) Dados dois vetores nao nulos no plano @ e ﬁ ,
o vetor soma @ + EF é determinado da seguinte forma: desenhamos um segmento
orientado com mesmo modulo, dire¢ao e sentido de C'D (ou seja, desenhamos um
representante de @) cuja extremidade coincide com a origem do vetor ﬁ . O vetor
soma C'D + ﬁ é determinado pelo segmento de reta orientado que liga a origem desse
representante de @ com a extremidade de FF', nesse sentido de percurso.

Figura 5.14: Soma de vetores - Regra do poligono

Fonte:Autora

Defini¢ao 16. (Regra do paralelogramo)

Dados dois vetores nao nulos no plano C"ﬁ e ﬁ , também podemos determinar o
vetor soma C@ + ﬁ usando a chamada Regra do paralelogramo: desenhamos um
representante do vetor Cﬁ cuja origem coincide com a origem do vetor EF'. O vetor
soma C'D + EF sera determinado pela diagonal do paralelogramo formado partindo
da origem de ﬁ .
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Figura 5.15: Soma de vetores - Regra do paralelogramo

—_—
EF

—_— S tmErcl

e o "

II
— -
A
—

Fonte:Autora

Exercicio - Representacao geométrica da soma de vetores no plano

1) Observe a figura 5.15. Represente geometricamente no plano a soma de vetores
e calcule seu modulo em cada caso.

Figura 5.16: Soma de vetores - Exercicio

y
N
4
A B D E
L] . ] e .
F G H | J
. e e vy 1 [
K L M N (0]
- e . Tm e
P Q R S T
Py b
PR YR Y A 1 2 3 ;2 X
P L Ve
Y
-2 .
X
L ] -3
4

Fonte:Autora
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—
G) XT + SU
Respostas:
A)
Figura 5.17: Soma de vetores - I[tem A
37
A [AD+AR| = VI3
E.
J
o
T-
4 1 ) 3 1 2 X
=1 u Y Vc
-2 Y-
s - -3
Fonte:Autora
B)

Figura 5.18: Soma de vetores - Item B

37
N —_»1 — e
4 |[EA+ EU| =+/32

- =3

-4

Fonte:Autora
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Figura 5.19: Soma de vetores - Item C
V
i |BL+GJ| = VI3
AR GO E]
F G | L
. ] - 3
K L M N 0
. ( . 1 -\\
P Q R S T
Sy g e H 1 2 3
—1 u - V.
-2 Y.
X
- —3
4
Fonte:Autora
Figura 5.20: Soma de vetores - Item D

¥

i |0 +310| = V20

Fonte:Autora
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E)
Figura 5.21: Soma de vetores - Item E
y
i [TV 40| = Vs
ABE o
- - L ] . L ]
il H
a L] - 2 L 3
K L ™M N o
- L ] L ] T -
PO RS T
i b o) 11 0 1 2 3 1 ?X
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-2 i 9
X
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4
Fonte:Autora
F)

Figura 5.22: Soma de vetores - Item F
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Fonte:Autora
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Figura 5.23: Soma de vetores - Item G
b

N (X7 - v
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F G H 1 J
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Fonte:Autora

Atividade para casa

1) A figura 5.24, representa um paralelepipedo retangulo. Decida se cada uma das
alternativas sao verdadeira ou falsa. Nao esqueca de justificar suas respostas.

Figura 5.24: Atividade final 1

Fonte WINTERLE, P. Vetores e Geometria Analftica
A) EF =GH B) |GC| = | BA| C) HE = AC
D) |HF| = |AC] E) AB = HC F) AD = BC
Q) |GE| = |AD)| H) BD — FH 1) AD = EH

2) Apresente graficamente o vetor U + U em cada situacao a seguir.

3) (UNESP) No ensino médio, as grandezas fisicas costumam ser classificadas em
duas categorias. Na primeira categoria, estao as grandezas definidas apenas por um
numero e uma unidade de medida; as grandezas da segunda categoria requerem, além
disso, o conhecimento de sua direcao e de seu sentido. Como sao denominadas as duas
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Figura 5.25: Atividade final 2

—_
v
— - -
u v v -
u
—
u
— - - -
v u v u
_—— — ——

Fonte WINTERLE, P. Vetores e Geometria Analitica (adaptada)

categorias, na sequéncia apresentada?

4) Considere o paralelogramo ABCD na figura abaixo. Sejam M e N os pontos
médios de ﬁ e AB, respectivamente. Determine:
Figura 5.26: Atividade final 4

/D M C
A N B

Fonte WINTERLE, P. Vetores e Geometria Analitica

A)E+ﬁ B)E+/@ C)ﬁ+,@
D) DA + DM E) MB + MD F) AC + BA

5) No triangulo ABC, tem-se que m = %ﬁ e B—]>\7 = %B? Expresse m e F\f

em funcao de 1@ e @ .

Figura 5.27: Atividade final 5
A

B - C
N M

Fonte WINTERLE, P. Vetores e Geometria Analitica

Respostas:

1) A) F. Nao tem o mesmo modulo, diregao e sentido.
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B) F. O paralelepipedo é retangulo, logo os lados nao sao todos congruentes.
C) F. Nao possuem a mesma diregao.
D) V. Ambos sao hipotenusas de triangulos congruentes.
) V. Possuem o mesmo modulo, diregao e sentido.
F) V. Possuem o mesmo modulo, dire¢ao e sentido.
G) V. Propriedade do paralelepipedo.
H) V. Possuem o mesmo modulo, dire¢ao e sentido.
I) V. Possuem o mesmo modulo, dire¢éo e sentido.

2)

Figura 5.28: Atividade final - solugao 2

=4

<4
+
=4

veu v +u

Fonte Autora

3) Escalares e vetoriais.

4) A) AC' B) AC C) DB D) DN E) MN F) BC
5) AM — AB + 1B ﬁzﬁ+§ﬁ
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5.3 Uma proposta de sequéncia didatica no Ensino
Médio

Na proposta de sequéncia didatica para o Ensino Médio, a dindmica das aulas é di-
ferente da apresentada para o Ensino Fundamental. Para esse nivel escolar, o objetivo
¢ formalizar e aprofundar os conceitos geométricos vistos na etapa anterior, traba-
lhando algumas demonstragoes que ja foram aplicadas no estudo de geometria plana,
por exemplo.

Nessa sequéncia, considera-se que o conteido de vetores seja abordado depois de
Geometria Analitica, portanto, espera-se que os alunos dominem esse contetido para
que se possam ter um aproveitamento melhor e seja possivel a comparacao dos métodos
na resolucao de problemas.

As 3 aulas que compoem essa sequéncia didatica sao compostas de defini¢oes, exem-
plos e exercicios propostos, que poderao ser resolvidos pelos alunos em grupo. Na pri-
meira aula, o professor deve, inicialmente, revisar, junto com os alunos, os conceitos
relacionados ao segmentos de reta orientados, apresentados na propostas para o Ensino
Fundamental, a fim de contextualizar e relembrar aos alunos os conceitos ja estudados.
Ao final da terceira aula, é apresentada uma atividade que devera ser resolvida pelo
aluno em casa.

Aula 01

e Contetudo a ser desenvolvido:
Vetores no plano;
Introducao ao tratamento algébrico de vetores no plano;

Operagoes de soma e produto por escalar.

e Objetivos:
Definir as componentes de um vetor no plano;
Estabelecer igualdade entre vetores em relagao as componentes;

Apresentar as operagdes com vetores (soma e multiplicacao por escalar) em rela-
¢ao as componentes;

Reconhecer que um vetor é combinacao linear de outros dois.

e Metodologia: Aula expositiva e Resolugao de problemas.

Vetores no plano

O conceito de vetor esta relacionado aos conceitos de modulo, diregao e sentido.
Esses conceitos ja foram estudados (segundo a proposta deste trabalho) no Ensino

Fundamental, e estava relacionado aos conceitos de segmentos de reta orientados e
grandezas vetoriais.

Conceitos a serem revisados na primeira parte da aula:
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Grandezas vetoriais;

Segmento de reta orientado e sua representagao grafica;

Modulo, direcao e sentido de um segmento de reta orientado;

Segmentos de reta orientados equipolentes.

Definigao 17. Dados os pontos A e B no plano xQOy, definimos o vetor determinado

pelo segmento orientado AB, denotado por ¥ = AB, como o conjunto de todos os
segmentos orientados equipolentes a AB. Cada segmento orientado equipolente a AB

é chamado de um representante do vetor AB.

Observe que segmentos orientados com mesma dire¢ao, mesmo sentido e mesmo
modulo (comprimento) representam o mesmo vetor. Portanto, se AB e C'D sao equi-

polentes, entao AB = C'D. A diregao, o sentido e o moédulo do vetor sao definidos
como sendo a dire¢ao, o sentido e o moédulo de qualquer um dos segmentos orientados
representantes, respectivamente.

A representacao gréafica de um vetor v é dada pela representagao geométrica de
qualquer um dos seus representantes.

Figura 5.29: Representantes de um vetor

s
Y

Fonte: Autora

Na figura 5.29, observe que temos 6 segmentos orientados, com origens em pontos
diferentes, que representam o mesmo vetor, pois possuem a mesma dire¢ao, mesmo
sentido e 0 mesmo comprimento.

O vetor determinado pelo segmento de reta orientado nulo é chamado de vetor
nulo, e é usualmente denotado por v = 0.
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Dois vetores nao nulos sao ditos colineares quando possuem a mesma direcao.

Dados dois vetores nao nulos vf e 3 e ndo colineares no plano xOy, entdo qualquer
vetor @ (pertencente ao plano) podera ser decomposto segundo as diregoes e vs:

Figura 5.30: Combinacao linear de vetores

{Ilﬂ_'f

=)

Fonte:Autora

Nesse caso, escreve-se U = aq U_f + agv_g e se diz que U 6 uma combinagao linear
de v_f e v_%, onde a; e ay s20 nameros reais e o conjunto B={wvy,vs} é chamado de base
do plano.

Os numeros a; e as sao chamados componentes ou coordenadas de . Nesse
caso, o vetor U pode ser representado analiticamente por

17: (al,a2).

Na pratica den_t)re todas as bases possiveis, a mais utilizada é a formada pelos ve-
tores 1+ = 0Q e j = ﬁ{, em que O = (0,0), @ = (1,0) e R = (0,1). Essa base é
chamada de base canénica do plano xOy.

No que segue, essa serd a unica base considerada. Assim, ao escrevermos ' = (z,y),
estaremos escrevendo ¥ = xt + yJ.

Observe que, as componentes x e y do vetor v = (z,y) coincidem com as coorde-
nadas do ponto final do representante de ' que tem ponto inicial na origem.

Figura 5.31: Componentes um vetor

b4

A

<t

y

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica
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Exemplo: Dado o vetor ¥ = ﬁ no plano xOy, em que P = (4,3), entao temos
que ¥ = (4, 3), ou seja, (4,3) sdo as componentes do vetor ¥ na base candnica.

Figura 5.32: Exemplo de componentes de um vetor

y
A

<4

- (4,3

Fonte:WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica (adaptada)

Operagoes com vetores no plano

Igualdade de Vetores

Defini¢ao 18. Dois vetores @ = (21,11) ¢ U = (&2, 12) sdo iguais se, e somente se,
T1 =22 €Y1 = Yo

Exemplo: Os vetores @ = (x+4,1) e v = (5,y — 3) sdo iguais se z +4 =5 e
l=y—3. Assim,se @ — U,entdox=1ley=4ed — ¥ = (5,1).

Soma de vetores e multiplicagao de vetores por um escalar

Definicdo 19. Sejam « = (x1,71), v = (x2,y2) e € R, entao, definimos a soma de
U e U, U+ U, e o produto de « e u, i, por:

° 7 —+ 7 = (231 + 22, Y1 —l-yg).

o oW = (axy,ayy).

Obs.: Usa-se anotacao t - ¢ para denotar a soma u + (—1)7 = (z1—x2, 11 —Y2).
E diz-se que U-T éa diferenca de u por 7.

Exemplo: Considere os vetores @ = (5,—3) e ¥ = (1,10).

Entao, temos que:

(a) W + U = (5+1,-3+10) = (6, 7)

(b) 7 -7 =(5—-1,-3—10) = (4,—13)

(¢) —2U = (—=2-5,—2-(=3)) = (-10, 6)
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Exercicios Propostos

1) Determine m e n € R para que as igualdades sejam verdadeiras.

A) (5+m,-2n) = (3m, n-7)

B) (m-4n,8) = (n+5, m-1)

C) (m?2—=3,n+9) = (n2+n—4,m?+1)

2) Dados W= (2 ,1), ¥=(-1, 0) e W=(3,4), calcule:

AT+

B) W + W

Q)7 -d
D)W + 7 -4

E) 3 - 47 - 20

F) 2% - 2@
R:1)A)m=2en=1

B)szenz%
C)n=3=>m=+V1llen=-3=>m==%V5
2)A) (1,1)  B)(5,5) C)(4,-4) D)(-2-3) E)4-5) F)(-§

Y

wloo

)
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Aula 02

e Conteudo a ser desenvolvido:
Vetor determinado por dois pontos;

Paralelismo de dois vetores.

e Objetivos:
Determinar as componentes de um vetor a partir de dois pontos;

Identificar quando dois vetores sao paralelos.

e Metodologia: Aula expositiva e Resolugao de problemas.

Vetor determinado por dois pontos no R?

Definigao 20. Sejam A = (z1,y1) e B = (x2,y2) dois pontos no plano xOy. Considere
o vetor ¥ = AB. Queremos determinar as componentes do vetor 7. Se ¥ = (x,y),
entdo x e y sao as coordenadas do ponto P = (x,y) no plano que ¢ a extremidade do
representante de ¥ que parte da origem O = (0,0). Se AB e O? sao representantes
de um mesmo vetor (ou seja, possuem mesmo comprimento, sentido e dire¢ao). Isso
implica que os segmentos de reta AP e BO possuem o mesmo ponto médio, ou seja,
vale a igualdade

1+ 1ty To+0 yo+0 r1+xr ax+0 y14+y  y24+0
_—, — _—, {:} — e g <:>
2 2 2 2 2 2 2 2

ST =T2— T Y=Y — Y1.

Logo, concluimos que, v = B = (22 — 1,92 — y1). Também podemos denotar
esse resultado por v = E = (xg — x1,92 — 1) =B — A.

Sabe-se que o vetor ﬁ tem infinitos representantes, dentre eles um dos mais uti-
lizados é, justamente, aquele que possui origem no ponto O = (0,0) e extremidade em
P = (x9 — x1,y2 — y1). Por isso, o representante OP é chamado de vetor posigao de

AB

Exemplo: Considere os pontos A = (5,2) e B = (6,4). Entao, tem-se que AB -
(6-5,4-2)= (1,2) e OP — (1,2) representado com origem em O = (0,0) é o vetor posigao
de AB.

Paralelismo de dois vetores

Defini¢do 21. Dois vetores ndo nulos @ = (z1,11) ¢ U= (3,12) sdo paralelos se
existir a € R tal que U = a?, ou seja,

.’L’1—OéZL'28y1—Oéy2:>$2 o e .

<
N
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Figura 5.33: Vetor Posicao

4Y
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Fonte:Autora

Assim dois vetores sao paralelos quando suas correspondentes forem proporcionais.

—2
Exemplo: Os vetores @ = (—6,2) ¢ ¥ = (9, —3) sdo paralelos, porque —6 = ?(9)

J4 os vetores W= (—1,2) e T= (4,6) nao sao paralelos, ja que ’Tl + %.
Exercicios Propostos

1) Considere os pontos A = (5,2), B = (4,-3), C =(—1,0) e O = (0,0). Deter-

mine as componentes do vetores abaixo:

A) AB

B) AC

C) BC

D) AB - AC

E) BC + OA

F) OB - 2 OC

2) Nas alternativas A, B e C calcule o ponto médio de cada segmento.

3) Determine a e b de modo que os vetores @ —(4,2) ¢ T=(10,a) ¢ w = (b, 4) sejam
dois a dois paralelos.

1)A)( ,-5) B)
( 3 (2

1 (_67 _2) C) (_5a 3) D) (57 _3) E) (07 5) F) (67 _3)
%» ) B)(21 )
9, b=8
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Aula 03

e Conteudo a ser desenvolvido:
Produto escalar de dois vetores;
Modulo de um vetor;

Angulo entre dois vetores.

e Objetivos:
Definir o produto escalar de dois vetores no R?;
Definir médulo de um vetor;

Determinar o angulo entre dois vetores a partir de suas componentes.

e Metodologia: Aula expositiva e Resolucao de problemas.

Definicao 22. Chama-se produto escalar ou produto interno de dois vetores
7:(3:1, y1) e 7:(3:2, Y2), representado por W - U, ontmeroreal U - U = 122+ Y1y

O produto escalar de W com U também pode ser escrito como <7, U>elese W
escalar 0.

Exemplo: Considere os vetores @ —(5,3) e ¢ —(9, —4). Entéo
U -V =5(9)+3(—4) =45 — 12 = 33.

Definigio 23. Norma de @ —(z, ), denotado por || ¢ o nimero real nao negativo
|7|:\/CL‘2 + 42, ou seja, a norma de @ é o comprimento de qualquer um de seus repre-
sentantes.

Exemplo: Seja 7 = 1@, em que A = (2,5) e B=(8,3) =. Assim, temo que
~ AB - (8 —2,3—5) = (6,—2). Portanto, |0|=/6% + (—2)% = /36 + 4 = /40.

—
Definicao 24. O angulo entre dois vetores nao nulos U =0Ae = O@, em que
O = (0,0), é o angulo # formado pelas duas semirretas de mesma origem em O e que
contém os segmento de reta OA e OB, respectivamente.

Figura 5.34: Angulo entre dois vetores

Fonte:Autora
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Repare, na figura 5.34, que 1@ é igual a V- Aplicando a Lei dos Cossenos no
triangulo OAB, temos:

1V — WP = |V + | =2/ V|| |cos ().

Por outro lado, usando a definicao de produto escalar e desenvolvendo \7 — 7|2,
obtemos:

WV - WP =T -27 A

entao

[T+ [ = 2/ W[ feos(6) = | V2 + [ = 27 - ¥

Logo,

VU = ||| cos(h), para 0 < 6 < 180°.

A partir do resultado acima, podemos concluir que, se § = 90°, entao v U = 0.
Portanto, dizemos que dois vetores 7 e U sdo ortogonais quando o - U =0.

Exemplo: Considere 7= (1,10) e @ = (-5,6). Vamos determinar o dngulo entre
eles.

Pelo resultado acima, tem-se que

VW = ||| cos ().
Como

V- = —5(1) + 6(10) = =5 + 60 = 55

||| |cos(0) = V12 + 102/ (=5)2 + 62 cos (0) = V10161 cos (0) ~ 78,49 cos (6),
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temos que

25
55 =178,49cos () = cos(0) =~ = = 0 = arco cosseno 0,7

Exercicios propostos

1) Na figura abaixo esta representado o triangulo ABC.

Figura 5.35: Triangulo ABC

(5,5 A WY

Fonte:Autora

Determine:

A) AB - AC
B) AB - BC
)|AB

) |BC]|
) |AC|
) O angulo 6 entre BA ¢ AC

H T Q

F
G) O angulo « entre AB e BC
H) O angulo ~ entre z@ e Cﬁ

Respostas:

1) A) 60 B) -62 C) V122 D)V74  E)6v2  F)0=arcosz
G) a = arcos \/ﬁ(’;\/ﬁ H) v = arcos \/%3/771
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Atividade para casa

O objetivo dessa atividade é dar ao aluno uma oportunidade de aplicar os conceitos
estudados para a resolucao de problemas geométricos, fazendo uma comparagao com
outros métodos de resolucao. Assim, pode-se mostrar ao aluno que a Matemaética dis-

poe de diferentes ferramentas para a resolucao de problemas.

Realize as atividades a seguir de duas maneiras distintas, uma usando
vetores e outra nao.

1) Dados os pontos A=(4,3) e B=(5,-1), calcule a distancia entre esses dois pontos.
2) Determine as coordenadas do ponto médio M de AB.
3) Prove que as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo ponto médio.

4) Considere o paralelogramo ABCD, tais que A=(2,5), B=(-3,1) e C=(4,-4). De-
termine as coordenadas do vértice D.

5) Demonstre que o segmento cujos extremos sao os pontos médios de dois lados de
um triangulo é paralelo ao terceiro lado e igual a sua metade.
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Respostas:
1) Método Algébrico
d(A,B) = /(542 + (-1 -3)2= /124 (-4)2 =1+ 16 = V17
Método Vetorial
AB = (1,-4) = [AB| = V121 (-4 = VI + 16 = V17
2) Seja A=(4,3), B=(5,-1) e M=(x,y) ponto médio de AB
Método Algébrico
Entao d(A,M)=d(B,M)
Sabendo que o coeficiente angular da reta que passa por A e B é %1 = —4 a equagao
dessa reta é
y+1l=—-4(x-5)=>y=—4dr+19= M = (z,—4z + 19) (5.1)
Ve —4)24 (42 +19-3)2 = \/(z — 5)2 + (—4x + 19 + 1)2 (5.2)
= (1 —4)° + (42 + 19— 3)* = (z — 5)* + (—4x + 19+ 1)? (5.3)
= 2% — 82 + 16 + 162 — 1287 + 256 = 2? — 10z + 25 + 162 — 160x +400  (5.4)
= —8x + 16 — 1282 + 256 = —10x + 25 — 160x + 400 (5.5)
= —136x + 272 = —170x + 425 (5.6)
= 3dr =153 =2 =4,5 (5.7)
y=—-4r+19=>y=—-4-45+19=y=1 (5.8)
Logo M=(4,5;1)
Método Vetorial
Como M ¢ o ponto médio de B, entao
AM = MB (5.9)

==M-A=B-M

(5.10)
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=2M =B+ A (5.11)
= M= B;A (5.12)
M- (5 +4,2—1 +3) (5.13)
= M = (g,g) (5.14)
= M = (4,5:1) (5.15)

3) Método Algébrico

Considere o paralelogramo ABCD da figura 5.36.

Figura 5.36: Paralelogramo
A y

-

Fonte: Autora

A partir do desenho sabe-se que A(0,0), B(a,b), C(a+c,b) e D(c,0). Usando o re-
sultado encontrado na alternativa B, temos:

O ponto médio de AC' M; tem coordenadas:

)

e o ponto médio de BD M, tem coordenadas:

)

:>M1:M2

M (2

N |

?

My(%5%,

NS

Meétodo Vetorial
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Considere o paralelogramo ABC D de diagonais AC' e BD e seja M o ponto médio
de AC, equivale dizer que AM = MC. Vamos provar que M é também ponto médio
de BD. Pela figura, tem-se

— ——

BM = BC + C'M (defini¢ao de soma)

— —

BM = AD + M A (igualdade de vetores)

e T

BM = MA+ AD (propriedade comutativa)

—

BM = MD (definigao de soma)

51— D
Ora, como BM = M D, conclui-se que M é o ponto médio de ﬁ

Figura 5.37: Ponto médio das diagonais de um paralelogramo
D C

A B

Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica

4) Sejam D= (xp,yp) e M=(2s, yar) ponto médio de AC.
Método Algébrico

Sabe-se que as coordenadas de M sao dadas por

:UM:#:3eyM:5%4:%:>M:(3,%).

Conforme provado na questdo 4, M é ponto médio de AC e de BD. Assim,

_Tp+Tp _ —3+4uxp

IM—T:>3 5 =rp=9 (516)
ys+yp 1 1+4+uyp
_ Ib g = 1
5 = 5 5 =yp =0 (5.17)
Logo, D=(9,0).
Meétodo Vetorial
AB=DC=B-A=C—-D (5.18)
=D=C-B+A (5.19)
=D =(4,-4)—(-3,1) +(2,5) (5.20)

= D=(443+2—-4—1+45)=(9,0) (5.21)
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5) Método Algébrico

Figura 5.38: Base média do triangulo

W

Fonte:Autora

Considerando a figura acima, temos: A(0,0), B(a,0) e C(b,c). Com o resultado do

exercicio 4 sabe-se que
O ponto médio M de AC' é dado por:

)
Da mesma forma,
).

Seja r, a reta que contém MN e s, a reta que contém AB, entao os coeficientes
angulares de r e s sao respectivamente

M = (3,

[\l feY

N = (ab,

N0

c_¢
3:0 e 22 =0=r1]s.

[ V]
(NI

Por outro lado,

d(M,N) = \/(a—i—b T
d(A,B)=a

= d(M,N) = 5 d(A,C).
Meétodo Vetorial

Seja o triangulo ABC e M e N os pontos médios dos lados C'A e C'B, respectiva-
mente.
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Pela figura 5.39, tem-se

Figura 5.39: Base média do triangulo
C

A B
Fonte: WINTERLE, P; Vetores e Geometria Analitica

MN = MC +CN
MN =1 AC+ LOB
MN = L(AC + CB)

MN = 1AB

— —
Portanto, MN || AB e [MN| = 1|AB|.






6 Consideracoes finais

Nesse trabalho, foram apresentadas uma discussao e propostas para insercao do
conceito de vetores na disciplina de Matemética na escola béasica. Para isso, foram
feitos um estudo da BNCC, documento que servird como base para elaboracao dos
projetos politicos pedagogicos a partir do ano de 2020, uma anéalise de como esse con-
teado é lecionado atualmente e quais serao os beneficios com sua introdugao ja no
Ensino Fundamental, com continuidade no Ensino Médio.

Atualmente, o contetido de vetores é estudado no Ensino Médio somente na disci-
plina de Fisica. Acreditamos que, por ser um conceito matematico rico e importante,
seria interessante que os professores da disciplina de Matematica abordassem essa maté-
ria, assim ela nao seria vista apenas como ferramenta para se resolver problemas fisicos.

Ao analisarmos a BNCC, percebemos que o conceito de vetores relaciona-se as
competéncia e habilidade requeridas no documento. Além disso, acreditamos que a
introducao desse conceito pode ser feita ja no Ensino Fundamental, de forma mais in-
tuitiva e geométrica, usando-se metodologias adequadas a este nivel escolar, para que,
no Ensino Médio, o contetido possa ser formalizado e aprofundado.

Na sequéncia didatica do Ensino Fundamental, foram usados problemas simples e
que se enquadram na realidade dos alunos, para que essa introducao seja natural e os
incentive a abstrair alguns conceitos de forma intuitiva e sem muitas formalidades. J&
a sequéncia apresentada para o Ensino Médio é voltada para formalizagao dos conceitos
e tem a intencao de provocar nos alunos uma comparacao entre diferentes modos de se
resolver problemas, usando Geometria Analitica e vetores.

Esse trabalho nao foi aplicado em sala de aula pela inviabilidade de fazer a proposta
continuada no 9° Ano do Fundamental e 3° Ano do Médio. Mas acreditamos que essa

proposta é viavel e pode contribuir para uma discussao sobre o atual curriculo de
Matematica no ensino bésico e seu aprimoramento.
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