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Resumo: Este trabalho tem como objetivo apresentar o Teorema de Burnside e o Teorema
de Pélya que tem como foco determinar o niimero de 6rbitas da acao de um grupo de simetrias
no conjunto das coloracgoes de uma figura. Os teoremas demonstram como resolver problemas
de contagem utilizando os conceitos de acao de grupos, coloracao, érbita, estabilizador, indice
de ciclos, peso e inventario padrao. Foi desenvolvida uma atividade com alunos do ensino
médio afim de divulgar esse tema na educacgao bésica.
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Abstract:

This paper aims to present the Burnside’s Theorem and Polya’s Theorem, which focuses
on determining the number of orbits of the action of a symmetry group in all the colorations of
a figure. The Theorems demonstrate how to solve counting problems utilizing the concepts
of group actions, coloring, orbit, stabilizer, cycle index, weights and standard inventory.
An activity has been developed with high school students in order to apply the theme in
secondary school.
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1 Introducao

A necessidade de contar objetos e coisas aconteceu ha mais de 30.000 anos, antes mesmo
da ideia de nimeros. Desde essa época perguntas como: “Quantos sao...?” ou “De quantas
maneiras...?” sao feitas. E como resposta, habitualmente é feita a listagem de todos os objetos
envolvidos. Porém, se o nimero de objetos envolvidos for muito grande, torna-se inviavél, ou
até mesmo impossivel fazer essa representacao. O estudo da analise combinatéria desenvolve
técnicas para facilitar varios problemas de contagem.

Os topicos tratados neste trabalho sao o Teorema de Burnside e o Teorema de Pdlya.
O primeiro, desenvolvido por William Burnside nos da um processo para calcular o niimero
de érbitas distintas da agdo de um grupo em um conjunto de coloragoes. Ja o segundo foi
desenvolvido pelo matematico Hungaro George Pdlya e utiliza o conceito de indice de ciclo, o
que reduz satisfatoriamente a quantidade de calculos necesséarios, além de permitir a resolugao
de problemas mais complexos, pois nos fornece uma funcao geradora capaz de determinar o
numero de padroes de diferentes coloracoes. Mais detalhes serao dados nos capitulos finais
dessa dissertacao.

Com a aplicacao do Teorema de Burnside serd possivel responder a perguntas como:
“de quantas maneiras diferentes podemos colorir, com m cores, os vértices de um triangulo
equilatero?” Ja com o Teorema de Pdlya é possivel saber quantas maneiras e quais sao essas
maneiras.

Neste trabalho, com a ajuda da teoria elementar de grupos serao apresentadas diversas
ferramentas necessarias para a demonstracao do Teorema de Burnside e o Teorema de Pélya.
Além disso serao ilustradas algumas aplicacoes desses teoremas, através da andlise de alguns
exemplos simples.

O texto foi estruturado em oito capitulos, sendo que no capitulo 2 serao apresentadas
as permutagoes e duas formas de representa-las: por matrizes e por ciclos, sendo a segunda
a mais utilizada nessa dissertacao. Nos capitulos 3 e 4 serao estudados alguns conceitos
fundamentais para o desenvolvimento do tema central deste trabalho. Serd apresentada a
teoria de grupos com alguns de seus principais resultados para, posteriormente, apresentar
com maiores detalhes e diversos exemplos o grupo de simetrias. O capitulo 5 dedica-se ao
estudo de agoes de grupos, em particular a agoes em conjuntos de coloragoes, tema este
essencial para o enunciado e demonstracao do Teorema de Burniside, abordado no capitulo
6. O capitulo 7 trata do Teorema de Pdlya. Algumas defini¢oes e exemplos, imprescindiveis
para a compreensao deste teorema, sao dados nas secoes iniciais do mesmo capitulo. Varios
exemplos sao dados ao longo do texto para uma melhor compreensao dos temas apresentados,
em particular exemplos de varios problemas de contagem e a solugao de tais problemas estao
descritos nos capitulos 6 e 7, de forma a aplicar os teoremas de Burnside e Pdlya.

2 Permutacoes

Neste capitulo serd estudado o conjunto das permutacoes dos elementos de um conjunto
X. Serd dada uma énfase para o caso de X finito, em particular, para o caso em que X =
{1,2,3,...,n}, pois apenas este ultimo conjunto serd utilizado na resolugao dos problemas de
contagem propostos nos capitulos finais desta dissertacao.

Na secao 2.1 sera mostrada uma forma de se representar permutacoes por meio de matrizes
com 2 linhas. Na se¢ao 2.2, uma forma mais sucinta e elegante de representacao sera uti-
lizada, a representacao por ciclos. Alguns exemplos serao apresentados para ilustrar ambas
representacoes. Finalmente na secao 2.3, algumas propriedades fundamentais do conjunto



das permutacoes serao demonstradas. Estas propriedades fornecem a este conjunto uma
estrutura algébrica bastante conhecida, chamada grupo, tema estudado no capitulo 3.

Os resultados e definigoes apresentadas foram baseados em [2] e [8].

O conceito fundamental de permutacao serd de extrema importancia para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Para todo n € N serd utilizado o simbolo [n]| para denotar o conjunto
finito {1,2,3,...,n}.

Definicao 2.1 Dado um niumero natural n, diz-se que um conjunto A tem n elementos, ou
que A tem cardinalidade n, se podemos estabelecer uma bijecio entre A e o conjunto dos
niumeros {1,2,...,n}. Denota-se por |A| = n ou #A = n. Em vez de dizer que A tem
cardinalidade n também se diz, com o mesmo sentido, que A tem ordem n.

Definicao 2.2 Dado um conjunto nao vazio X, uma bijecao f : X — X € denominada
uma permutacao do conjunto X.

Serd utilizada a notacao S(X) para denotar o conjunto de todas as permutacoes do
conjunto X.

Sendo X um conjunto finito, tal que | X| = n, ou seja, X = {1, 29, ..., 2, }, entao existem
n! permutacoes do conjunto X. De fato, para obter uma permutacao qualquer desses n
elementos, com n maior ou igual a dois, tem-se n possibilidades para a primeira posicao da
sequéncia. Para escolher a segunda posicao, ha n — 1 possibilidades, pois um dos elementos
ja foi utilizado na primeira posicao. Para a terceira posicao, caso n seja maior que dois, hé
n — 2 possibilidades, pois dois dos n elementos ja foram utilizados. Seguindo o raciocinio a
ultima possicao terd apenas um elemento disponivel, pois n — 1 elemento ja foram utilizados.
Assim, pelo principio multiplicativo, existem n.(n — 1).(n — 2).....2.1, permutagoes distintas,
ou seja, |S(X)| =nl.

Como os principais casos estudados neste trabalho serao para X = [n], denotaremos por
Sy, 0 conjunto das permutagoes S(X).

Exemplo 2.1 Considere X = {1,2,3,4} o conjunto de 4 livros colocados lado a lado em uma
estante. Suponha que esses livros estao etiquetados em certa ordem, por exemplo, (3,2,1,4).
Todas as possiveis ordens diferentes com todos os livros podem ser representadas por uma
sequéncia dos simbolos 1,2, 3,4 reorganizados adequadamente. Como descrito acima, sabe-se
que existem 24 possiveis permutagoes para os elementos de X . Cada uma dessas permutacoes
determina uma funcgao bijetiva f : X — X. Por exemplo, a sequéncia (3,2,1,4) determina
uma fungao bijetiva cuja a regra € f(1) =3, f(2) =2, f(3) =1 e f(4) =4, pois o primeiro
termo da sequéncia € 3, o sequndo termo € 2, o terceiro termo € 1 e o quarto termo € 4.
Portanto a sequéncia (3,2,1,4) representa uma permutacao de X .

2.1 Representacao de Permutacao por Matrizes

A bijecao o € §,, definida por:

1—o(1)
2 0(2)
3= 0(3)

n H'a(n)



pode ser representada por:

Considerando esta notagao, o elemento neutro ou identidade de S, é a bijecdo e =

123 .. n
1 2 3 ... n)

Exemplo 2.2 Sejam o = (

Entio aor_ (12345678 (12
nao,oeT=14 683715 2) ¢7T°77 s 1

Note que, em geral, c o7 # To0.

2.2 Representacao de Permutacao por Ciclos

A notacao por meio de ciclos é bastante interessante, pois através dela a permutacao fica
mais explicita e representada mais sucintamente.

Definigao 2.3 Sejam os nimeros inteiros distintos aq,aq,...,a, € [n]. Se a € S, € uma
permutacao tal que:

alay) = ay

alas) = a?(ay) = az

~ ~ aq
Entao a permutacao
s az Qa4 -+ Qq

denotada por (a1, as, ..., a,).



Proposicao 2.1 Se a € S, entdo para todo j € {1,2,...,n}, existe l; € {1,2,...,n} tal que:

ali(j) = \(oz o(ao(...oa(j))..)) =7

J/
-

l; aplicacoes

Demonstracao. Se nao existisse um /;, entao, depois de fazer n iteragoes, o valor resul-
tante estaria fora do conjunto [n], o que é um absurdo, ja que a é uma bijecao definida em [n].
Portanto, hd um ciclo de o de comprimento [; determinado por (j, a(j), a2(j5), ..., a/i=1(5)).

O

Seguindo o raciocinio da demonstracio acima, no ciclo (j, a(j), a®(j), ..., ' 71(5)) foram
utilizados [; elementos, restam outros n — [; elementos de [n], dos quais hé [, elementos
formando outro ciclo, disjunto do primeiro, de comprimento [, determinado por
(k, a(k),a?(k), ...,a* (k). Seguindo esse padrao, todos os elementos de [n] serao utilizados.
Assim, obtém-se, por meio de ciclos disjuntos, uma representagdo da permutagao de [n].

Para simplificar, dada uma permutacao «, chama-se um ciclo de tamanho r de a de um
r-ciclo. Chama-se de ponto fixo de a um r-ciclo com r = 1. J& para r = 2 diz-se que o r-ciclo
é uma transposicao.

234567
21 75 46

Exemplo 2.3 Analisando a permutacdo oo = (zl))

) € S7 por diagramas de

setas:

1—3
2—2
3—1
4 =7
5—=5
6—4
7 — 6.

Que € equivalente a:

1—-3—>1
2—2
4 ->7—6—4
5 — b.

Os ciclos de « sdo: (13),(2),(476) e (5). A permutacio o pode ser representada como o
produto de seus ciclos, da sequinte forma: o = (13)(2)(476)(5).
4 5
5 2

Exemplo 2.4 A permutacgao ( g pode ser representada na notacao ciclica

1 2 3
4 3 1
por (14523)(6), em que (14523) € um 5-ciclo e (6) € um ponto firo da permutagdo.

E costume omitir da composicao de permutagoes o simbolo o, e simplesmente justapor os
operandos. Assim « o 7 serd denotado por ar.



2.3 Propriedades

Seja X um conjunto nao vazio. Em diversos resultados nessa secao, X serd considerado
o conjunto [n].

Lema 2.1 O conjunto S(X) € fechado por composicio de permutagoes, isto €,
a, a0 € S(X) = ajan € S(X).

Demonstragao. Sejam oy, as € S(X). Para que ajas pertenga a S(X) deve-se ter ajan
bijetiva de X em X. Para tal, basta provar que ajas € bijetiva.

Injetividade: Considere z,y € X, com = # y. Como a3 é injetiva, tem-se que as(x) #
as(y). Como ag também é injetiva, entao a;(as(x)) # a;(as(y)). Portanto, ajas é injetiva.

Sobrejetividade: Seja z € X. Sabe-se que a; e ay sao sobrejetivas. Logo, existe y € X
com aq(y) = z. Além disso existe x € X com ag(x) = y. Assim, a;(ay(z)) = z, para todo
x € X. Portanto, ajas é sobrejetiva.

Como a; i é injetiva e sobrejetiva, entao ela é bijetiva, logo conclui-se que S(X) é fechado
por composi¢ao de permutagcoes.

O

Lema 2.2 A func¢io e : X — X denida por e(x) = x para todo x € X é uma bijecdo e
funciona como o elemento neutro de S(X), isto é:

Va € S(X) temos que ae = eav = a.

Além disso, dada qualquer permutacio o € S(X), existe uma permutagdo inversa o~ €
S(X) tal que aa™! = ata =e.

Demonstracao.

E imediato vericar que a funcao identidade e é uma permutacao e que funciona como
elemento neutro de S(X). Como toda funcdo bijetiva possui inversa, esta inversa também é
bijetiva e, portanto, pertence a S(X).

O

Como a composicao de fungoes é associativa, em particular a composicao de permutacoes
também é associativa. E o que diz o lema abaixo:

Lema 2.3 Dadas as permutacoes ai,as e ag em S(X), tem-se que ai(agas) = (aas)as.

As propriedade descritas nesta se¢ao fazem com que o conjunto das permutagoes S(X)
tenha uma estrutura algébrica muito conhecida, chamada de grupo. Esta estrutura algébrica
e bem como algumas de suas propriedades e aplicacoes serao descritas no capitulo seguinte.

3 Grupos e Subgrupos

A nocao de grupo deu inicio a partir de estudos realizados por Joseph Louis Lagrange,
Paulo Ruffini e Evariste Galois sobre a resolubilidade de equagoes de grau maior ou igual a
5 por meios algébricos (por radicais).

A teoria de grupos tem aplicacoes em diversas areas, dentre elas podemos destacar na
fisica quantica, quimica, estatistica, criptografia e na andlise combinatoria.

Este capitulo dedica-se ao estudo dos grupos, uma estrutura algébrica definida por meio
de trés axiomas. Serao destacadas algumas proposicoes, exemplos e teoremas sobre a teoria
de grupos, importantes para o desenvolvimento dessa dissertacao.

Os resultados e definigoes apresentadas foram baseados em [4], [5], [7], [11] e [13].



3.1 Grupos

Definigao 3.1 Seja * uma operagao no conjunto nao vazio G, ou seja Va,b € G = axb €
G. Dizemos que (G,*) € um grupo quando satisfaz os sequintes axiomas:
(1) ax (bxc) = (axb)*xc, ¥V a,bce G. (Associatividade)
(17) Eziste e € G tal que axe=exa=a, ¥ a € G. (Existéncia de elemento neutro)
(i71) Dado a € G, existe a’ € G tal que a*a' = a' x a = e. (Existéncia de simétrico)

Exemplo 3.1 Os trés lemas 2.1, 2.2 e 2.3 mostram que S(X) é um grupo com a opera¢do
de composicao de fungoes.

Em particular, se X = [n], entao S, € um grupo com a operagdao de composi¢ao, chamado
de grupo de permutacoes.

Definigao 3.2 O grupo (G, *) € abeliano ou comutativo quando:
(iv) axb=bxa, ¥V a,beG.

Quando a operagao do grupo G ¢ a adigao, ele é chamado de grupo aditivo e denotado
por (G,+). Analogamente, quando a operacgao do grupo GG é a multiplicagao, ele é chamado
de grupo multiplicativo e é denotado por (G, .).

Geralmente o grupo (G, *) é denotado simplesmente por G.

Observacao 3.1 Quando um grupo G tem como operagao a adi¢io é comum denotar o
elemento neutro de G por 0 e o simétrico de a por —a (chamado de oposto de a).

Observacao 3.2 Quando um grupo G tem como operacao a multiplicacdo é comum denotar
o elemento neutro de G por 1 e o simétrico de a por a~' (chamado de inverso de a).

Exemplo 3.2

Considere o conjunto Z com a operacao usual de adigdo (+). Certamente vale que Va,b €
7. = a+ b € 7, agora vamos analisar se satisfaz as trés propriedades da definicao 3.1:

i) Dados a,beceZ =a+ (b+c)=(a+0b)+ ¢

ii) 0eZtalqueVaeZ=04+a=a+0=aq;

ili) Ya € Z,3 —a € Z tal que a + (—a) = (—a) +a = 0.
Logo, (Z,+) é um grupo aditivo.

Exemplo 3.3 Analogamente ao exemplo anterior, (Q,+), (R,+) e (C,+) sao grupos aditi-
v0s. Em todos os casos o elemento neutro € 0 0 e o inverso de a é —a.

Exemplo 3.4 E possivel mostrar que (Q*,.) € um grupo multiplicativo. De fato Ya,b €
Q* = a.b € Q*. Além disso:

i) Ya,b,c € Q* = a.(b.c) = (a.b).c;

ii) 31 € Q* tal que Va € Q* = l.a=a.1 = a;

1 1 1
ii1) Ya € Q*,3— € Q* tal que a.— = —.a = 1.
a a a



Logo (Q*,.) € grupo.

Exemplo 3.5 Analogamente ao exemplo anterior, (R*,.) e (C*,.) sdo grupos multiplicativos.
€

e
‘ 1
Ambos tem o 1 como elemento neutro e o inverso de a é —
a
Proposicao 3.1 Seja (G,*) um grupo:
(a) Eziste um dnico elemento neutro em G.
(b) Para cada a € G existe um unico simétrico de a em G.

(c) Seaec G ed €G éo simétrico de a, entdo o simétrico de a’' € a, isto €, (a’) = a.

(d) Se a,b € G ed,lV € G sio os simétricos de a e b, respectivamente, entao o simétrico
deaxb éb xa.

Demonstragao.

(a) Suponha que e e € sejam elementos neutros em GG. Como e é elemento neutro, tem-se
que € x € = € e como ¢ também ¢ elemento neutro, entao e x € = e.

Portanto € = e.

(b) Suponha que a’ e @ sejam simétricos de a. Como a’ é simétrico de a, temos que axa’ = e.
Analogamente @ também é simétrico para a, portanto a * a = e.

Logo,a=axe=ax(axd)=(a*xa)*xd =exad =d.

(c) Como a’ é o simétrico de a, temos a’ xa = a x a’ = e. Isso assegura que a é o simétrico
de @, ou seja, (d') = a.

(d) Note que:
(axb)x (M xd)=ax(bxb)*xad =axexd =axd =e.
('xa')x(axb)=0x(a*a)xb=V*xexb=0Vx*b=ce.

3.2 Subgrupos

Dado um grupo G, podem existir subconjuntos de G que também sao grupos. FEstes
subconjuntos serao estudados nesta secao.

Definicao 3.3 Seja (G, *) um grupo. Diz-se que um subconjunto nao vazio H C G € um
subgrupo de G se:

i) a,b € H, entdo axbe H;
it) (H,x*) também € grupo.

Notagao: Para indicar que H é subgrupo de G, escrevemos H < G.
A definicao acima diz que para H C G ser um grupo de G, H tem que ser fechado com a
operacao de G, e que H também é grupo.

Proposicao 3.2 Seja H um subconjunto nao vazio do grupo G. Sao equivalentes:



i) H < G;
i) Ya,b € H=axb"! € H.

Demonstragao. (i) = (#7) Como H é grupo e b € H, existe b™' € H . Agora temos
a,b™' € H, entdao axb~! € H.

(it) = (i) Como H # &, existe c € H C G, logo e = cc™* € H. Dado b € H, como
e,b € H temos que b= = eb™! € H. Até aqui j& provamos que o elemento neutro estd em H
e que o inverso de cada elemento de H estd em H. Sejam a,b € H, entdao a,b~' € H, como
axb=ax(b"1)"! € H, Segue que a operacao de G é fechada em H . Como a propriedade
associativa em H é herdada de G, concluimos que H < G. 0

Exemplo 3.6 Todo grupo G tem no minimo dois subgrupos: Hy = {e} e Hy = G. FEstes
subgrupos sao chamados subgrupos triviais.

Exemplo 3.7 Pela proposicao 3.2 temos que:
(2,+) < (Q+) <R, +) <(C, +);
(@) <(R,.) < (C,);
{£1} € subgrupo multiplicativo de Q*.

3.3 Classes laterais

Definicao 3.4 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Para cada a € G, definimos a
classe lateral aH como o conjunto aH = {a * h|h € H}.

Para simplificar, o simbolo * serd omitido do texto, ou seja, a notacao ah serd utilizada
para indicar a * h.

Lema 3.1 Sea,be G e H € um subgrupo de G, entdo
aH =bH < b tac H.

Demonstragao.
(=) Suponha que aH = bH. Como o elemento neutro e pertence a H, tem-se

ae =a € (aH)=a € (bH).

Logo, existe h € H tal que a = bh, o que equivale a b='a = h. E como h € H, entao
b~lac H.

(<) Suponha que (b7'a) € H. Entao existe h € H, tal que b~ta = h, ou seja, a = bh.
Considere = € aH, isto é, x = ahy, para algum h; € H. Temos que x = ahy = (bh)hy =
b(hhy). Logo * € bH = aH C bH. Por outro lado ah™' = b. Entdo, se y € bH, existe
hy € H tal que y = bhy = (ah™)hy = a(h™thy). Assim, y € aH e, portanto bH C aH.

Como aH CbH e bH C aH, aH = bH.

]

Lema 3.2 Se H ¢ um subgrupo de G entdo quaisquer classes laterais de H sao idénticas ou
sao disjuntas.Em outras palavras:

Dados a,b € G, entio aH =bH ou aH (bH = @.
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Demonstragao.
Suponha que aH ((bH # @ e seja x € aH()bH. Entao existem hy,hy € H tais que
r = ahy = bhy. Temos que ah; = bhy = b~ (ah) = hy = (b~'a)hy = hy = b~'a = hyh] .
Mas hoh;' € H, pois H é um subgrupo de G, implicando que b~'a € H e, pelo lema 3.1,
temos que aH = bH.
O

3.4 Teorema de Lagrange

Se o grupo G ¢ finito, existe uma relagao entre o nimero de elementos de G e o niimero de
classes laterais distintas. Estes nimeros, bem como uma relacao entre eles, serao apresentados
nesta secao.

Definicao 3.5 O numero de elementos de um grupo finito G é chamado de ordem de G e é
denotado por |G)|.

Definicao 3.6 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. O indice de H em G € o niumero
de classes laterais de H em G. E denotado por |G : H|. Ou seja,

|G : H| = #{aH|a € G}.

Teorema 3.1 Seja H um subgrupo de um grupo finito G. Entao |G : H| x |H| = |G]|.

Demonstracao. A identidade e estd em H, pois H é subgrupo de (G. Assim, para um
g qualquer pertencente a GG, tem-se ¢ = ge € gH. Portanto, cada elemento de G esta em
alguma classe lateral de H em G. Considere H = {hy, ha, h3, ..., hy}.
Para todo g € G, gh; # gh; para quaisquer 7 # j. Se fosse possivel ter gh; = gh;, para
i # j, poderia-se cancelar g a esquerda de cada lado da igualdade e obter h; = hj, o que ¢é
absurdo. Logo, conclui-se que para qualquer classe lateral gH, |gH| = |H|. De acordo com
o Lema 3.2, tem-se que as diferentes classes laterais de H em G particionam G em |G : H|
conjuntos de cardinalidade |H]|.
O

O Teorema de Lagrange estabelece uma relacao entre a ordem do grupo G e a ordem de
um subgrupo H < G

Teorema 3.2 (Teorema de Lagrange)
Se H ¢ subgrupo de um grupo finito G, entao a ordem de H divide a ordem de G.

A demonstragao segue diretamente do Teorema 3.1.

Exemplo 3.8 O grupo S3 tem 6 elementos. Seja H um subgrupo de Ss, entao pelo Teorema
de Lagrange, |H| € {1,2,3,6}, que sao os divisores de 6. Abaizo estio listados os subgrupos

Hy ={(D)(2)3)}

Hy = {(1)(2)3), (1)(23)}
Hs = {(1)(2)3), (12)(3)}
Hy = {(1)(2)3), (13)(2)}
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4 Grupos de Simetria

Nesta secao sera mostrado que o conjunto de todas as simetrias geométricas (planas ou
espaciais) de uma figura é um grupo. Diversos exemplos de grupos ou subgrupos de simetrias
serao explorados, mostrando uma conexao entre a algebra da estrutura de grupos com a
geometria de objetos simétricos.

Os resultados e definigoes apresentadas foram baseados em [1], [2], [11] e [13].

Definicao 4.1 Uma figura é um conjunto F' de pontos de Ry ou Rj.

Definicao 4.2 Isometria é uma transformacgao geométrica que, aplicada a uma figura, mantém
as distancias entre os pontos.

Definicao 4.3 Dada uma figura F', uma simetria de F' € uma aplicagcao f : F — F com as
sequintes propriedade:

(i) f € uma isometria;

(ii) f € sobrejetora.
Pela defini¢cao, uma simetria € uma aplicacdo que leva a figura nela mesma e que preserva
as distancias.

Exemplo 4.1 : Simetrias do Cubo
Ezistem 3 diferentes tipos de eixos de rotacao para o cubo. FEstes sao indicados na figura
abaizro:

() (b) (c)

Figura 1: Eixos de simetrias do cubo.
Fonte: Eduardo Bovo (2005).

(a) Rotagao em torno de um eizo que passa pelos centros de faces opostas;
(b) Rotagdo em torno de um eixo que passa pelos pontos médios de arestas opostas;
(¢) Rotagdo em torno de um eixo que passa por vértices opostos.

Assim, as 24 simetrias (rotacionais) de um cubo sao divididas em:
1) O elemento neutro e;



2) 3 rotagoes de um angulo de g pelo eizo indicado em (a);
3) 3 rotagoes de um angulo de 7 pelo eixo indicado em (a);
4) 3 rotagoes de um angulo de ; pelo eizo indicado em (a);
5) 6 rotagoes de um angulo de m pelo eizo indicado em (b);

6) 4 rotagoes de um angulo de ?ﬁ pelo eixo indicado em (c) e

7) 4 rotagoes de um angulo de ?ﬂ pelo eixo indicado em (c).

Observe as 24 simetrias representadas por ciclos:

1) O elemento neutro:

e = (1)(2)(3)(4)(5)(6)

2) As permutagoes correspondentes a rotag¢do no eizo representado em (a):

p1 = (1234)(5)(6) p2 = (1432)(5)(6) ps (
pa = (1536)(2)(4)  ps = (1635)(2)(4) ps = (13)(
(1)(2546)(3)  ps = (1)(2645)(3)  py

\V]

P

)(4)
)(24)(3)(56).

I
—~
—_

3) As permutagdes correspondentes a rotag¢do no eizo representado em (b):

p1o = (145)(263)  p11 = (154)(236)
p1a = (152)(364)  p13 = (125)(346)
pa = (146)(253)  pr15 = (164)(235)
p1s = (126)(345)  prr = (162)(354).

Exemplo 4.2 Simetrias no Tabuleiro 2 x 2.

Considere o sequinte tabuleiro 2 X 2, cujas casas estao numeradas de 1 a 4:

12
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Figura 2: Tabuleiro 2 x 2 com casas numeradas de 1 a 4.

As simetrias do tabuleiro 2 sao:

1) Rotagdo de um dngulo de 90° em torno do centro;
2) Rotacao de um dngulo de 180° em torno do centro;
3) Rotagio de um dngulo de 270° em torno do centro;

4) Rotagao de um dangulo de 360° em torno do centro.

Sera enunciado a seguir um importante Teorema, de grande utilidade para o tema central
desta dissertagcao.

Teorema 4.1 Seja F' uma figura. Entdo o conjunto de todas as simetrias de F, com a
operacao de composicao de funcoes, € um grupo, chamado de grupo de simetria da figura F.

Demonstracgao. Seja G o conjunto de todas as simetrias de F'.

A identidade Ir : F' — F é obviamente uma simetria, e portanto G possui um elemento
neutro.

Denotando por d(zx,y) a distancia entre os pontos x e y e supondo que f, g € G, temos que
f o g é uma isometria, pois d(f(g(z)), f(g(y))) = d(g(x), g(y)), pois f é uma isometria, mas
d(g(x),9(y)) = d(x,y), pois g é uma isometria. Além disso, (fog)(F) = f(g(F)) = f(F) =F,
segue entao que f o g é uma simetria e portanto estd em G.

Toda simetria (isometria) f é injetora, e portanto possui uma inversa f~*: Dados z,w € F,
como [ é sobrejetiva também,

d(f~H(2), N (w)) = d(f(f71(2), F(fTH(w))) = d(z,w).
Assim f~! é uma simetria e portanto pertence a G. A associatividade da composicao de
simetrias segue diretamente da associatividade de composigao de fungoes.

O

Segundo o Teorema 4.1, o conjunto das simetrias descritos nos exemplos 4.1 e 4.2 sao
grupos.

As secoes 4.1 e 4.2 apresentam dois subgrupos de simetrias bastante conhecidos, o grupo
de rotagoes e o grupo diedral. Alguns exemplos expostos nestas segoes serao utilizados nos
problemas de contagem introduzidos nos capitulos 6 e 7 deste texto.



14

4.1 Grupo de Rotacoes

Esta secao mostra que o conjunto de todas as rotagoes de um poligono regular ¢ um
subgrupo do grupo de simetrias deste poligono.

Seja [n] = {1,2,...,n},n > 3, o conjunto dos vértices de um poligono regular com n lados.
Como todo poligono regular pode ser inscrito em uma circunferéncia, os vértices podem ser
dispostos conforme a Figura 3

Figura 3: Conjunto dos vértices de um poligono de n lados inscrito em uma circunferéncia.

2m
Cada uma das rotagdes de angulo k—, com k € {0,1,2,...,n — 1} mantém o poligono
n
invariante (move apenas os vértices) e podem ser identificadas com alguns elementos de S,.

. ~ . ~ ™ . . . , -
Seja e a rotacao de 0 radianos e p a rotagao de — radianos no sentido anti-horario.

Estes elementos correspondem as fungoes de S,:

n—1 n

e:G o ”):(1)(2)...<n—1)(n)

e

p:(; s Tf):(lz..(n—l)n).

n

Considere p/ = po po...op, j-vezes. Entao:
2 2 ~ ~ T
p~ ¢é a rotacao de angulo 2—.
n

2

"1 ¢ a rotagao de angulo (n — 1)—.
n

p
p" = p’ = e é a rotacao de angulo 27.

2
Seja R, o conjunto das rotacoes de angulos k—W, com k € {0,1,2,....,.n — 1}, de um
n

poligono regular de n lados. Ou seja:

Rn = {6 = p07p17p27 "'7pn71} g Sn-
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Note que, dados p?, p’ € R, vale que p'op’ € R,,. De fato, dividindo i 4 j por n obtem-se
q,7 € Ntaisquei+j=mng+r,com0<r <n. Assim, plop’ = pti = phat7 = (p")l0p" =
eloph =p" € R,.

Portanto,

o Ry x B, R,
(P, p) = p™

¢ uma operacao em R,,.

Proposicao 4.1 (R,,0) € grupo abeliano com n elementos.

Demonstracao.

Como os elementos de R, sao rotagoes que correspondem a elementos distintos de 5,
conclui-se que R, tem exatamente n elementos.

E claro que p® = e é o elemento neutro de R,. A comutatividade segue das igualdades
abaixo:

plopl = piti = piti = pio i,

A associatividade também é simples:

pro(ploph)=ploplth=ptUth = pltilth — piti o pb = (p’ o pl) o p.

Finalmente, observe que plop™ " = p® = ¢,Vi € 0,1, ...,n — 1. Logo o simétrico de p* € R,
ép e R,.

OJ

Definicao 4.4 O grupo R, € chamado de grupo de rotacoes de um poligono reqular de n
lados.

Exemplo 4.3 Rs = {e,p,p*} € o grupo de rotagoes de um tridngulo equildtero de vértices
1,2, 3.

(12 3\ (12 3\ ,
O elemento neutro é e = (1 5 3) = (1)(2)(3), o elemento p = (2 5 1) =(123) € a
o om , (12 3\ , _4x
rotacao de 5 €0 elemento p* = 3 1 9] = (132) € a rotagao de 3

4.2 Grupo Diedral

Sera estudado nesta secao o grupo diedral que pode ser obtido a partir de rotacoes ao
redor do centro de gravidade e reflexoes em torno dos eixos de simetrias do poligono regular.
Serao destacados os exemplos dos grupos de simetria do triangulo equilatero, quadrado e
hexagono regular.

Definicao 4.5 Fizo de simetria de uma figura € uma reta que divide a figura em duas partes
simétricas que podem ser sobrepostas com exatidao.

Seja D,, o grupo das simetrias de um poligono regular de n lados com a operagao com-
posi¢ao. O grupo (D,; o), é conhecido como Grupo Diedral de ordem 2n e constitui-se por n

T
rotagoes de k— em torno do centro de gravidade para k € {0,1,2,...,n—1} e por n reflexdes

n,
em torno dos eixos de simetria do poligono.
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Exemplo 4.4 Simetria do Triangulo Equildtero.
Considere os vértices de um triangulo equildtero T, numerados por 1,2 e 3. O triangulo
T estd inscrito em uma circunferéncia de centro O, conforme a Figura 4.

1

3

N

I1

Figura 4: Eixos de simetrias reflexivas de um triangulo equilatero inscrito em uma circun-
feréncia de centro O.

Seja l; a reta que passa pelo vértice i e pelo ponto médio da aresta oposta a este vértice,
com i € {1,2,3}.

Seja 7; a reflexao do triangulo T em torno da reta l;, com i € {1,2,3}. E’fafcz'l notar que
Ty, To € T3 Sao simetrias do triangulo T.

(@m/3

Figura 5: Angulo que gera as simetrias rotacionais de um tridngulo equildtero inscrito em
uma circunferéncia de centro O.

Seja p' a rotacao de T, em torno do ponto O, de um dngulo 0; = i%’r, com i € {1,2,3}.
As rotagoes pt, p* e p* também sao simetrias do triangulo T.

E possivel notar que todas as simetrias do triangulo T estdo representadas abaizo por
meio de ciclos:

n = (1)(23) 7 = (13)(2) 73 = (12)(3)

pt=(123) p? = (132) pP=(1)(2)3) =e
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O conjunto D3 = {7y, 72,73, p1, p2, p3} € 0 grupo diedral de ordem 6 das simetrias de um
triangulo equildtero.

Exemplo 4.5 Simetria no Quadrado.
Considere os vértices do quadrado ) numerados por 1,2, 3 e 4. O quadrado estd inscrito

em uma circunferéncia de centro O, conforme a figura a sequir.

B o .
- -
2 "- 4.“ 1
# ~
# \‘
# \1
# A
¥ LY
r )
r A
! ]
I !
1 ]
I 1
! 0 1 4
T
1 ]
! L
) [
] !
A !
* r
* ’
. F
* It
-~ -
3, o7 4
‘-.-_‘-‘ '“_a
- ==

Figura 6: Eixos de simetrias reflexiva de um quadrado inscrito em uma circunferéncia de
centro O.

Sejam 1y a reta que passa pelos vértices, 1 e 3; lo a reta que passa pelos vértices 2 e
4: 13 e ly as reta que passam pelo centro O e pelo ponto médio dos lados 12, 34 e 23, 14,

respectivamente.
Seja 7; a reflexao do quadrado @ em torno da reta l;, com i € {1,2,3,4}. E fdcil notar
que Ty, Ty, T3 € T4 SGo simetrias do quadrado Q).

I ~.
- ~
- .
’ s 1
' .
r A
I )

r Y
r L}
! !

[ ]
] 1
I 0 - 1
T 2n i
i 4 1
1 1
) )
L} i
1 i
Y r
Y ’
. ’
. -
~ L
37 gy

Figura 7: Angulo gerador das simetrias rotacionais de um quadrado inscrito em uma circun-
feréncia de centro O.
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Seja p' a rotagdo de @, em torno do ponto O, de um dangulo 0; = i%”, comi € {1,2,3,4}.
As rotagoes pt, p?, p* e p* também sdo simetrias de Q.

Nao ¢ dificil observar que {7y, T2, T3, T4, p*, p2, p3, p*} sao todas as simetrias do quadrado
Q). Elas estao representadas abaizo por meio de seus ciclos:

SR A SIS
| Il
AN AN AN AN TN TN T

O conjunto Dy = {7, T2, 73, 74, p}, p%, 0>, p*} € 0 grupo diedral de ordem 8.

Exemplo 4.6 Simetrias do Hexdagono Regular.
Considere os vértices de um hexdgono reqular H numerados por 1,2,3,4,5 ¢ 6. O hexdgono
esta inscrito em uma circunferéncia de centro O, conforme a figura a sequir.

4

Figura 8: Eixos de simetrias reflexivas de um hexdagono regular inscrito em uma circunferéncia
de centro O.

Seja 1y a reta que passa pelos vértices, 1 e 4, I a reta que passa pelos vértices 2 e 5, I3 a
reta que passa pelos vértices 3 e 6 e ly, l5 e lg as reta que passam pelo centro O e pelo ponto
médio dos lados 12 e 45, 23 € 56 e 16 e 34, respectivamente.

Seja 7; a reflexdo do hexdgono H em torno da reta l;, comi € {1,2,3,4,5,6}. E possivel
verificar que Ty, Ta, T3, T4, Ts € Tg SGo0 simetrias do hexdgono H.
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Figura 9: Angulo que gera as simetrias rotacionais de um hexdgono regular inscrito em uma
circunferéncia de centro O.

Seja p a rotag:ao de H, em tomo do ponto O, de um dngulo 0; = i3, comi € {1,2,3,4,5,6}.
As rotagoes pt, p?, p?, p*, ,0 e pb = e também sao simetrias de H.

phi = 1,2,..,6 e 15,7 = 1,2,...,6 correspondem a todas as simetrias do hexdgono H.
Elas estao Tepresentadas abairo por mez’o de seus ciclos:

e=(1)(2)(3)(4)(5)(6) p = (165432)

p* = (153)(264) = (14)(25)(36)
p' = (135)(246) = (123456)

n = (12)(36)(45) = (16)(25)(34)
73 = (14)(23)(56) = (1)(4)(26)(35)
72 = (3)(6)(24)(15) = (2)(5)(13)(46).

O conjunto Dg = {71, T2, T3, T4, T5, T6, P1, P2, P3, P4, P5, €} € 0 grupo diedral de ordem 12.

5 Acao de Grupos e Coloracoes

Neste capitulo sera estabelecida inicialmente a definicao de agao de um grupo num con-
junto, bem como algumas de suas propriedades. O Teorema de Burnside, descrito no préximo
capitulo, é usado para obter o nimero de diferentes érbitas de uma acao de grupos. Para
a apresentacao deste teorema faz-se necessario a apresentacao e compreensao dos termos
descritos nas secoes 5.2, 5.3 e 5.4. No decorrer deste capitulo serao desenvolvidos diversos
exemplos cujos resultados serao utilizados para resolver os problemas de contagem propostos
nos capitulos 6 e 7 deste trabalho.

Os resultados e defini¢oes apresentadas foram baseados em [2], [3] e [9].

Definicao 5.1 Seja G um grupo e X um conjunto nao-vazio. Diz-se que G age em X se,
para todo g € G e para todo x € X, existir uma funcio ¢ : G x X — X, com ¢((g,7)) = g.x
satisfazendo aos sequintes axiomas:

(A1) Para todo x € X,e.x = x, onde e é a identidade de G.
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(A2) Para todo g,h € G,z € X, temos:

g.(h.x) = (gh).z.

O axioma Al significa que a acao do elemento identidade de GG é sempre trivial, ou seja,
fixa todo elemento de X.

O axioma A2 relaciona a a¢ao do grupo a sua operagao.

Sempre que um grupo age em um conjunto, tem-se uma agao de grupos. Como as com-
binagoes sao entre elementos de um grupo e de um conjunto, nao deve-se omitir o simbolo -
que representa a agao de grupos.

Exemplo 5.1 Seja G um grupo e X = G. Definimos uma ac¢ao de G sobre X da sequinte
forma: se g € G ex € X (ou seja, x € G), considere a fungdo definida por (g,z) — gx. Ou
seja, gr € o produto de g e x em G. A associatividade da multiplicagcdo e as propriedades do
elemento neutro mostram que essa funcao é uma agao de G sobre X.

Lema 5.1 Seja G um grupo que age no conjunto X. Entao para todo g € G,x,y € X,
ocorre:

qg.r =Yy = g’l.y =zx.

Demonstrag¢ao. (=) Suponha g.z = y. Entao:

g ly=g"(g.2)

= (g 9)x
= e.xr
= XT.
(<) Suponha gty = x. Entao:
gx=g.(9""y)
= (997 ")y
=e.y

5.1 Coloragao

Definigao 5.2 Sejam C e D dois conjuntos nao-vazios, e X = F(D,C), o conjunto de todas
as funcgoes com dominio D e contradominio C. Entdo dizemos que qualquer funcao f € X é
uma coloracao de D.

No caso de C e D finitos e supondo que |D| = n e |C| = m, existem um total de m"

coloragoes de D diferentes, isto é | X| = m".

Exemplo 5.2 Considere as maneiras distintas de pintar os vértices de um triangulo equildtero
com as cores preto e branco. Neste exemplo D = {1,2,3} sao os vértices do triangulo e

C = {preto,branco} € o conjunto das cores.
Existem 23 = 8 coloracdes de D, utilizando as cores em C, como mostra a figura a sequir:
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Figura 10: Todas as maneiras possiveis de pintar os vértices de um triangulo equilatero com
as cores preto e branco.

Pode-se considerar uma colora¢io f € X = F(D,C) como uma aplicagio do conjunto
dos vértices D no conjunto das cores C, ou seja:

f:4{1,2,3} — {preto, branco}.

As 8 coloragoes diferentes correspondem entao as 8 aplicagoes diferentes com o dominio
e contradominio definidos acima.
A coloragao representada na figura 11, por exemplo, € determinada por:

f(1) = f(3) = preto;
f(2) = branco.

Figura 11: Uma coloragao qualquer de um triangulo equildtero com vértices pintados com as
cores branco e preto.

Exemplo 5.3 Considere um tabuleiro 2 x 2. Temos um total de 2* = 16 coloracioes deste
tabuleiro utilizando 2 cores (preto e branco), como representados na figura a sequir:
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-
Lo 1"
F -
LTI

Figura 12: Coloragoes de um tabuleiro 2 x 2 pintado com as cores preto e branco.

Considere, agora, o tabuleiro 2 X 2 com as casas numeradas de 1 a 4, como na figura a
sSequir:

Figura 13: Tabuleiro 2 X 2 com as casas numeradas de 1 a 4.

Uma coloracao f € uma aplicacdo do conjunto dos quadrados 1,2,3 e 4 no conjunto das
cores preto e branco, ou seja:

f:{1,2,3,4} — {preto, branco}.

As 16 coloracoes diferentes correspondem as 16 aplicacoes diferentes com os dominios
e contradominios definidos acima. Por exemplo, a coloragao representada pela Figura 14
corresponde a aplicagdo:

f(1) = f(3) = branco;
7(2) = f(4) = preto,
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Figura 14: Uma coloracao qualquer do tabuleiro de xadrez 2 x 2 pintado com as cores preto
e branco.

Exemplo 5.4 Considere todas as maneiras distintas de se pintar os vértices de um hexdgono
com as cores preto e branco.

Como existem 6 vértices e 2 cores, hd 2° = 64 maneiras de se pintar os vértices do
hexagono com as cores preto e branco. Estas coloragoes estao representadas na Figura 15:

e O O@® OO0 OO0 OO0 OO @ O@® 00O OO0 OO0
™ Y. 0 ) oo 0 o0 oW Qo o9 .0 LIS (=) | Q
L B ] OO O -0 o. L -0 o0 o-0 e 0 L]

a0 &0 OC® OO OC 0 O® S0 O® OO0 8 O®
L ] o0c LI o0 .. 00 . OO ("X o® 80 .0 L ]
o0 oo o9 . O o . [ -0 0. e 0 OO o0 O .
-0 oo 0 LR L o8 OO0 e 0 oy ] e B9 o .
0 wee Ce Oe OO0 @0 e 00 O O8 @0 Do @
e® o9 80 OO0 @@ 80 O® ee® saCc OO O® 80
a0 OO0 OO0 e0 O® &0 O® O *®C % =" e
Q L N ] L X LN .8 oQ -.e e s o® o L X [ ]
O &0 &0 80 O@® 80 O® 8 se 90 OO0 DO®
o . o® @O0 [ N ] .e o® &0 om ® 0 [ B ] o® 90
O 88 O ®e OO0 a8 80 &8 B w0 O ®e [ ]
[ N ] a8 @8 O . ®C oe =@ L o a8 89 [ N

*® 98 89 OO0
e Oe #e L s o
*eo® @8- O® OOC

Figura 15: Todas as maneiras possiveis de se pintar os vértices de um hexagono regular com
as cores preto e branco.

A coloracao:

w

Figura 16: Uma coloragao qualquer de um hexagono regular com os vértices pintados com
as cores preto e branco.

corresponde a aplicagao f:{1,2,3,4,5,6} — {p,b} tal que:
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f(3) = f(5) = branco;
f() = f(2) = f(4) = f(6) = preto.

Os resultados a seguir mostram, em particular, que existe uma agao de grupo de per-
mutacoes dos vértices de um poligono regular no conjunto das coloragoes destes vértices.

Definicao 5.3 Seja G um grupo de permutacoes de simbolos de D, isto é, G é um subgrupo
de S(D). Defini-se uma a¢ao de G no conjunto das coloragies X = F(D,C'), por:

VoeGVfeX=of=foo . (%)

Teorema 5.1 A formula da defini¢ao (x) define uma agao de grupo.

Demonstracao.
Seja e a identidade de G. Entao e é a aplicacao identidade e : D — D e para toda f € X,

e.f =foel=foe=f.

Assim, a propriedade Al da defini¢ao 5.1 se verifica.
Sejam 01,00 € G e f € X. Entao, pela definicao 77:

0'2.(0'1.f) == 0-2'(f o 0-1_1>

= (fooy )0021

o (0703 ")

o (0'20'1)

f
=f
= (0901).f

e portanto A2 da definigao 5.1 também ¢é valido.
O

Definicao 5.4 Seja G um grupo de permutacgies de D que age em um conjunto X = F(D,C')
das coloragoes de D, duas coloragoes, c1,co € X, sao equivalentes ¢; ~ ¢o se 3g € G tal que
€1 = gea.

Exemplo 5.5 De quantas maneiras diferentes pode-se colorir os vértices de um triangulo
usando as cores preto e branco?

O exemplo 5.2 exibe as 8 coloragoes possiveis, mas serd que essas coloragoes sao realmente
todas diferentes?

Observe que algumas dessas coloragoes sao equivalentes por meio da ag¢ao do grupo Ds.
Por exemplo, co ~ c3, pois ao rotacionar a colorac¢ao co por um angulo de %’T no sentido
hordrio, obtem-se a coloracao cs.

Na verdade, existem apenas quatro padroes diferentes entre essas coloragoes, isto €, po-
demos colocar as coloracoes nos quatro conjuntos representados na Figura 17 em que todas
as coloracoes equivalentes pertencem ao mesmo conjunto.
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!
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Figura 17: Triangulos equilateros com os vértices pintados de preto e branco, separados por
coloragoes equivalentes.

Exemplo 5.6 De quantas maneiras diferentes um tabuleiro 2 X 2 pode ser colorido usando
as cores preto e branco?

Considere a ac¢ao do grupo Ry (rotagdoes de um quadrado) no conjunto das coloragoes
das casas de um tabuleiro 2 X 2com as cores preto e branco. Na Figura 18, duas coloracoes
pertencem ao mesmo conjunto se sao equivalentes, ou seja, se pode ser obtida por meio da
aplicacao de uma simetria do quadrado.

Dessa forma, existem 6 conjuntos de coloragoes equivalentes, representados na Figura 18:

Figura 18: Tabuleiros 2 x 2 pintados de preto e branco, separados por coloragoes equivalentes.

Exemplo 5.7 Seja Dg o grupo diedral de um hexdgono regular, como descrito na se¢do 4.2,
e suponha que Dg age no conjunjo das coloragoes dos vértices deste hexdgono (ilustradas no
exemplo 5.4). As coloragdes equivalentes estao ilustradas na Figura 19:
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Figura 19: Hexagonos com os vértices pintados com as cores preto e branco, separados em
13 coloragoes equivalentes.

5.2 Orbita

Definigao 5.5 Seja G um grupo que age sobre um conjunto X. Definimos uma relagao ~¢
em X da sequinte maneira: para todos x,y € X, x ~qgy < 39 € G tal que g.x = y.

Lema 5.2 A relacio ~g no conjunto X € uma relacdo de equivaléncia.

Demonstracao.

i) Sejam x,y,z € X. Seja e € G o elemento neutro de G, entdo e.r = x e, portanto,
x ~¢g x. Logo ~¢ é reflexiva.

ii) Suponha que = ~¢ ¥y, entdo existe ¢ € G com g.x = y. Como G é grupo, existe o
inverso ¢g~! e g7'.y = x, portanto y ~¢ x. Assim ~¢ é simétrica.

iii) Suponha agora que z ~g y e y ~g z. Entdo existem g,h € G tais que g.x = y e
h.y = z. Como G é grupo, temos que hg € G e,

(hg).x = h.(g.x) = h.y = z,

o que implica em x ~g 2. Isto mostra que ~¢ € transitiva.
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Em geral, as classes de equivaléncia da relagao ~¢g sao chamadas de dérbitas da agao de
grupo. A orbita a qual o elemento x pertence é denotada por O,. Assim:

O, =0, 2 ~qVy
e como I ~g Yy < y = g.x para algum g € G, entdo:
0, ={g9.x:9€G}.

Ou seja, a érbita de x consiste em todos os elementos de X que obtemos de x deixando que
cada elemento de G atue em x. Como as Orbitas sao classes de equivaléncia, elas particionam
o conjunto X em conjuntos disjuntos. Assim, os exemplos 5.5, 5.6 e 5.7 de encontrar o niimero
de padroes distintos de coloragoes podem ser interpretados como o problema de encontrar o
numero de érbitas diferentes, existentes pela acao do grupo G no conjunto das coloragoes,
como mostram os exemplos a seguir:

Exemplo 5.8 Considere novamente o grupo diedral D3 agindo no conjunto das coloragoes
X dos vértices de um triangulo equilatero, coloridos com as cores preto e branco. O exemplo
5.5 pode ser interpretado como encontrar o niumero de orbitas distintas da acdo de D3 em
X. A Figura 17 mostra que existem quatro orbitas.

Exemplo 5.9 Seja X o conjunto das coloracoes das casas de um tabuleiro 2 X 2 com as
cores preto e branco. Ao considerar o grupo das rotacoes do quadrado, Ry, agindo em X, o
problema proposto no exemplo 5.6 pode ser reinterpretado como o problema de se encontrar
o numero de orbitas distintas da agao de Ry em X.

A Figura 18 mostra os elementos de X separados em orbitas diferentes. A mesma figura
apresenta as seis diferentes orbitas desta acao.

Exemplo 5.10 Analogamente aos exemplos 5.8 e 5.9, o exemplo 5.7 trata de contabilizar
as diferentes orbitas da acao do grupo diedral Dg no conjunto das coloragoes dos vértices de
um hexdgono reqular, usando as cores preto e branco. A Figura 19 apresenta as coloragoes
divididas nas orbitas da acao de grupo, além disso mostra que existem 13 orbitas distintas.

5.3 Estabilizador

Definicao 5.6 Seja G um grupo que age em X. Dado v € X, chamamos de estabilizador
de z, o conjunto S, dos elementos de G que firam x. Ou seja:

S, ={9€G:gx=u1}.

Lema 5.3 Seja G um grupo que age em X. Entdo, para todo x € X, o estabilizador de x,
S(x) € subgrupo de G.

Demonstracao.
Suponha g, h € S,. Entao g.x = x e h.x = z, pelo axioma (A2) na se¢do 5.1 temos que

(gh).x = g.(h.x) = g.x = x,

logo gh € S,., o que mostra que S, ¢é fechado, considerando a operagao de G.

Por (A1) na segao 5.1, e.x = x e assim 5, contém a identidade de G.

Novamente, se g € S, temos que ¢g.x = x entdao g '.x = x, 0 que mostra que ¢! também
estd em .S,. Portanto S, é um subgrupo de G. O
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Exemplo 5.11 Considere o grupo diedral D3, como descrito no no exemplo 5.2, e suponha
que D3 age no conjunto das coloragoes dos vértices do triangulo equildtero com as cores preto
e branco (coloragdes descritas no Exemplo 5.2).

A tabela abaizo lista todas as orbitas e estabilizadores de cada coloracdo:

Elemento de X Estabilizador Orbita
Cl {€7p17p277—177—277—3} {Cl}
Cg {6,7’1} {02,03704}
Cg {6,7’3} {02,03,04}
04 {6,7’2} {02,03,04}
05 {6,7‘1} {05706707}
06 {6,7’3} {05706707}
07 {6,7’2} {05»06707}
Cs {e.p', 0?71, 72, T3} {Cs}

Tabela 1: Orbitas e estabilizadores de cada coloracao dos vértices de um tridngulo equildtero,
considerando a agao do grupo diedral Ds.

Note na tabela 1 que quanto maior a érbita, menor o estabilizador e em cada caso |O,| X
|Sz| = 6 = |Ds]|. Isto nao é coincidéncia, mas um resultado que é verdadeiro em todos os
casos de uma acao de grupos como mostra o Teorema a seguir.

Teorema 5.2 (Teorema Orbita—Estabilizador)
Seja G um grupo finito que age em X. Entao para cada v € X

|0x] < |5:] = |G

Demonstracao.
Pelo lema 5.3, temos que S, é um subgrupo de G, e pelo Teorema de Lagrange segue que

| G : S, | x|S:| = |G].
Assim é necessario mostrar que
0| =| G: S, |.

Os elementos de O, possuem a forma g.x, para g € G e as classes laterais de S, possuem
a forma ¢S, para g € G. Podemos provar a equacao acima mostrando que a correspondéncia
g.x <— ¢S, é uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de O, e as classes laterais
de S, em (. Por isso, basta mostrar que, para todo ¢g,h € GG

gS; = hS, <= g.x = h.x.
Sejam g, h € G. Entao:
gS, = hS, < h~lgec S,
— (hlg)ax =z

< hl(gx)=12x
< g.x = h.x.
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OJ

Corolario 5.1 Seja G um grupo finito que age no conjunto X. Entdo o numero de elementos
de X em cada orbita € um divisor da ordem de G.

Demonstracao.
Imediata a partir da equagao multiplicativa do Teorema Orbita-Estabilizador 5.2.

O

Teorema 5.3 Seja G um grupo finito agindo em X. Entao o nimero de orbitas distintas é
dado por:

& 2 I8

zeX
Demonstracao.
Suponha que existam m érbitas O,,, ...,0,, . Para cada 1 < j < m:
oS = >0 ‘|O— pelo Teorema Orbita-Estabilizador

CCEOxj Z‘EOac

=G| > \O_ijl’ pois O, = O,, para todo x € O,

erzj

=G|
Assim, somando para todas as érbitas obtem-se,
S 1S =3 2 ISI—Z!GI m|G| = m = &5 3 [S.].
reX j=1z€0 @ rzeX

OJ

Exemplo 5.12 Considere novamente o grupo Ds agindo nas coloracoes dos wvértices do
triangulo, coloridos com as cores preto e branco. O exemplo 5.8 mostra que existem 4 orbitas
desta agdao. Este valor também pode ser encontrado ao aplicar o Teorema 5.3. De fato, ao
observar a tabela 1 do exemplo 5.3, e aplicar o Teorema 5.3, o numero de orbitas distintas é:

D3| Z |Scz| = %(|SC1| + |SC2| + ..t |SCS|)

ceX

=1(6+24+24+2+2+2+2+6)

1
=-24=4
6
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5.4 Ponto Fixo

Definicao 5.7 Seja G um grupo que age em X. Dado um elemento g € G, define-se o
conjunto dos pontos fizos de g, denotado por Fix(g), por:

Fixz(g) ={z € X;g9.2 = x}.

Exemplo 5.13 Considere o problema de se calcular o nimero de orbitas distintas da a¢ao
do grupo G = Dg no conjunto das coloragoes X dos vértices de um hexdgono reqular, cujos
vértices estao coloridos apenas com duas cores, branco e preto. Deseja-se calcular o conjunto
dos pontos fizos, Fix(g), de cada g € G = Dg, e, para isso, convém reescrever a representa¢ao
dos elementos de Dg, como permutacoes dos vértices do hexdgono, e ainda as correspondentes
decomposicoes num produto de ciclos disjuntos:

e=(1)(2)3)(4)(5)(6) p= (165432)
= (14)(25)(36)
= (123456)
= (16)(25)(34)
(1)(4)(26)(35)
(2)(5)(13)(46).

&

|
w
N—
(@)
S~—
—~
[\)
IS
N—
—~
-
Ut
N~—
| |

Para o cdleulo de Fiz(p*), por exemplo, observa-se que p* = (135)(246) e, portanto,
qualquer coloragdio c € X que fique fiza por p*, tem que ter os vértices 1, 3 e 5 da mesma cor.
Analogamente os vértices 2, 4 e 6 tém que ter também a mesma cor. Portanto |Fiz(p?)| =
22 =4, onde o 2 da base refere-se ao mimero de cores (apenas duas neste caso) e o expoente
ao nimero de ciclos de p* - dois.

A sequir estao representadas as cardinalidades dos conjuntos dos pontos fixos de Dg:

|Fiz(e)| =2 =32 |Fiz(p)| =2' =2
|Fiz(p®)] =2 =4 |Fiz(p’)] =2° =8
Fin(p)| =2 =4 |Fia() =2 =2
|Fiz(n)|=2=8 |Fiz(n) =2*=38
|Fiz(m)| =2%=8 |Fiz(ry)| =2 =16
|Fiz(rs)| =2 =16 |Fiz(16)| = 2* = 16.

Exemplo 5.14 Pelo exemplo 4.4, a decomposi¢ao em produtos de ciclos disjuntos das per-
mutacoes do grupo D3 é:

=) n=03Q) =120
pr = (123) p=(32) = (DB =

Com isso tem-se que:
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|Fiz(m)| =22=4 |Fiz(r)| =2%=4 |Fiz(ms)| =22 =4

|Fiz(p)] = 2! =2 |Fiz(ps)| =2' =2 |Fiz(e)] =23 = 8.

Exemplo 5.15 Sabe-se pelo exemplo 4.5 que o grupo Dy, das simetrias de um quadrado
constitui-se das sequintes permutacoes:

n = (1)(24)(3) 7 = (13)(2)(4)

ry = (12)(34) 1 = (14)(23)

p1 = (1234) p2 = (13)(24)

ps = (1432) pa=(1)(2)(3)(4) =e

Ao considerar o exemplo 5.3 do tabuleiro 2 x 2, em que D = {1,2,3,4} sao as casas do

tabuleiro e C' = {preto, branco}. Se o grupo Dy age no conjunto X das coloragoes f : D — C,
entao:

|Fiz(m)| =2%=38 |Fiz(r)| =2%=38
|Fiz(rs)| =22 =4 |Fiz(ry)| =22 =4
| Fix(py)| = 2" =2 | Fiz(po)| = 22 = 4
|Fiz(p3)] = 2! =2 |Fiz(e)] =2 =16

O lema a seguir estabelece uma relagao entre a cardinalidade dos conjuntos Fiz(g) e S,
Essa relacao é um ponto fundamental para a obtencao do resultado apresentado no Teorema
de Burnside, um dos temas centrais desse trabalho.

Lema 5.4 Dado um grupo G finito agindo em X,

> [Fiz(g)l = > [Sal-
geG zeX
Demonstracao.
Seja
A={(z,9) e X xG: g2 =z}
Pode-se contar os elementos de A de duas maneiras distintas:

i) fixando a primeira coordenada e variando a segunda;

ii) fixando a segunda coordenada e variando a primeira.

Em i), para cada x € X fixo, o nimero de elementos g € G que fixam x é a cardinalidade

do conjunto S, = {g € G : g.x = x}. Portanto,
Al = > 15|
zeX

Em i) para cada g € G fixo, o nimero de elementos z € X que sao fixados por g é a

cardinalidade do conjunto Fiz(g) = {z € X : g.x = x}. Assim,
Al = X2 [Fiz(g)]
zeX
Logo:

> [Fix(g)] = 2 [Sal

geG zeX
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6 Teorema de Burnside

Apesar do teorema (também chamado de lema) a seguir ter sido associado a William
Burnside, ele foi primeiramente provado por Georg Frobenius em 1887. William Burnside
atribuiu o resultado para Frobenius na primeira edigao de seu livro Theory of Groups of Finite
Order, Cambridge University Press, Cambridge, 1897, mas o nome de Frobenius foi aciden-
talmente deixado de fora da segunda edi¢ao, mais lida em 1911. Georg Ferdinand Frobenius
nasceu em Berlim em 26 de outubro de 1849. Foi o primeiro a formular o conceito abstrato
de um grupo. Ele se tornou professor de matematica em Zurique em 1875 e voltou a Berlim
como professor de matematica na universidade em 1892. Ele morreu em Charlottenberg em
3 de agosto de 1917.

O Teorema de Burnsdide consiste em apresentar uma féormula para se contabilizar o
nimero de érbitas de uma agao de grupos, em termos da cardinalidade dos conjuntos |Fiz(g)|
para cada g € G.

Os resultados e defini¢oes apresentadas foram baseados em [6], [10] e [12].

Teorema 6.1 Se G € um grupo finito agindo em um conjunto X, entao o numero de orbitas
distintas € dado por:

@ o 1Fiz(g)].
geG
Demonstracgao.
A demonstragao é consequéncia imediata do Teorema 5.3 e do Lema 5.4.
OJ

Exemplo 6.1 Dadas m cores cada vértice de um triangulo equildtero é colorido com uma des-
sas cores. Encontre o numero de diferentes padroes de coloracoes dos vértices deste triangulo.

Note que cada vértice pode ser colorido de m maneiras, dessa forma o niumero total de
coloracoes é m3.

Para resolver este problema, considere o grupo G das simetrias do triangulo descrito no
exemplo 4.4. G € o grupo diedral D3 = {71, 72,73, p, p*, €}.

Considere ainda a acdo do grupo D3 no conjunto das coloracoes dos vértices do triangulo
usando m cores dadas. O problema consiste em encontrar o numero de orbitas distintas desta
acao de grupo.

Considerando os vértices desse triangulo numerados de 1 a 3, a representacao ciclica das
simetrias em Ds, como mostrado no Exemplo 4.4, €é:

n=@3) n=032)  m=020)
p=(123)  p£=(132)  e=(1)@)O).

Como sao m cores tem-se que

2 2 2

|Fiz(m)| =m |Fiz(m)| =m |Fiz(13)] =m

Fix(pH)| = m! Fizx(p?)] = m! Fix(e)| = m?3.
P p

Aplicando o Teorema de Burnside, o niumero de diferentes padroes de coloragdo (nimero
de orbitas distintas) é:
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& 3 |Fia(g)]
geG

s([Fiz(m)| + |[Fiz(ro)| + |Fiz(7s)| + [Fiz(p')| + |Fiz(p®)| + |Fiz(e)])
%(m2+m2+m2+m+m+m3)

£(m® + 3m? + 2m).
Para o caso particular de m = 2, o numero de diferentes coloragoes é:

1(28 4322 4 2.2)
F(84+12+4)
$(24) = 4.
Esse resultado pode ser observado na figura 17, do exemplo 5.5.

Exemplo 6.2 Quantos padroes de colares existem com 6 pérolas, se as pérolas podem ser
brancas ou pretas?

O problema consiste em calcular |Fiz(g)| para cada g € Dg para, posteriormente, aplicar
o Teorema de Burnside no cdlculo do nimero de padroes de colares com 6 pérolas brancas e
pretas, ou seja o numero de obitas distintas da acao de Dg no conjunto das coloracoes dos
vértices de um hexdgono regqular pintados com as cores preto e branco.

Como Fixz(g) jd foi encontrado no exemplo 5.13, o nimero de diferentes colares é:

&5 |Fia(g)

geG

1
|D—6|(1.26 + 3.2+ 4234 2274 22

156
— =13 .
12

Existem pois 13 padroes de colares distintos com 6 pérolas brancas e pretas. E possivel
conferir esse resultado observando a figura 19.

Exemplo 6.3 Encontre o numero de diferentes padroes de coloracoes das casas de um ta-
buleiro 2 X 2, coloridos com m cores dadas.

Cada quadrado do tabuleiro pode ser colorido de m maneiras, o numero total de coloragoes
é, portanto, m*. O grupo G das simetrias de um quadrado, de acordo com o Ezemplo 4.5 é
Dy = {11, 72, 73,71, p%, 0%, 0%, p*}, 0 grupo diedral de ordem 8.

Considerando os quadrados desse tabuleiro numerados de 1 a 4, de acordo com e exemplo
4.5, a representacgao ciclica das simetrias é:

7 = (1)(24)(3) 7 = (13)(2)(4) T3 = (12)(34) T, = (14)(23)
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pl=(1234) P =(3)24)  P=(1432)  pt=(1)@E)ME) =
Como sao m cores tem-se que

3 3 2 2

|Fiz(m)| =m |Fiz(Te)| =m |Fiz(T3)| =m |Fiz(1y)] =m

Fia(p)|=m'  |Fia(p®)|=m?  |[Fiz(p")|=m'  |Fie(e)| = m".
Aplicando o Teorema de Burnside, o numero de diferentes padroes de coloragao é:

& X |Fia(g)|
geG

s([Fiz(my)| + [Fia(ra)| + [Fiz(rs)| + [Fiz(ra)| + [ Fiz(p")| + [Fiz(p®)| + [Fiz(p®)| + | Fiz(e)])
s(m® +m?® +m?+m? + m+m? +m+m)

s(m* 4 2m® + 3m? + 2m).

Para o caso particular de colorir o tabuleiro com duas cores, preto e branco (basta subs-
tituir no polinomio acima m = 2), o numero de coloragoes distintas é:

£(24 +22° + 322 +22)

$(16+16 4+ 12+ 4)
1(48) = 6.

Esse resultado pode ser observado na figura 18 do exemplo 5.6.

7 Teorema de Pélya

O teorema de enumeracao Pdélya, também conhecido como o teorema Redfield-Polya foi
publicado pela primeira vez por John Howard Redfield em 1927. Em 1937 ele foi inde-
pendentemente redescoberto por George Pdlya, que entao popularizou muito seu resultado,
aplicando-a muitos problemas de contagem, em particular, em problemas de enumeracao de
compostos quimicos.

Para enunciar o Teorema de Pdlya é necessario, antes, algumas defini¢oes. Estas de-
finigoes, bem como alguns exemplos ilustrativos estao expostos nas secoes 7.1, 7.2 e 7.3. A
secao 7.4 trata do Teorema de Pélya e de alguns problemas de contagem que sao resolvidos
por meio desse teorema.

Os resultados e defini¢oes apresentadas foram baseados em [2], [6] e [10].
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7.1 Indice de Ciclos

Definicao 7.1 Dada uma permutagio g € S(X) seja k; nimero de ciclos de comprimento j
na decomposicao de g em ciclos disjuntos. A essa permutacdo € associado o sequinte monomio
nas variavers Xy, Xo, ..., Xp:

Xk Xk X

n

O indice de ciclos de um grupo de permutacoes G é um polinomio definido por:

Z(G) = L S XX X
|Gl ge&
Exemplo 7.1 Indice de ciclos do grupo de diedral D3 das simetrias do triangulo equildtero
é:
Elemento | Decomposicao em ciclo | Monoémio

e (1)(2)(3) X7

p' (123) X;

P’ (132) X;

7y (1)(23) X1 X,

Ty (13)(2) XiXx1

T3 (12)(3) XX,

Tabela 2: Decomposicao em ciclos e monomios associados a cada permutacao do grupo de
diedral Ds.

Sequndo a Tabela 2 o indice de ciclos do grupo diedral Ds € o polinomio:
1
Z(Ds) = E(Xf + 2X7 + 3X1X3).

Exemplo 7.2 Indice de ciclos do grupo de rotagcao Rg do hexdagono regular.
Sequndo a Tabela 3 o indice de ciclos do grupo Rg é:

1
Z(Rg) = 6(Xl6 + X5+ 2X2+ 2X})

Elemento | Decomposicao em ciclo | Monomio
e (1)(2)(3)(4)(5)(6) X7
Pt (123456) X
0 (135)(246) Xz
7 (14)(25)(30) X3
ot (153)(264) Xz
0° (165432) e

Tabela 3: Decomposicao em ciclos e monomios associados a cada permutacao do grupo de
rotacoes Rg.



Exemplo 7.3 Indice de ciclos do grupo diedral Dg:

Elemento | Decomposicao em ciclo | Monomio
e (1)(2)(3)(4)(5)(6) X7
Pt (165432) X
0 (153)(264) Xz
P’ (14)(25)(36) X3
ot (135)(246) Xz
PE (123456) X3
T (12)(36)(45) X3
Ty (16)(25)(34) X5
T3 (14)(23)(56) X5
T4 (1)(4)(26)(35) XPX3
Ts (3)(6)(24)(15) X X3
T6 (2)(5)(13)(46) XPX3

36

Tabela 4: Decomposicao em ciclos e monomios associados ao grupo diedral Dg.
Segundo a tabela 4 o indice de ciclos do grupo diedral Dg é o polinomio:
1
Z(Dg) = E(XIG + 3XPXZ+ 4XJ + 2X2+ 2X).

Exemplo 7.4 Indice de ciclos do grupo diedral Dy:

Elemento | Decomposicao em ciclo | Monoémio
e (1)(2)(3)(4) Xi
Pt (1324) X
P’ (13)(24) X3
Pk (1234) X
T (14)(23) Xz
T (1)(24)(3) XX,
T3 (13)(2)(4) XPX,
Ty (12)(34) Xz

Tabela 5: Decomposicao em ciclos e monomios associados ao grupo diedral Dj.
Sequndo a tabela 5 o indice de ciclos do grupo diedral Dy € o polinomio:

1
Z(Dy) :g(Xer 3X2+ 2X2X1 4+ 2X)).



Exemplo 7.5 Indice de ciclos do grupo de simetrias do cubo:
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Elemento | Decomposi¢cao em ciclo | Monomio
e (1)(2)(3)(4)(5)(6) X7
o (1234)(5)(6) XIX?
7 (1432)(5)(6) XIX?
P’ (13)(24)(5)(6) XTX3
i (1536)(2)(4) X7
7 (1635)2)(4) XIX?
P (13)(2)(4)(56) XT3
P’ (1)(2546)(3) X X7
i (1)(2645)(3) X7
P’ (1)(24)(3)(56) Xi X3
pt0 (145)(263) Xz
Pt (154)(236) Xz
pt? (152)(364) Xz
p? (125)(346) Xz
pt (146)(253) Xz
P’ (164)(235) Xz
pto (126)(345) Xz
p’ (162)(354) Xz
o (14)(23)(56) X7
pt (14)(26)(45) X3
e (12)(34)(56) X3
P (16)(24)(35) X3
e (13)(25)(46) X7
p* (15)(24)(36) X3

Tabela 6: Decomposicao em ciclos e monomios associados ao grupo de simetrias do cubo.

Segundo a tabela 6 o indice de ciclos do grupo de simetrias do cubo é o polindmio:

1
—(XP 4+ 6X2X} +3X2X2 +6X5 +8X2).

Z(G) = o

7.2 Pesos e Inventario

Definigao 7.2 Seja X = F(D,C) o conjunto das coloragoes do conjunto D, uma fung¢do
peso no conjunto C € uma funcao w que associa a cada ¢ € C', um simbolo algébrico ou um
numero, denotado por w(c), denominado peso de c.



38

Definigao 7.3 Seja X = F(D,C) o conjunto das coloragoes do conjunto D, o enumerador
de estoque de C' por peso w € definido como sendo a soma

> wle)

ceC

Isto ¢, o enumerador de estoque representa de maneira algébrica todos os valores que os
elementos do conjunto D podem receber através das coloracoes de D em C.

Definigao 7.4 Seja X = F(D,C) o conjunto das colorag¢ées do conjunto D, para cada
coloracao f € X, definimos seu peso W (f) pela equagao:

W(f) = [[«(f(@);

deD

isto €, W(f) é o produto de simbolos algébricos correspondentes as cores que f atribui aos
elementos de D.

Definigao 7.5 Seja X = F(D,C) o conjunto das coloragées do conjunto D, se Y € um
subconjunto de X o inventdrio de 'Y ¢é a expressao:

>, W)

fey

A seguir serao dados alguns exemplos que objetivam ilustrar as defini¢oes 7.2 a 7.5 para
alguns exemplos ja abordados neste texto.

Exemplo 7.6 Considere o problema proposto pelo exemplo 5.4 de se determinar todas as
possiveis coloragoes existentes ao se colorir os vértices de um hexdgono regular com as cores
preto e branco.

Neste exemplo D = {1,2,3,4,5,6} € o conjunto dos vértices do hexdgono regular nume-
rados e C' = {preto,branco} é o conjunto de cores.

A funcao peso no conjunto C é dada por:

w(preto) = p
w(branco) = b.

Dessa forma, o enumerador de estoque de C € dado por:
w(preto) + w(branco) = p + b.
Considere agora a coloragao f representada na figura 16 onde:

f(3) = f(5) = branco
f(1) = f(2) = f(4) = f(6) = preto

O peso da coloragao f é:
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= w(preto)w(preto)w(branco)w(preto)w(branco)w(preto)

= ppbpbp = p'b°
Finalmente, como pode ser conferido pela figura 15, o inventdrio do conjunto X =
F(D,C) € dado por:

ST W(f) = pb + 6p°b + 15p*0? + 20p3b® + 15p%b* + 6pb° + b5 = (p + b)S.
fex

Exemplo 7.7 Considere agora o problema proposto no exemplo 5.3 de se determinar todas
as possiveis maneiras de se pintar de preto e branco as casas de um tabuleiro 2 X 2.

Neste exemplo D = {1,2,3,4} € o conjunto das casas do tabuleiro 2x2 e C' = {preto, branco}
¢ o conjunto das cores.

A fungdao peso no conjunto C € dada por:

w(preto) = p
w(branco) = b.

Logo, o enumerador de estoque de C é dado por:
w(preto) + w(branco) = p + b.
Considere a coloragao representada na figura 14, do exemplo 5.3.
f(1) = f(3) = branco
f(2) = f(4) = preto
Entao, o peso da coloracao f é:
W(f)= dl_g w(f(d)) = w(f(1)w(f(2))w(f(3))w(f(4))
S
= w(branco)w(preto)w(branco)w(preto)
= bpbp = p?b?
E o inventdrio do conjunto X = F(D,C), como pode ser observado na figura 12 € dado
por:
ST W(f) = p* + 4p3b + 6p?b% + 4pb® + b*.
fex

Exemplo 7.8 No exemplo 5.2 tem-se D = {1,2,3} e C = {preto,branco}, entao:
a funcgao peso e o enumerador de estoque sao os mesmos dos exemplos 7.6 e 7.7.
Considerando a coloragao representada na figura 11, em que

f() = f(3) = preto
f(2) = branco

O peso dessa coloragao é:

W(f) = dgj w(f(d)) = w(f(1))w(f(2))w(f(3))
= w(preto)w(branco)w(preto)

= pbp = p*b.
Observando a figura 10, pode-se concluir que o inventdrio do conjunto X € dado por:

ST W(f) = p® + 3p*b + 3pb* + b3.

fex
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7.3 Inventario Padrao

Defini¢ao 7.6 Seja X = F(D,C) o conjunto das coloragoes do conjunto D, se Y € um
subconjunto de X que contém exatamente uma colora¢ao de cada orbita, entao o inventdrio
de'Y € chamado de inventdrio padrao ou funcdao geradora e é denotado por Fg.

Exemplo 7.9 Para determinar o inventdrio padrao do exemplo 7.6, é necessdrio conhecer
todas as orbitas das coloragoes dos vértices do hexdagono com as cores preto e branco. Mas
1sso foi feito no exemplo 5.7. Estas orbitas estao apresentadas na figura 19. Logo:

Fo = p® + p°b + 3p*0® + 3p°b* + 3p°b* + pb° 4 0°.

Exemplo 7.10 Analogamente ao exemplo anterior, para determinar o inventdrio padrdao do
exemplo 7.7 € preciso observar as orbitas das coloracoes do tabuleiro 2 X 2 com as cores preto
e branco. Estas orbitas estao expostas na figura 18 do exemplo 5.6. Portanto:

Fg = p* + p®b + 2p°0* + pb® + b

Observacgao 7.1 Ao fazer b=p=1 no inventdrio padrao dos exemplos 7.9 e 7.10, obtemos o
numero de diferentes padroes de coloracao.

7.4 Teorema de Pdlya

O inventario padrao é uma ferramenta poderosa pois por meio dele é possivel se determi-
nar, além do numero de diferentes padroes de coloracao, quantas coloracoes distintas existem
com o numero de cada coloracao dado previamente. Entretanto, encontra-lo é uma tarefa
complicada pois é necessario dividir todas as coloracoes em érbitas. O teorema de Pdlya,
apresentado nesta secao, serd utilizado para simplificar este processo. Ele apresenta uma
maneira mais simples de se obter o inventéario padrao.

Teorema 7.1 (Teorema de Enumeracao de Pdlya) Seja X = F(D,C') o conjunto de todas
as coloragoes do conjunto D e seja w uma funcao peso em C. Seja G grupo de permutacoes
de D que age em X. Se o indice de ciclos de G é

Z(G, T1, T2, X3, ),

entdo o inventdrio padrao (funcao geradora) Fg é dado por

Fo=17 (G; Zw(c), Zw(c)2, Zw(c)3....> :

ceC ceC ceC

Demonstragao.

Ver referéncia [2].
O

Exemplo 7.11 Obtenha a fungdo geradora (inventdrio padrao) para o nimero de coloragioes
de um tabuleiro 2 X 2 nas cores preto e branco.
O indice de ciclos do grupo diedral Dy foi calculado no exemplo 7.4 e € dado por:

1
Z(G) = g(x‘ll + 2wy + 373+ 222x9).
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Sequndo o pelo Teorema de Polya, para obter a fun¢do geradora deve-se fazer as sequintes
substituicoes no indice de ciclos:

r1=b+ p, xa =0+ p? exy =b*+ p

Logo:

1

F(G) = g((b+ p)t+ 2000+ ph 4+ 30+ PP+ 2(b+ p)*(b®+ p?)).
:p4+ p3b—i— 2p2b2—i— pb3+ b4

A func¢ao geradora, F(G), transmite as sequintes informagoes:

- FExiste 1 padrao de coloracao com 4 casas pretas.

- FExiste 1 padrao de coloragao com 3 casas pretas e 1 casa branca.

- Exzistem 2 padroes de coloracao com 2 casas pretas e 2 casas brancas.
- Exziste 1 padrao de coloracao com 1 casa preta e 3 casas brancas.

- FExiste 1 padrao com 4 casas brancas.

Observe que, além de fornecer o nimero de érbitas distintas (basta fazer todas as varidveis
iguais a um na fungao geradora), o Teorema de Pdlya informa quantas coloragoes existem
com o numero de cada cor pré-estabelecido. Dessa forma, o Teorema de Pdlya é mais geral
que o Teorema de Burnside.

Exemplo 7.12 Suponha que um colar de 6 pérolas possa ter pérolas pretas, brancas e cinzas.
Suponha ainda que possamos fazer apenas movimentos de rotagoes meste colar. Quantos
colares diferentes existem com 1 pérola branca, 4 pérolas cinzas e 1 pérola preta?

Sejam D = {1,2,3,4,5,6} e C = {braco, preto, cinza} com pesos dados por w(branco) =
B,w(preto) = P,w(cinza) = C.

O indice de ciclos de Rg foi dado no exemplo 7.2:

1
Pelo Teorema de Polya, a funcao geradora é:
Fo=3((B+P+CO)+ (B*+ P>+ C?)* +2(B* + P+ C%)? + 2(B° + P5 4 C°))

= PS5+ P°C +3P'C? +4P3C3 + 3P%*C* + PC° + C% + P°PB+5P'CB + 10P3C?B +
10P2C3*B+5PC*B+C°B+3P*B?+10P3CB?*+16P?C?*B?+10PC3*B? 4+ 3C*B*+4P3B3 +
10P?CB? + 10PC*B? + 4C®*B3 + 3P?B* + 5PCB* + 3C?B* + PB® + CB® + BS.

Entao o niumero de colares diferentes com 1 pérola branca, 4 pérolas cinzas e 1 pérola
preta € o coeficiente de PC*B, que € 5.

Exemplo 7.13 Suponha agora que no exemplo 7.12, além das rotacoes, também as reflexoes
sao permitidas. Neste caso, o grupo a agir no conjunto das coloragoes € o grupo diedral Dsg.
O indice de ciclos de Dg € dado no exemplo 7.3:
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1
Z(Ds) = E(XfJr 3X2X2 + 4X3 4+ 2X2 + 2X).

Pelo Teorema de Pdélya, a funcdo geradora é dada por:

Fo=35[(B+P+C)f+3B+P+C)P3*B*+ P>+ C?)?+4(B>+ P2+ C?)* +2(B* +
P34+ C3)% +2(B% + P° + C%)].

= P%+ P°C' +3P*C* + 3P°C® + 3P?C* 4 PC® + C° + P°B + 3P'CB + 6P°C*B +
6P2C*B +3PC*B+ C°B+3P*B2+6P3CB?+11P2C?B?+6PC3B?+3C*B%>+3P3B? +
6P?CB? + 6PC?B3 + 3C3B? 4+ 3P?B* + 3PCB* + 3C?B*+ PB®> + CB® + BS.

Entao, neste caso, o niumero de colares com 1 pérola branca, 4 pérolas cinzas e 1 pérola
preta € o coeficiente de PC*B, que € 3.

Exemplo 7.14 De quantas maneiras podemos colorir as faces de um cubo utilizando as cores
vermelho, amarelo, preto e branco, de maneira que em cada pintura tenhamos exatamente
2 faces amarelas e 2 vermelhas? FE a quantidade de pinturas contendo exatamente 1 face
amarela?
Seja D = {1,2,3,4,5,6} o conjunto das faces do cubo e C = {vermelho, amarelo, branco, preto}
No exemplo 4.1 foram apresentadas as 24 simetrias rotacionais do cubo. Assim,

G = {e7p1ap27 "'7p23}'

De acordo com 7.5 o indice de ciclos de G é dado por:

1
— (X% +6X7X} +3X7 X7 +6X5 +8X3).

Z(G) = o

O peso de cada cor é:
w(amarelo) = a
w(vermelho) v
w(branco) =
w(preto) =

Entao, pelo Teorema de Pélya o inventdrio padrao é dado por:

Fo=2%((a+v+b+m)f+ 3a+v+b+m)(a®+0v2+b*+m?)?+ 6(a+v+b+m)*(a*+
v+ 0t +mt) + 6(a® + 07+ 0+ m?)? 4+ 8(a® + 0P+ b° + m?)?).

Fo = 5;(24a° 42400+ 24a°p + 24a°v + 48a*b? + 48abp + 48a*bu + 48a*p* + 48a pv + 48a*v? +
48a3b3 + 72a2b*p + 72a3b*v + 72a3bp? + 120a3bpv + 72a3bv? + 48a3p? 4 72ap?v + T2a3pv? +
48a3v3 + 48ab* + 72a’b*p + T2a%b3v + 144ab*p? + 192a%bpv + 144a2b*0? + 72abp® +
192a2bp?v + 192a2bpv? + 72a2bv® + 48ap* + 72ap3v + 144a2pv? + 72a2pv3 + 48av* + 24ab® +
48ab*p +48ab*v + 72ab?p? + 120ab3pv + T2ab3v? + 72ab*p? + 192ab*p*v + 192ab*pv? + 72ab*v> +
48abp* 4 120abp3v + 192abp?v? + 120abpv? + 48abv* + 24ap® + 48apv + T2ap3v? + T2ap*v3 +
48apv* 4 24av® + 2465 4 24b%p + 24b%v + 48b*p? + 48b*pu + 48b*w? + 48b3p? + T2h3p%u +
7263pv? + 48b3v3 + 48b%p* + T2b%pPu + 144b%p?v? + T26%pu? + 48b%v* 4 24bp® + 48bptv +
72bp3v? + T20p?v3 + 48bpu* + 24bv° + 24p8 + 24p°Sv + 48p % + 48p3v3 + 48p? vt + 24pv® + 240%).
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Para responder a primeira parte do problema, deve-se considerar todos os termos que
possuem a’b?:

144a2b*p? + 192a%b?*pv + 144ab*0?
totalizando 480 maneiras distintas.

Para a sequnda pergunta, deve-se considerar todos os termos que contém a':

192ab?p?v + 192ab?*pv? + 72ab*v? + 48abp* + 120abp3v + 192abp?v? + 120abpv® + 48abv* +
24ap® + 48ap*v + T2ap3v? + T2ap*v?® + 48apv* + 24av®

totalizando 1272 maneiras distintas.

8 Aplicacao em Sala de Aula

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), os alunos devem resolver e
elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes tipos de agrupamento de elementos,
por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas. Dessa
forma o Teorema de Burnside pode ser apresentado aos estudantes da educacao basica, pois
pode auxiliar em simples problemas de contagem.

Os resultados e defini¢oes apresentadas foram baseados em [8].

8.1 Aplicagcao Desenvolvida

Foi proposto aos alunos um exercicio que consistia em encontrar de quantas maneiras
diferentes pode-se pintar um tabuleiro 2 x 2 com duas cores diferentes.

Para realizar a atividade a turma foi dividida em grupos de 4 pessoas. Cada equipe
recebeu a mesma quantidade de tabuleiros e seu desafio era pintar os tabuleiros e organiza-
los de todas as formas possiveis.

A atividade foi extremamente visual e possibilitou que os educandos fossem além da
teoria.
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Os alunos chegaram a conclusao que seriam necessarios 2* = 16 tabuleiros. Logo apds
comecaram a colorir as diferentes possibilidades dos 16 tabuleiros. Cada grupo inconsciente-
mente desenvolveu uma estratégia para a realizacao da atividade.

Ap6s todos terem conseguido as 16 coloracoes diferentes, alguns alunos chegaram a con-
clusao que certas coloragoes eram semelhantes a outras, precisando apenas fazer rotacoes de
90°, 180° ou 270° no sentido horario ou anti-horério.

Assim foi proposto aos grupos um novo desafio que consistia em separar os tabuleiros que
possuiam coloragoes semelhantes e logo apds divulgado que existem teoremas que auxiliam a
resolver este tipo de problemas e um destes teoremas é o Teorema de Burnside.

A dinamica teve participacao ativa de todos os alunos.

8.2 Sugestao de aplicagao

Recursos:

e Folhas de papel com um desenho de um triangulo equilatero com os vértices identifica-
dos;

e Modelos de cartolina de um triangulo idéntico ao desenhado no papel com os vértices
identificados em frente e verso;

e Um modelo de cartolina de um triangulo equilatero com seus vértices identificados em
frente e verso em tamanho grande;
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e Quadro negro e giz.
Metodologia:
e Primeiro momento:

- Solicitar aos alunos que listem todas as permutacoes do conjunto X = {A, B, C};

- Pedir aos alunos que posicionem o modelo de cartolina sobre a folha com o desenho do
triangulo de modo a fazer corresponder os mesmos vértices do triangulo da folha com os do
modelo de cartolina;

- Solicitar que facam movimentos com o modelo de cartolina do triangulo de modo a
sobrepo-lo ao triangulo desenhado na folha e que comparem a posicao original com a posigao
obtida a cada movimento. Deve-se voltar a posi¢ao original apds cada movimento. O professor
pode auxiliar nesse passo utilizando o modelo em tamanho grande;

- Comparar a quantidade simetrias encontradas com a de permutacoes dos elementos de
X;

- Fazer o aluno perceber que toda simetria foi associada a uma permutacao de X.

- Fazer uma associagao matematica usando a representacao matricial de simetria.

e Segundo momento:

- Perguntar aos alunos se os movimentos feitos com o triangulo podem ser desfeitos de
modo a retornar o triangulo a sua posigao original;

- Perguntar aos alunos se algum dos movimentos deixa as posigoes dos vértices do triangulo
inalterada;

- Solicitar aos alunos que componham alguns movimentos se o resultado obtido pode ser
obtido por apenas um movimento;

- Escolher trés das simetrias do triangulo e fazer com que os alunos percebam que esta a
operacao de composicao de simetrias é associativa;

e Terceiro momento:

- Perguntar aos alunos de quantos modos diferentes podemos pintar os vértices de um
triangulo equilatero com duas cores distintas;

- Caso nao percebam, mostrar aos alunos que fazendo alguns movimentos com o triangulo
a posicao das cores fica inalterada

- Pedir aos alunos que separem os triangulos com padroes de coloracao semelhantes;

9 Conclusao

Nessa dissertagao foram apresentados conceitos necessarios para entendimento e uso do
Teorema de Burnside e do Teorema de Podlya. Para tal, foram dadas algumas defini¢oes
basicas. Em seguida foram discutidos alguns resultados importantes sobre Permutacoes,
Teoria dos Grupos e suas propriedades. Foram introduzidos conjuntos importantes como o
fixador, estabilizador e orbita. Para con?rmar a aplicabilidade do Teorema no ensino basico,
foi feita uma atividade com alunos da educacao basica.
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