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Resumo:

Este trabalho tem por objetivo apresentar uma introducao a teoria de grupos. Para
alcancar este objetivo foram abordados elementos basicos da estrutura algébrica de grupos
e a relacao entre a teoria de grupos com algumas transformagoes geométricas, destacando-se
reflexdes e rotacoes. Além disso, é apresentada uma proposta de abordagem deste assunto
na estrutura curricular do ensino fundamental.
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Abstract: This work aims to present an introduction to group theory. In order to achieve
this objective, the basic elements of the product group structure and a relationship between a
group theory with some geometric transformations were approached, highlighting reflections
and rotations. In addition, it is a proposal to address this issue in the curriculum structure
of elementary education.
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1 Introducao

A teoria de grupos, decorre do estudo de véarios matematicos na busca da solugao por radicais
de equacgoes algébricas.

Segundo Domingues e Iezzi [7], entre 1500 e 1515, o matemaético italiano Scipione del Ferro
(1456 - 1526) descobriu um método para resolver a equacio cibica z° + pr = ¢ (p,q > 0).
Del Ferro verificou que a equacgao dada é resoltivel por radicais. No entanto, a solugao de Del
Ferro apresentou um desafio para os algebristas: sera que toda equacao algébrica é resolivel
por radicais? Essa questao sé comecou a ser esclarecida genericamente na segunda metade do
século XVII, através das pesquisas de Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813). Assim, Lagrange
observou que a teoria das permutacoes ou simetrias era de grande relevancia para a resolugao
de equagoes.

Em 1824, de acordo com Domingues e Iezzi [7] o matemdtico noruegués Niels Henrik
Abel (1802 - 1829) mostrou que ndo hd nenhuma férmula geral por radicais para resolver
as equagoes de grau igual ou maiores que 5. Contudo, uma questao permanecia em pé: por
que algumas equacoes de grau igual ou maiores que 5 sao resoliveis por radicais e, o que
caracteriza esse tipo de equacao?

Somente no século XIX, o jovem francés Evariste Galois (Franga, 1811 - 1832) mostrou
que toda equacao pode ser associada a um grupo caracteristico e que as propriedades desse
grupo podem ser usadas para determinar se a equacao é soluvel por radicais ou nao. Onde,
o termo grupo foi utilizado em seu sentido atual pela primeira vez por Galois, que procurou
descrever os grupos de simetrias satisfeitos pelas solugoes da equagao algébrica (Domingues
e Tezzi, 2003)[7].

O conceito de grupo é fundamental para a adlgebra abstrata, mas também possui aplicacao
direta outras areas da matematica e de outras ciéncias. Um exemplo disso, é o grupo das
simetrias que possui aplicagao na cristalografia e na quimica, por exemplo. Na fisica classica,
o grupo de Galileu é usado para correlacionar simetrias do espago com teoremas de con-
servagao, o grupo de Lorenz é estudado na mecanica relativistica e esses grupos surgem
também na formalizacdo da mecénica quantica (Sakurai e Tuan, 1994) [12]. Além desses,
outros grupos cldssicos sao usados no estudo das algebras que resultam em dinamicas impor-
tantes da mecanica quantica, como a algebra de momento angular e a algebra anticomutativa
fermionica (Ballentine, 1998)[2].

Arthur Cayley foi um dos matematicos ingleses mais ilustres do século XIX. Ele nasceu
no ano de 1821 em Richmond, Surrey. Se formou em matematica pela Universidade de Cam-
bridge, mas escolheu nao seguir uma carreira académica por causa da necessidade de se tornar
um sacerdote anglicano. Ele morreu em Cambridge no dia 26 de janeiro de 1895. Durante
sua vida, Cayley escreveu mais de 900 publicagoes. Dedicou grande parte de sua energia a
teoria dos invariantes, mas sem duvida seu trabalho de maior e o valor mais duradouro foi o
da teoria das matrizes, onde ele foi pioneiro (Allenby e SLOMSON, 2011)[1].

Em 1854, Cayley publicou um artigo intitulado On The Theory of Groups as Depending
on the Symbolic Equation 6° = 1 (Sobre a teoria dos grupos como dependente da equacao
simbélica 6° = 1), sendo notével por descrever provavelmente, a mais antiga definicao de
grupo abstrato finito. Nesse artigo também esta formulado o que hoje se conhece como
Teorema de Cayley que diz que todo grupo finito é isomorfo a um subgrupo de um grupo de



permutagoes (Baumgart, 1992) [4].

O teorema de Cayley permite descrever grupos através de uma estrutura em comum, e
ajuda na classificacao de grupos de acordo com seus isomorfismos. Assim, teoremas que sao
verdadeiros para subgrupos de grupos de permutacao sao verdadeiros para grupos em geral.
O fato de todo o grupo poder ser representado por um grupo de permutagoes tem a vantagem
de dar um certo carater de concretude ao grupo em estudo por mais abstrato que ele seja.

A primeira secao motiva o estudo dos grupos. A segunda sessao apresenta a definicao
de grupo e alguns resultados tedricos sobre essas estruturas algébricas. Trata também dos
subgrupos e apresenta critérios para saber se um determinado subconjunto nao vazio de um
grupo constitui um subgrupo.

As secoes 3 e 4 aborda respectivamente grupo de permutagoes e grupo diedral abordando
o tema de forma simples e depois expondo suas defini¢des, teoremas e proposi¢oes associadas
a cada grupo. A sessao 5, apresenta homomorfismo de grupos e partindo desse conceito,
defini-se isomorfismo de grupos e apresenta exemplos. Dando prosseguimento a abordagem,
chega-se ao Teorema de Cayley. Exibi-se algumas situacoes que permitem ao leitor verificar
a aplicacao do resultado demonstrado em exemplos explorados ao longo do trabalho. O
Teorema de Cayley também d& ao leitor um vislumbre das generalizagoes que a Matemética,
e em particular a algebra, é capaz ao mostrar que todo grupo ¢ isomorfo a um determinado
grupo de permutagoes. Finalizando o trabalho é abordado uma proposta de plano de aula
sugerindo uma aplicacao do Teorema de Cayley em uma turma de ensino fundamental. Essa
proposta consiste na troca de chaves de resolucao de um cédigo escrito.

2 Grupos

Nesta secao serd definida a estrutura algébrica de grupo que é o ponto central deste trabalho,
usando como referéncias (3, 6, 7, 8, 10, 11, 13]. Serao apresentadas algumas propriedades
decorrentes da definigao e uma classificagao elementar de acordo com algumas propriedades
que podem ou nao ser observadas. Além disso também serd abordado o conceito de subgrupos.

A matematica define grupos relacionando elementos de um conjunto através de uma
operacao binaria. Do ponto de vista pratico, grupos sao usados para estudar as operacoes que
podem ser realizadas e combinadas dentro de determinados contextos. Por exemplo, pode-se
tratar do conjunto de operagoes que mudam a posi¢ao ou orientagao de um solido geométrico
ou uma figura plana. O estudo do Grupo, nesse caso, pode determinar transformacoes que
preservem propriedades do sélido ou mostrar como a posicao de determinadas pecas mudam
de acordo com transformacoes aplicadas em um conjunto de pecas. Em geral, portanto,
grupos generalizam a ideia de transformacoes e com eles pode-se estudar caracteristicas gerais
delas.

Diz-se que um conjunto G ¢é fechado com relagao a operacao %, se todas as combinagoes
de dois elementos desse conjunto através da operacao *x dada, resulta em um elemento do
préprio conjunto, ou seja, V a,b € G, axb € G. Um exemplo disso é o conjunto dos ntimeros
inteiros (Z) com operacao de adigdo, pois para todo a,b € Z, a + b € Z. Outro exemplo
em que se pode verificar o fechamento com a operacao de divisao entre seus elementos é o
conjunto dos nimeros complexos nao nulos (C*) pois para todo a,b € C* tal que a = a; + asi
e b= by + byi, com a,,b, € R, com n ={1,2}, entao:



a ai + agi (CLl + CLQi) (bl — bQZ) al.bl — (al.bg)i + (az.bl)i — (a2.b2)i2

7= - . = ) _ _1
b bitbyi (by+boi) (by — Do) B+ (bibo)i — (bybo)i— b3z ! )
entao (a1:01 + az.by) + (a2.b1 — arby)i _ arbi +asby  az.by — a1.52i como Gu-b1 + 62.by
b+ R RN RN
CLQ.bl — al.bg . a .
R e —5—5— € R entdo — € C* para todo a,b € C.
by + b3 b

Definicao 2.1 Seja G um conjunto nao vazio. Uma operagao bindria sobre um conjunto GG
¢ uma fungdo que associa a cada par ordenado (a,b) € G X G um elemento axb € G. Uma
operacao bindria sobre G pode ser representada da sequinte maneira:

x:GxGE—G
(a,b) = axb

Diz-se que um conjunto G é fechado com relacao a operacao *, se x é uma operacao
bindria sobre G. Isso quer dizer que todas as combinacoes bindrias através da operacao dada
resultam em elementos do conjunto.

Observe que o conjunto Z dos numeros inteiros, com a operacao usual de adi¢ao possui
algumas propriedades além da operagao binaria. Dados a,b,c € Z é sabido que a operagao
de adigao é associativa. Simbolicamente, isso significa que (a +b) + ¢ = a + (b+ ¢). Existe
um elemento e € Z para o qual a4+ e = e+ a = a para todo a € Z. e é denominado elemento
neutro e neste caso, e = 0. E, finalmente, para cada a € Z, existe um outro elemento b € Z,
tal que a +b=b+a =e. Como e = 0, conclui-se que b = —a.

De modo geral, para conjuntos com essas propriedades estabelecem a seguinte definicao:

Defini¢ao 2.2 Um grupo, denotado por (G,x), consiste de um conjunto nao vazio G onde
pode ser definida uma operac¢ao (x) bindria, que satisfaca as sequintes propriedades:

1. Associatividade: ¥ g1,92 € g3 € G, (g1 % g2) * g3 = g1 * (g2 * g3);
2. Existéncia do elemento neutro: de € G tal queexg=gxe=g, Vg € G;

3. Ezisténcia do elemento inverso: ¥ g € G, 3¢ € G tal que gxg' =g x g =e.

Exemplo 2.1 Prove que GL,(R) = {M € M,(R)/detM # 0} € grupo com a operacio de
multiplicacao usual de matrizes.

De fato.

1. GL,(R) é associativo.
Dados A, B,C € GL,(R), entao vale a igualdade (AB)C = A(BC);

2. Seja
a1 Q1n

ap1 '+ Qnp



O elemento neutro é dado por

1 0
I, =|: € GL,(R),
0 1
pois detl, # 0 e
a1 Q1 1 0 a1 A1n
Aly= |+ o | s = o ] =4
An1 Apn 0 1 an1 Qnn
e
1 ... 0 |a1 ... ain air ... Qi
0 1 an1 QAnn Qn1 QAnn

ou seja, Al, = A= I,A.
3. Dado A € GL,(R), tal que det(A) # 0, existe A" € M,(R) tal que A.A" = A’A =1I,.

Para isso é suficiente mostre que A" € GL,(R).

Tem-se que AA" = I,,, logo det(A).det(A’) = det(l,). Sabe-se que det(/,) = 1 e por
hipdtese det(A) # 0. Assim, det(A’) = m # 0, ou seja, A’ € GL,(R).
Portanto GL,(R) é grupo multiplicativo.

Observe que GL,(R) com a multiplicagdo usual ndo é comutativa.

. 3 1 1 2
Sejam A = [2 A € GLy(R) e B= 9 4 € GLy(R).

3 1] [1 2 5 10 12131 79
AB:[Q 4] lz 4}:[10 QO]GBA:[Q 4} [2 4}:[14 18]'
O que implica que AB # BA.

Em um grupo, se a operagao bindria é uma adi¢ao conhecida, representa-se o elemento
neutro por ¢ = 0 e o elemento oposto ¢ = —g. Este grupo é denotado por (G, +) e diz-se
que um grupo G ¢ aditivo. Outras operacoes como, a composicao de fungoes, representada
por (G, o) e, operagoes nao triviais também podem satisfazer as propriedades de Grupo. Se
a operacao estiver implicita ao grupo (G, *), este serda denotado simplesmente por grupo G.

Um grupo é multiplicativo se sua operacao binaria é a multiplicacao, o elemento identidade
é representado por e = 1 e este grupo é denotado por (G, .). Em grupos multiplicativos, dados
g1, 92 € G, é comum escrever g;g, omitindo o sinal de operagao entre os elementos g; e g.

Em conjuntos finitos pequenos, a construgao da tabua de operagoes pode facilitar a ob-
servacao de algumas propriedades de grupo, tais como verificar se um conjunto com n ele-
mentos € fechado, qual é o elemento neutro, quais sao os inversos de cada elemento do grupo
e quais pares de elementos sao comutativos.



Definigao 2.3 Uma tdbua de operagao * definida sobre um conjunto finito G = {g1, g2, .-, gn}
¢ uma tabela onde o resultado da operagdao g; * g; € colocado na i-ésima linha e j-ésima co-
luna, ou seja, o resultado € obtido usando um elemento da linha operado por um elemento
da coluna.

Seja G = g1, g2, ..., gp com n > 1 um conjunto com n elementos. Toda operacao sobre G é
uma aplicacdo f : G x G — G que associa cada par ordenado (g;, g;) o elemento g; *g; = g;;.

O elemento g;; pode ser representado numa tabela de dupla entrada construida como na
tabela 1.

Tabela 1: Tabua de operagoes

* 1 g1 | 92 | | Gn
g1 | 911 | 912 | -~ | G1n
g2 | g21 | G22 | --- | G2n
9n gn1 gn2 oo nn

Observe como se pode checar as propriedades de uma operacao * sobre um conjunto G
através de uma tabua de operagoes.

1. Elemento neutro.

Observe a tabua de operagoes e verifique se a primeira linha da tabua (o cabegalho)
se repete em algum lugar da tabua. Caso encontre a linha, quer dizer que para algum
elemento g; € G, g;é o elemento neutro a esquerda para a operacao *, ou seja, g;*g, = g;
para todo g, € G. Observe novamente a tabua de operacoes para ver se a primeira
coluna se repete em algum lugar da tdbua. Ao encontrar a coluna significa que o
elemento ¢; é o elemento neutro a direita, ou seja, g, * ¢; = ¢; para todo g, € g.
Portanto o elemento g; é o elemento neutro da operagao .

2. Elemento inverso.
Como g; é o elemento neutro da operacao, verifica-se na tdbua quais sao os pares de
elementos g,, g, € G tais que g, * g» = ¢;.

3. Propriedade Associativa.
Nao é possivel verificar tal propriedade através da tabua de operacoes. Esta é a pro-
priedade que exige mais trabalho, podendo ser feita de dois modos:
1° modo: Calculam-se todos os compostos do tipo g;*(g;*gx), com ¢, 5,k € {1,2,3,...,n}
e comparar os compostos que tem os mesmos i, j e k. Esse método requer o calculo de
2n% compostos.
2° modo: Encontra-se um conjunto H dotado de uma operacao * que se sabe ser associ-
ativa de tal forma que existe uma aplicacao f : F — F com as seguintes propriedades:
(7) f é bijetora,
(17) f(x*xy) = f(z)* f(y) para todo =,y € E.



Exemplo 2.2 O conjunto finito definido pelo conjunto G = {—i,—1,i,1} C C com a
operacao usual de multiplicacao em C mostrada na tabela 2 € um grupo multiplicativo.

Tabela 2: Multiplicagao do conjunto ¢
* | —1 | =11 1 1

-1 | =11 1 1 | —
-1 1 1 | =] —1
? 1 | = | =11 =
1 | = | =11 = 1

De fato, como o conjunto C é associativo com relagao a operacao de multiplicagdo e como
G C C entao G ¢ associativo.
Analisando a tabela, observa-se que na quinta linha a multiplicagao é igual a primeira linha
da tabela e na quinta coluna a multiplicacao é igual a primeira coluna. Logo o elemento 1 é
o elemento neutro dessa operagao.
Como 1 é o elemento neutro e se encontra em todas as entradas da diagonal da tabela, os
elementos inversos sao:

(=) =i, (1) =-1,i=—i, I'=1.
Logo G é um grupo multiplicativo.

A seguir, é apresentado propriedades basicas que sao obtidas a partir dos axiomas da
defini¢ao de grupo:

Teorema 2.1 Se (G,*) é um grupo entao existe um unico elemento neutro e € G.

Demonstracao: Suponha que existam ej, ey € G elementos neutros distintos em G com
relagao a . Logo,

e Como e; é um elemento neutro, entao e * e = €9 % €1 = €o;

e Como ey é um elemento neutro, entao e; * ex = ey *x €1 = €y

Deste modo,

€y — €] kX g — €2 X €] = €.

Entao e; = eq, isto é, o elemento neutro é unico. Il

Teorema 2.2 Para cada elemento g € G, existe um unico elemento inverso g' € G.



Demonstragao: Suponha que ¢’ e § sejam dois inversos de g € G, entao

e Como ¢’ é inverso de g entdo, ¢’ x g =gx* g = e;

e Como ¢ ¢ inverso de g entao, gxg=g* g =e;

Deste modo,

g=gre=gx(gxg)=(Gxg)xg =exg =4

Entao, g = ¢/, isto é, o inverso de cada elemento g € GG é unico. O

Do teorema acima observa-se que se e é o elemento neutro do grupo G, entao e x e’ = e,
ou seja, € = e. Em outras palavras, quer dizer que a inversa do elemento neutro é o préoprio
elemento neutro.

Teorema 2.3 Se G é um grupo entio (¢') = g.

Demonstragao: Observe, pela definicao de elemento inverso, que (¢') é um elemento que
quando multiplicado por ¢’ resulta em e, mas sabe-se que g é esse elemento, ja que ¢’ é inverso
de g, e pelo teorema 2.2 existe a unicidade do inverso. Portanto,

(9) =g
O
Teorema 2.4 Se G € um grupo tal que g1, g2 € G entao (g1 * g2)' = g5 * g.
Demonstracao: Mostre que
(g1 % g2) * (g5 % g1) = (g5 % g1) * (g1 % g2) = e.
De fato, pela propriedade associativa da operagao em G tem-se que
(g1%92) * (ga* 1) = g1 % (2% g3) x gy = gr*xex gy = g1 x g =e€.
Analogamente, tem-se que
(95 % 1) * (g1 % g2) = go % (1 % 1) % go = Gy x e % g2 = (gs % g2) = €.
O

Nem sempre a operagao bindria usada na definicao do grupo é comutativa. Quando ha
comutatividade, entretanto, atribui-se ao grupo uma denominacao especial, a saber, grupo
abeliano.

Definicao 2.4 Um grupo (G, *) € abeliano ou comutativo se, e somente se, x € uma operagdo
comutativa, ou seja, ¥V g1,92 € G:

g1 * g2 = g2 *4gi.

Caso contrario, o grupo G € nao comutativo ou nao abeliano.



E possivel verificar no exemplo 2.2 que o conjunto é comutativo. Além disso, todos
os grupos aditivos e multiplicativos definidos sobre o subconjuntos dos numeros reais ou
complexos sao abelianos.

E através da tabua de operacoes também é possivel verificar a propriedade comutativa.
Para isso basta verificar se a parte da tdbua que esta acima da diagonal que vai do canto
superior esquerdo ao inferior direito é simétrica com relacdo a parte que esta abaixo da
diagonal.

Exemplo 2.3 Seja G ={f: R— R/ f(x) =ax +b; a,b € R; a # 0}. Verifique que G ¢
grupo nao abeliano com relacdo a composicao de funcoes.

Sejam f(x) = ayx + by, g(x) = asx + by e h(x) = asz + bs elementos de G ¢ a,,b, € R
paral <n <3ea,#0.

Primeiro para mostrar que G é associativo com a operagao de composi¢cao de fungoes,
efetua-se a composicao [f o (g o h)](z). Entao,

[f o (g o h)l(x) = flglasz + bs)] = flaz(asz + bs) + ba] = flazas + agbs + bo] =
aq (a2a33: + (Igbg + bz) + b1 = 10203 + a1a21)3 + albz + bl

[(f 0 g) ohl(x) = [f(agx + b2)] o (azz + b3) = [a1(azx + ba) + b1] o (azz + b3) =
(ara2x + a1be + by) o (azz + bs) = ajas(azz + bs) + ar1by + by = ajasazx + ajasbs + arbs + by.
Assim verifica-se que fo(goh)=(fog)oh.

Seja e € G tal que e(z) = eyx + ey. Para encontrar e(x) € G tal que (foe)(x) = f(x) e
(e o f)(x) = f(x).

Fazendo a composicao (f o e)(z) obtém-se:
(foe)(z) = flerx + e3) = ar(e1x + €3) + by = are1x + ares + by.
Como (f oe) = f(z), entao:
aje1x + (ajes + by) = ayx + by.

Pela igualdade de polindmios, forma-se o seguinte sistema:

a1 = ay
{aleg + bl = bl.
Entao, e; =1 e ey =0, a; # 0 e, portanto, e(x) = x € G. Fazendo a composi¢ao de fungoes
(e o f)(x), substituindo e(z) por z obtém-se: (eo f)(x) = e(ax + b)) = a1z + by = f(x).
Portanto o elemento neutro é e(x) = z.
Seja f'(x) € G tal que f'(x) = ux + v. Para encontrar f'(z) € G basta resolver (fo f')(z) =
(f" o f)(x) = e(x).
Entao:
r=ce(x)=(fo f)(x)= flur+v)=aux + ajv + b;.

Entao, resolvendo o sistema:
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Resta fazer (f' o f)(x), entao:

1
f(a1x + b)) = —(a1z + b)) — — = = e(x).
aq aq

Portanto para todo f(x) € G, existe f'(x) € G tal que (f o f')(z) = e(z).
Como
(fog)(x) = flagr + by) = ay(asx + be) + by = ayasx + (a1bs + by)

(g ©) f) = g(alx + bl) = ag(alx —+ bl) + b2 = @109 + (a2b1 + bg) ,
entdo (f og)(x) # (go f)(x). Portanto G é um grupo nédo abeliano.

2.1 Subgrupos

Dado um grupo, um subconjunto do conjunto original, fechado com relacao a operagao do
grupo é chamado subgrupo se possui as propriedades da definigao abaixo.

Definicao 2.5 Seja (G;*) um grupo. Um subconjunto nao vazio H C G € um subgrupo de
G se H for grupo com a operagio de G. Isto €, H € subgrupo de G (denotado por H < G),
quando satisfaz as sequintes condicoes:

(1) Para todo z, y € H seque que x xy € H;

(17) (H;*) € um grupo.

Todo grupo G possui pelo menos dois subgrupos, a saber: G e {e}, chamados de subgrupos
triviais de G.

Observe que o elemento neutro ey de H é necessariamente igual ao elemento neutro e de
G.

Sejam ey o elemento neutro de H e eg o elemento neutro de GG, entao ey = eg. De fato,
como ey é o elemento neutro de H, ey o ey = ey, por outro lado, como ey € H C (G, segue
que ey o eq = ey. Logo,

€g oeyg —€eég — ey oeq.

Assim, pela lei do cancelamento em G,
€g = €qg.

E se x € H, seu inverso em H é necessariamente igual ao inverso de z em G. Também
pela lei do cancelamento segue que, para cada x € H entao 2y = 2/, onde 2’ é o elemento
inverso de x em H e 2’ é o elemento inverso de x em G. Com efeito,

roxy=eg=ecg=u*1.
Logo, oy = 2.

Exemplo 2.4 Considere as sequintes fungoes reais com dominio em D = {x € R*/z # —1},
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1 T 1 r—1
fle) = fole) = —; fi() =1 —a; falw) = —1 fs(o) = —— e fola) = :
Prove que o conjunto de tais fun¢oes F' = { f1(x), fo(x), f3(x), fa(x), fs(2), fs(x)} com a operagdo
de composi¢ao usual de fungoes, € um grupo.

De fato, a composicao de fungoes possui a propriedade associativa, entao F' é associativo. O
elemento neutro do conjunto F' é fi(x) = z pois (fiof,)(z) = (fuofi)(x) = fu(x), 1 < n <6.

E fi(z) = filz); fi(x) = f2(2); f3(x) = f3(2); fi(x) = fu(@); fi(x) = fe(@); fo(x) = f5(@).
Portanto F' é um grupo.
A operacao de composicao de funcoes é apresentada na tabela 3.

Tabela 3: Tabua de operagoes para o grupo F

fil) o f3(@) | fi(z) | falz) | fs(@) | falz) | f5(2) | fo(z)
fi(z) filz) | fo(z) | f3(2) | fa(z) | f5(2) | fe(x)
fa() folz) | fi(z) | f5(2) | fo(z) | f3(x) | fa()
f3(@) fs(@) | fo(z) | fi(z) | fs(2) | fa(z) | falz)
fa() fa(@) | f5(z) | fo(z) | fi(z) | fo() | f3(2)
f5(@) fs(@) | fa(@) | f2(2) | fs(2) | fo(z) | fi(2)
fo(z) fo(zx) | f3(z) | fa(z) | fo(z) | fi(z) | f5()

b) Identifique um subgrupo de F.

Observe que G = {fi(x), fs(z) e f¢(x)} forma um subgrupo do grupo original. Pela de-
finigao 2.5 analisando na tabela 3 somente os elementos fi(z), f5(x) e fs(z) e suas respectivas
composigoes de fungoes, pode-se perceber que o conjunto é fechado com a operagao de com-
posicao de fungoes. A composicao de fungoes é associativa, portanto G também é associativo.
O elemento neutro de G é o mesmo de F', ou seja, fi(x) é tal elemento. E as inversas de
fi(z), fs(z) e fs(z) sao respectivamente fi(x), fo(x) e f5(x). Portanto G é subgrupo de F.

Teorema 2.5 Para que um subconjunto nao vazio H C G seja subgrupo de um grupo (G; %),
¢ necessdrio e suficiente que para todo x,y € H, x xy € H. Onde, y € o elemento inverso
de y.

Demonstracao: Primeiramente mostrar que se H um subgrupo de G, entao para todo
x,y € H segue que = xy € H. Por hip6tese, H um subgrupo de G, entdao para quaisquer
x,y € Hyxoy e H. Além disso, (H;*) é um grupo.

Seja x,y € H, comoy € H e H é um grupo a inversa ¢y’ € H. Assim x xy € H pois H é
fechado.

Suponha agora, por hipdtese, que para todo =,y € H, z x3y € H, entdo (H,*) é um
subgrupo de (G, *).
De dato,
(1) (H;*) é um grupo:
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1. Existéncia de elemento identidade:

Como por hipétese, para todo x, y € H, xxy' € H, segue que e € H, pois H # 0, logo
dJereHee=xx2';VreH.

2. Existéncia de elemento inverso:
Para cada y € H, y € H, pois
y =exy € H.
E paracaday € H C G,
yry =e=y xy.

Portanto, y' é o elemento inverso de y em (H, x).

3. Propriedade associativa:

Finalmente, a propriedade associativa para H ¢é valida uma vez que G é um grupo e
HCG.

(17) Para todo x;y € H segue que x xy € H. Dados z,y € H, como y € H, segue por
hipotese que
rxy=uxx*(y) € H.

Logo, por (i) e (ii), segue que (H,*) é um subgrupo de (G, ). O

Exemplo 2.5 Sejam Hy e Hsy subgrupos de um grupo G. A intersecao Hy N Hy também €
um subgrupo de G.

Como H; e Hy sao subgrupos de GG entao cada um deles contém o elemento neutro e € G,
ou seja, e € Hy e e € Hy. Logo, e € Hy N Hy e, portanto, H; N Hy # .

Sejam a,b € Hy N Hy. Como H; é subgrupo de G, a,b € Hy entdao a x b € Hj.
Analogamente, a,b € Hy entdao a x ' € Hy. Portanto, a x b € Hy N Hy. Logo Hy N Hy é um
subgrupo de G.

3 Grupo de Permutacoes

Nesta segao serd abordado os grupos de permutagoes, foram utilizadas como referéncias [6,
7,8, 11, 13].

Para iniciar esta secao considere o conjunto formado por trés figuras, a estrela, a lua e o
sol, dispostos em uma determinada ordem, como pode ser visto na Figura 1.
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Figura 1: Sequéncia de figuras iniciada pela estrela.

* (3%

Fonte: elaborada pelo autor.

Pode-se perceber, que a sequéncia dada na Figura 1 nao ¢é a tnica tripla ordenada iniciada
pela estrela. O leitor poderia comecar a sequéncia com qualquer uma das trés figuras, por
exemplo, iniciar a sequéncia pela lua ao invés de comecar pela estrela, bastaria posicionar
a figura escolhida na primeira posicao e dispor as demais figuras na ordem em que desejar.
Como por exemplo na Figura 2.

Figura 2: Sequéncia de figuras iniciada pela lua.

o %

Fonte: elaborada pelo autor.

Para obter a sequéncia que aparece na Figura 2 a partir sequéncia que foi dada na Figura
1, seria necessario fazer um movimento de reordenar. Neste caso, a sequéncia foi obtida
colocando a estrela na segunda posi¢ao; a lua na primeira; e mantendo o sol na mesma
posicao, ou seja, terceira posicao.

Para facilitar a reordenacao, seja o conjunto A = {estrela,lua, sol} correspondente res-
pectivamente ao conjunto B = {F,L,S}, uma sequéncia possivel para seus elementos é
(E,L,S). A partir dai podemos reordenar seus elementos de diversas formas e obter as
sequéncias (L, E,S); (F,L,S); (L, S, E); (S,E,L); (E,S,L); (S, L, E) que sao todas as per-
mutagoes de 3 objetos. A palavra permutar significa trocar reciprocamente. Permutacao é
um assunto fundamental da matematica, normalmente apresentado em anéalise combinatéria,
podendo ser definida como uma bijecao de um conjunto enumeravel nele mesmo.

Definigao 3.1 Seja E = {1,2,3,...,n}. Denotado por S(E) o conjunto de todas as per-
mutacoes dos elementos de E, isto €, o conjunto de todas as bijecoes f de E em FE,

S(E)={f:FE — E; fé uma bije¢cao}.
Exemplo 3.1 Seja E ={1,2,3,4}. Dé um exemplo de permutacao do conjunto E.

Uma permutagao desse conjunto pode ser representada por (2,3,4,1).
Cada sequéncia desse tipo determina uma funcao bijetiva o : £ — F.
Na sequéncia (2,3,4,1), por exemplo, definimos a bijecao ¢ : E — E, por o(1) = 2,
0(2)=3,03)=4ec0(4) =1
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3.1 Representacao por Notacao Matricial

Seja E = {1,2,3,...,n}. O conjunto das permutagdes dos n elementos de F também pode
ser denotado por S,,. Uma bijecao o € .5, tal que

1+—o(1)
2+ 0(2)
3 0(3)

n |—>'a(n)

pode ser representada por meio da seguinte notagao matricial:

( 1 2 3 .. n)
o= ,
oy 09 03 ... Op
onde 0; = 0(i), com i € {1,2,...,n}.

A permutacao identidade, e, é representada por:

(123 . n
c=\1 23 .. n/)"

Nessa notacao geralmente os elementos da primeira linha em ordem crescente. Com essa
notacao a operacao de composicao de duas permutacoes,

(ol oty o) o) © 7 (ot 7)) )

« 2

denotada pelo simbolo “o” se faz da seguinte maneira:

7= oty o oty = o)
7T o) o) o1 3) - olr(m))”

: 3 45 1 2 5 .
Exemplo 3.2 Sejam o = (4 15 9 3) eT = (3 1 4> duas permutacoes de

Ss. Tem-se que coT #To0

De fato, fazendo as composicoes de permutacoes obtém-se:
O_12345 o_12345
7°T=\5 4132 °7T°79 7 5 341 2)"

1 2 3 ... n C ..
Observe que dado o = € S, ao trocar a primeira linha (dominio
0oy O9 03 ... Op

de o) com a segunda linha (as correspondentes imagens de o), obtém-se

(01 02 O3 ... Op
=\t 2 3 .. )"
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Para expressar ¢’ da maneira correta basta reordenar a matriz acima deixando a primeira
linha como 1, 2, ...,n. Entao, utilizando o exemplo anterior a inversa de o é dada por

, (12345
T=\2 451 3

. (12345
T =\2315 4/

3.2 Definicao de Grupo de Permutacgoes

e a inversa de 7 é

Teorema 3.1 Seja E ={1,2,...n} eS, ={0: E — E; 0 é uma bije¢cao} com a opera¢do
de composicao de fungoes S, € um grupo (chamado grupo de permutacoes de n elementos).

Demonstragao: Sejam f,g € S, permutagoes de F, ouseja, f: ¥ — Feg: F — E
bijecoes. Deseja-se mostrar que a composta f o g também é uma bijecao. Como f e g sao
bijecoes, entao f e g sao injetiva e sobrejetiva. f o g é injetiva. De fato, sejam x, e x5 € F
tais que (g0 f)(z1) = (g0 F)(w2). Entao g(f(x1)) = g(f(ws));

Como g é injetiva entao f(z1) = f(z2). Como f é injetiva entdo x; = x. Portanto fog é
injetora. f o g é sobrejetiva. Sejam z € E. Como g é sobrejetiva entao existe y € F tal que
g(y) = z. Sendo f sobrejetora, existe z € E tal que f(z) =y. Assim:

z=9(y) = 9(f(x)) = (g o f)(z).

Entao g o f é sobrejetiva. Como g o f € injetiva e sobrejetiva entao é bijetiva.
Portanto S,, é fechado com a operacao de composicao de permutacoes.
A composicao de fungoes é associativa.

O elemento neutro de S,¢é a bijecao identidade e : £ — E = (} ; g Z)

Se f é uma bijecao, entao possui inversa [’ e f’ também é uma bijecdo, ou seja,
fof =fof=e

Portanto S,, é grupo. O

Conforme estudado em andlise combinatéria, se E = {1,2,...,n} tem n elementos, entao
o grupo S,, das permutacoes de n, possui n! elementos. De fato, como o conjunto de todas
as permutacoes do conjunto S,, é finito, entdo para obter qualquer permutacao desses n
elementos, tem-se n possibilidades de preenchimento para o primeiro termo da sequeéncia,

n— 1 possibilidades para o segundo, ..., 2 possibilidades para o (n— 1)-ésimo e 1 possibilidade
para o ultimo. Assim, pelo principio fundamental existem n.(n — 1).--- .2.1, permutagoes
em S,.

Exemplo 3.3 Seja E ={1,2,3}.
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O numero de permutagoes de E é 3! = 6. O conjunto S3 contém os seguintes elementos:

/123 (123 (123
c=\1 23/ 7 \23 1) 2731 2)
(123 (123 /123
93=1132) %7 \3921) %721 3/)"

Os elementos nos permitem escrever a seguinte tabua de operacao do grupo Ss.

Tabela 4: Tabua de operacao o grupo S3

* € 01 | O2 | 03 | 04 | 05

(& € 01| O2 | O3 | 04 | Oy

01 | 01 | O9 (& O | 03 | O4

O9 | 09 € 01 | O4 | O | O3

O3 | 03 | 04 | Oy € 01 | 02

04 | O4 | O5 | O3 | O2 € 01

05 | O | O3 | O4 | O1 | O2 €

Vale observar também que esse grupo nao é abeliano, por exemplo:
03009 = 05 # 04 = 03 0 03.

Pelo exercicio 3.3 e observando sua respectiva tabua de operacoes observa-se que o con-
junto F' = {e, 01,02} é um subgrupo do grupo Ss. De fato, verifica-se que F' é fechado para
composi¢ao, como pode ser observado na tabua mostrada na tabela 4. Em F, vale a asso-
ciatividade herdada de S3. O elemento neutro e esta no conjunto. E as inversas de ¢/ = e;
o] = 09; 0 = 01. Portanto, F' é subgrupo do grupo S.

4 Grupos Diedrais

Esta se¢ao abordara os grupos diedrais, utilizando como referéncia [6, 7, 8, 11, 13].

O uso de grupos é muito 1util quando se trata de estudar transformacoes sobre figuras
geométricas. Se classificar as figuras geométricas de acordo com suas propriedades de in-
teresse, pode-se criar conjuntos e, estabelecendo operacoes binarias entre esses elementos,
formam-se grupos relacionados aquelas caracteristicas.

Rotagoes e reflexoes sao exemplos de transformacoes isométricas que podem ser feitas
em figuras planas. Se as figuras planas em questao sao poligonos regulares e o conjunto for
formado de operacoes apenas aquelas que preservam as posigoes dos vértices dessas figuras,
forma-se os grupos diedrais. Veja a seguinte situagao.
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Suponha que exista o desenho de um triangulo equiladtero em uma folha de papel como o
da Figura 3 e que, separadamente, exista um modelo de triangulo equilatero com os vértices
identificados da mesma forma que no desenho. Assuma, ainda, que o modelo sobreponha-se
exatamente ao triangulo desenhado no papel e que em sua posicao inicial os vértices A, B e
C do modelo estejam respectivamente sobre os vértices A, B e C do desenho.

Figura 3: Triangulo desenhado em uma folha de papel.

A

B {,‘

Fonte: elaborada pelo autor.

H& o interesse em saber: quais movimentos pode-se fazer, sem deformar o modelo, ou
seja, sem ampliar, esticar, encolher ou sofrer qualquer tipo de deformagao, de modo que, ao
final do movimento, o triangulo se sobreponha ao desenho da folha de papel?

Um desses movimentos é a rotacao por angulos de 120° em torno do baricentro do
triangulo, como na Figura 4. Por conveniéncia, sempre que se referir a uma rotagao, ela
serd feita no sentido anti-horario e em torno do baricentro do triangulo.

Figura 4: Triangulo equilatero rotacionado 120°.

A [

B C A b

Fonte: elaborada pelo autor.

Além dessa primeira rotacao existem outras duas rotacoes que fazem com que o modelo
se sobreponha ao desenho. A saber, tais rotagoes sao obtidas pelos angulos de 240° e 360°
e estao apresentados na Figura 5. Observe, contudo, que a rotacao de 360° gera o mesmo
resultado que nao fazer rotacao nenhuma e esta rotagao sera indicada por e.
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Figura 5: Triangulo rotacionado em 240° e em 360°.

A B A

B {,‘ O A B
e Rotacdo de 2407 Rotacdo de 3607

Fonte: elaborada pelo autor.

Entao, sob a condicao de manter correspondéncia com o desenho na folha de papel, existe
3 rotagoes no sentido anti-horério e seus efeitos sobre os vértices A, B e C.

e Rotacao de 0° ou de 360°; sendo denotada por e. Nesta situagao o triangulo permanece
inalterado apds a rotacao, isto é, o vértice A é levado no vértice A; o vértice B no
vértice B; e o vértice C' também ¢é levado em si préprio.

e Rotacao de 120°; sendo denotada por Ri0.. Agora nesta situacao, aplicando a rotacao,
o vértice A é levado no vértice B; o vértice B no vértice C; e o vértice C' é levado no
vértice A. Como pode ser visto na Figura 5.

e Rotacao de 240°; sendo denotada por Rasp. Neste caso, apds a rotacao, o vértice A é
levado no vértice C'; o vértice B no vértice A; e o vértice C' é levado no vértice B.

Observe que as rotacoes que identificadas nao sao rotacoes quaisquer, limitam-se aquelas
que preservam a correspondéncia com a figura original “na folha de papel”.

Feita essa analise, ¢ normal questionar o que ocorre na composicao de rotagoes, isto é,
ao fazer um movimento apds o outro, ainda obtém-se uma das rotacoes listadas? Observe o
exemplo da composicao Risge © Rospe. As composicoes sempre serao feitas da direita para a
esquerda. Portanto, nesse caso, primeiro é feita a rotacao em torno de Rysge, para sé entao
aplicar a rotacao Rjspo. Observe na Figura 6 como fica a composi¢ao dos dois movimentos.

Figura 6: Ilustracao da composicao Rysp0 © Rogge = €.

A B A
.H 1 If 1200
_— _—
B & [ A B C

Fonte: elaborada pelo autor.
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Observe que ao efetuar a composicao Risge © Rogge Obtém-se e que também é uma rotacao
do triangulo equilatero como mostrado anteriormente.

O conjunto das rotagoes de um triangulo equilatero em torno de seu baricentro que pre-
servam a localizagao de seus vértices R3 = {e, R0, Ro40e }, juntamente com a operacao de
composicao de rotagoes (o), forma um grupo cuja tdbua de operagao é descrita na tabela 5.

Tabela 5: Tabua de operacoes de rotagoes do triangulo equilétero.

o € Rig00 | Raapo

€ € Rig00 | Raspo
Rig00 | Rigpe | Rosgo €
Rospo | Rogpo € R0

De fato, analisando a tabua de operacoes verifica-se que e é o elemento neutro. Além
disso, é valida a associatividade, por se tratar de composicao de rotacoes. E as inversas de
e, Rio00 € Raspo sao, respectivamente, e, Rosgo € Rigg00. Portanto efetivamente se trata de um
grupo.

Observe que (R3,0) é um grupo abeliano. De fato, pois Rz © Ragpe = Rasge © Risge,
Rigp0 0 € = e 0 Rigpe, Rogpe 0 € = €0 Rygpe.

Outro movimento que pode-se fazer com o modelo de modo a sobrepo-lo ao desenho do
triangulo equilatero é chamado reflexao. A reflexao consiste em girar o modelo em 7 radianos
em torno da reta e; que passa pelo ponto A e o baricentro do triangulo como apresentado na
Figura 7.

Figura 7: Triangulo Refletido em torno do eixo e;.
A A

B €] (N o €] B

Fonte: elaborada pelo autor.

Existem ainda mais dois eixos em torno dos quais o triangulo pode ser refletido de modo
a se sobrepor ao desenho feito no papel. Esses eixos sao e; e e3 mostrados na Figura 8.
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Figura 8: Triangulo com os eixos ey, e5 € e3.

Fonte: elaborada pelo autor.

Existe trés reflexoes do triangulo equilatero. A seguir serd listado quais sao as reflexdes e
uma comparacao entre a posicao inicial e final do triangulo.

e Reflexdo em torno de e;; sendo denotada por S;. Aqui, apés a reflexao, o vértice A é
levado em si mesmo; o vértice B é levado no vértice C'; e o vértice C' é levado no vértice
B;

e Reflexdao em torno de es; sendo denotada por Ss. Neste caso, apds a reflexao, o vértice
A é levado no vértice C'; o vértice B é levado no vértice B; e o vértice C' é levado no
vértice A;

e Reflexdao em torno de e3; sendo denotada por Ss. Agora, apds aplicar a reflexao, o
vértice A é levado no vértice B; o vértice B é levado no vértice A; e o vértice C' é
levado em si mesmo.

E possivel efetuar a composicao de rotacoes com reflexdes. Ao efetuar a composicao
Ri500 0 S7. Primeiro efetua-se a reflexao Sy, para sé entao aplicar a rotacao Risge. Observe
na Figura 9 como fica a composi¢ao dos dois movimentos.

Figura 9: Ilustracao da composicao Rispe 0 S7.
A A B

5, Rz

C C B A C

Fonte: elaborada pelo autor.

O conjunto D3 = {e, Ria0e, Rasoe, S1, S2, S3} formado por todas as rotagoes e reflexdes
de um triangulo equildtero é um grupo denotado por grupo diedral (D3, o).

De fato, pode-se verificar que e é o elemento neutro do grupo. E valida a associatividade,
por se tratar de composigao de transformagoes. E as inversas de e, Risge, Rogpe, S1, 52 € S3
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sao respectivamente e, Roygo, Ri290, 51, S2, S3. Portanto efetivamente se trata de um grupo.
A tabua de operagoes deste grupo é dada por:

Tabela 6: Tabua de operagoes do grupo diedral D3 do triangulo equilatero

o e R120° R240° Sl SQ 53
€ € Ryg00 | Rospo Sy So S3
Rigpe | Rigpe | Rasoe € Sy Si Sy
Rospe | Rospo € Ry200 Sy S Si
S1 Si So S € Rig00 | Raapo
Sy So S Si R0 € R0
S S Si So Ryg00 | Raspo €

Observe que é possivel descrever essas seis bijegoes do grupo (Ds, o) a partir de r = Ryage
2

6825171)018@:82, Rig00 = 1, Raspe ZTQ, Si=s, 8 =soreS3=s0r>=ros.

Ao analisar as rotacoes e reflexoes de um quadrado de vértices A, B, C, D, observa-se que
as rotagoes ocorrem a partir do centro O do quadrado, ou seja, no encontro das diagonais
AC e do quadrado, no sentido anti-horario, girando por angulos de 90°. E as reflexoes

ocorrem em relagoes as duas diagonais A Ce e as retas [; formada pela perpendicular do
lado AD passando pelo ponto médio de BC' e a [, formada pela perpendicular do lado AB
passando pelo ponto médio de C'D. Conforme figura 10.

Figura 10: Quadrado de centro O

A

C

Fonte: elaborada pelo autor.

Existem quatro rotagoes do plano em torno do ponto O, no sentido anti-horario, que
deixam o quadrado invariante, isto é, e é o elemento neutro formado pela rotacao de 360°, o
elemento Rgge ¢ a rotacao de 90°, o elemento Rigpo € a rotagao de 180° e o elemento Ra7ge é
a rotagao de 270°. Além disso, existem quatro reflexoes S; é a reflexao através da diagonal
AC, S, é a reflexao através da diagonal , S3 é a reflexao através da reta [, e Sy é a
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reflexdo através da reta ly. O conjunto D, é formado por oito bijecoes a saber, Dy = {e,
Rgoe, Risoe, Rorge, S1, S2, S3, Si} que sdo todas as rotagoes e reflexdes do quadrado. A
Figura 11 representa essas transformacoes de forma geométrica.

Figura 11: Conjunto D,

A D [0 B
C B A D
A C D B
C A B D

Fonte: elaborada pelo autor.

A tédbua de operacoes de D, é dada por:

Tabela 7: Tabua de operacoes de Dj.

o € Rgoo | Rigoe | Roqoe Sh Sy S Sy
€ € Rgoe | Rigoe | Ragoe Si Sy S Sy
Rgoo Rggo | Rigoe | Roroe € Ss Sy So Si
Rigge | Rigoe | Roroe € Rogoo So S Sy S3
Rozgo | Rarge € Rgoe | Rigoe Sy S3 S So
Si S Sy Sy Sy € Rigpo | Rorgo | Rgoe
Sy So Sy Si Sy Rigoe € Rgpe | Roroe
S S3 S Sy Sy Rgpo | Raroe € Rigoo
Sy Sy Sy S Sh Rorgo | Rgoo | Rigoo €

A partir da tdbua de operacgoes é possivel ver que a composicao de simetrias é uma
operacao em D4. A composicao de aplicagoes é associativa, portanto vale a associatividade
em D,. O elemento neutro é dado por e como pode ser visto na tabua de operacoes. E as
inversas dos seus elementos sao € = e, Ropo' = Rarge, Rigoe’ = Rigoe, Rorge’ = Rogo, Si' = 51,
Sy’ = Sy, S5’ = S3 e S,/ = S,. Portanto, D, é um grupo.
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Observe que o conjunto D, pode ser descrito utilizando r = Rgpo € s = S}, de fato e = s2,
Rgoo =r, ngoo :7’2, R2700 :7”3, Sl =S, SQZSOTQ, 53:5’07’654:7’08.

Teorema 4.1 O conjunto D,, das simetrias de um poligono reqular de n lados é grupo com
a operag¢ao composicao de aplicagoes. O grupo (D,,o), também é conhecido como Grupo
Diedral de ordem 2n e, constitui-se por n rotacoes de k:%’r em torno do centro de gravidade,
para k ={0,1,....n — 1}, e por n reflexées em torno dos eizos de simetria do poligono.

Teorema 4.2 O conjunto D,, € grupo.

Demonstracao: A operacao de composicao esta bem definida, ou seja,
RioS5%0oR;0S5" € D,.

Sejam (R; 0 S*; oR;j0S8") € D,, X D,,, com i, j € {0,1,--- ,n—1} eu, v € {0,1}.

Para isso, observar-se os seguintes casos:

(1) Para u = 0 segue que R;0S°0R;05" = RjoeoRjoS” = R;oRjoS" = R;; ;05" € D,,.
(2) Para u = 1 segue que R;oSoR;0S8" =R;0R,_j0S0S8"= R, _jos'tt € D,.

Note que S? = SoS =cou S®=50S50S5 =¢coS =5 e, portanto, podem-se reduzir as
poténcias de S a e ou S.

Vale a associatividade em D,,, pois é decorrente da operacao composicao.

D,, possui um elemento neutro, em que S° = e.

Existe um elemento inverso:

Agora resta provar que R; o S* € D,, possui um inverso. Basta observar os casos a seguir:
(1) Para u = 0: Se R;0S° = R;, entao R,_; é o inverso de R; o S°. Basta verificar que
R,oR,_; =e.

(2) Parau=1: Como R;joSoR;0S=R;0R, ;050S=R,058 =coe=c.

Portanto, o inverso de R; o S é ele mesmo.

Mostrando assim que D,, é grupo. [l

5 Teorema de Cayley

Nesta secao exibimos o homomorfismo, isomorfismo e Teorema de Cayley, usando como
referéncias [7, 11, 13, 14].

Correspondéncias entre grupos sao tratadas através de homomorfismos e isomorfismos. O
teorema de Cayley fara uso dessas definicoes.

As fungoes entre grupos que preservam as operacoes destes grupos sao chamadas de
homomorfismos de grupos.

Defini¢ao 5.1 Sejam (G,A) e (H, ) grupos. Um homomorfismo de G em H é uma fungao
f: G — H que satisfaz

flaAb) = f(a) % f(b), Va,beQG.
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Exemplo 5.1 Considere os grupos (C*,.) e (R*,.). A funcdo

p:C* — RT

¢ um homomorfismo de grupos.

De fato, pois
p(z,w) = |z.w| = [z|[wlII(z).@(w),

para quaisquer z,w € C*.

Definigao 5.2 Sejam dois grupos (G,.) e (G',%). A fun¢io w : G — G’ é um isomorfismo
de grupos, se e somente se, w € um homomorfismo de grupos bijetor.

A seguinte notacao é utilizada para grupos isomorfos: G ~ G'.

Observacao 5.1 Grupos isomorfos possuem a mesma quantidade de elementos, seus ele-
mentos sao correspondentes e possuem a mesma tibua de operacao.

Exemplo 5.2 O grupo S3 € isomorfo ao grupo Ds.

De fato, considere o conjunto S3 formado pelas permutagdes dos elementos {1,2,3}. A
representagao do conjunto é dado por Ss = {es, Pi, P3, P3, Py, Ps} onde:

123 123 123
%:C,zg’R:Q'LQ’%:C,3»’

123 123 123
%_Qazo’ﬂ_el,ﬁe&_G:so’

e o grupo D3 = {e, Risge, Rasoe, S1, S2, S3} como j& visto anteriormente.

O grupo S; possui as mesmas caracteristicas do grupo diedral Ds. De fato, os elementos
do conjunto S5 = {es, Pi, P, P3, Py, P5} correspondem respectivamente aos elementos {e,
Ri200, Rogge, S1, Sa, S3} do conjunto D3 e S3 e D3 possuem a mesma tabua de operagoes.
Portanto os grupos sao isomorfos.

Existem algumas maneiras interessantes de relacionar um grupo G com um outro grupo
H, como os homomorfismos e os isomorfismos. Um dos casos mais notaveis destas relagoes
estd no exemplo anterior em que é mostrado que o grupo diedral D3 é isomorfo ao grupo de
permutacoes Ss.

A natureza dos grupos variam amplamente por exemplo, hd grupos de niimeros, grupos
de permutacoes, grupos de matrizes, grupos diedrais, entre outros. O objetivo do Teorema
de Cayley é mostrar que ha um certo elo entre todos os tipos de grupos. Ao longo da histéria
da matematica, a maioria dos grupos finitos surgiu como grupos de permutagoes. Ocorre que
todo grupo é isomorfo a um subgrupo de um grupo de permutagoes. O teorema de Cayley
garante esse fato e tem a vantagem de dar um certo carater de concretude ao grupo de estudo
por mais abstrato que ele seja. O Teorema de Cayley enuncia-se como abaixo.
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Teorema 5.1 Se G é um grupo, a aplicacio T : G — B;j(G) que associa a cada elemento g
a translagao T, isto €, Ty(z) = gx € isomorfismo de grupo.

Demonstracao: Seja G um grupo e considere o grupo de permutacoes B;;(G). Defina

g— Ty,

onde

T,: G — G
T gx.

Note que se g = h, entdo T, =T}, , pois T,(z) = gx = hx = Tj,(x), Vo € G. Além disso,
T, ¢é claramente bijetora. Logo, T" estd bem definida.
T é homomorfismo de grupos. De fato, dados g1, g2 € G-
Tyig, (7) = 91927 = g1(gox) = Ty, (T92 () = (Tgl © TQQ)(J7>7 Ve eG.
Isso mostra que
Tglgz = Tg1 © Tg2? entao T(9192) = T(gl) © T(QZ)'
Portanto, T é homomorfismo de grupos.
Observe que T é injetora, mostrando que N(7T') = e.

Seja g € G, entao:

Logo, N(T') = {e} e T é injetora. Segue que G ~ T'(G) < B;;(G).
Portanto, G é isomorfo a um subgrupo do grupo de permutagoes B;;(G). U

Exemplo 5.3 O grupo D, é isomorfo a um subgrupo grupo Sy.

De fato, seja um quadrado de vértices ABCD. Sejam AC e BD as diagonais, [; e Iy as
mediatrizes do quadrado e O o baricentro da figura. Considere o conjunto das transformacoes
que preservam o quadrado, com a operagao de composicao.
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Figura 12: Quadrado de centro O

A

C

Fonte: elaborada pelo autor.

Essas transformacoes consistem em e, Rggo, R1gg0, o790, as rotacoes centradas em O, no
sentido anti-horario, de angulos zero, 90°,180° e 270° respectivamente, e Sy, S, S3, Sy, as
reflexdes em torno das retas AC, BD, l; e l; respectivamente. Portanto Dy = {e, Rgpe, Risoe,
Raroe, S1, S, S3, Si}-

D4 munido da operagao de composicao de fungoes é um grupo, conforme abordado na
secao grupos diedrais.

Ao analisar a tabela 7 dada na secao grupos diedrais, note que para cada um dos elementos

de D,, observando a posicao dos quatro vértices iniciando pelo vértice superior podemos
definir as seguintes fungoes:

ple) = <j g g g) que pode ser identificada com a permutacgao (1 23 4) )

1 2 3 4)7
©(Rooe) = <é ﬁ g c ) aue pode ser identificada com a permutacao <411 ? g ;l) :
P(Risoe) = (é IB; Z g) que pode ser identificada com a permutacao (:1)) i zl)) ;l) :
©(Rar00) = (g g g lj) que pode ser identificada com a permutacgao (; § i 411) :

p(S1) = (ﬁ 15) g g) que pode ser identificada com a permutacao (1 i g g) :
p(S2) = (é g i g) que pode ser identificada com a permutacao (:1)) ; ? i) :
©(S3) = (é g g Z) que pode ser identificada com a permutacgao (411 g 3 ?) :
©(Sy) = (g i g ZC)) que pode ser identificada com a permutacao (; ? i ;1) _

Portanto, pelo teorema de Cayley o conjunto

I _ 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
S\ 23 4/)7\4123/7\3412)7\2341)°
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1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
143 2)°"\3214)°\43 2 1)°\2 143

m

Exemplo 5.4 Sejam G ={2"3" /m,n€ Z} e J = { [—n

:J /m,n € Z}. O grupo (G, .)
¢ isomorfo ao subgrupo (J,+).

Primeiro deve-se mostrar que (G, .) é subgrupo de (R%,.). Escolhendo m =n = 1, obtém-se
6 = 21.3' € G o que implica que G nao é um conjunto vazio. Sejam z,y € G. Existem
m, n, r, s € Z tais que z = 2™3" e y = 2"3° implica que x.y~! = 2M3"27"3 75 = 2m TS,
Comom —1r € Zen—s € Z, segue que .y ' € G de onde conclui-se que G é um
subgrupo de (R%,.).
Agora, deve-se mostrar que (J,+) é subgrupo de (My(R),+). Para isso atribuindo um

valor qualquer a m e n, por exemplo, escolnendo m = 2en = 0 obtém-se [g g] € J segue

que J # 0. Sejam X, Y € J. Existem m, n, r, s € Z tais que X = le 77:1 eY:{_TS ;j

-n - m -5 r —-n—+s m-—r
e—n+s=—(n—s)segue que X —Y € J. Logo, J é um subgrupo de (My((R),+).

Para mostrar que existe isomorfismo entre GG e J, deve-se encontrar uma funcao f : G —
J que seja bijetora e homomorfismo de grupos.

Seja f : G —> J definida por f(2m3") = Z{L ::l :

Sejam m, n, 7, s € Z tais que f(2™3") = f(2"3%). Dal,

2= ]

Entao, m =r en=s= 2m3" = 2"3°. Isso mostra que f é uma funcao injetora.

b], onde a,b € Z.
a

Entéo,X—l—(—Y):[m n]_{r S}:{m_T n_s].Comom—TGZ,n—sEZ

Dado um elemento genérico Y € J, tem-se que Y é da forma {_ab

a

Escolhendo z = 2?3" € G tem-se que f(z) = f(223%) = [ b 2} =Y. Logo, f é uma fungao

sobrejetora.

6 Aplicacao

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular [5], o conceito de simetria aparece no
primeiro ciclo, onde o aluno deve ser capaz de observar se as formas geométricas presentes
em elementos naturais e nos objetos criados pelo homem sao simétricos ou nao, e a partir
do segundo ciclo sendo utilizado para identificar caracteristicas das figuras geométricas, per-
cebendo semelhancas e diferencas entre elas. Também no segundo ciclo é introduzido aos
alunos os movimentos de reflexao e rotacao, utilizando o plano cartesiano.

O uso de rotagoes de poliedros pode fazer com que o aluno experimente e entenda in-
tuitivamente conceitos como a composicao de fungoes, comutatividade e nao comutatividade
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de operagoes, representagao algébrica e mesmo a simplificacao dessas operacoes a partir da
identificacao de suas propriedades.

A composicao de funcoes é feita aplicando uma funcao e sobre o resultado aplicando a
outra, ou seja, os alunos aplicaram uma transformacao de rotacao ou reflexao e ao resultado
dessa transformacao aplicard outra transformacao de rotacao ou reflexao através de duas
transformacoes seguidas.

E possivel observar a comutatividade ou nao comutatividade do conjunto de transformacoes,
quando existe comutatividade das operagoes e em quais momentos isso acontece com os po-
liedros. Existem algumas operacoes de transformacao que sao comutativas e outras nao.
Em geral, os alunos pensam que a comutatividade é sempre garantida e nas operacoes de
transformacoes é possivel mostrar que nem sempre isso acontece, algumas operagoes sao
comutativas outras nao.

A representacao algébrica do conjunto é a apresentacao do conjunto utilizando letras,
nimeros, simbolos, etc. para que se possa manipula-las e aplicar operagoes de transformagao
a este conjunto.

Ao analisar um grupo, pode-se identificar propriedades que permitam a simplificacao de
operacoes, por exemplo aplicar duas transformacgoes de reflexao sobre o mesmo eixo, equivale
a identidade. Entao ao combinar uma certa sequéncia de rotagoes e reflexdes para obter
determinado resultado é possivel fazer isso utilizando menos operacoes do que as realizadas
anteriormente.

Aplicando-se transformacoes isométricas basicas nos poliedros, percebe-se que ha corres-
pondéncia de cada operagao com um elemento do grupo de permutagoes correspondente. O
Teorema de Cayley da a importancia dos grupos de permutacao para teoria dos grupos, pois
permite representar qualquer grupo com um subgrupo conveniente do grupo de permutacoes.
Em outras palavras, grupos de permutacao sao um modelo universal para todos os grupos
possiveis. O teorema de Cayley é um exemplo do que é conhecido como um teorema de
representacao, onde cada grupo pode ser representado como a algo razoavelmente concreto.

Objetivo da Aplicagao é relacionar grupos diedrais através do teorema de Cayley com
os grupos de permutacgoes. Além disso, mostrar como se pode representar as operacgoes dos
grupos algebricamente. E possivel apresentar os poliedros aos alunos de forma concreta, de
modo que ele possa manipula-los e auxiliar no desenvolvimento da atividade na visualizacao
das operacoes de transformacao.

Deve se restringir a regra de operagoes sobre o poliedro construido de forma que ela
represente somente as transformacoes basicas, que sao rotacao no sentido anti-horario e a
simetria de reflexao em torno de um tnico eixo.

A correspondéncia dos grupos diedrais com subgrupos dos grupos de permutacao pode
ser apresentada ao aluno na forma de decodificacao e transmissao de coédigos. No exemplo
a ser mostrado no presente trabalho, é utilizado os grupos D3 e Dy, cujos isomorfismos sao
descritos a seguir.

No grupo Ds, considere a posicao inicial do triangulo quando a bissetriz do triangulo
estiver na vertical, sendo denotada por e, que pode ser vista na Figura 13. As operacoes que
podem ser feitas com o modelo sao movimentos de rotagao por angulos de 120°, girando o
palito que estd no centro da figura no sentido anti-horario e a reflexao virando a figura em
torno da bissetriz do vértice que estd apontado para cima. E possivel usar letras, simbolos,
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cores, varias formas podem ser usadas para identificar os vértices dos poliedros e 0 movimento
de rotacao e reflexao. Neste trabalho é considerado os vértices do triangulo como sol, estrela
e lua e o movimento de rotacao denotado por r e a reflexao por s e para a composicao de
operagoes pode-se utilizar um simbolo, o mais utilizado pelos matematicos é o.

Um exemplo de como fazer a correspondéncia entre o grupo D3 e o subconjunto das
permutagoes é considerar os vértices do triangulo de tal forma que possa formar um grupo
de permutagoes utilizando a mesma identificagdo do conjunto. Se os vértices sao estrela, sol
e lua, para facilitar a codificacao pode-se simplificar a escrita destes vértices utilizando letras
do alfabeto para representé-los. No caso a estrela, sol e lua corresponde as letras E, S e L.

Sao obtidos seis resultados diferentes para as simetrias do triangulo, denotados por
e, Ry, Ry, 51,5, 53, que pode ser visto na Figura 13.

Figura 13: Simetrias do triangulo.
A
s L E
A
L s s
Fonte: elaborada pelo autor.

Pode-se propor ao aluno que ele faca varias operacoes de composi¢ao, como por exemplo,
rosor?.

Os alunos devem ser capazes de observar que o resultado das operagoes, por exemplo, que a
composicao de transformacao ros é diferente da composicao de transformagao feita invertendo
a ordem da composigao, ou seja, r o s # s o r, verificando assim a nao comutatividade das
operacoes. Porém para alguns elementos existe a comutatividade das operagoes.

O discente, apds fazer varias operacoes, podera perceber intuitivamente o fechamento do
grupo quando consideradas as operacoes de e, s e r. Para formar a algebra de interesse,
devem considerar uma sequéncia de uma mesma operacao incluindo um indice sobre-escrito,
em notacao semelhante & de poténcias. Nessa notacao, r—! representa uma rotacao no sentido
horério e a reflexao ’inversa’ s~!, feita como uma rotacao no eixo de um vértice também
no sentido contrario. A nao comutatividade dessas operacoes deve ser um dos aspectos
fundamentais a serem explorados. A partir dessa convencao é possivel que o aluno identifique
relagoes simples, realize simplificagoes e agrupamentos onde forem permitidos.

De maneira analoga, é possivel estabelecer uma notagao para as operacoes de simetria
sobre um quadrado, que formam o grupo D,. O conjunto é gerado pelos elementos: p,
representando uma rotagao de 90 graus em torno do centro do quadrado, girando no sentido
anti-horario e ¢, uma reflexao em torno de um eixo vertical ligando dois vértices. O conjunto
gerado por D, possui oito resultados diferentes denotados por e = ¢%, P, = p, P, = pop = p?,
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Py=popop=p"Q1=¢q, Q2 =qopop=qop’, Q3=qopeQs=pog. Oselementos
e, P, Py, P3,Q1,Q2, Q3, podem ser vistos na Figura 14.

Figura 14: Simetrias do quadrado com vértices coloridos.
Fonte: elaborada pelo autor.

6.1 Primeira Etapa: Leitura e Escrita das Representacoes Algébricas

E possivel apresentar um exercicio ao aluno onde ele possa, inicialmente, fazer operacoes
mais basicas. O objetivo desse exercicio é que o aluno seja capaz de ler uma representacao
algébrica e efetuar uma sequéncia de operagoes usando letras para representar as operagoes
no poliedro.

Embora essa primeira parte seja mais basica, alguns conceitos ja estao sendo elaborados
e serao mais tarde tratados, como a comutatividade ou nao comutatividade de um conjunto
e também a aplicacao de compostas de fungoes.

Exemplo 6.1 A partir do elemento neutro e indicado como posicao inicial mostrada na
Figura 15, execute as operacoes listadas e escreva a posi¢ao dos vértices na figura ao lado.
Denotando por r a rotacao no sentido anti-hordrio por angulos de 120° e s a reflexao virando
a figura em torno da bissetriz vertical do triangulo. a) ros; b) rosoros.

Figura 15: Posigao inicial dos vértices de um triangulo e resultado.
E

Inicial Resultado

s L
Fonte: elaborada pelo autor.

A composicao de fungoes é executada da direita para a esquerda, portanto aplica-se a
reflexdo e ao resultado aplica-se a operagao de rotacao para encontrar o resultado do item a).
A operagao s pode ser vista na Figura 16.
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Figura 16: Operagao s.

E E
=85
A A
S L L S

Fonte: elaborada pelo autor.

E ao resultado visto na Figura 16, efetua-se a operagao r. Veja Figura 17.

Figura 17: Operacao r.

E S
ekl
Resultado
L S E L

Fonte: elaborada pelo autor.

Para fazer as operagoes descritas em b utiliza-se novamente o triangulo inicial. O resultado
da operacao r o s or o s pode ser visto na Figura 18.

Figura 18: Operacao rosoros.

E E S S E
-, -, o BB L/
Resultado
) L L S E L L E S L

Fonte: elaborada pelo autor.

Essa parte é a mais elementar do processo de aplicacao de transformacoes, onde é possivel
verificar se o aluno é capaz de absorver uma linguagem de simbolos que na verdade é a
representacao algébrica do conjunto que ele iré aplicar daqui em diante.

Exemplo 6.2 Dada as operagoes a sequir escreva transformacoes alternativas que levam ao
mesmo resultado. a) soror; b)rosoros.

Primeiro é preciso descobrir o resultado da operacao que pode ser vista na Figura 19.
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Figura 19: Operacao soror.

E L S S
r r S
Resultado
S L E S L E E L

Fonte: elaborada pelo autor.

Uma sugestao € tentar apresentar uma composicao de transformagoes mais simples que
a dada, ou seja, onde se faca menos operacoes para obter o mesmo resultado. No exemplo
6.1, no item a), foi apresentado uma operacao cujo resultado também era mesmo dado pela
operagao r o S.

O resultado da operagao sor o sor do item b) pode ser observado na Figura 20.

Figura 20: Operacao rosoros.

E L L E E
e S S P = 88 .
Resultado
S L E S S E L S S L

Fonte: elaborada pelo autor.

Uma operacao em que é encontrado o mesmo resultado da operacao sorosor é dada
pela operacao s o s que pode ser vista na Figura 21.

Figura 21: Operacao s o s.

E E E
o iBE o BB
Inicial Resultado
S 1€ L S ) L=

Fonte: elaborada pelo autor.

6.2 Segunda Etapa: Simplificacao de uma Representacao Algébrica

A partir desse ponto, pode ser interessante que o professor ou a professora coordenando a
atividade apresente algumas relacoes de simplificacao basicas para que os alunos possam se

apropriar das regras de manipulacao algébrica, como por exemplo, no tridngulo s=! = s,

ror=r?=r-1
Nesta etapa além de obter expressoes mais simples, o aluno efetua a simplificacao de uma
representacao algébrica através da propriedade associativa da composicao de transformacoes

no poliedro. Veja o exemplo 6.3.
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Exemplo 6.3 Dada as composicoes de transformagcoes simplifique o mdximo possivel as
operagoes. a) sosoros; b)sorororosc)soror.

No exemplo 6.2, item b) a operagao sos é igual ao elemento neutro e descrito na primeira etapa
como triangulo inicial. Ao operar com e significa nao fazer nenhum movimento. Portanto, é
possivel simplificar a operagao apresentada no item a) da seguinte forma:

S§O0807ros=€0ros=rnros.
Ao analisar o item b) deve-se efetuar a operacao de rotagao por 3 vezes. Ao fazer esta

operacao obtém-se o elemento neutro e como pode ser visto na Figura 22.

Figura 22: Operacao roror

E L S E
r r £
Resultado
S L E S L E S L

Entao é possivel simplificar as operagoes do item b) da seguinte forma: sorororos = soeos.
Como operar com e nao se faz nenhum movimento, entao soeos =sos =e.

No item ¢) como j4 foi mencionado ror = r? = r~!, entdo pode-se simplificar as operagoes
da seguinte forma: soror = sor? !

=sor .

6.3 Terceira Etapa: Escrita de operagoes de transformacoes

Nessa etapa sera feito o inverso da primeira etapa, ou seja, dado uma figura, quais operagoes
podem ser feitas para se chegar ao resultado apresentado?

O objetivo dessa etapa ¢é desenvolver a habilidade do aluno, a partir do que se ja viu,
de se expressar através da linguagem matematica, através de operagoes de transformagoes.
Esta etapa, necessariamente deve vir apos ter se cumprido todos os objetivos da primeira e
segunda etapas, devido o nivel de dificuldade que existe em aprender a escrever operagoes de
transformacoes.

Exemplo 6.4 FEscreva uma transformacgao que corresponda ao elemento apresentado na Fi-

gura 23.

Figura 23: Resultado
E s

Resultado

s L E L
Fonte: elaborada pelo autor.
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Uma transformacao que leva ao resultado apresentado é dada por ros, sendo apresentada
na Figura 24.

Figura 24: Operacao r o s

Inicial

S L L S E L

Fonte: elaborada pelo autor.

6.4 Quarta Etapa: Propriedades das operacoes de transformacoes

E possivel trabalhar algumas propriedades das operacoes de transformagoes, como a comu-
tatividade. O objetivo dessa etapa é que o aluno seja capaz de perceber que nem todas
as operacoes de transformacoes sao comutativas e também entender em quais situagoes a
propriedade comutativa acontece.

Exemplo 6.5 Aplique as sequintes transformacgoes e compare os resultados obtidos.
a)rosesor;brosor? erfosorc)rorerior.

Observe que o exemplo quer que seja aplicado as transformacoes da direita para a esquerda
e da esquerda para a direita e compare seus resultados.

No item a) a transformacao r o s é dada na Figura 24 apresentada no exemplo 6.4. E a
transformacao s o r é dada na Figura 25.

Figura 25: Operacao sor

Inicial Resultado

s L E s s E
Fonte: elaborada pelo autor.

Ao comparar os resultados das transformagoes observa-se que r o s # sor mostrando que
esta operacao de transformacao nao é comutativa.

A transformacao r o s o r? é dada na Figura 26.
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Figura 26: Operacao r o s o r?

E S S
- A s -
Resultado
s L L E E L S

E
Fonte: elaborada pelo autor.
E a transformacao 72 o s o r pode ser vista da Figura 27.
Figura 27: Operacao r2osor

L L s
r s ré
Resultado
s L E s s E E L

Fonte: elaborada pelo autor.
Comparando os resultados das duas transformacoes verificamos que rosor? #r2osor.

O tltimo item c) a transformagao 7 o r? é dado pela Figura 28.

Figura 28: Operacao r o r?
E s E

Inicial Resultado Inicial

s L L E s L
Fonte: elaborada pelo autor.

2

E a transformacao r~ o r pode ser observada na Figura 29.
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Figura 29: Operagao r o r?

Inicial Resultado

s L E s s L
Fonte: elaborada pelo autor.

Ao comparar os resultados verifica-se que r o 7?2 = r2 o r. Com isso pode ser observado
que as operacoes de rotagao sao comutativas.

6.5 Cobdigos

Nesta subse¢ao, serd abordada de forma introdutéria os Cédigos, usando como referéncia [9].

Os codigos se apresentam de formas tao simples no cotidiano que, as vezes, nos permite
ignorar seu funcionamento e usufruir de seus resultados. Um cédigo é um sistema de palavras
ou outros simbolos usados para representar um dado conjunto de palavras ou outros simbolos.
E de conhecimento que esse conceito é comum aos sistemas de criptografia, muito vistos em
filmes de espionagem e livros, mas ele é aplicado a cédigos mais comuns ao cotidiano, tais
como codigos bindrios e hexadecimais, os diferentes tipos de alfabetos (o grego e o cirilico
russo moderno), a LIBRAS (linguagem brasileira de sinais), o Braile (alfabeto usado para
leitura por deficientes visuais).

Um codigo é a representacao de uma determinada palavra ou simbolo por uma outra
palavra ou simbolo.

Dados dois conjuntos A e B finitos e f : A — B uma bije¢cao. Assuma ¢ como:
Y A" — B"
(1, T2y oy ) — (f(21), f(22), ..., f(zn)).

Essa funcao é bijetora, uma vez que cada coordenada é levada a uma imagem de uma
funcao bijetora, caracterizando essa funcao como uma isometria. A partir de um cédigo
C C A", com m elementos e distancia minima d, ao aplicar a fun¢ao ¢(C) = C’ C B, tem-
se que a imagem é um cddigo sobre o alfabeto B com parametros iguais a C. Dessa forma,
¢é possivel mudar o alfabeto de qualquer cédigo para um alfabeto sobre um conjunto finito
através de uma funcao bijetora f: A — B.

A vantagem desse método é poder realizar os estudos de cédigos sempre sobre conjuntos
finitos, uma vez que sempre € possivel construir uma bijecao que leve esse alfabeto ao desejado.

Mostrar aos alunos que eles podem construir uma tabela de cédigos para o alfabeto, vo-
gais acentuadas, sinais de pontuacao e demais caracteres necessarios para escrever um texto
utilizando os elementos de D3 e Djy.

Observe que é possivel identificar os elementos de D3 através de dois dos seus vértices,

uma opc¢ao é usar o vértices localizados na base do triangulo. Assim é conjunto D3 pode
ser representado por e = SL, Ry = ES, R, = LE, S; = LS, S, = SE e S3 = FL; No
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D, também podemos identificar seus elementos através de dois vértices adjacentes. Entao
os elementos de D, podem ser representados por e = AM, P, =V A, P, =RV, R3 = MR,
SleV, SQZRM, ngVReS4:MA

Um exemplo de tabela de codigos utilizando os elementos de D3 e D4 pode ser vista na
tabela 8.

Tabela 8: Tabua de cédigos.

AM [VA[RV | MR|AV|RM | VR|MA
SLl Al | M| S |Y]|] U]|C ,
ES| B|H|N| T |2z | A/ ( !
LE| ¢c |10 U]|]A| E|) ?
s/ plJ|lpr|V]E] O , ”
SE|' E | K| Q| W | 1] A -
EL| F | L|R|[ X | O] O ! $

E para gerar cada codigo combinamos um elemento de D3 com um elemento de Djy.

Exemplo 6.6 Codifique a palavra amor usando os codigos da tabela anterior.

Para gerar o cédigo basta fazer a correspondéncia de cada letra com a tabela. Entao A =
SLAM, M = SLRV, O = LERV, R = ELRV. Gerando o cédigo SLAMSLRVLERVELRV,

para a palavra amor.

Para descobrir um cédigo é necessario conhecer a tabela codificadora. E a partir dela,
localizar cada letra e decodificar um texto.

Exemplo 6.7 Descubra a frase gerada pelo codigo: LSAMLERM LEAMLERVELRVSE-
AMSLMR SLAM LSMRLEVALSAMSLAMSEVR.

Para descobrir o c6digo basta analisar a tabela 8. A cada quatro letras, as duas primeiras
correspondem a algum elemento da primeira coluna da tabela e as duas seguintes a algum
elemento da primeira linha da tabela, a intersecao desses dois elementos nos fornece a letra
decifrada. Portanto fazendo as correspondéncias das letras com a tabela encontramos a frase
DE CORES A VIDA.

A partir dai, pode-se mostrar o aluno que ele pode construir uma tabela de cédigos da
forma que desejar e assim poder conversar de forma codificada para que seu texto nao possa
ser lido facilmente por qualquer pessoa.

7 Consideracoes Finais

Acredita-se que este trabalho possa despertar o interesse em alunos e professores para um
carater mais contemplativo da Matematica, ja que, de modo geral, o raciocinio abstrato tem
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sido deixado de lado em detrimento de um treinamento que estimulam ideias meramente cal-
cadas no pragmatismo. Para finalizar, abordou-se atividades que pudessem ser desenvolvidas
com alunos do ensino fundamental, pois em sala de aula os professores sao frequentemente
questionados pelos alunos sobre aplicagoes do assunto estudado e como podem usa-lo em seu
dia a dia, e muitas vezes o docente nao conhece uma aplicacao proxima da realidade do aluno
que poderia chamar sua atencao e servir como elemento motivacional para o estudo.

Assim, as atividades propostas tinham como objetivo contextualizar o assunto que estava
sendo estudado afim de tornar as aulas menos abstratas, mostrando de forma lidica que os
movimentos estudados (reflex@o e rotacao) estao presentes no nosso cotidiano, que o Teorema
de Cayley pode ser aplicado em uma atividade para alunos do ensino fundamental e de forma
que a aprendizagem fosse mais prazerosa com aulas diferenciadas facilitando o processo de
ensino-aprendizagem, despertando a curiosidade e o interesse do aluno.
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