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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar uma solucdo para um problema de
Chebyshev, surgido 1854, a respeito da menor variacdo de um polindomio. Para que o objetivo
seja alcancado, iniciaremos por algumas defini¢des e teoremas matematicos que nos
fornecerdo a base necessaria para a resolu¢cdo do problema. Dando continuidade a resolucao,
criaremos notagdes proprias, com o objetivo Unico de facilitar o entendimento do que sera
exposto, acompanhado da defini¢do da variagdo de um polindomio, algumas propriedades que
auxiliardo no desenvolvimento da resolu¢do do problema, bem como representagdes graficas
dos tipos de polindmios envolvidos no problema. Por fim, teremos a defini¢do dos polindmios

de Chebyshev dos tipos 7T, e U,, bem como suas respectivas representacdes graficas, relacdes
de recorréncias, algumas propriedades e, por fim a relagdo existente entre os polindmios 7, e

U

n

Palavras-chave: Variagdo de um polindmio. Polindmios de Chebyshev.



ABSTRACT

The present work aims to present a solution to a Chebyshev problem, arising in 1854,
concerning the smallest variation of a polynomial. In order to reach the goal, we will start
with some mathematical definitions and theorems that will provide us with the necessary
basis for solving the problem. Continuing the resolution, we will create our own notations,
with the sole purpose of facilitating the understanding of what will be exposed, accompanied
by the definition of the variation of a polynomial, some properties that will help in the
development of the problem resolution, as well as graphical representations of the polynomial
types involved in the problem. Finally, we will have the definition of Chebyshev polynomials

of the types T, and U,, as well as their respective graphical representations, recurrence

relations, some properties and, finally, the relation between the polynomials 7, and U, .

Keywords: Variation of a polynomial. Chebyshev Polynomials.
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1 INTRODUCAO

Em 1854 , o Matematico russo Pafnuty Chebyshev langa um questionamento, no meu
ponto de vista, um tanto interessante: “Dentre todos os polinomios monicos de grau n, qual
deles possui a menor variagdo? .

A primeira vista, achei que o problema parecia ter uma solucdo facil, mas constatei que
apresentava varios obstaculos em sua resolucao.

Este trabalho objetiva apresentar uma solucdo para o problema proposto por
Chebyshev, contida num artigo na Revista Kvant Selecta, de autoria de Serge Tabachnikov.
Para que isso seja possivel, dividimo-lo em 3 capitulos:

No capitulo 1, apresentaremos algumas definigdes e Teoremas importantes na
Matematica, que facilitardo a compreensdo da resolucdo, bem como nos fornecerdo um
embasamento tedrico apropriado para esse objetivo.

No 2° capitulo, conceituaremos a Variagdo de um Polindmio e criaremos uma notagao
especifica para a mesma, objetivando uma facil compreensao do que sera exposto. Avancando
um pouco mais, apresentaremos algumas propriedades da Variagdo de um polinomio,
acompanhadas de uma explicacdo sucinta e resolucdo de alguns exemplos. Em seguida,
abordaremos a resolu¢do do problema de Chebyshev propriamente dita, auxiliado por
representacoes graficas dos polindmios envolvidos.

O capitulo 3 tem como objetivo definir os polindmios de Chebyshev dos tipos 7, e U,

apresentar o calculo dos primeiros polindmios e suas respectivas representacdes graficas,

além de suas relagdes de recorréncia, a paridade e os zeros de 7, e U,, os extremos do

polinomio 7, e finalmente estabelecer relagdes entre 7, e U, .
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2 DEFINICOES E TEOREMAS IMPORTANTES

As Definigdes e Teoremas que apresentaremos a seguir terdo um papel importante para

uma melhor compreensao desse trabalho.
2.1 Polindmio

Definicao 2.1.1 Um polindmio sobre R ¢ uma expressao do tipo

pX)=a,+aX+...+a,X" :zanj ,
=0

onde neNe a; eR,para j=0,1,...,n. Também dizemos que p(X) € um polindmio com

coeficientes reais. O conjunto de todos os polindmios sobre R sera denotado por R[X].

Defini¢do 2.1.2 Considere p(X)=a,+a,X +...+a,X" um polindmio ndo nulo, com a, # 0

O grau de p(X) ¢ definido como sendo o inteiro n. Usaremos a seguinte notagdo para
indicar o grau do polindmio

op=n (lé-se “o graude p(X) ¢iguala n”)

Nesse contexto, o coeficiente a, ¢ chamado de coeficiente lider de p(XX). Dizemos que

p(X) ¢ um polindmio modnico se ocorrer a, =1.

Observagio: E importante dizer que ndo se define grau para o polindmio nulo. De agora

em diante, sempre que considerarmos um polindmio p(X)=a,+a,X +...+a, X", teremos

a,#0.
2.2 Raiz de um Polinémio

Dados um polinémio p(X)eR[X] e um nimero real <R, podemos considerar o
numero real p(f)=a,+aqf+...+a,". Com isso estamos associando a um

polindmio p(X )ER[X ] uma funcdo real de uma variavel real, a qual dizemos ser
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determinada pelo polindmio. De um modo geral, diremos que uma fun¢do real de uma

variavel real ¢ uma fun¢ao polinomial se ela for determinada por algum polinémio.

Definicao 2.2.3 Considere o polindmio p(X) GR[X ] Diz-se que S €R ¢ uma raiz de p(X)
se p(f)=0. Ou seja, uma raiz de um polindmio ¢ nada mais que um zero da fungdo

polinomial correspondente.

Exemplo 2.2.1 Determinar as raizes do polinomio p(X)=X*—1.

Solugdo: Determinar as raizes do polindmio p(X)=X>-1 é encontrar S eR tal que

p(f)=0.Ou seja,
B -1=0
p* =1
p=21= f=lou =1

2.3 Operacoes com Polinomios

2.3.1 Adigao

Sejam os polindmios p(X) = Zan-’ e g(x)= ijXf sobre R, onde meN e

Jj=0 Jj=0

a,,b, eR,para j=0,1,...,m. Definimos a soma entre polindmios por

P(X)+g(X)=Y (a, +5) X’

Observagdo: Caso falte algum termo de um dos polindmios envolvidos na adi¢do, devemos
escrever os polindmios na forma completa, para os graus sejam igualados.

Exemplificando, temos:
Sejam p(X)=4X +3X>+X+8 e g(X)=6X"+2X’+7X +1 dois polindmios. Qual
o polindmio resultante da somade p com g?
Para realizarmos essa operacao de soma, faremos o seguinte: Escrevemos p e g na forma
completa, ou seja
p(X)=4X° +0X " +0X°+3X°+X+8 e g(X)=0X"+6X*+2X° +0X° +7X +1. Apos,

efetuaremos a soma da seguinte forma:
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p(X)+g(X)=@G+0)X°+0+6)X ' +(0+2) X’ +(B+0)X° +(1+7)X +(8+1)

p(X)+g(X)=4X°+6X*+2X° +3X* +8X +9

Propriedade do Grau (adicdo) 2.3.1. Sejam os polinomios p(X):Zan /e

Jj=0

g(X)=)_b,X’ sobre R[X]. Tem-se

Jj=0

A(p(X) +q(X)) < Max{op(X), 0g(X )} = max{m, n}.

Demonstragdo:

Se p(X)=0 e g(X)=0 nada se tem a provar.

Considere agora p(X)=a,+aX+..+a, X" e g(X)=b,+bX +...4+b, X", polindbmios
nao nulos de grau m e n, respectivamente. Suponha, sem perda de generalidade, que m > n. Neste
caso, 0 termo dominante de p(X)+g(X) sera a, e assim
8(p(X) + g(X)) =m= max{af(X), 8g(X)}. Caso m=n, temos que o termo dominante de
f(X)+g(X) serd a,+b,, deste modo a(p(X) + g(X))= m, se ocorrer a, +b #0 ou

Ap(X)+g(X))<m,caso a, +b, =0.

2.3.2 Produto

Sejam os polindmios f(X) = Zanj e p(x)= ijXf sobre R, onde m,neN e
j=0 =0

a,,b,eR,para j=0,1,...,m e k=0,1,...,n. Definimos produto entre polindmios por

m+n

f(X).p(X)=Y X',
i=0
onde temos
¢, = a,.b,
¢, =a,b +a.b,

¢, =a,b,+a.b +a,b,
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¢, =ayb+a.b_ +a,b_,+...+a.b,

Observacgdo: Aqui se verifica o uso da propriedade distributiva.

Propriedade do Grau (produto)2.3.2. Sejam os polinomios p(X):Zan U
=0

n .
g(X)= ijXJ sobre R[X]. Tem-se
j=0

d(p(X).g(X)) = p(X)+ 0g(X) .

Demonstragdo: Como O(p(X))=m e 0(g(X))=n, temos que a,#0 e b,#0. Na
realizacdo do produto p(X).g(X), pela definigdo, o termo de varidvel com maior expoente

sera ¢, . =a,.b, . Por outro lado, o coeficiente do termo X* no produto f(X).g(X) é
¢, =ayb, +a b _,+...+a,_.b+ab,,

e assim, para k > m + n , temos que esse coeficiente ¢ nulo, pois

a;=0,parai>m e b; =0, para j>n

Logo, como a,.b, #0,
A(p(X).g(X))=m+n=0(p(X))+0(g(X)).

2.4 Algoritmo da Divisao

Nessa secdo vamos apresentar o Algoritmo da Divisdo, cuja demonstragao ¢
fortemente inspirada na demonstracao contida no livro Polinomios e Equagoes Algébricas, da

Colecao PROFMAT — SBM.
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Teorema (Algoritmo da Divisao) 2.4.1 Consideremos dois polinomios p, g € R[X], com g

ndo nulo. Entdo, existe um unico par de polinomios reais q(X) e r(X) onde se verifica as
condicoes

p=gq+r e0<0r<aog.

Prova: Considerando que
p(X)=a X"+a, X""'+.+aX+a, e g(X)=bX"+b X"'+..+bX+b,, com

a, # 0temos:

Provaremos agora, a existéncia de q(X) e r(X)

Se p(X) =0, entdo tome g(X)=r(X)=0

Suponha que p(X)#0.Se dp(X) <0g(X), entdo tome ¢g(X)=0 e p(X)=r(X).
Podemos supor dp(X) > dg(X). A demonstragdo ¢ por indugdo sobre dg(X).

Se dg(X) =0, entdo g(X)=b, # 0. Dai, tomamos g(X)=b," .p(X) e r(X)=0.

Suponhamos o resultado valido para polindmios com grau menor do que Jp(X), vamos

mostrar que vale para p(X).

Seja p,(X) o polindmio definido por

p(X) = p(X) —Z—”X"*’"g(X) .

m

Segue que

a m—-n
p(X):b_mX g(X)+p(X) e Op, <0p

n

Entdo, por hipétese de indugdo, 3 ¢,(X), r(X) e R[X] tais que
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P(X) = q,(X).g(X) +7,(X), com 1,(X)=0 ou ér, <dg .

Por conseqiiéncia,

p(X) = (Z— X %(X)jg(X) +r(X).

m

Agora, basta tomar ¢(X)= Z—”X""'” +¢,(X) e r(X)=r(X), o se completa a prova da

m

existéncia.
Unicidade de q(X) e r(X)

Suponhamos que existam os polinémios ¢q,(X), ¢,(X), (X), r,(X)eR tais que

¢,(X)g(X) +1(X) = p(X) = q,(X)g(X) +1,(X), (1)
com Or,<0g, Or,<0g,onde r,(X)=0 ou or,<0g e r,(X)=0 ou or, <0g.

Assim,
7,(X)g(X) + 1 (X) = q,(X)g(X) + 1 (X)
0,(X)g(X)—q,(X)g(X) =r,(X)—r(X)
[¢,(X)—¢,(X)].g(X) =r(X)-r(X)

Assim, se tivermos ¢q,(X) # q,(X), entdo r(X) # r,(X). Mas por (i), temos

0g(X) < 0g(X)+ 0(q,(X) +q,(X))
0g(X) = 0(g(X)(¢,(X) - q,(X)))
0g(X) = 0(r(X), —r(X))
dg(X) < 6g(X) < max{0r,, or}
0g(X) < dg(X)

o que gera um absurdo! Logo ¢,(X)=¢,(X) e n(X)=r(X).
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Como conseqiiéncia do Algoritmo da Divisdo, temos a proposicdo que fala sobre o

nimero maximo de raizes de um polindmio ndo nulo:

Proposicao 2.4.1 Seja p(X) um polindmio nao nulo com p(X) e R[X], cujo grau ¢ igual a

n.Entdo p(X) possui no maximo »n raizes em R[X], onde dp(X)=n.

Demonstragdo:

Caso nao exista f € Rtal que p(f) =0, a proposi¢do esta provada.

Seja feRtal que p(f)=0.Temos que g(X)=X —f € R[X]. Logo, pelo Algoritmo
da Divisdo, temos que dg(X),r(X)eR[X] tais que p(X)=¢qg(X).(X-p)+r(X), onde
r(X)=0 ou or(X)<0og(X)=1 e, neste caso, r(X)=>5, ¢ um polindmio constante. Como
PX)=g(X)(X ~B)+b, & p(f)=0, temos que p(S)=q(f).(f~f)+b,= b, =0. Como
op(X)=0q(X)+0(X - f),segue que Og(X)=n—1.

Sejacd eR. Se tivermos p(a)=(a-p)g(e)=0=a=F ou a ¢ raiz de

q(X) e R[X]. Assim as raizes de p(X) sdo as raizesde ¢q(X) e f.

Para finalizar a demonstragdo, utilizamos indugdo sobre n. Se n=0, p nao possui

raizes em R e, nesse caso, nao ha o que demonstrar.

Suponhamos que vale para ¢g(X) com og(X)=n—1, ou seja, g(X) possui no maximo
n—1 raizes em R. Por construcao p(X)=¢q(X).g(X) e como as raizes de g(X) e £ sdo as

raizes de p(X), segue que p(X) possui no maximo # raizes.

2.5 Teorema Fundamental da Algebra

Iniciamos esta subsecao tomando como referéncia as demonstragdes contidas no livro

do Prof. Caminha , pagina 114.



20

O Teorema Fundamental da Algebra foi apresentado pela primeira vez em 1799, na

tese de doutorado de Carl Friedrich Gauss, e diz que:

“Todo polindbmio p e C [X ] ndo constante possui a0 menos uma raiz complexa.”
A demonstragdo desse teorema sera encontrada em [5], pagina 70.

Lema 2.5.1

Se pe R[X ] ¢ moénico e ndo tem raizes reais, entdo existem polinomios g,% GR[X ]

tais que p =g’ +A’. Em particular, p(x)>0 paratodo x €R.
Prova.

Existem numeros complexos ndo reais z,, z,, ..., z, tais que
k

pX) =] (X -z).(X-Z).
j=1

Agora,se z, =a; +ib,,com a;,b, R, entéo

(X=z)X-Z)=(X—a;-ib)(X —a,+ib;)
=(X—a,’ (b,
= (X—aj)2 +bf,
a soma dos quadrados de dois polindomios de coeficientes reais (um deles constante).
Basta, agora, aplicar varias vezes o seguinte argumento: para g, g,,/n,h, e R[X],

temos

(g12 +h12)(g§ +h22)=(g1g2 "‘h1hz)2 +(g1h2 _gzhl)z-

Para o que falta, segue da primeira parte que
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p(x)=g(x)* +h(x)* 20,

para todo x €R; mas, como p ndo tem raizes reais, a desigualdade acima deve ser estrita,

para todo x € R. (Demonstracao retirada do livro Topicos de Matematica Elementar, vol. 6. 2?
ed. 2016 — CAMINHA)
2.6 Teorema do Valor Intermediario (Bolzano)

Se fe R[X] e a<b sdao nameros reais tais que f(a).f(b)<0, entdo existe

cela,b] tal que f(c)=0.
Prova.

Supondo, sem perda de generalidade, que f ¢ modnico e f(a)<O0< f(b), segue da

ultima parte do lema anterior que f tem ao menos uma raiz real. Sejam, pois, a, <...<a,

as raizes reais de [, repetidas de acordo com suas multiplicidades. Se g € R[X] € tal que

f(X)=gX)(X ~-a))...(X -a,),

entdo g ¢ monico e nao possui raizes reais, de sorte que, novamente pelo lema anterior,
g(x) >0 paratodo x eR.

Por contradi¢do, suponha que ndo ha raiz de f no intervalo (a,b) e considere trés
casos separadamente:

(1.) a, <a: temos

f@=g@(a-a)....a~a)>0
uma contradi¢ao.

(ii.) b<a, : segue de f(b)>0 que
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gb)b-a,)...(b—a,)>0

e, dai, k£ ¢ par (uma vez que g(b)>0¢e b—a, <0,para 1<i<k).

Por outro lado, segue de f(a)<0 que
gla)a—-a,))...(a—a,)<0

e, dai, £ ¢ impar (uma vez que g(a)>0 e a—qa, <0, para 1<i<k).

Portanto, chegamos a uma contradigao.

(1i.) a,<a<b<a,,,paraalgum 1</ <k: chegamos a um absurdo de modo andlogo ao item

anterior. (Por exemplo, 0< f(a)=g(a)(a—a,)...(a—a,)(a—a,,)...(a—a,) 1mplica k-1
——

>0 >0 <0

par.)

O Teorema do Valor Intermediério assegura que todo elemento do dominio possui uma
imagem em um intervalo do contradominio, isto ¢, se o domimio ¢ um intervalo fechado,
aberto ou semiaberto, entdo a imagem também ¢ respectivamente um intervalo fechado,

aberto ou semiaberto no contradominio de f . (Demonstragdo retirada do livro Topicos de

Matematica Elementar, vol. 6. 2* ed. 2016 — CAMINHA)

2.7 Teorema de Weierstrass

O teorema do valor extremo foi, originalmente, provado por Bernard Bolzano, nos anos
30 do século XIX, em seu trabalho Function Theory, mas a obra permaneceu nao publicada
até a década de 1930. A prova de Bolzano consistiu em mostrar que em uma fun¢do continua
em um intervalo fechado ¢ limitada, e depois mostrou que a fungdo atingia um valor maximo
e minimo. Ambas as provas envolviam o que, hoje, ¢ conhecido como Teorema de Bolzano-

Weierstrass. O mesmo resultado foi descoberto, depois, por Weierstrass, no ano de 1860.

Teorema 2.7.1 Se f :[a,b]— R ¢é continua, entdo [ assume maximo e minimo em [a,b].

Isto é, existem x,, x, €[a, b] tais que
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m=f(x)<f()< f(x,)=M, Vxela,b]
Demonstracdo

Considere f continua em [a, b] e limitada em [a, b].

Definindo que 4 = { f(x)/xe [a, b]} e que admitira supremo e infimo, onde

M =sup{f(x)/xe [a,b]} e m =1nf{f(x)/xe [a,b]}.
Assim, para Vx € [a, b], m< f(x) <M.
Mostraremos que M = f(x,) para algum x, € [a, b].

Se tivéssemos f(x) <M para Vx e [a, b], uma fungdo g, onde

g(x)= xela,b],

1
M~ f(x)

Seria continua em [a, b], mas nao limitada em [a, b], que ¢ uma contradicdo, pois se g

fosse limitada em [, b], entdo existiria um & >0 tal que Vx € [a, b], teriamos

0<;<k
M- f(x)

E, portanto, para Vx e [a, b],

f(x)<M—%

E assim M nao seria supremo de 4 = { f(x)/xe [a, b]}
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Segue que f(x)<M para Vxe [a,b] nao pode ocorrer, logo devemos ter M = f(x,)
para algum x, e[a, b]. Com raciocinio analogo, prova-se que f(x;)=m para algum
X, e[a,b].(Demonstrac;ﬁo obtida no livto Um curso de cdlculo: vol.l. 5. ed. (2007) —

GUIDORIZZI)
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3 A VARIACAO DE UM POLINOMIO

Como toda funcdo polinomial ¢ uma funcao continua, o Teorema de Weierstrass nos
garante que em um intervalo fechado essa fun¢do assumird um valor maximo e um valor

minimo. Dessa forma, dado um polinémio p(X) e]R[X ] e dado um intervalo fechado [a,b],

temos que existem @ e S no intervalo [a, b] tais que
pa) < p(X) < p(B),paratodo x e [a, b]
Nesse contexto diremos que p(«a) € o valor minimo de p(X) e p(f) o seu valor méximo.

A Variacdo do Polindbmio p(X) ¢ definida como o maior dentre os valores | p(a)| e

p(B).

Notagdo: a variagdo de um polindbmio p(X) no intervalo [a, b] sera denotada por

V(p(X), [a, b]). Portanto,

b

(B}

V(p(X).[a, b)) = Max{p(a)

Observacgao: A variagdo do polinomio p(X) é ninguém menos que o valor maximo da fungdo

y=| p(x)| no intervalo [a, b]. De modo geral, para qualquer fungdo f continua no intervalo [a,

b], a sua variagdo é definida como o valor maximo de | f | nesse intervalo.

Para ilustrar a defini¢ao de Variagdo de um Polindmio, consideremos os exemplos.

Exemplo 3.1 Considerando o polindmio p(X)=X>—6X +12,onde X € [1, 4], sabemos que

o seu grafico ¢ uma pardbola com concavidade voltada para cima, devido ao fato do

(=6)

coeficiente de X ser positivo. Logo, a fungdo atinge o seu minimo em X, = 5 =3, que

pertence ao intervalo dado. Portanto o valor minimo no intervalo é p(3)=3”—-6.3+12=3.
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Por outro lado, o valor maximo sera atingido em dos extremos do intervalo. Calculando

esses valores, obtemos

p()=1"-61+12=7 e p(4)=4"-64+12=4

Pela definigdo de Variagdo de um polinémio, segue que ¥ (p(X),[1,4])=7.

O grafico de p(X) a seguir mostra claramente o que acabamos de afirmar.

0 1 2 3 4

Figura 1

Fazendo o mesmo com o polindmio g(X)=-2X>+8X -6, com X e [1, 4]. Aqui
temos um polindmio do 2° grau com a concavidade voltada para baixo, pois o coeficiente de

X? é negativo. Logo, o polindmio possui valor méximo, que sera calculado pela substitui¢io

da abscissa do vértice no polindmio. Ou seja

X, =———=2=p(2)=-227+82-6=2

Calculando o valor de seus extremos, obtemos

p()==21"+81-6=0 e p(4)=-—24>+84-6=—6
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O grafico de g(X) abaixo ilustra o que acabamos de calcular.

VAN

Figura 2
E pela definicdo de Variacdo de um polindmio, temos V(p(X ), [1, 4]):| p(4)| =6, por

ser o maior valor dentre | p(1)| e | p(2)| .

Observagdo: Se tivéssemos feito o grafico de | g(X)|, terlamos conseguido esse resultado com

maior facilidade. Vejamos:

Figura 3

3.1 Propriedades da Varia¢ao de um Polinomio

A seguir, apresentaremos algumas propriedades da Variagdo de um polindmio que

serdo importantes no decorrer desse capitulo.
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1.) Se V(p(X),[a, b]) =c,entdo VX €[a, b], vale | p(X)| <c.

ii.) V(ip(X), [a, b)) = |4V (p(X). [a, b))

iii.) Se f:[c,d]—>[a,b] éuma fungio continua e sobrejetiva entio

V(p(X),[a, b)) =V (pof (X).[c.d])

iv) Se c € [a, b] entdo

V(p(X), [a, b)) = max{F (p(X), [a, c]), ¥ (p(X), [c. b))}

Esclarecendo melhor a respeito das propriedades, temos:

» A propriedade i.) nos diz que o grafico de p(X) esta contido na faixa [— c, c], para

x € [a, b]. Geometricamente

Q)
o
(0}

—-C

Figura 4

» A propriedade ii.) nos diz que, mesmo fixando o grau do polindmio e o intervalo
[a, b], podemos obter polindmios com variagdes tdo pequenas quanto queiramos,
bastando tomar valores suficientemente pequenos para o parametro ¢.

Para um exemplo de aplicacdo, tomando o polindmio p(X)=3X>-5X+2 e o

parametro ¢ =2, vamos calcular a variagdo de p(X) e 2p(X) no intervalo [0, 2].
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O polindmio p(X)=3X*>-5X +2, no intervalo X €[0, 2], sabemos que o seu grafico

é uma parabola com concavidade voltada para cima, devido ao fato do coeficiente de X ser

positivo. Logo, calcularemos sua abscissa do vértice por

(_

X, = _TS) = %, que pertence ao intervalo dado. Portanto o valor minimo no intervalo é
2
)4 s =3, 3 -3. 3 +2:E—2+2:—i
3 6 6 36 6 36

Por outro lado, o valor maximo serd atingido em um dos extremos do intervalo.

Calculando esses valores, obtemos
p(0)=3.0°-50+2=2 e p(2)=32°-52+2=4
Pela definicao de Variagdo de um polindmio, segue que V( p(X), [1, 4]) =4,

onde se verifica que

V2p(X),[0,2) =27 (p(X),[0,2]) =8

» A propriedade iii) permite reduzir o calculo da variagdo de um polindmio ou de uma
funcdo sobre um certo intervalo ao célculo da variacdo de um outro polindmio ou
fungdo sobre um outro intervalo. Para ilustrar esse fato, vamos considerar o seguinte

exemplo:

Considere a fungdo f:[l,4]—[1,2], dada por f(x)=+/x. Seja p(X)=3X>-5.
Calculando os extremos em p(X) no intervalo [1,2].
p()=3.1"-5=-2c¢ p(2)=3.2>-5=7
Logo, V(p(X),[1,2)) =7

Calculando p(f(X)) e os valores dos extremos em [1,4].

p(FX)=3(xf -5
PUF(X)=3X -5,
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onde p(f(1)=3.1-5=-2 e p(f(4))=34-5=7
Logo, V(p(f(X)),[1,4) =7

Portando V(p(X). [12]) =V (p(f (X)), [1.4])=7
3.2 Varia¢do de um polinémio Quadratico
Dado p(X)=aX’+ X +y, vamos determinar a variagio de p(X) no intervalo

[a, b].

Inicialmente, observe que pela propriedade (ii) tomando ¢ =—1, segue que

V(= p(X),[a,b])=V(p(X),[a, b))

Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, que « > 0.
Para continuar, vamos tratar o caso £ =0. Logo, ficamos com p(X)=aX’+ 7.
Ainda pela propriedade (ii), temos que

V(p(X)o [a, b]) = OKV(Q()C), [a, b]), onde q(x) = x2 +£ .

Portanto, basta calcularmos ¥ (g(x),[a, b]). Para isso vamos considerar dois casos:

1° Caso: 0¢|a,b]

Nesse caso os valores maximo e minimo de g(x) sdo atingidos nos extremos. Portanto,

}

temos

o+,
(04

b+ L
o

V(q(x), [a, b]) = max{
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2° Caso: 0 €|a, b]

Nesse caso o valor minimo de g(x) em [a, b] ¢ q(0)= 7 ¢ o valor maximo é o maior
a

dos nimeros a® + 2 e b+, Dai, segue que:
a a

V(q(x),[a, b])zMax{l, a’ +l, b* +l }
a a a
max |p(a), p(b), se 0 ¢ [a, b]
C V bl)= .
onsequentemente ¥ (g(x),[a, b)) {max ﬂp Ol (@l |p®) }’ se0ca b]

Agora, consideramos o caso geral p(X)=aX’+BX +y,com S#0.

B

Nesse caso, considerando a fungdo afim f :[a+2—,b+2ﬁ}—>[a, b], definida por
a a

f(X):X—ﬁ,temos que
2a

pof(X):a[X—ﬁj +ﬂ[X—£j+y
2a

20

O que resulta em

porcn=ax -2 ).
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Logo
pof(a v 2ﬁj = pla) e pof(b + ﬁj = p(b).
o 2a
Desse modo
V(p(X),[a, b])= V( pof (X), [a + ﬁ, b+ ﬁD
20 2a

p(b)

maxﬂp(a)

5

},seog[a+£,b+£}
2a 2a

max{ p(—%) ,|p(a),|p(b) }, seQe {a +£, b +£}
De outra forma
maxﬂp(a) , | p(b) }, se —% ¢ [a, b]
V(p(X),[a,b) = 5 p .
max{ p[——j, p(a), |p(b) }, se ——¢ [a, b]
2a 2a

3.3 O Problema de Chebyshev
Em 1854, Pafnuty Lvovich Chebyshev propos o seguinte problema:

“Dentre todos os polinomios monicos de grau n, N=X"+aX""+..+a,
p g pn 1 n

qual deles possui a menor varia¢do em X €[a,b]?”

Faremos uma abordagem do problema por meios geométricos.

Considerando X €[a,b] e p(X)e[m, M], onde m & o valor minimo e M ¢ maximo

valor de | p(X )| <c. Se a variagao do polindmio for igual a ¢, teremos o grafico do polinémio
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no interior da faixa | y| <c.Ouseja

[0
y = p(X)
a 0 b
-C
Figura 5

E possivel obter uma fungdo bijetiva afim f :[— 2, 2]—>[a, b]. Dai, compondo pof
temos um polindmio de mesmo grau que p € com mesma variacao.

Além disso, como f ¢ bijetiva, podemos obter p(X) a partir de pof(X). Assim, se
resolvermos o problema no intervalo de [-2,2], poderemos achar a solugio também em

[a,B].

Escolhendo X €[-2,2], comecaremos a resolugio do problema tratando dos

polindmios de 1° e 2° graus, inicialmente.

Para » =1, temos o polinomio do tipo p(x)= X + k,com X € [— 2, 2] e Vk eR, onde
obteremos que maximo e o minimo sdo atingidos nos extremos. Calculemos p(-2)=k—-2 e

p(2)=k+2.

Portanto,

V(X +k,[-2,2]) = max{k - 2} [k + 2|}

Fazendo a construgdo grafica no parametro £ de |k - 2| e |k +2

, iremos obter:
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Figura 6

Logo

k+2,5ek>0
2—k,sek<0

=t p2a)-|
Portanto, V(X +k, [— 2, 2]) > 2 e o minimo ¢ atingido quando k£ =0. logo, p(X)=X ¢

a solu¢do do problema de Chebyshev para n =1 no intervalo [-2,2].

Agora para obtermos a solugdo do problema de Chebyshev no caso n=1, em um

intervalo arbitrério [a, b], consideremos a bijecdo afim f : [a, b] - [— 2, 2] dada por

4 _2(a+b)
f(X)_b—aX b—a

Compondo essa fungao com o polindmio p(X)= X, obtemos um polindmio de grau 1
cuja variagdo em [a, b] € 2, pois coincide com a variagdo de p(X) em [-2, 2]. No entanto, o

polindmio pof(X) ndo ¢ monico, o que nos leva a considerar o polindmio monico

(a+b)

pm—b— or ()= x -4

cuja variagdo em [a,b] é V(p,(X),a, b])= b; 2=



35

Por outro lado, dado qualquer polindmio moénico de grau 1 ¢(X)=X +k, vamos

b—a

mostrar que ¥ (g(X), [a, b])> 5

b-a)X+2(a+b) b-a a+b

De fato, compondo ¢(X) com f(X)= ) ) X+ >
O b—a a+b ) C . .
obtemos gof  (X) = ) X+ 5 + k, cuja variacao em [— 2, 2] coincide com a variagdo

de g(X)em [a, b].

Dai, o polinémio ¢,(X) = gof "(X)=X+ b—a

—a —a

4 (a+b+kj ¢ tal que

(.00, [-2,2) = Vlgor (0, [-2.2) = 2= ¥ (g0, [a, 5]

E além disso, V' (g(X),[-2,2])>V(X,[-2,2]))=2.

b—a
2

a+b

Logo, V(q(X), [a,b])z . Isso prova que pl(X):X—( j ¢ a solucao do

problema de Chebyshev em [a, b].

Para 0 caso em que n =2, temos o polindmio do tipo p(X)=X>+mX +k, com
X e[— 2, 2]. Neste primeiro momento, estudaremos os casos p(X)=X’+k e

p(X)=X>+mX.
1° Caso: p(X)=X*+k

Verifica-se que

Max p(X) = p(-2)=p(2)=4+k
Min p(X)=p(0)=k

Logo,
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V(X2 + & [-2, 2]) = max{k + 4

A

b

Fazendo os gréficos dos valores no parametro £ de |k + 4| e |k

, teremos:

Logo,

—k,sek<-2
k+4,sek>-2

v(x?+k,[-2.2])= {
Portanto, V(X >+ k, [— 2, 2])2 2 e 0 minimo ¢ atingido para k =-2.

2°Caso: p(X)=X*+mX

Verifica-se, novamente, que o valor maximo do polinomio p depende dos valores de

m . O que vamos obter

22— m)

b

(X2 +mx,[-2,2])= max{|2(2 +m)

mz
4
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Construindo os graficos dos valores nos parametros de m de |2.(2 +m), |2.(2— m)| e

2

2
m
——, obtemos:
4

2
LLLY
4

[2.2+m)|

1/ [2.2-m)|

10

Figura 8
Logo,

2

mT,semS—4—4\/§0um24+4\/§

V(X2 +mx,[-2,2])={22+m), se 0<m <4+ 442
202-m),se—4—4J2<m<0

Portanto, V(X ‘+mX ,[— 2, 2])2 4 e o minimo ¢ atingido para m =0.
3° Caso: p(X):X2+mX+k’ com m#0ek#0.

Nesse caso, ao contrario do que fizemos nos casos ja considerados, vamos determinar

apenas uma cota inferior para variacdo do polindomio. Para isso, comecamos considerando a

funcdo f: {— 2 +%, 2 +%} - [— 2, 2] definida por f(X)=X —% . Com isso, obtemos
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_ 2
pof(X):X2+4k "

Desse modo, segue que

V(p(X),[-2,2])= V(X2 y He=m : [_2+ﬁ, 2+ﬂD

Para estimar essa varia¢dao, vamos considerar os casos |m| >4 e |m| <4.

. . , m m .
No primeiro desses Casos, 0S numeros —2+3 € 2+3 possu€m 0 mesmo sinal.

2+ﬁ‘} e b= max{
2

grafico de pof (X) nos permite concluir que

m m
-2+, -2+,

Dai, se denotarmos a :mm{ 2+3‘} a simetria do

Agora, considerando a funcio g: [az, bz]—> [a, b] definida por g(X)=+X , segue

que

2 2 2 2
V(X2+4k;m ,[a,b]j=V(X+4k;m ,[az,bz]jzb =4 216

Agora, no caso em que |m| <4, temos 0 e [— 2 +%, 2 +%} . Portanto, pela

propriedade iv, temos
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Assim, por um raciocinio analogo ao que aplicamos no caso anterior, com a =0,

b= ‘— 2+% eb=|2 +% , respectivamente, obtemos:
m 2
4k-m® [ (_sz (m—4)>
V| X*+ m , —2+ﬂ,0 > _ >2.se m<0.
4 2 2 8
m 2
dk-m> | (“2) +4)?
V(XZJF 4m , 0,2+E,ODZ 5 _(m+d) >2,se m>0.

Portanto, podemos concluir que V(X*+mX +k,[-2,2])>2 com o minimo sendo

atingido somente quando m =0 e k =-2. Em outras palavras, p(X)=X>-2 ¢ a solugiio

do problema de Chebyshev, para grau 2, no intervalo [-2, 2].

Para obtermos a solu¢do do problema de Chebyshev no caso n =2, em um intervalo

arbitrario [a, b], procedemos de modo anédlogo ao que fizemos no caso n=1. Consideremos

a bijecdo afim f :[a, b] > [—-2, 2]dada por

_2(a+b)
b—a

4
fx)= "X

Compondo essa fun¢do com o polindmio p(X)= X>—2, obtemos um polindmio de
grau 2 cuja variacdo em [a, b] € 2, pois coincide com a variagdo de p(X) em [-2,2]. No

entanto, o polindmio pof(X) ndo ¢ mdnico, o que nos leva a considerar o polindmio monico

py(X) = [l%“j POf(X) = X~ (a+b)X +W,

(b=a)’ ,_(b=a)’

cuja variagdo em [a, b] é V(p,(X),[a,b]) = T6 2
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Por outro lado, dado qualquer polindomio moénico do segundo grau

N2
g(X)=X’+mX +k, vamos mostrar que V(q(X).[a, b]) > (b 8a) )
De fato, compondo ¢(X) com f7'(X)= (b—a)XIZ(a+b) _ b;a ' a;b ’
— 2 _
obtemos gof " (X) = (b 1661) X4 b 2 a (a+b+m)X + q(a—;bj, cuja variagio em [-2,2]

coincide com a variagdo de ¢(X) em [a, b].

Dai, o polindmio

4 , 4 4 Y (a+b) .
g (X)=|—| gof  (X)=X"+ (a+b+m)X + q ¢ tal que
b b b-a 2

—da

V(g (X),[-2,2]) = (bi] Vigof " (X),[-2,2]) = (bij V(g(X).[a, b])

E, além disso, V(q,(X),[-2,2]) 2 V(X,[-2,2]) =2.

. Isso prova que o polindmio

Logo, V(q(X),[a, b]) > (b _8“)2

2
pl(X)zXz—(aer)XJrW

¢ a soluc¢ao do problema de Chebyshev, para n=2, em [a, b].

3.4 A Solucao Geral do Problema de Chebyshev

Vamos supor que tenhamos encontrado um polindmio monico p,(X) de grau n, com
V(p,(X),[a,b])=ceR, de tal forma que sua representagdo grafica sobre o intervalo [a, b] se

encontra contida na faixa | y|£c e contenha (n+1)pontos da fronteira dessa faixa,
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distribuidos de forma alternada sobre as retas y=c e y=-—c, conforme ilustracdo abaixo

(para n =95).

AvEva:

-C

Figura 9
A existéncia de um polindmio nas condi¢des acima tem fortes implicagdes a respeito da

variagdo dos polindbmios de grau n no intervalo [a, b]. Especificamente, temos o seguinte

resultado.

Teorema 3.4.1 4 variagdo de todo polinomio monico de grau n, diferente de p, (X), no

intervalo [a, b]é maior do que c.

Demonstracdo: Considere um polindmio moénico g(X), cuja variacdo em [a, b] seja menor
ou igual a ¢. Verifica-se que seu grafico também esta contido na mesma faixa | y| <c,em que

o graficode p, (X) estd construido (figura 10).

pr(X)a/ C/Y\
EATAAY;

-C

Figura 10

Subdividimos essa faixa do plano por segmentos verticais determinados pelos n+1

pontos em que o grafico de p, (X) toca a fronteira da faixa. Esses n+1 segmentos
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juntamente com as retas y =c¢ ¢ y =-—c determinam n retangulos de altura 2¢ e cuja soma
das larguras ¢ menor ou igual a b—a (veja figura 11 para n=5). Em cada um desses

retangulos o grafico de p, (X) une um par de vértices opostos. Consequentemente, em cada
um desses retdngulos o grafico de g(X) intersecta o grafico de p,(X). O que concluimos
que a equacdo p,(X)—g(X)=0 possui n raizes distintas. Porém, como estamos trabalhando
com polindmios monicos de grau n, se p,(X)—g(X) ndo fosse identicamente nulo, seu grau

seria no maximo n—1, o que impossibilita a existéncia de n raizes. Portanto nesse caso,

podemos concluir que p,(X) = g(X).

p(X)

-C

Figura 11

Por outro lado, se em um dado retdngulo o ponto de intersec¢do entre os graficos
ocorrer em um vértice pertencente a dois retdngulos adjacentes (veja figura 12), segue que o
referido ponto ¢ ponto de maximo ou de minimo para ambas as fun¢des. Em particular, nessa

situagdo, ambos os graficos tém tangente horizontal e a abscissa do ponto ¢ raiz de

multiplicidade pelo menos dois para a equacdo p,(X)—g(X)=0. Desse modo, também no

caso presente a contagem de raizes com as devidas multiplicidades € pelo menos #. Portanto,

em qualquer caso concluimos que p,(X) = g(X), o que prova o Teorema.

R(X) ©
\ /\ b

g(X)a/ \

-C

Figura 12
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Observaciao: A demonstragdo do teorema mostrou-nos que fixados o grau n e o intervalo s
ha um polindmio ménico de grau » com variagdo minima no referido intervalo. Além disso,
para encontra-lo ¢ suficiente construir um polindmio que em sua faixa de variagdo tangencie a
fronteira da faixa em n+1 pontos alternadamente. Encontrar um polindmio nas condi¢des
acima também nos permitird conhecer o valor minimo para a variacdo de qualquer polindmio
de grau n no intervalo fixado.

A existéncia do polindmio p, (X) que ¢é solu¢do do problema de Chebshev no
intervalo [-2, 2] ¢ garantida pelo seguinte resultado e sua construcdo € recursiva com respeito

ao grau.

Lema 3.4.1 Para cada n €N, existe um polindmio p, (X) monico de grau n, tem-se para todo

P eR, talque p, (2cosf)=2cosnp.

Prova: Vamos provar o lema por indu¢ao completa.

Suponha que foi provado para os nimeros (n—1) e n. Assim existem dois polindmios

p,(X) degrau n e p, (X) de grau n—1 tais que

2cos[(n—1)p]=p,(2cos ) e 2cosnfF = p,(2cos )

Dai utilizando-se da formula cos[(n+1) ]+ cos[(n—1)]f =2cos f.cosnf , e

multiplicando ambos os membros por 2 , teremos a seguintes identidades:

2cos[(n+1)p]+2cos[(n—1)]f =2cos f.2cosnp
2cos[(n+1)B]=2cos f.cosnf —2cos[(n—1)]

2cos[(n+1)fB]=2cos B.p,(2cos f)—p,_(2cos )

Dessa forma, definindo

an(X) = X'pn(X)_pn—l(X)a vn23
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A sequéncia de polindmios fica determinada quando observamos que p,(X)=X e

p,(X)=X>-2.
Com isso, segue que p,(X) € monico pra todo

Py (2c08 B) =2cos[(n+1) ]

A obteng¢do dessa férmula recursiva para calcular o polindmio p,(X), conclui a prova

do lema.

Agora vamos verificar que os polindmios p, (X) satisfazem as condi¢cdes admitidas no

L . kx
inicio dessa secdo. De fato, tomando x, :2cos(— , com k=0,1,...,n, vemos que
n

x, €[-2,2] e p,(x,)=2.(-1)*. Além disso, para todo x €[-2,2] existe a €[0, 7] tal que

P, (X)) =

n, o grafico do polindomio p, (X) sobre o intervalo [-2,2] estd contido na faixa | y| <2e

x =2cosa . Consequentemente, p,(2cos a)| = |2 cosna| <2 e portanto, para todo

toca alternadamente em (n+1) pontos dos limites superior e inferior da faixa. Segue-se que
p,(X) ¢é o polindmio desejado, aquele com a menor variagdo no intervalo [-2, 2], sendo que

essa variagdo minima ¢ 2 para todo n. Esses polinomios sdo chamados Polindmios de

Chebyshev.

Dos resultados obtidos, e aplicando argumentos analogos aos que aplicamos nos casos

n=1 e n=2 chegamos ao seguinte resultado:

Teorema 3.4.2 A variacao de um polindmio ménico de grau » em um intervalo [a, b] € maior
n
. b—a , . .. A . . C
ou igual que 2 - Além disso, o Unico polindmio monico cuja variagdo atinge esse

minimo é:
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Corolario 3.4.1 Para qualquer polindmio moénico de grau n, existe um ponto no intervalo

[a, b], de modo que o valor absoluto do polindmio neste ponto ¢ maior ou igual a 2(17 ; aj .
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4 POLINOMIOS DE CHEBYSHEYV

Os Polinomios de Chebyshev ou Polinomios de Tchebychev receberam esse nome apos
matematico Pafnuty Chebyshev defini-los como uma sequéncia de polindmios relacionadas
com a formula de Moivre e obtiveis por recursividade. Costuma-se denotar os polinomios de
Chebychev de primeira ordem por 7, 0 os polindmios de Chebychev de segunda ordem
por U,. O uso da letra T para os polindmios de primeira ordem foi dado devido a uma
das transliteragdes de Tchebychev.

Os polindmios de Tchebychev T, ou U, sdo polindmios de graun e a sequéncia dos

polindmios de todos os graus formam uma sequéncia polinomial.

Serdo apresentados neste capitulo dois tipos polindmios de Chebyshev: T, e U, suas

respectivas defini¢des de recorréncias e a relagdo existente entre 7, e U .

4.1 Polindomio de Chebyshev do tipo T,

Defini¢io 4.1.4 Sao Polindmios de Chebyshev do tipo 7, os polindmios gerados pela relagdo

de recorréncia de ordem 2, com as correspondentes condigdes iniciais.

I,(x)=1, paran=0
T(x)=x, paran=1 ,com x eR.
T (x)=2xT _,(x)=T, ,(x), paran=2,3,..., n.

4.2 Calculo dos Primeiros Termos T,

Os primeiros termos de 7, sdo conseguidos pela a atribuigdo de valores a 7.
e Para n=0,temos 7, (x) =1
e Paran=1,temos 7,(x)=x
e Para n=2,temos 7,(x) =2xT,(x)-T,(x) = 2xx—1=2x" -1
e Paran=3,temos T,(x)=2xT,(x)-T,(x) = 2x.(2x" —1)—x = 4x’ - 3x
e Para n=4,temos T,(x)=2xT,(x) - T,(x) = 2x(4x’ —3x) - 2x” +1=8x" —8x* +1

e Para n=5,temos T;(x)=2xT,(x)—T(x) = 2x(8x* —8x* —1) —4dx’ +3x =16x" —20x’ + 5x



47

Temos, entdo, a representacdo grafica dos seis primeiros polindmios de Chebyshev,

feitas no aplicativo Desmos.

I(x)=1 T (x)=x
0 1
Figura 13 Figura 14
T,(x)=2x" -1 T,(x) = 4x’ —3x
0
0
Figura 15 Figura 16
T,(x)=8x"—8x" +1 T,(x)=16x" —20x’ +5x
0 0,

Figura 17 Figura 18
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4.3 Representando o Polindomio T, de Outra Forma

Resolvendo a Equagao de Recorréncia dada, vamos encontrar outra forma de representar o

polindémio de Chebyshev do tipo T, (x).

Proposicao 4.3.2 Seja T, o n-ésimo polinomio de Chebyshev. Entdo,

T,(x) =

(SN N S ey
2

Demonstracio: Provaremos por Indugado Finita a sua veracidade.

1) Vamos atribuir valores O e 1 a n.

/.2 0 [ 2 0
nzO—)TO(x):(x+ al _1) —;(x— al _1) 21212521 (verdade)

2 2 2 2
nzl—)Tl(x):(x-H/x —IYZ(x—\/x —1):x+\/x —l—gx— x =1 :2_2x:x (verdade)

ii) Considerando que, por hipotese de indugdo para n = k seja verdadeiro, mostraremos que a

expressdo serve pra qualquer n=k +1.

Como ja demonstramos que 7, =2x.7,(x)—T,_;, temos

T (%) =2x.

g N P O Ay Y )
2 2

Ty (%) = 2x.

(x+ \/ﬂ)ﬂ—l_ﬁ_ (x— m)m _(x+ m)&+1—1+ (x— m)m-l
2 2

T(k+1)+1(x)=(x+ xz_l)m -[ZX(“m)l}(x_\/? ) .[2x—(X—m 1}

2
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Tatya () = ”?T {zx—(xwllew(x@r {Zx— — 1)62_1_
- EEA gl ), (HF
SO 0 T ANy T S
Wﬂ“ feo i) (x—m (A

k+1)+1 k+1)+1
(x+\/x2—1)( +( - xz—l)(

2

(SN S
2

T(k+1)+1 =

O que prova que 7, = ¢ verdadeiro para Vn>1,n € N.

4.4 Algumas Propriedades do Polindomio de Chebyshev do tipo T,

4.4.1 Paridade

Definicao 4.4.5 Uma sucessdo de polinomios {Mn (x)}w

n=02

tal que, o grau de M, (x) éigual a
n, diz-se simétrica se, e somente se:

M, (—x)=(-1)"M, (x), VxeR
Isto quer dizer que, se o valor para n € par, teremos M, (—x) =M (x), Vx €R. E nesse caso,

0 polindmio chamar-se-4 Polinomio Par. Caso o valor atribuido a n seja impar, teremos

M, (—x)=-M,(x), Vx eR, que se chamara Polinémio impar.

Proposicao 4.4.3 A sucessao de polindmios {Tn (x)}:o:0 ¢ simétrica.

Demonstracdo: Usaremos a demonstracao pelo método da indugdo finita.

Considerando os polindmios obtidos pelo processo recursivo, temos:
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Para n=0, T;(x)=T,(—x) =1 ¢é par, pois T,(—x) =T (x).
Para n=1, pela defini¢do de simetria é impar, pois 7}(—x) =—x =-T7,(x).

Para n=2, T,(x) =Ty (—x) = 2x* — 1, pois Ty(x) =2x> —1 e Ty(—x) =2(—x)* —=1=2x" —1.

Sendo n €N, suponhamos que, para cada Vk>0e k € N, tenhamos 7,(x) par, se k
for par, e T,(x) impar se k for impar, demonstraremos que 7, (x) possui a mesma

propriedade de 7 (x).

Sabemos que

Tn+1 (X) = 2XTn (X) o Tn—l (X)

Consideraremos dois casos:

1) Se n+1 for par, n sera impar e n—1 sera par. Pela hipotese de indugdo, afirmaremos
que 7,(x) ¢ uma fungdo impar e 7, ,(x) ¢ uma fungdo par . Uma vez que x ¢ uma
funcdo impar, entdo x.7 (x) ¢ uma fungdo par, por ser produto de duas funcdes
impares. O que se verifica que 7,,,(x) ¢é par, por resulta da soma de duas fungdes

pares.

1) Se n+1 for impar, n sera par ¢ n—1 sera impar. Aplicando a hipdtese de indugdo,

podemos afirmar que 7, (x) € uma funcdo par e 7, ,(x) € uma fungdo impar. Agora,
sendo x uma fun¢do impar, entdo x.7,(x) ¢ uma fun¢do impar, por ser um produto de
uma fun¢do impar com uma par . O que se deduz que 7,,(x) é impar, por ser o

resultado da soma de duas fungdes impares.

O que demonstra a simetria da sucessdo de polindmios {T " (x)}oof .
n=0

4.4.2 Raizes do Polinomio de Chebyshev do Tipo T,

Proposicio 4.4.4 T, (x) tem n zeros reais em [—1,1], dados pela seguinte formula:



51

xk :COSIBk ,Onde ,Bn’k :%ﬂ', k:L 2, 3,...,7’1
n

Demonstracio: As raizes do polindmio 7, (x), parax € [—1, 1], que correspondem as raizes

da funcao cosnf3, para S € [O, 72'], resultam da resolu¢do da equagao trigonométrica a seguir

cosnfi =0 < cosnf = cos(k —%)7[ < nf= (2k-Dr

2 o po2k-Dr

2n

Logo, as raizes do polinémio 7', (Xx) , quando x = cos 3, podem ser obtidas por

45— Qk-bz

rak=12,...,n
2n

Como exemplo, temos:

3 . .
Se tivermos n =3, teremos 73(x) =4x” —3x . Ou seja, as suas raizes sdo

3
= X =08 —= ——
2.3 6 2
. k=2:>,8=(2'2_1)ﬁ=3ﬂ=l:> x=cos Z=0
2.3 6 2 2
. k—3:ﬂ—(232_31)ﬂ=56ﬂ:x—cos——cos5 =—ﬁ

Se tivermos n = 4, teremos 7, (x) = 8x* —8x*+1.0u seja, as suas raizes sao

e kol p=EIEDT T 0T 09238795325
24 8 8

. Ny 22— 1)7z RY/4

— = Xx= cos3— ~(,3826834323
24 8 8
23-1 T _ S5z
v ko3 po 237D

— =Xx= coss— =—0,3826834323
24 8 8
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Q4-Hz Tz

Y E

=>x= cos%Z = —0,9238795325

4.4.3 Extremos

Proposiciao 4.4.5 T (x) apresenta (n+1) extremos locais no intervalo [—1, 1] , alternados

entre —1 e 1 e esses extremos sdao dados por:

jﬂ', k=0,1,..., n
n

B n
X, = COS

Demonstracio: Pela defini¢do trigonométrica, sabe-se que 7', (x) admite extremos, entdo

T (x) = cos( nf) > T'(x) = o) L, () df

dx dp dx
:dcos( nf) dp — nsen (nf8) 1 _ nsen (np)
dp d cos f3 sen [ sen [

Os zeros da derivada correspondem aos zeros da fungdo sen(nf3), isto é,
krx
sen(nf)=0—>sen(nf)=sen0>nf=kr<= pf=—,k=0,1,..,n
n

Como exemplo, temos:

Para T;(x) = 4x® —3x, os extremos sdo:

* X3 :cos( jﬂ'ZCOSﬂ'Z—l

(3—1j w1
® X3;=CO08 T EZCOS?:—E

3-2 T
* x3,= cos( jﬂ' = cosg =

N | —

3-3
3

°* X33 :cos( jﬁ:costl
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Para T;(x) = 8x* —8x? +1, os extremos sdo:

k=0= x4, = cos(4;0j7z = cos%z =coszw =-1

. k:1:>x41:cos(4—j7r:cos—:——
’ 4 4

4—2) 27 P

. k=2:>x4’2:cos( 1

NG

e k=3=x45=cos 4-3 7=cos® =2
’ 4 4 2

4—

N

. k=4:>x4’4:cos( j;r:costl

Vale ressaltar que, nos exemplos citados, verificamos a alternancia dos extremos no

intervalo [—1, 1], bem como a facilidade com que sdo calculados esses extremos por meio da

~ n—k
relacdo x,, =cos .
’ n

4.5 Polinomio de Chebyshev do tipo U,

No livro CHEBYSHEV POLYNOMIALS, de J. C. Mason, o polinomio de Chebyshev do

tipo U, ¢ assim definido:

Defini¢ao 4.5.6 O polinomio Chebyshev U, do segundo tipo é um polinémio de grau n em x,
definido por
sen(n+1)f

senf?

com x=cos 3, onde xe[-1,1] e p |0, 7]

U,(x)=

4.6 Calculo dos Primeiros Polinomios U,

Os primeiros polindmios do tipo U, sdo conseguidos pela atribuigdo de valores a n.
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e Para n =0, teremos U,(x)= senf _ 1
senf
e Para n =1, teremos U, (x)= sen2fs = 2senficos =2cosff=2x
senf senfs
2 —
e Para n =2, teremos U, (x) = sen3fp _ 4senx.cos x—senx 4cos’ x—1=4x> -1
senfs senfs
3
e Para n =3, teremos U, (x)= sendf _ senfp8cos f=4cosp) =8cos’ f—4cosB=8x" —4x
senf senf

E assim, pela substitui¢do de valores naturais a n, conseguimos descobrir alguns

polinémios do tipo U,,.

Temos, entdo, a representagdo grafica dos quatro primeiros polindmios de Chebyshev

do tipo U,,, feitas no aplicativo Desmos.

U,(x)=1 U (x)=2x
—1
il 0 1 1 Q 1
P N A I s -1
Figura 19 Figura 20
U,(x)=4x" -1 U,(x)=8x" —4x
1
—1 \ ‘
/
il 0 1 1 0 1

Figura 21 Figura 22
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4.7 Relagao de Recorréncia para Obtencao de U,

O polindomio de Chebyshev do 2° tipo pode ser conseguido através da seguinte

recorréncia

Uy(x)=1, paran=0
U,(x)=2x, paran=1 ,com x €R.
U, (x)=2xU, (x)=-U, ,(x), paran=2,3,...,n.

Demonstracdo: Na demonstragdo para a obteng¢ao dos polindmios de Chebyshev de grau 2, a

partir da recorréncia, utilizaremos as identidades sen(a+b) e sen(a+b).
Fazendo a =nf e b= [, obteremos:

I) sen(nf+ p)=sen(np).cosf—sen(np).cosnf
e

1) sen(npf— p)=sen(np).cosf+sen(nf).cosnf
Ao somarmos as identidades I) e II), conseguimos:

sen(nf+ p)+sen(nf — ) =2.sen(nf).cos
sen((n+1)f)=2cos B.sen(nf)—sen((n—1)p)
sen((n+1)f)=2cos B.sen(nf— [+ f)—sen(nff— -+ )

sen((n+1)f)=2cos f.sen[(nf — )+ fl—sen[(nf —25)+ ]
sen((n+1)B=2.cosf.sen[(n—1)+1]f —sen[(n—2)+1]5

Considerando que senf seja diferente de zero, dividiremos ambos os membros por

sen [} e teremos:

sen[(n+1)]f _ 2.cos Bsen[(n—1)+1]B sen[(n—-2)+1]8
senf - senfs senfs

O que resultou na recorréncia procurada.
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U,(x)=2xU, ,(x)=U,,(x)

Agora com o uso da recorréncia, obteremos alguns polindmios do tipo U, com maior

facilidade.
e U,x)=1
o U (x)=2x

o U,(x)=2xU,(x)-U,(x)=2x2x—1=4x" -1
o U,(x)=2xU,(x)-U,(x)=2x.(4x" =1) = 2x =8x" —2x —2x =8x" —4x

o U, (x)=2xU,(x)-U,(x)=2x.(8x" —4x)— (4x* = 1) =16x° —8x” —4x” +1=16x" —12x" +1
4.8 Representando o Polindmio U, de Outra Forma

Resolvendo a Equagdo de Recorréncia U, (x)=2xU,(x)-U,_(x), vamos

encontrar outra forma de representar o polindmio de Chebyshev do segundo tipo:

Proposicio 3.8.6. Seja U, o n-ésimo polinomio de Chebyshev. Entdo,

n+l n+l
U _(x+\/x2—1\) —(x— xz—l)
" 2x? -1

Demonstragdo: Usaremos a Inducao Finita

1) Vamos atribuir valores 0 e 1 a n.

x+\/x2—1—x+\/x2—1 _ 2\/x2—1

Sendo n=0—>U, = =1 (verdade)

2/x? -1 2% -1
2 2
o ]
Sendo n=1—>U1=(x+ ¥ -1 rovx -l :4x al 1=2x (verdade)
2x? -1 2x? -1

ii) Considerando que, por hipotese de indu¢do para n = k seja verdadeiro, mostraremos que
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a expresséo serve pra qualquer n =k +1.

Como ja foi demonstrado que U, ,; =2x.U,(x)-U,_,(x), temos:

n+l n+l n+1-1 n+1-1
(x+\/x2—1) —( - xz—l) _(x+\/x2—1) —( - xz—l)

U, (x)=2x.
- W2 -1 2/x? -1
(x+ /—xz _1)k+1+1 _(x_ /—xz _1)k+1+1 (x+ /—xz _1)k+1 _(x_ /—xz _1)k+1
U(k+1)+1(x) =2x. > - >
W2 -1 W2 -1

N e = A

22 -1

Uk+2(x)

Sl S bl

e W L = L.
L X =

Wxt-1 * Y X —

2_T+2. : (_,—Z_Tﬂ.
Uk+2(x):(x+ x| 2x—x+yx? -1 |- 1 2x—x—\/x2—1]

Wxt-1 S N

el ) el

Upa(x)=
: 2 -1
k+1)+2 k+1)+2
(x+\/x2—1)( (x—\/xz—l)(
Uk+2 (x)= 2 - 2
W2 —1 22 —1
k+2)+1 k+2)+1
(x+\/x2—l} —( - xz—l)(
Uk+2 (x) =

2x? -1

ez -1 o o=z )™
2 -1

O que provaque U, = ¢ verdadeiro para Van>1,neN.
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4.9 Duas Propriedades do Polinomio de Chebyshev do tipo U,
Estudaremos duas importantes propriedades do polindmio do segundo tipo.

4.9.1 Paridade

A demonstragdo para a simetria do polindmio do segundo tipo U,(x), onde

classificaremos o polindmio em par ou impar, sera realizada da mesma forma usada na do

primeiro tipo 7,,(x).

Proposicio 4.9.7 A sucessio de polinomios {U, (x)}:):o ¢ simétrica.
Demonstragdo: Usaremos a demonstragdo pelo método da inducao finita.
Considerando os polindmios obtidos pelo processo recursivo, temos:

Para n=0, Uy(x) =Uy(—x) =1 ¢ par.

Para n=1, pela definigdo de simetria ¢ impar, pois U,(—x) = -2x =-U,(x).
Para n=2, U, (x) =U,(-x) = 4x* — 1.

Sendo n € N, vamos supor que, para cadaVk 20 e ke N, T,(x) serd Par se k for par
e sera impar se k for impar. Iremos demonstrar que U, ;(x) possui a mesma propriedade de
T, n+l (X) .

Sabemos que

Un+1 (X) = 2XUn (X) B Un—l (X)
Consideraremos dois casos:

1) Se n+1 for par, n serd impar e n—1 sera par. Aplicando a hipotese de indugao,

podemos afirmar que U, (x) ¢ uma fungéo impar e U,_;(x) é uma fungdo par. Uma

vez que x ¢ uma fungdo impar, entdo x.U,(x) ¢ uma fungdo par, por ser um produto
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de duas fungdes impares. Sendo assim, U, ,,(x) ¢ par por ser a soma de duas fung¢des

Pares.

i1) Se n+1 for impar, n serd Par e n—1 serd impar. Aplicando a hipdtese de indugdo,

podemos afirmar que U, (x) ¢ uma fungdo par e U,_;(x) ¢é uma fun¢do impar. Uma
vez que x ¢ uma fungdo impar, entdo x.U,(x) é uma fungdo impar, por ser um
produto de uma fung¢do impar com uma par. Sendo assim, U, ,,(x) ¢ impar por ser a

soma de duas fung¢des impares.

O que demonstra a simetria da sucessdo de polindmios {U " (x)}:):o.

4.9.2. Raizes

Proposi¢io 4.9.8: U, (x) apresenta N zeros reais no intervalo [~1, 1] e esses zeros sdo

dados pela formula

xnkZCOS(Ljﬂ', k=1,..., n
’ n+l1

Demonstracdo: Verifica-se que os zeros da equacio sen (n + 1) S nos fornece as raizes do
polindmio U, (x) . Ou seja

sen(n+1),6’:0<:>(n+1),6:k7z<:>,sz—”l,k:l,Z,...,n
n+

Exemplificando para U,(x) = 16x* —=12x? +1, temos as seguintes raizes:

o k=l=xy,= COS(LJE =cost = 0,8090169943
’ 4+1 5

o k=2=x4,= cos(i}z = cosz—ﬂ =0,3090169943
’ 4+1 5

o k=3=x4,= cos(i)ﬂ = cos3—7[ = —0,3090169943
’ 4+1 5
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o k=4=x,,= cos(i}r = cos4—ﬂ = —0,8090169943
’ 4+1 5

4.10 Relacéo entre os Polindomios 7,,(x) e U, (x)

Dentre as perguntas que podemos fazer sobre os tipos 7,(x) e U,(x), encontra-se a

que diz respeito sobre a relacdo existente entre esses dois polindmios. Verificando as relagdes
trigonométricas, temos a transformagdo da diferenca entre senos em produto de outras duas
fungdes trigonométricas, que conterdo as fungdes seno e cosseno, justamente o que se precisa

pra obtermos a relagao desejada. Ou seja,

Sendo  sen(p)—sen(q) = 2sen (%}cos(p —2|- qj e fazendo p=m+1)F e

p=(m-1)p, temos:

wdn+nﬂ—wWM—nﬂ=z“mﬂ”*”ﬂgm‘nﬂ}amC"+Dﬂ;m—nﬂ)

sen(n+1)f —sen(n—1) =2sen (,B).cos (nﬂ)
sen(n+1)f + sen(n—1)f = 2sen().cos(np)

Considerando que sen(f) # 0, dividiremos ambos os membros por sen(f).

sen(n+1)f  sen(n-1p _ 2sen(f).cos(npf)

sen 3 sen 3 sen B
sen(n+1)f  sen [(n — 2)+ l]ﬂ _ 2sen(p).cos(np)
sen sen - sen [}

U, (x)~U, 5(x) = 2T, (x)
O que se obtém

Un ()C) — Un—Z (X)
2

T, (x)= ,para n=2,3,4,...

Como exemplo, temos as seguintes relagoes:
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U,(x)—Up(x)  4x* —1-1_
2 2

e Paran=2->71,(x)= 2x% -1

Us(x) U, (x)  8x° —4x—2x
2 2

e Para n=3->T5(x) = 4x° —3x

Uy(x)-Uy(x)  16x* —12x> +1—4x* +1 _
2 2

e Para n=4->T,(x)= 8x* —8x? +1

Us(x)-Us(x) 32x° —32x° + 6x—8x” +4x 3
2 2

16x° —20x° +5x

e Paran=5->T(x)=

E assim por diante.
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5. Consideragoes Finais

Este trabalho iniciou-se por meio de algumas definicdes e alguns Teoremas, que
puderam nos fornecer um embasamento tedrico substancial com o objetivo unico de resolver
um problema proposto por Chebyshev em 1854, a respeito da variagdo de um polindmio.

Apo6s um estudo sobre a variagdo de polindmios de graus 1 e 2, que contou com
algumas demonstragdes e representacdes graficas através do aplicativo Desmos, foi possivel
chegar a soluc¢ao do problema proposto por Chebyshev para esses polinomios.

E prosseguindo nessa discussdo, conseguimos encontrar uma forma de representar os
polindmios de Chebyshev por meio de uma relacdo trigonométrica. A partir dessa
representacdo do polindmio, conseguimos obter uma relagdo de recorréncia para o calculo dos

primeiros polindmios do tipo 7, e, posteriormente, do tipo U,. As relagdes de recorréncias
para a obtencdo dos polindmios 7, e U, nos possibilitou calcular uma outra forma de

representar tais polindmios, bem como as relagdes existentes entre eles.
E finalmente, através das aplicacdes dos conhecimentos adquiridos nas disciplinas do
Mestrado, foi possivel compreender, estudar € conhecer melhor os Polinomios de Chebyshev

dostipos 7, e U, .
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APENDICE - ALGUMAS RELACOES TRIGONOMETRICAS

Relacdo Fundamental da Trigonometria

i
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Utilizando o Teorema de Pitagoras para o triangulo ACO, obtemos a Relagcao Fundamental da

Trigonometria, valida para VS e R :

sen” ff+cos’ f=1

O que teremos

sen’ B+cos’ B=1=>sen’f=1-cos’ B

ou

sen” B+cos’ B=1=>cos’ fB=1-sen’p

Outras relacoes Trigonométricas
" cos(a+ f)=cosa.cos f—sena.senf
" cos(a— f)=cosa.cos f+sena.senf

»  sen(a+ f)=sena.cos ff—senba.cos

=  sen(a—b)=sena.cosb—senb.cosa



sen(a—>b)= cos[% — aj. cos(—b) + sen(% — aj.sen(—b)

sen(a—>b) =sena.cosb+ cosa.(—senb)

sen(a—>b)=sena.cosb —senb.cosa

O que podemos dizer que sen(a—b) = sena.cosb—senb.cosa

DUPLICACAO DE ARCOS
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Tendo obtido a soma de arcos, calcularemos a duplicacao dos arcos seno e cosseno por meio

da seguinte substituicdo: a=x e b=x.

No que iremos obter:

sen(a+b) = sena.cosb + senb.cosa
sen(x + x) = senx.cos x + senx.cos x

sen(2x) = 2sen x.cos x

cos(a +b) =cosa.cosb — sena.senb
cos(X + X) = COS X.COS X — Senx.senx
cos’ x—(1—cos’x)=2cos’ x—1
cos(2x) = cos’ x — sen’a =4 ou
1—sen’x —sen’x =1—2sen’x
Ou seja
cos(2x) = cos’ x — sen’a cos(2x) =cos’ x —sen’a
cos(2x)=cos’x—(1-cos’x) e cos(2x)=(1—sen’x)—sen’x

cos(2x) =2cos” x—1 cos(2x) =1-2sen’x

Para outros resultados, basta fazer a =mx e b=nx. Ou seja:

sen3x =sen(2x + x) = sen2x.cos x + senx.cos2x
= 2.senx.cos x.cos x + senx.(2cos” x —1)

=2.senx.cos’ x + 2senx.cos’ x — sen x = 4senx.cos’ x — sen x

sendx = sen(2x +2x) = sen2x.cos2x + sen2x.cos 2x



= 2sen2x.cos2x
= 2.2.senx.cosx.(2 cos” x — 1)

=.senx.(8cos’ x —4cos x)

e co0s3x =cos(2x+ x)=cos2x.cos x —sen2x.senx

=(2cos’ x —1).cos x — 2senx.cos x.senx

=2c0S’ x —Cosx —2cos x.sen’x
=2cos’ x —cosx —2cosx.(1-cos’ x)

=2co0s’ x—cosx—2cosx+2cos’ x =4cos’ x—3cosx

e cos4x =cos(2x +2x) =cos2x.cos2x —sen2x.sen2x
=cos” 2x — sen® 2x
=(2cos® x —1)* — (2senx.cosx)?
=4cos* x —4cos® x +1—4sen’x.cos® x
=4cos? x —4cos? x +1—4(1 —cos® x).cos® x

=4cos* x—4cos®x+1—4cos® x+4cos* x

=8cos* x —8cos? x +1

Usando o mesmo raciocinio, iremos obter os valores sen5/f, sen6 3, cos5/, cos6/4,....

TRANSFORMACAO EM PRODUTO

A transformagdo da soma de arcos em produto de arcos ¢ de grande importancia, porque

facilita algumas demonstrac¢des de identidades trigonométricas.

Transformacio das somas senp + seng € cos p +cosq

Somando as identidades abaixo, teremos:

sen(a+b)+sen(a—b)=sena.cosb+ senb.cosa+ sena.cosb—senb.cosa

sen(a+b)+sen(a—b)=2sena.cosb
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Fazendo uma mudanca de valores, chamando a+b=p e a—b =g e resolvendo o sistema,

iremos obter a seguinte identidade:

sen(p)+sen(q)= 2sen[p;qj.cos[p;qj

O mesmo faremos com as identidades (10) e (11)

cos(a+b)+cos(a—b)=cosa.cosb—sena.senb+cosa.cosb +sena.senb

cos(a+b)+cos(a—b)=2cosa.cosb

Fazendo uma mudanga de variaveis, chamando a+b=p ¢ a—b =gq e resolvendo o sistema,

iremos obter a seguinte identidade:

cos(p)+cos(q) = 2cos(p ; qj.cos(p ; qj

Transformacao das diferencas senp —seng eme cos p —cosq
Fazendo a diferenca entre as identidades abaixo, teremos:

sen(a+b) —sen(a —b) = sena.cosb + senb.cosa — sena.cosb + senb.cosa

sen(a+b)—sen(a—b)=2senb.cosa

Fazendo uma mudanga de valores, chamando a+b=p ¢ a—b =¢q e resolvendo o sistema,

iremos obter a seguinte identidade:
sen(p)—sen(q) = 2sen (%}COS (pT"'qj

O mesmo faremos com as identidades seguintes

cos(a +b)—cos(a—b) =cosa.cosb —sena.senb —cosa.cosb — sena.senb

cos(a +b) —cos(a — b) = —2sena.senb
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Fazendo uma mudanga de variaveis, chamando a+b=p e a—b =g e resolvendo o sistema,

iremos obter a seguinte identidade:

cos(p) - cos(q) = —2sen(%”j.sen(%j



